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ABSTRAK

Rahmawati, Agustia Ayu. 2026. Sifat Kelengkapan pada Ruang Metrik Cone
Rectangular. Skripsi. Program Studi Matematika, Fakultas Sains dan
Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik lbrahim Malang.
Pembimbing I: Dr. Hairur Rahman, M.Si.; Pembimbing I1: Juhari, M.Si.

Kata kunci: Ruang Metrik Cone Rectangular, Kelengkapan, Barisan Cauchy, Cone
Normal

Ruang metrik cone rectangular merupakan generalisasi dari ruang metrik cone dengan
perbedaan utama pada aksioma ketiga, yaitu ketaksamaan segitiga yang diganti menjadi
ketaksamaan rectangular. Penelitian ini bertujuan membuktikan sifat kelengkapan pada
ruang metrik cone rectangular melalui pendekatan studi literatur. Langkah penyelesaian
diawali dengan membuktikan sifat-sifat barisan, meliputi ketunggalan nilai limit
menggunakan metode kontradiksi dan karakterisasi barisan Cauchy melalui norma pada
cone normal. Selanjutnya, kelengkapan ruang metrik cone rectangular (X,d.,)
dibuktikan dengan membuktikan barisan Cauchy pada ruang tersebut konvergen.
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ABSTRACT

Rahmawati, Agustia Ayu. 2026. The Completeness Property in Rectangular Cone
Metric Spaces. Undergraduate Thesis. Mathematics Study Program, Faculty
of Science and Technology, Universitas Islam Negeri Maulana Malik
Ibrahim Malang. Advisor I: Dr. Hairur Rahman, M.Si.; Advisor Il: Juhari,
M.Si.

Keywords: Rectangular Cone Metric Space, Completeness, Cauchy Sequence, Normal
Cone

Cone rectangular metric spaces are a generalization of cone metric spaces, with the main
difference lying in the third axiom, where the triangle inequality is replaced by the
rectangular inequality. This study aims to establish the completeness property of cone
rectangular metric spaces through a literature review approach. The analysis begins by
proving several properties of sequences, including the uniqueness of limits using the
method of contradiction and the characterization of Cauchy sequences through the norm
induced by a normal cone. Furthermore, the completeness of a cone rectangular metric
space (X,d.-) is established by proving that every Cauchy sequence in the space
converges.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Ruang metrik sebagai salah satu konsep penting dalam analisis fungsional
yang telah banyak digunakan dalam teori matematika. Ruang metrik dapat juga
dikatakan sebagai pengukur jarak antara dua objek. Dalam kehidupan sehari-hari
contoh yang dapat diambil adalah pada pengukuran jarak antara dua orang yang
sedang mengantre. Ruang metrik merupakan himpunan yang dilengkapi dengan
suatu metrik, yaitu fungsi yang mengukur jarak antar elemen dengan memenuhi
aturan-aturan yang ditentukan oleh metrik tersebut. Pasangan (X, d) adalah ruang
metrik di mana X merupakan himpunan dan d merupakan metrik pada X, yaitu
fungsi yang didefinisikan pada X x X sedemikian sehingga untuk semua x,y,z €
X. Syarat suatu fungsi d dapat dikatakan sebagai metrik jika memenuhi empat
sifat berikut: yang pertama, d bernilai real, berhingga, dan non-negatif, yang
kedua menetapkan syarat identitas, di mana d(x,y) = 0 jika dan hanya jika x =
y, yang ketiga memenuhi sifat simetri, di mana d(x,y) = d(y,x), dan kemudian
yang ke empat memenuhi sifat ketaksamaan segitiga dengan d(x,y) < d(x,z) +
d(z,y). (Kreyszig, 1978).

Ruang metrik telah banyak dikembangkan oleh peneliti terdahulu, salah satu
pengembangan dari konsep ini adalah ruang metrik cone. Pada tahun 2007 Huang
dan Zhang memperkenalkan ruang metrik cone dalam penelitiannya, dimana
mereka mengembangkan konsep dalam ruang metrik menjadi ruang metrik cone.

Ruang metrik cone menggunakan ruang Banach sebagai dasar metriknya dan



memperkenalkan  struktur tambahan berupa cone (kerucut). Cone sendiri
merupakan salah satu struktur dalam ruang Banach yang memenuhi syarat-syarat
tertentu untuk mengatur konsep jarak dan limit dalam suatu ruang . Kemudian
pada tahun 2009, Azam dkk. memperkenalkan konsep ruang metrik cone
rectangular dan beberapa titik tetap di dalamnya. Ruang metrik cone rectangular
merupakan generalisasi lanjutan dari ruang metrik cone. Namun dalam penelitian
tersebut para peneliti mengubah ketaksaaan segitiga menjadi ketaksamaan
rectangular (Azam dkk., 2009).

Kelengkapan merupakan salah satu syarat utama dalam pembuktian teorema
titik tetap di ruang metrik, ruang metrik cone, maupun ruang metrik cone
rectangular. Suatu ruang dapat dikatakan lengkap jika setiap barisan Cauchy di
ruang tersebut konvergen ke limit di dalamnya. Berdasarkan pada hal tersebut
penulis ingin  mempelajari kelengkapan dalam ruang metrik cone rectangular.
Dengan pendekatan ini, diharapkan penelitian ini dapat memberikan pemahaman
lebin lanjut mengenai struktur ruang metrik cone rectangular dalam matematika.

Kajian tentang pengembangan ilmu matematika terus dilakukan oleh para
peneliti untuk mendapatkan penemuan-penemuan baru serta untuk membuktikan
kebenaran dari pernyataan yang didapatkan. Sebelum melakukan pengembangan
perlu diketahui konsep dasar dari apa yang akan diteliti. Seperti yang dijelakan
dalam Q.S. Ali-lmron: 189-191 (Kemenag, 2022).

Artinya: “Milik Allahlah kerajaan langit dan bumi. Allah Maha Kuasa atas
segala sesuatu. Sesungguhnya dalam penciptaan langit dan bumi serta
pergantian malam dan siang terdapat tanda-tanda (kebesaran Allah) bagi orang
yang berakal, (yaitu) orang-orang yang mengingat Allah sambil berdiri, duduk,
atau dalam keadaan berbaring, dan memikirkan tentang penciptaan langit dan
bumi (seraya berkata), “Ya Tuhan kami, tidaklah Engkau menciptakan semua ini

sia-sia. Maha Suci Engkau. Lindungilah kami dari azab neraka”” (Q.S. Al
Imron: 189-191).



Ayat di atas sering dikaitkan dengan pengembangan ilmu pengetahuan,
terutama dalam mendorong manusia untuk merenungkan dan menggali ilmu dari
alam semesta. Dalam ayat tersebut mendorong manusia untuk memahami alam,
fenomena di langit dan bumi, serta hukum-hukum yang mengatur alam semesta,
yang kemudian menjadi dasar dalam pengembangan ilmu pengetahuan modern.
Manusia memiliki kewajiban untuk memperdalam ilmu guna mencari dan
membuktikan kebenaran. Hal ini di dasarkan pada anugerah kecerdasan dan akal
yang dimiliki secara sempurna. Dengan mendalami ilmu, manusia dapat mencapai
hakikat dari apa yang dicari. Selain itu, penting untuk membagikan ilmu kepada
sesama agar pengetahuan tersebut dapat terus berkembang dan memberikan
manfaat yang lebih luas bagi kehidupan. Ayat ini juga menginspirasi para ilmuan
muslim untuk meneliti dan mencari hikmah dari penciptaan alam.

Pengembangan ilmu pengetahuan memerlukan pemahaman mendalam
tentang dasar-dasar ilmu tersebut. Seperti dalam ilmu matematika dasar-dasar
seperti logika, konsep bilangan, fungsi, ruang, dan struktur merupakan pondasi
penting yang digunakan untuk mengembangkan teori-teori baru. Pemahaman
yang kuat tentang dasar-dasar ini memungkinkan ilmuan untuk menganalisis,
merumuskan, dan memperluas konsep-konsep yang lebih kompleks, seperti dalam
bidang geometri, analisis, atau topologi. Sehingga pengetahuan dasar menjadi
pondasi untuk membangun dan menerapkan matematika dalam ilmu
pengengetahuan lain.

Alam semesta diciptakan oleh Sang Pencipta dengan hukum-hukum dan
aturan dasar yang presisi, menciptakan sebuah keteraturan dan keseimbangan.

Dalam matematika, Kketeraturan ini tergambarkan melalui konsep kelengkapan, di



mana setiap barisan Cauchy pasti memiliki limit dan tujuan akhir yang tetap di
dalam ruangnya. Melalui penelitian ini penulis ingin mempelajari kelengkapan
tersebut sebagai representasi matematis dari kesempurnaan rancangan Sang
Pencipta. Diharapkan dapat menjadi dasar bagi pengembangan yang lebih luas.
1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan paparan latar belakang di atas, rumusan masalah pada
penelitian ini adalah bagaimana pembuktian sifat kelengkapan pada ruang metrik
cone rectangular dan ketunggalan titik limit pada ruang metrik cone rectangular
yang lengkap?
1.3 Tujuan Penelitian

Berdasarkan paparan latar belakang dan rumusan masalah di atas, tujuan
pada penelitian ini adalah  untuk membuktikan sifat kelengkapan pada ruang
metrik cone rectangular dan ketunggalan titik limit pada ruang metrik cone
rectangular yang lengkap.
1.4  Manfaat Penelitian

Penelitian ini diharapkan dapat memberikan pemahaman yang lebih baik
mengenai konsep ruang metrik cone rectangular serta memberikan gambaran
mengenai bagaimana kelengkapan pada ruang metrik cone rectangular. Selain itu,
diharapkan penelitian ini dapat memberi tambahan ilmu dan wawasan untuk
penelitian yang lebih lanjut lainnya.
15  Batasan Masalah

Pada penelitian ini topik yang dibahas adalah tentang kelengkapan pada

ruang metrik cone rectangular. Sehingga pembahasan ini hanya akan menjelaskan



beberapa definisi yang berkaitan dengan cone, ruang metrik cone, dan juga ruang

metrik cone rectangular.



BAB II

KAJIAN TEORI

2.1  Teori Pendukung
Sebelum masuk pada pembahasan mengenai kelengkapan ruang metrik
cone rectangular, perlu dipahami terlebinh dahulu konsep-konsep dasar yang
membangun struktur ruang tersebut.
2.1.1 Ruang Metrik
Definisi 2.1 (Ruang Metrik) (Kreyszig, 1978)
Ruang metrik merupakan pasangan (X,d), di mana X merupakan himpunan tak
kosong dan d merupakan suatu metrik pada X, vyaitu fungsi jarak yang terdefinisi
pada X X X, untuk semua x,y,z € X memenuhi:
(M1) d bernilai real, berhingga, dan non-negatif.
(M2)d(x,y) =0 x=y.
(M3) d(x,y) = d(y, x) (simetri).
(M4) d(x,y) < d(x,z) +d(zv) (ketaksamaan segitiga).
Contoh 2.2
Misalkan @ merupakan himpunan bilangan rasional dengan fungsi d:Q X Q —
R yang didefinisikan oleh d(x,y) = |x — y| adalah metrik pada @, sehingga
(Q, d) adalah ruang metrik.
Bukti.
1. Akan ditunjukkan d(x,y) = 0 untuk setiap x,y € Q.
Ambil x,y € Q, maka d(x,y) =|x —y| =0

Jadi, d(x,y) = 0 untuk setiap x,y € Q.



2. Akan ditunjukkan d(x,y) = 0 jika dan hanya jika x = y.
(e)Jika d(x,y) =0maka x =y
Ambil x,y € Q,
d(x,y)=|x—y|l=0maka x =y
(=) Jika x = ymaka d(x,y) =0
Ambil x,y € Q, dengan x = y, maka
dlx,y) =lx—yl=0
Jadi, d(x,y) = 0 jika dan hanya jika x = y.

3. Akan ditunjukkan d(x,y) = d(y, x) untuk setiap x,y € Q.
Ambil x,y € Q, maka:
dx,y) =lx =yl =ly—x|l=d(y,x)
Jadi, d(x,y) = d(y,x) untuk setiap x,y € Q.

4. Akan ditunjukkan d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) untuk setiap x,y,z € Q.
Ambil x,y,z € Q, maka:

dx,y)=lx—yl=l-+@ -2 <lx—yl+|y—zl
=d(x,y) +d(,2)
Jadi, d(x,y) <d(x,z) +d(zv) untuk setiap x,y,z € Q.
Dengan demikian, maka terbukti bahwa (Q, d) adalah ruang metrik.

2.1.2 Ruang Bermorma

Ruang bernorma X merupakan ruang vektor yang dilengkapi fungsi || - || bernilai
real atau kompleks, sedemikian sehingga untuk setiap x € X, norma dari x

dituliskan sebagai ||x||. Berikut adalah definisi norma dan sifat-sifatnya.



Definisi 2.3 (Ruang Bernorma) (Kreyszig, 1978)
Misalkan X merupakan ruang vektor atas lapangan himpunan bilangan real.
Fungsi || - || dari X ke R disebut sebagai norma pada X apabila untuk setiap
x,y € X dan untuk suatu a € R sebagai skalar memenuhi:

1. ||x]| =0, untuk setiap x € X,

2. |lx|| = 0 jika dan hanya jika x = 0,

3. |lax|| = |e|||x]|, untuk setiap x € X,

4. |lx+ y|l < x|l + [l¥]l, untuk setiap x,y,z € X, (ketaksamaan segitiga).
Pasangan (X, || - ||) yang disebut sebagai ruang bernorma.
Contoh 2.4
Buktikan bahwa Ruang Euclid (R™,||d||) adalah Ruang Bernorma dengan norm

yang didefinisikan:

N\
Il = (Zum) = VId, [+ +1d, P
i=1

Bukti.
Diambil sembarang d,e € R* dan a € R dengan d = (d,,d,,-:-,d,) dan
e = (e e, ,e,).
Akan dibuktikan bahwa ||d|| memenuhi empat aksioma norm.
1. |Ix|l=0
Didefinisikan [ldll = (Z2_,1d,[2)z, di mana
ldll = 1d,1? + 1d,1? + -+ + |d, |?
Karena d,,d,, -, d, € R. Maka:

d; >0,Vi,|d;|*> = 0dan (T™,|d;|%) = 0, sehingga



n
<Z|di|2) > 0, Vi.
i=1

2. |lx|| = 0 jika dan hanya jika x = 0
(=) Diketahui ||d]|| = 0, akan dibuktikan d = 0.

Perhatikan bahwa

1
nt z
dIl = <2|di|2> =0 (dikuadratkan)
i=1

ldll = (Zw) =0

ld,|? +1d,|> + -+ |d, > =0
Untuk |d;|? = 0, Vi jika dan hanya jika |d;|? > 0, Vi atau |d;|? = 0, Vi.
Andaikan |d;|* > 0,Vvi yang mengakibatkan penjumlahan dari sigmanya
bernilai positif.
Perhatikan bahwa |d;|* = 0, Vi memenuhi d; = 0, Vi.
(<) Diketahui d; = 0, Vi. Akan dibuktikan [|d|| = 0

Perhatikan bahwa

lldll = (Zldilzf
lldll = (ZIW)E

1

(55

i=1

ldll = (0)2



3.

4.

lldll =0
llaex|l = la]||x]l

Perhatikan bahwa:

1
L 2
ladl] = (Z'“di'2>
i=1

1
= (lad,|? + lad,|? + - |ad,|*)?
1
= (lal*|dy|* + lal?|dy |* + - + |al?|d, [*)2
1
= (Ul +1d, 1> + -+ |d, 1)
L L
= (lal>2(ld;|* + 1d, |* + - + |d,, [%)2

1
= la|(ld,|? + |d,|? + -+ + 1d,1°)2

1
n 2
= lal (Z'di'2>
i=1

= |allld|l
llx +yll < llxl + Iyl vV x,y,z € X

Perhatikan bahwa:

Id +ell = <2|di + ei|2> --------- (1)

Dengan menggunakan ketaksamaan minkowskKi,

N[

1 1 1
n D n D n D
2|di telr]| < Z|di|v + Z|ei|v

Untuk p = 2 maka (1) berlaku

10
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1 1 1

n 2 n 2 n 2

<Z|di +ei|2> < (Z|di|2> + <Z|ei|2)
i=1 i=1 i=1

lld + ell < lidll +llell

Dengan demikian, maka ||d|| merupakan norm pada R"™ dan (R",||d|])
merupakan ruang bernorma. m
2.1.3 Ruang Banach
Pada subbab ini akan dibahas tentang ruang Banach, di mana ruang ini berkaitan
dengan barisan konvergen dan barisan Cauchy pada norma. Berikut akan
diberikan definisi barisan konvergen dan Cauchy, karena kedua konsep ini
sangat penting untuk mendefinisikan sifat kelengkapan pada suatu ruang
bernorma.
Definisi 2.5 Barisan Konvergen (Kreyszig, 1978)
Misalkan (X, || -||) adalah ruang bernorma. Suatu barisan (x,) di X dikatakan
konvergen ke suatu x € X, apabila untuk setiap bilangan real € > 0 terdapat
n, € N sedemikian sehingga untuk setiap n > n_ berlaku

llx, — x|l < e.
Definisi 2.6 Titik limit (Kreyszig, 1978)
Misalkan barisan (x,) di ruang bernorma X adalah barisan konvergen, maka ada
x € X sedemikian sehingga
Iim [Jx,, = xl = 0.

Dalam hal ini akan dinotasikan dengan x,, — x dan x disebut limit pada (x,,).
Definisi 2.7 Barisan Cauchy (Mutagin, 2008)
Barisan (x,) di X dikatakan barisan Cauchy apabila untuk setiap bilangan real

€ > 0 terdapat n, € N sedemikian sehingga untuk setiap n, m > n, berlaku
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llx,, = x,,1l < e.

Definisi 2.8 Ruang Bernorma Lengkap (Mutagin, 2008)

Ruang bernorma (X, || - ||) dapat disebut sebagai ruang yang lengkap yaitu ruang
Banach apabila untuk setiap barisan Cauchy di X konvergen ke suatu elemen di
X.

2.1.4 Cone

Definisi 2.9 Cone (Bahtiar dkk., 2014)

Misalkan E adalah ruang Banach real dan himpunan P € E dengan P # @. P
disebut cone apabila memenuhi:

1. P himpunan tertutup, tak kosong, dan P # {0},

2. Jika a,b € Rdengan a,b > 0 danx,y € P maka ax + by € P,

3. Jika x € Pdan —x € P maka x = 0.

Contoh 2.10
Misalkan himpunan Q = {x € R|x > 0}. Himpunan Q adalah cone.

1. Jelas bahwa Q # {0} dan Q # @, sebab Q = {x € R|x > 0}. Selain itu, Q
merupakan himpunan tertutup karena memuat semua titik limitnya.

2. Ambil sebarang a,b € R dengan a,b > 0, dan x,y € Q sehingga x,y = 0
jelas bahwa ax >0 dan by > 0 sedemikian sehingga ax + by > 0. Jadi
dAapat disimpulkan ax + by € Q.

3. Ambil sebarang x € Q dan —x € Q, karena Q = {x € R|x > 0} sehingga
hanya 0 € Q yang memenuhi —x € Q oleh karena itu —x =0 sama
artinya dengan x = 0.

Dengan demikian, terbukti bahwa himpunan Q adalah cone.
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Definisi 2.11 Persekitaran-& (Bartle & Sherbert, 2011)
Misalkan titik ¢ >0 dan a € M dengan M C X. Persekitaran-¢ dari a adalah
himpunan V,(a) == {x € M||x —a| < &}.
Definisi 2.12 Interior (Maharani, 2025)
x, disebut sebagai titik interior dari himpunan M € X apabila M adalah
persekitaran dari x,. Interior M disimbolkan dengan IntM adalah himpunan
semua titik interior M.
Definisi 2.13 Relasi Urutan Cone (Bahtiar dkk., 2014)
Untuk sebarang cone P € E dengan E merupakan ruang Banach real, berlaku
relasi urutan sebagai berikut.

1. y—x € Pjika dan hanya jika x < y, untuk setiap x,y € E.

2. y—x € P jika dan hanya jika x <y tetapi y # x, untuk setiap x,y € E.

3. y —x € IntP jika dan hanya jika x < y.
Definisi 2.14 Cone Normal (Setiawan dkk., 2020)
Himpunan P dikatakan cone normal apabila terdapat bilangan K > 0 sedemikian
sehingga untuk setiap x,y € E, dengan 0 < x < y berlaku

llxll < Kllyll.

Selanjutnya bilangan positif K disebut konstanta normal dari P.
Contoh 2.15
Diberikan A = {(x,y) € E|x,y = 0}. Himpunan A adalah cone normal dengan
konstanta normal K = 1. Pertama, akan ditunjukkan himpunan A adalah cone.

1. Jelas A # @, dan A # {0}, karena

A={(x,y) €Elx,y > 0}

Selanjutnya, jelas A tertutup, karena A memuat semua titik limitnya.
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2. Ambil sebarang a,b € R dengan a,b =0, dan x',y’ € A dengan x' =
(xy,y,) dany’ = (x,,y,) sehingga
ax' + by’ = a(x,,y,) +b(x,,y,)
= (ax,,ay,) + (bx,,by,)
= (ax, + bx,, ay, + by,).
Karena ax, + bx, = 0 danay, + by, > 0 maka ax’ + by’ € A.

3. Ambil sembarang x' € A, dengan x'= (x;,y;), dan —x'€ A dengan
—x' = —-1(x4,y,) = (—x;,—y,) menurut definisi dari A hanya (0,0) yang
memenuhi —x = (—x,;,—y,) oleh karena itu (—x,;,—y;) = (0,0) sama
artinya dengan —x' = 0 sehingga x' = 0.

Berdasarkan pembuktian di atas terbukti bahwa A adalah cone. Kemudian akan
ditunjukkan cone A adalah normal. Ambil sembarang a,b € P, misalkan
a = (a,,b;) dan b= (a,b,) dengan a,,b,,a, b, =0. Selanjutnya untuk
0 < a < b, akan dibuktikan ada K > 0 sedemikian hingga ||la|| < K||b]|.

Diberikan norma pada R?, untuk setiap x € R? dengan x = (x,,x,) berlaku

x| = ’x% + x2.

b—a€Aes (a,b,) —(a,b,)=(,—a;,b,—b)€EA

Untuk 0 <a < b,

berarti

a,—a,=20ea, =2a,
dan

b, —b, 20& b, > b,.

Akan ditunjukkan ||a|| < ||b||. Perhatikan bahwa
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lall = lI(ay, b1l = /a% + b7
1Bl = [ICaz, bl = /aﬁ + b3

Karena a, > a, dan b, > b, sehingga /a2 + b2 <./a2 + b2 berarti ||a| <

dan

|| b||. Jadi terbukti bahwa himpunan A adalah cone normal.
2.1.5 Ruang Metrik Cone
Pada bagian ini akan dijelakan beberapa definisi yang berkaitan dengan
konsep ruang metrik cone rectangular.
Definisi 2.16 Ruang Metrik Cone
Misalkan X merupakan himpunan tak kosong. Definisikan fungsi, yaitu d.:X X
X — E,dimana untuk semua x,y,z € X memenuhi:
(MC1) d.(x,y) = 6dan d (x,y) =0 < x =7y, di mana 6 merupakan
suatu vector bernilai 0.
(MC2) d.(x,y) = d.(y,x) (simetri).
(MC3) d.(x,y) <d.(x,z)+d.(z,y) (ketaksamaan segitiga).
Fungsi d. disebut metrik cone pada X dan pasangan (X,d.) disebut ruang
metrik cone.
Contoh 2.17
Diberikan F =R? P ={(x,y) €EF:x,y >0}, dan X =R Didefinisikan
d.:XxX—>F dengan d.(x,y)={lx—yl,alx —y|} dengan a >0 akan
ditunjukkan (X, d.) adalah ruang metrik cone.

Ambil sebarang x,y,z € R,
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d.(x,y) = (lx—yl,a|lx—yl), karena |[x —y| >0 dan alx—y| =0
sehingga d.(x,y) = 6 € P sama artinya dengan 6 < d_.(x,y)
dexy)=0e (x—ylalx-yh=0s|x-yl =6
dan
d(x,y) =0 (x—ylalx -y =0 |x -yl =6.
lx =yl = |-(y =) = |-1lly — x| = |y — x| selanjutnya
d.(Ix =yl alx—y) = (Ix =yl aly —x]) = d.(y,x).
Jadi terbukti d.(x,y) =d.(y,x)
Akan dibuktikan d_.(x,y) < d.(x,z) +d_.(z,y), menurut definisi
d.(x,y) = (Ix —yl,alx = yD),
d.(x,z) = (|x — z|, alx — z),
d.(z,y) = (lz=yl,alz —yl),
maka
d.(x,z) +d.(z,y) = (Ix — z|,alx — z]) + (Iz—y|, alz — yI)
=(x—zl+|z=ylalx —z| + alz —y|)
=[x =zl +|z =yl allx — z| + |1z = yD]
d.(x,z) +d.(z,y) —d.(x,y)
=[lx—zl+lz=yl allx — z| + 1z —yD]
—(Ix=ylalx =yl
=[lx—zl+lz=yl = lx =yl allx—z| + |z = yl)
— alx—yl]
=[lx—z|+ |z -yl
—lx =yl allx =zl +1z =yl — |x — yD].

Akan dibuktikan (|x —z| +|z—y|—|x—y]) =0
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x—yl=lx—z+z-yl=lx-2)+Z-NI<|x -zl +]z-y|,
Sehingga |x—z|+|z—y| = |x —y| jika dan hanya jika (|x— z|+
|z —y| — |x — yl|) = 0sehingga
a(lx =zl +lz=yD —Ilx -yl =0
Dengan a > 0 sehingga
d.(x,z) +d.(z,y) —d.(x,y) € P.
Oleh karena itu
d.(x,y) <d.(x,2) + d.(z,)

Jadi pasangan (X, d_) adalah ruang metrik cone (Bahtiar dkk., 2014).
2.1.6 Ruang Metrik Cone Rectangular

Pada penelitiannya, Azam dkk. (2009) mengembangkan ruang metrik cone
menjadi ruang metrik cone rectangular. Pada penulisannya, E melambangkan
ruang Banach real, dan P adalah cone.
Definisi 2.18 Ruang Metrik Cone Rectangular
Misalkan X suatu himpunan tak kosong dan d.,.:X x X — E adalah fungsi yang
memenuhi bahwa untuk semua x,y € X berlaku:

(MCR1) d. (x,y) =60dand, (x,y) =0 & x =y.

(MCR2) d,(x,5) = d¢(, X) (Simetri.

(MCR3) d_, (x,y) <d..(x,z) +d..(z,w) + d_.(w,y) untuk semua titik

w,z € X —{x, y} (ketaksamaan rectangular).

Maka d_, disebut metrik cone rectangular pada X, dan pasangan (X, d,,) disebut

ruang metrik cone rectangular.
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2.2  Kajian Integrasi Pengembangan Ilmu Pengetahuan

Ruang metrik cone rectangular adalah konsep matematis yang memberikan
struktur jarak dan keterhubungan antara titik-titik dalam ruangnya. Struktur
tersebut memperluas konsep ruang metrik dengan memperkenalkan nilai-nilai
metrik. Cone ini memberikan kerangka untuk mengukur jarak dalam sistematis
yang lebih kompleks. Salah satu aplikasi penting dari ruang metrik adalah dalam
memodelkan sistem dengan keteraturan tertentu, di mana konvergensi menuju
titik tetap mencerminkan stabilitas atau kondisi akhir sistem. Keteraturan dalam
analisis ruang metrik cone rectangular sejalan dengan kandungan surah Al-Qamar,
yang menyatakan bahwa segala sesuatu diciptakan dengan ukuran tertentu. Ayat
ini mengajarkan bahwa Allah telah menetapkan hukum-hukum pasti sebagai dasar
keberadaan dan dinamika alam semesta. Yang di mana arti dari Q.S Al-Qamar: 49
adalah sebagai berikut (Kemenag, 2022).

“Sesungguhnya kami menciptakan segala sesuatu menurut ukuran”(Q.S.
Al-Qamar: 49).

Kandungan ayat ini juga menekankan bahwa manusia harus memahami dan
menerima ketetapan Allah sambil tetap berusaha menjalankan perannya dalam
kehidupan. Dalam konteks matematika, ini tercermin dalam usaha manusia
menggunakan alat analisis untuk memahami dan mengoptimalkan fenomena
alam, seperti perilaku energi atau sistem kompleks lainnya. Dengan demikian,
ayat ini tidak hanya menguatkan keimanan pada gadha dan gadar, tetapi juga
menghubungkan antara keteraturan matematika dan kebesaran ciptaan Allah.
Melalui pemahaman ini, manusia dapat melihat hubungan yang harmonis antara
iimu pengetahuan dan keimanan sebagai bagian dari penghayatan terhadap

hukum-hukum Allah di alam semesta.
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Dalam konteks ilmu pengetahuan, ayat ini mendorong penghargaan
terhadap ilmu seperti astronomi dan matematika, yang dapat membantu
memahami pola keteraturan benda langit. Dalam penelitian ruang metrik cone
rectangular, keteraturan orbit benda langit menjadi analogi struktur matematis di
mana jarak antar elemen diatur dengan prinsip tertentu, seperti simetri dan
ketaksamaan persegi panjang. Harmoni antar elemen dalam ruang ini
mencerminkan harmoni alam sebagaimana dijelaskan dalam ayat tersebut. Pola
pergerakan benda langit juga menggambarkan kekonvergenan, di mana barisan
elemen mendekati limit tertentu, serupa dengan fase bulan yang berulang menuju
pola tertentu. Konsep ini relevan untuk memodelkan fenomena alami seperti
stabilitas orbit. Orbit matahari dan bulan dapat dianggap sebagai titik tetap
dinamis yang menjaga keharmonian sistem. Penelitian yang mengaitkan ayat ini
dengan ruang metrik cone memberikan kontribusi filosofis dan ilmiah dengan
mengintegrasikan nilai  spiritual dan konsep matematis, menunjukkan bahwa
struktur matematika adalah refleksi dari keteraturan ilahiah. Dengan demikian,
ayat ini tidak hanya memberikan pandangan spiritual tetapi juga mendorong
pengembangan ilmu pengetahuan sebagai sarana memahami kebesaran Allah.
Penelitian ini memperkaya pendekatan interdisipliner, menjembatani nilai agama
dan ilmu eksakta dalam satu kerangka yang saling melengkapi.

2.3  Kajian Topik dengan Teori Pendukung
Pada bagian ini akan diberikan beberapa definisi terkait dengan topik

penelitian yang akan dibahas.



20

Definisi 2.19 Ruang Metrik Cone Rectangular Konvergen (Setiawan dkk.,
2020)
Misalkan (X,d.,) merupakan ruang metrik cone rectangular, (x,)merupakan
barisan pada (X,d..) dan x € (X,d,,). Untuk setiap ¢ € E dengan 0 « ¢, ada
n, € N sedemikian sehingga untuk semua n > n,,
d. (x,,x) <c
Sehingga barisan (x,,) konvergen ke x dan x adalah limit dari (x,,).
Definisi 2.20 Ruang Metrik Cone Rectangular barisan Cauchy (Setiawan
dkk., 2020)
Misalkan (X, d.,) adalah ruang metrik cone rectangular dan (x,,) adalah barisan
pada (X,d..). Untuk setiap c € E dengan 0 <« ¢, ada n, € N sedemikian
sehingga untuk semua n > n,,
Ao (2, %0, ) KL C.

Sehingga barisan (x,, ) disebut barisan Cauchy pada (X, d.,.).
Definisi 2.21 Ruang Metrik Cone Rectangular Lengkap
Apabila setiap barisan Cauchy konvergen di (X,d..), maka (X,d.) dapat
dikatakan sebagai ruang metrik cone rectangular yang lengkap.

Selanjutnya  definisi tersebut akan digunakan dalam penelitian ini untuk
membuktikan beberapa teorema dan lemma berikut.
Lemma 2.22 Ketunggalan Limit pada Ruang Metrik Cone Rectangular
(Setiawan dkk., 2020)
Misalkan (X,d.,) merupakan ruang metrik cone rectangular dan (x,) merupakan
barisan di X. Jika (x,,) merupakan barisan Cauchy dan barisan konvergen, maka

limit dari (x,,) bernilai tunggal.
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Lemma 2.23 Cone Normal pada Ruang Metrik Cone Rectangular (Jleli &
Samet, 2009)
Misalkan (X,d.,) merupakan ruang metrik cone rectangular dan P merupakan
cone normal. Misalkan (x,) adalah sebuah barisan di X, maka x, — x ketikan —
oo jika dan hanya jika [|d., (x,,, x)|| = 0 ketika n — oo.
Lemma 2.24 Barisan Cauchy di Ruang Metrik Cone Rectangular (Jleli &
Samet, 2009)
Misalkan (X, d..) merupakan ruang metrik cone rectangular dan P merupakan
cone normal. Misalkan (x,,) adalah suatu barisan di X. Barisan (x,,) dikatakan
barisan Cauchy jika dan hanya jika

d., (x,,x,) =0
ketika n,m — oo.
Teorema 2.25 (Setiawan dkk., 2020)
Jika (X,d..) merupakan ruang metrik cone rectangular, maka setiap barisan
Cauchy di (X,d.,) memiliki nilai limit yang tunggal.
Teorema 2.26 Ruang Metrik Cone Rectangular Lengkap (Setiawan dkk.,
2020)
Misalkan (X, d..) merupakan ruang metrik cone rectangular dan E merupakan
ruang Banach. Jika ada ¢’ € E dengan 0 <« ¢’ yang memenuhi ¢’ < d.,.(x,y)
untuk setiap titik x,y € X, maka (X, d_,) lengkap.
Teorema 2.27 (Jleli & Samet, 2009)
Misalkan (X, d.,) merupakan ruang metrik cone rectangular yang lengkap dan P
merupakan cone normal dengan konstanta normal K > 0. Misalkan (x,,)

merupakan barisan Cauchy di X dan terdapat n, sehingga



1. x, # x,, untuk semua n,m > n,,

2. x,,x merupakan suatu titik di X untuk semua n > n,,
3. x,,y merupakan suatu titik di X untuk semua n > n,,
4. x,— xdanx, - y ketika n — oo,

Maka x = y.
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BAB Il1

METODE PENELITIAN

3.1  Jenis Penelitian
Penelitian ini dilakukan dengan menggunakan metode kualitatif. Metode
kualitatif ~merupakan pendekatan yang melibatkan studi pustaka melalui
pengumpulan informasi  yang relevan dengan topik penelitian. proses ini
mencakup pengumpulan bahan seperti buku, jurnal, artikel, dan sumber-sumber
lain yang mendukung, sehingga informasi yang diperoleh menjadi lebih lengkap.
3.2 Pra Penelitian
Sebelum melakukan penelitian langkah-langkah yang perlu dilakukan
adalah sebagai berikut.
1. Mengumpulkan sumber bacaan seperti jurnal, artikel, dan sumber-sumber
lain yang relevan terkait dengan topik sebagai acuan penelitian.
2. Menentukan rumusan masalah, tujuan penelitian, serta manfaat penelitian.
3. Membuat latar belakang serta mempelajari materi terkait topik penelitian.
3.3  Tahapan Penelitian
Tahapan penelitian adalah sebagai berikut.
1. Mengidentifikasi ruang metrik cone rectangular sebagai objek penelitian.
2. Mengumpulkan dan menganalisis teori pendukung Yyang berhubungan
dengan penelitian.
3. Membuktikan sifat-sifat barisan di ruang metrik cone rectangular.
4. Membuktikan ketunggalan nilai limit barisan Cauchy di ruang metrik cone

rectangular.
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Membuktikan

ruang

metrik

cone

rectangular

bersifat
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BAB IV

HASIL DAN PEMBAHASAN

4.1  Sifat Barisan di Ruang Metrik Cone Rectangular

Sebelum membuktikan sifat kelengkapan pada ruang metrik cone
rectangular, akan dibuktikan terlebih dahulu lemma mengenai ketunggalan nilai
limit pada ruang metrik cone rectangular, sebagaimana dinyatakan dalam lemma
berikut.
Lemma 4.1 Ketunggalan Limit pada Ruang Metrik Cone Rectangular
(Setiawan dkk., 2020)
Misalkan (X,d.,) merupakan ruang metrik cone rectangular dan (x,) merupakan
barisan di X. Jika (x,) merupakan barisan Cauchy dan barisan konvergen, maka
limit dari (x,,) bernilai tunggal.
Bukti.
Misalkan (x,) adalah barisan konvergen dan barisan Cauchy di X. Kemudian,
asumsikan bahwa barisan (x,,) memiliki dua limit, yaitu lim,_x, = x dan
lim, . x,, = y. Akan ditunjukkan bahwa x = y.
Karena (x,) konvergen ke x, maka berdasarkan Definisi 2.19, ambil sebarang
c € E dengan 6 «< c. Karena (x,) konvergen ke x, maka terdapat n, € N

sedemikian sehingga untuk setiap n > n, berlaku
Cc
d., (x,,x) < T

Selanjutnya, karena (x,) konvergen ke y, dengan cara yang serupa, ambil
sebarang ¢ € E dengan 6 «< c¢. Karena (x,) konvergen ke x, maka terdapat

n, € N sedemikian sehingga untuk setiap n > n, berlaku
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Cc
d. (x,,y) < T
Lalu, karena (x,) merupakan barisan Cauchy, berdasarkan Definisi 2.20, maka

terdapat n; € N sedemikian sehingga untuk setiap m,n > n, berlaku
Cc
d.,(x,,x,) < 3
Pilih n, = maks{n,,n,,n;}, di mana n, berkaitan dengan kekonvergenan ke x,
n, berkaitan dengan kekonvergenan ke y, dan n; berkaitan dengan barisan

Cauchy.

Dengan menggunakan aksioma ketiga pada Definisi 2.18, diperoleh

C C c
dcr(x' y) = dcr(x' xn) + dcr (xn' xn+1) + dcr(xn+1' Y) < § + § + § =cC

Jadi, untuk setiap n > n, berlaku

d., (x,y) < c.
Karena c € E dengan 8 « c dipilih secara sebarang, maka berdasarkan sifat cone
pada ruang Banach, harus berlaku

d,.(x, y) = 6.
Hal ini berarti x = y. Oleh karena itu, disimpulkan bahwa limit dari barisan (x,,)
bernilai tunggal. m

Pada Lemma 4.1 telah menunjukkan bahwa nilai limit barisan Cauchy dan

barisan konvergen bersifat tunggal. Selanjutnya, dengan menambahkan syarat
bahwa P merupakan cone normal, konvergensi barisan dapat dikarakterisasi
melalui norma sebagaimana yang dinyatakan pada lemma berikut.

Lemma 4.2 Cone Normal pada Ruang Metrik Cone Rectangular
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Misalkan (X,d_,.) merupakan ruang metrik cone rectangular, dan P merupakan
cone normal. Misalkan (x,,) sebuah barisan di X. Maka, x, = x ketikan — oo
jika dan hanya jika

llde (e, )1l = 0
ketika n — oo.
Bukti.
Lemma 4.2 akan dibuktikan dalam dua arah.
(=) Jika x,, = x, maka ||d, (x,, )|l = 0.
Akan ditunjukkan bahwa |[|d.,(x,,x)|l = 0 ketika n — oo dengan menggunakan
Definisi 2.5. Ambil sebarang € > 0. Karena P merupakan cone, maka int(P) #
@, sehingga terdapat e € int(P). Tanpa mengurangi keumuman, e dinormalisasi
sedemikian sehingga |le|| = 1.
Pilih ¢ = %e. Karena int(P) tertutup terhadap perkalian skalar positif dan §> 0,

maka c € int(P), yang berarti 6 <« c. Selain itu, norma dari ¢ adalah

& & & &
lell = || el = llell = 1=2,
sehingga K||c|| = ¢.
Karena x, — x, berdasarkan Definisi 2.19, untuk ¢ = %e dengan 6 « c, terdapat

n, € N sedemikian sehingga untuk setiap n > n, berlaku
d. (x,,x) < c.
Berdasarkan Definisi 2.13, karena d,., (x,,x) < ¢ maka
c—d.(x,,x) €int(P) c P.
Berdasarkan Definisi 2.18 dan Definisi 2.13, didapatkan

0 <d.(x,x)<c.
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Karena P merupakan cone normal dengan konstanta K > 0, maka dari 6 <

d.,(x,,x) < c diperoleh

&

lder Gen 0 < Klell = K -

= &

Karena € > 0 dipilih secara sembarang dan untuk setiap & > 0, terdapat n, € N
sehingga ||d., (x,, x)|| < € untuk semua n = n,, maka disimpulkan bahwa
llde, (e, )11 - 0

ketika n — oo.
(&) Jika |ld,, (x,, )|l = 0, maka x,, = x.
Akan ditunjukkan bahwa x, — x dengan menggunakan Definisi 2.19 untuk
membuktikannya. Ambil sebarang ¢ € E dengan 8 « ¢, yang berarti ¢ € int(P).
Berdasarkan Definisi 2.11, karena int(P) merupakan himpunan terbuka dalam E,
terdapat & > 0 sedemikian sehingga

B(c,8) ={y € El|ly — c|| < 6} c int(P).

Pilih §' = g, sehingga 6’ > 0. Karena ||d,(x,,x)|l = 0, untuk & > 0 tersebut

terdapat n, € N sedemikian sehingga untuk setiap n > n,, berlaku

0
Ide Gra O < 87 =2,

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa ¢ —d_,.(x,,x) € int(P) untuk setiap
n = n,. Ambil sebarang z € E dengan
|z — (c = dey (xp,))|| < 67
Dengan menggunakan ketaksamaan segitiga, diperoleh
|z —c|| = ||z — (c —d, (xp,x)) + dcr(xn,x)”
< [l = (¢ = dey e )| + N1y G

<6 +6'
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=4
Jadi ||z —c|| < 6, yang berarti z € B(c,§) < int(P). Kemudian karena setiap z
dalam bola B(c¢ —d_,(x,,x),8") memenuhi z € int(P), maka
B(c—d,.(x,,x),6") cint(P).
Hal ini berarti ¢ — d_,.(x,,,x) merupakan titik interior dari P, yaitu
c —d..(x,,x) € int(P).
Dengan demikian, berdasarkan Definisi 2.13, diperoleh
d. (x,,x) < c.
Karena ¢ € int(P) dengan 6 « c dipilih secara sebarang dan ada n, € N yang
memenuhi d,(x,,x) < ¢ untuk semua n =>n,, maka berdasarkan Definisi 2.19
disimpulkan bahwa x,, — x ketika n — oo.
Dengan demikian, karena kedua arah telah terbukti, sehingga x, — x jika dan
hanya
lldc (e, )1l = 0

ketikan — co. m

Berdasarkan Lemma 4.2, konvergensi barisan (x,) ekuivalen dengan
lld.,(x,,x)|| = 0. Dengan memperhatikan sifat tersebut dan dengan syarat P
cone normal, berikut diberikan karakterisasi barisan Cauchy di ruang metrik cone
rectangular.
Lemma 4.3 Barisan Cauchy di Ruang Metrik Cone Rectangular
Misalkan (X,d..) merupakan ruang metrik cone rectangular dan P merupakan
cone normal. Misalkan (x,) suatu barisan di X. Barisan (x,) dikatakan barisan
Cauchy jika dan hanya jika d.,(x,,x,,) = 0 ketika n,m — oo.

Bukti.
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Lemma 4.3 akan dibuktikan dalam dua arah.

(=) Jika (x,) barisan Cauchy di (X,d.,.), maka d,(x,,x,,) = 0ketika n,m —
oo,

Akan ditunjukkan bahwa d_.(x,,x,,) >0 ketka n,m — oo dengan
menggunakan Definisi 2.5. Ambil sebarang & > 0. Karena P merupakan cone,
maka int(P) # @, sehingga terdapat e € int(P). Tanpa mengurangi keumuman,
e dinormalisasi sedemikian sehingga |le|| = 1.

Pilih ¢ = %e. Karena int(P) tertutup terhadap perkalian skalar positif dan §> 0,

maka c € int(P), yang berarti 8 « c. Selain itu, norma dari ¢ adalah

£
K

llcll =

Lo =Ehell= 15
sehingga K|[c|| = ¢.
Karena (x,) adalah barisan Cauchy, maka terdapat n, € N sedemikian sehingga
untuk setiap n, m = n, berlaku

d., (x,,x,) < c.
Karena d,,(x,,x,,) < c, diperolkeh ¢ —d,,(x,,x,,) € P, yang berarti

0 <d.(x,x,) <c.

Karena P merupakan cone normal dengan konstanta K > 0, diperoleh
£
., (x,x, )Nl < Kllell = K e

Karena € > 0 dipilih secara sebarang, dapat disimpulkan bahwa d., (x,,x,,) = 0
ketika n,m — oo.

(&) Jika d..(x,,x,,) — Oketka n,m — oo, maka (x,) barisan Cauchy di

(X, d¢r)
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Akan ditunjukkan bahwa (x,) adalah barisan Cauchy. Akan digunakan Definisi
2.20 untuk membuktikannya. Ambil sebarang ¢ € E dengan 6 « ¢, artinya
c € int(P). Berdasarkan Definisi 2.11, karena int(P) merupakan himpunan
terbuka dalam E, terdapat » > 0 sedemikian sehingga

B(c,8) ={y € El|ly — c|| < 6} c int(P).
Pilih 6’=§. Karena ||d.,(x,,x,,)|l = 0, berdasarkan Definisi 2.5, terdapat

n, € N sedemikian sehingga untuk setiap n,m > n, berlaku

0
”dcr(xn)xm)” < 8, = E

Selanjutnya, akan ditunjukkan bahwa ¢ —d_,.(x,,x) € int(P) untuk setiap
n,m = n,. Ambil sembarang z € E dengan
|z = (c = dg, (e x)|| < 67
Dengan menggunakan ketaksamaan segitiga, diperoleh
lz = cll = |12 = (¢ = dey (e X)) + dey Gty )|
< ||z = (¢ = dey e 2| + ey G, )
<& +4'
=0
Jadi ||z — c|| < &, yang berarti
z € B(c,8) c int(P).
Karena B(c — d,, (x,,x,,),8") memenuhi z € int(P), maka
B(c—d. (x,,x,,),6") € int(P).
Hal ini berarti ¢ — d_,.(x,,,x,,) merupakan titik interior dari P, yaitu
c—d.(x,,x,) €int(P),

atau ekuivalen dengan
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d. (x,,x,) <c.

Selanjutnya, karena ¢ € int(P) dengan 6 «< c dipilih secara sebarang dan
terdapat n, € N yang memenuhi d..(x,,x,,) < c untuk semua n,m = n,,
disimpulkan bahwa (x,,) adalah barisan Cauchy di (X,d_,.).
Dengan demikian, karena kedua arah terbukti, maka benar bahwa (x,,) dikatakan
barisan Cauchy jika dan hanya jika d.,(x,, x,,) = 0 ketika n,m — co. m
4.2 Kelengkapan Ruang Metrik Cone Rectangular

Berdasarkan sifat-sifat barisan yang telah dibuktikan pada Subbab 4.1,
pada subbab ini akan dibuktikan hasil utama penelitian ini, yaitu ketunggalan nilai
limit barisan Cauchy dan syarat cukup yang menjamin kelengkapan ruang metrik
cone rectangular. Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa setiap barisan Cauchy di
ruang metrik cone rectangular memiliki nilai limit yang tunggal.
Teorema 4.4 (Setiawan dkk., 2020)
Jika (X,d..) merupakan ruang metrik cone rectangular, maka setiap barisan
Cauchy di (X,d.,) memiliki nilai limit yang tunggal.
Bukti.
Misalkan (x,,) adalah sembarang barisan Cauchy di(X,d.,). Akan dibuktikan
bahwa (x,,) memiliki limit yang tunggal.
Misalkan (x,,) konvergen ke x € X dan ke y € X. Akan ditunjukkan bahwa x =
y. Karenax, — x, untuk setiap ¢ > 0 terdapat n, € N sedemikian sehingga

untuk setiap n > n, berlaku
(o
d.,(x,,x) < T

Karena x,, = y, untuk setiap ¢ > 0 terdapat n, € N sedemikian sehingga untuk

setiap n > n, berlaku
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Cc
d. (x,,y) < T
Karena (x,,) adalah barisan Cauchy, terdapat n, € N sedemikian sehingga untuk

setiap m, n > n, berlaku

c
dcr(xm'xn) < §

Ambiln, = max{n,,n,,n;}. Karenax,x,,x,,,,y adalah titik-titik yang berbeda
di X, dengan menerapkan aksioma ketiga dari Definisi 2.18 diperoleh

dcr(x'y) = dcr(x' xn) + dcr(xn'xn+1) + dcr(xn+1' y)

Karena n > n,, maka
(o
d. (x,x,) < T

Karena n,n + 1 = n,, maka

Cc

dcr (xn'xn+1) < 3

Karena n + 1 > n,, maka
(s

der(Xpi1,y) K 3

sehingga

c ¢ ¢
d. (x,y) <<§+§+§= c.

Karena ¢ > 0 dipilih sembarang, maka berlaku d.,.(x,y) < c untuk semua c > 0
sehingga d..(x,y) =0 dan berdasarkan aksioma metrik cone rectangular,
diperolehx = y. Dengan demikian, setiap barisan Cauchy di (X, d,,) memiliki
limit yang tunggal. m

Selanjutnya, karena dalam Teorema 4.4 menunjukkan bahwa nilai limit

pada barisan Cauchy di ruang metrik cone rectangular nilai limitnya tunggal,



34

maka diberikan teorema mengenai kelengkapan ruang metrik cone rectangular,
yang merupakan hasil utama penelitian ini.
Teorema 4.5 Ruang Metrik Cone Rectangular Lengkap (Setiawan dkk., 2020)
Misalkan (X,d..) merupakan ruang metrik cone rectangular. Misalkan E
merupakan ruang Banach, jika terdapat ¢’ € E dengan 0 <« ¢’ yang memenuhi
¢’ «d..(x,y) untuk setiap titik x,y € X, maka (X,d,,) pasti lengkap.
Bukti.
Akan ditunjukkan bahwa setiap barisan Cauchy di X konvergen di X. Misalkan
(x,) adalah sebarang barisan Cauchy di X. Berdasarkan Definisi 2.20, untuk
setiap ¢ € E dengan 8 < c, terdapat n, € N sedemikian sehingga

Ao (X X pam) K C,
untuk setiap n >n, dan m € N.
Pilih ¢ = ¢'. Karena 6 « c¢’, maka untuk setiap n > n, berlaku

d. (%, Xpim) KL C'.
Selanjutnya, misalkan ada n > n, sedemikian sehingga x, # x,,,,, untuk suatu

m € N. Karena x, dan x,,,, adalah titik-titik yang berbeda di X, dari yang

m
diketahui didapatkan
¢" Lder Xy Xpim)-
Dari d.,.(x,, X,1m) <K c'dan ¢’ L d,,.(x,, X,,.,,) didapatkan bahwa
Aoy (%, Xpim) K" KL dp (X Xpim),
yang merupakan suatu kontradiksi, karena tidak mungkin suatu elemen kurang
dari dirinya sendiri. Oleh karena itu, asumsi x,, # x,,,,, tidak berlaku, sehingga

Xy, = Xp4m, UNtUK setiap n >n, dan m € N. Hal ini menunjukkan bahwa barisan

(x,) dimulai dari n,, yaitu x, =x, ., untuk setiap n > n,. Dengan demikian,
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(x,) konvergen ke x, ., € X. Karena (X,,) adalah barisan Cauchy di X dan telah
terbukti konvergen di X, maka (X,d.,.) adalah ruang metrik cone rectangular yang
lengkap. =
Pada teorema 4.6 terbukti sifat kelengkapan pada ruang metrik cone

rectangular. Selanjutnya, diberikan teorema yang menjamin ketunggalan titik limit
suatu barisan Cauchy pada ruang metrik cone rectangular yang lengkap dengan
cone normal.
Teorema 4.6 (Jleli & Samet, 2009)
Misalkan (X, d.,.) merupakan ruang metrik cone rectangular yang lengkap, P
merupakan cone normal dengan konstanta normal K > 0. Misalkan (x,,)
merupakan barisan Cauchy di X dan terdapat n, sehingga

1. x, #x, untuk semua n,m > n,.

2. x,,x merupakan suatu titik di X untuk semua n > n,.

3. x,,y merupakan suatu titik di X untuk semua n > n,.

4. x, - xdanx, — y ketika n - oo.
Maka x = y.
Bukti.
Ambil sembarangc € E dengan 0 < ¢ dengan E merupakan ruang Banach.
Perhatikan bahwa, karena (x, ) adalah barisan Cauchy di(X,d.), maka
terdapat v, € N sedemikian sehingga untuk setiap n,m > v, berlaku

d. (x,,x,) < c.

Karena x,, —» x, maka terdapatv, € N sedemikian sehingga untuk setiap n >

v, berlaku

d. (x,,x) <c.
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Karena x,, = y, maka terdapatv; € N sedemikian sehingga untuk setiap n > v,
berlaku
d.(x,y) <c.

Selanjutnya, ambil

v =max(vy,V,,Vs3)
dan pilih

n > m > max{n,,v}.
Berdasarkan kondisi (1) pada Teorema 4.6, diperoleh x, # x,,. Karena x,, = x
dan x, — y, sedangkan titik-titik x dan y berbeda x # y, maka untuk n yang
cukup besar berlaku x, # x dan x, # y. Dengan demikian, untuk setiap n,m >
max{n,, v}, titik-titkk x, x,,, x,,,v adalah titik-titik yang berbeda di X. Oleh karena
itu, akan digunakan aksioma ketiga pada Definisi 2.18, sehingga diperoleh

der (0,Y) < ey (4, 2) + iy (X, %) + iy (X, ).

Karena d,,.(x,x,) < ¢, d,,.(x,,x,,) < c,dan d_,(x,,, ¥) < ¢, maka berlaku

6 <d.(x,y) <3c
Karena P adalah cone normal dengan konstanta normal K >0, darif <
d..(x,y) < 3c diperoleh

llde, Ge I < kll3cll = 3klicll.
Karena ¢ € E dengan 0 « c dipilih secara sebarang, nilai||c|| dapat dibuat sekecil
mungkin, sehingga
lder (e, 2 = 6.

Akibatnya d.,.(x,y) =6, dan berdasarkan aksioma pada Definisi 2.11,

didapatkan x = y. Dengan demikian, telah ditunjukkan bahwa x = y. m
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4.3 Integrasi Kelengkapan Ruang Metrik Cone Rectangular Berdasarkan

Surah Ali-lmron: 189-191

Tanda-tanda kebesaran Allah SWT terlihat dari kekuasaan-Nya atas
penciptaan bumi dan langit juga pada fenomena terjadinya siang dan malam.
Tanda-tanda ini hanya dapat dipahami oleh para ulil albab, yakni orang-orang
yang senantiasa mengingat Allah  SWT dan merenungkan ciptaan-Nya
sebagaimana yang tertulis pada Q.S. Ali-Imron: 189-191 (Kemenag, 2022).
Artinya: “Milik Allahlah kerajaan langit dan bumi. Allah Maha Kuasa atas
segala sesuatu. Sesungguhnya dalam penciptaan langit dan bumi serta
pergantian malam dan siang terdapat tanda-tanda (kebesaran Allah) bagi orang
yang berakal, (yaitu) orang-orang yang mengingat Allah sambil berdiri, duduk,
atau dalam keadaan berbaring, dan memikirkan tentang penciptaan langit dan
bumi (seraya berkata), “Ya Tuhan kami, tidaklah Engkau menciptakan semua ini

sia-sia. Maha Suci Engkau. Lindungilah kami dari azab neraka”” (Q.S. Al
Imron: 189-191).

Pada Q.S. Ali-lmron: 189, Allah SWT menegaskan bahwa Dialah pemilik
segala sesuatu dan berkuasa untuk berbuat segala sesuatu sehingga tidak ada
siapapun yang dapat melemahkan-Nya (Katsir, 2014). Hukum-hukum alam yang
melandasi  kebiasaan-kebiasaan (sunnatullah), pada hakikatnya ditetapkan dan
diatur oleh Allah Yang Maha Hidup lagi Maha Mengelola (Al-Qayyum) segala
sesuatu (Shihab, 2012). Hakikat ini kemudian ditegaskan pada Q.S. Ali-Imron:
190 dengan salah satu bukti kebenarannya adalah mengajak manuasia untuk
berpikir karena “sesungguhnya dalam penciptaan langit dan bumi ”, yaitu pada
ciptaan-Nya yang dapat dijangkau oleh indera manusia berupa bintang-bintang,
daratan, lautan, gunung-gunung, tumbuhan, binatang, barang tambang, serta
berbagai maacam warna, makanan, dan bebauan juga “pergantian malam dan
siang”. Pergantian malam dan siang ini mencakup tiga hal, yaitu saling bergantian

dan menyusul, perbedaan durasi panjang-pendek, serta proses keseimbangan.
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Terkadang siang lebih pendek dan malam lebih panjang, lalu masing-masing
menjadi seimbang. Setelah itu, salah satu mengambil masa dari yang lain,
sehingga yang pendek memanjang dan yang panjang (karena diambil) menjadi
pendek (Katsir, 2014).

Semua itu merupakan ketetapan Allah SWT, sehingga pada firman-Nya
tertulis “terdapat tanda-tanda (kebesaran Allah) bagi ulil albab”, yakni orang-
orang yang memiliki akal murni (Shihab, 2012). Kata al-albab adalah bentuk
jamak dari lubb vyaitu saripati dari sesuatu. Ulil albab adalah orang-orang yang
akalnya murni dan tidak terhalangi oleh berbagai ide yang mengaburkan
(bagaikan kulit yang menutupi), yang dapat menyebabkan kerancuan dalam
proses berpikir. Melalui perenungan terhadap fenomena alam semesta, mereka
dapat menemukan bukti yang nyata mengenai keesaan dan kekuasaan Allah SWT
(Shihab, 2012). Kemudian pada Q.S. Ali-Imron: 191 dijelaskan sebagian ciri-ciri
dari yang disebut dengan ulil albab. Mereka adalah setiap orang baik laki-laki
maupun perempuan yang senantiasa mengingat Allah SWT baik ketika bekerja
maupun istirahat, dalam keadaan berdiri, duduk, berbaring, atau bagaimanapun.
Mereka kemudian memikirkan tentang penciptaan (yaitu kejadian dan sistem
kerja) langit dan bumi, kemudian menyimpulkan dengan berkata “Ya Tuhan kami,
tidaklah Engkau menciptakan semua ini sia-sia. Maha Suci Engkau. Lindungilah
kami dari azab neraka”.

Q.S. Ali-lmron: 189 menegaskan bahwa seluruh kekuasaan atas bumi dan
langit adalah milik Allah SWT, di mana dalam matematika hal ini dapat dikaitkan
dengan adanya keteraturan dan kepastian pada sifat-sifat yang berlaku di ruang

metrik cone rectangular. Kemudian Q.S. Ali-Imron: 190 memberikan dorongan
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kepada manusia untuk merenungkan keteraturan alam, seperti pada pergantian
malam dan siang, yang sejalan dengan gagasan tentang barisan Cauchy yang
teratur menuju limitnya dalam penelitian ini. Sementara itu, pada Q.S. Ali-Imron:
191 menekankan bahwa orang yang berakal tidak pernah menganggap ciptaan
Allah SWT sia-sia. Berkaitan dengan hal tersebut, kelengkapan ruang metrik cone
rectangular dalam penelitian ini menunjukkan bahwa setiap barisan Cauchy pasti
memiliki limit di dalam ruang tersebut, yang menggambarkan bahwa dalam
keteraturan ~ yang diciptakan  Allah  tidak ada  kesia-siaan  maupun

ketidaksempurnaan.



BAB V

PENUTUP

51  Kesimpulan

Berdasarkan pembuktian pada berdasarkan pembuktian Teorema 4.7,
terbukti bahwa (X, d..) merupakan ruang metrik cone rectangular yang lengkap.
Selanjutnya, pada Teorema 4.8 terbukti ketunggalan titik limit pada ruang metrik
cone rectangular yang lengkap.
5.2  Saran

Saran untuk penelitian selanjutnya, topik penelitian tentang ruang metrik
cone rectangular ini masih banyak yang belum dibahas, sehingga topik ini dapat
dikembangkan lagi dengan mengkaji sifat-sifat lain seperti teorema titik tetap,

kontraksi pada ruang metrik cone rectangular lengkap, dan lain-lain.
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