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ABSTRAK

Nurchasanah, Risma Siti. 2026. Keterhubungan Lintasan pada Ruang Topologi di
Himpunan Berhingga. Skripsi. Program Studi Matematika, Fakultas Sains dan
Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.
Pembimbing: (1) Dian Maharani, M.Si. (I1) Juhari, M.Si.

Kata Kunci: keterhubungan, keterhubungan lintasan, ruang topologi, himpunan
berhingga.

Topologi merupakan salah satu cabang matematika yang mengkaji sifat-sifat ruang secara
umum, salah satunya adalah konsep keterhubungan (connectedness). Keterhubungan
lintasan (path connectedness) merupakan bentuk keterhubungan yang lebih kuat, namun
secara umum kedua konsep tersebut tidak ekuivalen pada ruang topologi sembarang.
Penelitian ini bertujuan untuk membuktikan keekuivalenan antara keterhubungan dan
keterhubungan lintasan pada ruang topologi di himpunan berhingga (finite topological
space). Penelitian ini merupakan penelitian matematika murni yang bersifat kualitatif
dengan pendekatan studi pustaka (library research), yang dilakukan melalui pengkajian
konsep, penyusunan definisi, serta pembuktian lemma dan teorema secara aksiomatik.
Hasil penelitian menunjukkan bahwa sifat keterhubungan lintasan dipertahankan oleh
fungsi kontinu. Relasi keterhubungan lintasan pada suatu ruang topologi X merupakan
relasi ekuivalensi yang mempartisi X menjadi komponen-komponen lintasan, dan setiap
ruang yang terhubung lintasan pasti terhubung. Lebih lanjut, dibuktikan bahwa suatu ruang
dikatakan terhubung lintasan secara lokal jika dan hanya jika setiap komponen lintasan dari
setiap himpunan terbuka di dalamnya juga merupakan himpunan terbuka. Berdasarkan
sifat-sifat tersebut, dibuktikan teorema utama bahwa pada ruang topologi di himpunan
berhingga, suatu ruang X terhubung jika dan hanya jika X terhubung lintasan, dengan
menunjukkan bahwa komponen lintasan dari setiap titik merupakan himpunan buka tutup
(clopen) sehingga sama dengan ruang itu sendiri. Dengan demikian, penelitian ini
membuktikan bahwa keekuivalenan antara keterhubungan dan keterhubungan lintasan,
yang secara umum tidak berlaku pada ruang topologi sembarang, terbukti berlaku secara
khusus pada ruang topologi di himpunan berhingga.
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ABSTRACT

Nurchasanah, Risma Siti. 2026. Path Connectedness in Finite Topological Spaces.
Undergraduate Thesis. Mathematics Study Program, Faculty of Science and
Technology, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.
Advisors: (1) Dian Maharani, M.Si. (1) Juhari, M.Si.

Keywords: connectedness, path connectedness, topological space, finite set.

Topology is one of the branches of mathematics that studies the properties of spaces in
general, one of which is the concept of connectedness. Path connectedness is a stronger
form of connectedness; however, in general, the two concepts are not equivalent in an
arbitrary topological space. This research aims to prove the equivalence between
connectedness and path connectedness in finite topological spaces (finite topological
space). This research is a pure mathematics study of a qualitative nature using a library
research approach (library research), conducted through conceptual review, definition
formulation, and axiomatic proof of lemmas and theorems.

The results show that the property of path connectedness is preserved under continuous
functions. The path connectedness relation on a topological space X is an equivalence
relation that partitions X into path components, and every path connected space is
connected. Furthermore, it is proved that a space is locally path connected if and only if
every path component of every open set contained in it is also an open set. Based on these
properties, the main theorem is proved: in a finite topological space, a space X is connected
if and only if X is path connected, by showing that the path component of every point is a
clopen set and therefore equals the space itself. Thus, this research proves that the
equivalence between connectedness and path connectedness, which does not hold in
general topological spaces, is specifically proved to hold in finite topological spaces.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1  Latar Belakang

Matematika merupakan ilmu yang terus berkembang dan memiliki banyak
cabang kajian, salah satunya adalah topologi. Diberikan X himpunan tak kosong
dan 7 adalah koleksi himpunan bagian dari X. Koleksi t dikatakan topologi pada X
jika memenubhi tiga syarat berikut: (1) himpunan kosong (@) dan himpunan X adalah
anggota t; (2) gabungan dari setiap anggota t adalah anggota 7; (3) irisan dari setiap
anggota 7 adalah anggota t. Jika T adalah topologi pada X yang memenuhi ketiga
syarat tersebut, maka (X, t) dinamakan sebagai ruang topologi pada X (Nurwiyati,
1995).

Salah satu konsep kajian dalam topologi adalah keterhubungan
(connectedness). Suatu ruang topologi X dikatakan memiliki separasi (separation)
atau pemisahan apabila X dapat dinyatakan sebagai gabungan dari dua himpunan
terbuka U dan V yang tidak kosong, saling lepas, dan memenuhi X =U U V.
Berdasarkan hal tersebut, X dikatakan terhubung (connected) apabila tidak terdapat
separasi pada X (Schlicker, 2023). Sebaliknya, apabila X memiliki separasi, maka
X dikatakan tidak terhubung (disconnected).

Berkaitan dengan himpunan bagian, diberikan ruang topologi (X, ) dan
himpunan bagian tak kosong A € X. Koleksi t; = {U n A|U € t} disebut sebagai
topologi subruang (subspace topology) pada A, sehingga pasangan (4,t,)
merupakan subruang topologi dari X (Munkres, 2014). Suatu himpunan A dikatakan
sebagai himpunan terhubung apabila A merupakan ruang terhubung di dalam

topologi subruangnya.



Konsep keterhubungan memiliki bentuk yang lebih kuat, vyaitu
keterhubungan lintasan  (path  connectedness). Untuk  mendefinisikan
keterhubungan lintasan, terlebih dahulu perlu didefinisikan konsep lintasan.
Misalkan X adalah ruang topologi. Sebuah lintasan (path) dalam X dari titik x ke
titik y adalah fungsi kontinu f:[0,1] - X sedemikian sehingga f(0) = x dan
f(1) = y. Berdasarkan definisi lintasan tersebut, suatu subruang A dari ruang
topologi X dikatakan terhubung lintasan (path connected) apabila untuk setiap
pasang titik x, y € A, terdapat sebuah lintasan di A yang menghubungkan titik x ke
titik y (Schlicker, 2023).

Dalam penelitian ini, fokus pembahasan dibatasi pada ruang topologi di
himpunan berhingga (finite topological space). Ruang topologi (X, ) disebut
sebagai ruang topologi di himpunan berhingga apabila himpunan X memiliki
kardinalitas hingga, yaitu terdapat n € N sedemikian sehingga | X |= n (Sharp,
1968). Jika t adalah topologi pada X maka kardinalitas dari T yang dinotasikan
dengan |7| menyatakan banyaknya himpunan terbuka dalam X (Sukriyah, 2020).

Nilai |z| tidak selalu sama dengan |X|, melainkan bergantung pada struktur
topologi yang diberikan pada X. Dua contoh struktur topologi pada ruang berhingga
adalah topologi diskrit dan topologi trivial. Topologi diskrit pada X adalah topologi
yang terdiri dari semua himpunan bagian dari X, yaitu 72 = P(X) = {4]4 € X}
dengan kardinalitas |t?| = |P(X)| = 2™. Topologi ini memiliki jumlah himpunan
terbuka terbanyak, dan setiap himpunan dalam (X, t) bersifat buka tutup, yaitu
terbuka sekaligus tertutup. Sebaliknya, topologi trivial atau indiscrete topology
hanya memiliki dua himpunan terbuka, yaitu 7/ = {@, X} dengan kardinalitas
|77 = |{®, X}| = 2. Topologi ini merupakan struktur dengan jumlah himpunan

terbuka paling sedikit. Dengan demikian, dalam ruang topologi di himpunan



berhingga, kardinalitas |t| dapat bervariasi tergantung pada struktur topologi yang
diberikan. Secara khusus, jika t adalah topologi diskrit, maka |t| = 2", sedangkan
jika T adalah topologi trivial, maka |t| = 2 (Munkres, 2014).

Konsep keterhubungan lintasan dalam ruang topologi di himpunan
berhingga dapat dikaitkan dengan berbagai fenomena dalam kehidupan nyata,
termasuk dalam interaksi manusia dan lingkungan sekitarnya. Hal ini sebagaimana

yang diuraikan dalam Al-Qur’an surah Ar-Rum ayat 41

@ 3 14l sl o cats 3B D o 223G s ) g Sk b
Artinya: “Telah tampak kerusakan di darat dan di laut disebabkan karena
perbuatan tangan manusia. Allah menghendaki agar mereka merasakan sebagian
dari (akibat) perbuatan mereka, agar mereka kembali (ke jalan yang
benar).”(Kementerian Agama, 2019)

Ayat tersebut menggambarkan bahwa segala bentuk kerusakan di alam
semesta merupakan akibat dari keterhubungan antara tindakan manusia dan
lingkungan. Hal ini mengisyaratkan bahwa tidak ada tindakan manusia yang
bersifat terisolasi, melainkan senantiasa terdapat jalinan sebab-akibat yang saling
terhubung dan berdampak luas. Sebagaimana konsep keterhubungan lintasan (path
connectedness) dalam ruang topologi di himpunan berhingga, di mana setiap titik
dapat saling terhubung melalui lintasan tertentu, demikian pula dalam kehidupan,
seluruh aspek saling terkait melalui rangkaian tindakan dan akibat.

Lebih lanjut, ayat tersebut menjadi pengingat bahwa keterhubungan
tersebut harus dijaga dengan baik, karena kerusakan pada satu “titik” kehidupan
dapat menjalar ke seluruh sistem. Hal ini dapat diinterpretasikan sebagai
interkoneksi dalam konteks ekologis yang relevan dengan konsep keterhubungan
(connected), dan secara lebih khusus sejalan dengan konsep keterhubungan lintasan

(path connectedness) pada ruang topologi di himpunan berhingga yang akan

dibuktikan dalam penelitian ini.



Berdasarkan uraian di atas, penelitian ini akan membahas dan membuktikan
sifat-sifat keterhubungan lintasan pada ruang topologi di himpunan berhingga.
Hasil penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat terhadap pengembangan
kajian topologi, khususnya mengenai karakterisasi keterhubungan lintasan pada
ruang berhingga sebagai salah satu bidang yang terus berkembang dalam

matematika murni.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang yang telah dijelaskan, rumusan masalah dalam
penelitian ini adalah bagaimana hubungan antara keterhubungan (connectedness)
dan keterhubungan lintasan (path connectedness) pada ruang topologi di himpunan
berhingga, dan bagaimana pembuktian bahwa kedua sifat tersebut ekuivalen pada

ruang tersebut?

1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah yang telah dirumuskan sebelumnya,
penelitian ini bertujuan untuk membuktikan keekuivalenan antara keterhubungan

dan keterhubungan lintasan pada ruang topologi di himpunan berhingga.

1.4 Manfaat Penelitian

Penelitian ini diharapkan dapat memperdalam pemahaman teoritis
mengenai konsep keterhubungan lintasan pada ruang topologi di himpunan
berhingga, sekaligus menjadi referensi ilmiah bagi penulis maupun pembaca dalam
memperluas wawasan di bidang teori topologi. Selain itu, hasil penelitian ini

bermanfaat untuk mengasah kemampuan analisis matematis dan penyusunan



argumen ilmiah yang dapat diterapkan dalam studi atau pengembangan ilmu di

bidang terkait.

1.5

Batasan Masalah

Penelitian ini dibatasi pada pembuktian keekuivalenan keterhubungan dan

keterhubungan lintasan pada ruang topologi di himpunan berhingga.

1.6

Definisi Istilah
Berikut adalah rangkuman istilah yang digunakan dalam penelitian ini:
Ruang Topologi
Ruang topologi adalah pasangan (X, 7) di mana X adalah himpunan
tak kosong dan 7 adalah koleksi himpunan bagian dari X. Koleksi t dikatakan
topologi pada X jika memenuhi tiga sifat, yaitu mengandung himpunan
kosong dan himpunan X, tertutup terhadap gabungan sebarang koleksi
anggotanya, serta tertutup terhadap irisan hingga anggotanya. Apabila t
memenuhi Kketiga sifat tersebut maka pasangan (X,t) merupakan ruang
topologi (Nurwiyati, 1995).
Himpunan Terbuka
Setiap anggota dari koleksi topologi t pada suatu ruang topologi pada
X, T (Munkres, 2014).
Himpunan Tertutup
Himpunan yang komplemen-nya merupakan himpunan terbuka dalam
ruang topologi X, T (Munkres, 2014).
Himpunan Buka tutup

Himpunan yang bersifat terbuka sekaligus tertutup dalam suatu ruang
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topologi. Pada topologi diskrit, setiap himpunan bersifat buka tutup
(Munkres, 2014).
Separasi (Pemisahan)

Pasangan dua himpunan terbuka U dan V yang tidak kosong, saling
lepas (UNV = @), dan memenuhi X = U UV. Keberadaan separasi
mengakibatkan X tidak terhubung (Schlicker, 2023).

Keterhubungan (Connected)

Sifat suatu ruang topologi X yang tidak memiliki separasi, artinya X
tidak dapat dinyatakan sebagai gabungan dua himpunan terbuka yang tidak
kosong dan saling lepas (Schlicker, 2023).

Tidak Terhubung (Disconnected)

Sifat suatu ruang topologi X yang memiliki separasi, sehingga dapat
dinyatakan sebagai gabungan dua himpunan terbuka yang tidak kosong dan
saling lepas (Schlicker, 2023).

Topologi subruang (Subspace Topology)

Koleksi 7, ={UNA|U € 1} yang merupakan topologi pada
himpunan bagian A < X, sehingga (4, t;) membentuk subruang topologi
dari (X, t) (Munkres, 2014).

Lintasan (Path)

Fungsi kontinu f:[0,1] - X sedemikian sehingga f(0) = x dan
f(1) =y, yang menghubungkan titik x ke titik y dalam ruang topologi X
(Schlicker, 2023).

Keterhubungan Lintasan (Path Connected)
Sifat suatu ruang topologi X (atau subruang A) di mana untuk setiap

pasang titik x, y € X, selalu terdapat lintasan di X yang menghubungkan x ke
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12.

13.

14.

y (Schlicker, 2023).
Ruang Topologi di Himpunan Berhingga

Ruang topologi (X,t) di mana himpunan X memiliki kardinalitas
hingga, yaitu terdapat n € N sedemikian sehingga | X |= n (Sharp, 1968).
Kardinalitas (|z])

Banyaknya himpunan terbuka dalam suatu topologi t pada ruang
topologi (X, ). Nilainya bervariasi bergantung pada struktur topologi yang
diberikan (Sukriyah, 2020).

Topologi Diskrit 7?2

Topologi yang memuat semua himpunan bagian dari X, yaitu t° =
P(X), dengan Kkardinalitas |t°| = 2™. Setiap himpunan dalam topologi
diskrit bersifat buka tutup (Munkres, 2014).

Topologi Trivial ¥

Topologi yang hanya memuat dua himpunan terbuka, yaitu @ dan X,

sehingga ™ = {@, X} dengan kardinalitas |z"'| = 2. Disebut pula indiscrete

topology (Munkres, 2014).



BAB |1

KAJIAN TEORI

2.1  Teori Pendukung

Subbab ini membahas teori-teori dasar yang menjadi landasan dalam
penelitian ini. Pemahaman terhadap seluruh teori ini diperlukan sebelum memasuki
pembahasan utama mengenai keterhubungan lintasan pada ruang topologi di

himpunan berhingga.

2.1.1 Ruang Topologi
Ruang topologi merupakan struktur paling dasar dalam kajian topologi.

Pada subbab ini didefinisikan pengertian ruang topologi beserta dua contoh
struktur topologi utama pada himpunan berhingga, yaitu topologi diskrit dan
topologi trivial, yang akan banyak digunakan dalam pembahasan selanjutnya.
Definisi 2.1 (Kartono, 1995)
Diberikan X himpunan tak kosong dan 7 adalah koleksi himpunan bagian dari X.
T dikatakan topologi jika memenuhi tiga syarat berikut.

1. @ dan X anggota T,

2. gabungan dari setiap anggota t adalah anggota z, dan

3. irisan hingga dari anggota t adalah anggota 7.
Jika 7 topologi pada X yang memenuhi ketiga syarat tersebut, maka pasangan
(X, t) dinamakan sebagai ruang topologi pada X.
Definisi 2.2 (Munkres, 2014)
Misalkan X adalah himpunan. Topologi diskrit pada X didefinisikan sebagai: 7° =

P(X) ={U < X} di mana setiap himpunan bagian dari X adalah himpunan
8



terbuka dengan kardinalitasnya adalah |72| = |P(X)| = 2™.
Definisi 2.3 (Munkres, 2014)
Misalkan X adalah himpunan. Topologi trivial (juga disebut topologi indiskrit)
pada X didefinisikan sebagai: 77 = {@, X} yaitu topologi yang hanya terdiri atas
dua himpunan kosong @ dan himpunan semesta X itu sendiri dengan kardinalitas
|TH| = 2.
Sebagai pendukung pemahaman, berikut diberikan contoh penerapan
ketiga definisi di atas.
Contoh 2.4
Misalkan X = {a,b,c,d,e, f} dan © = {@,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d, e, f}, X}
Buktikan (X, T) ruang topologi.
Bukti:
1. ger
X ={ab,cdef}eT

Jelas terpenuhi bahwa @ dan X €

2. e pUfal={a}ET e {a,c,d}Uu® ={acdleT
e pU{c,d}={c,d}EeT e {a,c,d}U{a}={acd}er
e U{a,cd}={acd}er e {a,c,d}U{c,d}={acd}eT
e QU{b,cde f}= e {a,c,d}U{bcdefl=X€ET

{b,c,d,e, fleT
epUX=XET e {a,c,dJUX=XET
e {a}jup={a}er e {bc,d, e, flUD=
{b,c,d,e,flET

e {a}U{c,d} ={a,c,d} €T e {b,c,deflU{a}=X€eT
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e {a}U{a,c,d} ={a,c,d} €T e {b,c,d,e f}U{cd}=

{b,c,d,e,flET
e {a}U{bcdefl=X€ET e {byc,deflufacdl=XeT
e fajuX=Xe€ert e {bc,deflUX=XET
e {cdjup={cd}er e XUP=XET
e {c,d}u{a}={a,cd}er e XU{a}=XE€1

e {c,d}U{a,cd}={acdler e XU{cd}l=X€ET

e {c,d}u{b,cd,e f}= e XU{a,c,d}=X€T
{b,c,d,e, fleT
e {c,d}uX=XE€rt e XU{bcdef}=X€ET

Jelas terpenuhi bahwa setiap gabungan dari anggota T menghasilkan

anggota t.

eodn{a}=0€r e {a,c,d}nNP=0€r

e dn{cdi=0€r e {a,c,dinf{a}={a}er

e dn{acdi=0€rt e {a,c,d}n{c,d}={c,d} e

e dni{b,cdefl=0€t e {a,c,d}n{b,c,d,e f}=
{a,c,d} €T

edNX=0Q€T e {a,c,d}nX={acd}eT

e{a}jnp =0€r e {bc,de,fiNd=0Q€r

e {ddn{cd=0€r e {bc,definfa}={a) €T

e {Adn{acdl={a}eT e {bc,de fin{cd}={cd}e
T

e {a}n{bcdefl=0€T e {bcdefin{acd =

{c,d}er

10
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e {fa}jnX={a}e e {b,c,d,e,f}NnX=
{b,c,d,e,flET

e {c,d}nd=0€T

XNOd=9Q€t

e {c,din{a}=0€T7 Xn{a}={a}ler

e {c,d}n{a,c,d}={c,d}eT

Xn{cd}={cd}eT

e {c,d}n{b,c,d,e f}={cd}ET

Xn{acd}={acd}eT

e {c,d}nX={c,d}ET Xnib,cdef}=
{b,c,d,e, f}ET

Jelas terpenuhi bahwa setiap irisan dari anggota T menghasilkan anggota .
Karena ketiga syarat terpenuhi, maka terbukti bahwa (X, 7) merupakan ruang
topologi.
Contoh 2.5 (Topologi Diskrit)
Misalkan X = {1,2}. Tunjukkan X topologi diskrit.
Bukti:
Diketahui X = {1,2}. Topologi diskrit pada X berdasarkan definisi adalah 7? =
P(X) = {U c X} maka t° = {@,{1},{2}, {1,2} dengan kardinalitasnya

[z°| = 2"

= 22

= 4
Contoh 2.6 (Topologi Trivial)
Misalkan X = {1,2,3}. Tunjukkan X topologi trivial
Bukti:

Diketahui X = {1,2,3}. Topologi trivial pada X berdasarkan definisi adalah ¥ =

{0, X} maka t = {@, {1,2,3}} dengan kardinalitasnya |t | = 2.
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Setelah memahami struktur dasar ruang topologi, pada subbab berikutnya
dibahas sifat-sifat khusus himpunan bagian di dalam ruang topologi, yaitu

himpunan terbuka, tertutup, dan buka tutup.

2.1.2 Himpunan Terbuka, Tertutup, dan Buka Tutup

Sifat terbuka dan tertutup suatu himpunan merupakan konsep inti dalam
topologi yang menentukan struktur ruang. Pada subbab ini dijelaskan pengertian
himpunan terbuka, tertutup, dan buka tutup beserta contoh pembuktiannya.
Definisi 2.7 (Robert G. Bartle, 2011)
Misalkan (X, 7) ruang topologi. Himpunan U < X dikatakan terbuka jika U € t.
Definisi 2.8 (Robert G. Bartle, 2011)
Misalkan (X, t) ruang topologi. Himpunan F € X dikatakan tertutup jika dan
hanya jika komplemennya X \ F adalah himpunan terbuka di .
Definisi 2.9 (Munkres, 2014)
Sebuah himpunan A € X dikatakan buka tutup jika dan hanya jika A adalah
terbuka sekaligus tertutup dalam ruang topologi (X, 7).

Sebagai pendukung pemahaman, berikut diberikan contoh pembuktian
ketiga sifat tersebut pada himpunan.
Contoh 2.10
Misalkan X = {a, b, c} dengan t = {@, {a},{a, b}, X}. Himpunan {a} dan {a, b}
adalah himpunan terbuka karena keduanya merupakan anggota .
Contoh 2.11
Pada ruang yang sama, himpunan {b,c} adalah himpunan tertutup karena
komplemennya {a} = X \ {b, c} merupakan anggota t (himpunan terbuka).

Contoh 2.12
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Himpunan @ dan X selalu bersifat buka tutup pada setiap ruang topologi, karena
keduanya terbuka (merupakan anggota 7) sekaligus tertutup (komplemen masing-
masing, yaitu X dan @, juga merupakan anggota t).

Konsep himpunan terbuka dan tertutup di atas akan digunakan saat

mendefinisikan topologi subruang pada subbab berikutnya.

2.1.3 Subruang Topologi

Dalam mengkaji sifat keterhubungan lintasan pada himpunan bagian suatu
ruang, diperlukan konsep subruang topologi. Subruang topologi merupakan
himpunan bagian dari ruang topologi yang dilengkapi dengan struktur topologi
yang diturunkan dari ruang asalnya.
Definisi 2.13 (Munkres, 2014)
Misalkan (X,7) ruang topologi. Y € X himpunan bagian tak kosong dari X.
Koleksi

y ={Y nU|U € 1}

disebut topologi subruang pada Y. Dengan topologi ini, (Y, ty) disebut subruang
dari (X, 1)

Sebagai pendukung pemahaman, berikut diberikan contoh penerapan
definisi subruang topologi.
Contoh 2.14
Misalkan X = {a,b,c,d,e, f}dant = {@,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d, e, f}, X}
Dari contoh sebelumnya sudah dibuktikan bahwa (X, t) ruang topologi. Buktikan
bahwa Y = {c, d} merupakan subruang dari ruang topologi (X, 7).
Bukti:

Berdasarkan definisi, subruang topologi 7y dari (X, t) didefinisikan sebagai



14

y ={Y nU|U € 1}
untuk U = @ maka ty = {{c,d} N @|® € 1}
untuk U = {a} maka 7, = {{c,d} n {a}|® € 1}
untuk U = {c,d} maka ty = {{c,d} n {c,d}|{c,d} € 1}
untuk U = {a, c,d} maka ty = {{c,d} n{a,c,d}|{c,d} € 1}
untuk U = {b,c,d,e, f} makat, = {{c,d} n{b,c,d,e, f}|{c,d} € T}
untuk U = X maka ty = {{c,d} n X|{c,d} € 1}
Maka dapat disimpulkan t, = {Y N U|U € 1} = {®, {c,d}}
Selanjutnya membuktikan bahwa t, = {@, {c, d}} merupakan topologi
1. ¢ €1y
Y = {c,d} € 1y
2. 0 U {cd}={cd}€E 1y
{c,d}u® ={cd} € 1y
3. 0n{c,d}=0€ 1y
{c,d}nd=0¢€ 1y
dari ketiga bukti tersebut, Ty = {0, {c, d}} memenuhi syarat sebagai topologi pada
Y, maka (Y, ty) adalah subruang topologi pada (X, 7).
Setelah memahami konsep subruang, selanjutnya diperkenalkan konsep

keterhubungan yang merupakan unsur penting dalam pembahasan.

2.1.4 Keterhubungan Topologi

Keterhubungan (connectedness) menyatakan bahwa suatu ruang tidak
dapat dipisahkan menjadi dua bagian yang terbuka, tak kosong, dan saling asing.
Konsep ini merupakan landasan dari keterhubungan lintasan yang menjadi topik

utama penelitian ini.
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Definisi 2.15 (Munkres, 2014).
Ruang topologi X disebut terhubung (connected) jika tidak terdapat pasangan
himpunan terbuka U,V < X yang memenuhi 3 syarat berikut:
1. U danV keduanya tidak kosong (U # @,V # @)
2. UdanV saling lepas (UNV = @)
3. danUuV =X
Jika pasangan (U, V) memenuhi syarat tersebut maka disebut suatu pemisahan
(separation) dari X.
Contoh 2.16 (Terhubung)
Misalkan X = {a, b, c} dengan t = {@,{a},{a, b}, X}. Akan dibuktikan bahwa
(X, t) terhubung.
Bukti:
Periksa semua pasang himpunan terbuka tak kosong selain @ dan X. Himpunan
terbuka tak kosong yang ada adalah {a} dan {a, b}. Perhatikan bahwa
{a}u{a, b} ={a b} #X

sehingga tidak ada pemisahan. Oleh karena itu, (X, 7) adalah ruang terhubung.
Contoh 2.17 (Ruang Tidak Terhubung)
Misalkan X = {a, b} dengan topologi diskrit T = {@, {a}, {b}, X}.
Bukti:
PilihU = {a}danV = {b}. U dan V tersebut terbuka, tak kosong, U NV = @, dan
UuV = X. Karena pemisahan ditemukan, maka X adalah ruang yang tidak
terhubung.

Selanjutnya, penelitian ini berfokus pada ruang topologi yang himpunan
dasarnya berhingga, sehingga pada subbab berikutnya dibahas secara khusus

definisi dan sifat ruang topologi di himpunan berhingga.
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2.1.5 Ruang Topologi di Himpunan Berhingga (Finite Topological Space)
Ruang topologi di himpunan berhingga (finite topological space) adalah
pasangan (X, t) dengan X suatu himpunan dan 7 koleksi himpunan bagian dari X
yang memenuhi syarat topologi, di mana X memiliki kardinalitas yang berhingga.
Ruang inilah yang menjadi pusat pembahasan dalam penelitian ini.
Definisi 2.18 (Sukriyah, 2020)
Ruang topologi (X, t) disebut ruang topologi di himpunan berhingga apabila
himpunan X memiliki kardinalitas hingga, yaitu terdapat n € N sedemikian
sehingga |X| = n. Kardinalitas 7, dinotasikan |z|, menyatakan banyaknya
himpunan terbuka dalam X. Secara khusus, jika t adalah topologi diskrit maka
|t] = 2™, sedangkan jika t adalah topologi trivial maka |z| = 2.
Berikut diberikan contoh ruang topologi di himpunan berhingga beserta
pembuktian dan pemeriksaan kardinalitasnya.
Contoh 2.19
Misalkan X = {1,2,3} dengan t = {@,{1},{1,2},{1,2,3}}. Maka |X| =3 dan
|t] = 4. Nilai |z| tidak sama dengan |X| karena struktur topologi yang diberikan
bukan topologi diskrit (|| = 23 = 8) maupun topologi trivial (|z| = 2).
Melanjutkan dari pembahasan ruang topologi di himpunan berhingga,
selanjutnya akan diperkenalkan konsep persekitaran- € pada garis bilangan real R,
sebagai teori pendukung mengenai persekitaran minimal yang terdapat dalam bab

hasil dan pembahasan.

2.1.6 Persekitaran-& (e-neighborhood)
Dalam ruang metrik, khususnya pada garis bilangan real R, kedekatan

suatu titik terhadap titik lainnya dapat dinyatakan secara kuantitatif melalui
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konsep persekitaran-. Konsep ini menggambarkan himpunan semua titik yang
berjarak kurang dari e dari suatu titik tertentu, dan menjadi landasan dalam
mendefinisikan kekontinuan fungsi secara formal.
Definisi 2.20 (Munkres, 2014)
Diberikan a € R dan € > 0. Persekitaran-¢ (e-neighborhood) dari a didefinisikan
sebagai himpunan

Vo(a) ={xeER:|x—a|<e}=(a—¢a+e¢)

Ve(a)

< L

a—e¢ a a+c¢

Dapat dilihat bahwa x € V.(a) jika dan hanya jikaa — e <x <a+¢

Contoh 2.21
Misalkan a = 7 dan ¢ = %tunjukkan neighborhood dari a

Bukti:
Va(7)

A
\j

Dapat dilihat bahwa x € V3(7) jika dan hanya jika 172 <x< % di mana terbukti

3 12 17 12 17
bahwa Vz(7) ={x eR:|x-7| <= =(7T—=,7+—) = (=,—
(D= {xeRx-71<}=(7-F7.7+7)=G.D

Sebelum dapat mendefinisikan lintasan, diperlukan pemahaman tentang
fungsi kontinu sebagai alat utama dalam mendefinisikan lintasan. Konsep tersebut

dibahas pada subbab berikut ini.
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2.1.7 Fungsi Kontinu
Lintasan (path) didefinisikan sebagai fungsi kontinu dari interval [0,1] ke

dalam ruang topologi. Oleh karena itu, pemahaman tentang kekontinuan fungsi
merupakan prasyarat penting sebelum mendefinisikan lintasan dan keterhubungan
lintasan.
Definisi 2.22 (Stewart, 2012)
Misalkan f: R — R dikatakan kontinu di titik ¢ € R jika dan hanya jika memenuhi
tiga syarat berikut:

1. f(c) ada atau terdefinisi

2. lim f(x) ada, dan
X—C

3. limf(®) = £(c)
Definisi 2.23 (Munkres, 2014)
Diberikan dua ruang topologi (X,t,) dan (Y,7;). Fungsi f:X — Y dikatakan
kontinu jika dan hanya jika untuk setiap himpunan terbuka H € 7,, prapeta
fY(H) € 1, artinya
VHE 1, f~1(H) €14

Pada definisi 2.21 diatas, syarat kekontinuan melibatkan konsep prapeta
f~Y(H). Agar konsep tersebut dapat dipahami dengan baik, berikut diberikan
definisi dari prapeta (inverse image).
Definisi 2.24 (Axler, 2025)
Jika f:X —»Y adalah sebuah fungsi dan A €Y, maka himpunan f~1(4)
didefinisikan sebagai

fHA) ={xeX:f(x) €A}

Dengan memahami konsep prapeta di atas, kekontinuan suatu fungsi pada
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ruang topologi dapat dilakukan, yaitu dengan menghitung f~*(H) untuk setiap
himpunan terbuka H di kodomain dan memastikan hasilnya berada di topologi
domain. Selain itu, kekontinuan fungsi juga dapat ditinjau pada interval tertutup,
sebagaimana dinyatakan oleh definisi berikut.

Definisi 2.25 (Sherbert, 2011)

Fungsi f kontinu pada interval [a, b] jika f kontinu pada setiap titik interval
terbuka (a, b), kontinu dari kanan di a, dan kontinu dari kiri di b.

Berikut diberikan contoh kekontinuan fungsi pada ruang topologi di
himpunan berhingga, yang merupakan langkah yang akan digunakan dalam
pembuktian kekontinuan lintasan.

Contoh 2.26
Tentukan apakah f(x) = x? + 1 kontinu di titik x = 2.
1. f(x) = x2+1
(2 = 2241

= 5 (Terdefinisi)

2. limf(x) = lim(x*+1)
X—2 x—-2
= 441
= 5(Ada)

3. lmf(x) = f(x)
f(x) = x* + 1 memenuhi ketiga syarat pada definisi, dengan demikian f(x) =
x%2 + 1 kontinu di x = 2.
Contoh 2.27
Misalkan f:[0,47] — R didefinisikan dengan f(x) = sin x. Maka

1. f71((0,%)) =(0,m) U (2m, 31)
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2. f1([01]) =[0,7] U [2m,37] U {4m}

3. fH({-1) :{37"7?”}

4. f7H(@23) =0
Contoh 2.28
Misalkan X = {a, b, c}, dengan topologi 7, = {®, {a},{a, b}, X}, dan Y = {1,2},
dengan 7, = {9,{1},{1,2}}. Didefinisikan fungsi f:X —Y dengan f(a) =
1,£(b) = 1, f(c) = 2. Tunjukkan f kontinu
Bukti:

L fY(@ =0 €t

2. f7{1) ={ab} €n

3. flY) =X €t

Karena semua prapeta merupakan anggota t,, maka f adalah fungsi kontinu.

2.2 Kajian Integrasi Topik dengan Hadis

Subbab ini membahas integrasi antara konsep keterhubungan lintasan (path
connectedness) pada ruang topologi di himpunan berhingga (finite topological
space) dengan nilai-nilai yang terkandung dalam hadis Nabi Muhammad SAW.
Secara matematis, suatu subruang A dari ruang topologi X dikatakan terhubung
lintasan apabila untuk setiap pasangan titik x,y € A, terdapat sebuah lintasan
(path), yaitu fungsi kontinu f : [0,1] = A dengan f(0) = x dan f(1) = y,
yang menghubungkan kedua titik tersebut.

Konsep keterhubungan lintasan ini memiliki makna yang dapat dikaitkan
dengan nilai-nilai keislaman, khususnya yang diajarkan oleh Nabi Muhammad

SAW melalui hadis-hadis beliau. Dalam Islam, umat diajarkan untuk saling terikat,
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peduli, dan bersatu dalam kebersamaan. Nilai ini sangat relevan dengan sifat
matematis keterhubungan lintasan, di mana setiap elemen dalam suatu ruang harus
dapat dijangkau dari elemen lainnya melalui lintasan yang kontinu, sehingga
keutuhan ruang tersebut terjaga. Salah satu hadis yang relevan dengan konsep ini
adalah hadis yang diriwayatkan oleh Imam Muslim, yaitu:
2eiblass Lo a3 o Gt il e B Jo B0 525 J6HJ6 pas o ol 2
“’\3;@@\5 adi sl d 216 gl i S5 \Sl,ui-\:}é;
Artinya: “Perumpamaan orang-orang beriman dalam kasih sayang, rasa cinta, dan
kepedulian di antara mereka adalah seperti satu tubuh. Jika salah satu anggota
tubuh merasa sakit, maka seluruh tubuh ikut merasakan demam dan tidak bisa
tidur. ”(HR. Muslim 2586a)

Hadis ini mengajarkan bahwa hubungan antar sesama umat Islam haruslah
erat dan saling menguatkan, sebagaimana bagian-bagian tubuh yang saling
terhubung dan merespons satu sama lain ketika ada bagian yang mengalami
masalah. Secara matematis, hal ini dapat dikaitkan dengan sifat keterhubungan
lintasan. Dalam ruang topologi yang terhubung lintasan, setiap titik x selalu dapat
dihubungkan ke titik y melalui sebuah lintasan kontinu. Dengan demikian, respons
yang menyebar ke seluruh tubuh dalam hadis tersebut mencerminkan sifat transitif
lintasan, di mana keterhubungan antara dua titik mana pun selalu terjamin dalam
ruang yang terhubung lintasan.

Sebaliknya, apabila dalam ruang topologi terdapat satu titik yang tidak dapat
dihubungkan dengan titik lainnya melalui lintasan kontinu, maka ruang tersebut
tidak lagi dikategorikan sebagai ruang terhubung lintasan (path connected). Realita
dalam kehidupan sosial umat Islam pun demikian, jika terdapat seorang individu
yang terabaikan dan tidak terhubung secara emosional maupun sosial dengan yang

lainnya, maka kesatuan dan kekuatan umat akan melemah. Syarat ini dalam

matematika disebut sebagai ruang yang disconnected, yaitu ruang yang dapat
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dipisahkan menjadi dua himpunan terbuka yang tidak kosong dan saling lepas.
Dengan demikian, konsep keterhubungan lintasan dalam ruang topologi di
himpunan berhingga tidak hanya memiliki makna matematis yang penting, tetapi
juga dapat menjadi cerminan dari nilai-nilai Islam yang mengajarkan tentang
pentingnya persatuan, kepedulian, dan keterikatan yang erat antar sesama. Integrasi
ini menunjukkan bahwa ilmu matematika, khususnya topologi, memiliki kaitan

yang luas dan dapat dipahami melalui perspektif nilai-nilai keislaman.

2.3 Kajian Topik dengan Teori Pendukung

Subbab ini menjelaskan teori-teori pendukung yang menjadi landasan
pembahasan dalam penelitian ini, meliputi konsep lintasan (path), keterhubungan
lintasan (path connectedness), hasil kali lintasan (product path), komponen
lintasan, dan keterhubungan lintasan secara lokal (locally path connected) pada
ruang topologi di himpunan berhingga.
Definisi 2.29 (Schlicker, 2023)
Misalkan X ruang topologi. A lintasan dari titik a ke titik b dalam X adalah sebuah
fungsi kontinup : [0,1] — X sedemikian sehingga p(0) = adanp(1) = b
Definisi 2.30 (Schlicker, 2023)
Subruang A dari ruang topologi X dikatakan terhubung lintasan (path connected)
jika, untuk setiap a, b € A, terdapat sebuah lintasan di A dari a ke b.
Teorema 2.31 (Schlicker, 2023)
Misalkan X dan Y ruang topologi dan f : X — Y adalah fungsi kontinu. Jika A
subruang yang terhubung lintasan dari X, maka f(A4) subruang yang terhubung
lintasan dari Y.

Lemma 2.32 (Schlicker, 2023)
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Misalkan A dan B subset tertutup dari ruang X = AU B, dan dimisalkan f : A = Y
dan g : B — Y fungsi kontinu kedalam ruang Y sedemikian sehingga f (x) = g(x)
untuk setiap x € (A N B). Maka fungsi h : X — Y didefinisikan sebagai

f(x), jikax €A
g(x), jikax € B

heo) = |
maka h(x) kontinu
Definisi 2.33 (Schlicker, 2023)

Misalkan p lintasan dari a ke b dan g lintasan dari b ke ¢ di ruang X. Product

lintasan g * p adalah lintasan di X yang didefinisikan sebagai

1
p(2x), untuk 0 < x < 5

(q+p)(x) = .
q(2x — 1), untuki <x<1

Definisi 2.34 (Schlicker, 2023)

Komponen lintasan dari elemen a dalam ruang topologi (X, t) himpunan terhubung
lintasan terbesar dari X yang mengandung a.

Teorema 2.35 (Schlicker, 2023)

Jika ruang topologi X adalah terhubung lintasan, maka X terhubung

Definisi 2.36 (Schlicker, 2023)

Untuk x € X, persekitaran minimal U, dari x adalah irisan dari semua himpunan
terbuka yang memuat x.

Definisi 2.37 (Schlicker, 2023)

Sebuah ruang topologi (X, 1) dikatakan terhubung lintasan secara lokal di x jika
setiap persekitaran dari x mengandung persekitaran terbuka yang terhubung
lintasan dengan x sebagai elemennya. Ruang (X, t) dikatakan terhubung lintasan
secara lokal jika X terhubung lintasan secara lokal di setiap titik.

Lemma 2.38 (Schlicker, 2023)
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Sebuah ruang X terhubung lintasan secara lokal jika dan hanya jika untuk setiap
himpunan terbuka O dari X, setiap komponen lintasan dari O adalah himpunan
terbuka di X.

Teorema 2.39 (Schlicker, 2023)

Misalkan X ruang topologi finite. Maka X terhubung jika dan hanya jika X

terhubung lintasan



BAB Il

METODE PENELITIAN

3.1  Jenis Penelitian

Penelitian ini merupakan penelitian matematika murni yang bersifat
kualitatif dengan pendekatan studi pustaka (library research). Penelitian studi
pustaka dilakukan dengan cara mengumpulkan, membaca, mencatat, dan mengolah
berbagai sumber referensi yang relevan, seperti buku, jurnal ilmiah, dan artikel
matematika yang berkaitan dengan topologi, keterhubungan, dan keterhubungan
lintasan pada ruang topologi di himpunan berhingga. Penelitian ini tidak melibatkan
pengumpulan data lapangan, melainkan berfokus pada pengkajian konsep,

penyusunan definisi, dan pembuktian teorema secara aksiomatik.

3.2 PraPenelitian

Pada tahap pra penelitian, dilakukan studi literatur yang mencakup kajian
terhadap teori-teori dasar topologi dan konsep keterhubungan lintasan (path
connectedness) pada ruang topologi di himpunan berhingga (finite topological
space). Kajian literatur ini meliputi penelaahan sumber-sumber utama, yaitu buku,
serta jurnal-jurnal pendukung lainnya yang berkaitan dengan topik penelitian.

Selain itu, pada tahap ini juga dilakukan identifikasi dan pemilihan definisi,
lemma, serta teorema yang akan digunakan sebagai landasan dalam penyusunan
pembuktian pada Bab IV. Beberapa konsep utama yang dikaji pada tahap pra
penelitian antara lain, definisi lintasan (path), keterhubungan lintasan (path
connectedness), komponen lintasan (path component), hasil kali lintasan,

keterhubungan lintasan secara lokal (locally path connected), serta hubungan antara

25
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keterhubungan dan keterhubungan lintasan pada ruang topologi di himpunan

berhingga.

3.3  Tahapan Penelitian

Berdasarkan jenis penelitian yang digunakan, berikut merupakan tahapan-
tahapan yang dilakukan dalam penelitian ini:
1. Mendefinisikan lintasan (path) dan keterhubungan lintasan (path connected)

a. Mendefinisikan lintasan sebagai fungsi kontinu p : [0,1] = X yang
menghubungkan dua titik dalam ruang topologi X.

b. Mendefinisikan keterhubungan lintasan pada suatu subruang berdasarkan
konsep lintasan.

c. Membuktikan sifat keterhubungan lintasan dipertahankan oleh fungsi
kontinu. Membuktikan lemma mengenai kekontinuan fungsi yang
didefinisikan secara terpisah pada dua himpunan tertutup.

2. Mendefinisikan hasil kali lintasan (product path) dan komponen lintasan (path
component)

a. Mendefinisikan hasil kali dua lintasan yang berurutan untuk membentuk
lintasan baru

b. Membuktikan bahwa relasi keterhubungan lintasan merupakan relasi
ekuivalensi (refleksif, simetris, dan transitif),

c. Mendefinisikan komponen lintasan sebagai kelas ekuivalensi dari relasi.

d. Membuktikan bahwa setiap ruang yang terhubung lintasan pasti
terhubung.

3. Mendefinisikan keterhubungan lintasan secara lokal (locally path connected)

a. Mendefinisikan persekitaran minimal dari suatu titik.
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b. Mendefinisikan keterhubungan lintasan secara lokal
c. Mendefinisikan karakterisasi keterhubungan lintasan secara lokal melalui
keterbukaan komponen lintasan pada setiap himpunan terbuka.

4. Membuktikan teorema utama mengenai keekuivalenan keterhubungan dan
keterhubungan lintasan
Menggabungkan dan mengaplikasikan seluruh definisi, lemma, dan teorema
yang telah dibuktikan pada tahap 1 sampai 3 untuk membuktikan bahwa pada
ruang topologi di himpunan berhingga, suatu ruang terhubung jika dan hanya
jika ruang tersebut terhubung lintasan. Pembuktian dilakukan dengan
menunjukkan bahwa komponen lintasan dari setiap titik merupakan himpunan
buka tutup, sehingga komponen lintasan tersebut sama dengan ruang topologi
itu sendiri.

5. Mengintegrasikan hasil pembuktian dengan Al-Qur'an dan hadis
Pada tahap ini dilakukan penelaahan ayat Al-Qur'an dan hadis yang relevan
dengan konsep keterhubungan dan keterhubungan lintasan, untuk
menunjukkan relevansi hasil pembuktian matematis terhadap nilai-nilai

keislaman.



BAB IV

HASIL DAN PEMBAHASAN

Bab ini menyajikan hasil penelitian berupa pembuktian teorema-teorema
yang berkaitan dengan keterhubungan lintasan pada ruang topologi di himpunan
berhingga. Pembuktian dilakukan secara sistematis, dimulai dari konsep lintasan
dan keterhubungan lintasan, dilanjutkan dengan sifat kekontinuan fungsi,
komposisi lintasan, kemudian hasil kali lintasan, komponen lintasan,
keterhubungan lintasan secara lokal, dan diakhiri dengan pembuktian teorema
utama yang menyatakan kesetaraan atau keekuivalenan antara keterhubungan dan
keterhubungan lintasan pada ruang topologi di himpunan berhingga. Setiap teorema
dan lemma disertai pembuktian lengkap, dan setiap definisi dilengkapi contoh

beserta pembuktiannya.

4.1  Lintasan (Path) dan Keterhubungan Lintasan (Path Connected)

Pembahasan diawali dengan mendefinisikan secara formal lintasan dan
keterhubungan lintasan, kemudian dilengkapi dengan contoh pembuktian untuk
mendukung pemahaman terhadap kedua konsep tersebut.
Definisi 4.1 (Schlicker, 2023)
Misalkan X ruang topologi. Sebuah lintasan (path) dari titik a ke titik b dalam X
adalah sebuah fungsi kontinu

p:[01] > X
sedemikian sehingga
p(0) =adanp(1l) =b

Contoh 4.2
28
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Misalkan ruang topologi X = R? dan a = (0,0),b = (1,1). Tunjukkan bahwa
fungsi p(t) = (t,t), untuk t € [0,1] adalah sebuah lintasan dari a ke b di dalam X.
Bukti:
Akan ditunjukkan bahwa p memenuhi syarat definisi lintasan. Pertama menentukan
nilai awal dan akhir, diketahui bahwa
a = (0,0)
b=(11)
Perhatikan bahwa
p(0) =(0,0) =a
p(1)=(11) =b
Sehingga syarat p(0) = a dan p(1) = b terpenuhi. Kedua akan dibuktikan
kekontinuan p(t) = (t, t) dapat dinyatakan sebagai (f(t), g(t)) dengan f(t) =t,
dan g(t) = t. Karena f (t) dan g(t) adalah fungsi linier (kontinu), maka p kontinu
pada [0,1]. Karena kedua syarat terpenuhi, maka p(t) = (t, t) adalah lintasan dari

titik a ke titik b di R?. Berikut visualisasi dari lintasan p(t) = (¢, t).

Gambar 4.1 Lintasan dari Titik a ke Titik b

Berdasarkan definisi lintasan tersebut, selanjutnya dapat didefinisikan

subruang yang terhubung lintasan, yaitu subruang di mana setiap dua titiknya selalu
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dapat dihubungkan oleh suatu lintasan.

Definisi 4.3 (Schlicker, 2023)

Subruang A dari ruang topologi X dikatakan terhubung lintasan (path connected)
jika untuk setiap a, b € A, terdapat sebuah lintasan di A dari titik a ke titik b.
Contoh 4.4

Misalkan A = {(x,y) € R?|x? + y? < 1}. Tunjukkan bahwa A terhubung lintasan
di R?

Bukti:

Akan dibuktikan bahwa untuk setiap b, ¢ € A terdapat lintasan kontinu dari b ke ¢

yang seluruhnya berada di dalam A. Ambil sebarang dua titik di dalam A

b = (x1,1)
¢ = (x2,¥2)
Didefinisikan fungsi
p(®) = (1 —0)(xy,y1) + t(xz,¥2)

= ((1—-0)x; +tx,, (A —0)y, +ty,

dengan t € [0,1] maka dapat diperoleh

e saatt = 0,p(0) = (xq,y,) = b

e saatt =1,p(1) = (xy,y,) =c¢

Fungsi p kontinu karena merupakan kombinasi linier dari fungsi kontinu. Untuk
setiap t € [0,1], titik p(t) berada pada segmen garis antara b dan c. Karena
A merupakan lingkaran terbuka (open disk), maka p(t) € A untuk semua t. Dengan
demikian p adalah lintasan dari b ke c di dalam A, sehingga A terhubung lintasan.

Berikut visualisasi dari lintasan terhubung A di R?.
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Gambar 4.2 Lintasan Terhubung A di R2.

Sifat keterhubungan lintasan ternyata dipertahankan oleh fungsi kontinu.
Hal ini dinyatakan oleh Teorema 4.5 berikut, yang merupakan teorema penting
dalam pembuktian selanjutnya.
Teorema 4.5 (Schlicker, 2023)
Misalkan X dan Y ruang topologi dan f : X — Y adalah fungsi kontinu. Jika A
subruang yang terhubung lintasan dari X, maka f(A) adalah subruang yang
terhubung lintasan dari Y.
Bukti:
Diketahui f: X — Y kontinu, A € X terhubung lintasan. Akan dibuktikan bahwa
f(A) terhubung lintasan, yaitu untuk setiap y,, y; € f(A), terdapat lintasan dari y,
ke y, di f(A). Ambil sebarang y,,y; € f(A4). Karena y, dan y; berada di f(A)
maka terdapat x,,x; € A sedemikian sehingga f(xo) = yo, f(x1) = ;1.
Karena A terhubung lintasan dan x,,x; € A maka terdapat lintasan kontinu
p:[0,1] — A dengan

p(0) = xo, dan p(1) = x;

Didefinisikan y = (f o p) yaitu
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y(@® = f(p®), vt €[0,1]
maka diperoleh
y(0) = f(p(0) = f(x0) = o
y(D) = f(p(D) = fx) =y
Karena p kontinu dan f kontinu, maka komposisi y = f o p juga merupakan fungsi
kontinu. Oleh karena itu y adalah lintasan dari y, ke y; di dalam f(A4). Maka
terbukti bahwa f(A) adalah subruang yang terhubung lintasan.

Untuk membuktikan bahwa penggabungan dua lintasan yang berurutan juga
merupakan lintasan (yang disebut sebagai hasil kali lintasan), diperlukan lemma
berikut. Lemma ini menjelaskan kekontinuan fungsi yang didefinisikan secara
terpisah pada dua himpunan tertutup.

Lemma 4.6 (Schlicker, 2023)

Misalkan A dan B adalah subset tertutup dari suatu ruang X = A U B, misalkan f :
A - Y dan g : B — Y adalah fungsi-fungsi kontinu ke dalam ruang Y sedemikian
sehingga f(x) = g(x) untuk setiap x € (AN B). Maka fungsi h: X = Y yang
didefinisikan sebagai

f(x), jikax € A
g(x), jikax € B

heo) = |
adalah fungsi yang kontinu
Bukti:
Misalkan A dan B adalah subset tertutup dari ruang X = A U B, dan misalkan f :
A - Y dan g: B — Y adalah fungsi-fungsi kontinu sedemikian sehingga f(x) =
g(x) untuk setiap x € (A N B) Definisikan h : X — Y oleh

f(x), jikax € A

h(x) = {g(x), jikax € B
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Untuk menunjukkan bahwa h kontinu, misalkan C adalah subset tertutup dari Y.
Maka
h1(C) ={x € X|h(x) € C}

={x€eA|lf(x) eC}u{x eB|g(x) e}

=f(OVg(©)
Karena f kontinu, maka f~*(C) tertutup dalam topologi subruang pada A. Karena
g kontinu, maka g~*(C) tertutup dalam topologi subruang pada B. Oleh karena itu,
terdapat himpunan-himpunan tertutup D dan E dalam X sedemikian sehingga

ff{(C)=AnD dan g'(C)=BnNE
Fakta bahwa A tertutup dalam X mengakibatkan A n D tertutup dalam X. Demikian
pula, fakta bahwa B tertutup dalam X mengakibatkan B N E tertutup dalam X.
Dengan demikian,
A€ =f(Oug™()=([NnD)u(BNE)
merupakan gabungan hingga dari himpunan-himpunan tertutup dalam X, sehingga
h~1(C) tertutup dalam X. Karena h™*(C) tertutup untuk setiap himpunan tertutup C
dalam Y, maka terbukti bahwa h kontinu.
Contoh 4.7
Misalkan X dan Y adalah R. A = (—oo, 1], dan B = [1, o). Didefinisikan
fiA- R, f(x)=x*
g:B-R, gkx)=2x—-1

Tunjukkan bahwa h: X — R yang didefinisikan oleh

x?, jikax <1
h(x) = {Zx—l, jikax > 1

adalah fungsi yang kontinu.

Bukti:
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Berdasarkan Lemma 4.6 A dan B tertutup dalam X, di mana A dan B merupakan
subset tertutup dari R dan X = A U B = R. Selanjutnya akan dibuktikan bahwa
h(x) kontinu.
Ambil sebarang himpunan tertutup € c R di mana h=1(C) tertutup dalam X = R.
Pilih € = [1,3], perhatikan bahwa
L3 ={x<1]1<x*<3}
= [-V3,-1] u [1,1]
= [-V3,-1]u {1}
g (13D ={x=11<2x-1<3}
=[1.2]
A (13D = ([-v3,-1]u{1})u[1,2]
= [-v3,-1] u[1,2]
Dengan demikian,
h(C)=f(Oug™()=([ANnD)U(BNE)
merupakan gabungan hingga dari himpunan-himpunan tertutup dalam X, sehingga
h™*(C) tertutup dalam X. Karena h™*(C) tertutup untuk setiap himpunan tertutup C
dalam Y, maka terbukti bahwa h kontinu. Berikut visualisasi dari fungsi kontinu

pada fungsi gabungan h(x).

Gambar 4.3 Fungsi kontinu pada fungsi gabungan h(x)
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4.2  Hasil Kali Lintasan (Product Path), Ekuivalensi Keterhubungan

Lintasan dan Komponen Lintasan (Path Component)

Berdasarkan Lemma 4.6 yang telah dibuktikan sebelumnya, berikut
didefinisikan hasil kali dua lintasan berurutan yang membentuk sebuah lintasan
baru. Definisi ini menjadi landasan untuk membuktikan sifat transitif relasi
keterhubungan lintasan, yang pada akhirnya menghasilkan struktur komponen
lintasan.

Definisi 4.8 (Schlicker, 2023)
Misalkan p lintasan dari a ke b dan g lintasan dari b ke c di ruang X. Hasil kali

lintasan (Product path) g * p adalah fungsi h:[0,1] - X yang didefinisikan

sebagai
1
p(2t), untuk 0 <t < >
(q*p)(®) = .
q(2t — 1), untuki <t<l1

Dari definisi komponen lintasan tersebut, dapat ditunjukkan bahwa relasi ~
yang terbentuk merupakan suatu relasi ekuivalensi pada ruang topologi.
Sebagaimana dinyatakan berikut.

Definisi 4.9 (Schlicker, 2023)

Diberikan ruang topologi (X, 7), didefinisikan relasi ~ pada X sebagai berikut.
a ~ b jika dan hanya jika terdapat sebuah lintasan di X dari a ke b.

Proposisi 4.10 (Schlicker, 2023)

Relasi ~ yang didefinisikan pada Definisi 4.9 adalah suatu relasi ekuivalensi pada
X, yaitu memenuhi tiga sifat refleksif, simetris, dan transitif.

Bukti:

1. Relasi ~ adalah relasi refleksif
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Relasi ~ dikatakan refleksif apabila untuk setiap a € X, berlaku a ~ a.
Akan dibuktikan untuk setiap titik a € X, terdapat lintasan dari a ke a.
Berdasarkan definisi lintasan, sebuah lintasan dari titik a ke titik b adalah
fungsi kontinu
f:101] = X

dengan f(0) =a dan f(1) = b. Selanjutnya didefinisikan fungsi c, :
[0,1] — X sebagai berikut:

ca(s) = a untuk setiap s € [0,1].
Fungsi c, adalah kontinu karena merupakan fungsi konstanta. Setiap fungsi
konstanta dari ruang topologi satu ke ruang topologi lainnya selalu kontinu,
karena untuk setiap himpunan terbuka U < X, prapetanya adalah

4 _([0.1], jikaa€eU
¢ (U) = {;25, jikaagU

[0,1] maupun @, adalah himpunan terbuka dalam [0,1], sehingga c,, terbukti
kontinu. Selanjutnya mencari titik awal dan akhir.

c,(0)=a dan ¢,(1)=a
Terbukti c, adalah lintasan dari a ke a. Karena untuk setiap titik a € X,

maka berlaku a ~ a untuk setiap a € X. Jadi relasi ~ bersifat refleksif.

. Relasi ~ adalah relasi simetris

Relasi ~ dikatakan simetris jika untuk setiap a, b € X, ketika a ~ b maka
berlaku juga b ~ a. Akan dibuktikan jika terdapat lintasan dari a ke b, maka
terdapat pula lintasan dari b ke a. Karena a ~ b, terdapat lintasan p: [0,1] —
X yang kontinu dengan p(0) = a dan p(1) = b. Didefinisikan fungsi

q(s) =p(1—s), s€[0]1]

Fungsi g merupakan lintasan balik (reverse path) dari p, sedangkan fungsi
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q(s) = p(1 —s) adalah komposisi dari dua fungsi kontinu, sehingga g
kontinu. Selanjutnya akan diperoleh titik awal dan akhir, perhatikan bahwa
q(0) =p(1-0)=p)=>b
q() =p(1-1)=p0)=a
Jadi g adalah lintasan dari b ke a yang berarti b ~ a. Jadi dapat disimpulkan
bahwa relasi ~ bersifat simetris. Berikut visualisasi relasi ~ bersifat

simetris.

. Relasi ~ adalah relasi transitif

Relasi ~ dikatakan transitif jika untuk setiap a, b,c € X ketika a ~ b dan
b ~ c, maka a ~ c. Akan dibuktikan jika terdapat lintasan dari a ke b dan
lintasan dari b ke ¢, maka ada lintasan dari a ke c.

Karena a ~ b, terdapat lintasan p: [0,1] — X kontinu dengan p(0) = a dan
p(1) = b. Karena b ~ c, terdapat lintasan q:[0,1] = X kontinu dengan
q(0) = b dan q(1) = c. Didefinisikan hasil kali lintasan q * p: [0,1] = X

sebagai berikut

1
p(2s), untuk 0 < s < 5

(q+p)(s) = )
q(2s — 1), untuki <s<1

Untuk menunjukkan hasil kali lintasan tersebut terdefinisi, maka dipilih s =

%, perhatikan bahwa
1
p(Z XE) =p(l)=1>

1
q<2x§—1>=q(0) =b
Keduanya menghasilkan nilai b, sehingga hasil kali lintasan q *p

terdefinisi. Selanjutnya akan ditunjukkan g * p kontinu. Didefinisikan dua
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himpunan tertutup
1 1
a=03] dn B=[1]
Pada A4, fungsi p(2s) kontinu (komposisi fungsi linear dan p yang keduanya

kontinu). Pada B, fungsi q(2s — 1) kontinu (komposisi fungsi linear dan
q yang keduanya kontinu). Di titik s =%, kedua fungsi Dbernilai b.

Berdasarkan Lemma 4.6 hasil kali lintasan q * p adalah kontinu pada
seluruh [0,1]. Selanjutnya diperoleh titik awal dan akhir, perhatikan bahwa
(q+p)(0) =p(2x0)=p(0)=a
(@xp)(D=q@x1-1)=q(1)=c

Jadi g * p adalah lintasan dari a ke c yang berarti a ~ c¢. Maka dari itu relasi

~ bersifat transitif. Berikut visualisasi relasi ~ bersifat transitif.

Karena relasi ~ pada ruang topologi (X,t) terbukti bersifat refleksif,
simetris, dan transitif, maka ~ adalah suatu relasi ekuivalensi pada X. Relasi
ekuivalensi ini mempartisi X menjadi kelas-kelas ekuivalensi yang saling lepas.
Kelas ekuivalensi dari suatu elemen a € X, yaitu

[a] = {x € X|x~a}

disebut sebagai komponen lintasan (path component) dari X, dan merupakan subset
terhubung lintasan terbesar dari X yang memuat a. Akan didefinisikan sebagai
berikut.
Definisi 4.11 (Schlicker, 2023)
Komponen lintasan (path component) dari suatu elemen a dalam ruang topologi
(X, t) adalah subset terhubung lintasan terbesar dari X yang memuat a.

Dapat disimpulkan bahwa, komponen lintasan [a] adalah himpunan semua

titik di X yang dapat dihubungkan ke a melalui suatu lintasan, yaitu
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[a] = {x € X|x~a} = {x € X| terdapat lintasan di X dari x ke a}
Berdasarkan Proposisi 4.10, relasi ~ yang adalah relasi ekuivalensi. Karena ~
adalah relasi ekuivalensi, maka ~ mempartisi X menjadi kelas-kelas ekuivalensi
yang saling lepas (tidak beririsan) dan mencakup seluruh X. Setiap kelas
ekuivalensi inilah yang disebut sebagai komponen lintasan dari X. Didefinisikan
sebagai

X = U{[a]|a € X}
dengan [a] N [b] = @ atau [a] = [b] untuk setiap a,b € X.
Contoh 4.12
Misalkan X = {1, 2, 3,4} dengan topologi t = {@, {1,2},{3,4}, {1,2,3,4}}. Tentukan
komponen lintasan dari setiap elemen di X.
Bukti:
Diketahui himpunan terbuka dalam (X, ) adalah @, {1,2}, {3,4}, dan X. Perhatikan
bahwa {1,2} dan {3,4} adalah dua himpunan terbuka yang saling lepas dan
gabungannya adalah X. Sehingga X tidak terhubung (disconnected).
1. Menunjukkan 1~2.
Akan ditunjukkan bahwa terdapat lintasan dari 1 ke 2. Misalkan p: [0,1] -
X adalah lintasan dengan p(0) = 1. Karena {1,2} bersifat buka tutup di X
dan p kontinu, maka prapeta
p~t({1,2})
bersifat buka tutup di [0,1]. Karena p(0) =1 € {1,2}, maka 0 €
p~1({1,2}), sehingga p~1({1,2}) # @. Karena [0,1] terhubung, satu-
satunya himpunan buka tutup tak kosong di [0,1] adalah [0,1] itu sendiri.

Maka

p~'({1,2) = [0,1]
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yang berarti,
p([0,1]) < {1,2}
Khususnya p(1) € {1,2}. Karena p(1) = 2 € {1,2}, lintasan dari 1 ke 2
ada. Jadi 1 ~ 2.
. Menunjukkan 1 + 3.
Selanjutnya akan diperiksa lintasan antara titik dalam {1,2} dan {3,4}.
Misalkan ada lintasan p: [0,1] - X dari 1 ke 3, yaitu p(0) = 1 dan p(1) =
3. Karena p kontinu dan {1,2} bersifat buka tutup di X, maka
p ({12}
bersifat buka tutup di [0,1]. Karena p(0) =1 € {1,2}, maka 0 €
p~1({1,2}), sehingga
p({12) # @
Karena [0,1] terhubung, satu-satunya himpunan buka tutup tak kosong di
[0,1] adalah [0,1] itu sendiri. Maka
p~r({12hH =[01]
artinya p(1) € {1,2}. Namun pernyataan ini bertentangan dengan p(1) =
3 € {3,4}. Sedangkan {1,2} n {3,4} = @. Jadi tidak ada lintasan dari 1 ke 3.
Dengan pernyataan yang sama, tidak ada juga lintasan dari 1 ke 4, dari 2 ke
3, maupun dari 2 ke 4.
Berdasarkan 1. dan 2., serta sifat reflektif, diperoleh seluruh relasi pada X
sebagai berikut
1~1,1~2,2~1,2~2,3~3,3~4,4~3,4~4
1+3,1+4,2+3,2+43+13+2,4+1,4~2

Sehingga komponen lintasan dari setiap elemen adalah

[1] = [2] = {1,2}
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[3] = [4] = {3,4}
X memiliki tepat dua komponen lintasan yaitu {1,2} dan {3,4}. Perhatikan
bahwa
X ={1,2} U {3,4}dan {1,2} N {3,4} = @.
Sehingga kedua komponen lintasan tersebut saling lepas dan mencakup
seluruh X. Untuk mendukung pemahaman terkait contoh ini, berikut

ilustrasi komponen lintasan dalam bentuk diagram.

{1,2} {3.,4}
komponen lintasan ke-1 1~3 komponen lintasan ke-2
1~4
2~3
1-1 22 |2~4 3-3 4-4
3~1
3~2
1-2 4~1 4-3
2-1 4~2 3-4

Tidak ada lintasan
{1.2}n{3.4} = 0.

Gambar 4.4 Komponen lintasan dalam bentuk diagram

Komponen lintasan merupakan susunan dari suatu ruang topologi dilihat
dari sifat keterhubungan lintasan. Dengan menggunakan konsep ini, berikut
dibuktikan bahwa setiap ruang terhubung lintasan pasti terhubung.

Teorema 4.13 (Schlicker, 2023)

Jika ruang topologi X adalah terhubung lintasan, maka X terhubung.

Bukti:

Akan dibuktikan dengan cara kontradiksi. Andaikan X terhubung lintasan tetapi
tidak terhubung. Karena X tidak terhubung, terdapat himpunan terbuka U,V < X
sedemikian sehingga

U+Q,V+0,UNnV =@, danUUV =X.
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Piliha € U dan b € V. Karena X terhubung lintasan, terdapat lintasan p: [0,1] - X

kontinu dengan p(0) = a dan p(1) = b. Didefinisikan U’ = p~*(U) dan V' =

p~1(V) di [0,1]. Karena p kontinu dan U, V terbuka di X, maka U’ = p~1(U), dan

V' = p~1(V) terbuka di [0,1]. Selanjutnya akan diperiksa sifat-sifat U’ dan V'
p(0) =a€eU=>0eU =>U 0
p()=beV=21eV =V =0

Perhatikan bahwa

unv = p U np (V)

p'(U N V)

p(9)
[}

uuv p 2 (U) U p (V)

pr(U U V)

P~ (X)

= [01]
KarenaU = @,V =@, U' n V' =@,danU’' U V' =[0,1],serta U’ dan V' terbuka,
maka U’ dan V' merupakan pemisahan dari [0,1]. Namun [0,1] terhubung, sehingga
tidak memiliki pemisahan. Oleh karena itu pengandaian bahwa X tidak terhubung

adalah salah. Jadi, terbukti jika X terhubung lintasan, maka X terhubung.

4.3  Keterhubungan Lintasan Secara Lokal (Locally Path Connected)
Untuk melengkapi teori pada ruang topologi di himpunan berhingga, akan
dibahas terlebih dahulu mengenai konsep persekitaran minimal sebagai dasar dalam

mendefinisikan sifat lokal dari keterhubungan lintasan.



43

Definisi 4.14 (Schlicker, 2023)
Untuk x € X, persekitaran minimal U, dari x adalah irisan dari semua himpunan
terbuka yang memuat x, yaitu
Uy=n{U € t|x € U}

Contoh 4.15
Misalkan X = {1,2,3} dengan t = {@, {1}, {1,2},{1,2,3}}. Tentukan persekitaran
minimal setiap titik di X.
Bukti:
Diketahui (X, t) dengan t = {@, {1}, {1,2},{1,2,3}}. Akan ditunjukkan himpunan-
himpunan terbuka sebagai berikut.

1. Himpunan terbuka yang memuat 1 adalah {1}, {1,2},{1,2,3}

2. Himpunan terbuka yang memuat 2 adalah {1,2}, {1,2,3}

3. Himpunan terbuka yang memuat 3 adalah {1,2,3}
Selanjutnya akan ditunjukkan irisan dari masing-masing U;,U,, dan Us;
(persekitaran minimal)

Ui = {1} n {1,2} n {1,2,3} = {1}
U, = {1,2} n {1,2,3} = {1,2}
Us = {1,23} = X
Karena dalam ruang topologi di himpunan berhingga, irisan sebarang banyak
himpunan terbuka merupakan himpunan terbuka, makapersekitaran minimal
berikut adalah himpunan terbuka di X, sedemikian sehingga
U,={1}U, = {12}, Us = X

U;, U,, U; adalah himpunan terbuka terkecil yang memuat titik tersebut. Jadi,

{1},{1,2}, dan X adalah persekitaran minimal dari titik 1,2, dan 3 di X.
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Berdasarkan persekitaran minimal tersebut, selanjutnya dapat didefinisikan
sifat keterhubungan lintasan secara lokal di setiap titik ruang topologi.
Definisi 4.16 (Schlicker, 2023)
Sebuah ruang topologi (X, t) dikatakan terhubung lintasan secara lokal di x jika
setiap persekitaran dari x mengandung persekitaran terbuka yang terhubung
lintasan dengan x sebagai elemennya. Ruang (X, t) dikatakan terhubung lintasan
secara lokal jika X terhubung lintasan secara lokal di setiap titik.
Contoh 4.17
Misalkan X = {1,2,3} dengan t = {@,{1},{1,2},{1,2,3}}. Tunjukkan bahwa
(X, 7) terhubung lintasan secara lokal.
Bukti:
Diketahui (X,7) dengan t = {@,{1},{1,2},{1,2,3}}. Akan dibuktikan (X, 1)
terhubung lintasan secara lokal. Berdasarkan definisi ruang topologi (X, 1)
dikatakan terhubung lintasan secara lokal di x jika setiap persekitaran dari x
mengandung persekitaran terbuka yang terhubung lintasan dengan x sebagai
elemennya. Selanjutnya akan di periksa untuk masing-masing himpunan.
Perhatikan bahwa

1. Untuk U, = {1}

Himpunan {1} terbuka dan terhubung lintasan. Setiap persekitaran dari 1

memuat {1}.

Untuk U, = {1,2}

Akan ditunjukkan {1,2} terhubung lintasan. Didefinisikan
1, jikasE€ [0,1>

2

p(s) = 1
2, jikas € [E,l]
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Sedemikian sehingga prapeta

untuk p™*(@) = @

untuk p*({1}) = [0%)
untuk p~1({1,2}) = [0,1]
Jadi p kontinu dan {1,2} terhubung lintasan.
2. UntukU; = X
Setiap persekitaran dari titik 3 memuat X = {1,2,3} yang sudah terbukti
terhubung lintasan. Karena setiap titik di X memiliki persekitaran terbuka
yang terhubung lintasan, maka (X, t) terhubung lintasan secara lokal.
Keterhubungan lintasan secara lokal memiliki karakterisasi melalui
komponen lintasan dari himpunan terbuka, sebagaimana dinyatakan oleh lemma
berikut.
Lemma 4.18 (Schlicker, 2023)
Sebuah ruang X terhubung lintasan secara lokal jika dan hanya jika untuk setiap
himpunan terbuka O dari X, setiap komponen lintasan dari O adalah himpunan
terbuka di X.
Bukti:
= Andaikan X terhubung lintasan secara lokal.
Misalkan O himpunan terbuka di X dan ¢ komponen lintasan dari 0. Ambil
sembarang x € C. Karena C €0 dan x € C, maka x € 0. Karena 0
terbuka, maka O adalah suatu persekitaran dari x.
Karena X terhubung lintasan secara lokal, terdapat himpunan terbuka V
sedemikian sehingga x € V < 0 dan V terhubung lintasan. Karena x € V

dan x € C, maka x € V n C, sehingga V N C # @. Karena V' terhubung
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lintasan dan V N C # @, serta C adalah komponen lintasan terbesar yang
memuat x di O, makaV < C.

Sedemikian sehingga, untuk setiap x € C terdapat himpunan terbuka V dengan
x € V < (. Karena C memuat persekitaran terbuka di setiap titiknya, maka
C terbuka di X.

Andaikan setiap komponen lintasan dari himpunan terbuka O € X adalah
terbuka di X.

Ambil sembarang x € X dan sembarang persekitaran N dari x. Karena N
adalah persekitaran dari x, terdapat himpunan terbuka O sedemikian sehingga
x € 0 € N. Misalkan C komponen lintasan dari O yang memuat x.
Berdasarkan hipotesis, C terbuka di X.

Karena € € O © N dan C terhubung lintasan dan memuat x, maka N
memuat persekitaran terbuka C yang terhubung lintasan dan memuat x. Karena
x dan N dipilih sembarang, maka X terhubung lintasan secara lokal.

Dari ke dua pembuktian tersebut terbukti bahwa sebuah ruang X terhubung

lintasan secara lokal jika dan hanya jika untuk setiap himpunan terbuka O dari X,

setiap komponen lintasan dari O adalah himpunan terbuka di X.

4.4

Keekuivalenan Keterhubungan dan Keterhubungan Lintasan pada
Ruang Topologi di Himpunan Berhingga

Semua hasil yang telah dibuktikan di atas, dari Teorema 4.5, Teorema 4.13,

dan Lemma 4.18 kini digunakan bersama untuk membuktikan teorema utama

penelitian ini. Teorema ini menyatakan bahwa pada ruang topologi di himpunan

berhingga, keterhubungan dan keterhubungan lintasan adalah dua sifat yang

ekuivalen.
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Teorema 4.19 (Schlicker, 2023)
Misalkan X ruang topologi di himpunan berhingga (finite). Maka X terhubung jika
dan hanya jika X terhubung lintasan
Bukti:
= Jika X terhubung lintasan, maka X terhubung
Berdasarkan teorema 4.13 sudah terbukti bahwa jika X terhubung lintasan,
maka X terhubung.
< Jika X terhubung, maka X terhubung lintasan
Misalkan X ruang topologi hingga yang terhubung, dan a sebarang titik di X.
Karena X berhingga, berdasarkan Definisi 4.14 untuk setiap x € X terdapat
persekitaran minimal
Ux=n{U € t|x € U}
Selanjutnya didefinisikan himpunan komponen lintasan dari titik a sebagai
C(a) = {x € X] terdapat lintasan di X dari a ke x}
Berdasarkan proposisi 4.10, C(a) adalah komponen lintasan dari a di X.
Kemudian akan di buktikan €(a) himpunan terbuka di X. Ambil sebarang
titik y € U,,, Karena U, himpunan terbuka yang memuat x dan y, dapat

didefinisikan lintasan

0,1
x, untukte€ [7]
q: [0,1] = Uy, q(t) = 1
y, untukt€ (E' 1]

Fungsi g kontinu karena untuk setiap himpunan terbuka V € 7, prapetanya

g~ (V) merupakan himpunan terbuka di [0,1]. Perhatikan bahwa

q(0) =xdanq(1) =y

Dengan menggunakan hasil kali lintasan g * p sebagaimana dibahas pada
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Definisi 4.8, diperoleh lintasan dari a ke y di X, sehingga y € C(a). Karena y
dipilih sembarang di U,, maka terbukti bahwa U, € C(a). Oleh karena itu
untuk setiap x € C(a) terdapat himpunan terbuka U, < C(a), sehingga C(a)
adalah himpunan terbuka di X.
Selanjutnya akan dibuktikan C(a) himpunan tertutup di X dengan
menunjukkan X\C (a) himpunan terbuka. Misalkan z € X\C(a) artinya tidak
ada lintasan dari a ke z. Akan ditunjukkan bahwa U, < C(a).
Andaikan sebaliknya terdapat w € U, N C(a). Karena w € U, berarti ada
lintasan dari a ke w. Karena w € U, dan z € U,, dapat didefinisikan sebuah
lintasan
r:[0,1] - U, dari w ke z
Dengan menggunakan hasil kali lintasan r = p, diperoleh lintasan dari a ke z,
sehingga z € C(a). Karena kontradiksi menunjukkan bahwa U, n C(a) = 0,
sehingga U, € X\C(a). Karena untuk setiap z € X\C(a) terdapat himpunan
terbuka U, € X\C(a), maka terbukti bahwa X\C(a) himpunan terbuka,
sehingga C(a) adalah himpunan tertutup di X. Karena C(a) terbukti
merupakan himpunan terbuka dan tertutup maka C(a) adalah himpunan buka
tutup.
Selanjutnya berdasarkan Proposisi 4.10, karena a € C(a) maka C(a) + @
maka berlaku C(a) = X

Sedemikian sehingga setiap titik b € X terdapat lintasan ke a. Dengan
demikian X terhubung lintasan. Maka terbukti, jika X terhubung, maka X
terhubung lintasan

Dari ke dua pembuktian tersebut, terbukti bahwa X terhubung jika dan

hanya jika X terhubung lintasan.
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4.5 Integrasi Topik dengan AL-Quran dan Hadist

Dalam pandangan Islam, setiap ilmu pengetahuan merupakan bagian dari
upaya manusia untuk mengenal dan memahami ciptaan Allah SWT. Al-Qur'an dan
hadits memuat banyak isyarat tentang pentingnya berpikir Kkritis, memperhatikan
peraturan alam semesta, serta mendalami ilmu pengetahuan. Penelitian ini memiliki
keterkaitan dengan nilai-nilai yang terkandung dalam Al-Qur'an dan hadits,
khususnya yang berkaitan dengan konsep keterhubungan.

Keterhubungan antar titik dalam ruang topologi ini memiliki kaitan dalam
ajaran Rasulullah SAW tentang hakikat ikatan antara sesama manusia. Beliau
bersabda

w3 B 08 aslasls 3 08 5y daled Vg aal ¥ )l 21 2l
Artinya: "Seorang Muslim adalah saudara bagi Muslim yang lain; ia tidak
menzaliminya dan tidak membiarkannya (dalam kesulitan). Barangsiapa
memenuhi kebutuhan saudaranya, maka Allah akan memenuhi kebutuhannya."
(H.R. Bukhari no. 2442 dan Muslim no. 2580)

Hadits ini menggambarkan bahwa dalam kaum muslim, tidak ada satu pun
anggota yang terputus dari yang lain setiap individu selalu dapat dijangkau oleh
saudaranya. Syarat ini berkorespondensi langsung dengan sifat keterhubungan
lintasan yaitu dalam ruang yang terhubung lintasan, untuk setiap dua titik a, b € X
selalu terdapat lintasan kontinu p sedemikian sehingga p(0) = a dan p(1) = b.
Tidak ada satu titik pun yang terisolasi tanpa lintasan penghubung menuju titik
manapun dalam ruang tersebut.

Keistimewaan utama yang dibuktikan dalam penelitian ini adalah bahwa
ruang topologi di himpunan berhingga memiliki sifat yang tidak dimiliki ruang
topologi umum, yaitu keekuivalenan antara keterhubungan dan keterhubungan

lintasan. Sifat istimewa ini tercermin dalam firman Allah dalam Q.S. Al-Mulk ayat
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Artinya: "Yang menciptakan tujuh langit berlapis-lapis. Tidak akan kamu Iihat
sesuatu yang tidak seimbang pada ciptaan Tuhan Yang Maha Pengasih. Maka
lihatlah sekali lagi, adakah kamu lihat sesuatu yang cacat?" (Kementerian Agama,
2019)

Ayat ini menjelaskan bahwa ciptaan Allah tidak mengandung cacat maupun
ketidakseimbangan. Dalam penelitian ini, pembuktian menunjukkan bahwa
komponen lintasan C(a) dari setiap titik a € X merupakan himpunan buka tutup,
sehingga karena X terhubung dan C(a) # @, diperoleh C(a) = X. Artinya tidak
ada retakan atau celah tersembunyi dalam ruang berhingga yang terhubung, setiap
titik pasti dapat dicapai dari titik manapun melalui lintasan kontinu. Struktur
matematis ini menjadi cerminan bahwa keteraturan yang sempurna adalah tanda
kebesaran Allah SWT.

Keekuivalenan antara dua sifat yang secara definisi berbeda antara
keterhubungan dan keterhubungan lintasan, namun ternyata saling menyiratkan

satu sama lain dalam ruang berhingga, mengingatkan pada hadits Rasulullah SAW

tentang dua hal yang pada hakikatnya tidak terpisahkan:

Artinya: "Aku tinggalkan kepada kalian dua perkara; kalian tidak akan tersesat
selama berpegang teguh pada keduanya, yaitu Kitab Allah (Al-Qur'an) dan Sunnah
Nabi-Nya." (H.R. Malik dalam Al-Muwaththa' no. 1661)

Dalam hadits ini, Al-Qur'an dan Sunnah adalah dua sumber yang berbeda,
namun keduanya saling melengkapi dan menyempurnakan satu sama lain dan tidak
dapat dipisahkan. Pernyataan ini berhubungan dengan hasil penelitian yaitu

keterhubungan dan keterhubungan lintasan adalah dua konsep dengan definisi yang

berbeda, namun dalam konteks ruang topologi di himpunan berhingga keduanya
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ternyata ekuivalen. Peneliti yang mengkaji salah satu sifat secara tidak langsung
telah memperoleh sifat yang lain, sebagaimana memahami Al-Qur'an tidak dapat
dipisahkan dari pemahaman terhadap Sunnah.

Dengan demikian, penelitian ini tidak semata-mata merupakan kajian
matematika murni, melainkan juga merupakan upaya mempelajari dan mendalami
mengenai keteraturan dan kesempurnaan ciptaan Allah melalui ilmu pengetahuan,

sebagaimana yang dikehendaki oleh Al-Qur'an dan hadits Rasulullah SAW



BAB V

PENUTUP

1.1 Kesimpulan
Berdasarkan rumusan masalah dan hasil pembahasan pada bab sebelumnya,
dapat diperoleh kesimpulan yang disusun secara bertahap sebagai berikut.

1. Konsep dasar lintasan dan keterhubungan lintasan, yaitu fungsi kontinu p :
[0,1] = X dengan p(0) = a dan p(1) = b yang menghubungkan dua titik
dalam ruang topologi X, serta subruang A € X yang dikatakan terhubung
lintasan apabila setiap pasang titik di A dapat dihubungkan oleh suatu lintasan
(Definisi 4.1 dan Definisi 4.3). Berdasarkan konsep ini, dibuktikan bahwa sifat
keterhubungan lintasan dipertahankan oleh fungsi kontinu (Teorema 4.5), dan
bahwa fungsi yang didefinisikan secara terpisah pada dua himpunan tertutup
tetap kontinu apabila kedua definisi tersebut bersesuaian pada irisannya
(Lemma 4.6).

2. Hasil kali lintasan g * p yang membentuk lintasan baru dari a ke ¢ (Definisi
4.8), dibuktikan bahwa relasi keterhubungan lintasan ~ pada X merupakan
relasi ekuivalensi yang memenuhi sifat refleksif, simetris, dan transitif
(Proposisi 4.10). Relasi ekuivalensi ini mempartisi X menjadi komponen-
komponen lintasan, yaitu kelas ekuivalensi [a] yang merupakan subset
terhubung lintasan terbesar dari X yang memuat a (Definisi 4.11). Berdasarkan
struktur ini, dibuktikan bahwa setiap ruang yang terhubung lintasan pasti
terhubung (Teorema 4.13), meskipun implikasi sebaliknya tidak berlaku pada
ruang topologi secara umum.

3. Konsep keterhubungan lintasan secara lokal melalui persekitaran minimal Uy
52
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dari suatu titik (Definisi 4.14 dan Definisi 4.16), dengan karakterisasi bahwa
suatu ruang terhubung lintasan secara lokal jika dan hanya jika setiap
komponen lintasan dari setiap himpunan terbuka di X merupakan himpunan
terbuka (Lemma 4.18).

4. Keseluruhan hasil nomor 1,2, dan 3 kemudian digunakan untuk membuktikan
teorema utama penelitian ini (Teorema 4.19), yaitu bahwa pada ruang topologi
di himpunan berhingga, X terhubung jika dan hanya jika X terhubung lintasan.
Pembuktian dilakukan dengan menunjukkan bahwa komponen lintasan C(a)
dari setiap titik a € X merupakan himpunan buka tutup, dengan menggunakan
persekitaran minimal U, untuk menunjukkan keterbukaan dan ketertutupan
C(a). Karena X terhubung dan C(a) # @, diperoleh C(a) = X, yang berarti
setiap titik di X dapat dihubungkan ke titik a melalui suatu lintasan, sehingga
X terhubung lintasan.

Dengan demikian, penelitian ini telah menjawab rumusan masalah bahwa
keterhubungan dan keterhubungan lintasan, yang secara umum tidak bersifat
ekuivalen, terbukti ekuivalen secara khusus pada ruang topologi di himpunan
berhingga. Keekuivalenan ini merupakan kekhasan ruang topologi di himpunan
berhingga yang tidak berlaku pada ruang topologi umum, sebagaimana telah

dibatasi dalam ruang lingkup penelitian ini.

1.2 Saran

Penelitian ini telah membuktikan keekuivalenan keterhubungan dan
keterhubungan lintasan pada ruang topologi di himpunan berhingga. Bagi peneliti
selanjutnya yang ingin mengembangkan penelitian ini, disarankan untuk

melakukan penelitian mengenai sifat homotopi lintasan dan struktur grup
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fundamental m;(X,x,) pada ruang topologi di himpunan berhingga, meneliti
kesetaraan serupa pada ruang yang lebih khusus seperti ruang T, berhingga atau
ruang Alexandrov, serta mengkaji karakterisasi komponen lintasan pada ruang
topologi di himpunan berhingga yang tidak terhubung, termasuk menentukan syarat
perlu dan cukup agar banyaknya komponen lintasan sama dengan banyaknya

komponen terhubung dari ruang tersebut.
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