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ABSTRAK

Afa Awayna, Dhafin. 2026. Sifat antara Pemetaan Fuzzy dan Ruang Quasi Metrik Kiri
dan Ruang Quasi Metrik Kanan. Skripsi. Program Studi Matematika, Fakultas
Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.
Pembimbing: (I) Dr. Hairur Rahman, M.Si. (II) Erna Herawati, M.Pd.

Kata kunci: pemetaan fuzzy, himpunan fuzzy, ruang quasi metrik kiri, ruang quasi metrik
kanan, konvergen.

Pemetaan fuzzy merupakan pengembangan dari konsep fungsi yang memetakan setiap
elemen ke suatu himpunan fuzzy dengan derajat keanggotaan tertentu. Kajian pemetaan
fuzzy banyak dikembangkan pada berbagai ruang jarak, salah satunya ruang quasi metrik
yang merupakan generalisasi ruang metrik dengan menghilangkan aksioma simetri. Ruang
quasi metrik dibedakan menjadi ruang quasi metrik kiri dan ruang quasi metrik kanan
berdasarkan arah pengukuran jaraknya. Penelitian ini bertujuan untuk mengkaji hubungan
dan sifat-sifat antara pemetaan fuzzy dengan ruang quasi metrik kiri serta ruang quasi
metrik kanan. Penelitian ini menggunakan metode studi pustaka dengan menelaah berbagai
literatur yang berkaitan dengan pemetaan fuzzy dan ruang quasi metrik. Analisis dilakukan
melalui pembuktian beberapa lemma mengenai jarak titik terhadap himpunan fuzzy, jarak
antar himpunan fuzzy, keberadaan elemen pada himpunan level-a, serta sifat konvergen
pada ruang quasi metrik kiri dan ruang quasi metrik kanan. Hasil penelitian menunjukkan
bahwa pada kedua ruang quasi metrik tersebut berlaku sifat-sifat yang menghubungkan
jarak titik terhadap himpunan fuzzy dengan himpunan level- a, hubungan antara jarak titik
dan jarak antar himpunan fuzzy, serta keberadaan elemen pada himpunan level- a dari
suatu pemetaan fuzzy. Selain itu, setiap subbarisan dari barisan yang konvergen tetap
konvergen menuju limit yang sama. Hasil ini menunjukkan bahwa konsep pemetaan fuzzy
dapat dikembangkan pada ruang jarak yang tidak simetris dan menjadi dasar bagi penelitian
lebih lanjut mengenai pemetaan fuzzy.
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ABSTRACT

Afa Awayna, Dhafin. 2026. Properties of Fuzzy Mappings in Left Quasi-Metric Spaces
and Right Quasi-Metric Spaces. Undergraduate Thesis. Mathematics Study
Program, Faculty of Science and Technology, Universitas Islam Negeri Maulana
Malik Ibrahim Malang.

Advisors: (I) Dr. Hairur Rahman, M.Si. (II) Erna Herawati, M.Pd.

Keywords: fuzzy mapping, fuzzy set, left quasi-metric space, right quasi-metric space,
convergence.

Fuzzy mapping is a development of the concept of functions that map each element to a
fuzzy set with a certain degree of membership. Fuzzy mapping studies have been developed
on various distance spaces, one of which is quasi-metric space which is a generalization of
metric space by eliminating symmetric axioms. The quasi-metric space is differentiated
into the left quasi-metric space and the quasi-right metric space based on the direction of
the distance measurement. This study aims to examine the relationship and properties
between fuzzy mapping and left quasi-metric space and right quasi-metric space. This study
uses a literature study method by examining various literature related to fuzzy mapping and
quasi-metric spaces. The analysis was carried out by proving several lemmas regarding the
distance of points to the fuzzy set, the distance between the fuzzy sets, the existence of
elements in the level-a set, and the convergent properties of the left quasi-metric space and
the quasi-right metric space. The results show that in both quasi-metric spaces, the
properties that connect the distance of points to the fuzzy set with the level-a set, the
relationship between the distance of points and the distance between fuzzy sets, and the
presence of elements in the level-a set of a fuzzy mapping apply. In addition, each subrow
of the converging row remains converging towards the same limit. These results show that
the concept of fuzzy mapping can be developed at asymmetric spacecraft and forms the
basis for further research on fuzzy mapping.
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BAB 1
PENDAHULUAN
1.1 Latar Belakang

Matematika terus mengalami pengembangan konsep untuk permasalahan
yang bersifat kompleks dan mengandung ketidakpastian. Sejak Zadeh
memperkenalkan pada tahun 1965, teori himpunan fuzzy menjadi alat yang efektif
untuk mempresentasikan ketidakpastian melalui derajat keanggotaan dalam rentang
[0,1]. Teori ini mendasari konsep pemetaan fuzzy (fuzzy mapping), yaitu pemetaan
yang tidak hanya memetakan elemen pada himpunan tertentu secara pasti, tetapi
juga memberikan derajat keanggotaan pada setiap elemen dari hasil pemetaan.
Dengan demikian pemetaan fuzzy mempresentasikan hubungan yang mengandung
ketidakpastian.

Dalam penerapannya, pemetaan fuzzy dapat dikaji dalam struktur ruang
metrik. Ruang metrik merupakan pasangan (X, d) dengan X himpunan tak kosong
dan d: X X X — [0, o) merupakan fungsi jarak yang memenuhi sifat non-negatif,
identitas,simetri, dan ketaksamaan segitiga. Struktur ini memungkinkan
pengukuran jarak antar elemen sacara pasti, sehingga barisan dalam ruang metrik
dapat dianalisis kekonvergenannya. Konsep tentang ruang metrik diperkenalkan
oleh Maurice Fréchet Pada tahun 1906 (Kreyszig, 1978).

Namun, ruang metrik memiliki keterbatasan karena mensyaratkan sifat
simetri, yaitu d(l,m) = d(m, ). Dalam beberapa kasus, jarak antara dua titik tidak
harus simetris, sehingga diperlukan generalisasi dari ruang metrik, yaitu ruang
quasi metrik. Sebagai contoh, misalkan jarak antara dua titik didefinisikan sebagai

waktu tempuh dalam sistem lalu lintas. Pada kondisi jalan satu arah, waktu tempuh



dari titik [ ke titik m dapat berbeda dengan waktu tempuh dari m ke [. Dengan
demikian, berlaku  d(l,m) # d(m,l), sehingga fungsi jarak tersebut tidak
memenuhi sifat simetri dan lebih tepat dimodelkan sebagai ruang quasi metrik.
Ruang quasi metrik merupakan pasangan (X, d) dengan d: X X X — [0, ) yang
memenuhi sifat identitas dan ketaksamaan segitiga.

Ruang quasi metrik terbagi menjadi dua jenis, yaitu ruang quasi metrik kiri
dan quasi metrik kanan yang membedakan arah simterinya. Pada ruang quasi metrik
kiri, memenuhi sifat d,([,m) < d;;(n,1) + d;y(n,m) untuk setiap [,m,n €
X.Sebagai pasangan ruang quasi metrik kiri, ruang quasi metrik kanan
didefiinisikan dengan sifat d,,([,m) < d,q(,n) + d,;(m,n) untuk setiap
[,m,n € X. Dalam ruang ini, konsep konvergen barisan didefinisikan sacara arah.

Suatu barisan (l,) dikatakan konvergen ke | € X jika lim d;4 (15,1) = 0 untuk
n—-oo
ruang quasi metrik kiri dan lim d,, (1, ;) = 0 untuk ruang quasi metrik kanan.
n—->oo

Penelitian mengenai ruang quasi metrik terus mengalami perkembangan
dalam berbagai kajian matematika. Salah satu penelitian dilakukan oleh (Ersan,
2024) yang membahas konsep konvergen statistik pada ruang quasi metrik.
Penelitian tersebut menjelaskan bahwa sifat ketidaksimetrian pada ruang quasi
metrik memengaruhi konvergen suatu barisan, sehingga konsep konvergen dalam
ruang quasi metrik memiliki sifat yang berbeda dengan ruang metrik biasa. Selain
itu, penelitian (Wilson, 2014) dalam On Quasi-Metric Spaces menjadi salah satu
dasar perkembangan teori quasi metrik dengan memperkenalkan ruang yang tidak
mensyaratkan sifat simetri pada fungsi jaraknya. Konsep tersebut kemudian
berkembang dalam berbagai penelitian mengenai struktur topologi, konvergen, dan

teori titik tetap pada ruang quasi metrik.



Selanjutnya, (Takahashi, 1970) juga mengembangkan kajian mengenai titik
tetap (fixed point) dan kekonvergenan pada ruang metrik yang berkaitan dengan
hubungan jarak dan proses pendekatan menuju suatu titik. Penelitian-penelitian
tersebut menunjukkan bahwa konsep jarak dan ketidaksimetrian memiliki peranan
penting dalam analisis matematika. Dalam konteks pemetaan fuzzy, Kamal dan
Abd-Elal (2022) mengkaji Titik tetap untuk pemetaan fuzzy pada berbagai jenis
ruang metrik umum, termasuk ruang quasi metrik kiri dan kanan. Penelitian tersebut
menunjukkan bahwa struktur ruang quasi metrik berpengaruh terhadap sifat
kekonvergenan barisan yang berkaitan dengan pemetaan fuzzy.

Berdasarkan beberapa penelitian tersebut, penelitian ini difokuskan pada
kajian sifat pemetaan fuzzy pada ruang quasi metrik kiri dan ruang quasi metrik
kanan. Salah satu aspek penting dalam kajian ini adalah bagaimana pemetaan fuzzy
mempengaruhi sifat konvergen pada barisan dalam ruang quasi metrik, baik dalam
konteks quasi metrik kiri maupun kanan. Oleh karena itu, tujuan dari penelitian ini
untuk mengkaji sifat dari pemetaan fuzzy dalam ruang quasi metrik, khususnya
pada ruang quasi metrik kiri dan kanan. Fokus utamanya adalah memahami
bagaimana sifat-sifat pemetaan fuzzy memiliki hubungan dengan elemen-elemen
dalam ruang tersebut.

Penelitian mengenai pemetaan fuzzy serta ruang quasi metrik kiri dan ruang
quasi metrik kanan tidak hanya memiliki nilai dalam pengembangan matematika
murni, tetapi juga dapat dikaji dalam perspektif Islam. Dalam Islam, ilmu
pengetahuan merupakan sarana untuk memahami keteraturan ciptaan Allah SWT.
Konsep-konsep matematika yang mempelajari ketidakpastian, kedekatan, serta

hubungan antar elemen dapat menjadi refleksi terhadap kehidupan manusia yang



penuh dengan proses, usaha, dan perubahan keadaan. Konsep pemetaan fuzzy
menggambarkan bahwa suatu objek tidak selalu berada pada kondisi mutlak,
melainkan dapat memiliki derajat keanggotaan tertentu. Hal ini sejalan dengan
kehidupan manusia yang tidak selalu berada pada tingkat keimanan, amal, maupun
keberhasilan yang sama. Dalam Islam dikenal konsep istigamah dan ijtihad (usaha
sungguh-sungguh) yang menunjukkan bahwa manusia terus bergerak menuju
keadaan yang lebih baik melalui proses bertahap. Derajat keanggotaan dalam
himpunan fuzzy dapat dianalogikan sebagai tingkatan kualitas amal dan usaha
manusia di hadapan Allah SWT.

Selain itu, ruang quasi metrik kiri dan ruang quasi metrik kanan menunjukkan
adanya ketidaksimetrian jarak. Dalam kehidupan, perjalanan seseorang menuju
kebaikan tidak selalu sama dengan perjalanan kembali kepada kesalahan. Ada
usaha yang berat, ada pula kemudahan yang diberikan Allah SWT melalui rahmat-
Nya. Ketidaksimetrian ini dapat dikaitkan dengan konsep khauf dan raja’ dalam
Islam. Ruang quasi metrik kiri dapat dianalogikan dengan khauf (rasa takut kepada
Allah) yang mendorong manusia berhati-hati terhadap kesalahan, sedangkan ruang
quasi metrik kanan dapat dikaitkan dengan raja’ (harapan terhadap rahmat Allah)
yang memberikan optimisme dalam memperbaiki diri. Sebagaimana firman Allah

SWT dalam Surah Al-A’raf ayat 56:

O ° o;° w omoo% b //°/Q-£f/‘1 Zo4 8040 P 1o “o, okt w o [P N
CD G 53 L35 a1 &35 ) T Bss 338305 oSl A 23V & 150 Y

Artinya:

“Janganlah kamu berbuat kerusakan di bumi setelah diatur dengan baik.
Berdoalah kepada-Nya dengan rasa takut dan penuh harap. Sesungguhnya rahmat
Allah sangat dekat dengan orang orang yang berbuat baik.”



Menurut Tafsir Al-Misbah (Shihab, 2002) ayat tersebut menunjukkan bahwa
kedekatan terhadap rahmat Allah SWT dipengaruhi oleh amal dan usaha manusia.
Dalam konteks matematika, konsep “jarak” dalam ruang quasi metrik dapat
dimaknai sebagai kedekatan seseorang terhadap keberhasilan, keberkahan, maupun
rahmat Allah SWT. Konsep man jadda wajada yang berarti “siapa yang
bersungguh-sungguh akan berhasil” juga sejalan dengan konvergen dalam ruang
metrik maupun quasi metrik. Semakin besar usaha yang dilakukan, maka semakin
dekat seseorang terhadap tujuan yang ingin dicapai.

Di sisi lain, penelitian ini juga dapat dikaitkan dengan pembahasan takdir
dalam Islam. Aliran Jabariyah memandang bahwa manusia sepenuhnya ditentukan
oleh takdir, sedangkan Islam mengajarkan bahwa manusia tetap memiliki usaha dan
pilihan dalam hidupnya. Perubahan derajat dalam pemetaan fuzzy dapat
merepresentasikan bahwa kondisi manusia dapat berubah melalui usaha, doa, dan

amal saleh. Hal ini sesuai dengan firman Allah SWT surah Ar—Ra’d ayat 11:

P % % ) ° e
PR I 0% (. swl2 Sy Sy @ of o AT 1. don . o . 07 L0 o B ohoas
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Artinya:

“Baginya (manusia) ada (malaikat-malaikat) yang menyertainya secara bergiliran
dari depan dan belakangnya yang menjaganya atas perintah Allah. Sesungguhnya
Allah tidak mengubah keadaan suatu kaum hingga mereka mengubah apa yang ada
pada diri mereka. Apabila Allah menghendaki keburukan terhadap suatu kaum,
tidak ada yang dapat menolaknya, dan sekali-kali tidak ada pelindung bagi mereka
selain Dia.”

Menurut Tafsir Kementerian Agama RI dan Tafsir Ibnu Katsir, ayat tersebut
menjelaskan bahwa perubahan keadaan manusia berkaitan dengan usaha dan

tindakan yang dilakukan. Allah SWT memberikan manusia kemampuan untuk



memilih, berusaha, dan memperbaiki dirinya. Oleh sebab itu, manusia tidak boleh
hanya berserah diri tanpa usaha. Dalam penelitian ini, perubahan nilai dalam
pemetaan fuzzy dapat dimaknai sebagai perubahan kondisi manusia akibat usaha

dan ikhtiar yang dilakukan secara terus-menerus.

Dengan demikian, antara konsep matematika dan nilai-nilai Islam dalam
penelitian ini menunjukkan bahwa ketidakpastian, proses perubahan, serta
hubungan kedekatan dalam struktur matematika dapat menjadi refleksi terhadap

perjalanan hidup manusia dalam mencari keberkahan dan ridha Allah SWT.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang, rumusan masalah dalam penelitian yaitu
bagaimana sifat pemetaan fuzzy terhadap ruang metrik dalam konteks ruang metrik

quasi-kiri dan ruang quasi metrik kanan?

1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan peurumusan masalah yang telah disusun, tujuan dari penelitian
ini adalah mengetahui mengenai sifat antara pemetaan fuzzy dan ruang metrik

dalam konteks ruang metrik quasi-kiri dan quasi-kanan.

1.4 Manfaat Penelitian
Berdasarkan pada tujuan penelitian yang telah disusun, manfaat dari
penelitian proposal ini adalah :
1. Menambah pemahaman konsep pemetaan fuzzy dalan konteks ruang quasi
metrik.

2. Tambahan referensi tentang ruang quasi metrik.



1.5 Batasan Masalah

Untuk memperjelas fokus penelitian, masalah yang dibahas dibatasi pada

pembuktian sifat dalam lemma ruang quasi metrik kiri dan quasi metrik kanan,

bukan di ruang metrik yang lain.

1.6 Definisi Istilah

1.

Himpunan Fuzzy
Himpunan fuzy A di dalam semesta X dinyatakan dengan fungsi keanggotaan:
taw:X - [0,1]
yang memetakan setiap elemen [ € X ke sebuah nilai antara 0 dan 1.
Pemetaan Fuzzy
Misalkan terdapat dua himpunan X dan Y.
Sebuah pemetaan fuzzy dari X ke Y dinyatakan sebagai:
F: X ->W*(Y)

dengan W*(Y) menyatakan himpunan semua himpunan fuzzy pada Y.

. Ruang Metrik

Ruang metrik dapat dinyatakan sebagai pasangan (X, d) di mana X himpunan

tak kosong dan d merupakan metrik yang didefinisikan pada X X X untuk

setiap [, m, n € X, fungsi d memenuhi syarat-syarat berikut:

a. d(lLm)=0

b. d(lm)=0=1=m;

c. d(l,m)= d(m,l) untuk semual,m € X;

d. d(I,m) < d(l,n) + d(n,m), (ketaksamaan segitiga) untuk semua
I,LmneX.

Setiap fungsi yang memenuhi keempat sifat ini disebut sebagai ruang metrik.



4. Ruang Quasi Metrik
Misalkan X = @ dan misalkan d: X X X — [0, o) suatu fungsi yang dikenal
sebagai fungsi jarak. Agar fungsi ini sah disebut fungsi jarak, maka harus
dipenuhi kondisi-kondisi berikut:
a. dg(Lm)=0
b. dy(I,m) =d,(m,) =0 =1 =m;
c. dg(lLm) <dg;(,n) +d,;(n,m).
Jika d memenuhi syarat (i),(ii) dan (iii) maka (X,d,) disebut ruang quasi
metrik.

5. Ruang Quasi Metrik Kiri
Misalkan X adalah himpunan tak kosong, dan d;; : X X X — [0, o) adalah
suatu fungsi yang merupakan metrik pada X. Pasangan (X, d;;) dinamakan
ruang metrik jika memenuhi kondisi berikut:
a. diq(l,m) = 0, jika dan hanya jika d;;(m,[) = 0. [, m € X (identitas)
b. dig(Lm) < di;(n, 1) + dig(n, m)untuk setiap [, m,n € X
Jika fungsi d;; memenuhi syarat diatas, maka (X, d;;) merupakan ruang quasi
metrik.

6. Ruang Quasi Metrik Kanan (ruang quasi metrik kanan)
Misalkan d,, : X X X — [0, ) fungsi yang memenuhi :
a. dyq(,m) = 0 atau d,.;(m, [) = 0 jika dan hanya jika l = m
b. dyq(L,m) < d,q(L,n) + d,.q(m, n) (segitiga)

Maka (X, d,) disebut sebagai ruang quasi metrik kanan.



7. Barisan konvergen
Suatu barisan (l,,) pada ruang metrik (X, d) disebut konvergen jika terdapat
suatu elemen [ € X sehingga:
lim d(l,,) = 0
n-co
Di mana notasi [ merupakan nilai limit dari (,), secara matematis hal ini
dapat dituliskan sebagai:
lim d(l,, 1) =1
n-oo
Atau
I, - 1
Sebaliknya, jika suatu barisan (l,) tidak memiliki nilai limit, maka barisan
tersebut disebut barisan divergen (Kreyszig, 1978).
8. Barisan Cauchy
Suatu barisan (I,,) dalam ruang metrik (X, d) memenuhi sifat Cauchy jika
untuk setiap &€ > 0 terdapat bilangan bulat N € N sedemikian sehingga
berlaku:
d(l, 1) <e€

untuk setiap m,n > N.



BAB 11
KAJIAN TEORI
2.1 Teori Pendukung
2.1.1 Himpunan Fuzzy
Konsep himpunan fuzzy yang diperkenalkan Zadeh (1965)
menggambarkan suatu himpunan yang keanggotannya tidak tegas, yang artinya
setiap elemen yang terdapat dalam semesta pembicaraan X dapat menjadi anggota
himpunan dengan derajat tertentu, tidak harus sepenuhnya menjadi anggota atau
bukan anggota.
Definisi 2.1 (Zadeh, 1965)
Himpunan fuzzy A di dalam semesta X ditunjukkan melalui fungsi keanggotaan:
taw:X — [0,1]
yang memetakan setiap elemen [ € X ke sebuah nilai antara 0 dan 1.
Nilai u,(;) disebut derajat keanggotaan dari [ terhadap himpunan A.
Contoh 2.2
Misalkan X = R, dan 4 adalah suatu himpunan fuzzy dalam X yang didefinisikan

menggunakan fungsi keanggotaan:

0, [ <a,
taqy = 3f (D, a<l<hb,
1, L>b

dengan f(a) =0, f(b) = 1,dan f(I) € (0,1) untuk a <[ < b.

Bukti
1. Jikal < a, maka pyy = 0 — [ bukan anggota himpunan fuzzy A.
2. Jikaa <l <b,maka0 < pyq <1 - langgota sebagian dalam A.

3. Jikal = b, maka i,y = 1 — [ sepenuhnya termasuk dalam A.

10
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Dengan demikian, A merupakan himpunan fuzzy pada X
Definisi 2.3 a-Cut
Dalam himpunan fuzy, setiap elemen memiliki derajat keanggotaan antara 0 dan
1. Untuk mempermudah, himpunan fuzzy sering diubah menjadi himpunan tegas
menggunakan konsep a-cut. Himpunan a-cut memuat semua elemen yang
memiliki derajat keanggotaan minimal sebesar a.
Misalkan A himpunan fuzzy pada X dan a € [0,1]. Himpunan a-cut dari A
didefinisikan sebagai
Ay ={lE€X | paqy = a}.
Himpunan A, memuat semua elemen pada X yang memiliki derajat keanggotaan
lebih besar atau sama dengan «.
Contoh 2.4
Misalkan himpunan fuzzy A pada X = [0,1] memiliki fungsi keanggotaan
Hagy =11
Ambil @ = 0.5. Maka
Aps ={l€[0,1]]1 -1 = 0.5}
Diperoleh
1<0.5
Sehingga
Aps = [0,0.5]

Jadi, himpunan a-cut dari A untuk ¢ = 0.5 adalah Ay 5 = [0,0.5].
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Definisi 2.5 Himpunan kompak
Misalkan (X,d) merupakan ruang metrik. Suatu himpunan A € X dikatakan
kompak apabila suatu barisan (l,,) di dalam A memiliki subbarisan (l,,;) dan

terdapat [ € A sehingga llim e = L.

Dengan kata lain, setiap barisan pada A mempunyai subbarisan yang konvergen
ke suatu elemen yang masih berada dalam A.
Pada ruang metrik R, suatu himpunan dikatakan kompak jika dan hanya jika
himpunan tersebut tertutup dan terbatas.
Contoh 2.6
Misalkan

A =101].
Himpunan A merupakan himpunan tertutup dan terbatas di R.berdasarkan
Teorema Heine-Borel, A merupakan himpunan kompak.
Akan ditunjukkan bahwa A merupakan himpunan kompak.
Karena A merupakan himpunan tertutup dan terbatas di R?, maka berdasarkan
Teorema Heine-Borel, A merupakan himpunan kompak.

Ambil barisan ,
S n=123..
di dalam A.
Pilih subbarisan
Lok = Pye k=123,..

Maka

5, e = 00 5 =



13

Karena

0 €A,
Maka subbarisan (1, ) konvergen ke elemen yang masih berada di dalam A.
Definisi 2.7 Approximate Quantity
Misalkan X himpunan tak kosong. Himpunan fuzzy A pada X disebut
approximate quantity apabila untuk setiap a € [0,1], himpunan a-cut dari 4, yaitu

Ag ={l € X | pay = a}.

Merupakan himpunan kompak tak kosong di X. Himpunan semua approximate
quantity dinotasikan dengan W*(X) dengan W*(X) € F(X), dimana F(X)
menyatakan semua himpunan fuzzy pada X.
Contoh 2.8
Misalkan X = [0,2] dan didefinisikan himpunan fuzzy A pada X dengan fungsi

keanggotaan

— 1=
pay =1——= 1€[02].

Atau

_ (L o0=l<1
a =Ha0 =2 -1, 1<1<2

Untuk setiap a € [0,1], himpunan a-cut dari A adalah
Ay ={l€[02]lpaqy = a}
Karena
1-|l-1]=2«a
maka
I-1]<1-«a

Akibatnya,
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—-l-a)<l-1<1-a«a

Sehingga
a<l<2-a
Jadi,
A, =[a,2 —a]
Karena a € [0,1], maka
a<ll2-a

Karena A, merupakan interval tertutup dan terbatas pada R. Berdasarkan
Teorema Heine-Borel, A, merupakan himpunan kompak.

Dengan demikian , untuk setiap a € [0,1], himpunan A, merupakan himpunan
kompak tak kosong. Oleh karena itu,

A eW*(X).

Berdasarkan fungsi keanggotaan yang telah didefinisikan, diperoleh grafik
himpunan fuzzy Asebagaimana ditunjukkan pada Gambar 2.1. Dari grafik
tersebut terlihat bahwa setiap a-cut membentuk interval tertutup yang akan

digunakan untuk menunjukkan bahwa A merupakan approximate quantity.

Grafik Fungsi Keanggotaan Himpunan Fuzzy A
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Gambar 2.1 Grafik fungsi keanggotaan himpunan fuzzy A

Dari Gambar 2.1 terlihat bahwa nilai maksimum fungsi keanggotaan dicapai pada

[ =1, yaituu, (1) = 1. Selanjutnya, untuk setiap @ € [0,1], himpunan a-cut dari



15

A berbentuk interval tertutup [a, 2 — a], sehingga merupakan himpunan kompak
tak kosong. Oleh karena itu, A merupakan approximate quantity.
2.1.2 Pemetaan Fuzzy

Pemetaan fuzzy merupakan perluasan dari konsep fungsi matematis, di
mana himpunan hasil dari pemetaan tidak lagi berupa elemen tunggal yang pasti,
melainkan berupa himpunan fuzzy, yaitu himpunan yang anggotanya memiliki
derajat keangotaan antara 0 dan 1.
Definisi 2.9 (Azam & Beg, 2009)
Misalkan X dan Y merupakan dua himpunan tak kosong. Suatu pemetaan fuzzy
dari X ke Y dinyatakan sebagai:

F:X > W*(Y)
dengan W*(Y) menyatakan semua himpunan fuzzy pada Y.
Artinya, untuk setiap elemen [ € X, pemetaan F memetakkan [ ke suatu himpunan
pada Y, yang dinotasikan sebagai:
F() = A,
di mana A; merupakan himpunan fuzzy pada Y dan setiap A; memiliki fungsi
keanggotaan:
ta:Y = [01]

Nilai p4(;)(m) menunjukkan derajat keanggotaan dari m € Y terhadap himpunan
fuzzy A;.
Contoh 2.10
Misalkan X = R, Y = R. Didefinisikan pemetaan fuzzy F:X — W*(Y) untuk
setiap [ € X, dengan F (1) = A4,

dimana A; adalah himpunan fuzzy pada Y yang memiliki fungsi keanggotaan:
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0, m<|,
m-—1
pa,(m) = ——  l<m<li+k
1, m=1l+k

dengan k > 0.
Ambil [ = 2 dan k = 4, sehingga

0, m<?2,

m-—2

,LlAl(m): T, 2<m<6,

1, mz=6

dengan k > 0.
Akan ditunjukkan bahwa F merupakan pemetaan fuzzzy, untuk setiap [ € X,
didefinisikan f(l) = A; dengan fungsi keanggotaan:

Ha:Y = [0,1]

Akan ditunjukkan bahwa p4y(m) € [0,1] untuk setiap m €Y.

. m<2
tay(m) =0
Jelas bahwa,
0 €[0,1]
2. 2<m<6
paymy =2
Karena 2 < m < 6, maka
O<m-2<4
o< S<1
4

Sehingga
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ta,(m) € [0,1]

llAl(m) =1
Jelas bahwa,
1€[0,1]

Oleh karena itu, 0 < p,,(m) < 1, Vm € Y. Sehingga u,, merupakan

fungsi keanggotan.

Karena untuk setiap [ € X, berlaku F(l) = A; € W*(Y), maka

F: X - W*(Y) merupakan pemetaan fuzzy.
Selanjutnya, untuk memberikan ilustrasi yang lebih jelas mengenai fungsi
keanggotaan A, , grafik A;(m) disajikan pada Gambar 2.1. Grafik ini
menunjukkan perubahan derajat keanggotaan elemen mterhadap himpunan

fuzzy A, .

0.8

0.6

04

0.2

Gambar 2.2 Grafik fungsi keanggotaan 4, (m) untuk I = 2 dan k = 4

Definisi 2.11 Jarak Hausdorff

Untuk mengukur jarak antara dua himpunan fuzzy digunakan jarak Hausdorff
melalui himpunan a-cut.

Misalkan A dan B merupakan himpunan kompak tak kosong pada ruang metrik

(X, d). Jarak Hausdorff antara A dan B didefinisikan sebagai:
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H(A, B) = max {sup d(l,B), sup d(m,A)}
leA

meB
dengan
d(l,B) = nilréi;d(l,m)
Dan
d(m,A) = ligﬁd(m, D
Contoh 2.12

Misalkan X = R dengan metrik d([,m) = |l — m|

Diberikan A, = [0,1], dan B, = [1,2]. Akan dicari jarak Hausdorff antara A,
dan B,.

Berdasarkan definisi jarak titik ke himpunan, untuk setiap [ € A, berlaku

d(,B) = inf |l—ml

Karena B, = [1,2], maka titik pada B, yang paling dekat dengan [ € [0,1] adalah
m = 1. Maka

d(l,Bg) =l —1]
selanjutnya

sup d(l, By) = sup |l—1]
lEA, l€[0,1]

Nilai maksimum dicapai saat [ = 0, sehingga

sup d(l,B,) =1
1€,

Dengan cara yang sama, untuk setiap m € B,,

d(m,A,) = lg& lm — 1]

Karena A, = [0,1], maka titik pada A, yang dekat dengan m € [1,2] yaitul = 1.

Maka diperoleh
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d(m,A,) = |m—1]
sehingga

sup d(m,A,) = sup |m—1]|

MEB, me[1,2]
Nilai maksimum dicapai saat m = 2, sehingga

sup d(m,A,) =1

MEBy

Berdasarkan definisi jarak Hausdorff,

H(A, B) = max {sup d(l,B), sup d(m,A)}

LEA MEB

Maka diperoleh
H(A,B) =max{1,1} =1
Dengan demikian,
D,(A,B) = 1.
Definisi 2.13 Jarak pada Himpunan Fuzzy
Misalkan (X,d) ruang metrik dan A,B € W*(X). Untuk setiap a €
[0,1], didefinisikan:
P,(LA) = inf{d([,m)| m € A,},
Yang disebut jarak titik [ terhadap himpunan fuzzy A.
Selanjutnya,
Dy(A,B) = H(Aw, Ba)
Dengan H menyatakan jarak Hausdorff antara A, dan B,,.
Contoh 2.14

Misalkan X = R dengan metrik

di,m) ==L 1 mex

1+|l-m|’

Didefinisikan dua himpunan fuzzy A, B € W*(X) dengan fungsi keanggotaan
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(x)_{l—lx—ZI, 1<x<3,
HalX) = 0, lainnya,
dan
(x)_{l—lx—4|, 3<x<5,
HpiX) = 0, lainnya.

Akan ditentukan jarak titi terhadap himpunan fuzzy dan jarak antara dua
himpunan fuzzy untuk ¢ = 0,5
Berdasarkan definisi 2.12, diperoleh
Ags = {x € Rluy(x) = 0,5} = [1,5,2,5],
dan
Bos = {x € R|ug(x) = 0,5} = [3,5,4,5].
Selanjutnya, ambil | = 2. Maka jarak titik [ terhadap himpunan fuzzy B adalah
Py5(2,B) = inf{d(2,m)| m € By}
Karena titik terdekat dari 2 ke interval [3,5,4,5] adalah m = 3,5, maka

|2-3,5] 15
P2 B) =235 = 1 35725~ 00

Jadi,
Py5(2,B) = 0,6.
Selanjutnya akan dihitung jarak antara himpunan fuzzy A dan B. Berdasarkan
Definisi 2.12
Do5(A,B) = H(Ags, Boys),
Dengan H menyatakan jarak hausdorrf.
Karena
Aos = [1,5,2,5] dan  Bys = [3,5,4,5]

maka
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inf d(x,y) =d(1,5,3,5) 11535 _2

x; = I, = =

ren yeBos Y 1+[15-35 3
dan

inf d(x,y) =d(2,54,5) = 25— 45 _2

et yeos oY) T e S e s T 3

Dengan demikian,

H(A - B _ 22 _2
(405 Bog) = max3.3} = 3

Sehingga diperoleh
2
Do,5(A: B) = 3
Jadi, untuk ¢ = 0,5
PO,S(ZI B) = 0,6
dan
2
DO,S(A' B) = §

2.1.3 Ruang Metrik
Dalam bagian ini dijelaskan mengenai definisi dan contoh dari ruang metrik.

Definisi 2.15 (Bartle & Sherbert, 2011)
Ruang metrik dapat dinyatakan sebagai pasangan (X, d) di mana X merupakan
himpunan tak kosong dan d merupakan metrik yang didefinisikan pada X X X
untuk setiap [, m,n € X, fungsi d memenuhi syarat-syarat berikut:

a. d(l,m)=0

b. d(lm)=0=1=m;

c. d(l,m)= d(m,l) untuk semual,m € X,

d. d(l,m) < d(l,n) + d(n,m), (ketaksamaan segitiga)
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untuk semua [, m,n € X.

Setiap fungsi yang memenubhi ketiga sifat ini disebut sebagai ruang metrik.

Contoh 2.16

Misalkan X = R?. Didefinisikan fungsi d: X X X - R? dengan

d((ly, 1), (Mg, mp)) = V(L4 — 1)* + (my — my)%,

untuk Setiap (lll lz), (ml, mz), (Tll, nz) € RZ.

Akan dibuktikan bahwa d merupakan ruang metrik.

1.

d((l3,13),(my,my)) =0

Karena kuadrat suatu bilangan selalu bernilai non-negatif, maka

(L—-m)*=0 dan (I,—my)*=>0

Sehingga

(L =m)? + (I, =mp)* =0

Akar kuadrat dari bilangan non-negatif juga bernilai tidak negatif, maka
d((ly, 12),(my,my)) 2 0

dan karena (14, 1,), (my,m,), (ny,n,) € R? maka terbukti
d((ly, 12), (my, my)) < co.

d((l;,1,),(my,my)) =0 1,1, =my,m,

(=) jikad((l,13), (M, my)) =0

akan ditunjukkan bahwa l;,l, = my,m,

\/(ll — )" + (my — m,)* =0,
Maka
(L =m)?+ (l, =my)* =0
Karena jumlah dua bilangan non-negatif bernilai nol, maka

(l, —my)? dan (I, —m;)* = 0
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akibatnya
ly =mydanl, =m,
sehingga
(4, 1,) = (my,my)
(<) jika (I, ;) = (my, my)
akan ditunjukkan bahwa d ((l, l;), (m{,m;)) =0
[y, =mydanl, =m,

Maka

d((ly, 1), (my,my)) = J(l1 — 1)* + (my —my)?

= 0% +0°
d((ly, l;), (my, my)) =0
Jadi terbukti bahwa d((1,1,), (my,my)) =0 & 1}, 1, = my,m,

3. d((l, 1), (my, my)) = d((my,my), (I, 1))

d((ly,13), (my, my)) = \/(ll - m1)2 + (I, — m2)2
karena
(L — m1)2 = - m1)2 dan (I, — mz)z =(l; - mz)z

maka

d((l, 1), (my,my)) = \/(m1 - 11)2 + (my — lz)z

= d((mlﬂ mZ)' (lli lZ))
Sehingga terbukti bahwa
d((ly, l3), (my, my)) = d((my, my), (L4, 1))

4. d((ly, 1), (my,my)) < d((l, 1), (ng,n2)) + d((ny, 1), (My, my))
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v(l,1,), (my, my), (ny,n,) € R%, menggunakan ketaksamaan segitiga

Vil —m)? + (= m)? <l —1p)? + (o — 1) + (i —my)? + (n, —my)?

Maka
d((l, 1), (my, my)) < d((l1, 1), (N, m2)) + d((ng,n3), (My, Mm3))
Sehingga terbukti bahwa d((l,1,), (my,m5)) < d((l, 1), (ny,ny)) +

d((nq,nz), (Mg, my)).

Karena d memenuhi 1-4 maka (R?, d) merupakan ruang metrik.

Contoh 2.17

Misalkan X = R dan fungsi jarak didefinisikan sebagai;

Akan ditunjukkan bahwa (R, d) adalah ruang metrik.

1.

2.

d(x,y) = 0.

Untuk setiap [, m € R, |l —m| = 0 dan 1 + |l — m|) > 0 karena dari

definisi [l —m| >0

Karena pembilang tidak negatif dan penyebut positif, sehingga

|l —m| >0
1+ |[l—m|| ™
maka terbukti bahwa d(I, m) = 1Ll|_zinrln| >

d(l,m) = 0jika dan hanyajikal = m
=) Jika d(l,m) = 0, akan dibuktikan bahwa [ = m
Perhatikan bahwa:

d(l,Lm)=0

l—m|
1+|l—-m|]



Suatu pecahan bernilai nol jika dan hanya jika pembilangnya nol,
sehingga
[l—m| =0
maka diperoleh
l=m
<) Jika [ = m, akan dibuktikan d(l,m) = 0,

-1 0

T+)—1 140 °

ai,l) =

Maka terbukti bahwa
d(lm)=0<=1=m.

3. d(l,m) =d(m,l)

[—m
d(l,m) =ﬁ
Perhatikan bahwa
L —m| = |=(m - D)
= |(=D(m - D|
= |=1llm =1
=|m—1]
karena
|l =m|=|m—1|
Maka:
dtm) =M
1+ |l—m||
_ Im-1
1+ |m—1]

= d(m, 1)
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4. d(l,m) <d(l,n) + d(n,m)

|l —m|
d(l, =

bm) =T
akan dibuktikan

[l —m]| [l —n| [n —m|
1+|l-=-m|~1+|[l=n|] 1+4+|n—m|

Menggunakan ketaksamaan segitiga pada nilai mutlak:

[l—m|<||l—n|+|n—m]|

Sehingga
|l —m]| - |l —n| + [|n —m]|
1+|l—-m| 1+ |l—n|+|n—m|
Akan ditunjukksn bahwa

|l —n|+|n—m]| < |l —n| In —m|
1+|l—n|+n—m| " 1+[l—n|] 1+ |n—m|

Misalkana = |l —n| >0danb =|n—m| >0
Ruas kanan setelah disamakan penyebutnya:

a 4 b a(l+b)+b(l+a) a+b+2ab
1+a 1+b 1+a+(1+b) 1+a+b+ab

a+b < a+b+2ab
l1+a+b 1+a+b+ab

Masukkan persamaan awal diperoleh

|l —n|+ |n—m]| |l —n|+ |n—m|+ 2|l —n||n —m|
1+|l—n|+n—m| " 1+ |l—n|+|n—m|+ |l —n|n—m|

maka

|l —n|+ |n—m| - |l —n| [n — m|
1+|l—-n|l+n—m| " 1+|l—n|] 1+ |n—m|

Karena
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|l —m| |l —n| + |n —m)|
1+|l-m|” 1+ |l—n|+|In—m|

Oleh karena itu terbukti bahwa

[l —m| |l —n| [n —m|
1+|l—-m| " 1+[l—n|] 1+ |n—m|

Dikarenakan keempat aksioma terpenuhi maka (R, d) adalah ruang metrik.
2.1.4 Ruang Quasi Metrik
Ruang quasi metrik merupakan generalisasi dari ruang metrik yang

mempertahankan sifat-tertentu dari metrik. Definisi ruang quasi metrik pada
ruang X adalah sebagai berikut
Definisi 2.18 (Romaguera, 2024)

Suatu quasi metrik pada himpunan X adalah fungsi d;: X XX ke R yang
memenuhi dua kondisi berikut VI, m,n € X :

a. dg(lm)=0

b. dy(lm)=d,(m)=0<1l=m;

c. do(Lm)=<d,(,n)+d;(n,m).
Jika d memenuhi syarat (a),(b) dan (c) maka (X, d,) disebut ruang quasi metrik.
Contoh 2.19
Diberikan X = [0,1] dan pemetaan d, : X X X — [0, o0) yang didefinisikan oleh

d;(Lm)=|l-m|+|l], VImneXx

tunjukkan bahwa (X , dq) adalah ruang quasi metrik, akan tetapi bukan termasuk
ruang metrik.
Terlebih dahulu akan ditunjukkkan bahwa (X,dq) adalah ruang quasi metrik.

Ambil sebarang [, m,n € X.
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1. Karena d,(l,m) = dg(m, ) berarti
d,(I,m) = |l —m| + [l
d,(L,m) = |m—1| + |m|
Dengan memperhatikan sifat nilai mutlak selalu tidak negatif, dan jumlah dua
bilangan tak negatif hanya mungkin nol bila keduanya nol, maka berlaku:
l—m|+|l|]=0 |l-m|=0A[l|=0=1=mAl=0
dan
Im—-1I+|m=0em-I=0Am=0m=IAm=0
Dengan demikian, dapat disimpulkan bahwa [ = m.
2. Dengan memanfaatkan sifat ketaksamaan segitiga, diperoleh:
ds(Lm) = [l —m| + ||
=|l-n+n—-—m|+ ||
<|l—n|+|n—m|+ |
<|l—n|+|n—m|+ |l + |n|
=l =n|+ |l +|n—m|+ |n|
=dg(,n) +dys(n,m)
Karena kedua syarat terpenuhi, maka dgadalah suatu quasi metrik pada X,

dengan demikian pasangan (X , dq) adalah ruang quasi metrik.

Kemudian akan ditunjukkan bahwa pasangan (X , dq) bukan merupakan ruang
metrik. Perhatikan bahwa :
de(Lm) = [l =m|+|l], dg(m, ) = |m = 1| + |m|

Secara umum, |l — m| = |m — |, tetapi || tidak selalu sama |m]|.
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Dengan demikian, fungsi d tidak memenuhi syarat dasar metrik, yaitu d, (I, m) #

d,(m,1). Oleh karena itu pasangan (X, dq) bukanlah ruang metrik.
2.1.5 Ruang Quasi Metrik Kiri
Definisi 2.20 (Kamal & Abd-Elal, 2021)
Misalkan X adalah himpunan tak kosong, dan d;; : X X X — [0, 0) adalah
suatu fungsi yang disebut metrik pada X.Pasangan (X,d;,) dinamakan ruang
metrik jika memenubhi:
a. dig(l,m)=0ataud,;(m)=0,1l=m
b. di,(IL,m) <di;(n, 1) + diy(n,m)
Jika fungsi d memenuhi syarat diatas, maka (X, d;;) disebut ruang quasi metrik
kiri.
Contoh 2.21
Ambil X = {l:[0,1] = R|! fungsi tangga}. Didefinisikan fungsi

dig(lLm) = sup |m(x) —L(x)].
x€[0,1]

Karena menggunakan nilai mutlak, maka d;; selalu bernilai non-negatif.

Misalkan
1
O, OSX<§,
I(x) = 1
1, =<x<1,
> X
1
e, OSx<§,
m(x) = 1
1+e, ESXSL

dengan e =~ 2.71828

untuk setiap x € [0,1], diperoleh
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|0 —e| =e, 0<x<-—,
[1(x) —m(x)| = 1
[1-—(1+e)| =e¢ ESxSl,

Sehingga

[1(x) =m(x)| = e
untuk setiap x € [0,1].
Akibatnya,

dig(L m) = sup |I(x) —m(x)| = sup{e} = e.
x€[0,1]

Dengan demikian, jarak antara fungsi tangga [ dan m pada ruang Iq-metrik X, d,
adalah
dig(lLm) =e.
Akan dibuktikan bahwa d,, adalah ruang quasi metrik kiri.
1. diz(Lm) =0ataud;;(m,l) =0, 1l=m
(=) jika d;4 (1, m) = 0 akan ditunjukkan bahwa [ = m
Misalkan
dig(Lm) =0,
Maka

sup |l(x) —m(x)| =0

x€[0,1]
Karena nilai mutlah selalu non-negatif, maka
[1(x) —m(x)[ =0
untuk setiap x € [0,1].
Akibatnya
I(x) = m(x)

Dengan demikian,
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Il=m
(&) jika | = m akan ditunjukkan bahwa [l[(x) —m(x) =0
Untuk setiap x € [0,1], sehingga

dig(I,m) = sup 0=0
x€[0,1]

Karena
dig(Lm) = dyg(m, D),
maka
dig(f,g9) =0ataud,(g,f) =0 f =g.
Jadi aksioma 1 terpenuhi.
. dig(bm) <d;;(n, D) + dig(n,m)
Ambil sembarang [,m,n € X. Untuk setiap x € [0,1],
[(x) —m(x) = [I(x) = n(x) + [n(x) —m)].
Dengan menggunakan ketaksamaan segitiga diperoleh
1) = m(x)] < |1(x) = n(x)[ + [n(x) —m(x)]
Selanjutnya, dengan mengambil supremum pada kedua ruas diperoleh

sup |l(x) —m(x)| < sup |l(x) —n(x)|+ sup |n(x) —m(x)]
x€[0,1] x€[0,1] x€[0,1]

Berdasarkan definisi fungsi jarak d,,, diperoleh
dig(lLm) < diy(n, ) + dyg(n,m)
Karena
dig(L,n) = dig(n, 1)
Maka
dig(Lm) < diy(n, ) + dyg(n, m).

Dengan demikian aksioma 2 terpenuhi.
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Untuk memberikan gambaran visual mengenai fungsi tangga [ dan m yang

digunakan pada contoh di atas, grafik kedua fungsi ditunjukkan pada gambar

Grafik Fungsi Tangga /(x) dan m(x)
i

14e{ — )

Nilai Fungsi

0 1 1

Gambar 2.3 Grafik fungsi tangga I(x) dan m(x)

Berdasarkan gambar 2.3 terlihat bahwa fungsi [ dan m merupakan fungsi tangga
yang bernilai konstan pada setiap subinterval dan mengalami loncatan pada titik
x= % Selain itu, fungsi m berada teapat e satuan di atas fungsi [ pada titik x €
[0,1].
Oleh karena itu, untuk setiap x € [0,1] berlaku

[1(x) —m(x)| = e
Akibatnya,

dig(IL,m) = sup |l(x) —m(x)| = sup{e} = e.
x€[0,1]

Dengan demikian, jarak antara fungsi tangga [ dan m pada ruang lq-metrik adalah
e.
2.1.6 Ruang Quasi Metrik Kanan
Definisi 2.22 (Kamal & Abd-Elal, 2021)
Misalkan d,, : X X X — [0, ) fungsi yang memenubhi :
a. dyg(Lm)=0ataud,;(mD)=0=1l=m
b. dyq(I,m) < dq(L,n) + dpq(m,n)

Maka (X, d) disebut sebagai ruang quasi metrik kanan.



Contoh 2.23
Ambil X = R dan didefinisikan fungsi:

0, jikal =m
m-—1|+1, jikal #m

dyo (L m) = {I
Akan ditunjukkan bahwa d,.; adalah ruang quasi metrik kanan.
1. dyg(Lm)=0ataud,;(m)=0=1=m
(=) jika d,-4(I,m) = 0 akan ditunjukkan bahwa [ = m
drq(I,m) =0,jikal =m
drq(Lm)=Im—1|+1,jikal #m
Berdasarkan definisi nilai O jika, jikal =m
maka
l=m
(<) jika I = m akan ditunjukkan bahwa d,., ([, m) = 0
Karena | = m, maka
dyq(Lm) =0
Jadi terbukti bahwa d,, (I, m) atau d,;(m,)) =0 & 1 =m
2. dyg(Lm) <d,q(Ln) +dyq(m,n)
Untuk [ =m
V [,m,n € X berlaku ketaksamaan segitiga nilai mutlak:
m—-Ill<Im-n|l+|n—1I]=n—m|+|n—1
Tambah 1 pada kedua ruas maka,
Im—=Ill+1<|In—-m|+|n=Il|+1<|In—-m|+|n—=1]+2

jadi
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dygm)=Im—-1+1<|In—1]+|n—m|+2
=dyq(Ln) + dyq(m,n)
Sehingga diperoleh
dyq(Lm) < dpg(Ln) + dpg(m,n)
Maka terbukti bahwa d,.q ([, m) < d,.q(I,n) + d,.q(m, n).

2.1.7 Barisan Konvergen
Definisi 2.24 Barisan Konvergen (Maharani, 2025)
Suatu barisan (l,) pada ruang metrik (X, d) dikatakan konvergen jika terdapat
elemen [ € X sehingga:

lim d(l,,)) = 0

n-co
Di mana notasi x merupakan nilai limit dari (1), dapat dituliskan sebagai:

lim d(l, 1) =1
n-oo
Atau
l, » 1

Sebaliknya, jika suatu barisan (l,) tidak konvergen, maka disebut barisan
divergen.
Contoh 2.25
Misalkan (R, d) merupakan ruang metrik dengan d(I,m) = |l —m| dan [ = 0.
Terdapat barisan (l,) dengan (l,,) = % untuk n € N. Akan ditunjukkan bahwa

(L) konvergen ke 0.
Akan ditunjukkan bahwa ([,,) konvergen ke 0. Misalkan ambil sebarang € > 0.
Berdasarkan sifat Archimedean, terdapat bilangan bulat N € N sedemikian

sehingga



—< &

=

Maka, jika n > N didapat

<¢g

Sl
2|~

<
Akibatnya, apabila n > N, maka berlaku
1 1
A0, 0) = |- -0 = > <
n n

Dengan demikian, terbukti bahwa barisan (l,,) = 0.
Contoh 2.26

Misalkan diberikan barisan

2 -3n

b= (1-3)

Akan ditunjukkan bahwa barisan (l,,) konvergen.

Menggunkan rumus dasae limit dari barisan (1,,)

Diketahui bahwa
n
Jim (1+3) =e
karena
w=(142) " =|(1+3)]
n
maka

Jadi, barisan [,, konvergen ke e ~°.

-3

35
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2.1.8 Barisan Cauchy
Definisi 2.27 (Kreyszig, 1978)
Suatu barisan (x,,) dalam ruang metrik (X, d) memenuhi sifat Cauchy jika untuk
setiap € > 0 terdapat bilangan bulat N € N sedemikian sehingga berlaku:

d(Xp, x,) < €
untuk setiap m,n > N.
Setiap barisan yang konvergen di ruang metrik (X, d) adalah sebuah barisan
Cauchy.
Contoh 2.28
Suatu barisan (l,,) dalam ruang metrik (X, d) dikatakan sebagai barisan Cauchy
jika untuk setiap € > 0, ada N € N di ruang metrik (X, d) pada contoh 2.3 adalah
barisan Cauchy.
Akan ditunjukkan bahwa (l,,) merupakan barisan Cauchy.

Ambil sembarang & > 0, berdasarkan sifat Archimedean terdapat N €
N sedemikian sehingga N > 2, jikan,m=>=N

Maka,

Jadi terbukti barisan ,, Adalah barisan Cauchy.
Contoh 2.29

Misalkan diberikan barisan
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Akan ditunjukkan bahwa (l,,) merupakan barisan Cauchy.
Karena
-6

l, - e™°

maka terdapat N € N sehingga untuk setiapn > N,

&
b =8 <5

untuk setiap m,n = N, berlaku

&
l,—e % <=
In el 2

dan

&
ln—e % <=

Dengan menggunakan pertidaksamaan segitiga diperoleh
|l = bl = |l — e ®+e®— Il

<|l,—e b+l x, —e°l.

Sehingga,
L, — 1| <c+i=¢
2 2

akibatnya
karena

Xn — Xy | < €
maka

|ln — L] £

A bm) = - 1 < T

karena
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&
1+¢

<&

Untuk setiap € > 0, maka diperoleh d(l,,, 1,;,) < €
Dengan demikian, untuk setiap &€ > 0, terdapat N € N sehingga untuk setiap
mnz=N,
d(l, L, <e
Jadi, (1,,)merupakan barisan Cauchy.
2.2 Kajian Integrasi Topik dengan Al-Quran dan Hadits

Dalam bab ini, membahas tentang bagaimana Al-Qur’an berperan menjadi
sumber utama dalam ajaran Islam dan panduan bagi kehidupan orang muslim,
menjelaskan pentingnya keteraturan, keseimbangan, arah, serta proses perubahan
dalam kehidupan manusia yang sejalan dengan konsep ruang metrik yang
dijelaskan pada bab sebelumnya. Al-Qur’an tidak hanya berfungsi sebagai petunjuk
spiritual, tetapi juga memberikan landasan nilai dalam memahami keteraturan alam
semesta dan dinamika kehidupan manusia. Hal ini sangat relevan dengan konsep
pemetaan fuzzy serta ruang quasi metrik kiri dan ruang quasi metrik kanan yang
sama-sama membahas tentang hubungan, kedekatan, dan perubahan kondisi secara
bertahap.

Dalam perspektif Islam, kehidupan manusia selalu berada dalam proses
perubahan. Konsep pemetaan fuzzy menggambarkan bahwa suatu elemen tidak
selalu berada dalam keadaan mutlak benar atau salah, tetapi memiliki derajat
keanggotaan tertentu. Hal ini sejalan dengan realitas kehidupan manusia yang tidak
selalu berada pada tingkat keimanan, amal, dan usaha yang sama. Ada saat manusia

berada pada kondisi sangat baik, ada pula saat menurun, sehingga diperlukan usaha
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yang terus-menerus untuk memperbaiki diri. Allah SWT menegaskan pentingnya
usaha dalam firman-Nya dalam surah An-Najm ayat 39:
@D s G Y okdsl o B

Artinya:
“Bahwa manusia hanya memperoleh apa yang telah diusahakannya.”

Berdasarkan Tafsir Kementerian Agama RI dan Tafsir Al-Misbah, ayat ini
menunjukkan bahwa hasil yang diperoleh manusia sangat bergantung pada usaha
yang dilakukan. Dalam tafsirnya, ayat ini menegaskan prinsip keadilan Allah SWT
bahwa setiap manusia akan mendapatkan balasan sesuai dengan jerih payahnya.
Tidak ada hasil tanpa proses, dan tidak ada keberhasilan tanpa perjuangan. Hal ini
sangat selaras dengan konsep matematika dalam pemetaan fuzzy, di mana
perubahan nilai tidak terjadi secara tiba-tiba, tetapi melalui proses bertahap yang
dipengaruhi oleh input atau usaha tertentu. Selain itu, Allah SWT juga berfirman

dalam surah Al-Insyirah ayat 5-6:
Oh 2l e b @b ol @ b

Artinya:
“Maka sesungguhnya beserta kesulitan ada kemudahan. Sesungguhnya beserta
kesulitan ada kemudahan.”

Menurut Tafsir Kementerian Agama RI, ayat ini menjelaskan bahwa setiap
kesulitan yang dialami manusia pasti disertai dengan kemudahan dari Allah SWT.
Kesulitan bukanlah akhir dari perjalanan, melainkan bagian dari proses menuju
kemudahan dan keberhasilan. Hal ini dapat dianalogikan dengan proses dalam
ruang metrik yang menunjukkan adanya jarak atau perbedaan kondisi yang harus

dilalui sebelum mencapai titik tujuan. Dengan kata lain, setiap proses dalam
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kehidupan maupun dalam penelitian ilmiah membutuhkan tahapan yang tidak
selalu mudah, tetapi selalu disertai solusi dari Allah SWT.

Konsep ruang quasi metrik kiri dan ruang quasi metrik kanan menunjukkan
adanya ketidaksimetrian dalam jarak, yaitu jarak dari satu titik ke titik lain tidak
selalu sama dengan arah sebaliknya. Dalam kehidupan manusia, hal ini
mencerminkan bahwa jalan menuju kebaikan pada dasarnya Allah mudahkan dan
tidak memerlukan biaya maupun beban materi yang besar, seperti beribadah dan
berbuat kebaikan yang dapat dilakukan dengan sederhana namun bernilai tinggi.
Sebaliknya, keburukan memang sering tampak mudah dilakukan, tetapi
sesungguhnya membawa konsekuensi yang lebih berat, baik secara moral, spiritual,
maupun dampak dalam kehidupan. Hal ini sejalan dengan firman Allah SWT surah
Az-Zumar ayat 53:

s 30 teos Ol sk d B w5 e i Y 0 e it 0 oot o
3
Artinya:
“Katakanlah (Nabi Muhammad), “Wahai hamba-hamba-Ku yang melampaui
batas (dengan menzalimi) dirinya sendiri, janganlah berputus asa dari rahmat
Allah. Sesungguhnya Allah mengampuni dosa semuanya. Sesungguhnya Dialah
Yang Maha Pengampun lagi Maha Penyayang.”

Ayat ini memiliki makna bahwa manusia tidak boleh berputus asa meskipun
telah melakukan banyak kesalahan. Allah SWT tetap membuka pintu ampunan bagi
hamba-Nya yang ingin kembali. Dalam tafsirnya, ayat ini menegaskan luasnya
rahmat Allah SWT dan kesempatan bagi manusia untuk memperbaiki diri. Hal ini
sangat relevan dengan konsep pemetaan fuzzy, karena suatu keadaan tidak bersifat

tetap, tetapi dapat berubah secara bertahap menuju kondisi yang lebih baik. Selain

itu, Allah SWT juga berfirman dalam surah Al-Ankabut ayat 69:

@D et 2d A s s 125060 @ idels <2
D i f5 WL 44530 3 sl o3l
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Artinya:

“Orang-orang yang berusaha dengan sungguh-sungguh untuk (mencari keridaan)
Kami benar-benar akan Kami tunjukkan kepada mereka jalan-jalan Kami.
Sesungguhnya Allah benar-benar bersama orang-orang yang berbuat kebaikan.”

Dalam tafsirnya, ayat ini menjelaskan bahwa Allah SWT akan memberikan
petunjuk dan kemudahan kepada orang-orang yang bersungguh-sungguh dalam
berusaha. Kesungguhan dalam beramal dan menuntut ilmu akan membuka jalan
kemudahan dari Allah SWT. Hal ini sejalan dengan konsep konvergen dalam ruang
quasi metrik, di mana suatu proses akan mendekati tujuan apabila dilakukan secara
konsisten dan berkelanjutan. Selain itu, Rasulullah SAW juga bersabda:

“Barang siapa menempuh jalan untuk mencari ilmu, maka Allah akan mudahkan
baginya jalan menuju surga.” (HR. Muslim)

Hadis ini menunjukkan bahwa perjalanan dalam mencari ilmu merupakan
bentuk ibadah yang sangat mulia. Dalam konteks penelitian ini, proses mempelajari
konsep pemetaan fuzzy dan ruang quasi metrik dapat dipahami sebagai bagian dari
perjalanan ilmiah yang bernilai spiritual, karena di dalamnya terdapat usaha
memahami keteraturan ciptaan Allah SWT. Dengan demikian, dapat disimpulkan
bahwa konsep pemetaan fuzzy serta ruang quasi metrik kiri dan ruang quasi metrik
kanan tidak hanya memiliki makna matematis, tetapi juga memiliki makna filosofis
dan spiritual dalam Islam. Ketidaksimetrian, perubahan, kedekatan, serta proses
dalam konsep tersebut dapat menjadi refleksi dari kehidupan manusia yang penuh
dengan usaha, doa, harapan, dan perjalanan menuju kebaikan.

2.3 Kajian Topik Dengan Teori Pendukung

Adapun definisi dan teorema yang akan dibahas yaitu :

1. Teorema Titik Tetap untuk Pemetaan Fuzzy dalam Ruang Quasi Metrik Kiri

Lemma Misalkan (X , dlq)merupakan ruang quasi metrik kiri dan misalkan
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x€ X,A € W*(X).Makal € A, yaitu{l} € A) < P,(LA) = 0.
Lemma Misalkan (X, d) merupakan ruang quasi metrik kiri dan misalkan
{l,} € A.Maka P,(ly,B) < D,(A, B), untuk setiap A,B € W*(X)dana €
[0,1].

Lemma Misalkan (X, d;;) merupakan sebuah quasi metrik kiri, T : X —
W*(X) merupakan sebuah pemetaan fuzzy dan x, € X. Maka terdapat x; €
X sedemikian sehingga (x1) < T(ly).

Lemma Misalkan (X, d;;) merupakan sebuah ruang quasi metrik kiri. Maka
setiap subbarisan dari barisan yang konvergen dalam [lq di X adalah
konvergen dalam [q.

Lemma Misalkan (X, d;;) merupakan ruang quasi metrik kiri dan misalkan
A € Wx (X)A. Maka P,(l,A) <d(n,l) + P,(n,A), untuk setiap A,B €
W*(X) dan a € [0, 1].

Teorema Titik Tetap untuk Pemetaan Fuzzy dalam Ruang Quasi Metrik
kanan.

Lemma Misalkan (X, d,,) sebuah ruang quasi metrik kanan dan misalkan
le X,A € W*(X).Maka l € A, yaitu{l} € A) & P,(,A) = 0.
Lemma Misalkan (X,d,;) sebuah ruang quasi metrik kanan dan
misalkan {{,} € A. Maka P,(ly,B) < D,(A,B),untuk setiap A,B €
W*(X) dan a € [0, 1].

Lemma Misalkan (X , drq) merupakan ruang quasi metrik kanan, T : X —
W*(X) merupakan pemetaan fuzzy danl, € X. Maka terdapat [, € X
sedemikian sehingga (1,,) < T(l,).

Lemma Misalkan (X, d,,)merupakan sebuah ruang quasi metrik kanan.
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Maka setiap barisan konvergen dalam rq di X adalah konvergen dalam rq.

Lemma Misalkan (X, d,,) merupakan sebuah ruang quasi metrik kanan dan

misalkanA € W * (X) A. Maka untuk setiap A,B € W*(X)dana € [0, 1].



BAB III

METODE PENELITIAN

3.1 Jenis Penelitian

Penelitian ini dilakukan menggunakan metode kualitatif atau penelitian kajian

pustaka, yaitu kegiatan dengan pengumpulan beberapa artikel, membaca,

menganalisa serta mengelolah jurnal tertulis mengenai teorema ruang quasi metrik.

3.2

Pra Penelitian

Dalam proses menyiapkan penelitian ini, peneliti menggunakan beberapa

tahapan. Tahapan perisapan melibatkan analisis terhadap masalah yang ada,

mengumpulkan berbagai referensi, menyusun proposal penelitian, dan terlibat

dalan sesi bimbingan dengan pembimbing skripsi.
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Tahapan Penelitian

Adapun tahapan penelitian yang akan dilakukan diuraikan sebagai berikut:
Mengkaji konsep dasar dan memahami isi jurnal terkait topik penelitian
Mengumpulkan referensi yang relavan terkait pembuktian teorema ruang
quasi metrik.

Memaparkan dan menyusun definisi serta sifat-sifat mengenai ruang metrik,
ruang quasi metrik, fuzzy mapping, konvergensi barisan dalam ruang quasi
metrik.

Menganalisis serta membuktikan sifat-sifat ruang quasi metrik kiri dan ruang
quasi metrik kanan, yang mencakup ketidaksimetrian, hubungan antara
keduanya, serta karakteristik yang membedakannya dari ruang metrik,
sekaligus penerapannya dalam pembuktian teorema-teorema tertentu.

Mecari dan mencantumkan ayat-ayat Al-Qur’an yang terkait penelitian.
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6. Mengkaji tentang teori integrasiRuang quasi metrik kiri dan kanan dalam Al-
Qur’an.

7. Menyimpulkan kesimpulan dari hasil analisis dan pembuktian untuk
menambah pemahaman yang lebih mendalam terkait struktur serta

karakteristik ruang quasi metrik.



BAB IV
HASIL DAN PEMBAHASAN

4.1 Ruang Quasi Metrik Kiri

Pada subbab ini akan dibahas beberapa sifat yang dimiliki oleh ruang quasi
metrik kiri. Berdasarkan pada definisi 2.20 dinamakan ruang quasi metrik kiri jika
memenuhi syarat berikut

a. diy(lL,Lm)=0ataud;;(m ) =0,1l=m
b. dig(Lm) <dj;(n, 1) +dyy(n,m)

Jika fungsi d memenuhi syarat di atas, maka (X, d;q) disebut ruang quasi metrik
kiri.

Sebelum memasuki pembahasan yang lebih mendalam, terlebih dahulu
dipaparkan sifat-sifat ruang quasi metrik kiri sebagai dasar pemahaman.
Remark 4.1 menunjukkan bahwa ruang lq metrik merupakan generalisasi dari
ruang metrik. Hal ini karena setiap metrik memenuhi seluruh aksioma lg-metrik,
sehingga setiap ruang metrik adalah ruang lg-metrik. Namun, tidak setiap ruang lg-
metrik merupakan ruang metrik karena ruang lg-metrik tidak mensyaratkan sifat
simetri pada fungsi jaraknya.
Definisi 4.2 Konvergen pada Ruang 1q-metrik
Misalkan (X, d;,) adalah suatu ruang lq-metrik, barisan (,,) 1q-konvergenke [ € X
jika dan hanya jika

lim dlq(ln' l) = 0.
n—oo

Dalam hal ini, [ disebut 1g-limit dari barisan (1,,).
Contoh 4.3

Misalkan diberikan ruang lg-metrik (X , dlq) dengan X = R? dan
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dlq(l: m) = \/(l1 —my)? + (I —my)?
Karena setiap ruang metrik merupakan kasus khusus dari ruang 1q-metrik dan rq-
metrik, makan contoh di atas dapat digunakan untuk konsep konvergen dan
barisan cauchy.

dan diberikan barisan

D" 2
(42 2)
akan ditunjukkan bahwa
L, = (3,2).
Maka
&% 2\?2 1 4
e = [(57) +(-5) = ot
Karena
1 4
N T
Maka

lim dlq (ln, l) =0

n—-oo

Dengan demikian,

(3 + (_i)n,z - %) > (3,2)

Jadi terbukti bahwa barisan

=" 2
ln = (3 + n ,2 - ﬁ)

1g-konvergen ke titik (3,2).
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Definisi 4.4 Barisan Cauchy pada Ruang 1q-Metrik
Misalkan (X,d) adalah suatu ruang lg-metrik, sebuah barisan (l,) dikatakan
Cauchy jika dan hanya jika untuk setiap € > 0 terdapat bilangan bulat positif N €
N(¢) sehingga:

diq(ln, ) < & untuk semuan,m > N.
Contoh 4.5

Misalkan diberikan ruang lg-metrik (X , dlq) dengan X = R? dan

dlq(l; m) = \/(l1 —my)? + (I —my)?

dan diberikan barisan

(—i)" 2 )

ln - (4 + ) 3 - ﬁ
akan ditunjukkan bahwa (l,,) merupakan barisan Cauchy pada ruang lq-metrik.
Menurut definisi 4.4 untuk setiap € > 0 terdapat N € N sehingga

dig(ln, ) < € untuk semuan,m > N.

Misalkan

m ’ m2

o= (4+SL3-2) danly, = (4+ 55, 3-2)

Maka

) = J((—J)n_e;)mﬂ (.2 >2

Dengan menggunakan sifat

Ja? +b? <|al| +|b|,

Diperoleh

2 2

D" D"
n

[+
m




Selanjutya, berdasarkan ketaksamaan segitiga,

1 (1)’”‘ _1,1
n m

m
dan
2 2 2 2
|‘ﬁ+m aE Ry
Sehingga
1 1 2 2
dlq(l"’lm)sg-l_a-l_ﬁ-l_ﬁ
Karena
11 2 2 0
- —
n’m’'n?’ m2
saatn,m — oo,
maka
1 1 2 2
—+—+=>+—-0
n m n? m

Akibatnya, untuk setiap € > 0 terdapat N € N sehingga

1 1 2 2
—t—t—+—<e

untuk semua n,m > N.
Dengan demikian,

dig(ly, L) < €
untuk semuan,m > N.

Dengan demikian terbukti barisan

e )

merupakan barisan Cauchy pada ruang 1q-metrik.
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Lemma 4.6

Misalkan diberikan (X , dlq) merupakan ruang quasi metrik kiri, di mana W*(X)
menyatakan semua himpunan fuzzy pada X.Untuk setiap A € W*(X), fungsi
keanggotaan 4: X — [0,1] menyatakan derajat keanggotaan setiap elemen pada
himpunan fuzzy A. Untuk setiap m € X, nilai pu,) menyatakan derajat
keanggotaan elemen m pada himpunan fuzzy A. Selanjutnya, A,(a —cut)
didefinisikan sebagai A, = {m €EX | agm) = @ }, yaitu himpunan semua elemen
m € X yang memiliki derajat keanggotaan terhadap himpunan fuzzy A lebih besar

atau sama dengan «, dan P, ([, A) = ig‘f1 djq (1, m) yaitu jarak minimum dari titik
medq

[ ke himpunan A,. Maka untuk setiap [ € X, berlaku
le A, © P, (LLA) = 0.

Bukti

(=) Jika l € A,, berdasarkan definisi,

P, (LA) = mlgg dlq(lr m)

Karenal € A,, ambilm = L.
Berdasarkan sifat quasi metrik:
dig(L,D) = 0.
Sehingga
P,(LA) <O
Karena d,, (I, m) = 0 untuk setiap m € X, maka
P,(LA) =0
Oleh karena itu,

P,(1,A) = 0.



(&) JikaPy(l,A) =0, makal € A,
Misalkan
P,(l,A) = 0.
Berdasarkan definisi,
migla dig(L,Lm) = 0.
Berdasarkan definisi infimum, untuk setiap € > 0, ada m, € A, sehingga
dig(l,mg) <e.

Ambil € = %, dengan n € N, maka terdapat barisan (m,) € A, sehingga

1
dlq (l, mn) < E

Sehingga
dig(l, my) > 0 untuk n - oo
Karena setiap m,, € A,, maka
pa(my) = a vn
Oleh karena itu,
le A, & P,(l,A) =0.

Lemma 4.7
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Misalkan (X, d;;) merupakan ruang quasi metrik kiri, di mana F,(ly,B) <

D, (4, B) yaitu hubungan antara jarak suatu titik ke himpunan dan jarak antara dua

himpunan fuzzy pada level a, dan P,(ly, B) = inf d;q (1o, m) menunjukkan jarak
Mmeby

terdekat dari titik [, ke himpunan dan B,, D,(A, B) = sup inf diq(l,m) yaitu
leA,MELq

jarak maksimum dari semua jarak minimum elemen di A, terhadap B, dan

misalkan {{,} S A. Maka
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Fy(lo, B) < Do (A, B),
untuk setiap A, B € W*(X) dan a € [0, 1].
Bukti
Karena {{y} S A, maka
lo €A,
Berdasarkan definisi jarak antara dua himpunan fuzzy diperoleh

Da(A,B) = lselllqllmiélgadlq(l, m)

Dari definisi supremum, maka untuk setiap [, € A, berlaku

‘rniglgadlq (lo, m) < Da (A, B)

Karena [, € A,, maka dengan mengambil | = [, diperoleh

Tniggadlq (l, m) < Da (A, B)

Selanjutnya, berdasarkan definisi jarak titik ke himpunan fuzzy diperoleh

P,(lo,B) = " dy,(lo,m),

meBy
Sehingga diperoleh
Py (lo,B) < Do(A, B)
Karena A, B € W*(X) dan a € [0, 1], maka terbukti bahwa
P,(ly,B) < D,(A, B)
untuk setiap A,B € W*(X) dan a € [0, 1].
Lemma 4.8
Misalkan (X , dlq)merupakan quasi metrik kiri dan T : X - W™(X) merupakan
pemetaan fuzzy. Maka untuk setiap [, € X terdapat [; € X sedemikian sehingga
{l;} = T

Artinya, terdapat suatu titik [; yang termasuk dalam himpunan fuzzy T (l;).
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Bukti
Karena T merupakan pemetaan fuzzy, maka untuk setiap [ € X berlaku:
T(ly) € W*(X)
Berdasarkan definisi himpunan W*(X), untuk setiap a € (0,1], himpunan a — cut
dari T (lp), yaitu
T(l))a ={l€X|T)D) = a},
merupakan himpunan tak kosong.
Ambil sebarang a € (0,1]. Karena T(l;)), # @, maka terdapat [; € X sedemikian
sehingga
L € Tlp))a
T(l)(h) =z a
Selanjutnya, berdasarkan definisi himpunan fuzzy, diperoleh bahwa untuk setiap
a € (0,1] berlaku:
({lDe = {l:}
Karena [; € T(ly)),, maka
{li} € T(lo))e
{li} € T ()
Dengan demikian, terbukti bahwa terdapat [; € X sedemikian sehingga,
{li} € T(p).
Lemma 4.9
Misalkan (X, d;;) merupakan sebuah ruang quasi metrik kiri. Maka setiap

subbarisan dari barisan yang konvergen dalam lq di X adalah konvergen dalam [q.
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Bukti
Misalkan (l,) adalah barisan di X yang konvergen ke [ € X. Berdasarkan definisi
konvergen pada ruang quasi metrik kiri, diperoleh

lim dyg(ln, 1) = 0
n—-o0o

Atau dapat dituliskan sebagai
l, » 1
Misalkan (l,, ) adalah subbarisan dari [,,, dengan
n<n, <. <n<-- dan n, - oosaatk -
Selanjutnya berdasarkan definisi limit, untuk setiap & > 0 terdapat N € N
sedemikian sehingga untuk setiap n = N berlaku:
dig(ln,) < e
Karena n;, — oo, maka terdapat k, € Nsedemikian sehingga untuk setiap k > k,
berlaku
ng =N
Akibatnya, untuk setiap k > k, diperoleh
dig(ln,, D) <e
Sehingga
111_1)1010 dig(ln,, ) = 0
Dengan demikian
ln, = 1

Artinya, subbarisan ([, ) juga konvergen ke [ pada quasi metrik kiri.

Lemma 4.10

Misalkan (X, d;;) merupakan ruang quasi metrik kiri dan misalkan A € W =
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(X) A. Maka P,(l,A) < d;q(m,1) + P,(m, A), untuk setiap [,m € X dan a €
[0, 1].
Dimana jarak titik ke himpunan fuzzy

Pe(LA) = inf dig(,m)

Bukti

Berdasarkan definisi jarak titik ke himpunan fuzzy
P,(LA) = Tlienf{:adlq (Ln)

Karena (X, d;;) adalah ruang quasi metrik kiri, maka berlaku sifat segitiga

dig(Ln) < djg(m, D) + dyg(m,n)
Untuk setiap n € A, berlaku

dig(Ln) < djg(m, D) + dig(m, n)
Dengan mengambil infimum terhadap semua n € 4,, sehingga

nien,{adlq (Ln) < ni&fa(dlq (m, 1) + d;g(m,n))
Karena d;,(m, [) konstanta yang tidak bergantung pada n, maka
ni&fa(dlq (m, 1)+ dig(m,n)) = djg(m, 1) + nien/{adlq (m,n)
Selanjutnya, berdasarkan definisi
nien,{adlq (m,n) = P,(m, A)

Maka diperoleh

P,(LLA) < djg(m, 1) + P,(m, A)
Dengan demikian, terbukti bahwa

P,(1,A) < djg(m, 1) + P,(m, A).
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4.2 Ruang Quasi Metrik Kanan

Sebelum memasuki pembahasan yang lebih mendalam, terlebih dahulu
dipaparkan sifat-sifat ruang quasi metrik kanan sebagai dasar pemahaman.
Remark 4.11 Jelas bahwa konsep rq-metrik merupakan suatu generalisasi lain dari
ruang metrik.

Definisi 4.12 Konvergen pada Ruang rq-Metrik
Misalkan (X, d,,) adalah suatu ruang rq-metrik, barisan (l,) dikatakan rq-
konvergen ke [ jika dan hanya jika

lim d,,(l,1,,) = 0.
n—->0o

Dalam hal ini, [ disebut rq-limit dari barisan (L,,).
Contoh 4.13

Misalkan diberikan ruang rq-metrik (X , drq) dengan X = R? dan

dyq(l,m) = VU —my)? + (I, —my)?

dan diberikan barisan

(—i)”,l_j)'

zn=(5+ —

akan ditunjukkan bahwa
[, - (51).
Bukti

Menurut definisi 4.10, harus dibuktikan bahwa
lim dyq ((5,1),1,) =0

maka
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Tim dy,q ((5,1), (5 + (_T?n, 1- %)) = <5 - (5 + (_i)n)f + (1 - (1 - %))2

karena

Maka

Dengan demikian,

Jadi terbukti bahwa barisan

Lg-konvergen ke titik (5,1).
Definisi 4.14 Barisan Cauchy pada Ruang rq-Metrik
Misalkan (X,d,,) adalah suatu ruang rq-metrik, sebuah barisan (l,,) dikatakan
Cauchy jika dan hanya jika untuk setiap € > 0 terdapat bilangan bulat positif N =
N (¢) sehingga
dyq(ln, Ly) < € untuk semuan,m > N.
Lemma 4.15
Misalkan (X, d,.;) ruang quasi metrik kanan, di mana A, = {m € X | p,(m) = a}

adalah a-cut dari himpunan fuzzy A dan P,(4,1) = ié1£ dyq(l, m) adalah jarak lq
medg
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dari titik [ ke himpunan fuzzy A. dan misalkan [ € X,A € W*(X). Maka [ €
Az vaitu{l} € A) = P, (A ) = 0.
Bukti
(=)jikal € A,, maka P,(A,1) = 0.
Asumsikan:
l € A,

Artinya l € {n € X|A(n) = a} [ anggota himpunan a-cut.
Maka pada definisi:

P,(4,) = nienf{a drq(n, 1)
Karena | € A,, maka [ sebagai salah satu elemen di dalam himpunan, sehingga
dyq(l, 1) termasuk dalam himpunan {d,,(n,[)|n € A,}
Dari definisi rq metrik,
drq(I,m) = 0ataud,q(m,1) =0

Ambill =], m=1

Maka
drq D=0
migga drq(m,) <dq([,L1) =0
i >
meh ra 1) =0
0<PMAD<LO
Sehingga

P,(A L) =0.
(<) jika Py(A,1) = 0,makal € A,

Misalkan:



P, (A1) =0.
Artinya,
n%zn,{a drq(n,1) = 0.
Berdasarkan definisi infimum, untuk setiap € > 0, ada m, € A, sehingga
drq(mg, 1) < e

Ambil € = %, dengan n € N, maka terdapat barisan (m,) S A, sehingga

gl D <~
Sehingga
drq(my, 1) > 0 untuk n - o
Karena setiap m,, € A,, maka
fa(my) 2 a Vn
Gunakan syarat rq-metrik (i1)
drq(L,m) < dpq(L,n) + dpqg(m,n)
Misalkan | = [, m = m,,, n = m;, maka diperoleh
gl my) < drg () + drg (M my)
Karena P, (I, A) = 0, maka terdapat barisan (m,) S A, sehingga
dyrq(my, 1) - 0 dan d,q(my, 1) - 0
Dari ketaksamaan diatas diperoleh jarak antar elemen
drq (my, my)
drq(my, 1) = 0

my, -
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Karena setiap m,, € A, dan A, tertutup sifat W*(X), maka limitnya juga berda di

dalamnya, sehingga
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le A,
Oleh karena itu,
P,(LLA)=0=> l€A,
Maka terbukti bahwa,
le A, = P,(A ) =0.
Lemma 4.16

Misalkan (X,d,,;) sebuah ruang quasi metrik kanan, di mana P,(B,ly) =

niélea drq(n,ly) dan D, (B,A) :neBigrfLEA drq(n,m) dan misalkan {l[,} S A.

Maka P, (B, ly) < D, (B, A), untuk setiap A,B € W*(X) dan a € [0, 1].
Bukti
Karena {l,} S A, maka:
l, € A,
Ambil sebarang n € B,. Karena [, € A,, maka pada definisi D, (B, A), elemen m
dapat dipilih sebagai [,. Oleh karena itu,

D(B,A) = _inf_ dyg(m,m) < drg((n, L)

Karena pertidaksamaan berlaku untuk setiap n € B,, maka ambil infimum tehadap
semua n € B, diperoleh

Da(B’A) < inf drq(n; lO) = Pa(B: lO)
NEBy

Dengan demikian,

P,(B,ly) < D,(B,A)
Jadi terbukti bahwa

P,(B,ly) < D,(B,A)

Untuk setiap 4,B € W*(X) dan a € [0, 1].
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Lemma 4.17
Misalkan (X , drq) merupakan ruang quasi metrik kanan, T : X - W*(X)
merupakan pemetaan fuzzy dan [, € X. Maka terdapat [; € X sedemikian sehingga

{li} e T(o).
Artinya, terdapat suatu elemen [; € X yang menjadi anggota himpunan fuzzy T (l,).
Bukti
KarenaT : X —» W*(X), merupakan pemetaan fuzzy, maka untuk setiap [, € X
berlaku:

T (lp) e W*(X)
Berdasarkan definisi himpunan W*(X), untuk setiap @ € [0,1], himpunan level-a
dari T (1), yaitu
(T(lo))e = {m € X|T(lo)(m) = a}

Merupakan himpunan tak kosong.
maka terdapat, [; € X sedemikian sehingga

l; € (T(p))a
Berdasarkan definisi himpunan level-a, diperoleh

T(l)(l) 2 a
Sehingga

{li} e T(o)
Jadi terbukti terdapat [; € X sedemikian sehingga {l;} c T(l,).
Lemma 4.18
Misalkan (X,d,;) merupakan ruang quasi metrik kanan. Jika barisan (l,)rq

konvergen ke | € X, maka setiap subbarisan dari (1) juga rq konvergen ke .
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Bukti
Misalkan (l,,) adalah barisan di X yang rq konvergen ke [ € X.
Berdasarkan definisi konvergen pada ruangg quasi metrik kanan, berlaku:
Jim dyo(, 1) = 0
Artinya, untuk setiap € > 0, terdapat bilangan asli N € N sedemikian sehingga:
drq(l, 1) < € untuk setiap n > N
Ambil sembarang subbarisan (I, ) dari () dengan:
N <Ny <ng < <Ny < -
Karena (l,, ) merupakan subbarisan dari (l,,), maka indeks n,, selalu bertambah.
Akibatnya, terdapat bilangan asli M sehingga untuk setiap m > M, berlaku
N, =m
sehingga
drg(L1y,) <e
Menurut definisi konvergen pada ruang quasi metrik kanan, diperoleh:
i drg (L y,,) =0
Sehingga subbarisan (I, ) juga rq-konvergen ke [.
Jadi terbukti bahwa setiap subbarisan dari barisan rq-konvergen juga rq-konvergen
ke limit yang sama.
Lemma 4.19
Misalkan (X , drq) merupakan sebuah ruang quasi metrik kanan dan misalkan A €
W * (X). Maka F,(4,1) < P,(A,m) + d,q(,m), untuk setiap A,B € W*(X)

dan a € [0,1].
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Bukti
Definisi P, (4, 1)

P,(A D) = inf d.q(n, 1)

NEAy
Definisi P, (4, m)

P,(A,m) = inf d,.q(n,m)

n€dq
Menggunakan sifat quasi metrik kanan

drg(n, 1) < dpg(n,m) + dyq(I,m)
vV n € A, berlaku

drg(n, 1) < dpg(n,m) + dyq(I,m)

inf dpq(n,l) < inf (drg(n,m) + dq(l,m))
nedq

nedg

Inf (drg(n,m) + dyg(Lm) < inf (drg(n,m) +dyg(,m))

NEAy

inf d,q(n,m) = P,(A,m)

NneEAy

inf d.q(n,1) < P,(A4,m) +d,q(l,m)

nedy
Py(A D) < P(Am) + dpy(I,m)

Maka terbukti bahwa untuk setiap A, B € W*(X) dan a € [0, 1], berlaku
P.(A,1) < Py(A,m) + dyg(Lm).

4.3 Kajian penelitian dalam perspektif islam

Penelitian mengenai pemetaan fuzzy serta ruang quasi metrik kiri dan ruang
quasi metrik kanan tidak hanya memberikan kontribusi terhadap pengembangan
matematika murni, tetapi juga dapat dikaji dalam perspektif Islam. Konsep-konsep
matematika yang membahas hubungan, kedekatan, arah, dan ketidaksimetrian

dapat menjadi refleksi terhadap kehidupan manusia yang penuh dengan proses,
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usaha, perubahan, serta perjalanan menuju keberhasilan dan keberkahan hidup. Hal
ini menunjukkan bahwa ilmu matematika tidak berdiri sendiri, tetapi memiliki
keterkaitan dengan nilai-nilai kehidupan yang bersifat filosofis dan spiritual.

Dalam konsep pemetaan fuzzy, suatu elemen tidak selalu berada pada kondisi
mutlak, melainkan memiliki derajat keanggotaan tertentu. Konsep ini menunjukkan
bahwa suatu keadaan dapat berubah secara bertahap. Dalam kehidupan manusia,
kondisi keimanan, ilmu, amal, dan kualitas diri juga tidak bersifat tetap. Ada
manusia yang berada pada tingkat kebaikan yang tinggi, sedang, maupun rendah.
Tingkatan tersebut dapat berubah melalui usaha, doa, dan ketekunan dalam
menjalani kehidupan.

Islam mengajarkan bahwa manusia diperintahkan untuk terus berusaha
memperbaiki dirinya melalui ikhtiar dan ijtihad. Hal ini sejalan dengan konsep man
Jjadda wajada, yaitu siapa yang bersungguh-sungguh maka akan memperoleh hasil.
Dalam konteks penelitian ini, perubahan derajat keanggotaan pada pemetaan fuzzy
dianalogikan sebagai perubahan kualitas hidup manusia akibat usaha yang
dilakukan secara terus-menerus. Allah SWT berfirman dalam surah Yusuf ayat 76:

st Gl 08 b sy Bl SIS T Sl 2 it F sl STy 45 gl 103
@D e ple Co3 87 3535 15 12 s i B s Y o s

Artinya :
“Maka, mulailah dia (memeriksa) karung-karung mereka sebelum (memeriksa)
karung saudaranya sendiri (Bunyamin), kemudian dia mengeluarkannya (cawan
raja itu) dari karung saudaranya. Demikianlah Kami mengatur (rencana) untuk
Yusuf. Dia tidak dapat menghukum saudaranya menurut hukum raja, kecuali Allah

menghendakinya. Kami angkat derajat orang yang Kami kehendaki; dan di atas
setiap orang yang berpengetahuan ada yang lebih mengetahui.”

Berdasarkan Tafsir Ibnu Katsir (2000), ayat tersebut menjelaskan bahwa

setinggi apa pun ilmu yang dimiliki manusia, tetap terdapat ilmu yang lebih tinggi
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darinya hingga akhirnya seluruh ilmu bermuara kepada Allah SWT Yang Maha
Mengetahui. Dalam penelitian matematika, pemahaman terhadap suatu konsep
diperoleh melalui proses belajar, analisis, dan pembuktian yang berkelanjutan. Hal
ini sejalan dengan konsep pemetaan fuzzy yang menunjukkan bahwa pengetahuan
terhadap suatu objek tidak selalu bersifat mutlak, melainkan dapat berada pada
berbagai tingkat pemahaman tertentu. Selain itu, Allah juga berfirman dalam surah
Al-Hasyr ayat 18:

(D 3laxs Gns o S 1,8 I EaX8 G B ki d 8 Ll S0 G
Artinya:
“Wahai orang-orang yang beriman, bertakwalah kepada Allah dan hendaklah
setiap orang memperhatikan apa yang telah diperbuatnya untuk hari esok

(akhirat). Bertakwalah kepada Allah. Sesungguhnya Allah Mahateliti terhadap apa
yvang kamu kerjakan.”

Menurut Tafsir (Al-Tabari, 2001) ayat tersebut mengajarkan agar manusia
senantiasa melakukan evaluasi terhadap dirinya dan mempersiapkan bekal untuk
masa depan. Dalam penelitian matematika, proses memperoleh hasil memerlukan
tahapan yang panjang dan berkesinambungan. Setiap langkah yang dilakukan,
mulai dari memahami definisi hingga membuktikan teorema, merupakan bagian
dari proses menuju tujuan akhir. Hal ini memiliki kesamaan dengan konsep
konvergen yang menunjukkan pendekatan secara bertahap menuju suatu titik

tertentu. Allah SWT juga berfirman dalam surah At-Taubah ayat 120:

o 15 fee B s V5 0 0325 1o 58 O S 53 s s sl RY 06 6
V5 SUSD Lot bgs Ol Vs oo o3 Ban W el VR T 2l VL AU
° - A of PR R I PN <t
@ Emwsd 3 Rl YA O) A fis 4 3B 8T NIYS 5aE e O3

Artinya:
“Tidak sepatutnya bagi penduduk Madinah dan orang-orang Arab Badui yang
berdiam di sekitar mereka untuk tidak turut menyertai Rasulullah (pergi
berperang) dan tidak pantas (pula) bagi mereka untuk lebih mencintai diri mereka
daripada (mencintai) dirinya (Rasulullah). Yang demikian itu karena mereka tidak
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ditimpa kehausan, kepayahan, dan kelaparan di jalan Allah, tidak (pula) menginjak
suatu tempat yang membangkitkan amarah orang-ovang kafir, dan tidak
menimpakan suatu bencana kepada musuh, kecuali (semua) itu akan dituliskan
bagi mereka sebagai suatu amal kebajikan. Sesungguhnya Allah tidak menyia-
nyiakan pahala orang-orang yang berbuat baik.”

Menurut tafsir (Ibnu Katsir, 2024) ayat tersebut, setiap usaha dan amal baik
manusia akan memperoleh balasan dari Allah SWT, sekecil apa pun usaha tersebut.
Hal ini mengajarkan bahwa setiap proses memiliki nilai dan tidak ada usaha yang
sia-sia. Dalam penelitian matematika, proses berpikir dan pencarian solusi
merupakan bagian penting yang bernilai, meskipun memerlukan waktu yang
panjang. Konsep ini dapat dikaitkan dengan perubahan derajat dalam pemetaan
fuzzy, di mana perubahan kecil tetap memiliki makna dalam menentukan hasil
akhir.

Konsep ruang quasi metrik kiri dan ruang quasi metrik kanan menunjukkan
adanya ketidaksimetrian jarak. Dalam ruang tersebut, jarak dari titik pertama ke
titik kedua belum tentu sama dengan jarak dari titik kedua ke titik pertama.
Ketidaksimetrian ini dapat dianalogikan dengan perjalanan hidup manusia yang
tidak selalu berjalan seimbang. Dalam perspektif Islam, konsep quasi metrik kiri
dapat dikaitkan dengan khauf, yaitu rasa takut kepada Allah SWT. Rasa takut
tersebut membuat manusia berhati-hati dalam bertindak dan menjauhi perbuatan
dosa. Perjalanan menuju kebaikan sering kali membutuhkan perjuangan yang berat
dan penuh kesabaran. Allah SWT berfirman surah An-Nazi’at ayat 40-41:

@ &l 2 136 @ S o o 5 g sl Dl 5
Artinya:

“Adapun orang-orang yang takut pada kebesaran Tuhannya dan menahan diri dari
(keinginan) hawa nafsunya, sesungguhnya surgalah tempat tinggal(-nya).”
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Dalam (Tafsir Al-Azhar, 2019) ayat tersebut dijelaskan bahwa orang yang
mampu mengendalikan hawa nafsu dan memiliki rasa takut kepada Allah SWT
akan memperoleh keselamatan dan kebahagiaan di akhirat. Ayat ini menunjukkan
bahwa perjuangan melawan hawa nafsu bukanlah hal yang mudah. Manusia
membutuhkan usaha besar untuk menjaga dirinya tetap berada pada jalan yang
benar.

Sementara itu, ruang quasi metrik kanan dapat dikaitkan dengan konsep raja’,
yaitu harapan terhadap rahmat dan ampunan Allah SWT. Dalam kehidupan,
manusia tidak boleh hanya memiliki rasa takut, tetapi juga harus memiliki harapan
bahwa Allah SWT akan memberikan pertolongan dan rahmat-Nya. Allah SWT
berfirman dalam surah Al-Bagarah ayat 286:

Blsl el ST ¥ & Sad U e aed b d ans Y ek 4 IS Y
Lkl o O 80 Y U e V5 15 W 2 ) e il 18 i Tl 2 Y5 1
o _o P o ! o & & o By
@ A 3 e Gl Wi ST URIG W sasls Ue

Artinya:
“Allah tidak membebani seseorang, kecuali menurut kesanggupannya. Baginya
ada sesuatu (pahala) dari (kebajikan) yang diusahakannya dan terhadapnya ada
(pula) sesuatu (siksa) atas (kejahatan) yang diperbuatnya. (Mereka berdoa,)
“Wahai Tuhan kami, janganlah Engkau hukum kami jika kami lupa atau kami
salah. Wahai Tuhan kami, janganlah Engkau bebani kami dengan beban yang berat
sebagaimana Engkau bebankan kepada orang-orang sebelum kami. Wahai Tuhan
kami, janganlah Engkau pikulkan kepada kami apa yang tidak sanggup kami

memikulnya. Maafkanlah kami, ampunilah kami, dan rahmatilah kami. Engkaulah
pelindung kami. Maka, tolonglah kami dalam menghadapi kaum kafir.”

Dalam Tafsir Kementrian Agama RI (Kemenag, 2022) ayat ini menunjukkan
bahwa setiap manusia diberikan kemampuan sesuai kapasitasnya masing-masing.
Dalam kehidupan, manusia memiliki kesempatan untuk terus berkembang dan
memperbaiki dirinya sesuai dengan kemampuan yang dimiliki. Hal ini selaras

dengan konsep pemetaan fuzzy yang menunjukkan bahwa suatu keadaan dapat
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berubah secara bertahap menuju kondisi yang lebih baik. Perubahan tersebut terjadi
melalui proses yang sesuai dengan kemampuan dan usaha yang dilakukan secara
terus-menerus.

Dengan demikian, konsep pemetaan fuzzy serta ruang quasi metrik kiri dan
ruang quasi metrik kanan tidak hanya memiliki makna matematis, tetapi juga dapat
menjadi sarana refleksi terhadap kehidupan manusia dalam perspektif Islam.
Ketidaksimetrian, kedekatan, perubahan, dan proses dalam struktur matematika
dapat menggambarkan perjalanan hidup manusia yang dipenuhi usaha, harapan,
rasa takut kepada Allah SWT, serta keyakinan bahwa keberhasilan dan keberkahan

dapat dicapai melalui ikhtiar dan doa.



5.1

BABV
PENUTUP
Kesimpulan

Berdasarkan hasil kajian dan pembahasan yang telah dijelaskan pada bab

sebelumnya, dapat disimpulkan bahwa:

1.

Ruang quasi metrik kiri dan ruang quasi metrik kanan merupakan generalisasi
dari ruang metrik yang tidak mensyaratkan sifat simteri pada fungsi jarak,
namun tetap memenuhi sifat non-negatif, identitas, dan ketaksamaan segitiga.
Perbedaan utama keduanya terletak pada arah jarak, yaitu arah kiri dan kanan.
Dalam kedua ruang, berlaku hubungan penting antara titik dan himpunan
fuzzy, yaitu:
a. Pada quasi metrik kiri:
ledA, & P,(LA)=0
b. Pada quasi metrik kanan:
ledA, & P,(AD)=0
Hal ini menunjukkan bahwa keanggotaan elemen dalam himpunan fuzzy
pada level-a dapat dikarakterisasi melalui konsep jarak.
Diperoleh bahwa jarak antara tittkk dan himpunan fuzzy memenuhi
ketaksamaan:
a. Pada quasi metrik kiri:
P,(LLA) < djg(m, D) + P,(m, A)
b. Pada quasi metrik kanan:

Py (A, D) < P,(A,m) + dyg(Lm)

63
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Hal ini menunjukkan bahwa arah pada ruang quasi metrik memengaruhi
bentuk ketaksamaan jarak dalam pemetaan fuzzy.
Pada ruang quasi metrik kiri dan kanan, jarak titik terhadap himpunan fuzzy
memenuhi sifat ketaksamaan segitiga yang melibatkan elemen ruang dan
himpunan fuzzy. Sifat ini menunjukkan adanya keterikatan antara struktur
ruang quasi metrik dan konsep jarak pada pemetaan fuzzy.

P,(I,B) < D,(A,B)
Yang menunjukkan adanya keterkaitan antara elemen dan struktur himpunan
fuzzy dalam ruang quasi metrik.
Baik pada ruang quasi metrik kiri maupun kanan, barisan konvergen dan
barisan cauchy dapat didefinisikan dan memenuhi sifat bahwa setiap
subbarisan dari barisan konvergen juga konvergen. Hal ini menunjukkan
bahwa konsep limit tetap berlaku meskipun ruang tidak simetris.
Untuk setiap pemetaan fuzzy T:X — W * (X), terdapat elemen m € X
sehingga:

T()(m) >0

yang menunjukkan bahwa hasil pemetaan fuzzy selalu memiliki elemen yang
dapat dianalisis pada level a.
Pemetaan fuzzy dalam ruang quasi metrik kiri dan kanan memiliki sifat yang
konsisten dan terstruktur, di mana hubungan antara titik dan himpunan fuzzy
dapat dinyatakan melalui konsep jarak. Perbedaan arah pada quasi metrik
hanya memengaruhi formulasi, tetapi tidak menghilangkan keteraturan yang

ada.
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Dengan demikian, penelitian ini memperkuat bahwa pemetaan fuzzy dan

ruang quasi metrik kiri serta kanan merupakan dua konsep yang saling melengkapi

dalam pengembangan teori matematika. Ruang quasi metrik menunjukkan konsep

arah dalam jarak, sedangkan pemetaan fuzzy sebagai konsep derajat dalam

keanggotaan. Integrasi kedua konsep ini menghasilkan suatu sistem yang tidak

hanya lebih umum, tetapi juga lebih fleksibel dalam menggambarkan realitas yang

kompleks dan tidak selalu bersifat pasti maupun simetris.

5.2 Saran untuk Penelitian Lanjutan

1.

Penelitian ini masih terbatas pada pembuktian sifat dan lemma dalam ruang
quasi metrik kiri dan kanan. Oleh karena itu, penelitian selanjutnya
disarankan untuk mengembangkan kajian pada teorema titik tetap (fixed
point) untuk pemetaan fuzzy dalam ruang quasi metrik, baik dalam bentuk
pemetaan tunggal maupun multivalued mapping

Penelitian selanjutnya dapat memperluas kajian pada struktur ruang yang
lebih umum, seperti quasi-pseudometrik atau generalized metric space,
sehingga diperoleh pemahaman yang lebih luas mengenai hubungan antara
struktur ruang dan pemetaan fuzzy.

Penelitian selanjutnya dapat mengkaji hubungan antara sifat topologi dan
struktur fuzzy, seperti kekompakan, kelengkapan, dan kontinuitas dalam
ruang quasi metrik, sehingga diperoleh hasil yang lebih mendalam.
Penelitian ini masih menggunakan pendekatan kajian pustaka, sehingga
penelitian selanjutnya dapat mempertimbangkan pendekatan komputasi atau
numerik untuk melihat implementasi nyata dari konsep pemetaan fuzzy dan

ruang quasi metrik.
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