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“Jika kamu tidak tahan dengan lelahnya belajar, maka kamu harus tahan dengan 
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ABSTRAK 

 
Zahro, Fatmatuz. 2026. Sifat Kelengkapan pada Ruang Grand-Kuasi Lebesgue. 

Skripsi. Program Studi Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas 
Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. 
Pembimbing: (I) Dian Maharani, M.Si. (II) Dr. Achmad Nashichuddin, M.A. 

 
Kata kunci: Ruang Grand-Kuasi Lebesgue, Kelengkapan, Ruang Kuasi-Norma, Ruang 
Kuasi-Banach 
 
Ruang grand-kuasi Lebesgue merupakan perluasan dari ruang grand Lebesgue dengan 
perbedaan utama pada rentang 𝑝, yaitu [1,∞] pada ruang grand Lebesgue dan (0,1] pada 
ruang grand-kuasi Lebesgue, sedemikian sehingga ruang grand Lebesgue merupakan ruang 
Banach dan ruang grand-kuasi Lebesgue hanya merupakan ruang kuasi-Banach karena 
memenuhi ketaksamaan kuasi-segitiga. Penelitian ini bertujuan membuktikan sifat 
kelengkapan pada ruang grand-kuasi Lebesgue melalui pendekatan studi literature dengan 
merujuk pada Formica dkk. (2021) serta literature terkait. Sebelum itu ditunjukkan terlebih 
dulu ruang tersebut adalah ruang kuasi-norma. Hasil penelitian menunjukkan bahwa ruang 
grand-kuasi Lebesgue 𝐺𝜓Q,R dengan 0 < 𝑎 < 𝑏 ≤ 1 merupakan ruang kuasi-norma 

dengan konstanta kuasi-segitiga 𝐶 = 2
E
]kf dan memenuhi kriteria kelengkapan ruang 

kuasi-norma di mana setiap deret ∑ 𝑥bd
bef  yang memenuhi ∑ 𝐶b‖𝑥b‖d

bef TU],^
< ∞ akan 

konvergen ke suatu fungsi di 𝐺𝜓Q,R dan memenuhi ketaksamaan ‖∑ 𝑥bd
bef ‖TU],^ ≤

𝐶 ∑ 𝐶b‖𝑥b‖TU],^
d
bef , sehingga merupakan ruang kuasi-Banach.  
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ABSTRACT 

 
Zahro, Fatmatuz. 2026. Completeness Property of Grand-Quasi Lebesgue Spaces. 

Undergraduate Thesis. Mathematics Study Program, Faculty of Science and 
Technology, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. 
Advisors: (I) Dian Maharani, M.Si. (II) Dr. Achmad Nashichuddin, M.A. 

 
Keywords: Grand-Quasi Lebesgue Space, Completeness, Quasi-Normed Space, Quasi-
Banach Space 
 
The grand-quasi Lebesgue space is an extension of the grand Lebesgue space. The main 
difference lies in the range of 𝑝, namely [1,∞] in the grand Lebesgue space and (0,1] in 
the grand-quasi Lebesgue space. Consequently, the grand Lebesgue space is a Banach 
space, while the grand-quasi Lebesgue space is only a quasi-Banach space because it 
satisfies the quasi-triangle inequality instead of the ordinary triangle inequality. This study 
aims to prove the completeness property of the grand-quasi Lebesgue space through a 
literature study approach, referring to Formica et al. (2021) and other related resources. 
Before proving the completeness, it must first be shown that the space is a quasi-normed 
space. The results show that the grand-quasi Lebesgue space 𝐺𝜓Q,R with 0 < 𝑎 < 𝑏 ≤ 1	is 

a quasi-normed space with quasi-triangle constant 𝐶 = 2
E
]kf. Furthermore, it satisfies the 

completeness criterion for quasi-normed spaces, i.e., every series ∑ 𝑥bd
bef  satisfying 

∑ 𝐶b‖𝑥b‖d
bef TU],^

< ∞ converges to some function in 𝐺𝜓Q,R and satisfies the inequality 
‖∑ 𝑥bd

bef ‖TU],^ ≤ 𝐶 ∑ 𝐶b‖𝑥b‖TU],^
d
bef . Therefore, the grand-quasi Lebesgue space is a 

quasi-Banach space.  
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 ثحبلا صلختسم

 

 تايلك ,تايضايرلا مسق .ةيعماج ةلاسر .غيبول هبشك-دنارغ ءاضفيف لامتكلاا تايصاخ .٢٠٢٦ .ةمطف ,ىرهزلا
 .جنلاام ميهاربإ كلام انلاوم ةعماج ,ايجولنكتلاو مولعلا
 .ةيبرتلا في يرتسجالما ,نيدلا حصان دحما روتكدلا )٢( .مولعلا في يرتسجالما ,نياراهام نايد )١( :نافرشلما

 
 .خاناب ةبش ءاضف ,يرايعلما ةبش ءاضف ,لامتكلإا ,غيبول هبشك-دنارغ :ةيساسلأا تاملكلا
 
  نوكي ثيح ,𝑝 ةميقلا قاطن في امهنيب يسيئرلا قرفلا نمكيو ,غيبول دنارغ ءاضفل ادادتما غيبول هبشك-دنارغ ءاضف برتعي

𝑝 ∈ 𝑝 و ,غيبول دنارغ ءاضف في [∞,1] ∈  دنارغ ءاضف نإف ,كلذ ىلع ءانبو .غيبول هبشك-دنارغ ءاضف في [0,1)
 نم لادب ثلثلما ةبش ةنيابتم ققيح هنلأ خاناب هبش ءاضف طقف دعي غيبول هبشك-دنارغ ءاضف امنيب ,خاناب ءاضف دعي غيبول
 ,ةيبتكلما ةساردلا جهنم للاخ نم غيبول هبشك-دنارغ ئاضف في لامتكلإا ةيصاخ تحبلا اذه فده .ةيداعلا ثلثلما ةنيابتم
 اذه نأ تابثإ لاوأ بيج ,لامتكلإا تابثإ لبقو .ةلصلا تاذ عجارلماو )٢٠٢١( نيرخأو اكيمروف ثبح ىلع دامتعلااب
0 ثيح 𝐺𝜓Q,R غيبول هبشك-دنارغ ءاضف نأ جئاتنلا ترهظ .يرايعم ءاضف دعي ءاضفلا < 𝑎 < 𝑏 ≤  ءاضف دعي 1
𝐶 ثلثلما هبش تباثب يرايعم هبش = 2

E
]kf. ةلسلستم لك نأ يأ ,ةيرايعلما هبش تاءاضفل لامتكلإا رايعم ققيح هنأ امك 

∑ 𝑥bd
bef ققتح ∑ 𝐶b‖𝑥b‖TU],^

d
bef <      ةنيابتلما ققتحو 𝐺𝜓Q,R في ةيلاد لىإ براقتت ∞
‖∑ 𝑥bd

bef ‖TU],^ ≤ 𝐶 ∑ 𝐶b‖𝑥b‖TU],^
d
bef. هبش ءاضف دعي غيبول هبشك-دنارغ ءاضف نإف ,كلذ ىلع ءانبو 

.خاناب
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Ruang Lebesgue pertama kali diperkenalkan oleh Frigyes Riesz pada tahun 

1910, yang dibangun atas teori integral yang dikembangkan oleh Henri Lebesgue 

pada tahun 1902. Kemudian ruang Lebesgue berkembang menjadi salah satu ruang 

fungsi paling fundamental dalam analisis fungsional yang berperan dalam berbagai 

cabang matematika modern. Didefinisikan 𝐿"(𝐸) untuk 1 ≤ 𝑝 < ∞ adalah koleksi 

fungsi-fungsi terukur 𝑓 pada himpunan terukur Lebesgue 𝐸 sedemikian sehingga 

∫ |𝑓|"C < ∞. Ruang Lebesgue merupakan pasangan (𝐿"(𝐸), ‖⋅‖"), di mana ‖⋅‖" 

adalah norma yang didefinisikan untuk setiap	𝑓 ∈ 𝐿"(𝐸) sebagai 

‖𝑓‖" = mn |𝑓|"
C

o

f
"
 (1) 

(Royden & Fitzpatrick, 2010). Selanjutnya, pada penelitian ini notasi 𝐿" akan 

digunakan untuk menyatakan ruang Lebesgue. 

Barisan konvergen, barisan Cauchy, dan sifat kelengkapan juga dipelajari 

pada ruang Lebesgue seperti yang dijelasakan oleh Royden & Fitzpatrick (2010). 

Suatu barisan (𝑓g) pada ruang Lebesgue 𝐿", 1 ≤ 𝑝 < ∞ dikatakan konvergen ke 

𝑓 ∈ 𝐿"(𝐸) atau (𝑓g) → 𝑓 apabila untuk setiap 𝜀 > 0 ada 𝐾 ∈ ℕ, sedemikian 

sehingga untuk 𝑛 > 𝐾, berlaku ‖𝑓g − 𝑓‖" < 𝜀 atau lim
g→d

‖𝑓g − 𝑓‖" = 0. 

Sedangkan suatu barisan (𝑓g) pada ruang Lebesgue 𝐿", 1 ≤ 𝑝 < ∞ dikatakan 

barisan Cauchy apabila untuk setiap 𝜀 > 0 ada 𝑁 ∈ ℕ, sedemikian sehingga untuk 

𝑚, 𝑛 > 𝑁, berlaku ‖𝑓y − 𝑓g‖" < 𝜀 atau lim
y,g→d

‖𝑓g − 𝑓y‖" = 0. Berdasarkan 



 

 

2 

teorema Riezs-Fischer, ruang Lebesgue 𝐿" merupakan ruang Banach (Royden & 

Fitzpatrick, 2010). Sedangkan ruang Banach adalah suatu ruang bernorma yang 

lengkap, di mana untuk setiap barisan Cauchy pada ruang bernorma tersebut akan 

konvergen ke suatu elemen di ruang itu (Muscat, 2024). 

Sifat kelengkapan menjamin bahwa setiap barisan yang konvergen secara 

Cauchy di dalam ruang tersebut, akan memiliki limit yang juga merupakan anggota 

dari ruang yang sama. Konsep keteraturan pada sifat kelengkapan ini merupakan 

cerminan dari kesempurnaan ciptaan Sang Pencipta. Dunia ini diciptakan dengan 

hukum dan aturan yang sempurna, teratur, dan konsisten, layaknya sebuah sistem 

matematika yang lengkap. Setiap fenomena alam, dari pergerakan planet hingga 

pertumbuhan sel, mengikuti "aturan" yang telah ditetapkan. Keteraturan ini 

bukanlah suatu kebetulan, melainkan cerminan dari kesempurnaan ciptaan Allah. 

Sebagaimana firman-Nya dalam surat Al-Mulk ayat 3-4 (Kemenag, 2022) yang 

berbunyi: 

ىرٰتَ لْهَ  ◌ۙ رَصَبَلْا عِجِرْافَ  ◌ۗ تٍوُفٰتَ نْمِ نِمٰحَّْرلا قِلْخَ يْفِ ىرٰتَ امَ  ◌ۗ اقًابَطِ تٍوٰمٰسَ عَبْسَ قَلَخَ يْذَِّلا  
۝x رٌيْسِحَ وَهَُّو ائًسِاخَ رُصَبَلْا كَيْلَاِ بْلِقَنْيَ نِيْتََّركَ رَصَبَلْا عِجِرْا َّمثُ  ۝y روْطُفُ نْمِ  

Artinya: "(Yaitu) Yang telah menciptakan tujuh langit berlapis-lapis. Kamu sekali-
kali tidak melihat pada ciptaan Tuhan Yang Maha Pemurah sesuatu yang tidak 
seimbang. Maka lihatlah berulang-ulang, adakah kamu lihat sesuatu yang tidak 
seimbang? Kemudian pandanglah sekali lagi, niscaya penglihatanmu akan kembali 
kepadamu dengan tidak menemukan cacat dan ia (penglihatanmu) dalam keadaan 
payah." (QS. Al-Mulk: 3-4). 

Ayat ini mengajak manusia untuk merenungi ciptaan-Nya yang terbebas 

dari segala bentuk cacat dan kerusakan. Ibnu Katsir dalam tafsirnya mengutip 

penjelasan As-Suddi bahwa kata futhur dimaknai sebagai “kerusakan” (Katsir, 

2004). Penegasan ini menunjukkan bahwa kesempurnaan ciptaan Allah itu bersifat 

mutlak, tanpa celah kelemahan sedikit pun. Inspirasi dari ayat inilah yang 
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mendasari ketertarikan peneliti untuk mengkaji sifat kelengkapan secara 

mendalam, khususnya pada generalisasi dari ruang Lebesgue 𝐿". 

Namun, sifat kelengkapan pada ruang Lebesgue 𝐿" tidak berlaku untuk 0 <

𝑝 < 1. Ketika 0 < 𝑝 < 1 norma (1) tidak memenuhi sifat ketaksamaan segitiga 

pada definisi norma. Pada kasus ini Aoki (1942) memperkenalkan konsep kuasi-

norma di mana konsep ini melemahkan sifat ketaksamaan segitiga pada norma. 

Sehingga 𝐿"(𝐸) dengan 0 < 𝑝 < 1 bukan merupakan ruang Banach, namun 

merupakan contoh dari ruang kuasi-Banach (Nekvinda & Peša, 2024). Hal ini 

sesuai dengan teorema Aoki-Rolewicz, di mana setiap ruang kuasi-norma yang 

lengkap ekuivalen dengan suatu norma-𝑝 untuk 0 < 𝑝 ≤ 1. 

Banyak peneliti yang mengembangkan ruang Lebesgue, salah satu contoh 

dari pengembangan ruang Lebesgue ini adalah ruang grand Lebesgue. Ruang ini 

pertama kali diperkenalkan oleh Iwaniec & Sbordone (1992) dalam bentuk umum 

yang dikenal dengan 𝐿") dan dikembangkan lebih lanjut oleh Fiorenza dkk. (2018). 

Perbedaan mendasar antara ruang Lebesgue dan ruang grand Lebesgue terletak 

pada pendekatan terhadap 𝑝, di mana pada ruang grand Lebesgue 𝑝 dilihat dari 

suatu interval buka (𝛼, 𝛽). 

Penelitian mengenai ruang grand Lebesgue juga dilakukan oleh Formica dkk. 

(2021). Pada penelitiannya ruang grand Lebsgue disimbolkan dengan 𝐺𝜓M,N. 

Selanjutnya, pada penelitian ini notasi tersebut akan digunakan untuk menyatakan 

ruang grand Lebesgue. Dalam penelitian Formica dkk. (2021) ruang grand 

Lebesgue 𝐺𝜓M,N didefinisikan dengan memisalkan (𝑄, ℬ, 𝜇) adalah ruang ukuran 

di mana 𝐵 adalah 𝜎-aljabar dan 𝜇 adalah ukuran yang terdefinisi pada (𝑄, ℬ) tidak 

nol dan berhingga dan memisalkan 𝜓(𝑝) = 𝜓M,N(𝑝) dengan 𝑝 ∈ (𝛼, 𝛽), untuk 1 ≤
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𝛼 < 𝛽 ≤ ∞ merupakan suatu fungsi kontinu positif yang bernilai real di interval 

buka (𝛼, 𝛽) sedemikian sehingga 

inf
"∈(M,N)

𝜓(𝑝) > 0. 

Ruang Grand Lebesgue 𝐺𝜓M,N memuat semua fungsi terukur 𝑓: 𝑄 → ℝ, sedemikian 

sehingga 

‖𝑓‖TUV,W = 𝑠𝑢𝑝
"∈(M,N)

�
‖𝑓‖"
𝜓(𝑝)

� < ∞, 1 ≤ 𝛼 < 𝛽 ≤ ∞. (2) 

Seperti halnya ruang Lebesgue, ruang grand Lebesgue	𝐺𝜓M,N untuk 1 ≤

𝛼 < 𝛽 ≤ ∞ juga merupakan ruang Banach (Ostrovsky & Sirota, 2007). Namun 

pada kasus 𝑝 < 1, di mana 𝑝 ∈ (𝛼, 𝛽), norma (2) tidak memenuhi sifat 

ketaksamaan segitiga pada definisi norma sehingga ruang ini bukan Banach 

melainkan contoh dari ruang kuasi-Banach (Nekvinda & Peša, 2024). Karena hal 

ini, kemudian dikembangkan ruang grand-kuasi Lebesgue di mana merupakan 

perluasan dari ruang grand Lebesgue	𝐺𝜓M,N. 

Kajian mengenai ruang ini diperkenalkan oleh Formica dkk. (2021) di mana 

mengganti batas 𝑝 pada 𝐺𝜓M,N, yaitu 1 ≤ 𝛼 < 𝛽 ≤ ∞ dengan 0 < 𝑎 < 𝑏 ≤ 1 pada 

𝑝 ∈ (𝑎, 𝑏) dengan menggunakan kuasi-norma. Misalkan (𝑄, ℬ, 𝜇) adalah ruang 

ukuran di mana 𝜇 adalah ukuran yang terdefinisi pada ruang terukur (𝑄, ℬ) dan 

𝜓(𝑝) = 𝜓Q,R(𝑝) dengan 𝑝 ∈ (𝑎, 𝑏) untuk 0 < 𝑎 < 𝑏 ≤ 1 merupakan suatu fungsi 

kontinu positif yang bernilai real di interval buka (𝑎, 𝑏) sedemikian sehingga 

inf
"∈(Q,R)

𝜓(𝑝) > 0. 

Ruang grand-kuasi Lebesgue 𝐺𝜓Q,R memuat semua fungsi terukur 𝑓: 𝑄 → ℝ, 

sedemikian sehingga 
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‖𝑓‖TU],^ = sup
"∈(Q,R)

�
‖𝑓‖"
𝜓(𝑝)� < ∞, 0 < 𝑎 < 𝑏 ≤ 1. 

Walaupun konsep ruang grand-kuasi Lebesgue telah diperkenalkan, penjelasan 

rinci mengenai sifat kelengkapan ruang ini masih terbatas. Dengan demikian, pada 

penelitian ini penulis akan membuktikan rinci sifat kelengkapan pada ruang grand-

kuasi Lebesgue. 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan paparan latar belakang di atas, maka pada penelitian ini akan 

dibahas bagaimana pembuktian sifat kelengkapan pada ruang grand-kuasi 

Lebesgue? 

1.3 Tujuan Penelitian 

Berdasarkan paparan latar belakang dan rumusan masalah di atas, maka 

penelitian ini bertujuan untuk membuktikan sifat kelengkapan pada ruang grand-

kuasi Lebesgue. 

1.4 Manfaat Penelitian 

Manfaat yang diharapkan dari penelitian ini adalah sebagai bahan untuk 

mengembangkan bahasan tentang ruang grand-kuasi Lebesgue yang lengkap. 

1.5 Batasan Masalah 

Batasan masalah pada penelitian ini adalah hanya menjelaskan kelengkapan 

dari ruang grand-kuasi Lebesgue dengan membuktikan teorema yang terkait. 

1.6 Definisi Istilah 

1. Ruang Lebesgue 

Didefinisikan 𝐿"(𝐸) untuk 1 ≤ 𝑝 < ∞ adalah koleksi fungsi-fungsi terukur 

𝑓 pada himpunan terukur Lebesgue 𝐸 sedemikian sehingga 
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n |𝑓|"
C

< ∞ 

Ruang Lebesgue merupakan pasangan (𝐿"(𝐸), ‖⋅‖"), di mana ‖⋅‖" adalah 

norma yang didefinisikan untuk setiap	𝑓 ∈ 𝐿"(𝐸) sebagai 

‖𝑓‖" = mn |𝑓|"
C

o

f
"
 (1) 

2. Ruang Grand Lebesgue 

Misalkan (𝐸, ℬ, 𝜇) adalah ruang ukuran di mana 𝜇 adalah ukuran yang 

terdefinisi pada ruang terukur (𝐸, ℬ) dan 𝜓(𝑝) = 𝜓M,N(𝑝) dengan 𝑝 ∈ (𝛼, 𝛽) 

untuk 1 ≤ 𝛼 < 𝛽 ≤ ∞ merupakan suatu fungsi kontinu positif yang bernilai 

real di interval buka sedemikian sehingga 

inf
"∈(M,N)

𝜓(𝑝) > 0. 

Ruang grand Lebesgue 𝐺𝜓M,N memuat semua fungsi terukur 𝑓: 𝐸 → ℝ, 

sedemikian sehingga 

‖𝑓‖TUV,W = sup
"∈(M,N)

�
‖𝑓‖"
𝜓(𝑝)� < ∞, 1 ≤ 𝛼 < 𝛽 ≤ ∞. 

3. Ruang Grand-Kuasi Lebesgue 

Misalkan (𝐸, ℬ, 𝜇) adalah ruang ukuran di mana 𝜇 adalah ukuran yang 

terdefinisi pada ruang terukur (𝐸, ℬ) dan 𝜓(𝑝) = 𝜓Q,R(𝑝) dengan 𝑝 ∈ (𝑎, 𝑏), 

untuk 0 < 𝑎 < 𝑏 ≤ 1 merupakan suatu fungsi kontinu positif yang bernilai 

real di interval buka sedemikian sehingga 

inf
"∈(Q,R)

𝜓(𝑝) > 0. 

Ruang grand-kuasi Lebesgue 𝐺𝜓Q,R memuat semua fungsi terukur 𝑓: 𝐸 → ℝ, 

sedemikian sehingga 
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‖𝑓‖TU],^ = sup
"∈(Q,R)

�
‖𝑓‖"
𝜓(𝑝)� < ∞, 0 < 𝑎 < 𝑏 ≤ 1.
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BAB II 

KAJIAN TEORI 

 

2.1  Teori Pendukung 

Pada subbab ini, akan dikaji mengenai teori-teori pendukung yang terkait 

penelitian ini sebagai acuan dalam melakukan penelitian. 

2.1.1 Ruang Ukuran 

Sebelum membahas tentang ruang grand-kuasi Lebesgue, akan dibahas 

tentang ruang ukuran, karena ruang grand-kuasi Lebesgue dibangun atas dasar 

ruang ukuran. 

Definisi 2.1 (Royden & Fitzpatrick, 2010) 

Diberikan sebuah himpunan 𝑋, koleksi ℬ yang berisi himpunan-himpunan bagian 

dari 𝑋 disebut sebagai 𝜎-aljabar pada 𝑋 apabila memenuhi 

1. Himpunan kosong, yaitu ∅ ada di ℬ. 

2. Untuk setiap himpunan 𝐸 ∈ ℬ, komplemennya 𝐸� ≔ 𝑋\𝐸 juga merupakan 

anggota ℬ. 

3. Untuk setiap koleksi terhitung {𝐸f, 𝐸�, … } di mana setiap 𝐸g untuk 𝑛 =

1,2, …, gabungan ⋃ 𝐸gd
gef  juga merupakan anggota ℬ. 

Contoh 2.2 

Misalkan 𝑋 = ℕ = {1, 2, 3, … }. Ambil ℬ = 𝒫(ℕ), yaitu himpunan kuasa dari ℕ 

yang memuat semua himpunan bagian dari ℕ. 

1. Himpunan kosong ∅ ∈ ℬ, karena ∅ ⊆ ℕ. 

2. Ambil sebarang 𝐸 ∈ ℬ. Pilih 

𝐸 = {2, 4, 6, 8, … }, 
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maka komplemennya 

𝐸� = ℕ\{2, 4, 6, 8, … }	

= {1, 3, 5, 7, … }. 

Karena {1, 3, 5, 7, … } ⊆ ℕ, maka 𝐸� ∈ ℬ. 

3. Pilih 𝐸g = {𝑛 + 1, 𝑛 + 2,… } dengan 𝑛 = 1, 2, …. Perhatikan bahwa 

𝐸f = {2, 3, 4, 5, … }	

𝐸� = {3, 4, 5, 6, … }	

𝐸� = {4, 5, 6, 7, … } 

dan seterusnya sedemikian sehingga, 

�𝐸g

d

gef

= 𝐸f ∪ 𝐸� ∪ 𝐸� ∪ …	

= {2, 3, 4, 5, … } ∪ {3, 4, 5, 6, … } ∪ {4, 5, 6, 7, … } ∪ …	

= {2, 3, 4, 5, … }.	

Karena {2, 3, 4, 5, … } ⊆ ℕ, maka {2, 3, 4, 5, … } ∈ ℬ. 

Berdasarkan Definisi 2.1, terlihat ℬ merupakan 𝜎-aljabar. 

Definisi 2.3 (Royden & Fitzpatrick, 2010) 

Didefinisikan bilangan real diperluas adalah ℝ ∪ {±∞}. Sedemikian sehingga 

setiap himpunan bilangan real memiliki supremum dan infimum yang merupakan 

anggota dari bilangan real diperluas. 

Contoh 2.4 

Ambil 𝐴 = {1, 2, 3, … }. 

Nilai sup𝐴 tidak terdefinisi di ℝ. Namun, berdasarkan Definisi 2.3, sup𝐴 

terdefinisi di ℝ ∪ {±∞}, yaitu 

sup𝐴 = +∞. 
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Kemudian ambil 𝐵 = {… ,−3,−2,−1}. 

Nilai inf 𝐵 tidak terdefinisi di ℝ. Namun, berdasarkan Definisi 2.3, inf 𝐴 

terdefinisi di ℝ ∪ {±∞}, yaitu 

inf 𝐵 = −∞. 

Definisi 2.5 (Royden & Fitzpatrick, 2010) 

Sebuah ruang terukur didefinisikan sebagai pasangan (𝑋, ℬ), dengan 𝑋 adalah 

sebuah himpunan dan ℬ adalah 𝜎-aljabar pada 𝑋. Sebuah humpunan 𝐸 ⊆ 𝑋 

dikatakan terukur apabila 𝐸 ∈ ℬ. 

Contoh 2.6 

Ambil 𝑋 = {1, 2, 3, 4} dan definisikan ℬ = {∅, {1, 2}, {3, 4}, 𝑋}. 

Perhatikan bahwa 

1. ∅ ∈ ℬ 

2. {1, 2}� = {3, 4} ∈ ℬ, dan {3, 4}� = {1, 2} ∈ ℬ, dan ∅� = 𝑋 ∈ ℬ. 

3. {1, 2} ∪ {3, 4} = 𝑋 ∈ ℬ. 

Terlihat ℬ adalah 𝜎-aljabar pada 𝑋, sehingga berdasarkan Definisi 2.5, (𝑋, ℬ) 

merupakan ruang terukur dan himpunan ∅, {1, 2}, {3, 4}, 𝑋 adalah himpunan 

terukur. 

Definisi 2.7 (Royden & Fitzpatrick, 2010) 

Diberikan sebuah ruang terukur (𝑋, ℬ). Suatu ukuran 𝜇	adalah fungsi tak negatif 

dan bernilai real diperluas, 𝜇: ℬ → [0,+∞] yang memenuhi aksioma berikut. 

1. 𝜇(∅) = 0. 

2. Untuk setiap koleksi terhitung {𝐸b}befd  yang saling disjoin, berlaku 

𝜇(⋃ 𝐸bd
bef ) = ∑ 𝜇(𝐸b)d

bef . 
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Triplet (𝑋, ℬ, 𝜇), di mana (𝑋, ℬ) adalah ruang terukur dan 𝜇 adalah ukuran yang 

terdefinisi pada ℬ disebut sebagai ruang ukuran. 

Contoh 2.8 

Misalkan (𝑋, ℬ) adalah ruang terukur dengan 𝑋 = [1,5], ℬ =

{∅, [1,2), [2,5], [1,5]}. Didefinisikan fungsi 𝜇: ℬ → [0,+∞] dengan 𝜇(∅) = 0 

dan 𝜇(𝐼) adalah panjang interval 𝐼. Buktikan bahwa fungsi (𝑋, ℬ, 𝜇) adalah ruang 

ukuran. 

Bukti. 

Diketahui 𝜇(∅) = 0, 𝜇�[1,2)� = 1, 𝜇([2,5]) = 3, dan 𝜇([1,5]) = 4. Jelas terlihat 

bahwa 𝜇 memenuhi aksioma 1 pada Definisi 2.7. 

Misalkan 𝐸f = ∅, 𝐸� = [1,2), 𝐸� = [2,5], dan 𝐸� = [1,5]. Pasangan himpunan 

yang saling lepas dalam ℬ adalah 𝐸f dengan 𝐸�, 𝐸�, 𝐸� dan 𝐸� dengan 𝐸�. 

Perhatikan bahwa, 

1. Untuk 𝐴f dengan 𝐸�, 𝐸�, 𝐸� 

𝜇(∅ ∪ 𝐸f) = 𝜇(𝐸f)	

= 0 + 𝜇(𝐸f)	

= 𝜇(∅) + 𝜇(𝐸f) 

Berlaku pula untuk 𝐸�, 𝐸�, 𝐸�. 

2. Untuk 𝐸� dengan 𝐸� 

𝜇(𝐸� ∪ 𝐸�) = 𝜇(𝐸�)	

= 4 

Perhatikan bahwa, 

𝜇(𝐸�) + 𝜇(𝐸�) = 1 + 3	

= 4 
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Terlihat 𝜇(𝐸� ∪ 𝐸�) = 	𝜇(𝐸�) + 𝜇(𝐸�). 

Dengan demikian, aksioma 2 pada Definisi 2.7 terpenuhi untuk semua 

kemungkinan barisan himpunan saling lepas dalam ℬ. Sehingga terbukti bahwa 

(𝑋, ℬ, 𝜇) adalah ruang ukuran. 

2.1.2 Ruang Lebesgue 

Pada subbab ini akan dibahas ruang Lebesgue 𝐿". Sebelum memberikan 

definisi ruang Lebesgue, terlebih dahulu diperkenalkan beberapa konsep yang 

menjadi dasar terbentuknya ruang Lebesgue, yaitu ukuran luar, himpunan terukur, 

fungsi terukur, fungsi sederhana, dan integral Lebesgue. 

Definisi 2.9 (Royden & Fitzpatrick, 2010) 

Misalkan 𝐴 ⊂ ℝ. Ukuran luar Lebesgue dari 𝐴 dinotasikan dengan 𝑚∗(𝐴) 

didefinisikan sebagai 

𝑚∗(𝐴) = inf � ℓ(𝐼b)
d

bef

¡𝐴 ⊆�𝐼b

d

bef

, 𝐼b	interval	buka©, 

di mana ℓ(𝐼b) menyatakan panjang interval 𝐼b. 

Contoh 2.10 

Ambil 𝐴 = ℚ ∩ [0,1] yang merupakan himpunan bilangan rasional antara 0 dan 

1 dan terlihat bahwa 𝐴 ⊂ ℝ. Kemudian tulis 𝐴 sebagai 

𝐴 = {𝑟b|𝑟b ∈ ℚ ∩ [0,1], 𝑘 = 1,2, …}. 

Untuk setiap bilangan rasional 𝑟b, definisikan 

𝐼b = @𝑟b −
𝜀

2b¬f , 𝑟b +
𝜀

2b¬fD, 

untuk sebarang 𝜀 > 0. Terlihat bahwa untuk setiap 𝑘, 𝑟b berada pada interval 𝐼b, 

sehingga 𝑟b ∈ 𝐼b. Hal ini berarti 

{𝑟f} ⊂ 𝐼f;		𝑟� ⊂ 𝐼�;		𝑟� ⊂ 𝐼�; …, 
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sedemikian sehingga 

{𝑟f} ∪ {𝑟�} ∪ {𝑟�} ∪ … ⊆ 𝐼f ∪ 𝐼� ∪ 𝐼� ∪ …	

{𝑟f, 𝑟�, 𝑟�, … } ⊆�𝐼b

d

bef

	

𝐴 ⊆�𝐼b

d

bef

. 

Kemudian perhatikan bahwa 

ℓ(𝐼b) = @𝑟b +
𝜀

2b¬fD − @𝑟b −
𝜀

2b¬fD	

=
𝜀

2b¬f +
𝜀

2b¬f	

=
2𝜀
2b¬f	

=
𝜀
2b, 

maka nilai deret 

 ℓ(𝐼b)
d

bef

=  
𝜀
2b

d

bef

	

= 𝜀 
1
2b

d

bef

	

= 𝜀 ⋅ 1	

= 𝜀. 

Sehingga didapatkan 

𝑚∗(𝐴) = inf � ℓ(𝐼b)
d

bef

©	

= inf{𝜀}	

= 0. 
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Maka ukuran luar dari 𝐴 = ℚ ∩ [0,1] adalah nol. 

Definisi 2.11 (Royden & Fitzpatrick, 2010) 

Suatu himpunan 𝐸 ⊂ ℝ dikatakan terukur Lebesgue, apabila untuk setiap 

himpunan 𝐴 ⊂ ℝ berlaku 

𝑚∗(𝐴) = 𝑚∗(𝐴 ∩ 𝐸) + 𝑚∗(𝐴 ∩ 𝐸�). 

Contoh 2.12 

Ambil 𝐸 = [2,5] dan 𝐴 = [1,6]. Akan ditunjukkan 𝑚∗(𝐴) = 𝑚∗(𝐴 ∩ 𝐸) +

𝑚∗(𝐴 ∩ 𝐸�). Perhatikan bahwa 

1. Nilai 𝑚∗(𝐴) 

𝑚∗(𝐴) = 𝑚∗([1,6]) = 5. 

2. Nilai 𝑚∗(𝐴 ∩ 𝐸) 

𝑚∗(𝐴 ∩ 𝐸) = 𝑚∗([1,6] ∩ [2,5])	

= 𝑚∗([2,5])	

= 3. 

3. Nlai 𝑚∗(𝐴 ∩ 𝐸�) 

Perhatikan bahwa 

𝐴 ∩ 𝐸� = [1,6] ∩ ([2,5])�	

= [1,6] ∩ �(−∞, 2) ∪ (5, +∞)�	

= [1,2) ∪ (5,6], 

sehingga didapatkan 

𝑚∗(𝐴 ∩ 𝐸�) = 𝑚∗([1,2) ∪ (5,6])	

= 𝑚∗�[1,2)� + 𝑚∗�(5,6]�	

= 1 + 1	

= 2. 
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Terlihat bahwa 

𝑚∗(𝐴 ∩ 𝐸) + 𝑚∗(𝐴 ∩ 𝐸�) = 3 + 2	

= 5	

= 𝑚∗(𝐴). 

Definisi 2.13 (Royden & Fitzpatrick, 2010) 

Suatu fungsi 𝑓: 𝐸 → [−∞,+∞] dikatakan terukur Lebesgue, apabila 𝐸 terukur 

Lebesgue dan memenuhi salah satu pernyataan ekuivalen berikut. 

1. Untuk setiap 𝑐 ∈ ℝ, himpunan {𝑥 ∈ 𝐸|𝑓(𝑥) > 𝑐} terukur Lebesgue. 

2. Untuk setiap 𝑐 ∈ ℝ, himpunan {𝑥 ∈ 𝐸|𝑓(𝑥) ≥ 𝑐} terukur Lebesgue. 

3. Untuk setiap 𝑐 ∈ ℝ, himpunan {𝑥 ∈ 𝐸|𝑓(𝑥) < 𝑐} terukur Lebesgue. 

4. Untuk setiap 𝑐 ∈ ℝ, himpunan {𝑥 ∈ 𝐸|𝑓(𝑥) ≤ 𝑐} terukur Lebesgue. 

5. Untuk setiap 𝑐 ∈ ℝ ∪ {±∞}, himpunan {𝑥 ∈ 𝐸|𝑓(𝑥) = 𝑐} terukur 

Lebesgue. 

Contoh 2.14 

Misalkan 𝑓: 𝐸 → ℝ dengan 𝐸 = [−4,4] dan 

𝑓(𝑥) = 𝑥� − 4. 

Karena 𝐸 adalah interval, maka 𝐸 terukur (Royden & Fitzpatrick, 2010). 

Kemudian ambil 𝑐 = 5, sedemikian sehingga 

𝑥� − 4 < 5	

𝑥� < 9	

|𝑥| < 3. 

Karena ±𝑥 ∈ [−4,4]²|𝑥| < 3³ = (−3,3) adalah himpunan terukur, maka fungsi 𝑓 

terukur Lebesgue. 
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Definisi 2.15 (Royden & Fitzpatrick, 2010) 

Misalkan 𝐴 adalah sebarang himpunan, maka fungsi karakteristik dari 𝐴 

dinotasikan dengan 𝜒4 didefinisikan sebagai 

𝜒4(𝑥) = ´1, 𝑥 ∈ 𝐴
0, 𝑥 ∉ 𝐴. 

Dengan demikian 𝜒4 dapat disebut sebagai fungsi terukur ketika 𝐴 adalah 

himpunan terukur. Selanjutnya, bentuk kombinasi linear dari fungsi-fungsi 

karakteristik, yaitu fungsi sederhana akan berperan penting dalam pembahasan 

integral Lebesgue. 

Contoh 2.16 

Ambil 𝐴 = [2,5], fungsi karakteristik dari 𝐴 adalah 

𝜒[�,¶] = ·1,						2 ≤ 𝑥 ≤ 5														
0,						𝑥 < 2	𝑎𝑡𝑎𝑢	𝑥 > 5 

Karena 𝐴 berupa interval tutup, maka 𝐴 terukur. Kemudian berdasarkan Definisi 

2.15, 𝜒[�,¶] merupakan fungsi terukur. 

Definisi 2.17 (Royden & Fitzpatrick, 2010) 

Suatu fungsi 𝜑: 𝐸 → ℝ untuk suatu himpunan terukur berhingga 𝐸, disebut 

sebagai fungsi sederhana apabila 𝜑 terukur dan hanya mengambil nilai bilangan 

berhingga. Jika 𝜑 mengambil nilai berhingga 𝑐f, … , 𝑐g, maka 

𝜑 = 𝑐b𝜒Cº

g

bef

, 

di mana 𝜒Cºadalah fungsi karakteristik dari 𝐸b dengan 𝐸b = {𝑥 ∈ 𝐸|𝜑(𝑥) = 𝑐b}. 

Penulisan 𝜑 sebagai kombinasi linier dari fungsi karakteristik ini disebut sebagai 

canonical representation dari fungsi sederhana 𝜑. 
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Contoh 2.18 

Ambil 𝐸 berhingga, yaitu 𝐸 = [0,4] ⊂ ℝ. Misalkan 𝑐f = 2, 𝑐� = 5, 𝑐� = −1. 

Kemudian definisikan 𝐸b = {𝑥 ∈ 𝐸|𝜑(𝑥) = 𝑐b} 

𝐸f = [0,1], 𝐸� = (1,3], 𝐸� = (3,4], 

sehingga 

𝜑(𝑥) = �
2,												𝑥 ∈ 𝐸f
5,												𝑥 ∈ 𝐸�
−1, 𝑥 ∈ 𝐸�

 

Fungsi 𝜑 dapat dinyatakan dalam bentuk kombinasi linier dari fungsi-fungsi 

karakteristik 

𝜑 = 𝑐f𝜒CE + 𝑐�𝜒C» + 𝑐�𝜒C¼	

= 2𝜒[½,f] + 5𝜒(f,�] + (−1)𝜒(�,�]. 

Karena 𝐸f, 𝐸�, 𝐸� terukur dan 𝜑 berupa fungsi konstan, maka 𝜑 terukur. 

Kemudian berdasarkan Definisi 2.17, fungsi 𝜑 merupakan fungsi sederhana. 

Definisi 2.19 (Royden & Fitzpatrick, 2010) 

Untuk suatu fungsi sederhana 𝜑 yang terdefinisi pada himpunan terukur berhingga 

𝐸, didefinisikan integral 𝜑 atas 𝐸 sebagai 

n 𝜑
C

=  𝑐b ⋅ 𝑚(𝐸b)
g

bef

 

Di mana 𝑐b adalah nilai berhingga yang diambil fungsi sederhana 𝜑 pada 

himpunan 𝐸b dan 𝑚(𝐸b) adalah ukuran Lebesgue dari himpunan 𝐸b dengan 𝐸b =

{𝑥 ∈ 𝐸|𝜑(𝑥) = 𝑐b}. 

Contoh 2.20 

Ambil 𝐸 = [0,6]. Misalkan 𝑐f = 2, 𝑐� = 4, 𝑐� = −1. 

Definisikan 𝐸b = {𝑥 ∈ 𝐸|𝜑(𝑥) = 𝑐b} dengan 
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𝐸f = [0,2], 𝐸� = (2,5], 𝐸� = (5,6], 

sehingga 

𝜑(𝑥) = �
2,												𝑥 ∈ 𝐸f
4,												𝑥 ∈ 𝐸�
−1, 𝑥 ∈ 𝐸�

 

Kemudian tulis 𝜑 sebagai kombinasi linier berdasarkan Definisi 2.17. 

𝜑 = 2𝜒[½,�] + 4𝜒(�,¶] + (−1)𝜒(¶,¾]. 

Hitung ∫ 𝜑C  berdasarkan Definisi 2.19. 

n 𝜑
[½,¾]

=  𝑐b ⋅ 𝑚(𝐸b)
g

bef

	

= 2 ⋅ 𝑚([0,2]) + 4 ⋅ 𝑚�(2,5]� + (−1)𝑚�(5,6]�	

= 2 ⋅ 2 + 4 ⋅ 3 + (−1) ⋅ 1	

= 15. 

Pada Definisi 2.19 telah didefinisikan integral atas 𝐸 dari fungsi sederhana 

𝜑 sebagai kombinasi linear. Pada Definisi 2.21 dan 2.22 akan didefinisikan nilai 

integral atas 𝐸 dari sebarang fungsi terukur 𝑓 yang didekati oleh nilai integral atas 

𝐸 dari fungsi-fungsi sederhana 𝜑. 

Definisi 2.21 (Royden & Fitzpatrick, 2010) 

Misalkan 𝑓: 𝐸 → ℝ terbatas dengan 𝐸 adalah himpunan terukur berhingga. 

Didefinisikan integral Lebesgue atas dan bawah dari 𝑓 atas 𝐸 sebagai 

sup �n 𝜑
C

¿𝜑	fungsi	sederhana	dan	𝜑 ≤ 𝑓	pada	𝐸, � 

dan 

inf �n 𝜑
C

¿ 𝜑	fungsi	sederhana	dan	𝑓 ≤ 𝜑	pada	𝐸. � 
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Karena 𝑓 terbatas, maka nilai integral Lebesgue atas dan bawahnya berhingga dan 

nilai integral Lebesgue atas selalu setidaknya sama dengan integral Lebesgue 

bawah. 

Definisi 2.22 (Royden & Fitzpatrick, 2010) 

Suatu fungsi terbatas 𝑓 dengan domain himpunan terukur berhingga 𝐸 dikatakan 

terintegralkan Lebesgue atas 𝐸, apabila integral Lebesgue atas dan bawahnya 

sama. Umumnya nilai ini disebut sebagai integral Lebesgue 𝑓 atas 𝐸 atau ∫ 𝑓C . 

Definisi 2.23 (Royden & Fitzpatrick, 2010) 

Suatu ruang linier ℱ adalah koleksi fungsi-fungsi 𝑓: 𝐸 → ℝ ∪ {±∞} dengan 𝐸 

merupakan himpunan terukur berhingga. Dua fungsi 𝑓, 𝑔 ∈ ℱ dikatakan 

ekuivalen (𝑓 ≅ 𝑔) apabila 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) untuk hampir semua 𝑥 ∈ 𝐸. Hubungan 

ini merupakan relasi ekuivalensi, sehingga ℱ terbagi menjadi kelas-kelas 

ekuivansi yang dinotasikan dengan ℱ/≅. Berikut akan didefinisikan 

{𝐿"(𝐸)}fÇ"Çd yang merupakan subruang dari ℱ/≅. 

Definisi 2.24 (Khanfer, 2023; Royden & Fitzpatrick, 2010) 

Ruang Lebesue 𝐿"(𝐸) dengan 1 ≤ 𝑝 < ∞ adalah koleksi fungsi terukur 𝑓 pada 

himpunan terukur 𝐸 sedemikian sehingga 

n |𝑓|"
C

< ∞. 

Unutk setiap 𝑓 ∈ 𝐿"(𝐸) di mana 1 ≤ 𝑝 < ∞, berlaku norma 

‖𝑓‖" = mn |𝑓|"
C

o

f
"
. 
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Berdasarkan Definisi 2.23, ruang Lebesgue 𝐿" merupakan ruang linier yang 

dilengkapi dengan norma ‖𝑓‖". Sehingga ruang Lebesgue 𝐿" merupakan salah 

satu contoh ruang bernorma linier (Royden & Fitzpatrick, 2010). 

Contoh 2.25 

Ambil 𝐸 = [0,1] ∪ [2,4], 𝜇 adalah ukuran Lebesgue pada 𝐸, dan 𝑝 = �
�
. 

Definisikan koleksi fungsi step sebagai 

𝑆 = ±𝑓Q,R(𝑥) = 𝑎𝜒[½,f](𝑥) + 𝑏𝜒[�,�](𝑥)|𝑎, 𝑏 ∈ ℝ³. 

Hal ini berarti untuk setiap 𝑓Q,R ∈ 𝑆, 

𝑓Q,R(𝑥) = ·𝑎, 𝑥 ∈ [0,1]
𝑏, 𝑥 ∈ [2,4]. 

Karena [0,1] dan [2,4] terukur, maka 𝑆 merupakan koleksi fungsi terukur. 

Perhatikan bahwa untuk 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ 

mn ²𝑓Q,R(𝑥)²
�
�𝑑𝜇

C
o

�
�
= mn ²𝑓Q,R(𝑥)²

�
�𝑑𝜇

[½,f]
+ n ²𝑓Q,R(𝑥)²

�
�𝑑𝜇

[�,�]
o

�
�
	

= mn |𝑎|
�
�𝑑𝜇

[½,f]
+ n |𝑏|

�
�𝑑𝜇

[�,�]
o

�
�
	

= m|𝑎|
�
� ⋅ 𝜇([0,1]) + |𝑏|

�
� ⋅ 𝜇([2,4])o

�
�
	

= Ê|𝑎|
�
� + 2|𝑏|

�
�Ë

�
�
. 

Karena 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ, maka Ì𝑓Q,RÌ¼
»
< ∞ sehingga 𝑓Q,R(𝑥) ∈ 𝐿

¼
»(𝐸). Jadi koleksi 

fungsi step 𝑆 ⊂ 𝐿
¼
»(𝐸). Sebagai contoh untuk 𝑎 = −2 dan 𝑏 = −3, maka 

Ì𝑓Q,R(𝑥)Ì�
�
= mn ²𝑓Q,R(𝑥)²

�
�𝑑𝜇

C
o

�
�
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= mn ²𝑓Q,R(𝑥)²
�
�𝑑𝜇

[½,f]
+ n ²𝑓Q,R(𝑥)²

�
�𝑑𝜇

[�,�]
o

�
�
	

= mn |−2|
�
�𝑑𝜇

[½,f]
+ n |−3|

�
�𝑑𝜇

[�,�]
o

�
�
	

= m|−2|
�
� ⋅ 𝜇([0,1]) + |−3|

�
� ⋅ 𝜇([2,4])o

�
�
	

= Ê|−2|
�
� + 2|−3|

�
�Ë

�
�
	

= Ê2
�
� + 2(3)

�
�Ë

�
�
	

= �√8 + 2√27�
�
�. 

2.1.3 Ruang Lebesgue 𝑳𝒑 Lengkap 

Definisi 2.26 (Royden & Fitzpatrick, 2010) 

Suatu barisan (𝑓g) pada ruang linier 𝑋 yang dilengkapi norma ‖⋅‖ dikatakan 

konvergen ke 𝑓 di 𝑋, apabila memenuhi 

lim
g→d

‖𝑓g − 𝑓‖ = 0. 

Dapat juga ditulis sebagai 

(𝑓g) → 𝑓	di	𝑋	atau lim
g→d

𝑓g = 𝑓	di	𝑋. 

 

Contoh 2.27 

Misalkan 𝑋 = 𝐶[0,1] adalah ruang fungsi kontinu pada [0,1] dengan norma 

‖𝑓‖ = sup
Ð∈[½,f]

|𝑓(𝑥)|. 

Definisikan (𝑓g) adalah barisan fungsi 
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𝑓g(𝑥) = Ê1 +
1
𝑛Ë

Ð

, 𝑛 = 1, 2, … 

dan 𝑓(𝑥) = 1. Terlihat bahwa 𝑓g ∈ 𝐶([0,1]), ∀𝑛 karena 𝑓g merupakan fungsi 

kontinu dan 𝑓(𝑥) = 1 ∈ 𝐶([0,1]), karena fungsi konstan kontinu. Perhatikan 

bahwa 

lim
g→d

𝑓g(𝑥) = lim
g→d

Ê1 +
1
𝑛Ë

Ð

	

= 1Ð	

= 1	

= 𝑓(𝑥). 

Untuk setiap 𝑛, fungsi 𝑓g merupakan fungsi naik terhadap 𝑥 karena basisnya 

@1 + f
g
D > 1 sehingga supremum dari 𝑓g(𝑥) tercapai saat 𝑥 = 1, 

‖𝑓g − 𝑓‖ = sup
Ð∈[½,f]

¿Ê𝑥 +
1
𝑛Ë

Ð

− 1¿	

= Ê𝑥 +
1
𝑛Ë

f

− 1	

=
1
𝑛. 

Kemudian diperoleh 

lim
g→d

‖𝑓g − 𝑓‖ = lim
g→d

1
𝑛 = 0. 

Karena lim
g→d

‖𝑓g − 𝑓‖ = 0, maka berdasarkan Definisi 2.26 barisan fungsi (𝑓g) 

konvergen ke 𝑓 ∈ 𝐶([0,1]). 

Teorema 2.28 (Royden & Fitzpatrick, 2010) 

Sebarang barisan (𝑓g) dan fungsi 𝑓 di 𝐿"(𝐸) dengan 1 ≤ 𝑝 < ∞, (𝑓g) → 𝑓 jika 

dan hanya jika 
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lim
g→d

n |𝑓g − 𝑓|"
C

= 0. 

Bukti. 

Berdasarkan Definisi 2.24, untuk 𝑓 ∈ 𝐿"(𝐸) norma yang berlaku pada 𝐿"(𝐸) 

adalah 

‖𝑓‖" = mn |𝑓|"
C

o

f
"
. 

(⇒) Asumsikan (𝑓g) → 𝑓, di mana berdasarkan Definisi 2.26 dan norma yang 

berlaku di 𝐿", maka 

lim
g→d

‖𝑓g − 𝑓‖" = 0	

lim
g→d

mn |𝑓g − 𝑓|"
C

o

f
"
= 0	

Ó lim
g→d

mn |𝑓g − 𝑓|"
C

o

f
"
Ô

"

= 0"	

lim
g→d

n |𝑓g − 𝑓|"
C

= 0 

Jadi lim
g→d

∫ |𝑓g − 𝑓|"C = 0. 

(⇐) Asumsikan lim
g→d

∫ |𝑓g − 𝑓|"C = 0. Karena integral bernilai non-negatif maka 

lim
g→d

n |𝑓g − 𝑓|"
C

= 0	

Ö lim
g→d

n |𝑓g − 𝑓|"
C

×

f
"
= 0

f
"	

lim
g→d

mn |𝑓g − 𝑓|"
C

o

f
"
= 0	
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lim
g→d

‖𝑓g − 𝑓‖" = 0 

Jadi (𝑓g) → 𝑓. Karena dua arah telah terbukti, maka Teorema 2.28 terbukti benar. 

Contoh 2.29 

Ambil 𝐸 = [0,1] dan 𝑝 = 2. Definisikan barisan fungsi 𝑓g(𝑥) = 𝑥g dan 𝑓(𝑥) =

0 untuk 𝑥 ∈ [0,1). Perhatikan bahwa untuk 𝑥 ∈ [0,1) 

lim
g→d

𝑓g(𝑥) = lim
g→d

𝑥g = 0 = 𝑓(𝑥). 

Kemudian 

lim
g→d

n |𝑓g − 𝑓|�
f

½
= lim

g→d
n |𝑥g − 0|�	𝑑𝑥
f

½
	

= lim
g→d

1
2𝑛 + 1	

= 0. 

Karena lim
g→d

∫ |𝑓g − 𝑓|�C = 0, maka berdasarkan Teorema 2.28 (𝑓g) → 𝑓 ∈

𝐿�([0,1]). 

Definisi 2.30 (Royden & Fitzpatrick, 2010) 

Suatu barisan (𝑓g) pada ruang linier 𝑋 yang dilengkapi norma ‖⋅‖ dikatakan 

Cauchy di 𝑋, apabila memenuhi untuk suatu 𝜀 > 0, ada 𝑁 ∈ ℕ sedemikian 

sehingga 

‖𝑓g − 𝑓y‖ < 𝜀, ∀𝑚, 𝑛 ≥ 𝑁. 

Suatu ruang bernorma linier 𝑋 dikatakan lengkap apabila setiap barisan Cauchy 

di 𝑋 konvergen ke suatu fungsi di 𝑋. Suatu ruang norma linier yang lengkap 

disebut sebagai ruang Banach. 
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Contoh 2.31 

Ambil 𝑋 = 𝐶[0,1] adalah ruang fungsi kontinu pada [0,1] dengan norma ‖𝑓‖ =

sup
Ð∈[½,f]

|𝑓(𝑥)|. Definisikan barisan fungsi 

𝑓g(𝑥) =
𝑥g

𝑛 , 𝑛 = 1, 2, … 

Karena 𝑓g kontinu untuk setiap 𝑛, maka 𝑓g ∈ 𝐶([0,1]). Untuk 𝑛,𝑚 ≥ 𝑁 ∈ ℕ, 

asumsikan 𝑛 ≥ 𝑚. Perhatikan bahwa 

‖𝑓g − 𝑓y‖ = sup
Ð∈[½,f]

Ø
𝑥g

𝑛 −
𝑥y

𝑚 Ø	

≤ sup
Ð∈[½,f]

ÊØ
𝑥g

𝑛 Ø + Ø
𝑥y

𝑚 ØË	

≤ sup
Ð∈[½,f]

Ø
𝑥g

𝑛 Ø + sup
Ð∈[½,f]

Ø
𝑥y

𝑚 Ø	

= sup
Ð∈[½,f]

𝑥g

𝑛 + sup
Ð∈[½,f]

𝑥y

𝑚 . 

Karena 𝑥 ∈ [0,1], maka 𝑥g ≤ 1 dan 𝑥y ≤ 1, sehingga supremum tercapai saat 

𝑥 = 1. Sehingga untuk 𝑛 ≥ 𝑚 ≥ 𝑁 

‖𝑓g − 𝑓y‖ ≤ sup
Ð∈[½,f]

𝑥g

𝑛 + sup
Ð∈[½,f]

𝑥y

𝑚 	

=
1
𝑛 +

1
𝑚	

≤
1
𝑚 +

1
𝑚	

=
2
𝑚 ≤

2
𝑁. 

Pilih 𝑁 > �
Ù
, sehingga ‖𝑓g − 𝑓y‖ ≤

�
Ú
< 𝜀. Berdasarkan Definisi 2.30, (𝑓g) adalah 

barisan Cauchy di 𝐶([0,1]). 
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Proposisi 2.32 (Royden & Fitzpatrick, 2010) 

Misalkan 𝑋 adalah suatu ruang bernorma linier. Maka setiap barisan konvergen 

di 𝑋 adalah Cauchy. Lebih lanjut, suatu barisan Cauchy di 𝑋 konvergen apabila 

memiliki subbarisan yang konvergen. 

Bukti. 

Misalkan (𝑓g) → 𝑓 dan (𝑓y) → 𝑓 di 𝑋, maka sesuai Definisi 2.26 lim
g→d

‖𝑓g − 𝑓‖ =

0 dan lim
g→d

‖𝑓y − 𝑓‖ = 0. Pilih Ù
�
> 0, sedemikian sehingga 

‖𝑓y − 𝑓‖ <
𝜀
2 	dan	

‖𝑓y − 𝑓‖ <
𝜀
2. 

Berdasarkan pada ketaksamaan segitiga norma, perhatikan bahwa 

‖𝑓g − 𝑓y‖ = ‖(𝑓g − 𝑓) + (𝑓 − 𝑓y)‖	

≤ ‖𝑓g − 𝑓‖ + ‖𝑓y − 𝑓‖	

<
𝜀
2 +

𝜀
2 = 𝜀 

Jadi terbukti bahwa (𝑓g) Cauchy. 

Misalkan (𝑓g) Cauchy dan memiliki subbarisan (𝑓gº) yang konvergen ke 𝑓 di X, 

maka sesuai Definisi 2.26 dan 2.30 untuk Ù
�
> 0 dan pilih 𝑘 sedemikian sehingga 

untuk 𝑛,𝑚, 𝑛b > 𝑁 ∈ ℕ 

‖𝑓y − 𝑓g‖ <
𝜀
2 	𝑑𝑎𝑛	Ì𝑓gº − 𝑓Ì <

𝜀
2. 

Berdasarkan pada ketaksamaan segitiga norma, perhatikan bahwa 

‖𝑓g − 𝑓‖ = Ì�𝑓g − 𝑓gº� + �𝑓gº − 𝑓�Ì	

≤ Ì𝑓g − 𝑓gºÌ + Ì𝑓gº − 𝑓Ì 

Karena (𝑓gº) adalah subbarisan Cauchy dari (𝑓g), maka 

‖𝑓g − 𝑓‖ = Ì�𝑓g − 𝑓gº� + �𝑓gº − 𝑓�Ì	
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≤ Ì𝑓g − 𝑓gºÌ + Ì𝑓gº − 𝑓Ì	

<
𝜀
2 +

𝜀
2 = 𝜀 

Dengan demikian terbukti bahwa (𝑓g) → 𝑓. 

Contoh 2.33 

Ambil 𝑋 = 𝐶[0,1] adalah ruang fungsi kontinu pada [0,1] dengan norma 

‖𝑓‖ = sup
Ð∈[½,f]

|𝑓(𝑥)|. 

Definisikan barisan fungsi 

𝑓g(𝑥) =
sin(𝑛𝑥)

𝑛 , 𝑛 = 1, 2, … 

dan 𝑓(𝑥) = 0. 

Karena 𝑓g kontinu untuk setiap 𝑛, maka 𝑓g ∈ 𝐶([0,1]). Perhatikan bahwa 

‖𝑓g − 𝑓‖ = sup
Ð∈[½,f]

¿
sin(𝑛𝑥)

𝑛 − 0¿	

= sup
Ð∈[½,f]

|sin(𝑛𝑥)|
𝑛 . 

Karena |sin(𝑛𝑥)| ≤ 1, ∀𝑥 ∈ [0,1], maka 

lim
g→d

‖𝑓g − 𝑓‖ = lim
g→d

m sup
Ð∈[½,f]

|sin(𝑛𝑥)|
𝑛 o	

= lim
g→d

1
𝑛	

= 0. 

Berdasarkan Definisi 2.26, (𝑓g) → 𝑓 ∈ 𝐶([0,1]). Kemudian karena (𝑓g) → 𝑓, 

maka untuk sebarang 𝜀 > 0 ada 𝑁 ∈ ℕ sedemikian sehingga ∀𝑛 ≥ 𝑁 berlaku 

‖𝑓g − 𝑓‖ <
Ù
�
. Untuk 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑁 perhatikan bahwa 

‖𝑓g − 𝑓y‖ = ‖(𝑓g − 𝑓) + (𝑓 − 𝑓y)‖	
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≤ ‖𝑓g − 𝑓‖ + ‖𝑓 − 𝑓y‖	

= ‖𝑓g − 𝑓‖ + ‖𝑓y − 𝑓‖	

<
𝜀
2 +

𝜀
2	

= 𝜀. 

Terlihat bahwa konvergennya (𝑓g) menjamin (𝑓g) Cauchy. 

Definisi 2.34 (Royden & Fitzpatrick, 2010) 

Misalkan 𝑋 adalah suatu ruang linier yang dilengkapi norma ‖⋅‖. Suatu barisan 

(𝑓g) di 𝑋 dikatakan rapidly Cauchy, apabila terdapat deret konvergen dari 

bilangan-bilangan positif ∑ 𝜀bd
bef  sedemikian sehingga 

‖𝑓b¬f − 𝑓b‖ ≤ 𝜀b�	untuk	setiap	𝑘. 

Contoh 2.35 

Ambil 𝑋 = ℝ� dengan ∀𝑥 ∈ ℝ�, 𝑥 = (𝑥f, 𝑥�) dan norma 

‖𝑥‖ = ‖(𝑥f, 𝑥�)‖ = Û𝑥f� + 𝑥��. 

Definisikan barisan (𝑓b) ∈ ℝ� sebagai 

𝑓b = Ê
1
2b ,

1
2bË , 𝑘 ∈ ℕ. 

Perhatikan bahwa 

𝑓b¬f − 𝑓b = Ê
1

2b¬f −
1
2b ,

1
2b¬f −

1
2bË	

= Ê
1 − 2
2b¬f ,

1 − 2
2b¬f 	Ë	

= Ê−
1

2b¬f , −
1

2b¬fË, 

sehingga 
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‖𝑓b¬f − 𝑓b‖ = ÜÊ−
1

2b¬fË
�

+ Ê−
1

2b¬fË
�

	

= Ü
1

(2b¬f)� +
1

(2b¬f)�	

= Ü
2

(2b¬f)�	

=
√2
2b¬f. 

Ambil 𝜀b =
f

�º/»
, sehingga 

 𝜀b

d

bef

=  
1
2b/�

d

bef

=  Ê
1
2b/�Ë

d

bef

< ∞. 

Kemudian 

𝜀b� = Ý
1

2
b
�
Þ
�

=
1
2b. 

Karena 

√2
2b¬f =

√2
2 ⋅

1
2b	

≤
1
2b, 

maka 

‖𝑓b¬f − 𝑓b‖ ≤ 𝜀b�. 

Berdasarkan Definisi 2.34 (𝑓b) rapidly Cauchy. 
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Proposisi 2.36 (Royden & Fitzpatrick, 2010) 

Misalkan 𝑋 adalah suatu ruang bernorma linier. Maka setiap barisan rapidly 

Cauchy di 𝑋 adalah Cauchy. Lebih lanjut, setiap barisan Cauchy memiliki 

subbarisan rapidly Cauchy. 

Bukti. 

Misalkan (𝑓g) adalah barisan rapidly Cauchy di 𝑋, maka sesuai dengan Definisi 

2.34 ada deret konvergen dari bilangan-bilangan positif ∑ 𝜀bd
bef  sedemikian 

sehingga 

‖𝑓b¬f − 𝑓b‖ ≤ 𝜀b�	untuk	setiap	𝑘. 

Berdasarkan pada ketaksamaan segitiga norma dan Definisi 2.34, perhatikan 

bahwa 

‖𝑓g¬b − 𝑓g‖ = ‖(𝑓g¬b − 𝑓g¬bkf) + (𝑓g¬bkf − 𝑓g¬bk�) + ⋯+ (𝑓g¬f − 𝑓g)‖	

≤ ‖𝑓g¬b − 𝑓g¬bkf‖ + ‖𝑓g¬bkf − 𝑓g¬bk�‖ + ⋯+ ‖𝑓g¬f − 𝑓g‖	

≤ 𝜀g¬bkf� + 𝜀g¬bk�� + ⋯+ 𝜀g�	

=   𝜀à�
g¬bkf

àeg

	

≤  𝜀à�
d

àeg

. 

Karena deret ∑ 𝜀bd
bef  konvergen, maka deret ∑ 𝜀à�d

àef  juga konvergen. Sehingga 

(𝑓g) Cauchy. Kemudian akan ditunjukkan (𝑓g) memiliki subbarisan (𝑓gº) yang 

rapidly Cauchy dengan induksi matematika. Akan dibuktikan dapat dipilih 

barisan indeks (𝑛b) naik untuk setiap 𝑘 ∈ ℕ, berlaku 

Ì𝑓gºáE − 𝑓gºÌ < Ê
1
2Ë

b

. 
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Untuk 𝑘 = 1, dapat dipillih 𝑛f = 1, sedemikian sehingga 

‖𝑓� − 𝑓f‖ < Ê
1
2Ë

b

 

Asumsikan telah tepilih 𝑛b. Karena (𝑓g) Cauchy, untuk 𝜀 = @f
�
D
b
 ada 𝑁b 

sedemikian sehingga untuk 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑁b berlaku 

‖𝑓g − 𝑓y‖ < Ê
1
2Ë

b

. 

Pilih 𝑛b¬f > max{𝑛b, 𝑁b}, sehingga diperoleh 

Ì𝑓gºáE − 𝑓gºÌ < Ê
1
2Ë

b

 

Pilih 𝜀b = @ f
√�
D
b
. Perhatikan bahwa @f

�
D
b
= @ f

√�
D
�b
= 𝜀b�. Deret ∑ 𝜀bd

bef =

∑ @ f
√�
D
b

d
bef  merupakan deret geometri dengan rasio 𝑟 = f

√�
< 1, sehingga deret 

ini konvergen. Karena ada deret ∑ 𝜀bd
bef  konvergen, sehingga 

Ì𝑓gºáE − 𝑓gºÌ < Ê
1
2Ë

b

= 𝜀b�, 

Maka �𝑓gº� merupakan barisan rapidly Cauchy. 

Contoh 2.37 

Ambil 𝑋 = 𝐶([0,1]) dengan norma 

‖𝑓‖ = sup
Ð∈[½,f]

|𝑓(𝑥)|. 

Definisikan barisan fungsi 

𝑓b(𝑥) =
𝑥
2b. 

Karena 𝑓b kontinu, maka 𝑓b ∈ 𝐶([0,1]). Perhatikan bahwa 

𝑓b¬f − 𝑓b =
𝑥

2b¬f −
𝑥
2b = −

𝑥
2b¬f, 
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sehingga 

‖𝑓b¬f − 𝑓b‖ = sup
Ð∈[½,f]

ã−
𝑥

2b¬fã	

= sup
Ð∈[½,f]

𝑥
2b¬f	

=
1

2b¬f. 

Ambil 𝜀b =
f

�º/»
, sehingga 

 𝜀b

d

bef

=  
1
2b/�

d

bef

=  Ê
1
2b/�Ë

d

bef

< ∞. 

Kemudian 

𝜀b� = Ý
1

2
b
�
Þ
�

=
1
2b. 

Karena f
�ºáE

≤ f
�º
, maka 

‖𝑓b¬f − 𝑓b‖ ≤ 𝜀b�. 

Berdasarkan Definisi 2.34, (𝑓b) rapidly Cauchy. Kemudian perhatikan bahwa 

untuk 𝑛, 𝑘 ≥ 𝑁 ∈ ℕ, 

‖𝑓g¬b − 𝑓g‖ = ‖(𝑓g¬b − 𝑓g¬bkf) + (𝑓g¬bkf − 𝑓g¬bk�) + ⋯+ (𝑓g¬f − 𝑓g)‖	

≤ ‖𝑓g¬b − 𝑓g¬bkf‖ + ‖𝑓g¬bkf − 𝑓g¬bk�‖ + ⋯+ ‖𝑓g¬f − 𝑓g‖	

≤ 𝜀g¬bkf� + 𝜀g¬bk�� + ⋯+ 𝜀g�	

=   𝜀à�
g¬bkf

àeg

	

≤  𝜀à�
d

àeg

. 
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Karena deret ∑ 𝜀bd
bef  konvergen, maka deret ∑ 𝜀à�d

àef  juga konvergen. Sehingga 

(𝑓b) Cauchy. 

Definisi 2.38 (Rudin, 1976) 

Misalkan (𝑓g) adalah suatu barisan fungsi yang terdefinisi pada 𝐸. Barisan (𝑓g) 

dikatakan konvergen titik demi titik (pointwise) apabila untuk setiap 𝑥 ∈ 𝐸 yang 

tetap, (𝑓g) → 𝑓 atau dapat ditulis dengan 

lim
g→d

𝑓g(𝑥) = 𝑓 untuk	setiap	𝑥 ∈ 𝐸. 

Definisi 2.39 (Rudin, 1987) 

Misalkan (𝑋, 𝐵, 𝜇) adalah ruang ukuran dan 𝐸 ∈ 𝐵. Suatu sifat 𝑃 yang mungkin 

dimiliki atau tidak oleh suatu titik 𝑥 ∈ 𝐸 dikatakan berlaku hampir di mana-mana 

(almost everywhere) pada 𝐸 apabila terdapat himpunan 𝑁 ∈ 𝐵 dengan 𝑁 ⊂ 𝐸 dan 

𝜇(𝑁) = 0, sedemikian sehingga sifat 𝑃 berlaku pada setiap titik di 𝐸\𝑁. 

Konsep ini bergantung pada ukuran 𝜇. Jika (𝑓g) adalah barisan fungsi terukur pada 

𝑋, maka (𝑓g) dikatakan konvergen hampir di mana-mana ke suatu fungsi 𝑓 apabila 

sifat 𝑃, yaitu "(𝑓g) konvergen ke 𝑓", berlaku hampir di mana-mana pada 𝑋. 

Sifat 2.40 (Royden & Fitzpatrick, 2010) 

Misalkan 𝐸 adalah himpunan terukur dan 1 ≤ 𝑝 < ∞. Maka setiap barisan rapidly 

Cauchy di 𝐿"(𝐸) akan konvergen dalam norma 𝐿"(𝐸) dan konvergen pointwise 

almost everywhere pada 𝐸 ke suatu fungsi di 𝐿"(𝐸). 

Teorema 2.41 (Riesz-Fischer) (Royden & Fitzpatrick, 2010) 

Misalkan 𝐸 adalah himpunan terukur dan 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, maka 𝐿"(𝐸) adalah ruang 

Banach. Jika (𝑓g) → 𝑓 pada 𝐿"(𝐸), maka terdapat subbarisan (𝑓gº) dari (𝑓g) yang 

konvergen pointwise almost everywhere ke 𝑓 pada 𝐸. 
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Bukti. 

Misalkan (𝑓g) adalah barisan Cauchy di 𝐿"(𝐸). Berdasarkan proposisi 2.28, (𝑓g) 

memiliki subbarisan rapidly Cauchy. Misalkan subbarisan rapidly Cauchy 

tersebut adalah �𝑓gº�. Maka dari Sifat 2.41, barisan �𝑓gº� konvergen dalam norma 

𝐿"(𝐸) sehingga 

lim
g→d

Ì𝑓gº − 𝑓Ì" = 0.	

Selanjutnya barisan �𝑓gº� adalah barisan Cauchy berdasarkan proposisi 2.28. 

Karena setiap barisan Cauchy konvergen ke 𝑓, maka 𝐿"(𝐸) adalah ruang 

bernorma yang lengkap dan dapat disebut sebagai ruang Banach. 

Diketahui (𝑓g) → 𝑓 pada 𝐿"(𝐸). Berdasarkan proposisi 2.25, barisan (𝑓g) adalah 

Cauchy, akibatnya barisan (𝑓g) memiliki subbarisan rapidly Cauchy seperti yang 

dinyatakan pada proposisi 2.28. Sehingga menurut Sifat 2.41, barisan (𝑓g) 

konvergen pointwise almost everywhere pada 𝐸 ke suatu 𝑓 di 𝐿"(𝐸). 

Contoh 2.42 

Ambil 𝐸 = [0,1] dan definisikan barisan fungsi 

𝑓g =
𝑥�

𝑛 , 𝑛 = 1, 2, … 

Ambil 𝑝 = 3, akan ditunjukkan 𝑓g ∈ 𝐿�([0,1]). Perhatikan bahwa 

n |𝑓g|"
C

= n ¿
𝑥�

𝑛 ¿
�

	𝑑𝑥
f

½
	

=
1
𝑛� n 𝑥¾	𝑑𝑥

f

½
	

=
1
𝑛� å

1
7 𝑥æ½

f

	

=
1
𝑛� ⋅

1
7	
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=
1
7𝑛� < ∞, 

sehingga 𝑓g ∈ 𝐿�([0,1]). 

Kemudian perhatikan bahwa untuk 𝑛,𝑚 ≥ 𝑁 ∈ ℕ asumsikan 𝑛 ≥ 𝑚 

‖𝑓g − 𝑓y‖� = Ýn ¿
𝑥�

𝑛 −
𝑥�

𝑚¿
�

	𝑑𝑥
f

½
Þ

f
�

	

= mn 𝑥¾ Ø
1
𝑛 −

1
𝑚Ø

�

	𝑑𝑥
f

½
o

f
�
	

= mØ
1
𝑛 −

1
𝑚Ø

�

n 𝑥¾	𝑑𝑥
f

½
o

f
�
	

= Ø
1
𝑛 −

1
𝑚Ø mn 𝑥¾	𝑑𝑥

f

½
o

f
�
	

= Ø
1
𝑛 −

1
𝑚Ø Ê

1
7Ë

f
�
	

= Ø
1
𝑛 −

1
𝑚Ø

1
7f/�	. 

Karena 𝑛 ≥ 𝑚, maka f
g
≤ f

y
,  sehingga 

‖𝑓g − 𝑓y‖� = Ø
1
𝑛 −

1
𝑚Ø

1

7
f
�
	

= Ø
1
𝑚 −

1
𝑛Ø
1

7
f
�
	

≤
1
𝑚 ⋅

1

7
f
�
	

≤
1
𝑁 ⋅

1

7
f
�
	

=
1

𝑁7f/�. 
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Untuk sebarang 𝜀 > 0, pilih 𝑁 > 1/(𝜀7f/�), maka ∀𝑛,𝑚 ≥ 𝑁 berlaku 

‖𝑓g − 𝑓y‖� ≤
1

𝑁7
f
�
< 𝜀 

yang berdasarkan Definisi 2.30 (𝑓g) Cauchy di 𝐿�([0,1]). Kemudian perhatikan 

bahwa untuk 𝑓(𝑥) = 0, 

lim
g→d

‖𝑓g − 𝑓‖� = lim
g→d

Ýn ¿
𝑥�

𝑛 − 0¿
�f

½
	𝑑𝑥Þ

f
�

	

= lim
g→d

1

𝑛7
f
�
	

= 0. 

Berdasarkan Definisi 2.26 (𝑓g) konvergen ke 𝑓(𝑥) = 0. Lalu akan ditunjukkan 

𝑓(𝑥) = 0 ∈ 𝐿�([0,1]). 

mn |0|�
f

½
	𝑑𝑥o

f
�
= 0 < ∞. 

Karena 𝑓(𝑥) = 0 ∈ 𝐿�([0,1]), maka 𝐿�([0,1]) lengkap yang sesuai dengan 

Teorema 2.41 yang menyatakan 𝐿"(𝐸) lengkap untuk 𝑝 ≥ 1 dan 𝐸 terukur. 

 Ruang Lebesgue 𝐿"(𝐸) untuk 𝑝 ≥ 1 dan 𝐸 terukur merupakan contoh dari 

ruang bernorma yang lengkap sehingga dapat disebut sebagai ruang Banach. 

Berikut akan diberikan contoh ruang bernorma yang lengkap lainnya. 

Contoh 2.43 

Ambil 𝑋 = 𝐶([0,1]) dengan norma 

‖𝑓‖ = sup
Ð∈[½,f]

|𝑓(𝑥)|. 

Definisikan barisan fungsi 

𝑓g(𝑥) =
𝑒kgÐ

𝑛 , 𝑛 = 1, 2, … 
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Karena 𝑓g kontinu, maka 𝑓g ∈ 𝐶([0,1]). Perhatikan bahwa untuk 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑁 ∈ ℕ 

asumsikan 𝑛 ≥ 𝑚 

‖𝑓g − 𝑓y‖ = sup
Ð∈[½,f]

Ø
𝑒kgÐ

𝑛 −
𝑒kyÐ

𝑚 Ø	

≤ sup
Ð∈[½,f]

ÊØ
𝑒kgÐ

𝑛 Ø + Ø
𝑒kyÐ

𝑚 ØË	

≤ sup
Ð∈[½,f]

Ø
𝑒kgÐ

𝑛 Ø + sup
Ð∈[½,f]

Ø
𝑒kyÐ

𝑚 Ø. 

Karena 𝑓g turun terhadap 𝑥, maka supremum tercapai saat 𝑥 = 0, sehingga 

‖𝑓g − 𝑓y‖ ≤ sup
Ð∈[½,f]

Ø
𝑒kgÐ

𝑛 Ø + sup
Ð∈[½,f]

Ø
𝑒kyÐ

𝑚 Ø	

=
𝑒½

𝑛 +
𝑒½

𝑚	

=
1
𝑛 +

1
𝑚	

≤
1
𝑚 +

1
𝑚	

=
2
𝑚	

≤
2
𝑁 

Untuk sebarang 𝜀 > 0, pilih 𝑁 > �
Ù
, maka untuk setiap 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑁 berlaku 

‖𝑓g − 𝑓y‖ ≤
2
𝑁 < 𝜀 

Sehingga berdasarkan Definisi 2.30 (𝑓g) Cauchy di 𝐶([0,1]). Kemudian 

perhatikan bahwa untuk 𝑓(𝑥) = 0 

lim
g→d

‖𝑓g − 𝑓‖ = lim
g→d

m sup
Ð∈[½,f]

Ø
𝑒kgÐ

𝑛 − 0Øo	
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= lim
g→d

m sup
Ð∈[½,f]

𝑒kgÐ

𝑛 o	

= lim
g→d

1
𝑛	

= 0. 

Terlihat (𝑓g) konvergen ke 𝑓(𝑥) = 0. Lalu karena 𝑓(𝑥) = 0 kontinu, maka 

𝑓(𝑥) = 0 ∈ 𝐶([0,1]) sehingga 𝐶([0,1]) merupakan contoh dari ruang bernorma 

yang lengkap. 

Sifat kelengkapan pada 𝐿" tidak berlaku untuk 0 < 𝑝 < 1. Penyebabnya 

adalah ketika 0 < 𝑝 < 1 norma pada Definisi 2.24 tidak memenuhi sifat 

ketaksamaan segitiga pada definisi norma. Pada kasus ini Aoki (1942) 

memperkenalkan konsep kuasi-norma di mana konsep ini melemahkan sifat 

ketaksamaan segitiga pada norma. 

2.1.4 Ruang Kuasi-Norma 

Definisi 2.44 (Formica dkk., 2021; Hardtke, 2012) 

Misalkan 𝑋 adalah suatu ruang vektor. Fungsi ‖⋅‖: 𝑋 → [0,∞) dikatakan kuasi-

norma apabila memenuhi sifat-sifat berikut. 

1. ‖𝑥‖ ≥ 0, ∀𝑥 ∈ 𝑋. 

2. ‖𝑥‖ = 0 ⇔ 𝑥 = 0. 

3. ‖𝛼𝑥‖ = |𝛼|‖𝑥‖, ∀𝑥 ∈ 𝑋, 𝛼 ∈ ℝ. 

4. ∃𝐶 ∈ [0,∞), sedemikian sehingga ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ 𝐶(‖𝑥‖ + ‖𝑦‖), ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋. 

Ruang vektor 𝑋 yang dilengkapi dengan quasi-norma ‖⋅‖ = ‖⋅‖ë atau 

pasangan (𝑋, ‖⋅‖ë) disebut sebagai ruang kuasi-norma di mana 𝐶 disebut sebagai 

konstanta quasi-triangle. Jika konstanta 𝐶 = 1, maka ‖⋅‖ adalah norma dan 

(𝑋, ‖⋅‖) adalah ruang bernorma. Salah satu contoh penting dari ruang kuasi-norma 
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adalah ruang norma-𝑝. Pada ruang ini ketaksamaan segitiga diganti dengan 

ketaksamaan segitiga berpangkat-𝑝 (𝑝-power triangle inequality). 

Contoh 2.45 (Ruang Norma-𝒑) (Hardtke, 2012) 

Jika 𝑝 ∈ (0,1], maka suatu fungsi ‖⋅‖: 𝑋 → [0,∞) dengan 𝑋 sebagai ruang vektor, 

disebut norma-𝑝 apabila memenuhi sifat-sifat berikut. 

1. ‖𝑥‖ ≥ 0, ∀𝑥 ∈ 𝑋. 

2. ‖𝑥‖ = 0 ⇔ 𝑥 = 0. 

3. ‖𝛼𝑥‖ = |𝛼|‖𝑥‖, ∀𝑥 ∈ 𝑋, 𝛼 ∈ ℝ. 

4. ‖𝑥 + 𝑦‖" ≤ ‖𝑥‖" + ‖𝑦‖", ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋. 

Pasangan (𝑋, ‖⋅‖) disebut sebagai ruang norma-𝑝. Jelas bahwa setiap norma-𝑝 

merupakan kuasi-norma dengan 𝐶 = 2
E
Fkf. Berikut akan dibahas tentang ruang 

kuasi-norma yang lengkap (ruang kuasi-Banach). 

Contoh 2.46 

Ambil 𝑋 = ℝ� dan definisikan fungsi ‖⋅‖:ℝ� → [0,∞) dengan ∀𝑥 ∈ ℝ� 

‖𝑥‖ = Ý |𝑥ì|"
g

ìef

Þ

f
"

. 

Ambil 𝑝 = f
�
, 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ dengan 𝑥 = (1, 16, 81, 256) dan 𝑦 = (1, 1, 1, 1). Akan 

ditunjukkan fungsi ‖⋅‖ dengan 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ adalah kuasi norma. 

1. Perhatikan bahwa 

‖𝑥‖ = Ê1
f
� + 16

f
� + 81

f
� + 256

f
�Ë

f
�
	

= (1 + 2 + 3 + 4)�	

= 10� ≥ 0. 
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2. Jelas terlihat ‖𝑥‖ = 0 hanya jika |𝑥f|
E
í + |𝑥�|

E
í + |𝑥�|

E
í + |𝑥�|

E
í = 0 yang 

terjadihanya jika 𝑥f = 𝑥� = 𝑥� = 𝑥� = 0. 

3. Ambil 𝛼 = 2 ∈ ℝ. 

‖𝑎𝑥‖ = Ê|2𝑥f|
f
� + |2𝑥�|

f
� + |2𝑥�|

f
� + |2𝑥�|

f
�Ë

�
	

= Ê|2|
f
�|𝑥f|

f
� + |2|

f
�|𝑥�|

f
� + |2|

f
�|𝑥�|

f
� + |2|

f
�|𝑥�|

f
�Ë

�
	

= å|2|
f
� Ê|𝑥f|

f
� + |𝑥�|

f
� + |𝑥�|

f
� + |𝑥�|

f
�Ëæ

�
	

= |2|‖𝑥‖	

= |𝛼|‖𝑥‖. 

4. 𝐶 = 2
E
Fkf = 8. Perhatikan bahwa 

𝑥 + 𝑦 = (1 + 1, 16 + 1, 81 + 1, 256 + 1)	

= (2, 17, 82, 257), 

sehingga 

‖𝑥 + 𝑦‖ = Ê2
f
� + 17

f
� + 82

f
� + 257

f
�Ë

�
	

≈ (1,189 + 2,031 + 3,009 + 4,004)�	

≈ (10,233)�	

≈ 10.952. 

Kemudian 

‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ = 10� + Ê1
f
� + 1

f
� + 1

f
� + 1

f
�Ë

�
	

= 10.000 + 4�	

= 10.256. 

Didapatkan 
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‖𝑥 + 𝑦‖ ≈ 10.952	

≤ 8(10.256)	

= 𝐶(‖𝑥‖ + ‖𝑦‖). 

Lalu dengan 𝑝 = f
�
,  

‖𝑥 + 𝑦‖
f
� ≈ 10.952

f
� ≈ 10,233 

dan 

‖𝑥‖
f
� + ‖𝑦‖

f
� = (10�)

f
� + (4�)

f
� = 14. 

Terlihat bahwa 

‖𝑥 + 𝑦‖
f
� ≈ 10,233	

≤ 14	

= ‖𝑥‖
f
� + ‖𝑦‖

f
�. 

2.1.5 Ruang Kuasi-Norma Lengkap 

Definisi 2.47 (Nekvinda & Peša, 2024) 

Suatu ruang kuasi-norma 𝑋 yang dilengkapi dengan kuasi-norma ‖⋅‖ = ‖⋅‖ë, atau 

bisa ditulis dengan (𝑋, ‖⋅‖ë) disebut lengkap jika dan hanya jika berlaku untuk 

setiap barisan Cauchy (𝑥g) dengan kuasi-norma ‖⋅‖ di 𝑋, terdapat 𝑥 ∈ 𝑋 

sedemikian sehingga 𝑥g → 𝑥 dalam kuasi-norma ‖⋅‖. Selanjutnya ruang kuasi 

norma (𝑋, ‖⋅‖ë) disebut sebagai ruang kuasi-Banach. 

2.1.6 Fungsi Monotonik 

Pada Teorema 4.9 akan muncul dua kelas fungsi yang memiliki sifat kemonotonan 

turunan. Kedua kelas fungsi ini berperan dalam menyatakan sifat fungsi 𝑣(𝑝) dan 

𝜓(𝑝) yang menjadi bagian dari definisi pada objek utama kajian ini. Oleh karena 

itu perlu diberikan definisi kedua kelas fungsi tersebut. 
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Definisi 2.48 (Widder, 1946) 

Misalkan fungsi Λ: (𝑎, 𝑏) → ℝ adalah fungsi yang terdiferensialkan tak hingga 

pada interval (𝑎, 𝑏). Fungsi Λ dikatakan mutlak monoton (absolutely monotonic) 

pada interval 𝑎 < 𝑥 < 𝑏 apabila semua turunan Λ(𝑥) bernilai non-negatif, yaitu 

Λ(b)(𝑥) ≥ 0,						𝑘 = 1,2, …, 

dengan Λ(b)(𝑥) adalah turunan ke-𝑘 dari Λ(𝑥). 

Contoh 2.49 

Ambil Λ: (0,1) → ℝ dengan 

Λ(𝑥) =
1

1 − 𝑥 =
(1 − 𝑥)kf. 

Perhatikan bahwa 

Λ(f)(𝑥) = (−1)(−1)(1 − 𝑥)k� = 1 ⋅ (1 − 𝑥)k�	

Λ(�)(𝑥) = (−2)(1)(−1)(1 − 𝑥)k� = 2 ⋅ 1 ⋅ (1 − 𝑥)k�	

Λ(�)(𝑥) = (−3)(2)(1)(−1)(1 − 𝑥)k� = 3 ⋅ 2 ⋅ 1 ⋅ (1 − 𝑥)k� 

sehingga terlihat pola untuk 𝑘 = 1, 2, … 

Λ(b)(𝑥) = 𝑘! (1 − 𝑥)k(b¬f)	

=
𝑘!

(1 − 𝑥)b¬f 

Karena 𝑘! > 0 dan (1 − 𝑥) > 0 untuk 𝑥 ∈ (0,1), maka 

Λ(b)(𝑥) > 0, ∀𝑘 

sehingga Λ(𝑥) mutlak monoton pada interval (0,1). 

Definisi 2.50 (Widder, 1946) 

Misalkan fungsi Λ: (𝑎, 𝑏) → ℝ adalah fungsi yang terdiferensialkan tak hingga 

pada interval (𝑎, 𝑏). Fungsi Λ dikatakan monoton sempurna (completely 

monotonic) pada interval 𝑎 < 𝑥 < 𝑏 apabila memenuhi 
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(−1)bΛ(b)(𝑥) ≥ 0,					𝑘 = 1,2, …, 

dengan Λ(b)(𝑥) adalah turunan ke-𝑘 dari Λ(𝑥). Fungsi monoton sempurna 

memiliki hubungan dengan fungsi mutlak monoton di mana fungsi Λ dikatakan 

monoton sempurna pada interval (𝑎, 𝑏) jika dan hanya jika Λ(−𝑥) mutlak 

monoton pada interval (−𝑏,−𝑎). 

Contoh 2.51 

Ambil Λ: (0,∞) → ℝ dengan 

Λ(𝑥) = ln Ê1 +
1
𝑥Ë. 

Perhatikan bahwa 

Λ(𝑥) = ln Ê1 +
1
𝑥Ë	

= ln Ê
𝑥 + 1
𝑥 Ë	

= ln(𝑥 + 1) − ln 𝑥. 

Kemudian perhatikan bahwa 

1. Untuk 𝑘 = 1, 

Λ(f)(𝑥) =
1

𝑥 + 1 −
1
𝑥 = −

1
𝑥(𝑥 + 1), 

sehingga 

(−1)fΛ(f)(𝑥) =
1

𝑥(𝑥 + 1) > 0. 

2. Untuk 𝑘 = 2, 

Λ(�)(𝑥) =
𝑑
𝑑𝑥 Ê−

1
𝑥 +

1
𝑥 + 1Ë =

1
𝑥� −

1
(𝑥 + 1)� 

sehingga 

(−1)�Λ(�)(𝑥) = Λ(�)(𝑥) > 0. 
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3. Untuk 𝑘 = 3, 

Λ(�)(𝑥) =
𝑑
𝑑𝑥 Ê

1
𝑥� −

1
(𝑥 + 1)�Ë = −

2
𝑥� +

2
(𝑥 + 1)�	

sehingga 

(−1)�Λ(�)(𝑥) =
2
𝑥� −

2
(𝑥 + 1)� > 0. 

Dan seterusnya untuk 𝑘 ≥ 1 berlaku 

(−1)bΛ(b)(𝑥) =
(𝑘 − 1)!
𝑥b −

(𝑘 − 1)!
(𝑥 + 1)b > 0, 

sehingga Λ(𝑥) monoton sempurna pada interval (0,∞). 

Teorema 2.52 (Teorema Bernstein) (Schilling dkk., 2010) 

Misalkan Λ: (0,∞) → ℝ adalah fungsi monoton sempurna, maka ada ukuran 

tunggal 𝜇 pada [0,∞) sedemikian sehingga untuk setiap 𝑥 > 0, 

Λ(𝑥) = n exp(−𝑥𝑡)	𝜇(𝑑𝑡)
[½,d)

. 

Sebaliknya, jika Λ(𝑥) < ∞ untuk setiap 𝑥 > 0, maka fungsi 𝑥 ⟼

∫ exp(−𝑥𝑡)	𝜇(𝑑𝑡)[½,d)  adalah fungsi monoton sempurna. 

Contoh 2.53 

Ambil Λ: (0,∞) → ℝ dengan 

Λ(𝑥) =
1

1 + 𝑥 =
(1 + 𝑥)kf. 

Perhatikan bahwa 

1. Untuk 𝑘 = 1, 

Λ(f)(𝑥) = (−1)(1 + 𝑥)k�, 

sehingga 

(−1)fΛ(f)(𝑥) = (1 + 𝑥)k� > 0. 
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2. Untuk 𝑘 = 2, 

Λ(�)(𝑥) = (−1)(−2)(1)(1 + 𝑥)k� = 2 ⋅ 1 ⋅ (1 + 𝑥)k� 

sehingga 

(−1)�Λ(�)(𝑥) = Λ(�)(𝑥) > 0. 

3. Untuk 𝑘 = 3, 

Λ(�)(𝑥) = (−3)(2)(1)(1 + 𝑥)k�	

sehingga 

(−1)�Λ(�)(𝑥) = 3 ⋅ 2 ⋅ 1 ⋅ (1 + 𝑥)k� > 0. 

Dan seterusnya untuk 𝑘 ≥ 1 berlaku 

(−1)bΛ(b)(𝑥) = (−1)b�(−1)b𝑘! (1 + 𝑥)k(b¬f)�	

= (−1)�b𝑘! (1 + 𝑥)k(b¬f)	

= 𝑘! (1 + 𝑥)k(b¬f) > 0. 

Terlihat Λ(𝑥) merupakan fungsi monoton sempurna. Berdasarkan Teorema 2.52, 

maka ada ukuran 𝜇 tunggal sedemikian sehingga 

Λ(𝑥) =
1

𝑥 + 1 = n 𝑒kÐò	𝜇(𝑑𝑡)
d

½
. 

Perhatikan bahwa 

n 𝑒kÐò𝑒kò	𝑑𝑡
d

½
= n 𝑒k(f¬Ð)ò	𝑑𝑡

d

½
	

= Ö
𝑒k(f¬Ð)ò

−(1 + 𝑥)𝑡×
½

d

	

=
1

𝑥 + 1. 

Pilih 𝜇 = 𝑒kò, sedemikian sehingga Λ(𝑥) = ∫ 𝑒kÐò	𝜇(𝑑𝑡)d
½ . 
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2.1.7 Monoton Konvergen 

Teorema 2.54 (Teorema monoton konvergen) (Royden & Fitzpatrick, 2010) 

Misalkan (𝑋, ℬ, 𝜇) adalah ruang ukuran dan (𝑓g) adalah barisan naik dari fungsi-

fungsi terukur yang bernilai non-negatif pada 𝑋. Definisikan 

𝑓(𝑥) = lim
g→d

𝑓g(𝑥),			∀𝑥 ∈ 𝑋, 

sedemikian sehingga 

lim
g→d

n 𝑓g		𝑑𝜇
ë

= n 𝑓		𝑑𝜇
ë

. 

Lemma 2.55 (Royden & Fitzpatrick, 2010) 

Misalkan (𝑋, ℬ, 𝜇) adalah ruang ukuran dan (𝑓g) adalah barisan naik dari fungsi-

fungsi terukur yang bernilai non-negatif pada 𝑋. Jika barisan dari integral 

@∫ 𝑓g		𝑑𝜇ë D terbatas, maka (𝑓g) konvergen pointwise ke 𝑓 ∈ 𝑋 di mana 𝑓 

berrhingga almost everywhere dan 

lim
g→d

n 𝑓g		𝑑𝜇
ë

= n 𝑓		𝑑𝜇
ë

< ∞. 

Contoh 2.56 

Ambil (𝑋, ℬ, 𝜇) = ([0,1], ℬ,𝑚) di mana 𝑚 adalah ukuran Lebesgue dan 𝑑𝜇 =

𝑑𝑥. Definisikan barisan fungsi 

𝑓g = 1 −
𝑥

𝑛 + 1 , 𝑥 ∈ [0,1]. 

Terlihat 𝑓g ≥ 0, ∀𝑥 ∈ [0,1]. Karena 

𝑓g¬f − 𝑓g = @1 −
𝑥

𝑛 + 2D − @1 −
𝑥

𝑛 + 1D	

= 𝑥 Ê
1

𝑛 + 1 −
1

𝑛 + 2Ë ≥ 0, 
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maka (𝑓g) merupakan barisan naik dan bernilai non-negatif. Misalkan 𝑓(𝑥) adalah 

nilai limit dari 𝑓g, maka perhatikan bahwa 

𝑓(𝑥) = lim
g→d

@1 −
𝑥

𝑛 + 1D	

= lim
g→d

Ê1 −
1

𝑛 + 1𝑥Ë	

= 1 − 0 ⋅ 𝑥	

= 1, 

sehingga 𝑓(𝑥) = 1, ∀𝑥 = [0,1]. Kemudian perhatikan bahwa 

n 𝑓g(𝑥)	𝑑𝑥
f

½
= n @1 −

𝑥
𝑛 + 1D 	𝑑𝑥

f

½
	

= Ö𝑥 −
𝑥�

2(𝑛 + 1)×
½

f

	

= 1 −
1

2𝑛 + 2 

dan 

n 𝑓(𝑥)	𝑑𝑥
f

½
= n 1	𝑑𝑥

f

½
	

= 1, 

sedemikian sehingga didapatkan 

lim
g→d

n 𝑓g(𝑥)	𝑑𝑥
f

½
= lim

g→d
Ê1 −

1
2𝑛 + 2Ë	

= 1 − 0	

= 1	

= n 𝑓(𝑥)	𝑑𝑥
f

½
 

yang sesuai dengan Teorema 2.54. 
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Lalu barisan 

n 𝑓g(𝑥)	𝑑𝑥
f

½
= 1 −

1
2𝑛 + 2 

terbatas karena 

1 −
1

2𝑛 + 2 ≤ 1 < ∞ 

sehingga (𝑓g) konvergen pointwise ke 𝑓(𝑥) = 1 yang berhingga hampir di mana-

mana dan 

lim
g→d

n 𝑓g(𝑥)	𝑑𝑥
f

½
= n 𝑓(𝑥)	𝑑𝑥

f

½
= 1 < ∞. 

2.2  Kesempurnaan Ciptaan Allah dalam Al-Qur’an 

Secara khusus, Surah Al-Mulk ayat 3-4 menjadi landasan filosofis dan 

spiritual dalam penelitian ini. Ayat-ayat ini menegaskan kekuasaan Allah SWT 

dalam menciptakan langit secara berlapis-lapis dengan kesempurnaan yang mutlak, 

terbebas dari segala bentuk futhur. As-Suddi, sebagaimana dikutip oleh Katsir 

(2004), menafsirkan futhur ini sebagai "kerusakan". Imam Ibnu Katsir dalam 

tafsirnya menjelaskan bahwa ayat ini adalah seruan untuk menggunakan akal dalam 

memikirkan ciptaan Allah yang mengagumkan, sebagai bukti keesaan, 

kebijaksanaan, dan kekuasaan-Nya (Katsir, 2014). Sementara itu, Shihab (2012) 

dalam tafsir Al-Misbah menafsirkan kata thibaqan (berlapis-lapis) tidak sekedar 

merujuk pada langit secara fisik, melainkan juga pada hukum-hukum, sistem, dan 

fenomena alam yang teratur. Keteraturan ini berjalan sesuai dengan sunnatullah 

yang telah ditetapkan Allah. 

Penegasan dalam firman-Nya, "Maka lihatlah berulang-ulang, adakah kamu 

lihat sesuatu yang tidak seimbang?" merupakan tantangan yang menegaskan 
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kesempurnaan ciptaan Allah. Dalam tafsirnya, Ibnu Katsir menjelaskan bahwa ayat 

ini adalah seruan untuk melakukan observasi berulang kali terhadap ciptaan Allah, 

yang justru akan membuktikan bahwa tidak ada sedikit pun kekurangan atau cacat 

di dalamnya (Katsir, 2004). Hasil dari pengamatan mendalam itu akan selalu 

berujung pada pengakuan bahwa tidak ditemukan cacat, sehingga penglihatan pun 

kembali "dalam keadaan hasīr", yang berarti payah dan sia-sia karena tidak mampu 

menemukan kelemahan apa pun pada ciptaan-Nya (Shihab, 2012). Dengan 

demikian, penelitian ini merupakan sebuah ikhtiar untuk melihat tanda-tanda 

kebesaran Allah melalui prinsip konsistensi dan kelengkapan, yang merupakan 

cerminan dari sunnatullah dalam alam pikiran. 

2.3  Kajian Topik dengan Teori Pendukung 

Pada subbab ini akan dijelaskan tentang apa saja yang akan dibuktikan 

mengenai topik sifat kelengkapan pada ruang grand-kuasi Lebesgue dengan 

menggunakan teori pendukung yang dijelaskan pada subbab sebelumnya. 

Teorema 2.3.1 (Aoki-Rolewicz) (Wu & Li, 2008) 

Misalkan 𝑋 adalah ruang kuasi-Banach, maka terdapat 𝑝 ∈ (0,1] dan kuasi norma 

baru |‖⋅‖| yang ekuivalen dengan kuasi norma ‖⋅‖ dan memenuhi ketaksamaan 

segitiga berpangkat-𝑝 (𝑝-power triangle inequality) 

|‖𝑥 + 𝑦‖|" ≤ |‖𝑥‖|" + |‖𝑦‖|", ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋. 

Definisi 2.3.2 (Formica dkk., 2021) 

Misalkan (𝐸, ℬ, 𝜇) adalah ruang ukuran di mana 𝜇 adalah ukuran yang terdefinisi 

pada ruang terukur (𝐸, ℬ) dan 𝜓(𝑝) = 𝜓M,N(𝑝) dengan 𝑝 ∈ (𝛼, 𝛽), di mana 1 ≤

𝛼 < 𝛽 ≤ ∞ merupakan suatu fungsi kontinu positif yang bernilai real di interval 

buka sedemikian sehingga 
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inf
"∈(M,N)

𝜓(𝑝) > 0. 

Ruang grand Lebesgue 𝐺𝜓M,N memuat semua fungsi terukur 𝑓: 𝐸 → ℝ, sedemikian 

sehingga 

‖𝑓‖TUV,W = sup
"∈(M,N)

�
‖𝑓‖"
𝜓(𝑝)� < ∞, 1 ≤ 𝛼 < 𝛽 ≤ ∞. 

Teorema 2.3.3 (Ostrovsky & Sirota, 2007) 

Ruang 𝐺𝜓M,N dengan norma ‖⋅‖TUV,W adalah ruang Banach. 

Definisi 2.3.4 (Formica dkk., 2021) 

Misalkan (𝐸, ℬ, 𝜇) adalah ruang ukuran di mana 𝜇 adalah ukuran yang terdefinisi 

pada ruang terukur (𝐸, ℬ) dan 𝜓(𝑝) = 𝜓Q,R(𝑝) dengan 𝑝 ∈ (𝑎, 𝑏), di mana 0 <

𝑎 < 𝑏 ≤ 1 merupakan suatu fungsi kontinu positif yang bernilai real di interval 

buka sedemikian sehingga 

inf
"∈(Q,R)

𝜓(𝑝) > 0. 

Ruang grand Lebesgue 𝐺𝜓Q,R memuat semua fungsi terukur 𝑓: 𝐸 → ℝ, sedemikian 

sehingga 

‖𝑓‖TU],^ = sup
"∈(Q,R)

�
‖𝑓‖"
𝜓(𝑝)� < ∞, 0 < 𝑎 < 𝑏 ≤ 1. 

Proposisi 2.3.5 (Formica dkk., 2021) 

Ruang Grand Lebesgue 𝐺𝜓 = 𝐺𝜓Q,R, 0 < 𝑎 < 𝑏 ≤ 1, dibangun di ruang terukur 

(𝐸, ℬ, 𝜇) dengan ukuran non-trivial 𝜇, adalah ruang kuasi norma dengan konstanta 

kuasi-segitiga 

𝐶 = 𝐶ó𝜓Q,Rô = 2
f
Qkf; 

Misal 𝑓, 𝑔 ∈ 	𝐺𝜓, maka 
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‖𝑓 + 𝑔‖TU ≤ 2
f
Qkf�‖𝑓‖TU + ‖𝑔‖TU�. 

Teorema 2.3.6 (Formica dkk., 2021) 

Suatu ruang kuasi norma 𝑋 = (𝑋, ‖⋅‖) dengan konstanta quasi-triangle 𝐶 ≥ 1 

dikatakan lengkap (ruang kuasi-Banach) jika dan hanya jika, untuk setiap deret 

∑ 𝑥bd
bef  yang memenuhi 

 𝐶b‖𝑥b‖
d

bef

< ∞, 

Maka ∑ 𝑥bd
bef ∈ 𝑋 (konvergen di 𝑋) dan memenuhi ketaksamaan 

õ 𝑥b

d

bef

õ ≤ 𝐶 𝐶b‖𝑥b‖
d

bef

. 

Teorema 2.3.7 (Formica dkk., 2021) 

Misal (𝐸, ℬ, 𝜇) adalah ruang ukuran dengan ukuran non-trivial 𝜇. Ruang Grand 

kuasi Lebesgue 𝐺𝜓Q,R, 0 < 𝑎 < 𝑏 ≤ 1, yang dibangun di (𝐸, ℬ, 𝜇) adalah lengkap 

dengan berdasarkan pada jarak kuasi 𝜌(𝑥, 𝑦) ≔ ‖𝑥 − 𝑦‖TU],^.
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BAB III 

METODE PENELITIAN 

 

3.1  Jenis Penelitian 

Metode penelitian yang digunakan pada penelitian ini adalah studi literatur 

yang merupakan pengkajian data dari hasil penelitian sebelumnya dan berbagai 

referensi relevan dengan penelitian untuk mendapatkan dasar teori dari masalah 

yang di akan teliti. Objek dari penelitian ini adalah ruang grand-kuasi Lebesgue 

yang akan dibuktikan sifat kelengkapannya (Formica dkk, 2021). 

3.2  Pra Penelitian 

Penulis menggunakan rujukan utama dari jurnal internasional oleh Formica 

dkk (2021) dengan objek penelitiannya adalah ruang grand-kuasi Lebesgue. 

Sebelum membuktikan kelengkapan pada ruang grand-kuasi Lebesgue, penulis 

mencari berbagai referensi yang terkait dengan topik bahasan pada penelitian ini. 

3.3  Tahapan Penelitian 

Ruang grand-kuasi Lebesgue merupakan generalisasi dari ruang Lebesgue 

dengan pendekatan kuasi-norma. Salah satu sifat penting yang perlu dibuktikan dari 

ruang ini adalah sifat kelengkapan. Oleh karena itu, untuk membuktikan sifat-sifat 

tersebut, penulis melakukan beberapa tahapan penelitian, antara lain: 

1. Mengidentifikasi ruang grand-kuasi Lebesgue sebagai objek penelitian. 

2. Mengumpulkan dan menganalisis teori pendukung yang berhubungan dengan 

penelitian. 

3. Membuktikan ruang grand-kuasi Lebesgue adalah ruang kuasi-norma. 

4. Membuktikan ruang grand-kuasi Lebesgue bersifat lengkap. 
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BAB IV 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

 

4.1  Teorema Aoki-Rolewicz 

Teorema Aoki-Rolewicz sangat penting dalam penelitian ini, karena dengan 

teorema ini, norma ‖⋅‖" pada 𝐿" untuk 0 < 𝑝 < 1 merupakan kuasi-norma dan 

memenuhi ketaksamaan segitiga berpangkat-𝑝 (𝑝-power triangle inequality). 

Sebelum membuktikan teorema ini, akan dibahas terlebih dahulu tentang sifat 

ekuivalen pada norma dan ruang kuasi-Banach. 

Definisi 4.1 (Kreyszig, 1978) 

Suatu norma ‖⋅‖ pada ruang vektor 𝑋 dikatakan ekuivalen dengan norma ‖⋅‖½ 

apabila terdapat bilangan positif 𝑎 dan 𝑏 sedemikian sehingga untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋 

berlaku 

𝑎‖𝑥‖½ ≤ ‖𝑥‖ ≤ 𝑏‖𝑥‖½. 

Ruang kuasi-Banach adalah ruang kuasi-norma yang lengkap. Sifat 

kelengkapan pada suatu ruang fungsi berarti setiap barisan Cauchy di ruang tersebut 

konvergen ke suatu elemen di ruang yang sama. Berikut adalah teorema yang 

menyatakan bahwa ruang kuasi-norma dapat dikatakan lengkap dengan memenuhi 

suatu syarat. 

Teorema 4.2 (Formica dkk., 2021) 

Suatu ruang kuasi-norma 𝑋 = (𝑋, ‖⋅‖) dengan konstanta quasi-triangle 𝐶 ≥ 1 

dikatakan lengkap (ruang kuasi-Banach) jika dan hanya jika, untuk setiap deret 

∑ 𝑥bd
bef  yang memenuhi 



  

 

54 

 𝐶b‖𝑥b‖
d

bef

< ∞, 

Maka ∑ 𝑥bd
bef ∈ 𝑋 dan memenuhi ketaksamaan 

õ 𝑥b

d

bef

õ ≤ 𝐶 𝐶b‖𝑥b‖
d

bef

. 

Bukti. 

Perhatikan bahwa ada suatu ruang kuasi-norma 𝑋 = (𝑋, ‖⋅‖), untuk bilangan asli 

𝑛 > 𝑚 

õ  𝑥b

g

bey

õ = õ𝑥y +   𝑥b

g

bey¬f

õ	

≤ 𝐶 Ý‖𝑥y‖ + õ   𝑥b

g

bey¬f

õÞ	

≤ 𝐶 ÷‖𝑥y‖ + 𝐶 Ý‖𝑥y¬f‖ + õ   𝑥b

g

bey¬�

õÞø	

= 𝐶‖𝑥y‖ + 𝐶�‖𝑥y¬f‖ + 𝐶� Ýõ   𝑥b

g

bey¬�

õÞ	

≤ 𝐶‖𝑥y‖ + 𝐶�‖𝑥y¬f‖ + 𝐶� ÷𝐶 Ý‖𝑥y¬�‖ + õ   𝑥b

g

bey¬�

õÞø	

= 𝐶‖𝑥y‖ + 𝐶�‖𝑥y¬f‖ + 𝐶�‖𝑥y¬�‖ + 𝐶� õ   𝑥b

g

bey¬�

õ. 

Karena setiap menerapkan ketaksamaan kuasi-segitiga pangkat dari 𝐶 bertambah 

satu, maka didapatkan untuk bilangan asli 𝑛 > 𝑚 

õ  𝑥b

g

bey

õ ≤   𝐶bky¬f‖𝑥b‖
g

bey

. (3) 
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(⇒) Asumsikan ruang kuasi-norma 𝑋 = (𝑋, ‖⋅‖) lengkap, akan ditunjukkan bahwa 

deret ∑ 𝑥bd
bef  yang memenuhi 

 𝐶b‖𝑥b‖
d

bef

< ∞, 

ada di 𝑋 dan memenuhi ketaksamaan 

õ 𝑥b

d

bef

õ ≤ 𝐶 𝐶b‖𝑥b‖
d

bef

. 

Misalkan 𝑆 = ∑ 𝐶b‖𝑥b‖d
bef < ∞. Definisikan jumlah parsial dari deret ∑ 𝑥bd

bef , 

𝑆g =  𝑥b

g

bef

, 

Akan ditunjukkan bahwa (𝑆g) adalah barisan Cauchy. Perhatikan bahwa untuk 

𝑛,𝑚 ∈ ℕ, 

‖𝑆g¬y − 𝑆g‖ = õ  𝑥b

g¬y

bef

− 𝑥b

g

bef

õ	

= õ   𝑥b

g¬y

beg¬f

õ	

≤   𝐶bkg‖𝑥b‖
g¬y

beg¬f

. 

Karena 𝑘 − 𝑛 ≤ 𝑘, maka 𝐶bkg ≤ 𝐶b sehingga 

‖𝑆g¬y − 𝑆g‖ ≤   𝐶bkg‖𝑥b‖
g¬y

beg¬f

	

≤   𝐶b‖𝑥b‖
g¬y

beg¬f

	

=   𝐶b‖𝑥b‖
g¬y

bef

− 𝐶b‖𝑥b‖
g

bef

. 
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Karena ∑ 𝐶b‖𝑥b‖g¬y
bef  dan ∑ 𝐶b‖𝑥b‖g

bef  adalah jumlah parsial dari 𝑆 dan deret 

∑ 𝐶b‖𝑥b‖d
bef  konvergen ke  𝑆, maka jumlah parsialnya juga akan konvergen ke 𝑆 

sehingga saat 𝑛,𝑚 → ∞ 

‖𝑆g¬y − 𝑆g‖ → 𝑆 − 𝑆 = 0. 

Jadi (𝑆g) adalah barisan Cauchy. 

Berdasarkan asumsi 𝑋 = (𝑋, ‖⋅‖) lengkap dan telah ditunjukkan (𝑆g) adalah 

barisan Cauchy, sehingga barisan (𝑆g) konvergen di 𝑋. Karena (𝑆g) konvergen, 

maka ada 𝑥 ∈ 𝑋 sedemikian sehingga 𝑆g → 𝑥 yang berarti 

 𝑥b

d

bef

= 𝑥 ∈ 𝑋. 

Kemudian dari (3) didapatkan 

õ 𝑥b

g

bef

õ = ‖𝑆g‖	

≤  𝐶b‖𝑥b‖
g

bef

	

≤  𝐶b‖𝑥b‖
d

bef

. 

Karena 𝑆g → 𝑥, maka dengan menggunakan ketaksamaan kuasi-segitiga diperoleh 

‖𝑥‖ = ‖(𝑥 − 𝑆g) + 𝑆g‖	

≤ 𝐶(‖𝑥 − 𝑆g‖ + ‖𝑆g‖). 

Ambil limit supremum untuk 𝑛 → ∞. Karena ‖𝑥 − 𝑆g‖ → 0, maka 

‖𝑥‖ ≤ 𝐶 lim	supg→d(‖𝑥 − 𝑆g‖ + ‖𝑆g‖)	

= 𝐶[lim	supg→d‖𝑥 − 𝑆g‖ + lim	supg→d‖𝑆g‖]	

= 0 + 𝐶 lim	supg→d‖𝑆g‖	
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≤ 𝐶 𝐶b‖𝑥b‖
d

bef

. 

Terbukti bahwa 

 𝑥b

d

bef

= 𝑥 ∈ 𝑋 

dan 

‖𝑥‖ = õ 𝑥b

d

bef

õ ≤ 𝐶 𝐶b‖𝑥b‖
d

bef

. 

(⇐) Asumsikan setiap deret deret ∑ 𝑥bd
bef  yang memenuhi 

 𝐶b‖𝑥b‖
d

bef

< ∞, 

∑ 𝑥bd
bef  ada di 𝑋 dan memenuhi ketaksamaan 

õ 𝑥b

d

bef

õ ≤ 𝐶 𝐶b‖𝑥b‖
d

bef

, 

akan ditunjukkan 𝑋 lengkap. 

Ambil sebarang barisan Cauchy (𝑥g) ∈ 𝑋, maka berdasarkan Definisi 2.30, untuk 

suatu 𝜀 > 0, ada 𝑁 ∈ ℕ sedemikian sehingga ∀𝑚, 𝑛 ≥ 𝑁 berlaku ‖𝑥g − 𝑥y‖ < 𝜀. 

Untuk setiap 𝑘 = 1,2, … ambil 𝜀 = (2𝐶)kb, maka ada 𝑛b ∈ ℕ sedemikian sehingga 

∀𝑛,𝑚 ≥ 𝑛b berlaku 

‖𝑥g − 𝑥y‖ <
1

(2𝐶)b. 

Dengan memilih 𝑛f < 𝑛� < 𝑛� < ⋯ secara induktif, untuk 𝑛 = 𝑛b¬f dan 𝑚 = 𝑛b 

diperoleh 

Ì𝑥gºáE − 𝑥gºÌ <
1

(2𝐶)b. 
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Kemudian, definisikan 

𝑦f = 𝑥gE,						𝑦b = 𝑥gº − 𝑥gºùE, 𝑘 ≥ 2. 

Perhatikan bahwa 

 𝐶b‖𝑦b‖
d

bef

= 𝐶‖𝑦f‖ + 𝐶b‖𝑦b‖
d

be�

	

= 𝐶Ì𝑥gEÌ + 𝐶bÌ𝑥gº − 𝑥gºùEÌ
d

be�

	

< 𝐶Ì𝑥gEÌ + 𝐶b
1

(2𝐶)b

d

be�

	

= 𝐶Ì𝑥gEÌ + 
1
2b

d

be�

	

= 𝐶Ì𝑥gEÌ +
1
2	

< ∞, 

sehingga syarat ∑ 𝐶b‖𝑦b‖d
bef < ∞ terpenuhi. Maka berdasarkan asumsi, deret 

𝑥gE + �𝑥gºáE − 𝑥gº�
d

bef

 

konvergen ke suatu 𝑦 ∈ 𝑋. Perhatikan jumlah parsial berikut. 

𝑥gE +  �𝑥gºáE − 𝑥gº�
Úkf

bef

= 𝑥gE + �𝑥g» − 𝑥gE� + ⋯+ �𝑥gú − 𝑥gúùE�	

= 𝑥gú. 

Jadi 𝑥gú → 𝑦 ∈ 𝑋, sehingga subbarisan �𝑥gº� konvergen ke 𝑦 ∈ 𝑋. 

Kemudian perhatikan bahwa 

‖𝑦 − 𝑥g‖ = Ì𝑦 − 𝑥gº + 𝑥gº − 𝑥gÌ	

≤ 𝐶�Ì𝑦 − 𝑥gºÌ + Ì𝑥gº − 𝑥gÌ�	
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= 𝐶�Ì𝑥gº − 𝑦Ì + Ì𝑥g − 𝑥gºÌ�. 

Karena �𝑥gº� konvergen dan (𝑥g) Cauchy, maka ‖𝑦 − 𝑥g‖ = ‖𝑥g − 𝑦‖ → 0 yang 

berarti (𝑥g) konvergen ke 𝑦 ∈ 𝑋. Terbukti bahwa 𝑋 lengkap.            ∎ 

Berikut akan diberikan contoh ruang barisan yang merupakan ruang kuasi-norma 

lengkap. 

Lemma 4.3 

Misalkan 𝑋 = ℓ" dengan 𝑝 = f
�
, yaitu 

ℓ
f
� = �𝑥 = (𝑥f, 𝑥�, … ) ¡ |𝑥ì|

f
�

d

ìef

< ∞©, 

dan ‖⋅‖: ℓ
E
» → [0,∞) adalah fungsi dengan untuk setiap 𝑥 ∈ ℓ

E
», 

‖𝑥‖ = Ý |𝑥ì|
f
�

d

ìef

Þ
�

. 

Pertama-tama akan ditunjukkan bahwa fungsi ‖⋅‖ adalah kuasi-norma dan @ℓ
E
», ‖⋅‖D 

adalah ruang kuasi-norma dengan memenuhi Definisi 2.44. 

1. Karena ‖⋅‖: ℓ
E
» → [0,∞) bernilai non-negatif, maka jelas bahwa ‖𝑥‖ ≥

0, ∀𝑥 ∈ ℓ
E
». 

2. (⇒) Asumsikan ‖𝑥‖ = 0, perhatikan bahwa 

Ý |𝑥ì|
f
�

d

ìef

Þ
�

= 0	

 |𝑥ì|
f
�

d

ìef

= 0	

|𝑥f|
f
� + |𝑥�|

f
� + ⋯ = 0. 

Karena |𝑥ì| ≥ 0, maka 𝑥ì = 0, ∀𝑖 sehingga 𝑥 = (𝑥f, 𝑥�, … ) = 0. 
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(⇐) Asumsikan 𝑥 = 0 yang berarti ∀𝑖, 𝑥ì = 0. Perhatikan bahwa 

𝑥f + 𝑥� + ⋯ = 0	

|𝑥f| + |𝑥�| + ⋯ = 0	

|𝑥f|
f
� + |𝑥�|

f
� + ⋯ = 0	

 |𝑥ì|
f
�

d

ìef

= 0	

Ý |𝑥ì|
f
�

d

ìef

Þ
�

= 0	

‖𝑥‖ = 0. 

3. Untuk suatu 𝑎 ∈ ℝ, 𝑎𝑥 = (𝑎𝑥f, 𝑎𝑥�, … ), didapatkan 

‖𝑎𝑥‖ = Ý |𝑎𝑥ì|
f
�

d

ìef

Þ
�

	

= Ý |𝑎|
f
�|𝑥ì|

f
�

d

ìef

Þ
�

	

= Ý|𝑎|
f
� |𝑥ì|

f
�

d

ìef

Þ
�

	

= |𝑎| Ý |𝑥ì|
f
�

d

ìef

Þ
�

	

= |𝑎|‖𝑥‖. 

4. Untuk 𝐴, 𝐵 ≥ 0 dan 0 < 𝑝 < 1, berlaku (𝐴 + 𝐵)" ≤ 𝐴" + 𝐵" ≤ 2fk"(𝐴 +

𝐵)". Perhatikan bahwa 

‖𝑥 + 𝑦‖ = Ý |𝑥ì + 𝑦ì|
f
�

d

ìef

Þ
�
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= Ê|𝑥f + 𝑦f|
f
� + ⋯Ë

�
	

≤ Ê|𝑥f|
f
� + |𝑦f|

f
� + ⋯Ë

�
	

= Ý |𝑥ì|
f
�

d

ìef

+ |𝑦ì|
f
�

d

ìef

Þ
�

. 

Untuk 𝑎, 𝑏 ≥ 0 dan 𝑝 ∈ (0,1], berlaku (𝑎 + 𝑏)
E
F ≤ 2

E
Fkf Ê𝑎

E
F + 𝑏

E
FË sehingga 

‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ Ý |𝑥ì|
f
�

d

ìef

+ |𝑦ì|
f
�

d

ìef

Þ
�

	

≤ 2 ÓÝ |𝑥ì|
f
�

d

ìef

Þ
�

+ Ý |𝑦ì|
f
�

d

ìef

Þ
�

Ô	

= 2(‖𝑥‖ + ‖𝑦‖). 

Terlihat bahwa ‖⋅‖ memenuhi Definisi 2.44, sehingga @ℓ
E
», ‖⋅‖D adalah ruang kuasi-

norma dengan 𝐶 = 2. Kemudian akan ditunjukkan @ℓ
E
», ‖⋅‖D adalah ruang kuasi-

norma yang lengkap (kuasi-Banach) dengan memenuhi Teorema 4.2 di mana 

@ℓ
E
», ‖⋅‖D lengkap jika dan hanya jika untuk setiap deret ∑ 𝑥bd

ìef  yang memenuhi 

∑ 2b‖𝑥b‖d
bef < ∞ berlaku 

 𝑥b

d

ìef

∈ ℓ
f
�	dan	 õ 𝑥b

d

ìef

õ ≤ 2 2b‖𝑥b‖
d

bef

. 

(⇒) Asumsikan @ℓ
E
», ‖⋅‖D lengkap. Misalkan ∑ 𝑥bd

bef  adalah sebarang deret yang 

memenuhi ∑ 2b‖𝑥b‖d
bef < ∞. Akan ditunjukkan ∑ 𝑥bd

bef ∈ ℓ
E
» dan 

õ 𝑥b

d

bef

õ ≤ 2 2b‖𝑥b‖
d

bef

. 
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Misalkan 𝑃 = ∑ 2b‖𝑥b‖d
bef . Definisikan jumlah parsial 

𝑆g =  𝑥b

g

bef

. 

Akan ditunjukkan (𝑆g) adalah barisan Cauchy. Untuk 𝑛,𝑚 ∈ ℕ perhatikan bahwa 

‖𝑆g¬y − 𝑆g‖ = õ  𝑥b

g¬y

bef

− 𝑥b

g

bef

õ	

= õ   𝑥b

g¬y

beg¬f

õ. 

Karena untuk bilangan asli 𝑛 > 𝑚 apabila diterapkan ketaksamaan kuasi segitiga 

didapatkan 

õ  𝑥b

g

bey

õ ≤   𝐶bky¬f‖𝑥b‖
g

bey

, 

maka perhatikan bahwa 

‖𝑆g¬y − 𝑆g‖ = õ   𝑥b

g¬y

beg¬f

õ	

≤   2bkg‖𝑥b‖
g¬y

beg¬f

	

≤   2b‖𝑥b‖
g¬y

beg¬f

	

=   2b‖𝑥b‖
g¬y

bef

− 2b‖𝑥b‖
g

bef

. 

Karena ∑ 2b‖𝑥b‖g¬y
bef  dan ∑ 2b‖𝑥b‖g

bef  adalah jumlah parsial dari 𝑃 dan deret 

∑ 2b‖𝑥b‖d
bef  konvergen ke 𝑃, maka jumlah parsialnya juga konvergen ke 𝑃 

sehingga 
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lim
g,y→d

‖𝑆g¬y − 𝑆g‖ = lim
g,y→d

Ý  2b‖𝑥b‖
g¬y

bef

− 2b‖𝑥b‖
g

bef

Þ	

= 𝑃 − 𝑃	

= 0. 

Jadi (𝑆g) adalah barisan Cauchy. Karena berdasarkan asumsi @ℓ
E
», ‖⋅‖D adalah 

lengkap, maka ada 𝑆 ∈ ℓ
E
» sedemikian sehingga (𝑆g) → 𝑆, yang berarti 

 𝑥b

d

bef

= 𝑆 ∈ ℓ
f
�. 

Kemudian perhatikan bahwa 

‖𝑆‖ = ‖(𝑆 − 𝑆g) + 𝑆g‖	

≤ 2(‖𝑆 − 𝑆g‖ + ‖𝑆g‖)	

= 2(‖𝑆g − 𝑆‖ + ‖𝑆g‖)	

dengan mengambil limit 𝑛 → ∞, didapatkan 

lim
g→d

[2(‖𝑆g − 𝑆‖ + ‖𝑆g‖)] = 2 @ lim
g→d

‖𝑆g − 𝑆‖ + lim
g→d

‖𝑆g‖D	

= 2 lim
g→d

õ 𝑥b

g

bef

õ. 

Perhatikan bahwa 

õ 𝑥b

g

bef

õ ≤  2b‖𝑥b‖
g

bef

, 

sehingga 

‖𝑆‖ = õ 𝑥b

d

bef

õ ≤ 2 lim
g→d

õ 𝑥b

g

bef

õ	

≤ 2 lim
g→d

 2b‖𝑥b‖
g

bef
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= 2 2b‖𝑥b‖
d

bef

. 

(⇐) Asumsikan ∑ 𝑥bd
bef ∈ ℓ

E
» dan ‖∑ 𝑥bd

bef ‖ ≤ 2∑ 2b‖𝑥b‖d
bef . Akan ditunjukkan 

@ℓ
E
», ‖⋅‖D lengkap. 

Ambil sebarang barisan Cauchy (𝑦g) ∈ 𝑋, maka berdasarkan Definisi 2.30, untuk 

suatu 𝜀 > 0, ada 𝑁 ∈ ℕ sedemikian sehingga ∀𝑚, 𝑛 ≥ 𝑁 berlaku ‖𝑦g − 𝑦y‖ < 𝜀. 

Untuk setiap 𝑘 = 1,2, … ambil 𝜀 = 2k�b, maka ada 𝑛b ∈ ℕ sedemikian sehingga 

∀𝑛,𝑚 ≥ 𝑛b berlaku 

‖𝑦g − 𝑦y‖ <
1
2�b. 

Dengan memilih 𝑛f < 𝑛� < 𝑛� < ⋯ secara induktif, untuk 𝑛 = 𝑛b¬f dan 𝑚 = 𝑛b 

diperoleh 

Ì𝑦gºáE − 𝑦gºÌ <
1
2�b. 

Kemudian, definisikan 

𝑥f = 𝑦gE,						𝑥b = 𝑦gº − 𝑦gºùE, 𝑘 ≥ 2. 

Sehingga jumlah parsialnya menjadi 

 𝑥b

g

bef

= 𝑦gE + �𝑦g» − 𝑦gE� + ⋯+ �𝑦gý − 𝑦gýùE� = 𝑦gý. 

Perhatikan bahwa 

 2b‖𝑥b‖
d

bef

= 2Ì𝑦gEÌ + 2bÌ𝑦gº − 𝑦gºùEÌ
d

be�

	

< 2Ì𝑦gEÌ + 2b
1

2�(bkf)

d

be�
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= 2Ì𝑦gEÌ + 
2b

2�bk�

d

be�

	

= 2Ì𝑦gEÌ + 4 
1
2b

d

be�

	

= 2Ì𝑦gEÌ + 4 ⋅
1
2	

= 2Ì𝑦gEÌ + 2	

< ∞. 

Karena 𝑦gE ∈ ℓ
E
», maka Ì𝑦gEÌ < ∞. 

Berdasarkan asumsi, ∑ 𝑥bd
bef ∈ ℓ

E
». Misalkan 𝑦 = ∑ 𝑥bd

bef , maka dengan 

mengambil limit 𝑛 → ∞, 

lim
g→d

 𝑥b

g

bef

= lim
g→d

𝑦gý =  𝑥b

d

bef

= 𝑦. 

Jadi 𝑦gý → 𝑦 ∈ ℓ
E
», sehingga subbarisan �𝑦gº� konvergen ke 𝑦 ∈ ℓ

E
». 

Kemudian perhatikan bahwa 

‖𝑦 − 𝑦g‖ = Ì𝑦 − 𝑦gº + 𝑦gº − 𝑦gÌ	

≤ 2�Ì𝑦 − 𝑥gºÌ + Ì𝑥gº − 𝑥gÌ�	

= 2�Ì𝑦gº − 𝑦Ì + Ì𝑦g − 𝑦gºÌ�. 

Karena �𝑦gº� konvergen dan (𝑦g) Cauchy, maka ‖𝑦 − 𝑦g‖ = ‖𝑦g − 𝑦‖ → 0 yang 

berarti (𝑦g) konvergen ke 𝑦 ∈ 𝑋 sehingga terlihat bahwa @ℓ
E
», ‖⋅‖D lengkap. 

Contoh 4.4 

Ambil sebarang (𝑥b) ∈ ℓ
E
» dengan 

𝑥b = Ê
1
2�b ,

1
2�b ,

1
2¾b ,

1
2þb , … Ë 
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untuk 𝑘 = 1,2, …. Hal ini berarti barisan (𝑥b) memiliki semua suku yang bernilai 

tak nol dan untuk suku ke-𝑖 dari tiap 𝑥b adalah 

(𝑥b)ì =
1
2�ìb. 

Perhatikan bahwa berdasarkan Lemma 4.3, 

‖𝑥b‖ = Ý |(𝑥b)ì|
f
�

d

ìef

Þ
�

	

= ÷ Ø
1
2�ìbØ

f
�

d

ìef

ø

�

	

= ÷ Ê
1
2�ìbË

f
�

d

ìef

ø

�

	

= Ý 
1
2ìb

d

ìef

Þ
�

	

= Ý Ê
1
2bË

ìd

ìef

Þ
�

	

= ÷
1
2b

1 − 1
2b
ø

�

	

= Ê
1

2b − 1Ë
�

. 

Akan ditunjukkan ∑ 2b‖𝑥b‖d
bef < ∞, dengan ‖𝑥b‖ = @ f

�ºkf
D
�
 didapatkan 

 2b‖𝑥b‖
d

bef

=  2b Ê
1

2b − 1Ë
�d

bef

	

=  
2b

(2b − 1)�

d

bef

. 
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Perhatikan bahwa 

2b − 1 ≥
1
2 ⋅ 2

b	

(2b − 1)� ≥ m
2b

2 o
�

	

sehingga 

1
(2b − 1)� ≤

1
2�b
4

	

1
(2b − 1)� ≤ 4

1
2�b	

2b

(2b − 1)� ≤ 4
2b

2�b	

2b

(2b − 1)� ≤ 4
1
2b. 

Dari �º

��ºkf�
» ≤ 4 f

�º
, didapatkan 

 
2b

(2b − 1)�

d

bef

≤  4
1
2b

d

bef

	

= 4 
1
2b

d

bef

	

= 4 < ∞. 

Kemudian akan ditunjukkan ∑ 𝑥bd
bef ∈ ℓ

E
». Ingat bahwa suku ke-𝑖 dari tiap 𝑥b 

adalah (𝑥b)ì =
f

�»ÿº
, maka jumlah masing 𝑥b 

Ý 𝑥b

d

bef

Þ
ì

=  
1
2�ìb

d

bef

	

=  Ê
1
2�ìË

bd

bef
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=
1
2�ì

1 − 1
2�ì

	

=
1

2�ì − 1. 

Sehingga didapatkan 

 𝑥b

d

bef

= Ê
1

2� − 1 ,
1

2� − 1 ,
1

2¾ − 1 ,… Ë. 

Perhatikan 

õ 𝑥b

d

bef

õ = ÷ Ø
1

2�ì − 1Ø
f
�

d

ìef

ø

�

	

= Ý 
1

√2�ì − 1

d

ìef

Þ
�

. 

Kemudian perhatikan bahwa 

2�ì − 1 ≥
1
2 ⋅ 2

�ì	

!2�ì − 1 ≥ Ü2
�ì

2 	

!2�ì − 1 ≥
2ì

√2
, 

sehingga didapatkan 

1
√2�ì − 1

≤
√2
2ì 	

 
1

√2�ì − 1

d

ìef

≤ 
√2
2ì

d

ìef

	

= √2 
1
2ì

d

ìef
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= √2 < ∞. 

Karena ‖∑ 𝑥bd
bef ‖ < ∞, maka ∑ 𝑥bd

bef ∈ ℓ
E
». Kemudian akan ditunjukkan 

‖∑ 𝑥bd
bef ‖ ≤ 2∑ 2b‖𝑥b‖d

bef . Perhatikan bahwa 

õ 𝑥b

d

bef

õ ≤ √2 

dan 

2 2b‖𝑥b‖
d

bef

≤ 2 ⋅ 4	

= 8. 

Karena √2 ≤ 8, maka ‖∑ 𝑥bd
bef ‖ ≤ 2∑ 2b‖𝑥b‖d

bef . 

Teorema 4.5 (Wu & Li, 2008) 

Misalkan (𝑋, ‖⋅‖) adalah ruang kuasi-Banach, maka terdapat 𝑝 ∈ (0,1] dan kuasi 

norma baru |‖⋅‖| yang ekuivalen dengan kuasi norma ‖⋅‖ dan memenuhi 

ketaksamaan segitiga berpangkat-𝑝 (𝑝-power triangle inequality) 

|‖𝑥 + 𝑦‖|" ≤ |‖𝑥‖|" + |‖𝑦‖|", ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋. 

Bukti. 

Diketahui  (𝑋, ‖⋅‖) adalah ruang kuasi-Banach, maka berdasarkan Definisi 2.44 

untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 ada 𝐶 ∈ ℝ dengan 𝐶 ≥ 1 sedemikian sehingga 

‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ 𝐶(‖𝑥‖ + ‖𝑦‖). 

Definisikan konstanta 𝑘 sebagai 

𝑘 = inf{𝐶 ≥ 1 ∶ 	 ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ 𝐶(‖𝑥‖ + ‖𝑦‖), ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋}. 

Pilih 𝑝 yang memenuhi 

2 = (2𝑘)"	

2
f
" = 2𝑘	
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1
𝑝 = log 2𝑘� 	

𝑝 =
1

log 2𝑘� 	

𝑝 =
1

log 2� + log 𝑘�  

Karena 𝑘 ≥ 1, maka 0 < 𝑝 ≤ 1. 

Kemudian, definisikan kuasi norma baru |‖⋅‖|: 𝑋 → [0,∞) sebagai 

|‖𝑥‖| = inf$Ý ‖𝑥ì‖"
g

ìef

Þ

f
"

%𝑛 ∈ ℕ, 𝑥 = 𝑥ì

g

ìef

&. 

Kemudian akan dibuktikan |‖⋅‖| adalah kuasi norma dan ekuivalen dengan ‖⋅‖ 

serta memenuhi ketaksamaan segitiga berpangkat-𝑝 (𝑝-power triangle inequality). 

Pertama akan dibuktikan |‖⋅‖| adalah kuasi norma dengan memenuhi Definisi 2.44. 

1. Diketahui |‖⋅‖|: 𝑋 → [0,∞) bernilai non-negatif, sehingga jelas bahwa 

|‖𝑥‖| ≥ 0, ∀𝑥 ∈ 𝑋. 

2. (⇒) Asumsikan |‖𝑥‖| = 0, akan ditunjukkan 𝑥 = ∑ 𝑥ìg
ìef = 0. Perhatikan 

bahwa 

|‖𝑥‖| = 0	

inf$Ý ‖𝑥ì‖"
g

ìef

Þ

f
"

%𝑛 ∈ ℕ, 𝑥 = 𝑥ì

g

ìef

& = 0 

Untuk sebarang 𝜀 > 0, 

Ý ‖𝑥ì‖"
g

ìef

Þ

f
"

< |‖𝑥‖| + 𝜀	
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Ý ‖𝑥ì‖"
g

ìef

Þ

f
"

< 0 + 𝜀.	

Ambil 𝜀 > 0 sekecil mungkin, sehingga 

Ý ‖𝑥ì‖"
g

ìef

Þ

f
"

= 0	

 ‖𝑥ì‖"
g

ìef

= 0	

‖𝑥ì‖" = 0	

‖𝑥ì‖ = 0.	

Karena ‖⋅‖ adalah kuasi norma, maka 

𝑥ì = 0, untuk	𝑖 = 1,… , 𝑛. 

Perhatikan bahwa, 

𝑥ì = 0	

 𝑥ì

g

ìef

= 0	

𝑥 = 0. 

(⇐) Asumsikan 𝑥 = ∑ 𝑥ìg
ìef = 0, akan ditunjukkan |‖𝑥‖| = 0. Perhatikan 

bahwa 

𝑥 = 0	

 𝑥ì

g

ìef

= 0	

Ý ‖𝑥ì‖"
g

ìef

Þ

f
"

= 0	
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inf$Ý ‖𝑥ì‖"
g

ìef

Þ

f
"

%𝑛 ∈ ℕ, 𝑥 = 𝑥ì

g

ìef

& = 0	

|‖𝑥‖| = 0. 

3. Untuk suatu 𝑎 ∈ ℝ, 𝑎𝑥 = ∑ (𝑎𝑥ì)g
ìef = 0. Perhatikan bahwa 

|‖𝑎𝑥‖| = inf$Ý ‖𝑎𝑥ì‖"
g

ìef

Þ

f
"

% 𝑛 ∈ ℕ, 𝑥 = 𝑥ì

g

ìef

&	

= inf$Ý|𝑎|" ‖𝑥ì‖"
g

ìef

Þ

f
"

%𝑛 ∈ ℕ, 𝑥 = 𝑥ì

g

ìef

&	

= inf$|𝑎| Ý ‖𝑥ì‖"
g

ìef

Þ

f
"

% 𝑛 ∈ ℕ, 𝑥 = 𝑥ì

g

ìef

&	

= |𝑎| inf$Ý ‖𝑥ì‖"
g

ìef

Þ

f
"

% 𝑛 ∈ ℕ, 𝑥 = 𝑥ì

g

ìef

&	

= |𝑎||‖𝑥‖|. 

4. Perhatikan bahwa, 

|‖𝑥‖| = inf$Ý ‖𝑥ì‖"
g

ìef

Þ

f
"

% 𝑛 ∈ ℕ, 𝑥 = 𝑥ì

g

ìef

& 

sehingga untuk suatu 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 dengan 𝑥 = ∑ 𝑥ìg
ìef  dan 𝑦 = ∑ 𝑦ìg

ìef , 

|‖𝑥 + 𝑦‖| = inf$Ý ‖𝑥ì + 𝑦ì‖"
g

ìef

Þ

f
"

%𝑚, 𝑛 ∈ ℕ, 𝑥 = 𝑥ì

g

ìef

, 𝑦 = 𝑦à

y

àef

&. 

Ambil sebarang 𝜀 > 0 dan 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 dengan 𝑥 = ∑ 𝑥ìg
ìef  dan 𝑦 = ∑ 𝑦àg

àef  

sedemikian sehingga 
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Ý ‖𝑥ì‖"
g

ìef

Þ

f
"

< |‖𝑥‖| + 𝜀	dan	÷ Ì𝑦àÌ
"

y

àef

ø

f
"

< |‖𝑦‖| + 𝜀. 

Karena untuk 𝐴, 𝐵 ≥ 0 dan 0 < 𝑝 < 1 berlaku (𝐴 + 𝐵)" ≤ 𝐴" + 𝐵" ≤

2fk"(𝐴 + 𝐵)", maka didapatkan 

Ý ‖𝑥ì + 𝑦ì‖"
g

ìef

Þ

f
"

= (‖𝑥f + 𝑦f‖" + ⋯+ ‖𝑥g + 𝑦g‖")
f
"	

≤ (‖𝑥f‖" + ‖𝑦f‖" + ⋯+ ‖𝑥g‖" + ‖𝑦f‖")
f
"	

= ÷ ‖𝑥ì‖"
g

ìef

+ Ì𝑦àÌ
"

y

àef

ø

f
"

.	

Karena untuk 𝑎, 𝑏 ≥ 0 dan 0 < 𝑝 ≤ 1 berlaku (𝑎 + 𝑏)
E
F ≤ 2

E
Fkf Ê𝑎

E
F + 𝑏

E
FË, 

maka perhatikan bahwa, 

Ý ‖𝑥ì + 𝑦ì‖"
g

ìef

Þ

f
"

≤ ÷ ‖𝑥ì‖"
g

ìef

+ Ì𝑦àÌ
"

y

àef

ø

f
"

	

≤ 2
f
"kf

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡
Ý ‖𝑥ì‖"

g

ìef

Þ

f
"

+ ÷ Ì𝑦àÌ
"

y

àef

ø

f
"

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
	

< 2
f
"kf[|‖𝑥‖| + 𝜀 + |‖𝑦‖| + 𝜀]	

= 2
f
"kf(|‖𝑥‖| + |‖𝑦‖|) + 2

f
"𝜀	

Karena 𝜀 > 0 sebarang, maka 

Ý ‖𝑥ì + 𝑦ì‖"
g

ìef

Þ

f
"

< 2
f
"kf(|‖𝑥‖| + |‖𝑦‖|)	
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inf$Ý ‖𝑥ì + 𝑦ì‖"
g

ìef

Þ

f
"

%𝑚, 𝑛 ∈ ℕ, 𝑥 = 𝑥ì

g

ìef

, 𝑦 = 𝑦à

y

àef

&

< 2
f
"kf(|‖𝑥‖| + |‖𝑦‖|).	

Sehingga terbukti bahwa |‖𝑥 + 𝑦‖| ≤ 𝐶(|‖𝑥‖| + |‖𝑦‖|), dengan 𝐶 = 2
E
Fkf. 

Terbukti bahwa |‖⋅‖| adalah kuasi-norma. Kemudian perhatikan bahwa 

|‖𝑥 + 𝑦‖| ≤ ÷ ‖𝑥ì‖"
g

ìef

+ Ì𝑦àÌ
"

y

àef

ø

f
"

	

|‖𝑥 + 𝑦‖|" ≤ ‖𝑥ì‖"
g

ìef

+ Ì𝑦àÌ
"

y

àef

	

< (|‖𝑥‖| + 𝜀)" + (|‖𝑦‖| + 𝜀)" 

Karena 𝜀 > 0 sebarang, maka didapatkan 

|‖𝑥 + 𝑦‖|" ≤ |‖𝑥‖|" + |‖𝑦‖|". 

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa kuasi-norma baru |‖⋅‖| ekuivalen dengan 

kuasi-norma ‖⋅‖. 

Ambil sebarang 𝑥 ∈ 𝑋. Pilih 𝑥 = ∑ 𝑥ìf
ìef  sedemikian sehingga 

|‖𝑥‖| = inf$Ý ‖𝑥ì‖"
f

ìef

Þ

f
"

¡𝑛 ∈ ℕ, 𝑥 = 𝑥ì

f

ìef

&	

= inf ·(‖𝑥‖")
f
"	-	

≤ ‖𝑥‖. 

Pilih bilangan positif 𝑏 = 1, sehingga |‖𝑥‖| < 𝑏‖𝑥‖. 

Selanjutnya karena 𝑥 = ∑ 𝑥ìg
ìef , maka untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋 
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‖𝑥‖ = õ 𝑥ì

g

ìef

õ. 

Pada kuasi norma ‖⋅‖ berlaku ketaksamaan segitiga ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 

‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ 𝐶(‖𝑥‖ + ‖𝑦‖). 

Dengan menggunakan induksi matematika, ketaksamaan segitika pada kuasi norma 

dapat digeneralisasi menjadi 

‖𝑥f + 𝑥� + ⋯+ 𝑥g‖ ≤ 𝐶gkf(‖𝑥f‖ + ‖𝑥�‖ + ⋯+ ‖𝑥g‖)	

õ 𝑥ì

g

ìef

õ ≤ 𝐶gkf ‖𝑥ì‖
g

ìef

. 

Perhatikan bahwa 

õ 𝑥ì

g

ìef

õ ≤ 𝐶gkf ‖𝑥ì‖
g

ìef

	

õ 𝑥ì

g

ìef

õ
"

≤ Ý𝐶gkf ‖𝑥ì‖
g

ìef

Þ
"

.	

Karena (𝐴 + 𝐵)" ≤ 𝐴" + 𝐵" untuk 𝑝 ∈ (0,1] dan 𝐴, 𝐵 ≥ 0, maka 

õ 𝑥ì

g

ìef

õ
"

≤ (𝐶gkf)" Ý ‖𝑥ì‖"
g

ìef

Þ	

õ 𝑥ì

g

ìef

õ ≤ 𝐶gkf Ý ‖𝑥ì‖"
g

ìef

Þ

f
"

	

‖𝑥‖ ≤ 𝐶gkf Ý ‖𝑥ì‖"
g

ìef

Þ

f
"

	

≤ 𝐶gkf ⋅ inf$Ý ‖𝑥ì‖"
g

ìef

Þ

f
"

¡𝑛 ∈ ℕ, 𝑥 = 𝑥ì

g

ìef

&	

= 𝐶gkf|‖𝑥‖|. 
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Pilih bilangan positif 𝑎 = 𝐶fkg, sehingga 𝑎‖𝑥‖ ≤ |‖𝑥‖|. 

Karena untuk bilangan positif	𝑎 = 𝐶fkg dan 𝑏 = 1 berlaku 𝑎‖𝑥‖ ≤ |‖𝑥‖| ≤ 𝑏‖𝑥‖, 

maka berdasarkan Definisi 4.1 terbukti bahwa kuasi norma baru |‖⋅‖| ekuivalen 

dengan kuasi norma ‖⋅‖.                 ∎ 

Berikut akan diberikan contoh kuasi-norma baru yang ekuivalen dengan kuasi-

norma pada Lemma 4.3. 

Lemma 4.6 

Definisikan fungsi baru pada ruang barisan ℓ
E
», yaitu |‖⋅‖|: ℓ

E
» → [0,∞) dengan 

|‖𝑥‖| = Ýsup
ì
|𝑥ì|

f
� + |𝑥ì|

f
�

d

ìef

Þ
�

 

untuk setiap 𝑥 ∈ ℓ
E
». Akan ditunjukkan fungsi |‖⋅‖| adalah kuasi-norma baru di ℓ

E
» 

dengan memenuhi Definisi 2.44. 

1. Diketahui |‖⋅‖|: ℓ
E
» → [0,∞) bernilai non-negatif, sehingga jelas bahwa 

|‖𝑥‖| ≥ 0, ∀𝑥 ∈ ℓ
E
». 

2. (⇒) Asumsikan |‖𝑥‖| = 0. Perhatikan bahwa 

|‖𝑥‖| = 0	

Ýsup
ì
|𝑥ì|

f
� + |𝑥ì|

f
�

d

ìef

Þ
�

= 0	

sup
ì
|𝑥ì|

f
� + |𝑥ì|

f
�

d

ìef

= 0. 

Karena |𝑥ì| ≥ 0, maka sup
ì
|𝑥ì|

E
» ≥ 0 dan ∑ |𝑥ì|

E
»d

ìef  sehingga didapatkan 

sup
ì
|𝑥ì|

f
� = 0	dan	 |𝑥ì|

f
�

d

ìef

= 0. 
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Kemudian perhatikan bahwa 

 |𝑥ì|
f
�

d

ìef

= 0	

|𝑥f|
f
� + |𝑥�|

f
� + ⋯ = 0. 

Karena |𝑥ì| ≥ 0, maka 𝑥ì = 0, ∀𝑖 sehingga 𝑥 = (𝑥f, 𝑥�, … ) = 0. 

(⇐) Asumsikan 𝑥 = (𝑥f, 𝑥�, … ) = 0, yang berarti 𝑥ì = 0, ∀𝑖. Perhatikan 

bahwa 

|𝑥ì| = 0	

|𝑥ì|
f
� = 0	

sup
ì
|𝑥ì|

f
� = 0, 

kemudian 

|𝑥f| + |𝑥�| + ⋯ = 0	

|𝑥f|
f
� + |𝑥�|

f
� + ⋯ = 0	

 |𝑥ì|
f
�

d

ìef

= 0, 

sehingga 

sup
ì
|𝑥ì|

f
� + |𝑥ì|

f
�

d

ìef

= 0	

Ýsup
ì
|𝑥ì|

f
� + |𝑥ì|

f
�

d

ìef

Þ
�

= 0	

|‖𝑥‖| = 0. 

3. Untuk suatu 𝑎 ∈ ℝ, 𝑎𝑥 = (𝑎𝑥f, 𝑎𝑥�, … ) didapatkan 
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|‖𝑎𝑥‖| = Ýsup
ì
|𝑎𝑥ì|

f
� + |𝑎𝑥ì|

f
�

d

ìef

Þ
�

	

= Ýsup
ì
|𝑎|

f
�|𝑥ì|

f
� + |𝑎|

f
�|𝑥ì|

f
�

d

ìef

Þ
�

	

= Ý|𝑎|
f
� sup

ì
|𝑥ì|

f
� + |𝑎|

f
� |𝑥ì|

f
�

d

ìef

Þ
�

	

= .|𝑎|
f
� Ýsup

ì
|𝑥ì|

f
� + |𝑥ì|

f
�

d

ìef

Þ/
�

	

= |𝑎| Ýsup
ì
|𝑥ì|

f
� + |𝑥ì|

f
�

d

ìef

Þ
�

	

= |𝑎||‖𝑥‖|. 

4. Ingat untuk 𝐴, 𝐵 ≥ 0 dan 0 < 𝑝 < 1 berlaku (𝐴 + 𝐵)" ≤ 𝐴" + 𝐵". 

Perhatikan bahwa untuk 𝑥, 𝑦 ∈ ℓ
E
», 

|‖𝑥 + 𝑦‖| = Ýsup
ì
|𝑥ì + 𝑦ì|

f
� + |𝑥ì + 𝑦ì|

f
�

d

ìef

Þ
�

	

≤ Ýsup
ì
Ê|𝑥ì|

f
� + |𝑦ì|

f
�Ë + Ê|𝑥ì|

f
� + |𝑦ì|

f
�Ë

d

ìef

Þ
�

	

≤ ÷Ýsup
ì
|𝑥ì|

f
� + |𝑥ì|

f
�

d

ìef

Þ + Ýsup
ì
|𝑦ì|

f
� + |𝑦ì|

f
�

d

ìef

Þø

�

.	

Ingat untuk 𝑎, 𝑏 ≥ 0 dan 𝑝 ∈ (0,1] berlaku (𝑎 + 𝑏)
E
F ≤ 2

E
Fkf Ê𝑎

E
F + 𝑏

E
FË 

sehingga 

|‖𝑥 + 𝑦‖| ≤ ÷Ýsup
ì
|𝑥ì|

f
� + |𝑥ì|

f
�

d

ìef

Þ + Ýsup
ì
|𝑦ì|

f
� + |𝑦ì|

f
�

d

ìef

Þø

�
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≤ 2ÓÝsup
ì
|𝑥ì|

f
� + |𝑥ì|

f
�

d

ìef

Þ
�

+ Ýsup
ì
|𝑦ì|

f
� + |𝑦ì|

f
�

d

ìef

Þ
�

Ô	

= 2(|‖𝑥‖| + |‖𝑦‖|). 

Terlihat bahwa fungsi |‖⋅‖| adalah kuasi-norma di ℓ
E
» dengan konstanta kuasi 

segitiga 𝐶 = 2. Kemudian lihat bahwa |‖⋅‖| juga memenuhi ketaksamaan segitiga 

berpangkat-𝑝. 

|‖𝑥 + 𝑦‖|
f
� = sup

ì
|𝑥ì + 𝑦ì|

f
� + |𝑥ì + 𝑦ì|

f
�

d

ìef

	

≤ sup
ì
Ê|𝑥ì|

f
� + |𝑦ì|

f
�Ë + Ê|𝑥ì|

f
� + |𝑦ì|

f
�Ë

d

ìef

	

≤ Ýsup
ì
|𝑥ì|

f
� + |𝑥ì|

f
�

d

ìef

Þ + Ýsup
ì
|𝑦ì|

f
� + |𝑦ì|

f
�

d

ìef

Þ	

= |‖𝑥‖|
f
� + |‖𝑦‖|

f
�. 

Akan ditunjukkan kuasi norma |‖⋅‖| ekuivalen dengan ‖⋅‖ pada Lemma 4.3. 

perhatikan bahwa 

 |𝑥ì|
f
�

d

ìef

≤ sup
ì
|𝑥ì|

f
� + |𝑥ì|

f
�

d

ìef

, 

lalu karena 

|𝑥ì|
f
� ≤ |𝑥ì|

f
�

d

ìef

	

sup
ì
|𝑥ì|

f
� ≤ |𝑥ì|

f
�

d

ìef

	

sup
ì
|𝑥ì|

f
� + |𝑥ì|

f
�

d

ìef

≤ 2 |𝑥ì|
f
�

d

ìef

, 
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maka 

 |𝑥ì|
f
�

d

ìef

≤ sup
ì
|𝑥ì|

f
� + |𝑥ì|

f
�

d

ìef

≤ 2 |𝑥ì|
f
�

d

ìef

	

Ý |𝑥ì|
f
�

d

ìef

Þ
�

≤ Ýsup
ì
|𝑥ì|

f
� + |𝑥ì|

f
�

d

ìef

Þ
�

≤ Ý2 |𝑥ì|
f
�

d

ìef

Þ
�

	

‖𝑥‖ ≤ |‖𝑥‖| ≤ 4‖𝑥‖.	

terlihat bahwa kuasi norma |‖⋅‖| ekuivalen dengan ‖⋅‖. 

Contoh 4.7 

Pilih 𝑋 = ℓ
E
», berdasarkan Lemma 4.3 berlaku untuk setiap 𝑥 ∈ ℓ

E
» berlaku norma 

‖𝑥‖ = Ý |𝑥ì|
f
�

d

ìef

Þ
�

. 

Ambil sebarang 𝑥 ∈ ℓ
E
», di mana untuk 𝑖 = 1,2, … 

𝑥 = Ê
1
𝑖�Ë = Ê1,

1
16 ,

1
81 ,

1
256 ,… Ë. 

Terlihat bahwa setiap 𝑥ì tidak nol. Perhatikan bahwa 

 |𝑥ì|
f
�

d

ìef

= Ø
1
𝑖�Ø

f
�

d

ìef

	

=  Ø
1
𝑖�Ø

d

ìef

	

=  
1
𝑖�

d

ìef

. 

Menggunakan deret Fourier untuk fungsi 𝑓(𝑥) = 𝑥� pada interval [−𝜋,𝜋], yaitu 

𝑥� =
𝜋�

3 + 4 
(−1)ì cos(𝑖𝑥)

𝑖�

d

ìef

. 

Dengan mengambil 𝑥 = 𝜋, didapatkan 
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𝜋� =
𝜋�

3 + 4 
(−1)ì cos(𝑖𝜋)

𝑖�

d

ìef

	

=
𝜋�

3 + 4 
(−1)ì(−1)ì

𝑖�

d

ìef

	

=
𝜋�

3 + 4 
(−1)�ì

𝑖�

d

ìef

	

=
𝜋�

3 + 4 
1
𝑖�

d

ìef

. 

Perhatikan bahwa, 

𝜋� =
𝜋�

3 + 4 
1
𝑖�

d

ìef

	

4 
1
𝑖�

d

ìef

= 𝜋� −
𝜋�

3 	

4 
1
𝑖�

d

ìef

=
2𝜋�

3 	

 
1
𝑖�

d

ìef

=
2𝜋�

3 ⋅
1
4	

=
𝜋�

6 , 

sehingga didapatkan 

 |𝑥ì|
f
�

d

ìef

= 
1
𝑖�

d

ìef

	

=
𝜋�

6 < ∞. 

Kemudian perhatikan bahwa, 
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sup
ì
|𝑥ì|

f
� = sup

ì
2|1|

f
�, Ø

1
16Ø

f
�
, Ø
1
81Ø

f
�
, Ø
1
256Ø

f
�
, …3	

= sup
ì
·1,

1
4 ,
1
9 ,

1
16 ,… -	

= sup
ì

1
𝑖�. 

Karena untuk setiap 𝑖 ∈ ℕ, f
ì»
≤ 1, maka batas atas dari himpunan f

ì»
, 𝑛 ∈ ℕ adalah 

1. Kemudian karena tidak ada batas atas yang lebih kecil dari 1, maka 

sup
ì
|𝑥ì|

f
� = sup

ì

1
𝑖�	

= 1. 

Lalu 

‖𝑥‖ = Ý |𝑥ì|
f
�

d

ìef

Þ
�

	

= m
𝜋�

6 o
�

	

=
𝜋�

36. 

dan 

|‖𝑥‖| = Ýsup
ì
|𝑥ì|

f
� + |𝑥ì|

f
�

d

ìef

Þ
�

	

= m1 +
𝜋�

6 o
�

	

= m
6 + 𝜋�

6 o
�

. 

Perhatikan bahwa karena 1 ≤ 4»

¾
, maka 
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sup
ì
|𝑥ì|

f
� ≤ |𝑥ì|

f
�

d

ìef

	

sup
ì
|𝑥ì|

f
� + |𝑥ì|

f
�

d

ìef

≤ 2 |𝑥ì|
f
�

d

ìef

	

Ýsup
ì
|𝑥ì|

f
� + |𝑥ì|

f
�

d

ìef

Þ
�

≤ Ý2 |𝑥ì|
f
�

d

ìef

Þ
�

. 

Lalu, karena 

 |𝑥ì|
f
�

d

ìef

≤ sup
ì
|𝑥ì|

f
� + |𝑥ì|

f
�

d

ìef

	

Ý |𝑥ì|
f
�

d

ìef

Þ
�

≤ Ýsup
ì
|𝑥ì|

f
� + |𝑥ì|

f
�

d

ìef

Þ
�

, 

maka 

Ý |𝑥ì|
f
�

d

ìef

Þ
�

≤ Ýsup
ì
|𝑥ì|

f
� + |𝑥ì|

f
�

d

ìef

Þ
�

≤ Ý2 |𝑥ì|
f
�

d

ìef

Þ
�

	

𝜋�

36 ≤ m
6 + 𝜋�

6 o
�

≤ 4 ⋅
𝜋�

36	

𝜋� ≤ (6 + 𝜋�)� ≤ 4𝜋� 

Terlihat bahwa 𝜋� ≤ (6 + 𝜋�)� ≤ 4𝜋� sehingga ‖𝑥‖ ≤ |‖𝑥‖| ≤ 4‖𝑥‖. 

Misalkan ruang barisan ℓ
E
» dan ℓ

E
¼ adalah ruang kuasi-norma lengkap, 

berikut akan diberikan visualisasinya di ℝ� berupa bola satuan {𝑥 ∈ ℝ�|‖𝑥‖ ≤ 1}. 

Pada Gambar 4.1, terlihat untuk 𝑝 < 1 bola satuan berbentuk cekung ke dalam dan 

semakin kecil nilai 𝑝 semakin tajam lekukan cekungnya. 
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Gambar 4.1 Visualisasi bola satuan di ℝ� 

4.2  Ruang Grand Lebesgue 

Ruang grand Lebesgue merupakan salah satu contoh dari pengembangan 

ruang Lebesgue. Pada ruang ini, 𝑝 dilihat dari suatu interval buka (𝛼, 𝛽) di mana 

1 ≤ 𝛼 < 𝛽 ≤ ∞. Berikut akan dibahas definisi dari ruang grand Lebesgue. 

Definisi 4.8 (Ostrovsky & Sirota, 2007) 

Misalkan 1 ≤ 𝛼 < 𝑝 < 𝛽 ≤ ∞ dan 𝐿" = 𝐿(𝑝) = 𝐿(𝑝; 𝐸, 𝜇) = ±𝑓, ‖𝑓‖" < ∞³ 

dengan 𝐸 ⊆ ℝ. Didefinisikan 𝜓(𝑝) adalah fungsi kontinu positif pada interval 

(𝛼, 𝛽), sedemikian sehingga ada 𝑓: 𝐸 → ℝ di mana 

𝜓(𝑝) = ‖𝑓‖", 𝑝 ∈ (𝛼, 𝛽). 

Himpunan semua fungsi 𝜓(𝑝) dinotasikan sebagai Ψ(𝛼, 𝛽) = {𝜓(⋅)}. 

Contoh 4.9 

Ambil 𝐸 = [0,2],  (𝛼, 𝛽) = (1,3). Definisikan fungsi step 𝑓: [0,2] → ℝ dengan 

𝑓(𝑥) = ´2, 0 ≤ 𝑥 < 1,
1, 1 < 𝑥 ≤ 2. 

Untuk setiap 𝑝 ∈ (1,3), 



  

 

85 

𝜓(𝑝) = ‖𝑓‖" = mn |𝑓(𝑥)|"	𝑑𝑥
�

½
o

f
"
. 

Gambar 4.2 adalah visualisasi dari fungsi step 𝑓: [0,2] → ℝ. 

 
Gambar 4.2 Fungsi step 𝑓(𝑥) 

Berdasarkan Definisi 4.8, perhatikan bahwa untuk 𝑝 ∈ (1,3) 

𝜓(𝑝) = ‖𝑓‖"	

= mn |𝑓(𝑥)|"	𝑑𝑥
�

½
o

f
"
	

= mn |2|"	𝑑𝑥
f

½
+ n |1|"	𝑑𝑥

�

f
o

f
"
	

= mn 2"	𝑑𝑥
f

½
+ n 1"	𝑑𝑥

�

f
o

f
"
	

= (2" + 1)
f
". 

Fungsi 𝜓(𝑝) kontinu dan bernilai positif pada interval (1,3). Berikut adalah 

visualisasi fungsi 𝜓(𝑝) = ‖𝑓(𝑥)‖" = (2" + 1)
E
F dengan 𝑝 ∈ (1,3). 
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Gambar 4.3 Fungsi 𝜓(𝑝) 

Teorema 4.10 (Ostrovsky & Sirota, 2007) 

Misalkan 𝐿" = 𝐿(𝑝) = 𝐿(𝑝; 𝐸, 𝜇) = ±𝑓, ‖𝑓‖" < ∞³ dengan 𝐸 ⊆ ℝ adalah ruang 

Lebesgue. Misalkan 𝜇 bersifat difus yang berarti untuk setiap 𝐴 pada 𝜎-aljabar di 

𝐸 dengan 0 < 𝜇(𝐴) < ∞ terdapat himpunan bagian 𝐵 ⊂ 𝐴 dengan 𝜇(𝐵) =

𝜇(𝐴)/2. Fungsi 𝑣(𝑝), 𝑝 ∈ (𝛼, 𝛽) termuat pada himpunan Ψ(𝛼, 𝛽) jika dan hanya 

jika terdapat dua fungsi Λf(𝑝), Λ�(𝑝), sedemikian sehingga 𝑣"(𝑝) = Λf(𝑝) +

Λ�(𝑝), di mana Λf(𝑝) mutlak monoton pada interval (𝛼, 𝛽) dan Λ�(𝑝) monoton 

sempurna pada interval (𝛼, 𝛽) atau dapat ditulis dengan ∀𝑘 = 0,1,2, … 

∀𝑝 ∈ (𝛼, 𝛽) ⇒ Λf
(b)(𝑝) ≥ 0, (−1)bΛ�

(b) ≥ 0, 

dengan Λf
(b) dan Λ�

(b) adalah turunan ke-𝑘 dari Λf dan Λ�. 

Bukti. 

(⇒) Asumsikan 𝑣(𝑝) ∈ Ψ(𝛼, 𝛽), maka berdasarkan Definisi 4.8 ada 𝑓: 𝐸 → ℝ di 

mana 

𝑣(𝑝) = ‖𝑓‖"	

= mn |𝑓(𝑥)|"
C

𝜇(𝑑𝑥)o

f
"
. 
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Perhatikan bahwa 

𝑣"(𝑝) = n |𝑓(𝑥)|"
C

𝜇(𝑑𝑥)	

= n exp(𝑝 log|𝑓(𝑥)|)
C

𝜇(𝑑𝑥)	

= n exp(𝑝 log|𝑓(𝑥)|)
±Ð∈C²|\(Ð)|5f³

𝜇(𝑑𝑥)

+ n exp(𝑝 log|𝑓(𝑥)|)
±Ð∈C²|\(Ð)|6f³

𝜇(𝑑𝑥) 

Dengan memisalkan 

Λf(𝑝) = n exp(𝑝 log|𝑓(𝑥)|)
±Ð∈C²|\(Ð)|5f³

𝜇(𝑑𝑥), Λf
(b)(𝑝) ≥ 0; 

Λ�(𝑝) = n exp(𝑝 log|𝑓(𝑥)|)
±Ð∈C²|\(Ð)|6f³

𝜇(𝑑𝑥), (−1)bΛ�
(b) ≥ 0, 

terbukti bahwa 𝑣"(𝑝) = Λf(𝑝) + Λ�(𝑝). 

(⇐) Asumsikan 𝑣"(𝑝) = Λf(𝑝) + Λ�(𝑝), Λf
(b)(𝑝) ≥ 0, (−1)bΛ�

(b) ≥ 0. Mengikuti 

Teorema 2.37, 

Λf(𝑝) = n exp(𝑝𝑡) 𝜇f(𝑑𝑡)
C

, 

Λ�(𝑝) = n exp(𝑝𝑡) 𝜇�(𝑑𝑡)
C

, 

di mana 𝜇f, 𝜇� adalah ukuran Borel pada himpunan 𝐸 sdemikian sehingga 

𝜇f{(−∞, 0)} = 0, 𝜇�{(0,∞)} = 0, dan ∀𝑝 ∈ (𝛼, 𝛽), 

Λf(𝑝) < ∞, Λ�(𝑝) < ∞. 

Sehingga 
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𝑣"(𝑝) = n exp(𝑝𝑡) 𝜇f(𝑑𝑡)
½

kd
+ n exp(𝑝𝑡) 𝜇�(𝑑𝑡)

d

½
	

= n exp(𝑝𝑡) �𝜇f(𝑑𝑡) + 𝜇�(𝑑𝑡)�
d

kd
. 

Karena ukuran 𝜇 bersifat difus, maka ada (ukuran) fungsi 𝜂: 𝐸 → ℝ sedemikian 

sehingga 

𝑣"(𝑝) = n exp�𝑝𝜂(𝑥)� 𝜇(𝑑𝑥)
C

. 

Misalkan 𝑓(𝑥) = exp(𝜂(𝑥)), maka 𝜂(𝑥) = log 𝑓(𝑥). Perhatikan bahwa 

𝑣"(𝑝) = n exp�𝑝𝜂(𝑥)� 𝜇(𝑑𝑥)
C

	

= n exp(𝑝 log 𝑓(𝑥)) 𝜇(𝑑𝑥)
C

	

= n 𝑓"(𝑥)𝜇(𝑑𝑥)
C

. 

Terlihat bahwa 𝑣(𝑝) = ‖𝑓‖", sehingga terbukti 𝑣(𝑝) ∈ Ψ(𝛼, 𝛽).            ∎ 

Definisi 4.11 (Ostrovsky & Sirota, 2007) 

Didefinisikan perluasan dari himpunan Ψ(𝛼, 𝛽) sebagai berikut. 

𝐸𝑋Ψ(𝛼, 𝛽) = �𝑣(𝑝) ¿∃𝜓(𝑝) ∈ Ψ(𝛼, 𝛽): 0 < inf
"∈(M,N)

𝜓(𝑝)
𝑣(𝑝) ≤ sup

"∈(M,N)

𝜓(𝑝)
𝑣(𝑝) < ∞�, 

𝑈Ψ(𝛼, 𝛽) = {𝜓(𝑝)|∀𝑝 ∈ (𝛼, 𝛽), 𝜓(𝑝) > 0}, 

fungsi 𝑝 → 𝜓(𝑝), 𝑝 ∈ (𝛼, 𝛽) kontinu sedemikian sehingga limit 𝜓(𝛼 + 0), 𝜓(𝑏 −

0) ∈ (0,∞]. Pada kasus 𝛽 = ∞, 𝜓(𝑏 − 0) = lim
"→d

𝜓(𝑝) ∈ (0,∞]. 

Definisi 4.12 (Formica dkk., 2021) 

Misalkan ℬ adalah 𝜎-aljabar di 𝐸 ⊆ ℝ. Kemudian misalkan (𝐸, ℬ, 𝜇) adalah ruang 

ukuran di mana 𝜇 adalah ukuran yang terdefinisi pada ruang terukur (𝐸, ℬ) dan 
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𝜓(𝑝) ∈ 𝑈Ψ(𝛼, 𝛽) dengan 𝑝 ∈ (𝛼, 𝛽) merupakan suatu fungsi kontinu positif yang 

bernilai real di interval (𝛼, 𝛽) dengan 1 ≤ 𝛼 < 𝛽 ≤ ∞ sedemikian sehingga 

inf
"∈(M,N)

𝜓(𝑝) > 0. 

Ruang grand Lebesgue 𝐺𝜓M,N memuat semua fungsi terukur 𝑓: 𝐸 → ℝ, sedemikian 

sehingga 

‖𝑓‖TUV,W = sup
"∈(M,N)

�
‖𝑓‖"
𝜓(𝑝)� < ∞, 1 ≤ 𝛼 < 𝛽 ≤ ∞. 

Salah satu contoh dari ruang grand Lebesgue adalah 𝐿N),9 sebagaimana remark 

berikut. 

Remark 4.13 (Formica dkk., 2021) 

Didefinisikan fungsi 𝜓(𝑝) = (𝛽 − 𝑝)k9/" untuk 𝑝 ∈ (1, 𝛽) dengan 1 < 𝛽 < ∞ 

dan 𝜃 ≥ 0. 

Substitusikan 𝑝 = 𝛽 − 𝜀 dengan 𝜀 ∈ (0, 𝛽 − 1), sehingga 𝑝 ∈ (1, 𝛽) dapat ditulis 

menjadi 1 < 𝛽 − 𝜀 < 𝛽. Sedemikian sehingga, 

𝜓(𝑝) = (𝛽 − 𝑝)k
9
"	

= �𝛽 − (𝛽 − 𝜀)�k
9

NkÙ	

= 𝜀k
9

NkÙ, 

Dan norma 𝐺𝜓f,N untuk sebarang fungsi 𝑓: 𝐸 → ℝ adalah 

‖𝑓‖TUE,W = sup
"∈(f,N)

�
‖𝑓‖"
𝜓(𝑝)�	

= sup
f6NkÙ6N

2
‖𝑓‖NkÙ

𝜀k
9

NkÙ
3	
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= sup
f6NkÙ6N

�𝜀
9

NkÙ‖𝑓‖NkÙ� 

Inilah yang diperkenalkan oleh Greco dkk. (1997) dan normanya dinotasikan 

dengan ‖𝑓‖;W),<(𝛽 > 1,𝜃 ≥ 0). Ruang 𝐿N),9 untuk 𝜃 = 1 dikenal sebagai Iwaniec 

& Sbordone (1992) space 𝐿N) . Salah satu teorema pada penelitian Ostrovsky & 

Sirota (2007) menyatakan bahwa ruang grand Lebesgue 𝐺𝜓M,N merupakan ruang 

Banach. 

Teorema 4.14 (Ostrovsky & Sirota, 2007) 

Ruang 𝐺𝜓M,N dengan norma ‖⋅‖TUV,W adalah ruang Banach. 

Bukti. 

Misalkan 𝑝(𝑖) adalah bilangan rasional pada interval (𝛼, 𝛽). Dapat dilihat bahwa 

barisan (𝑝(𝑖)) dengan 𝑖 = 1,2, … adalah barisan yang padat dan terhitung terhitung 

pada interval (𝛼, 𝛽). Berdasarkan Definisi 2.24 dan 4.12, 

‖𝑓g − 𝑓y‖"(ì) = mn |𝑓g − 𝑓y|"(ì)
C

o

f
"(ì)

 

dan 

‖𝑓g − 𝑓y‖TUV,W = sup
"(ì)∈(M,N)

�
‖𝑓g − 𝑓y‖"(ì)
𝜓�𝑝(𝑖)�

�. 

Ambil sebarang barisan Cauchy (𝑓g) ∈ 𝐺𝜓M,N, berdasarkan Definisi 2.30 

lim
g,y→d

‖𝑓g − 𝑓y‖TUV,W = 0, 

maka 

lim
g→d

Êsup
y5g

‖𝑓g − 𝑓y‖TUV,WË = 0. 

Akan ditunjukkan bahwa barisan Cauchy (𝑓g) konvergen ke suatu 𝑓 ∈ 𝐺𝜓M,N. 

Perhatikan bahwa 
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‖𝑓g − 𝑓y‖TUV,N = sup
"(ì)∈(M,N)

�
‖𝑓g − 𝑓y‖"(ì)
𝜓�𝑝(𝑖)�

�	

≥
‖𝑓g − 𝑓y‖"(ì)
𝜓�𝑝(𝑖)�

, 

sehingga ∀𝑖 = 1,2, … 

‖𝑓g − 𝑓y‖"(ì) ≤ ‖𝑓g − 𝑓y‖TUV,W𝜓�𝑝(𝑖)�. 

Karena (𝑓g) Cauchy di 𝐺𝜓M,N, maka berdasarkan Definisi 2.30 untuk setiap 𝜀 > 0, 

ada 𝑁 ∈ ℕ sedemikian sehingga 

‖𝑓g − 𝑓y‖"(ì) ≤ ‖𝑓g − 𝑓y‖TUV,W𝜓�𝑝(𝑖)� < 𝜀. 

Jadi dapat dilihat bahwa (𝑓g) juga merupakan barisan Cauchy di 𝐿"(ì). 

Berdasarkan Teorema 2.41 𝐿"(ì) lengkap, maka untuk setiap 𝑖 ada 𝑓=ì ∈ 𝐿"(ì) 

sedemikian sehingga 

lim
g→d

Ì𝑓g − 𝑓=ìÌ"(ì) = 0 

Dengan kata lain barisan (𝑓g) konvergen ke 𝑓=ì ∈ 𝐿"(ì). 

Karena 𝑓g → 𝑓=f di 𝐿"(f), maka terdapat subarisan �𝑓gº� sedemikian sehingga 𝑓gº →

𝑓=f 𝜇-hampir di mana-mana. Kemudian telah diketahui bahwa untuk setiap 𝑖, 𝑓g →

𝑓=ì di 𝐿"(ì), maka ada subbarisan yang sama �𝑓gº� sedemikian sehingga 𝑓gº → 𝑓=ì 𝜇-

hampir di mana-mana. Karena limit 𝜇-hampir dimana-mana bersifat tunggal, yaitu  

𝜇±𝑥²∃𝑖: 𝑓=ì(𝑥) ≠ 𝑓=f(𝑥)³ = 0, 

maka 𝑓=ì(𝑥) = 𝑓=f(𝑥) untuk 𝜇- hampir dimana-mana. Selanjutnya akan ditulis 𝑓 ≔

𝑓=ì, sehingga ∀𝑖 = 1,2, … 

‖𝑓g − 𝑓‖"(ì) ≤ Êsup
y5g

‖𝑓g − 𝑓y‖TUV,WË 𝜓�𝑝(𝑖)�. 
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Ambil sebarang 𝑝 ∈ (𝛼, 𝛽). Karena barisan (𝑝(𝑖)) padat di (𝛼, 𝛽), maka terdapat 

subbarisan (𝑝(𝑖b)) sedemikian sehingga 𝑝(𝑖b) → 𝑝. Kemudian, karena pemetaan 

𝑝 ↦ ‖𝑓g − 𝑓‖"(ì) kontinu di 𝑝 dan 𝜓 kontinu di (𝛼, 𝛽), maka dengan mengambil 

limit 𝑘 → ∞ 

‖𝑓g − 𝑓‖" = lim
b→d

‖𝑓g − 𝑓‖"(ìº)	

≤ lim
b→d

åÊsup
y5g

‖𝑓g − 𝑓y‖TUV,WË 𝜓�𝑝(𝑖b)�æ	

= Êsup
y5g

‖𝑓g − 𝑓y‖TUV,WË𝜓(𝑝), 

sehingga didapatkan 

‖𝑓g − 𝑓‖" ≤ Êsup
y5g

‖𝑓g − 𝑓y‖TUV,WË 𝜓(𝑝). 

Perhatikan bahwa ∀𝑝 ∈ (𝛼, 𝛽) 

‖𝑓g − 𝑓‖" ≤ Êsup
y5g

‖𝑓g − 𝑓y‖TUV,WË 𝜓(𝑝)	

‖𝑓g − 𝑓‖"
𝜓(𝑝) ≤ sup

y5g
‖𝑓g − 𝑓y‖TUV,W, 

sehingga 

‖𝑓g − 𝑓‖TUV,W = sup
"∈(M,N)

�
‖𝑓g − 𝑓‖"
𝜓(𝑝) � ≤ sup

y5g
‖𝑓g − 𝑓y‖TUV,W. 

Karena lim
g→d

Êsup
y5g

‖𝑓g − 𝑓y‖TUV,NË = 0, maka terbukti bahwa ruang grand 

Lebesgue 𝐺𝜓M,N lengkap.                 ∎ 

Contoh 4.15 

Ambil 𝐸 = [0,1], 𝛼 = 1, 𝛽 = 2. Ambil 𝜓(𝑝) = (2" + 1)
E
F pada Contoh 4.9 dengan 

𝑝 ∈ (1,2). Berdasarkan Definisi 4.12, ruang grand Lebesgue 𝐺𝜓f,� terdiri dari 

semua fungsi terukur 𝑓: [0,1] → ℝ yang memenuhi 
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‖𝑓‖TUE,» = sup
f6"6�

‖𝑓‖"
𝜓(𝑝) < ∞. 

Definisikan barisan fungsi (𝑓g) pada [0,1] dengan untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ, 

𝑓g(𝑥) = 𝑥
f
g. 

Untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ, fungsi 𝑓g(𝑥) kontinu di [0,1] sehingga merupakan fungsi 

terukur. Perhatikan bahwa 

‖𝑓g‖" = mn Ø𝑥
f
gØ
"
𝑑𝑥

f

½
o

f
"
	

= mn 𝑥
"
g	𝑑𝑥

f

½
o

f
"
	

= ÷
1

1 + 𝑝𝑛
ø

f
"

	

= Ê
𝑛

𝑛 + 𝑝Ë
f
"
. 

Kemudian perhatikan juga 

lim
g→d

‖𝑓g‖" = lim
g→d

Ê
𝑛

𝑛 + 𝑝Ë
f
"
	

= 1
f
"	

= 1 

dan untuk 𝑥 ∈ (0,1] 

lim
g→d

𝑓g(𝑥) = lim
g→d

𝑥
f
g	

= 1. 

Misalkan 𝑓(𝑥) = 1, untuk 𝑥 ∈ (0,1] dan untuk 𝑥 = 0, 𝑓 didefinisikan sebarang. 

Karena barisan (𝑓g(𝑥)) konvergen pointwise ke 𝑓(𝑥) dan ‖𝑓g‖" juga konvergen ke 
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𝑓(𝑥), maka bedasarkan Definisi 2.30 dan 2.32, maka untuk sebarang 𝜀 > 0 dan 

𝑛,𝑚 ≥ 𝑁 ∈ ℕ berlaku 

‖𝑓g − 𝑓y‖" < 𝜀 

atau dapat ditulis dengan 

lim
g→d

‖𝑓g − 𝑓y‖" = 0. 

Perhatikan bahwa 

‖𝑓g − 𝑓y‖TUE,» = sup
f6"6�

‖𝑓g − 𝑓y‖"	

lim
g→d

‖𝑓g − 𝑓y‖TUE,» = lim
g→d

m sup
f6"6�

‖𝑓g − 𝑓y‖"o	

= 0, 

sehingga (𝑓g) merupakan barisan Cauchy di 𝐺𝜓f,�. Karena (𝑓g(𝑥)) konvergen 

pointwise ke 𝑓(𝑥), maka akan ditunjukkan 𝑓(𝑥) ∈ 𝐺𝜓f,�. Perhatikan bahwa 

‖𝑓‖TUE,» = sup
f6"6�

‖𝑓‖"
𝜓(𝑝)	

= sup
f6"6�

@∫ |1|"𝑑𝑥f
½ D

f
"

(2" + 1)
f
"
	

= sup
f6"6�

Ê
1

2" + 1Ë
f
"
	

= sup
f6"6�

1

(2" + 1)
f
"
. 

Kemudian perhatikan bahwa, untuk 1 < 𝑝 < 2 

2 < 2" < 4	

3 < 2" + 1 < 5	

3
f
" < (2" + 1)

f
" < 5

f
"	
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1

5
f
"
<

1

(2" + 1)
f
"
<
1

3
f
"
. 

Lalu karena untuk 1 < 𝑝 < 2, f
¶E/F

> 0, maka 

0 <
1

(2" + 1)
f
"
<
1

3
f
"
. 

Kemudian perhatikan bahwa, untuk 1 < 𝑝 < 2 

1
2 <

1
𝑝 < 1, 

maka 

3
f
� < 3

f
" < 3	

1
3 <

1

3
f
"
<

1
√3
. 

Karena f
√�
< ∞, maka 

0 <
1

(2" + 1)
f
"
<

1
√3

< ∞, 

sehingga 

‖𝑓‖TUE,» = sup
f6"6�

1

(2" + 1)
f
"
< ∞. 

Terlihat barisan Cauchy (𝑓g) konvergen ke 𝑓 ∈ 𝐺𝜓f,�, dalam pembuktian lebih 

jauh, dapat ditunjukkan ruang grand Lebesgue 𝐺𝜓f,� lengkap. 

Berdasarkan Teorema 4.15, ruang grand Lebesgue merupakan ruang Banach. 

Selanjutnya akan dikaji sifat lain pada ruang ini, yaitu ketaksamaan Hölder. 

Ketaksamaan Hölder merupakan salah satu fondasi penting dalam analisis 

fungsional. Pada ruang grand Lebesgue, ketaksamaan ini perlu disesuaikan karena 
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normanya didefinisikan sebagai supremum terhadap 𝑝. Berikut adalah teorema dan 

pembuktian lengkapnya. 

Teorema 4.16 

Misalkan (𝐸, ℬ, 𝜇) adalah ruang ukuran. Misalkan 𝑝 ∈ (𝛼f, 𝛽f) dengan 1 ≤ 𝛼f <

𝛽f ≤ ∞ dan 𝑞 ∈ (𝛼�, 𝛽�) dengan 1 ≤ 𝛼� < 𝛽� ≤ ∞. Misalkan 𝜓(𝑝) dan 𝜑(𝑞) 

adalah fungsi kontinu yang bernilai positif pada domain masing-masing. Ambil 𝑟 ∈

(𝑐, 𝑑) dengan 1 ≤ 𝑐 < 𝑑 ≤ ∞ dan definisikan fungsi 

𝜃(𝑟) = sup ·𝜓(𝑝)𝜑(𝑞) Ø𝑝 ∈ (𝛼f, 𝛽f), 𝑞 ∈ (𝛼�, 𝛽�),
1
𝑟 =

1
𝑝 +

1
𝑞-, 

sedemikian sehingga ∀𝑟 ∈ (𝑐, 𝑑),𝜃(𝑟) < ∞. Jika 𝑓 ∈ 𝐺𝜓ME,NE dan 𝑔 ∈ 𝐺𝜑M»,N», 

maka 

𝑓𝑔 ∈ 𝐺𝜃�,A 

dan 

‖𝑓𝑔‖T9B,C ≤ ‖𝑓‖TUVE,WE‖𝑔‖TDV»,W» . 

Bukti. 

Berdasarkan Definisi 4.12, untuk 𝑓𝑔 ∈ 𝐺𝜃�,A 

‖𝑓𝑔‖T9B,C = sup
E∈(�,A)

�
‖𝑓𝑔‖E
𝜃(𝑟) �	

= sup
E∈(�,A)

⎩
⎨

⎧@∫ |𝑓𝑔|EC D
f
E

𝜃(𝑟)
⎭
⎬

⎫
	

= sup
E∈(�,A)

⎩
⎨

⎧@∫ |𝑓|E|𝑔|EC D
f
E

𝜃(𝑟)
⎭
⎬

⎫
. 
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Diketahui bahwa 

1
𝑟 =

1
𝑝 +

1
𝑞. 

Definisikan 

𝑎 =
𝑝
𝑟 , 𝑏 =

𝑞
𝑟. 

Perhatikan bahwa 

1
𝑎 +

1
𝑏 =

1

@𝑝𝑟D
+

1

@𝑞𝑟D
	

=
𝑟
𝑝 +

𝑟
𝑞	

= 𝑟 Ê
1
𝑝 +

1
𝑞Ë	

= 𝑟 Ê
1
𝑟Ë	

= 1, 

sehingga 𝑎 dan 𝑏 adalah eksponen konjugat. Berdasarkan ketaksamaan Hölder pada 

ruang Lebesgue (Muscat, 2024) didapatkan 

n ||𝑓|E|𝑔|E|
C

≤ mn ||𝑓|E|Q
C

o

f
Q
mn ||𝑔|E|R

C
o

f
R
	

n |𝑓|E|𝑔|E
C

≤ mn (|𝑓|E)Q
C

o

f
Q
mn (|𝑔|E)R

C
o

f
R
	

= mn (|𝑓|E)
"
E

C
o

E
"
mn (|𝑔|E)

L
E

C
o

E
L
	

= mn |𝑓|"
C

o

E
"
mn |𝑔|L

C
o

E
L
. 

Karena |𝑓|E|𝑔|E = |𝑓𝑔|E, maka 
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n |𝑓𝑔|E
C

≤ mn |𝑓|"
C

o

E
"
mn |𝑔|L

C
o

E
L
	

mn |𝑓𝑔|E
C

o

f
E
≤ Ómn |𝑓|"

C
o

E
"
mn |𝑔|L

C
o

E
L
Ô

f
E

	

= Ómn |𝑓|"
C

o

E
"
Ô

f
E

Ómn |𝑔|L
C

o

E
L
Ô

f
E

	

= mn |𝑓|"
C

o

f
"
mn |𝑔|L

C
o

f
L
	

= ‖𝑓‖"‖𝑔‖L , 

sehingga didapatkan 

‖𝑓𝑔‖E ≤ ‖𝑓‖"‖𝑔‖L . 

Kemudian perhatikan bahwa 

‖𝑓𝑔‖E ≤ ‖𝑓‖"‖𝑔‖L 	

‖𝑓𝑔‖E
𝜃(𝑟) ≤

‖𝑓‖"‖𝑔‖L
𝜃(𝑟) . 

Karena 

𝜃(𝑟) = sup ·𝜓(𝑝)𝜑(𝑞) Ø
1
𝑟 =

1
𝑝 +

1
𝑞-	

≥ 𝜓(𝑝)𝜑(𝑞), 

maka 

1
𝜃(𝑟) ≤

1
𝜓(𝑝)𝜑(𝑞)	

‖𝑓‖"‖𝑔‖L
𝜃(𝑟) ≤

‖𝑓‖"‖𝑔‖L
𝜓(𝑝)𝜑(𝑞). 

Kemudian, karena 
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‖𝑓𝑔‖E
𝜃(𝑟) ≤

‖𝑓‖"‖𝑔‖L
𝜃(𝑟) ≤

‖𝑓‖"‖𝑔‖L
𝜓(𝑝)𝜑(𝑞), 

maka 

‖𝑓𝑔‖E
𝜃(𝑟) ≤

‖𝑓‖"‖𝑔‖L
𝜓(𝑝)𝜑(𝑞) =

‖𝑓‖"
𝜓(𝑝) ⋅

‖𝑔‖L
𝜑(𝑞). 

Perhatikan bahwa 

sup
"∈(ME,NE)

�
‖𝑓‖"
𝜓(𝑝)� ≥

‖𝑓‖"
𝜓(𝑝) 

dan 

sup
L∈(M»,N»)

�
‖𝑔‖L
𝜑(𝑞)� ≥

‖𝑔‖L
𝜑(𝑞), 

sehingga 

‖𝑓𝑔‖E
𝜃(𝑟) ≤

‖𝑓‖"
𝜓(𝑝) ⋅

‖𝑔‖L
𝜑(𝑞)	

≤ sup
"∈(ME,NE)

�
‖𝑓‖"
𝜓(𝑝)� ⋅ sup

L∈(M»,N»)
�
‖𝑔‖L
𝜑(𝑞)�	

= ‖𝑓‖TUVE,WE‖𝑔‖TDV»,W» . 

Karena 

‖𝑓𝑔‖E
𝜃(𝑟) ≤ ‖𝑓‖TUVE,WE‖𝑔‖TDV»,W»  

berlaku untuk setiap 𝑟 ∈ (𝑐, 𝑑), maka drngan mengambil supremum terhadap 𝑟 

didapatkan 

sup
E∈(�,A)

�
‖𝑓𝑔‖E
𝜃(𝑟) � ≤

‖𝑓‖TUVE,WE‖𝑔‖TDV»,W» 	

‖𝑓𝑔‖T9B,C ≤ ‖𝑓‖TUVE,WE‖𝑔‖TDV»,W» . 

Terlihat bahwa Teorema 4.16 terbukti.               ∎ 
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4.3  Ruang Grand-Kuasi Lebesgue 

Norma pada ruang grand Lebesgue tidak berlaku untuk 𝑝 < 1. Karena hal ini 

kemudian diperkenalkan ruang grand-kuasi Lebesgue, di mana ruang ini adalah 

ruang grand Lebesgue dengan 𝑝 ∈ (𝑎, 𝑏) dengan 0 < 𝑎 < 𝑏 ≤ 1. Berikut akan 

dibahas definisi dari ruang grand-kuasi Lebesgue. 

Definisi 4.17 (Formica dkk., 2021) 

Misalkan ℬ adalah 𝜎-aljabar di 𝐸 ⊆ ℝ. Kemudian misalkan (𝐸, ℬ, 𝜇) adalah ruang 

ukuran di mana 𝜇 adalah ukuran yang terdefinisi pada ruang terukur (𝐸, ℬ) dan 

𝜓(𝑝) = 𝜓Q,R(𝑝) dengan 𝑝 ∈ (𝑎, 𝑏) merupakan suatu fungsi kontinu positif yang 

bernilai real di interval (𝑎, 𝑏) di mana 0 < 𝑎 < 𝑏 ≤ 1 sedemikian sehingga 

inf
"∈(Q,R)

𝜓(𝑝) > 0. 

Ruang grand Lebesgue 𝐺𝜓Q,R memuat semua fungsi terukur 𝑓: 𝐸 → ℝ, sedemikian 

sehingga 

‖𝑓‖TU],^ = sup
"∈(Q,R)

�
‖𝑓‖"
𝜓(𝑝)� < ∞, 0 < 𝑎 < 𝑏 ≤ 1. 

Proposisi 4.18 (Formica dkk., 2021) 

Ruang Grand Lebesgue 𝐺𝜓 = 𝐺𝜓Q,R, 0 < 𝑎 < 𝑏 ≤ 1, yang dibangun di ruang 

terukur (𝐸, ℬ, 𝜇) dengan ukuran non-trivial 𝜇, adalah ruang kuasi norma dengan 

konstanta kuasi-segitiga 

𝐶 = 𝐶ó𝜓Q,Rô = 2
f
Qkf; 

Misal 𝑓, 𝑔 ∈ 	𝐺𝜓, maka 

‖𝑓 + 𝑔‖TU],^ ≤ 2
f
Qkf�‖𝑓‖TU],^ + ‖𝑔‖TU],^�. 
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Bukti. 

Berdasarkan Definisi 4.17 norma pada ruang grand-kuasi Lebesgue didefinisikan 

sebagai berikut. 

‖𝑓‖TU],^ = sup
"∈(Q,R)

�
‖𝑓‖"
𝜓(𝑝)� < ∞, 0 < 𝑎 < 𝑏 ≤ 1 

untuk setiap 𝑓 ∈ 𝐺𝜓Q,R. Kemudian akan dibuktikan norma ‖⋅‖TU],^ merupakan 

kuasi norma dengan memenuhi Definisi 2.44. 

1. Berdasarkan Definisi 4.16 𝜓(𝑝) > 0 dengan 0 < 𝑎 < 𝑏 ≤ 1. Kemudian dari 

Definisi 2.18 ‖𝑓‖" ≥ 0 sehingga 

‖𝑓‖"
𝜓(𝑝) ≥ 0	

sup
"∈(Q,R)

�
‖𝑓‖"
𝜓(𝑝)� ≥ 0	

‖𝑓‖TU],^ ≥ 0 

untuk setiap 𝑓 ∈ 𝐺𝜓Q,R. 

2. (⇒) Asumsikan ‖𝑓‖TU],^ = 0, akan ditunjukkan bahwa 𝑓 = 0. Perhatikan 

bahwa 

‖𝑓‖TU],^ = 0	

sup
"∈(Q,R)

�
‖𝑓‖"
𝜓(𝑝)� = 0	

m sup
"∈(Q,R)

�
‖𝑓‖"
𝜓(𝑝)�o𝜓(𝑝) = 0	

‖𝑓‖" = 0. 

Karena ‖⋅‖" adalah norma di 𝐿", maka jelas bahwa 𝑓 = 0. 

(⇐) Asumsikan 𝑓 = 0, akan ditunjukkan ‖𝑓‖TU],^ = 0.perhatikan bahwa 
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𝑓 = 0	

‖𝑓‖" = 0	

‖𝑓‖"
𝜓(𝑝) = 0	

sup
"∈(Q,R)

�
‖𝑓‖"
𝜓(𝑝)� = 0. 

Terlihat bahwa ‖𝑓‖TU],^ = 0. 

3. Untuk suatu 𝑎 ∈ ℝ, perhatikan bahwa 

‖𝑎𝑓‖TU],^ = sup
"∈(Q,R)

�
‖𝑎𝑓‖"
𝜓(𝑝) �	

Karena ‖⋅‖" adalah norma di 𝐿", maka 

sup
"∈(Q,R)

�
‖𝑎𝑓‖"
𝜓(𝑝) � = sup

"∈(Q,R)
�
|𝑎|‖𝑓‖"
𝜓(𝑝) �	

= sup
"∈(Q,R)

�|𝑎|
‖𝑓‖"
𝜓(𝑝)�	

= sup
"∈(Q,R)

|𝑎| �
‖𝑓‖"
𝜓(𝑝)�	

= |𝑎| sup
"∈(Q,R)

�
‖𝑓‖"
𝜓(𝑝)�	

= |𝑎|‖𝑓‖TU],^. 

Sehingga untuk suatu 𝑎 ∈ ℝ, ‖𝑎𝑓‖TU],^ = |𝑎|‖𝑓‖TU],^. 

4. Perhatikan bahwa 

‖𝑓 + 𝑔‖" = mn |𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)|"𝜇(𝑑𝑥)
C

o

f
"
	

‖𝑓 + 𝑔‖"
" = n |𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)|"𝜇(𝑑𝑥)

C
. 
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Karena untuk 𝐴, 𝐵 ≥ 0 dan 0 < 𝑝 < 1 berlaku 

(𝐴 + 𝐵)" ≤ 𝐴" + 𝐵" ≤ 2fk"(𝐴 + 𝐵)", 

maka 

‖𝑓 + 𝑔‖"
" = n |𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)|"𝜇(𝑑𝑥)

C
	

≤ n |𝑓(𝑥)|"𝜇(𝑑𝑥)
C

+ n |𝑔(𝑥)|"𝜇(𝑑𝑥)
C

	

= ‖𝑓‖"
" + ‖𝑔‖"

". 

Perhatikan bahwa 

‖𝑓 + 𝑔‖"
" ≤ ‖𝑓‖"

" + ‖𝑔‖"
" ≤ 2fk"�‖𝑓‖" + ‖𝑔‖"�

",	

sehingga 

‖𝑓 + 𝑔‖"
" ≤ 2fk"�‖𝑓‖" + ‖𝑔‖"�

"	

‖𝑓 + 𝑔‖" ≤ ó2fk"�‖𝑓‖" + ‖𝑔‖"�
"ô
f
"	

= 2
f
"kf�‖𝑓‖" + ‖𝑔‖"�. 

Karena 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐺𝜓Q,R maka ‖𝑓‖TU],^ < ∞ dan ‖𝑔‖TU],^ < ∞. Sehingga 

‖𝑓‖" ≤ ‖𝑓‖TU],^ ⋅ 𝜓(𝑝),				‖𝑔‖" ≤ ‖𝑔‖TU],^ ⋅ 𝜓(𝑝) 

untuk 𝑝 ∈ (𝑎, 𝑏). Kemudian perhatikan bahwa 

‖𝑓 + 𝑔‖" ≤ 2
f
"kf�‖𝑓‖" + ‖𝑔‖"�	

≤ 2
f
"kf @‖𝑓‖TU],^ ⋅ 𝜓(𝑝) + ‖𝑔‖TU],^ ⋅ 𝜓(𝑝)D	

= 2
f
"kf�‖𝑓‖TU],^ + ‖𝑔‖TU],^�𝜓(𝑝). 

Didapatkan 

‖𝑓 + 𝑔‖" ≤ 2
f
"kf�‖𝑓‖TU],^ + ‖𝑔‖TU],^�𝜓(𝑝)	
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‖𝑓 + 𝑔‖"
𝜓(𝑝) ≤ 2

f
"kf�‖𝑓‖TU],^ + ‖𝑔‖TU],^�. 

Lalu ambil supremum terhadap 𝑝 ∈ (𝑎, 𝑏), 

‖𝑓 + 𝑔‖TU],^ ≤ 2
f
"kf�‖𝑓‖TU],^ + ‖𝑔‖TU],^�, 

dengan 𝑝 > 𝑎 > 0, maka 2
E
Fkf ≤ 2

E
]kf sedemikian sehingga 

‖𝑓 + 𝑔‖TU],^ ≤ 2
f
Qkf�‖𝑓‖TU],^ + ‖𝑔‖TU],^�. 

Terbukti bahwa ruang Grand Lebesgue 𝐺𝜓 = 𝐺𝜓Q,R, 0 < 𝑎 < 𝑏 ≤ 1, yang 

dibangun di ruang terukur (𝐸, ℬ, 𝜇) dengan ukuran non-trivial 𝜇, adalah ruang kuasi 

norma dengan konstanta kuasi-segitiga 𝐶 = 𝐶ó𝜓Q,Rô = 2
E
]kf.            ∎ 

Contoh 4.19 

Ambil 𝐸 = (0,1), 𝑝 ∈ (𝑎, 𝑏) dengan 𝑎 = f
�
 dan 𝑏 = 1 dan 𝜓(𝑝) = 1. Sedemikian 

untuk setiap 𝑓 ∈ 𝐺𝜓E
»,f

 berlaku 

‖𝑓‖TU],^ = sup
"∈@f�,fD

‖𝑓‖". 

Definisikan fungsi 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐺𝜓E
»,f

 dengan 

𝑓(𝑥) = 𝑥
f
�, 𝑔(𝑥) = 𝑥

f
� 

untuk 𝑥 ∈ 𝐸. Akan ditunjukkan ‖⋅‖TUE
»,E

 merupakan kuasi-norma dengan konstanta 

kuasi segitiga 𝐶 = 2
E
]kf = 2. 

1. Perhatikan bahwa 

‖𝑓(𝑥)‖TUE
»,E
= sup

"∈@f�,fD
‖𝑓(𝑥)‖"	
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= sup
"∈@f�,fD

2mn Ø𝑥
f
�Ø
"f

½
o

f
"
3	

= sup
"∈@f�,fD

2mn 𝑥
"
�

f

½
o

f
"
3	

= sup
"∈@f�,fD⎩

⎨

⎧
÷

1
𝑝
2 + 1

ø

f
"

⎭
⎬

⎫
. 

Terlihat bahwa fungsi Ê f
F
»¬f
Ë
E
F
 menurun di 𝑝 ∈ @f

�
, 1D, sehingga supremum 

tercapat saat 𝑝 = f
�
. 

‖𝑓(𝑥)‖TUE
»,E
= sup

"∈@f�,fD⎩
⎨

⎧
÷

1
𝑝
2 + 1

ø

f
"

⎭
⎬

⎫
	

= ÷
1

1/2
2 + 1

ø

f
f/�

	

= Ê
4
5Ë

�

	

=
16
25 ≥ 0. 

2. Jelas terlihat bahwa ‖𝑓(𝑥)‖TUE
»,E
= 0 saat 𝑓(𝑥) = 0 dan sebaliknya 𝑓(𝑥) =

0, saat ‖𝑓(𝑥)‖TUE
»,E
= 0. 

3. Ambil 𝛼 = 3 ∈ ℝ didapatkan 

‖3𝑓(𝑥)‖TUE
»,E
= sup

"∈@f�,fD
‖3𝑓(𝑥)‖"	
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= sup
"∈@f�,fD

|3|‖𝑓(𝑥)‖"	

= |3| sup
"∈@f�,fD

‖𝑓(𝑥)‖"	

= |3|‖3𝑓(𝑥)‖TU],^. 

4. 𝐶 = 2
E
]kf = 2. Perhatikan bahwa 

‖𝑓(𝑥)‖TUE
»,E
= sup

"∈@f�,fD⎩
⎨

⎧
÷

1
𝑝
2 + 1

ø

f
"

⎭
⎬

⎫
 

dan 

‖𝑔(𝑥)‖TUE
»,E
= sup

"∈@f�,fD⎩
⎨

⎧
÷

1
𝑝
3 + 1

ø

f
"

⎭
⎬

⎫
. 

Karena supremum tercapai saat 𝑝 = f
�
, maka 

‖𝑓(𝑥)‖TUE
»,E
= ÷

1
1/2
2 + 1

ø

f
f/�

	

= Ê
4
5Ë

�

	

=
16
25 

dan 

‖𝑔(𝑥)‖TUE
»,E
= ÷

1
1/2
3 + 1

ø

f
f/�

	

= Ê
6
7Ë

�
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=
36
49. 

Kemudian perhatikan bahwa 

𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) = 𝑥
f
� + 𝑥

f
�	

‖𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)‖" = mn Ø𝑥
f
� + 𝑥

f
�Ø
"
𝑑𝑥

f

½
o

f
"
	

‖𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)‖"
" = n Ø𝑥

f
� + 𝑥

f
�Ø
"
𝑑𝑥

f

½
	

≤ n Ø𝑥
f
�Ø
"
𝑑𝑥

f

½
+ n Ø𝑥

f
�Ø
"
𝑑𝑥

f

½
	

=
1

𝑝
2 + 1

+
1

𝑝
3 + 1

, 

Sehingga dengan mengambil supremum terhadap 𝑝 didapatkan 

‖𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)‖" ≤ ÷
1

𝑝
2 + 1

+
1

𝑝
3 + 1

ø

f
"

	

‖𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)‖TUE
»,E
≤ ÷

1
1/2
2 + 1

+
1

1/2
3 + 1

ø

f
f/�

	

= Ê
4
5 +

6
7Ë

�

	

= Ê
58
35Ë

�

	

=
3364
1225. 

Kemudian dengan 𝐶 = 2, didapatkan 

2 m‖𝑓(𝑥)‖TUE
»,E
+ ‖𝑔(𝑥)‖TUE

»,E
o = 2 Ê

16
25 +

36
49Ë	
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=
3368
1225. 

Karena ‖𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)‖TUE
»,E
≤ ��¾�

f��¶
≤ ��¾þ

f��¶
, maka ketaksamaan segitiga pada 

kuasi-norma terpenuhi dengan 𝐶 = 2. 

Sehingga terlihat ‖⋅‖TUE
»,E

 adalah kuasi-norma dan 𝐺𝜓E
»,f

 adalah ruang kuasi-norma 

dengan 𝐶 = 2
E
]kf = 2. 

Teorema 4.20 (Formica dkk., 2021) 

Misalkan ℬ adalah 𝜎-aljabar di 𝐸 ⊆ ℝ. Kemudian misalkan (𝐸, ℬ, 𝜇) adalah ruang 

ukuran dengan ukuran non-trivial 𝜇. Ruang grand-kuasi Lebesgue 𝐺𝜓Q,R, 0 < 𝑎 <

𝑏 ≤ 1, yang dibangun di (𝐸, ℬ, 𝜇) adalah lengkap dengan berdasarkan pada jarak 

kuasi 𝜌(𝑥, 𝑦) ≔ ‖𝑥 − 𝑦‖TU],^. 

Bukti. 

Sebelum membuktikan ruang grand-kuasi Lebesgue lengkap, akan ditunjukkan 

terlebih dahulu bahwa 𝐿"(𝐸) untuk 0 < 𝑝 < 1 lengkap menggunakan Teorema 4.2. 

Misalkan ‖⋅‖" pada 𝐿"(𝐸) adalah kuasi-norma dengan konstanta kuasi segitiga 

𝐶 = 1. Untuk 0 < 𝑝 < 1 berdasarkan Teorema 4.5, untuk 𝑥, 𝑦,𝑤 ∈ 𝐿"(𝐸) 

𝜌(𝑥, 𝑦) = ‖𝑥 − 𝑦‖"
"	

= ‖(𝑥 − 𝑤) + (𝑤 − 𝑦)‖"
"	

≤ ‖𝑥 − 𝑤‖"
" + ‖𝑤 − 𝑦‖"

"	

= n |𝑥 − 𝑤|"
C

+ n |𝑤 − 𝑦|"
C

	

= 𝜌(𝑥,𝑤) + 𝜌(𝑤, 𝑦). 
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Dengan menggunakan Teorema 4.2, ruang kuasi-norma 𝐿" lengkap jika dan hanya 

jika untuk setiap deret dengan 

 𝐶b‖𝑥b‖"
"

d

bef

< ∞, 

Maka 𝑥 ≔ ∑ 𝑥bd
bef ∈ 𝐿" dan memenuhi 

‖𝑥‖"
" ≤ 𝐶 𝐶b‖𝑥b‖"

"
d

bef

. 

Ambil sebarang barisan (𝑥b) ∈ 𝐿"(𝐸) dengan 

𝑆 ≔ ‖𝑥b‖"
"

d

bef

=  n |𝑥b(𝑧)|"	𝑑𝜇
C

d

bef

< ∞. 

Akan ditunjukkan bahwa 𝑥 ≔ ∑ 𝑥bd
bef ∈ 𝐿" dan ‖𝑥‖"

" ≤ 𝑆. 

Definisikan ∀𝑛 ∈ ℕ, 

𝐹g(𝑧) =  |𝑥b(𝑧)|"
g

bef

,						𝐹(𝑧) =  |𝑥b(𝑧)|"
d

bef

. 

Jelas bahwa 𝐹g(𝑧) ≥ 0 dan 𝐹g monoton naik. Karena 𝐹g(𝑧) adalah deret parsial dari 

𝐹(𝑧), maka 𝐹g(𝑧) → 𝐹(𝑧) saat 𝑛 → ∞. Berdasarkan Teorema 2.54 diperoleh 

n 𝐹(𝑧)	𝑑𝜇
C

= lim
g→d

n 𝐹g(𝑧)	𝑑𝜇
C

. 

Perhatikan bahwa 

n 𝐹g(𝑧)	𝑑𝜇
C

= n  |𝑥b(𝑧)|"
g

bef

	𝑑𝜇
C

	

=  n |𝑥b(𝑧)|"	𝑑𝜇
C

g

bef

	

=  ‖𝑥b‖"
"

g

bef

. 
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Kemudian dengan mengambil limit 𝑛 → ∞, diperoleh 

n 𝐹(𝑧)	𝑑𝜇
C

= lim
g→d

n 𝐹g(𝑧)	𝑑𝜇
C

	

= lim
g→d

 ‖𝑥b‖"
"

g

bef

	

=  ‖𝑥b‖"
"

d

bef

	

= 𝑆 < ∞. 

Karena ∫ 𝐹(𝑧)	𝑑𝜇C < ∞, maka 𝐹(𝑧) < ∞ hampir dimana-mana, yang artinya 

 |𝑥b(𝑧)|"
d

bef

< ∞ 

𝑧- hampir dimana-mana. 

Karena ∑ |𝑥b(𝑧)|"d
bef < ∞	𝑧- hampir dimana-mana, maka untuk |𝑥b(𝑧)| ≤ 1 dan 

0 < 𝑝 < 1 berlaku 

|𝑥b(𝑧)| ≤ |𝑥b(𝑧)|"	

 |𝑥b(𝑧)|
d

bef

≤  |𝑥b(𝑧)|"
d

bef

	

< ∞. 

Karena ∑ |𝑥b(𝑧)|d
bef < ∞ 𝑧- hampir dimana-mana, maka ∑ 𝑥b(𝑧)d

bef  konvergen 

mutlak ke suatu 𝑥(𝑧) di 𝐿"(𝐸). Kemudian karena untuk 𝐴, 𝐵 ≥ 0 dan 0 < 𝑝 < 1 

berlaku (𝐴 + 𝐵)" ≤ 𝐴" + 𝐵", maka 

¡ 𝑥b(𝑧)
g

bef

¡
"

≤  |𝑥b(𝑧)|"
g

bef

= 𝐹g(𝑧). 
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Ambil limit untuk 𝑛 → ∞. Karena ∑ 𝑥b(𝑧)d
bef  konvergen mutlak ke suatu 𝑥(𝑧) ∈

𝐿"(𝐸), maka deret parsialnya 

 𝑥b(𝑧)
g

bef

→ 𝑥(𝑧) 

𝑧- hampir dimana-mana, sehingga 

¡ 𝑥b(𝑧)
g

bef

¡
"

→ |𝑥b(𝑧)|". 

Lalu telah diketahui untuk 𝑛 → ∞, 𝐹g(𝑧) → 𝐹(𝑧), sehingga perhatikan bahwa 

¡ 𝑥b(𝑧)
g

bef

¡
"

≤ 𝐹g(𝑧)	

lim
g→d

¡ 𝑥b(𝑧)
g

bef

¡
"

≤ lim
g→d

𝐹g(𝑧)	

¡ 𝑥b(𝑧)
d

bef

¡
"

≤ 𝐹(𝑧)	

|𝑥(𝑧)|" ≤ 𝐹(𝑧)	

n |𝑥(𝑧)|"	𝑑𝜇
C

≤ n 𝐹(𝑧)	𝑑𝜇
C

	

‖𝑥‖"
" ≤ 𝑆 < ∞. 

Karena 𝑥 ∈ 𝐿" dan ‖𝑥‖"
" ≤ 𝑆, maka terbukti bahwa 𝐿", 0 < 𝑝 < 1 lengkap. 

Berdasarkan Proposisi 4.19, 𝐺𝜓Q,R adalah ruang kuasi-norma dengan konstanta 

kuasi segitiga 𝐶 = 2
E
]kf > 1. Akan ditunjukkan 𝐺𝜓Q,R lengkap dengan 

menggunakan Teorema 4.2. 

Ruang grand-kuasi Lebesgue lengkap jika dan hanya jika untuk setiap deret dengan 
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 𝐶b‖𝑥b‖TU],^

d

bef

< ∞, 

maka 𝑥 ≔ ∑ 𝑥bd
bef ∈ 𝐺𝜓Q,R dan 

‖𝑥‖TU],^ ≤ 𝐶 𝐶b‖𝑥b‖TU],^

d

bef

. 

Ambil sebarang barisan (𝑥b) ∈ 𝐺𝜓Q,R dengan 

Θ ≔ 𝐶b‖𝑥b‖TU],^

d

bef

=  𝐶b sup
"∈(Q,R)

‖𝑥b‖"
𝜓(𝑝)

d

bef

< ∞. 

Perhatikan bahwa 

‖𝑥b‖"
𝜓(𝑝) ≤ sup

"∈(Q,R)

‖𝑥b‖"
𝜓(𝑝) =

‖𝑥b‖TU],^, 

sehingga 

‖𝑥b‖"
𝜓(𝑝) ≤

‖𝑥b‖TU],^	

‖𝑥b‖" ≤ 𝜓(𝑝)	‖𝑥b‖TU],^	

 𝐶b‖𝑥b‖"

d

bef

≤ 𝜓(𝑝) 𝐶b‖𝑥b‖TU],^

d

bef

	

= 𝜓(𝑝)	Θ < ∞. 

Diketahui sebelumnya bahwa 𝐿" lengkap. Karena ∑ 𝐶b‖𝑥b‖"d
bef < ∞, maka 

berdasarkan Teorema 4.2 𝑥 ≔ ∑ 𝑥bd
bef ∈ 𝐿", ∀𝑝 ∈ (𝑎, 𝑏) dan memenuhi 

‖𝑥‖" ≤ 𝐶 𝐶b‖𝑥b‖"

d

bef

. 

Perhatikan bahwa 

‖𝑥‖" ≤ 𝐶 𝐶b‖𝑥b‖"

d

bef
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‖𝑥‖" ≤ 𝐶	𝜓(𝑝)	Θ	

‖𝑥‖"
𝜓(𝑝) ≤ 𝐶Θ. 

Dengan mengambil supremum atas 𝑝 ∈ (𝑎, 𝑏), diperoleh 

‖𝑥‖TU],^ ≤ 𝐶Θ < ∞. 

Karena ‖𝑥‖TU],^ < ∞, maka 𝑥 ≔ ∑ 𝑥bd
bef ∈ 𝐺𝜓Q,R. Karena 𝑥 ∈ 𝐺𝜓Q,R dan 

‖𝑥b‖TU],^ ≤ 𝐶Θ, maka terbukti bahwa 𝐺𝜓Q,R lengkap.             ∎ 

Contoh 4.21 

Ambil 𝐸 = [0,2] ∪ [3,5], ℬ 𝜎-aljabar di 𝐸, dan 𝜇 ukuran Lebesgue pada 𝐸. Lalu 

ambil (𝑎, 𝑏) = @f
�
, 1D dan 𝜓(𝑝) = (2" + 1)

E
F. Definisikan barisan fungsi (𝑓b) 

untuk 𝑘 = 1,2, … 

𝑓b(𝑥) =
1
4b 𝜒[½,�](𝑥) +

1
4b 𝜒[�,¶](𝑥). 

Pertama akan ditunjukkan 𝑓b ∈ 𝐺𝜓E
»,f

, perhatikan bahwa 

‖𝑓b(𝑥)‖" = mn |𝑓b(𝑥)|"𝑑𝜇
C

o

f
"
	

= mn Ø
1
4bØ

"

𝑑𝜇
[½,�]

+ n Ø
1
4bØ

"

𝑑𝜇
[�,¶]

o

f
"
	

= ÝØ
1
4bØ

"

𝜇([0,2]) + Ø
1
4bØ

"

𝜇([3,5])Þ

f
"

	

= Ê
2
4b" +

2
4b"Ë

f
"
	

=
4
f
"

4b, 
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maka 

sup
"∈@f�,fD

�
‖𝑓b(𝑥)‖"
𝜓(𝑝) � = sup

"∈@f�,fD

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 4

f
"

4b

(2" + 1)
f
"

⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

	

= sup
"∈@f�,fD

2
1
4b Ê

4
2" + 1Ë

f
"
3	

=
1
4b sup

"∈@f�,fD
2Ê

4
2" + 1Ë

f
"
3 .	

Fungsi @ �
�F¬f

D
E
F turun di 𝑝 ∈ @f

�
, 1D, sehingga supremum tercapai saat 𝑝 = f

�
 dan 

diperoleh 

‖𝑓b‖TUE
»,E
=
1
4b sup

"∈@f�,fD
2Ê

4
2" + 1Ë

f
"
3	

=
1
4b Ê

4
√2 + 1

Ë
�

< ∞. 

Karena ‖𝑓b‖TUE
»,E
< ∞, maka 𝑓b ∈ 𝐺𝜓E

»,f
. Kamudian akan ditunjukkan 

∑ 𝐶b‖𝑓b‖TUE
»,E

d
bef < ∞. Berdasarkan Proposisi 4.17, 𝐶 = 2

E
]kf = 2. Perhatikan 

bahwa 

 𝐶b‖𝑓b‖TUE
»,E

d

bef

=  2b
1
4b Ê

4
√2 + 1

Ë
�d

bef

	

= Ê
4

√2 + 1
Ë
�

 
2b

4b

d

bef

	

= Ê
4

√2 + 1
Ë
�

 Ê
1
2Ë

bd

bef
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= Ê
4

√2 + 1
Ë
�

< ∞. 

Misalkan 𝑓(𝑥) = ∑ 𝑓b(𝑥)d
bef  akan ditunjukkan 𝑓(𝑥) ∈ 𝐺𝜓E

»,f
. Perhatikan bahwa, 

 𝑓b(𝑥)
d

bef

=  Ê
1
4b 𝜒[½,�](𝑥) +

1
4b 𝜒[�,¶](𝑥)Ë

d

bef

	

=  
1
4b 𝜒[½,�](𝑥)

d

bef

+ 
1
4b 𝜒[�,¶](𝑥)

d

bef

	

=
1
3𝜒[½,�]

(𝑥) +
1
3𝜒[�,¶]

(𝑥). 

Kemudian untuk 𝑝 ∈ @f
�
, 1D, 

‖𝑓(𝑥)‖" = mn |𝑓(𝑥)|"𝑑𝜇
C

o

f
"
	

= mn |𝑓(𝑥)|"𝑑𝜇
[½,�]

+ n |𝑓(𝑥)|"𝑑𝜇
[�,¶]

o

f
"
	

= mn Ø
1
3Ø
"

𝑑𝜇
[½,�]

+ n Ø
1
3Ø
"

𝑑𝜇
[�,¶]

o

f
"
	

= ÝØ
1
3Ø
"

𝜇([0,2]) + Ø
1
3Ø
"

𝜇([3,5])Þ

f
"

	

= Ê
2
3" +

2
3"Ë

f
"
	

=
4
f
"

3 , 

maka 
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sup
"∈@f�,fD

�
‖𝑓(𝑥)‖"
𝜓(𝑝) � = sup

"∈@f�,fD

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ 4

f
"

3

(2" + 1)
f
"

⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

	

= sup
"∈@f�,fD

2
1
3 Ê

4
2" + 1Ë

f
"
3	

=
1
3 sup
"∈@f�,fD

2Ê
4

2" + 1Ë
f
"
3. 

Fungsi @ �
�F¬f

D
E
F turun di 𝑝 ∈ @f

�
, 1D, sehingga supremum tercapai saat 𝑝 = f

�
 dan 

diperoleh 

‖𝑓(𝑥)‖TUE
»,E
=
1
3 sup
"∈@f�,fD

2Ê
4

2" + 1Ë
f
"
3	

=
1
3 Ê

4
√2 + 1

Ë
�

< ∞. 

Terlihat bahwa 𝑓(𝑥) = ∑ 𝑓b(𝑥)d
bef ∈ 𝐺𝜓E

»,f
. Terakhir dengan 𝐶 = 2 akan 

ditunjukkan ‖∑ 𝑓b(𝑥)d
bef ‖TUE

»,E
≤ 2∑ 2b‖𝑓b(𝑥)‖TUE

»,E

d
bef . Perhatikan bahwa 

1
3 ≤ 2	

1
3 Ê

4
√2 + 1

Ë
�

≤ 2 Ê
4

√2 + 1
Ë
�

	

õ 𝑓b(𝑥)
d

bef

õ
TUE

»,E

≤ 2 2b‖𝑓b(𝑥)‖TUE
»,E

d

bef
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Terlihat bahwa 𝑓(𝑥) ∈ 𝐺𝜓E
»,f

 dan memenuhi ‖∑ 𝑓b(𝑥)d
bef ‖TUE

»,E
≤

2∑ 2b‖𝑓b(𝑥)‖TUE
»,E

d
bef , dalam pembuktian lebih jauh dapat ditunjukkan ruang 

grand-kuasi Lebesgue 𝐺𝜓E
»,f

 lengkap. 

 Berdasarkan Teorema 4.20, ruang grand-kuasi Lebesgue merupakan ruang 

kuasi-norma yang lengkap. Selanjutnya akan dikaji sifat lain pada ruang ini, yaitu 

ketaksamaan Hölder. Ketaksamaan Hölder merupakan salah satu fondasi penting 

dalam analisis fungsional. Pada ruang grand-kuasi Lebesgue, ketaksamaan ini perlu 

disesuaikan karena kuasi-normanya didefinisikan sebagai supremum terhadap 𝑝 

dengan 0 < 𝑝 < 1. Berikut adalah teorema dan pembuktian lengkapnya. 

Teorema 4.22 

Misalkan (𝐸, ℬ, 𝜇) adalah ruang ukuran. Misalkan 𝑝 ∈ (𝑎f, 𝑏f) dengan 0 < 𝑎f <

𝑏f ≤ 1 dan 𝑞 ∈ (𝑎�, 𝑏�) dengan 0 < 𝑎� < 𝑏� ≤ 1. Misalkan 𝜓(𝑝) dan 𝜑(𝑞) adalah 

fungsi kontinu yang bernilai positif pada domain masing-masing. Ambil 𝑟 ∈ (𝑐, 𝑑) 

dengan 0 < 𝑐 < 𝑑 ≤ 1 dan definisikan fungsi 

𝜃(𝑟) = sup ·𝜓(𝑝)𝜑(𝑞) Ø𝑝 ∈ (𝑎f, 𝑏f), 𝑞 ∈ (𝑎�, 𝑏�),
1
𝑟 =

1
𝑝 +

1
𝑞-, 

sedemikian sehingga ∀𝑟 ∈ (𝑐, 𝑑),𝜃(𝑟) < ∞. Jika 𝑓 ∈ 𝐺𝜓QE,RE dan 𝑔 ∈ 𝐺𝜑Q»,R», 

maka 

𝑓𝑔 ∈ 𝐺𝜃�,A 

dan 

‖𝑓𝑔‖T9B,C ≤ ‖𝑓‖TU]E,^E‖𝑔‖TD]»,^» . 

Bukti. 

Berdasarkan Definisi 4.17, untuk 𝑓 ∈ 𝐺𝜓QE,RE dan 𝑔 ∈ 𝐺𝜑Q»,R» 
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‖𝑓𝑔‖T9B,C = sup
E∈(�,A)

�
‖𝑓𝑔‖E
𝜃(𝑟) �	

= sup
E∈(�,A)

⎩
⎨

⎧@∫ |𝑓𝑔|EC D
f
E

𝜃(𝑟)
⎭
⎬

⎫
	

= sup
E∈(�,A)

⎩
⎨

⎧@∫ |𝑓|E|𝑔|EC D
f
E

𝜃(𝑟)
⎭
⎬

⎫
. 

Diketahui bahwa untuk 𝑝 ∈ (𝑎f, 𝑏f), 𝑞 ∈ (𝑎�, 𝑏�), 

1
𝑟 =

1
𝑝 +

1
𝑞. 

Karena 0 < 𝑟 < 𝑝 < 1 dan 0 < 𝑟 < 𝑞 < 1, maka 

𝑝
𝑟 > 1,

𝑞
𝑟 > 1. 

Definisikan 

𝐴 =
𝑝
𝑟 , 𝐵 =

𝑞
𝑟. 

Perhatikan bahwa 

1
𝐴 +

1
𝐵 =

1

@𝑝𝑟D
+

1

@𝑞𝑟D
	

=
𝑟
𝑝 +

𝑟
𝑞	

= 𝑟 Ê
1
𝑝 +

1
𝑞Ë	

= 𝑟 Ê
1
𝑟Ë	

= 1, 
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sehingga 𝑎 dan 𝑏 adalah eksponen konjugat. Dengan menerapkan ketaksamaan 

Hölder pada ruang Lebesgue (Muscat, 2024) terhadap fungsi 𝑢 = |𝑓|E dan |𝑔|E, 

didapatkan 

n |𝑢𝑣|
C

≤ mn |𝑢|4
C

o

f
4
mn |𝑣|P

C
o

f
P
. 

Dengan mensubstitusikan 𝑢 = |𝑓|E dan |𝑔|E, didapatkan 

n ||𝑓|E|𝑔|E|
C

≤ mn ||𝑓|E|4
C

o

f
4
mn ||𝑔|E|P

C
o

f
P
	

n |𝑓|E|𝑔|E
C

≤ mn (|𝑓|E)4
C

o

f
4
mn (|𝑔|E)P

C
o

f
P
	

= mn (|𝑓|E)
"
E

C
o

E
"
mn (|𝑔|E)

L
E

C
o

E
L
	

= mn |𝑓|"
C

o

E
"
mn |𝑔|L

C
o

E
L
. 

Karena |𝑓|E|𝑔|E = |𝑓𝑔|E, maka 

n |𝑓𝑔|E
C

≤ mn |𝑓|"
C

o

E
"
mn |𝑔|L

C
o

E
L
	

mn |𝑓𝑔|E
C

o

f
E
≤ Ómn |𝑓|"

C
o

E
"
mn |𝑔|L

C
o

E
L
Ô

f
E

	

= Ómn |𝑓|"
C

o

E
"
Ô

f
E

Ómn |𝑔|L
C

o

E
L
Ô

f
E

	

= mn |𝑓|"
C

o

f
"
mn |𝑔|L

C
o

f
L
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= ‖𝑓‖"‖𝑔‖L , 

sehingga didapatkan 

‖𝑓𝑔‖E ≤ ‖𝑓‖"‖𝑔‖L . 

Kemudian perhatikan bahwa 

‖𝑓𝑔‖E ≤ ‖𝑓‖"‖𝑔‖L 	

‖𝑓𝑔‖E
𝜃(𝑟) ≤

‖𝑓‖"‖𝑔‖L
𝜃(𝑟) . 

Karena 

𝜃(𝑟) = sup ·𝜓(𝑝)𝜑(𝑞) Ø
1
𝑟 =

1
𝑝 +

1
𝑞-	

≥ 𝜓(𝑝)𝜑(𝑞), 

maka 

1
𝜃(𝑟) ≤

1
𝜓(𝑝)𝜑(𝑞)	

‖𝑓‖"‖𝑔‖L
𝜃(𝑟) ≤

‖𝑓‖"‖𝑔‖L
𝜓(𝑝)𝜑(𝑞). 

Kemudian, karena 

‖𝑓𝑔‖E
𝜃(𝑟) ≤

‖𝑓‖"‖𝑔‖L
𝜃(𝑟) ≤

‖𝑓‖"‖𝑔‖L
𝜓(𝑝)𝜑(𝑞), 

maka 

‖𝑓𝑔‖E
𝜃(𝑟) ≤

‖𝑓‖"‖𝑔‖L
𝜓(𝑝)𝜑(𝑞) =

‖𝑓‖"
𝜓(𝑝) ⋅

‖𝑔‖L
𝜑(𝑞). 

Perhatikan bahwa 

sup
"∈(QE,RE)

�
‖𝑓‖"
𝜓(𝑝)� ≥

‖𝑓‖"
𝜓(𝑝) 

dan 
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sup
L∈(Q»,R»)

�
‖𝑔‖L
𝜑(𝑞)� ≥

‖𝑔‖L
𝜑(𝑞), 

sehingga 

‖𝑓𝑔‖E
𝜃(𝑟) ≤

‖𝑓‖"
𝜓(𝑝) ⋅

‖𝑔‖L
𝜑(𝑞)	

≤ sup
"∈(QE,RE)

�
‖𝑓‖"
𝜓(𝑝)� ⋅ sup

L∈(Q»,R»)
�
‖𝑔‖L
𝜑(𝑞)�	

= ‖𝑓‖TU]E,^E‖𝑔‖TD]»,^» . 

Karena 

‖𝑓𝑔‖E
𝜃(𝑟) ≤ ‖𝑓‖TU]E,^E‖𝑔‖TD]»,^»  

berlaku untuk setiap 𝑟 ∈ (𝑐, 𝑑), maka dengan mengambil supremum terhadap 𝑟 

didapatkan 

sup
E∈(�,A)

�
‖𝑓𝑔‖E
𝜃(𝑟) � ≤

‖𝑓‖TU]E,^E‖𝑔‖TD]»,^» 	

‖𝑓𝑔‖T9B,C ≤ ‖𝑓‖TU]E,^E‖𝑔‖TD]»,^» . 

Terlihat bahwa Teorema 4.22 terbukti.               ∎ 

4.4  Integrasi Sifat Kelengkapan pada Ruang Grand-Kuasi Lebesgue 

Berdasarkan Surah Al-Mulk: 3-4 

Alam semesta dan sistem matematika menyimpan misteri tentang makna dari 

“kesempurnaan”. Allah SWT telah berfirman bahwa tidak akan ditemukan tafawut 

(ketidakseimbangan) pada ciptaan-Nya sekalipun manusia mengulangi 

pandangannya untuk mencari celah ataupun kerusakannya (futhur), sebagaimana 

yang tertulis pada Q.S. Al-Mulk: 3-4 (Kemenag, 2022). 

ىرٰتَ لْهَ  ◌ۙ رَصَبَلْا عِجِرْافَ  ◌ۗ تٍوُفٰ تَ نْمِ نِمٰحَّْرلا قِلْخَ يْفِ ىرٰتَ امَ  ◌ۗ اقًابَطِ تٍوٰمٰسَ عَبْسَ قَلَخَ يْذَِّلا  
۝ رٌيْسِحَ وَهَُّو ائًسِاخَ رُصَبَلْا كَيْلَاِ بْلِقَنْيَ نِيْتََّركَ رَصَبَلْا عِجِرْا َّمثُ  ۝y روْطُفُ نْمِ  
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Artinya: "(Yaitu) Yang telah menciptakan tujuh langit berlapis-lapis. Kamu sekali-
kali tidak melihat pada ciptaan Tuhan Yang Maha Pemurah sesuatu yang tidak 
seimbang. Maka lihatlah berulang-ulang, adakah kamu lihat suatu celah? 
Kemudian pandanglah sekali lagi, niscaya penglihatanmu akan kembali kepadamu 
dengan tidak menemukan cacat dan ia (penglihatanmu) dalam keadaan 
payah." (QS. Al-Mulk: 3-4). 

Pada Q.S. Al-Mulk: 3-4, Allah SWT menegaskan bahwa ciptaan-Nya bersifat 

“sempurna”, namun pemahaman manusia tentang “kesempurnaan” tersebut dapat 

diperoleh melalui proses pengamatan dan penalaran berulang kali. Dalam ranah 

matematika, kelengkapan (completeness) merupakan suatu properti atau sifat yang 

menjamin keutuhan suatu ruang fungsi.  Penelitian mengenai ruang grand-kuasi 

Lebesue telah dibuktikan memiliki sifat kelengkapan seperti pada Teorema 4.10, di 

mana hal ini membuka hubungan antara matematika dan Al-Qur’an. Pada subbab 

ini akan dijelaskan tentang bagaimana sifat kelengkapan dalam matematika 

menjadi analogi untuk memahami “kesempurnaan” yang tersirat pada Q.S. Al-

Mulk: 3-4. 

Langit adalah salah satu contoh ciptaan Allah SWT yang sempurna. Kata 

( توٰمٰسَ ) adalah bentuk jamak dari kata ( ءاسم ) yang berarti segala sesuatu yang diatas 

kita (Chalik, 2018). Kemudian pada firman-Nya “(Yaitu) Yang telah menciptakan 

tujuh langit berlapis-lapis” di mana maksud dari “berlapis-lapis”, yaitu tibaqan 

disini dimaknai tingkat demi tingkat (Katsir, 2004).  Penjelasan mengenai 

lapisan/tingkatan ini ditunjukkan oleh Hadits berikut. 

“Telah menceritakan kepada kami [Abdurrazzaq] telah memberitakan 
kepada kami [Yahya bin Al 'Ala`] dari [pamannya, Syu'aib bin Khalid] telah 
menceritakan kepadaku [Simak bin Harb] dari [Abdullah bin 'Amirah] dari [Abbas 
bin Abdul Muththalib] berkata: Kami bermajlis bersama Rasulullah shallallahu 
'alaihi wa sallam di Al Bathha`, tiba-tiba sekumpulan awan melintas, maka 
Rasulullah shallallahu 'alaihi wa sallam bertanya: "Tahukah kalian apakah itu?" 
Kami menjawab: "Itu adalah kumpulan awan." Beliau berkata: "Dan mega." kami 
mengikuti: "Dan mega." Lalu beliau bersabda: "Dan mendung." Maka kamipun 
diam. Beliau bertanya lagi: "Apakah kalian tahu berapa jarak antara langit dan 
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bumi?" Kami menjawab: "Allah dan RasulNya lebih mengetahui." Beliau berkata: 
"Jaraknya adalah sejauh perjalanan lima ratus tahun. Jarak antara langit yang 
satu dengan langit berikutnya adalah sejauh perjalanan lima ratus tahun juga. 
Tebal langit adalah sejauh perjalanan lima ratus tahun. Di atas langit ke tujuh ada 
lautan yang jarak antara dasar dengan permukaannya adalah sebagaimana jarak 
bumi dan langit. Lalu di atasnya lagi ada delapan penyangga yang jarak antara 
ujung dengan pangkalnya seperti jarak antara langit dan bumi. Di atasnya lagi ada 
Arsy yang jarak antara dasar dan permukaannya adalah seperti jarak antara langit 
dan bumi. Allah Tabaraka Wa Ta'ala berada di atasnya. Tidak ada satu amalan 
pun yang dilakukan oleh keturunan Adam yang tersembunyi dari-Nya." Abdullah 
berkata: telah menceritakan kepada kami [Muhammad bin Ash Shabbah Al Bazzar] 
dan [Muhammad bin Bakkar] berkata: telah menceritakan kepada kami [Al Walid 
bin Abu Tsaur] dari [Simak bin Harb] dari [Abdullah bin 'Amirah] dari [Al Ahnaf 
bin Qais] dari [Al Abbas bin Abdul Muththalib] dari Nabi shallallahu 'alaihi wa 
sallam.” H.R. Ahmad. 

Keterangan dari hadits ini menunjukkan bahwa ada jarak antar 

lapisan/tingkatann langit. Pada potongan Q.S. Al-Mulk: 5 yang artinya 

“Sesungguhnya Kami telah menghiasi langit yang dekat dengan bintang-bintang”, 

kata ( ايَنُّْدلا ) dalam bahasa arab berarti yang paling dekat di mana yang dimaksud 

adalah langit yang terlihat dari bumi (Chalik, 2018). Apabila seluruh bintang-

bintang yang jauh itu adalah hiasan untuk langit paling rendah, maka sepertinya 

“tujuh lapisan/tingkatan langit” tidak dapat dipahami oleh daya akal manusia. 

Pada Q.S. Al-Mulk: 3 kalimat “Kamu sekali-kali tidak melihat pada ciptaan 

Tuhan Yang Maha Pemurah sesuatu yang tidak seimbang” Allah SWT menegaskan 

bahwa ciptaan-Nya sangatlah seimbang, tidak ada pertentangan, benturan, 

ketidakcocokan, kekurangan, dan kerusakan (Katsir, 2004). Keluasan ukuran, 

keberagaman isi, kerumitan hukum, dan keseimbangan sistem telah memicu 

pengakuan bahwa semua ciptaan-Nya dirancang dengan seksama (Chalik, 2018). 

Hal ini menunjukkan bahwa kesempurnaan ciptaan Allah SWT tidak hanya terbatas 

pada alam semesta saja, tetapi juga tercermin dalam keteraturan sistem-sistem 

abstrak yang dapat dipahami oleh akal manusia, termasuk dalam ranah matematika. 
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Dalam konteks ini, sifat kelengkapan pada Ruang Grand-Kuasi Lebesgue menjadi 

salah satu representasi dari “kesempurnaan” tersebut. 

Kemudian pada Q.S. Al-Mulk: 3 kalimat “Maka lihatlah berulang-ulang, 

adakah kamu lihat suatu celah?”, Ibnu Abbas, Mujahid, al-Dhahhak, al-Tsauri, dan 

lainnya menafisirkannya dengan syuquq (retak-retak pada langit), al-Suddi 

menafsirkannya dengan kata khuruq (lubang-lubang), sedangkan Ibn Abbas dalam 

suatu riwayat menyebutkan makna futhur adalah celah-celah yang menganga. Allah 

SWT menegaskan bahwa apabila manusia meneliti setiap jengkal langit dan segala 

ciptaan-Nya tidak akan ditemukan segala bentuk kerusakan, celah, cacat, lubang 

dan sebagainya. Demikian pula Ruang Grand-Kuasi Lebesgue yang telah terbukti 

lengkap menunjukkan bahwa ruang ini tidak memiliki “celah” pada strukturnya, 

seperti pada Teorema 4.10 di mana setiap deret yang konvergen/berhingga pasti 

memiliki suatu limit yang berada di dalam ruang tersebut. Sifat kelengkapan ini 

merupakan bagian dari sunnatullah yang dapat dibuktikan kebenarannya melalui 

penalaran ilmiah. 

Kemudian pada Q.S. Al-Mulk: 4 kalimat “Kemudian pandanglah sekali lagi, 

niscaya penglihatanmu akan kembali kepadamu dengan tidak menemukan cacat 

dan ia (penglihatanmu) dalam keadaan payah” Katsir (2004) menafsirkan kata 

karratain adalah dua kali. Ulama’ memahami kata karratain (dua kali), yakni sekali 

untuk melihat keindahannya dan kali kedua untuk melihat keserasian dan 

konsistensi peredarannya (Shihab, 2012). Kata ( ائًسِاخَ ) diambil dari kata ( أسخ ) yang 

awal mulanya kata ini digunakan untuk mendiamkan gonggongan anjing. Apabila 

kata iniditujukan kepada manusia, maka ini mengandung makna penhinaan seperti 

pada Q.S. Al-Mu’minun: 108 (Shihab, 2012). 
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نِوْمُِّلكَتُالَوَاهَيْفِاوْئُسَخْا لَاقَ  

Artinya: “Tinggallah dengan hina di dalamnya, dan janganlah kamu berbicara 
dengan Aku.” (Kemenag, 2022). 

Ibn Abbas mengatakan ( رٌيْسِحَ وَهَُّو ) “Yakni sedang dia dalam kaeadaan tidak berdaya”, 

sedangkan Mujahid, Qatadah, dan As-Suddi mengatakan “Al-hasir berart orang 

yang berada dalam kelelahan”. Maksud dari Q.S. Al-Mulk: 4 adalah jika manusia 

melihat secara berulang sebanyak mungkin, niscaya pandangannya akan kembali, 

yakni tidak menemukan cacat atau kerusakan dan dalam keadaan tidak berdaya. 

Ayat ini mengandung dua hal penting, yaitu adanya perintah untuk 

melakukan pengamatan secara berulang dan teliti dan adanya jaminan bahwa 

ciptaan Allah SWT benar-benar sempurna dan bebas dari cacat. Topik penelitian 

ini juga memiliki keterkaitan dengan dua hal penting tersebut. Penulis melakukan 

proses “pengulangan pandangan”, yakni dalam proses pembuktian Teorema 4.20 

dan pembuktian berhasil dengan pernyataan bahwa Ruang Grand-Kuasi Lebesgue 

bersifat lengkap. Sifat lengkap pada Ruang Grand-Kuasi Lebesgue berarti tidak 

ditemukannya “celah” dalam strukturnya, yaitu setiap deret yang 

konvergen/berhingga pasti memiliki suatu limit yang berada di dalam ruang 

tersebut.
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BAB V 

PENUTUP 

 

5.1  Kesimpulan 

Berdasarkan hasil pembuktian Proposisi 4.18, Ruang Grand-Kuasi Lebesgue 

adalah ruang kuasi norma dengan konstanta kuasi segitiga 𝐶 = 2
E
]kf. Kemudian 

pada pembuktian Teorema 4.20, Ruang Grand-Kuasi Lebesgue merupakan ruang 

kuasi-norma yang lengkap (kuasi-Banach). 

5.2  Saran 

Saran untuk penelitian selanjutnya, topik penelitian tentang Ruang Grand-

Kuasi Lebesgue ini masih banyak yang belum dibahas, sehingga topik ini dapat 

dikembangkan lagi dengan sifat-sifat lain seperti keterbatasan operatr linier, 

dualitas, dan lain-lain.
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