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ABSTRAK

Zahro, Fatmatuz. 2026. Sifat Kelengkapan pada Ruang Grand-Kuasi Lebesgue.
Skripsi. Program Studi Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas
Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.
Pembimbing: (I) Dian Maharani, M.Si. (II) Dr. Achmad Nashichuddin, M.A.

Kata kunci: Ruang Grand-Kuasi Lebesgue, Kelengkapan, Ruang Kuasi-Norma, Ruang
Kuasi-Banach

Ruang grand-kuasi Lebesgue merupakan perluasan dari ruang grand Lebesgue dengan
perbedaan utama pada rentang p, yaitu [1, oo] pada ruang grand Lebesgue dan (0,1] pada
ruang grand-kuasi Lebesgue, sedemikian sehingga ruang grand Lebesgue merupakan ruang
Banach dan ruang grand-kuasi Lebesgue hanya merupakan ruang kuasi-Banach karena
memenuhi ketaksamaan kuasi-segitiga. Penelitian ini bertujuan membuktikan sifat
kelengkapan pada ruang grand-kuasi Lebesgue melalui pendekatan studi literature dengan
merujuk pada Formica dkk. (2021) serta literature terkait. Sebelum itu ditunjukkan terlebih
dulu ruang tersebut adalah ruang kuasi-norma. Hasil penelitian menunjukkan bahwa ruang
grand-kuasi Lebesgue Gy, dengan 0 <a < b <1 merupakan ruang kuasi-norma

1
dengan konstanta kuasi-segitiga C = 2a~' dan memenuhi kriteria kelengkapan ruang
kuasi-norma di mana setiap deret Y5, x; yang memenuhi Y5, C¥||x|| gy <@ akan
a,

konvergen ke suatu fungsi di G, dan memenuhi ketaksamaan |[X;=qxkllgy,, <
C Yo, CFllxy ||G¢a,b, sehingga merupakan ruang kuasi-Banach.
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ABSTRACT

Zahro, Fatmatuz. 2026. Completeness Property of Grand-Quasi Lebesgue Spaces.
Undergraduate Thesis. Mathematics Study Program, Faculty of Science and
Technology, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.

Advisors: (I) Dian Maharani, M.Si. (II) Dr. Achmad Nashichuddin, M. A.

Keywords: Grand-Quasi Lebesgue Space, Completeness, Quasi-Normed Space, Quasi-
Banach Space

The grand-quasi Lebesgue space is an extension of the grand Lebesgue space. The main
difference lies in the range of p, namely [1, oo] in the grand Lebesgue space and (0,1] in
the grand-quasi Lebesgue space. Consequently, the grand Lebesgue space is a Banach
space, while the grand-quasi Lebesgue space is only a quasi-Banach space because it
satisfies the quasi-triangle inequality instead of the ordinary triangle inequality. This study
aims to prove the completeness property of the grand-quasi Lebesgue space through a
literature study approach, referring to Formica et al. (2021) and other related resources.
Before proving the completeness, it must first be shown that the space is a quasi-normed
space. The results show that the grand-quasi Lebesgue space Gy, , with0 <a <b < 1is

1
a quasi-normed space with quasi-triangle constant C = 2a~'. Furthermore, it satisfies the
completeness criterion for quasi-normed spaces, i.e., every series ),y X; satisfying
Y CRlxl G, < O converges to some function in G, ;, and satisfies the inequality
||Z,;'°:1xk||6¢a,b <CYpr- Ck”xk”mpa,b- Therefore, the grand-quasi Lebesgue space is a
quasi-Banach space.

XVvi



SIS olsl ) ed il Wl Gy 48501 sliadd JLSY) Olpls LYY LR L5
YL )l S LY o aalor Lo kS g el
A 3 el ) ol A S () kel (3 e Ul ) lale 0L (1) 1062

UL R lab o lall B eliab  JLaSTY i) 2S5 — 08 12l LS

054 o P sl Bl 3 gt o ) G oy ) 08 eLiad Dokt ) 2516 L om
Wi elias OB s e sl g aiST-uil S slas 3 p € (0,1] 5 ke W18 sld 3 p € [1, 0]
oo Vb il s Byl gt Y FUL b cliad LB da foyd 58— 8 eliab Lty 5 UL eliab A i )
ieeS ) g IV r e STl 8 sl (3 JLasS Yl ol o) s s i) il L
lis OF OB Vsl ot JasY1 U] 8y 2kl o1 aorl Mg (Vo)) oo s Ky 8 2t e slazeVL
lad dn 0<a<h <1 e Gy o) i =005 sliab OF i) @ gb (s s cliab day cliadl
Aandanze 1570 (6l L3 )lall 4 wlsliad) JLsSTY) Jlre i 6T LS .C = 2%-1 el as culy 6 las 4
Wl giy Gg, @ W A o B CMllxglly,, < s Xilgx
b ol oy ) S8 el 0 ells e el 1B Xilloy,, < C Xy CEllxiligy,,

e

Xvil



BAB1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Ruang Lebesgue pertama kali diperkenalkan oleh Frigyes Riesz pada tahun
1910, yang dibangun atas teori integral yang dikembangkan oleh Henri Lebesgue
pada tahun 1902. Kemudian ruang Lebesgue berkembang menjadi salah satu ruang
fungsi paling fundamental dalam analisis fungsional yang berperan dalam berbagai
cabang matematika modern. Didefinisikan LP (E) untuk 1 < p < oo adalah koleksi

fungsi-fungsi terukur f pada himpunan terukur Lebesgue E sedemikian sehingga
fE |f|P < oo. Ruang Lebesgue merupakan pasangan (LP(E), ||-|l,,), di mana ||-||,,

adalah norma yang didefinisikan untuk setiap f € LP (E) sebagai

Ifll, = ( | IfI”)p ()

(Royden & Fitzpatrick, 2010). Selanjutnya, pada penelitian ini notasi LP akan

|

digunakan untuk menyatakan ruang Lebesgue.

Barisan konvergen, barisan Cauchy, dan sifat kelengkapan juga dipelajari
pada ruang Lebesgue seperti yang dijelasakan oleh Royden & Fitzpatrick (2010).
Suatu barisan (f,,) pada ruang Lebesgue LP,1 < p < oo dikatakan konvergen ke
f € LP(E) atau (f,,) — f apabila untuk setiap € >0 ada K € N, sedemikian

sehingga untuk n > K, berlaku ||f, — fll, <& atau lim||f, —fll, = 0.
n—->oo

Sedangkan suatu barisan (f,) pada ruang Lebesgue LP,1 < p < oo dikatakan
barisan Cauchy apabila untuk setiap € > 0 ada N € N, sedemikian sehingga untuk

m,n > N, berlaku ||f, — full, <& atau lim [[f, — fnll, = 0. Berdasarkan
m,n—oco



teorema Riezs-Fischer, ruang Lebesgue LP merupakan ruang Banach (Royden &
Fitzpatrick, 2010). Sedangkan ruang Banach adalah suatu ruang bernorma yang
lengkap, di mana untuk setiap barisan Cauchy pada ruang bernorma tersebut akan
konvergen ke suatu elemen di ruang itu (Muscat, 2024).

Sifat kelengkapan menjamin bahwa setiap barisan yang konvergen secara
Cauchy di dalam ruang tersebut, akan memiliki limit yang juga merupakan anggota
dari ruang yang sama. Konsep keteraturan pada sifat kelengkapan ini merupakan
cerminan dari kesempurnaan ciptaan Sang Pencipta. Dunia ini diciptakan dengan
hukum dan aturan yang sempurna, teratur, dan konsisten, layaknya sebuah sistem
matematika yang lengkap. Setiap fenomena alam, dari pergerakan planet hingga
pertumbuhan sel, mengikuti "aturan" yang telah ditetapkan. Keteraturan ini
bukanlah suatu kebetulan, melainkan cerminan dari kesempurnaan ciptaan Allah.
Sebagaimana firman-Nya dalam surat Al-Mulk ayat 3-4 (Kemenag, 2022) yang

berbunyi:

so0 .- N~ - o . M A -0 o @ o o PR A I T

G5 s b Do i o UL> Nl 5 DL /c)‘j‘M o b sl

@JS‘:"" oy bl padl el iy 55 el e )l 0 @, sk o

Artinya: "(Yaitu) Yang telah menciptakan tujuh langit berlapis-lapis. Kamu sekali-

kali tidak melihat pada ciptaan Tuhan Yang Maha Pemurah sesuatu yang tidak

seimbang. Maka lihatlah berulang-ulang, adakah kamu lihat sesuatu yang tidak

seimbang? Kemudian pandanglah sekali lagi, niscaya penglihatanmu akan kembali

kepadamu dengan tidak menemukan cacat dan ia (penglihatanmu) dalam keadaan
payah.” (QS. Al-Mulk: 3-4).

Ayat ini mengajak manusia untuk merenungi ciptaan-Nya yang terbebas

dari segala bentuk cacat dan kerusakan. Ibnu Katsir dalam tafsirnya mengutip

penjelasan As-Suddi bahwa kata futhur dimaknai sebagai “kerusakan” (Katsir,

2004). Penegasan ini menunjukkan bahwa kesempurnaan ciptaan Allah itu bersifat

mutlak, tanpa celah kelemahan sedikit pun. Inspirasi dari ayat inilah yang



mendasari ketertarikan peneliti untuk mengkaji sifat kelengkapan secara
mendalam, khususnya pada generalisasi dari ruang Lebesgue L?.

Namun, sifat kelengkapan pada ruang Lebesgue LP tidak berlaku untuk 0 <
p < 1. Ketika 0 < p < 1 norma (1) tidak memenubhi sifat ketaksamaan segitiga
pada definisi norma. Pada kasus ini Aoki (1942) memperkenalkan konsep kuasi-
norma di mana konsep ini melemahkan sifat ketaksamaan segitiga pada norma.
Sehingga LP(E) dengan 0 < p <1 bukan merupakan ruang Banach, namun
merupakan contoh dari ruang kuasi-Banach (Nekvinda & PeSa, 2024). Hal ini
sesuai dengan teorema Aoki-Rolewicz, di mana setiap ruang kuasi-norma yang
lengkap ekuivalen dengan suatu norma-p untuk 0 < p < 1.

Banyak peneliti yang mengembangkan ruang Lebesgue, salah satu contoh
dari pengembangan ruang Lebesgue ini adalah ruang grand Lebesgue. Ruang ini
pertama kali diperkenalkan oleh Iwaniec & Sbordone (1992) dalam bentuk umum
yang dikenal dengan LP) dan dikembangkan lebih lanjut oleh Fiorenza dkk. (2018).
Perbedaan mendasar antara ruang Lebesgue dan ruang grand Lebesgue terletak
pada pendekatan terhadap p, di mana pada ruang grand Lebesgue p dilihat dari
suatu interval buka (a, ).

Penelitian mengenai ruang grand Lebesgue juga dilakukan oleh Formica dkk.
(2021). Pada penelitiannya ruang grand Lebsgue disimbolkan dengan G, g.
Selanjutnya, pada penelitian ini notasi tersebut akan digunakan untuk menyatakan
ruang grand Lebesgue. Dalam penelitian Formica dkk. (2021) ruang grand
Lebesgue Gy, p didefinisikan dengan memisalkan (Q, B, 1) adalah ruang ukuran
di mana B adalah og-aljabar dan y adalah ukuran yang terdefinisi pada (Q, B) tidak

nol dan berhingga dan memisalkan ¥ (p) = ¥, z(p) denganp € (a, ), untuk 1 <



a < [/ < o merupakan suatu fungsi kontinu positif yang bernilai real di interval
buka (a, f) sedemikian sehingga

inf > 0.
pel(r(}(ﬁ)l/)(p)

Ruang Grand Lebesgue G, s memuat semua fungsi terukur f: Q — R, sedemikian

sehingga

Mowes= 0l <= 12e<p== o

Seperti halnya ruang Lebesgue, ruang grand Lebesgue G,z untuk 1 <
a < f§ < o juga merupakan ruang Banach (Ostrovsky & Sirota, 2007). Namun
pada kasus p <1, di mana p € («,f), norma (2) tidak memenuhi sifat
ketaksamaan segitiga pada definisi norma sehingga ruang ini bukan Banach
melainkan contoh dari ruang kuasi-Banach (Nekvinda & Pesa, 2024). Karena hal
ini, kemudian dikembangkan ruang grand-kuasi Lebesgue di mana merupakan
perluasan dari ruang grand Lebesgue G, .

Kajian mengenai ruang ini diperkenalkan oleh Formica dkk. (2021) di mana
mengganti batas p pada G, 5, yaitul < a < f < codengan0 < a < b < 1 pada
p € (a,b) dengan menggunakan kuasi-norma. Misalkan (Q, B, u) adalah ruang
ukuran di mana u adalah ukuran yang terdefinisi pada ruang terukur (Q,B) dan
Y(p) =Yg (p) dengan p € (a,b) untuk 0 < a < b < 1 merupakan suatu fungsi

kontinu positif yang bernilai real di interval buka (a, b) sedemikian sehingga

pel(%,fb)lp(p) > 0.

Ruang grand-kuasi Lebesgue G,;, memuat semua fungsi terukur f:Q — R,

sedemikian sehingga



IIfIIp}
= su <o, 0<a<b<l
Wleva, = stb ) {w(p)

Walaupun konsep ruang grand-kuasi Lebesgue telah diperkenalkan, penjelasan
rinci mengenai sifat kelengkapan ruang ini masih terbatas. Dengan demikian, pada
penelitian ini penulis akan membuktikan rinci sifat kelengkapan pada ruang grand-
kuasi Lebesgue.
1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan paparan latar belakang di atas, maka pada penelitian ini akan
dibahas bagaimana pembuktian sifat kelengkapan pada ruang grand-kuasi
Lebesgue?
1.3 Tujuan Penelitian

Berdasarkan paparan latar belakang dan rumusan masalah di atas, maka
penelitian ini bertujuan untuk membuktikan sifat kelengkapan pada ruang grand-
kuasi Lebesgue.
1.4 Manfaat Penelitian

Manfaat yang diharapkan dari penelitian ini adalah sebagai bahan untuk
mengembangkan bahasan tentang ruang grand-kuasi Lebesgue yang lengkap.
1.5 Batasan Masalah

Batasan masalah pada penelitian ini adalah hanya menjelaskan kelengkapan
dari ruang grand-kuasi Lebesgue dengan membuktikan teorema yang terkait.
1.6 Definisi Istilah

1. Ruang Lebesgue
Didefinisikan LP(E) untuk 1 < p < oo adalah koleksi fungsi-fungsi terukur

f pada himpunan terukur Lebesgue E sedemikian sehingga



fE|f|p<oo

Ruang Lebesgue merupakan pasangan (LP(E), ||-||,,), di mana ||-||,, adalah

norma yang didefinisikan untuk setiap f € LP (E) sebagai

Ifll, = ( | Ifl”’)p (M

Ruang Grand Lebesgue

|

Misalkan (E,B,u) adalah ruang ukuran di mana p adalah ukuran yang
terdefinisi pada ruang terukur (E, B) dan ¥(p) = Y4 z(p) denganp € (a, B)
untuk 1 < a < f < oo merupakan suatu fungsi kontinu positif yang bernilai

real di interval buka sedemikian sehingga

inf > 0.
o B)tli(p)

Ruang grand Lebesgue G,z memuat semua fungsi terukur f:E - R,

sedemikian sehingga

Ifllpe, = sup {Eﬂlf)’

}<00, 1<a<p < oo

Ruang Grand-Kuasi Lebesgue

Misalkan (E,B,u) adalah ruang ukuran di mana p adalah ukuran yang
terdefinisi pada ruang terukur (E, B) dan Y (p) = P4, (p) denganp € (a, b),
untuk 0 < a < b < 1 merupakan suatu fungsi kontinu positif yang bernilai
real di interval buka sedemikian sehingga

pel(rgfb)ll)(p) > 0.

Ruang grand-kuasi Lebesgue G, , memuat semua fungsi terukur f: E - R,

sedemikian sehingga



If
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BAB 11

KAJIAN TEORI

2.1 Teori Pendukung
Pada subbab ini, akan dikaji mengenai teori-teori pendukung yang terkait
penelitian ini sebagai acuan dalam melakukan penelitian.
2.1.1 Ruang Ukuran
Sebelum membahas tentang ruang grand-kuasi Lebesgue, akan dibahas
tentang ruang ukuran, karena ruang grand-kuasi Lebesgue dibangun atas dasar
ruang ukuran.
Definisi 2.1 (Royden & Fitzpatrick, 2010)
Diberikan sebuah himpunan X, koleksi B yang berisi himpunan-himpunan bagian
dari X disebut sebagai g-aljabar pada X apabila memenuhi
1. Himpunan kosong, yaitu @ ada di B.
2. Untuk setiap himpunan E' € B, komplemennya E¢ := X\E juga merupakan
anggota B.
3. Untuk setiap koleksi terhitung {E;, E, ...} di mana setiap E, untuk n =
1,2, ..., gabungan U, -, E, juga merupakan anggota B.
Contoh 2.2
Misalkan X = N = {1, 2,3, ...}. Ambil B = P(N), yaitu himpunan kuasa dari N
yang memuat semua himpunan bagian dari N.
1. Himpunan kosong @ € B, karena @ € N.
2. Ambil sebarang E € B. Pilih

E =1{2,4,6,8,..},



maka komplemennya
E€ =N\{2,4,6,8,..}
={1,3,5,7,..}.
Karena {1,3,5,7,...} € N, maka E€ € B.
3. PilihE, ={n+1,n+2,..}dengann = 1,2, .... Perhatikan bahwa
E, =1{2,3,4,5,..}
E, ={3,4,5,6,..}
E; ={4,5,6,7,..}

dan seterusnya sedemikian sehingga,
UEn :E1UE2UE3 uU..
n=1

=1{2,3,4,5,..1U{3,4,56,..} U {4,56,7,..} U ...
=1{2,3,4,5,...}.
Karena {2,3,4,5,...} € N, maka {2,3,4,5, ...} € B.
Berdasarkan Definisi 2.1, terlihat B merupakan o-aljabar.
Definisi 2.3 (Royden & Fitzpatrick, 2010)
Didefinisikan bilangan real diperluas adalah R U {£o0}. Sedemikian sehingga
setiap himpunan bilangan real memiliki supremum dan infimum yang merupakan
anggota dari bilangan real diperluas.
Contoh 2.4
Ambil4 ={1,2,3,...}.
Nilai sup A tidak terdefinisi di R. Namun, berdasarkan Definisi 2.3, sup A
terdefinisi di R U {£ 00}, yaitu

sup4 = +oo.
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Kemudian ambil B = {...,—3,—-2,—1}.
Nilai infB tidak terdefinisi di R. Namun, berdasarkan Definisi 2.3, infA
terdefinisi di R U {£ 00}, yaitu
inf B = —oo.

Definisi 2.5 (Royden & Fitzpatrick, 2010)
Sebuah ruang terukur didefinisikan sebagai pasangan (X, B), dengan X adalah
sebuah himpunan dan B adalah o-aljabar pada X. Sebuah humpunan E € X
dikatakan terukur apabila E' € B.
Contoh 2.6
Ambil X = {1, 2, 3,4} dan definisikan B = {@, {1, 2}, {3, 4}, X}.
Perhatikan bahwa

1. 0eB

2. {1,2}=1{3,4} € B,dan{3,4} ={1,2} € B,dan ¢¢ = X € B.

3. {1,2}u{3,4}=XE€B.
Terlihat B adalah g-aljabar pada X, sehingga berdasarkan Definisi 2.5, (X, B)
merupakan ruang terukur dan himpunan @, {1,2}, {3,4}, X adalah himpunan
terukur.
Definisi 2.7 (Royden & Fitzpatrick, 2010)
Diberikan sebuah ruang terukur (X, B). Suatu ukuran u adalah fungsi tak negatif
dan bernilai real diperluas, u: B — [0, +o0] yang memenuhi aksioma berikut.

1. u(@) =0.

2. Untuk setiap koleksi terhitung {Ej};-,; yang saling disjoin, berlaku

w(Up=1 Ex) = Xp=1 u(Ey).
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Triplet (X, B, 1), di mana (X, B) adalah ruang terukur dan u adalah ukuran yang
terdefinisi pada B disebut sebagai ruang ukuran.
Contoh 2.8
Misalkan  (X,B) adalah ruang terukur dengan X =[1,5], B=
{0,11,2),[2,5],[1,5]}. Didefinisikan fungsi u:B — [0, +c0] dengan u(@) =0
dan p(I) adalah panjang interval I. Buktikan bahwa fungsi (X, B, i) adalah ruang
ukuran.
Bukti.
Diketahui (@) = 0,,[1([1,2)) =1, u([2,5]) = 3, dan u([1,5]) = 4. Jelas terlihat
bahwa y memenuhi aksioma 1 pada Definisi 2.7.
Misalkan E; = @, E, = [1,2), E; = [2,5], dan E, = [1,5]. Pasangan himpunan
yang saling lepas dalam B adalah E; dengan E,, E3, E, dan E, dengan Ej.
Perhatikan bahwa,
1. Untuk A; dengan E,, E3, E,
u(@ U Ey) = u(E;)
=0+ u(E,)
= u(@) + u(E;)
Berlaku pula untuk E,, E3, E,.
2. Untuk E, dengan E5
p(E; U E3) = u(Ey)
=4
Perhatikan bahwa,
u(Ey) + pu(Es) =143

=4
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Terlihat u(E, U E3) = u(E,) + u(Es).
Dengan demikian, aksioma 2 pada Definisi 2.7 terpenuhi untuk semua
kemungkinan barisan himpunan saling lepas dalam B. Sehingga terbukti bahwa
(X, B, u) adalah ruang ukuran.
2.1.2 Ruang Lebesgue

Pada subbab ini akan dibahas ruang Lebesgue LP. Sebelum memberikan
definisi ruang Lebesgue, terlebih dahulu diperkenalkan beberapa konsep yang
menjadi dasar terbentuknya ruang Lebesgue, yaitu ukuran luar, himpunan terukur,
fungsi terukur, fungsi sederhana, dan integral Lebesgue.
Definisi 2.9 (Royden & Fitzpatrick, 2010)
Misalkan A ¢ R. Ukuran luar Lebesgue dari A dinotasikan dengan m*(4)

didefinisikan sebagai

m*(4) = inf{z (1) |A < U I, I, interval buka},
k=1 k=1

di mana ¢(I;;) menyatakan panjang interval [j.

Contoh 2.10

Ambil A = Q n [0,1] yang merupakan himpunan bilangan rasional antara 0 dan

1 dan terlihat bahwa A c R. Kemudian tulis A sebagai
A={rIn€Qn[01],k=1,2,..}

Untuk setiap bilangan rasional 73, definisikan

€ €
I = (rk © ok+1 T + 2k+1)'
untuk sebarang € > 0. Terlihat bahwa untuk setiap k, 1, berada pada interval I,
sehingga 13, € ;.. Hal ini berarti

{nlcl; ncly; rscls; ..,



sedemikian sehingga

frdu{rn,ju{nlu..cLULULU..

{ry,rp, 13, ...} S 9 I
k=1

8

AC L,.
K
k=1

Kemudian perhatikan bahwa

(1) = (Tk + %) - (T'k - %)

€ €
= ok+1 + ok+1
2&
= ok+1
€
= 2_k'

maka nilai deret

ka) - izik

Sehingga didapatkan

m*(4) = inf{ (1 )}

= inf{e}

=0.

13
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Maka ukuran luar dari A = Q N [0,1] adalah nol.
Definisi 2.11 (Royden & Fitzpatrick, 2010)
Suatu himpunan E c R dikatakan terukur Lebesgue, apabila untuk setiap
himpunan A c R berlaku
m*(A) =m* (ANE)+m*"(AnEF").
Contoh 2.12
Ambil E =[2,5] dan A =[1,6]. Akan ditunjukkan m*(4) = m*(ANE) +
m*(A N E°). Perhatikan bahwa
1. Nilai m*(4)
m*(A) = m*([1,6]) = 5.
2. Nilaim*(ANE)
m*(ANnE)=m*([1,6] n[2,5])
=m"([2,5])
= 3.
3. Nlaim*(A N E*)
Perhatikan bahwa
ANE°=1]16]n([2,5])°
= [1,6] N ((—=0,2) U (5, +))
=[1,2) U (5,6],
sehingga didapatkan
m*(AnE®) =m*([1,2) U (5,6])
=m*([1,2)) + m*((5,6])
=1+1

=2
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Terlihat bahwa
m(ANE)+m* (ANE°)=3+2
=5
=m*(A4).
Definisi 2.13 (Royden & Fitzpatrick, 2010)
Suatu fungsi f: E — [—oo, 4+00] dikatakan terukur Lebesgue, apabila E terukur
Lebesgue dan memenubhi salah satu pernyataan ekuivalen berikut.
1. Untuk setiap ¢ € R, himpunan {x € E|f(x) > c} terukur Lebesgue.
2. Untuk setiap ¢ € R, himpunan {x € E|f(x) = c} terukur Lebesgue.
3. Untuk setiap ¢ € R, himpunan {x € E|f(x) < c} terukur Lebesgue.
4. Untuk setiap ¢ € R, himpunan {x € E|f(x) < c} terukur Lebesgue.
5. Untuk setiap ¢ € RU{t+o}, himpunan {x € E|f(x) =c} terukur
Lebesgue.
Contoh 2.14
Misalkan f: E — R dengan E = [—4,4] dan
f(x) =x%—4.
Karena E adalah interval, maka E terukur (Royden & Fitzpatrick, 2010).
Kemudian ambil ¢ = 5, sedemikian sehingga
x2—-4<5
x? <9
|x| < 3.
Karena {x € [—4,4]||x| < 3} = (—3,3) adalah himpunan terukur, maka fungsi f

terukur Lebesgue.
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Definisi 2.15 (Royden & Fitzpatrick, 2010)
Misalkan A adalah sebarang himpunan, maka fungsi karakteristik dari A

dinotasikan dengan y, didefinisikan sebagai

1, x €A
XA(x) = {0 X $ A

Dengan demikian y, dapat disebut sebagai fungsi terukur ketika A adalah
himpunan terukur. Selanjutnya, bentuk kombinasi linear dari fungsi-fungsi
karakteristik, yaitu fungsi sederhana akan berperan penting dalam pembahasan
integral Lebesgue.

Contoh 2.16

Ambil A = [2,5], fungsi karakteristik dari A adalah

_{1, 2<x<5
X251 700, x<2ataux>5

Karena A berupa interval tutup, maka A terukur. Kemudian berdasarkan Definisi
2.15, x[2,5) merupakan fungsi terukur.

Definisi 2.17 (Royden & Fitzpatrick, 2010)

Suatu fungsi ¢:E — R untuk suatu himpunan terukur berhingga E, disebut
sebagai fungsi sederhana apabila ¢ terukur dan hanya mengambil nilai bilangan

berhingga. Jika ¢ mengambil nilai berhingga c;, ..., ¢,, maka

n
(p = Z CkXEk'
k=1

di mana g, adalah fungsi karakteristik dari E), dengan Ej, = {x € E|p(x) = c;}.

Penulisan ¢ sebagai kombinasi linier dari fungsi karakteristik ini disebut sebagai

canonical representation dari fungsi sederhana ¢.
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Contoh 2.18
Ambil E berhingga, yaitu E = [0,4] c R. Misalkan ¢; = 2,¢, = 5,¢c5 = —1.
Kemudian definisikan E}, = {x € E|@(x) = ¢y}

El = [011]' EZ = (1:3]r E3 = (3;4];

sehingga
2, x €E;
p(x) =145, X €EE,
_1, X E E3

Fungsi ¢ dapat dinyatakan dalam bentuk kombinasi linier dari fungsi-fungsi
karakteristik

@ = C1Xg, T C2XE, + C3XE,

= 2X101] T 5)((1,3] + (_1))((3,4]-

Karena E,, E,, E; terukur dan ¢ berupa fungsi konstan, maka ¢ terukur.
Kemudian berdasarkan Definisi 2.17, fungsi ¢ merupakan fungsi sederhana.
Definisi 2.19 (Royden & Fitzpatrick, 2010)
Untuk suatu fungsi sederhana ¢ yang terdefinisi pada himpunan terukur berhingga

E, didefinisikan integral ¢ atas E sebagai

f 4 :ick'm(Ek)
E k=1

Di mana c; adalah nilai berhingga yang diambil fungsi sederhana ¢ pada
himpunan Ej, dan m(E},) adalah ukuran Lebesgue dari himpunan E} dengan E;, =
x € Elp(x) = ¢}

Contoh 2.20

Ambil E = [0,6]. Misalkan ¢; = 2,¢c, = 4,¢3 = —1.

Definisikan E;, = {x € E|@(x) = ¢} dengan
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El = [012]' EZ = (Z:S]r E3 = (5;6];

sehingga
2, x €E;
p(x) =44, X €EE,
_1, X E E3

Kemudian tulis ¢ sebagai kombinasi linier berdasarkan Definisi 2.17.
© = 21021+ 4X251 + (Dx(56

Hitung fE @ berdasarkan Definisi 2.19.

n

-f[oe](p = Z cr - m(Ey)

k=1
=2-m([0,2]) + 4 - m((2,5]) + (=1)m((5,6])
=2:2+4-3+(-1)-1
= 15.

Pada Definisi 2.19 telah didefinisikan integral atas E dari fungsi sederhana
¢ sebagai kombinasi linear. Pada Definisi 2.21 dan 2.22 akan didefinisikan nilai
integral atas E dari sebarang fungsi terukur f yang didekati oleh nilai integral atas
E dari fungsi-fungsi sederhana ¢.

Definisi 2.21 (Royden & Fitzpatrick, 2010)
Misalkan f:E — R terbatas dengan E adalah himpunan terukur berhingga.

Didefinisikan integral Lebesgue atas dan bawah dari f atas E sebagai

sup {f (p‘ @ fungsi sederhana dan ¢ < f pada E,}
E

dan

inf{f (p‘ @ fungsi sederhana dan f < ¢ pada E}
E
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Karena f terbatas, maka nilai integral Lebesgue atas dan bawahnya berhingga dan
nilai integral Lebesgue atas selalu setidaknya sama dengan integral Lebesgue
bawah.

Definisi 2.22 (Royden & Fitzpatrick, 2010)

Suatu fungsi terbatas f dengan domain himpunan terukur berhingga E dikatakan

terintegralkan Lebesgue atas E, apabila integral Lebesgue atas dan bawahnya

sama. Umumnya nilai ini disebut sebagai integral Lebesgue f atas E atau [ e [
Definisi 2.23 (Royden & Fitzpatrick, 2010)

Suatu ruang linier F adalah koleksi fungsi-fungsi f: E —» R U {£ o0} dengan E
merupakan himpunan terukur berhingga. Dua fungsi f,g € F dikatakan
ekuivalen (f = g) apabila f(x) = g(x) untuk hampir semua x € E. Hubungan
ini merupakan relasi ekuivalensi, sehingga F terbagi menjadi kelas-kelas
ekuivansi yang dinotasikan dengan F/=. Berikut akan didefinisikan
{LP (E) }1<p<c yang merupakan subruang dari F/=.

Definisi 2.24 (Khanfer, 2023; Royden & Fitzpatrick, 2010)

Ruang Lebesue LP(FE) dengan 1 < p < oo adalah koleksi fungsi terukur f pada

himpunan terukur E' sedemikian sehingga

fE fIP < oo,

Unutk setiap f € LP(E) dimana 1 < p < oo, berlaku norma

Ifl, = ( J |f|p>5.

[y
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Berdasarkan Definisi 2.23, ruang Lebesgue LP merupakan ruang linier yang
dilengkapi dengan norma ||f]|,,. Sehingga ruang Lebesgue LP merupakan salah

satu contoh ruang bernorma linier (Royden & Fitzpatrick, 2010).

Contoh 2.25

3

Ambil E =1[0,1] U [2,4], u adalah ukuran Lebesgue pada E, dan p = -

Definisikan koleksi fungsi step sebagai

S = {fap(®) = axjo1)(¥) + bx(za(¥)]a, b € R}.

Hal ini berarti untuk setiap f, , € S,

a,
fa,b(x) = {b, x € [2,4_]

Karena [0,1] dan [2,4] terukur, maka S merupakan koleksi fungsi terukur.

Perhatikan bahwa untuk a, b € R

2 2

(f |fa,b(x)|fdu) =(f[01]|fa,b(x)|fdu+ f[ ]|fa,b(x)|fdu)

2

3 3 \3
= f |a|2d’u+f |b|2d,u
[0,1] [2,4]

= <|a|§ u([0,1]) + bz - u([2,4])>

3

2

3 3\3
= <|a|2 + 2|b|z) .
3
Karena a,b € R, maka || fa,b||§ < oo sehingga f,,(x) € L2(E). Jadi koleksi
2

3
fungsi step S € L2(E). Sebagai contoh untuk @ = —2 dan b = —3, maka
2

asll = ([ fasl )
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2

2
3

2.1.3 Ruang Lebesgue LP Lengkap
Definisi 2.26 (Royden & Fitzpatrick, 2010)
Suatu barisan (f,,) pada ruang linier X yang dilengkapi norma ||-|| dikatakan

konvergen ke f di X, apabila memenuhi
lim |If, = 1l = 0.
Dapat juga ditulis sebagai

(f,) = f diX atau lim f,, = f di X.
n—->oo

Contoh 2.27

Misalkan X = C[0,1] adalah ruang fungsi kontinu pada [0,1] dengan norma

Il = -zﬁ)pl]lf(x)l-

Definisikan (f,,) adalah barisan fungsi
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X

1
fnlx) = <1 +—) ,n=1,2,..
n
dan f(x) = 1. Terlihat bahwa f,, € C([0,1]), Vn karena f,, merupakan fungsi

kontinu dan f(x) =1 € C([0,1]), karena fungsi konstan kontinu. Perhatikan

bahwa

im0 - 1+
=1
= f(x).

Untuk setiap n, fungsi f,, merupakan fungsi naik terhadap x karena basisnya

(1 + %) > 1 sehingga supremum dari f,, (x) tercapai saat x = 1,

(+3)

=<x+%) —1

X

Ifo = fll = sup

x€[0,1]

_1‘

1
—
Kemudian diperoleh
lim||f,, — fll = lim —= 0.
n—-oo n-oon
Karena lim ||f,, — f|| = 0, maka berdasarkan Definisi 2.26 barisan fungsi (f;,)
n—->oo

konvergen ke f € C([0,1]).
Teorema 2.28 (Royden & Fitzpatrick, 2010)
Sebarang barisan (f;,) dan fungsi f di LP(E) dengan 1 < p < oo, (f,) = f jika

dan hanya jika



23

iim | 1 - £1P =0,
n—o0o E

Bukti.
Berdasarkan Definisi 2.24, untuk f € LP(E) norma yang berlaku pada LP(E)

adalah

[y

|Vﬂp=(L'vw>?

(=) Asumsikan (f,) = f, di mana berdasarkan Definisi 2.26 dan norma yang

berlaku di LP, maka
lim |1y, = fll, = 0

1

i ([ - s) =0

p

ggg(f mf—fw> =07

lim [ 1= £1P =0
n—-oco E

=

Jadirlli_r)lgofE lf, — fIP =0.
(&) Asumsikan lim fE |fn — fIP = 0. Karena integral bernilai non-negatif maka
n—>oo
im | 1= £1P =0
n—0oo E
1
po1
anflﬁ—fPl=0p
n—-oo E

1

i ([ - p) =0
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lim|If, = fll, = 0
Jadi (f,,) — f. Karena dua arah telah terbukti, maka Teorema 2.28 terbukti benar.
Contoh 2.29
Ambil E = [0,1] dan p = 2. Definisikan barisan fungsi f,(x) = x™ dan f(x) =
0 untuk x € [0,1). Perhatikan bahwa untuk x € [0,1)

lim £,(x) = lim x™ = 0 = f(x).

Kemudian

1

1
limf lf — fI?=lim | |x™—0]?dx
n—>0o 0

n—oo
0

= lim
n—-oco

2n+1

= 0.
Karena lim fE |fn — 1> =0, maka berdasarkan Teorema 2.28 (f,) — f €
n—->oo

L([0,1]).

Definisi 2.30 (Royden & Fitzpatrick, 2010)

Suatu barisan (f,,) pada ruang linier X yang dilengkapi norma ||-|| dikatakan
Cauchy di X, apabila memenuhi untuk suatu € > 0, ada N € N sedemikian
sehingga

lfn — finll < & Vm,n=>N.

Suatu ruang bernorma linier X dikatakan lengkap apabila setiap barisan Cauchy
di X konvergen ke suatu fungsi di X. Suatu ruang norma linier yang lengkap

disebut sebagai ruang Banach.
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Contoh 2.31
Ambil X = C[0,1] adalah ruang fungsi kontinu pada [0,1] dengan norma ||f]|| =

sup |f(x)|. Definisikan barisan fungsi
x€[0,1]

xn
fnlx) = — n=12,..

Karena f, kontinu untuk setiap n, maka f,, € C([0,1]). Untuk n,m > N € N,

asumsikan n = m. Perhatikan bahwa

x™ox™
Ifn — finll = le[ta] T
x" x™
< sup ( —| + |—|)
xe[o,2] M T m
x™ x™
= bl + 2, F
x" x™
T oy ™ * relon M

Karena x € [0,1], maka x™ < 1 dan x™ < 1, sehingga supremum tercapai saat

x = 1. Sehingga untukn >m > N

n

1o = full < sup —+ sup
- < Su —_— Su —
o xe[OI,)l] n xe[ol,)l] m

+

SR
S|~

+

Il
3|~
=l S-

SR
IA

Pilih N > E, sehingga || f;, — finll < % < &. Berdasarkan Definisi 2.30, (f;,) adalah

barisan Cauchy di C([0,1]).



26

Proposisi 2.32 (Royden & Fitzpatrick, 2010)

Misalkan X adalah suatu ruang bernorma linier. Maka setiap barisan konvergen
di X adalah Cauchy. Lebih lanjut, suatu barisan Cauchy di X konvergen apabila
memiliki subbarisan yang konvergen.

Bukti.

Misalkan (f;,) — f dan (f;;,) — f di X, maka sesuai Definisi 2.26 lim ||f,, — f]|| =
n—>oo

0 dan lim||f,, — f]| = 0. Pilihg > 0, sedemikian sehingga
n—->oo

€ €
fm = fIl <5 danlif — fll <5
Berdasarkan pada ketaksamaan segitiga norma, perhatikan bahwa

1fo = foull = 1(f = ) + (f = )l
< Nf = Fll+1fm = £

Jadi terbukti bahwa (f;,) Cauchy.

Misalkan (f,) Cauchy dan memiliki subbarisan (fy, ) yang konvergen ke f di X,
maka sesuai Definisi 2.26 dan 2.30 untuk% > 0 dan pilih k sedemikian sehingga

untuk n,m,n;, > N €N

i = full <= dan |fu, - £ <5

Berdasarkan pada ketaksamaan segitiga norma, perhatikan bahwa
If = FIl = | (fo = fo) + (B = DI
< [lfo = fuell + 1 fo = £l

Karena (f,, ) adalah subbarisan Cauchy dari (f,), maka

I = £l = |(Fe = fr) + (fo = O
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< £ = Al + e = £l

<g+
—_ = ¢
2

N[ ™

Dengan demikian terbukti bahwa (f;,) — f.
Contoh 2.33

Ambil X = (C[0,1] adalah ruang fungsi kontinu pada [0,1] dengan norma

Il = -zﬁ)pl]lf(x)l-

Definisikan barisan fungsi

sin(nx)

fnlx) = — n=1,2,..

dan f(x) = 0.

Karena f,, kontinu untuk setiap n, maka f,, € C([0,1]). Perhatikan bahwa

sin(nx)
Ifn — fIl = sup -0
x€[0,1] n
B |sin(nx)]|
x€[0,1] n .
Karena |sin(nx)| < 1,Vx € [0,1], maka
. . |sin(nx)]
lim||f, — fll = lim { sup ————
n—oo n—oo x€[0,1] n
1
= lim —
n-on
=0.

Berdasarkan Definisi 2.26, (f;,) — f € €([0,1]). Kemudian karena (f,) = f,
maka untuk sebarang € > 0 ada N € N sedemikian sehingga Vn > N berlaku

Ifn — Il < % Untuk m,n > N perhatikan bahwa

1fo = foull = 1(f = ) + (f = )l
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< fn = FIT+NIf = fnll

= lfa = fIl + lfin = fll
& )

<E+§

= E&.

Terlihat bahwa konvergennya (f,,) menjamin (f,,) Cauchy.
Definisi 2.34 (Royden & Fitzpatrick, 2010)
Misalkan X adalah suatu ruang linier yang dilengkapi norma ||-||. Suatu barisan
(fn) di X dikatakan rapidly Cauchy, apabila terdapat deret konvergen dari
bilangan-bilangan positif )} ;- &, sedemikian sehingga

| fes1 — fill < €f untuk setiap k.
Contoh 2.35

Ambil X = R? dengan Vx € R?,x = (x;, x,) dan norma

llxll = 11 Gep, x2) | = /xlz +x3.

Definisikan barisan (f;) € R? sebagai

1 1
fk:(z_k'z_k)’ keN.

Perhatikan bahwa

fk+1_fk:<W_ﬁ;W_F
1-21-2
<2k+1’2k+1)

1 1
<_ 2k+1’ 2k+1)’

sehingga



firr — frll = \/ 2k+1 E;:q

\/(2k+1)2 (2k+1)2

’(2k+1

V2
= ok+1
Ambil g, = Sk /2, sehingga
Qo= )z = (zw72) <
k=1 k=1 k=1
Kemudian
1\ 1
22
Karena
V2 W2 1
2k+1 = L
1
< F,
maka

fiesr — fill < ef.

Berdasarkan Definisi 2.34 (f},) rapidly Cauchy.

1

)

2

29



30

Proposisi 2.36 (Royden & Fitzpatrick, 2010)
Misalkan X adalah suatu ruang bernorma linier. Maka setiap barisan rapidly
Cauchy di X adalah Cauchy. Lebih lanjut, setiap barisan Cauchy memiliki
subbarisan rapidly Cauchy.
Bukti.
Misalkan (f,,) adalah barisan rapidly Cauchy di X, maka sesuai dengan Definisi
2.34 ada deret konvergen dari bilangan-bilangan positif )i ; & sedemikian
sehingga

| fies1 — fill < €f untuk setiap k.
Berdasarkan pada ketaksamaan segitiga norma dan Definisi 2.34, perhatikan

bahwa

”fn+k - fn” = ”(fn+k - fn+k—1) + (fn+k—1 - fn+k—2) + o+ (fn+1 - fn)”

< ”fn+k - fn+k—1” + ”fn+k—1 - fn+k—2” + et ”fn+1 - fn”

2 2 2
S Enyk-1 T Enyk—2 T+ &y

IA

o
2
z Sj '
j=n
2

Karena deret Y, & konvergen, maka deret 3,52, & juga konvergen. Sehingga

(fn) Cauchy. Kemudian akan ditunjukkan (f,,) memiliki subbarisan (fy,) yang
rapidly Cauchy dengan induksi matematika. Akan dibuktikan dapat dipilih

barisan indeks (n;) naik untuk setiap k € N, berlaku

k

Vo = foull < 3) -
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Untuk k = 1, dapat dipillih n; = 1, sedemikian sehingga

k

15~ i< (3)

K
Asumsikan telah tepilih n,. Karena (f,,) Cauchy, untuk & = G) ada N

sedemikian sehingga untuk m,n > Ny, berlaku

k

= full < (5) -

Pilih ny,, > max{ny, N;}, schingga diperoleh

Vorer ~ foull < (3)

Pilih ¢ = (%)k Perhatikan bahwa G)k = (—)2k = ¢ef. Deret Yy & =

k
Dhe1 (%) merupakan deret geometri dengan rasio r = % < 1, sehingga deret

ini konvergen. Karena ada deret ), &, konvergen, sehingga

k

1
Vors = fuell < (3) =22
Maka ( fnk) merupakan barisan rapidly Cauchy.

Contoh 2.37

Ambil X = €(]0,1]) dengan norma

IfIl = sup |f(x)I.
x€[0,1]
Definisikan barisan fungsi
x
fie(x) = 2k’

Karena f; kontinu, maka f; € C([0,1]). Perhatikan bahwa

X X X
feor = fie = 2k+1 2k~ k+1
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sehingga
Vfiss = fill = sup | -]
xelo] ! 2k*1
X
= su
xe[og] ok+1
1
= ok+1
Ambil g, = 2’%’ sehingga
D= =) (zw) <=
k=1 k=1 k=1
Kemudian
1\ 1
8,% = (_k> = 2_k
22
1 1
Karena S = e maka

fiesr — fill < ef.

Berdasarkan Definisi 2.34, (f;) rapidly Cauchy. Kemudian perhatikan bahwa

untuk n,k > N € N,

”fn+k - fn” = ”(fn+k - fn+k—1) + (fn+k—1 - fn+k—2) + -+ (fn+1 - fn)”

< ”fn+k - fn+k—1” + ”fn+k—1 - fn+k—2” + et ”fn+1 - fn”

2 2 2
S Enik-1 T Enyk—2 T T &y
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Karena deret Y, & konvergen, maka deret %72, sjz juga konvergen. Sehingga

(fx) Cauchy.

Definisi 2.38 (Rudin, 1976)
Misalkan (f,,) adalah suatu barisan fungsi yang terdefinisi pada E. Barisan (f;,)
dikatakan konvergen titik demi titik (pointwise) apabila untuk setiap x € E yang
tetap, (f,,) — f atau dapat ditulis dengan

111_1)1;10 fn(x) =f untuksetiapx € E
Definisi 2.39 (Rudin, 1987)
Misalkan (X, B, u) adalah ruang ukuran dan E € B. Suatu sifat P yang mungkin
dimiliki atau tidak oleh suatu titik x € E dikatakan berlaku hampir di mana-mana
(almost everywhere) pada E apabila terdapat himpunan N € B dengan N c E dan
u(N) = 0, sedemikian sehingga sifat P berlaku pada setiap titik di E\N.
Konsep ini bergantung pada ukuran p. Jika (f;,) adalah barisan fungsi terukur pada
X, maka (f,,) dikatakan konvergen hampir di mana-mana ke suatu fungsi f apabila
sifat P, yaitu "(f,,) konvergen ke f", berlaku hampir di mana-mana pada X.
Sifat 2.40 (Royden & Fitzpatrick, 2010)
Misalkan E adalah himpunan terukur dan 1 < p < co. Maka setiap barisan rapidly
Cauchy di LP(E’) akan konvergen dalam norma L? (E’) dan konvergen pointwise
almost everywhere pada E ke suatu fungsi di LP (E).
Teorema 2.41 (Riesz-Fischer) (Royden & Fitzpatrick, 2010)
Misalkan E adalah himpunan terukur dan 1 < p < oo, maka LP (E') adalah ruang

Banach. Jika (f,) — f pada LP(E), maka terdapat subbarisan (fy, ) dari (f,) yang

konvergen pointwise almost everywhere ke f pada E.
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Bukti.
Misalkan (f,,) adalah barisan Cauchy di LP (E). Berdasarkan proposisi 2.28, (f,,)
memiliki subbarisan rapidly Cauchy. Misalkan subbarisan rapidly Cauchy
tersebut adalah ( fnk). Maka dari Sifat 2.41, barisan ( fnk) konvergen dalam norma
LP(E) sehingga

lim [|fey, = £II = 0.
Selanjutnya barisan ( fnk) adalah barisan Cauchy berdasarkan proposisi 2.28.
Karena setiap barisan Cauchy konvergen ke f, maka LP(E) adalah ruang
bernorma yang lengkap dan dapat disebut sebagai ruang Banach.
Diketahui (f,) = f pada LP(E). Berdasarkan proposisi 2.25, barisan (f,) adalah
Cauchy, akibatnya barisan (f;,) memiliki subbarisan rapidly Cauchy seperti yang
dinyatakan pada proposisi 2.28. Sehingga menurut Sifat 2.41, barisan (f;)
konvergen pointwise almost everywhere pada E ke suatu f di LP(E).
Contoh 2.42

Ambil E = [0,1] dan definisikan barisan fungsi

Ambil p = 3, akan ditunjukkan f, € L3([0,1]). Perhatikan bahwa

fE|fn|P=f01

3

dx

x2

n




=TE<®

)

sehingga f,, € L3([0,1]).

Kemudian perhatikan bahwa untuk n,m > N € N asumsikann > m

Hx?  x p 3
A = I
1
S b B AR
= fx(’——— dx
0 n m

_1 1<1)3
T n ml\7
_111
“ln ml7B3

1 _ 1 .
Karena n > m, maka — < —, sehingga
n m

o — Finlls = |2 = 2| 2

n‘m3—|£‘ag
S
T im n7%
11
<m s
11
<3

1

35
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Untuk sebarang € > 0, pilih N > 1/(£7%/%), maka Vn,m > N berlaku
1
Ifn = finlls = —5 <¢
N73

yang berdasarkan Definisi 2.30 (f;,) Cauchy di L3([0,1]). Kemudian perhatikan

3
dx)

bahwa untuk f(x) = 0,

1
2 3

Hx
lim||f,, — fll; = lim f —=0
n—oo n—oo 0 n

1

Berdasarkan Definisi 2.26 (f;,,) konvergen ke f(x) = 0. Lalu akan ditunjukkan

f(x) =0 € L3([0,1]).

g 3
(f |0]3 dx) =0 < oo,

0
Karena f(x) =0 € L3([0,1]), maka L3([0,1]) lengkap yang sesuai dengan
Teorema 2.41 yang menyatakan LP (E') lengkap untuk p > 1 dan E terukur.

Ruang Lebesgue LP(E) untuk p = 1 dan E terukur merupakan contoh dari

ruang bernorma yang lengkap sehingga dapat disebut sebagai ruang Banach.
Berikut akan diberikan contoh ruang bernorma yang lengkap lainnya.
Contoh 2.43
Ambil X = €(]0,1]) dengan norma

Il = sup JAEIIE

x€[0,1

Definisikan barisan fungsi

e—nx

fr(x) = n=1,2,..

)
n
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Karena f;, kontinu, maka f,, € C([0,1]). Perhatikan bahwa untuk m,n > N € N

asumsikann > m

1fy = full e T ™
n m
xe[o,1]! M m
e—nx e—nm
< sup ( )
x€[0,1] n m
e—nx e—mx
< sup + sup
xefo,1]! M xe[o,1]!l M

Karena f,, turun terhadap x, maka supremum tercapai saat x = 0, sehingga

-nx -mx
e

+ sup
x€[0,1]

Ifo = finll < sup

x€[0,1]

n m
e? ef

= — 4 —

m

S

1
m

S|

+

IA
|-
-

SR

<

Z|

Untuk sebarang € > 0, pilih N > S, maka untuk setiap m,n = N berlaku

2
o= foll < 3 <6

Sehingga berdasarkan Definisi 2.30 (f,,) Cauchy di €([0,1]). Kemudian

e—nx
_0|>
n

perhatikan bahwa untuk f(x) = 0

lim [If, — fIl = lim ( sup
n—oo n—oo

x€[0,1]
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e—nx
= lim ( sup )
n-o \ xelo,1] N

1
= lim —
n—-oon

= 0.
Terlihat (f,) konvergen ke f(x) = 0. Lalu karena f(x) = 0 kontinu, maka
f(x) =0 € C([0,1]) sehingga C(]0,1]) merupakan contoh dari ruang bernorma
yang lengkap.

Sifat kelengkapan pada LP tidak berlaku untuk 0 < p < 1. Penyebabnya
adalah ketika 0 <p <1 norma pada Definisi 2.24 tidak memenuhi sifat
ketaksamaan segitiga pada definisi norma. Pada kasus ini Aoki (1942)
memperkenalkan konsep kuasi-norma di mana konsep ini melemahkan sifat
ketaksamaan segitiga pada norma.

2.1.4 Ruang Kuasi-Norma
Definisi 2.44 (Formica dkk., 2021; Hardtke, 2012)
Misalkan X adalah suatu ruang vektor. Fungsi ||-||: X — [0, ) dikatakan kuasi-
norma apabila memenubhi sifat-sifat berikut.

l. |[x|[=0,vx € X.

2. |lx|]l=0&e x=0.

3. Jlax]|| = |a|llx||,Vx € X,a € R.

4. 3C € [0, ), sedemikian sehingga ||x + y|| < C(||x|| + llyl]), vx,y € X.

Ruang vektor X yang dilengkapi dengan quasi-norma ||-|| = |||y atau

pasangan (X, ||-||x) disebut sebagai ruang kuasi-norma di mana C disebut sebagai
konstanta quasi-triangle. Jika konstanta C = 1, maka [|-]| adalah norma dan

(X, |Il) adalah ruang bernorma. Salah satu contoh penting dari ruang kuasi-norma



39

adalah ruang norma-p. Pada ruang ini ketaksamaan segitiga diganti dengan
ketaksamaan segitiga berpangkat-p (p-power triangle inequality).
Contoh 2.45 (Ruang Norma-p) (Hardtke, 2012)
Jikap € (0,1], maka suatu fungsi ||-[|: X = [0, o0) dengan X sebagai ruang vektor,
disebut norma-p apabila memenubhi sifat-sifat berikut.

l. x| =0,vx € X.

2. |lx|]l=0&e x=0.

3. Jlax]|| = |a|llx||,Vx € X,a € R.

4 lx +ylP < llxllP + llyllP, vx,y € X.

Pasangan (X, ||]|) disebut sebagai ruang norma-p. Jelas bahwa setiap norma-p

1
merupakan kuasi-norma dengan C = 20" ', Berikut akan dibahas tentang ruang
kuasi-norma yang lengkap (ruang kuasi-Banach).
Contoh 2.46

Ambil X = R* dan definisikan fungsi ||-||: R* — [0, o) dengan Vx € R*

1

- Z

il = (Zw) .
i=1

Ambil p = i, X,y € R dengan x = (1,16,81,256) dan y = (1,1,1,1). Akan

ditunjukkan fungsi ||-|| dengan x, y € R adalah kuasi norma.

1. Perhatikan bahwa

1
1 1 1 N7
x| = (11 + 167 + 813 + 2561)

=(1+2+3+4)*

=10*>0.
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1 1 1 1
2. Jelas terlihat ||x|| = 0 hanya jika |x;|+ + |x3]* + |x3]* + |x4]* = 0 yang
terjadihanya jika x; = x, = x3 = x, = 0.

3. Ambila=2€R.

1 1 L 1

laxll = (12215 + 122, [5 + 2513 + 2x,14)
O SV S R NN SPTTTT S e
= (12051, + 12[#la s + (205154 + [2[s]x, )

101 1 L NG
= (1215 (a5 + o 5+ Py o+ )|
= [21llx

= lalllx|l.

1

4. € =2v " = 8. Perhatikan bahwa
Xx+y=(1+1,16+1,81+1,256 + 1)

= (2,17,82,257),

sehingga
I+ yll = (25 + 175 + 823 + 257%)4
~ (1,189 + 2,031 + 3,009 + 4,004)*
~ (10,233)*
~ 10.952.
Kemudian

101 1 1\
||x||+||y||=1o4+(14+14+14+14)
= 10.000 + 4%

= 10.256.

Didapatkan
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lx + yll ~ 10.952
< 8(10.256)

= C(llxIl + llyID.

Lalu dengan p = i,

1 1
llx + yll# ~ 10.952% ~ 10,233
dan
1 1 1 1
x|z + [lyllz = (1097 + (497 = 14.
Terlihat bahwa
1
llx + y||# =~ 10,233

<14

1 1
= [lxll* + llyll%.

2.1.5 Ruang Kuasi-Norma Lengkap

Definisi 2.47 (Nekvinda & Pesa, 2024)

Suatu ruang kuasi-norma X yang dilengkapi dengan kuasi-norma ||| = |||/ x, atau

bisa ditulis dengan (X, ||-||x) disebut lengkap jika dan hanya jika berlaku untuk

setiap barisan Cauchy (x,) dengan kuasi-norma ||-|| di X, terdapat x € X

sedemikian sehingga x,, = x dalam kuasi-norma ||-||. Selanjutnya ruang kuasi

norma (X, ||-||x) disebut sebagai ruang kuasi-Banach.

2.1.6 Fungsi Monotonik

Pada Teorema 4.9 akan muncul dua kelas fungsi yang memiliki sifat kemonotonan

turunan. Kedua kelas fungsi ini berperan dalam menyatakan sifat fungsi v(p) dan

Y (p) yang menjadi bagian dari definisi pada objek utama kajian ini. Oleh karena

itu perlu diberikan definisi kedua kelas fungsi tersebut.
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Definisi 2.48 (Widder, 1946)

Misalkan fungsi A: (a,b) — R adalah fungsi yang terdiferensialkan tak hingga

pada interval (a, b). Fungsi A dikatakan mutlak monoton (absolutely monotonic)

pada interval a < x < b apabila semua turunan A(x) bernilai non-negatif, yaitu
A®@) >0, k=12,..,

dengan A% (x) adalah turunan ke-k dari A(x).

Contoh 2.49

Ambil A: (0,1) - R dengan

1
A(X) = m = (1 - X)_l.

Perhatikan bahwa
ADE) = EDEDA -0 =11 -0)7
AP(x) = (=2)(DEDA -2 =2-1-(1-x)73
AD ) = (=3)QMEEDA-0*=3-2-1-(1-x)~"
sehingga terlihat pola untuk k = 1,2, ...
A (x) = k! (1 — x)~*k+D)

k!
- (1 _ x)k+1

Karena k! > 0 dan (1 — x) > 0 untuk x € (0,1), maka
A®(x) > 0,Vk
sehingga A(x) mutlak monoton pada interval (0,1).
Definisi 2.50 (Widder, 1946)
Misalkan fungsi A: (a,b) —» R adalah fungsi yang terdiferensialkan tak hingga
pada interval (a,b). Fungsi A dikatakan monoton sempurna (completely

monotonic) pada interval a < x < b apabila memenuhi
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D*A® ) >0, k=12,..,
dengan A®(x) adalah turunan ke-k dari A(x). Fungsi monoton sempurna
memiliki hubungan dengan fungsi mutlak monoton di mana fungsi A dikatakan
monoton sempurna pada interval (a,b) jika dan hanya jika A(—x) mutlak

monoton pada interval (—b, —a).
Contoh 2.51

Ambil A: (0,0) — R dengan
AGO) =1 (1 + 1)
x) =1In 2
Perhatikan bahwa

A(x) =1n (1 + %)

x+1
=ln< )
X

=In(x+1)—Inx.

Kemudian perhatikan bahwa

1. Untuk k =1,
1 1 1
A - - __ -
() x+1 «x x(x+ 1)
sehingga
—D'AD(x) = _1 > 0.
x(x+1)
2. Untuk k = 2,
d 1 1 1 1
A :_<__ _):__—
() dx x+x+1 x2 (x+1)2
sehingga

(—1D2A@ (x) = A@(x) > 0.
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3. Untuk k = 3,

A(3)()—d<1 1 )_ 2+ 2
= \x2 (x+12%2) x3 (x+1)3

sehingga

(CPAD ) = =

——— =>0.
x3 (x+1)3

Dan seterusnya untuk k > 1 berlaku

k-1 (k—1)!
xk (x+ 1)k

(—D*A® (x) = >0,

sehingga A(x) monoton sempurna pada interval (0, o).
Teorema 2.52 (Teorema Bernstein) (Schilling dkk., 2010)
Misalkan A:(0,00) —» R adalah fungsi monoton sempurna, maka ada ukuran

tunggal p pada [0, o) sedemikian sehingga untuk setiap x > 0,

A(x) =f[ )exp(—xt) u(de).

Sebaliknya, jika A(x) < oo untuk setiap x >0, maka fungsi x+—
f[O,oo) exp(—xt) u(dt) adalah fungsi monoton sempurna.
Contoh 2.53

Ambil A: (0,0) — R dengan

Alx) = L (1+x)"L.

1+x
Perhatikan bahwa
1. Untuk k =1,
AD(x) = (-1 +x)7,
sehingga

DAY ) =(14+x)"2>0.
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2. Untuk k = 2,

AP = (DED)MWA+x)3=2-1-(14+x)3

sehingga
(—1)2AD(x) = A@(x) > 0.
3. Untuk k = 3,
A® () = (=3)(Q) (1)1 + x)~*
sehingga

(—1)3A®x)=3-2-1-(1+x)"*>0.
Dan seterusnya untuk k > 1 berlaku
(=AW (x) = (—1)*((—Dkk! (1 + x)~*+D)
= (=1)%k! (1 + x)~k+D
= k! (14 x)"Ck+D > 0,
Terlihat A(x) merupakan fungsi monoton sempurna. Berdasarkan Teorema 2.52,

maka ada ukuran u tunggal sedemikian sehingga

1 oo
A(X) = m = f e~ Xt M(dt)

Perhatikan bahwa

f e Xto—t dt :f e—(1+x)t dt
0 0
l e~ (1+0)t r’
-1+ x)t o
_ 1
Tx+ 1

Pilih u = e~t, sedemikian sehingga A(x) = fooo et u(dt).
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2.1.7 Monoton Konvergen
Teorema 2.54 (Teorema monoton konvergen) (Royden & Fitzpatrick, 2010)
Misalkan (X, B, u) adalah ruang ukuran dan (f,,) adalah barisan naik dari fungsi-

fungsi terukur yang bernilai non-negatif pada X. Definisikan
f(x) = lim f,(x), Vx €X,
n—->oo

sedemikian sehingga

Lemma 2.55 (Royden & Fitzpatrick, 2010)
Misalkan (X, B, u) adalah ruang ukuran dan (f,,) adalah barisan naik dari fungsi-

fungsi terukur yang bernilai non-negatif pada X. Jika barisan dari integral
( fX fn d,u) terbatas, maka (f,) konvergen pointwise ke f € X di mana f

berrhingga almost everywhere dan

lim fnduszd,u<00.
n-o Jy X

Contoh 2.56
Ambil (X,B,u) = ([0,1], B,m) di mana m adalah ukuran Lebesgue dan du =

dx. Definisikan barisan fungsi
fn=1 € [0,1]
n , X 1.

Terlihat f,, = 0,Vx € [0,1]. Karena
X X

_<1 1)>O
_xn+1 n+2) "’
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maka (f,,) merupakan barisan naik dan bernilai non-negatif. Misalkan f (x) adalah

nilai limit dari f,,, maka perhatikan bahwa

f(x) = lim (1 —

sehingga f(x) = 1, Vx = [0,1]. Kemudian perhatikan bahwa

folf"(x)dx:fol(l_nj—l) dx

x? !
= ["‘WL
1
2n+ 2

dan

flf(x) dx = fll dx

=1,

sedemikian sehingga didapatkan

. ! . 1
tim | £,G0 dx = Jim (12

=1-0
=1
=ff(x)dx

yang sesuai dengan Teorema 2.54.
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Lalu barisan

fofn(x)dx=1—2n+2

terbatas karena

<l<o

1—
2n + 2
sehingga (f,) konvergen pointwise ke f(x) = 1 yang berhingga hampir di mana-

mana dan

7lli_r>r010f1fn(x) dx = flf(x) dx =1 < oo,

2.2 Kesempurnaan Ciptaan Allah dalam Al-Qur’an

Secara khusus, Surah Al-Mulk ayat 3-4 menjadi landasan filosofis dan
spiritual dalam penelitian ini. Ayat-ayat ini menegaskan kekuasaan Allah SWT
dalam menciptakan langit secara berlapis-lapis dengan kesempurnaan yang mutlak,
terbebas dari segala bentuk futhur. As-Suddi, sebagaimana dikutip oleh Katsir
(2004), menafsirkan futhur ini sebagai "kerusakan". Imam Ibnu Katsir dalam
tafsirnya menjelaskan bahwa ayat ini adalah seruan untuk menggunakan akal dalam
memikirkan ciptaan Allah yang mengagumkan, sebagai bukti keesaan,
kebijaksanaan, dan kekuasaan-Nya (Katsir, 2014). Sementara itu, Shihab (2012)
dalam tafsir 4/-Misbah menafsirkan kata thibagan (berlapis-lapis) tidak sekedar
merujuk pada langit secara fisik, melainkan juga pada hukum-hukum, sistem, dan
fenomena alam yang teratur. Keteraturan ini berjalan sesuai dengan sunnatullah
yang telah ditetapkan Allah.

Penegasan dalam firman-Nya, "Maka lihatlah berulang-ulang, adakah kamu

lihat sesuatu yang tidak seimbang?" merupakan tantangan yang menegaskan
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kesempurnaan ciptaan Allah. Dalam tafsirnya, Ibnu Katsir menjelaskan bahwa ayat
ini adalah seruan untuk melakukan observasi berulang kali terhadap ciptaan Allah,
yang justru akan membuktikan bahwa tidak ada sedikit pun kekurangan atau cacat
di dalamnya (Katsir, 2004). Hasil dari pengamatan mendalam itu akan selalu
berujung pada pengakuan bahwa tidak ditemukan cacat, sehingga penglihatan pun
kembali "dalam keadaan hasir", yang berarti payah dan sia-sia karena tidak mampu
menemukan kelemahan apa pun pada ciptaan-Nya (Shihab, 2012). Dengan
demikian, penelitian ini merupakan sebuah ikhtiar untuk melihat tanda-tanda
kebesaran Allah melalui prinsip konsistensi dan kelengkapan, yang merupakan
cerminan dari sunnatullah dalam alam pikiran.
2.3 Kajian Topik dengan Teori Pendukung

Pada subbab ini akan dijelaskan tentang apa saja yang akan dibuktikan
mengenai topik sifat kelengkapan pada ruang grand-kuasi Lebesgue dengan
menggunakan teori pendukung yang dijelaskan pada subbab sebelumnya.
Teorema 2.3.1 (Aoki-Rolewicz) (Wu & Li, 2008)
Misalkan X adalah ruang kuasi-Banach, maka terdapat p € (0,1] dan kuasi norma
baru |||-]|| yang ekuivalen dengan kuasi norma ||-|| dan memenuhi ketaksamaan
segitiga berpangkat-p (p-power triangle inequality)

lx + yIl1P < [llxlII” + [llyllIP, vx,y€X.

Definisi 2.3.2 (Formica dkk., 2021)
Misalkan (E, B, u) adalah ruang ukuran di mana p adalah ukuran yang terdefinisi
pada ruang terukur (E,B) dan ¥ (p) = P, (p) dengan p € (@, ), di mana 1 <
a < [/ < o merupakan suatu fungsi kontinu positif yang bernilai real di interval

buka sedemikian sehingga
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inf > 0.
pel(r(}(ﬁ)t/)(p)

Ruang grand Lebesgue G, s memuat semua fungsi terukur f: E - R, sedemikian

sehingga

IIfIIp}
= su <o, 1<a<f<oo.
”f”GI,ba”B pE(aI,)ﬁ) {l/)(}?) ﬁ

Teorema 2.3.3 (Ostrovsky & Sirota, 2007)

Ruang G, g dengan norma |||y, ; adalah ruang Banach.

Definisi 2.3.4 (Formica dkk., 2021)

Misalkan (E, B, u) adalah ruang ukuran di mana p adalah ukuran yang terdefinisi
pada ruang terukur (E,B) dan Y (p) = Y, ,(p) dengan p € (a,b), di mana 0 <
a < b < 1 merupakan suatu fungsi kontinu positif yang bernilai real di interval

buka sedemikian sehingga

pel(rfll,fb)l/)(p) >0

Ruang grand Lebesgue G, , memuat semua fungsi terukur f: E — R, sedemikian

sehingga

IIfIIp}
= su <o, 0<a<b<l.
Wlev,, = stb ) {w(p)

Proposisi 2.3.5 (Formica dkk., 2021)
Ruang Grand Lebesgue Gy = G, 5,0 < a < b <1, dibangun di ruang terukur
(E, B, u) dengan ukuran non-trivial y, adalah ruang kuasi norma dengan konstanta
kuasi-segitiga

C = C[Pap] = 20,

Misal f,g € Gy, maka
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IF + glley < 227 (Ifllay + lglcy).
Teorema 2.3.6 (Formica dkk., 2021)
Suatu ruang kuasi norma X = (X, ||-]|) dengan konstanta quasi-triangle C > 1
dikatakan lengkap (ruang kuasi-Banach) jika dan hanya jika, untuk setiap deret

k=1 Xx yang memenuhi

Dl < o,
k=1

Maka Y7 ; x; € X (konvergen di X) dan memenuhi ketaksamaan

<c Z CH I .
k=1

oo

3

k=1

Teorema 2.3.7 (Formica dkk., 2021)
Misal (E, B, u) adalah ruang ukuran dengan ukuran non-trivial 4. Ruang Grand
kuasi Lebesgue G, 5,0 < a < b < 1, yang dibangun di (E, B, u) adalah lengkap

dengan berdasarkan pada jarak kuasi p(x,y) = |lx — yllgy,,,-



BAB III

METODE PENELITIAN

3.1 Jenis Penelitian
Metode penelitian yang digunakan pada penelitian ini adalah studi literatur
yang merupakan pengkajian data dari hasil penelitian sebelumnya dan berbagai
referensi relevan dengan penelitian untuk mendapatkan dasar teori dari masalah
yang di akan teliti. Objek dari penelitian ini adalah ruang grand-kuasi Lebesgue
yang akan dibuktikan sifat kelengkapannya (Formica dkk, 2021).
3.2 Pra Penelitian
Penulis menggunakan rujukan utama dari jurnal internasional oleh Formica
dkk (2021) dengan objek penelitiannya adalah ruang grand-kuasi Lebesgue.
Sebelum membuktikan kelengkapan pada ruang grand-kuasi Lebesgue, penulis
mencari berbagai referensi yang terkait dengan topik bahasan pada penelitian ini.
3.3 Tahapan Penelitian
Ruang grand-kuasi Lebesgue merupakan generalisasi dari ruang Lebesgue
dengan pendekatan kuasi-norma. Salah satu sifat penting yang perlu dibuktikan dari
ruang ini adalah sifat kelengkapan. Oleh karena itu, untuk membuktikan sifat-sifat
tersebut, penulis melakukan beberapa tahapan penelitian, antara lain:
1.  Mengidentifikasi ruang grand-kuasi Lebesgue sebagai objek penelitian.
2.  Mengumpulkan dan menganalisis teori pendukung yang berhubungan dengan
penelitian.
3. Membuktikan ruang grand-kuasi Lebesgue adalah ruang kuasi-norma.

4. Membuktikan ruang grand-kuasi Lebesgue bersifat lengkap.
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BAB IV

HASIL DAN PEMBAHASAN

4.1 Teorema Aoki-Rolewicz

Teorema Aoki-Rolewicz sangat penting dalam penelitian ini, karena dengan
teorema ini, norma ||-||, pada LP untuk 0 < p < 1 merupakan kuasi-norma dan
memenuhi ketaksamaan segitiga berpangkat-p (p-power triangle inequality).
Sebelum membuktikan teorema ini, akan dibahas terlebih dahulu tentang sifat
ekuivalen pada norma dan ruang kuasi-Banach.
Definisi 4.1 (Kreyszig, 1978)
Suatu norma ||-|| pada ruang vektor X dikatakan ekuivalen dengan norma |||,
apabila terdapat bilangan positif a dan b sedemikian sehingga untuk setiap x € X
berlaku

allxllo < llxll < blixllo.

Ruang kuasi-Banach adalah ruang kuasi-norma yang lengkap. Sifat
kelengkapan pada suatu ruang fungsi berarti setiap barisan Cauchy di ruang tersebut
konvergen ke suatu elemen di ruang yang sama. Berikut adalah teorema yang
menyatakan bahwa ruang kuasi-norma dapat dikatakan lengkap dengan memenuhi
suatu syarat.

Teorema 4.2 (Formica dkk., 2021)
Suatu ruang kuasi-norma X = (X, [|:]|) dengan konstanta quasi-triangle C > 1
dikatakan lengkap (ruang kuasi-Banach) jika dan hanya jika, untuk setiap deret

k=1 Xx yang memenuhi
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Dl < <o,
k=1

Maka Y};°_; x;, € X dan memenuhi ketaksamaan

[0 [00)
Zxk < CZ CH I .
k=1 k=1

Bukti.
Perhatikan bahwa ada suatu ruang kuasi-norma X = (X, ||-||), untuk bilangan asli

n>m

n
k=m

n

T

k=m+1

n

Xk

< C(IImeI +

)

< C| llxpll +C (”xm+1” +

k=m+1

n

Xk

)

X

k=m+2

n

)

< Cllxmll + CPllxcneall + C? | € (”xm+2” +

= Cllxmll + C?llxma |l + Cz(

k=m+2

n

X

)

k=m+3

n

= Cllxmll + C?llxcneall + C¥llxtna |l + C° X |-

k=m+3
Karena setiap menerapkan ketaksamaan kuasi-segitiga pangkat dari C bertambah

satu, maka didapatkan untuk bilangan aslin > m

n
k=m

n

< D CRm G)

k=m
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(=) Asumsikan ruang kuasi-norma X = (X, ||-||) lengkap, akan ditunjukkan bahwa

deret ). ;-1 X) yang memenuhi

Dl < <o,
k=1

ada di X dan memenuhi ketaksamaan

oo

3

k=1

< cz CH i .
k=1

Misalkan S = Y5, C¥||x,|| < co. Definisikan jumlah parsial dari deret ¥ j—; X,

n
Sﬁ ::ZE:xk,

k=1
Akan ditunjukkan bahwa (S,,) adalah barisan Cauchy. Perhatikan bahwa untuk

n,meN,

n
”Sn+m - Sn” = Xk — z X

IA
g
)

=
=
=

Karena k — n < k, maka C*~" < C* sehingga

n+m
ISwem = Sall < )" CE

k=n+1

n+m
> Kl

k=n+1

IA

n+m n

D CHllxll = ) Xl
k=1 k

=1
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Karena Y327 C¥*||x; || dan X7_, C¥||x,|| adalah jumlah parsial dari S dan deret
Yo=1 C*lx; || konvergen ke S, maka jumlah parsialnya juga akan konvergen ke S
sehingga saat n,m — oo

ISn4m — Sull > S-S =0.
Jadi (S,,) adalah barisan Cauchy.
Berdasarkan asumsi X = (X, ||-]]) lengkap dan telah ditunjukkan (S,) adalah
barisan Cauchy, sehingga barisan (S,,) konvergen di X. Karena (S,,) konvergen,

maka ada x € X sedemikian sehingga S,, — x yang berarti

[ee]
Zxk =x € X.
k=1

Kemudian dari (3) didapatkan

= ISnll

n

<) CHlx
k=1
[ee]

<) CHlxl
k=1

Karena §,, — x, maka dengan menggunakan ketaksamaan kuasi-segitiga diperoleh

n
k=1

llxll = lICx = Sp) + Syl
< C(llx = Sull + 1SR 1D
Ambil limit supremum untuk n — oo. Karena ||x — S, || = 0, maka
x|l < Clim supp,e ([lx = Spll + 1S,1D
= C[lim suppo [lx — Syl + lim sup;, 1Sy l]

=0+ Clim sup,_o||Sy|l
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<c Z CHllx .
k=1

Terbukti bahwa
z X, =x€X
k=1

dan

[oe]

<c Z CH i .
k=1

llxIl =

0o
k=1

(&) Asumsikan setiap deret deret Y-, x;, yang memenuhi

Dl < o,
k=1

Yr—1 X ada di X dan memenuhi ketaksamaan

0o
k=1

o]

<C ) Cflxll,
k=1

akan ditunjukkan X lengkap.

Ambil sebarang barisan Cauchy (x,) € X, maka berdasarkan Definisi 2.30, untuk
suatu € > 0, ada N € N sedemikian sehingga Vm,n > N berlaku ||x,, — x| < €.
Untuk setiap k = 1,2, ... ambil € = (2€) ™%, maka ada n;, € N sedemikian sehingga

vn,m = n; berlaku

1
Iy, — x|l < (ZT)"‘

Dengan memilih n; < n, < ny < --- secara induktif, untuk n = n,,; danm = n,

diperoleh

1

[%nisy = Xm [l < QO)F
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Kemudian, definisikan
Y1=Xnp Y = Xn, — xnk_lik = 2.

Perhatikan bahwa

D Cllyell = Cllyall + ) ¥l
k=1 k=2

[0/0)
= Clltu, |+ ) ¥l = 0,
k=2

= 1
<l + )
k=2

=1
= Clln, | + >
k=2

1
= Cllwnll+5

< oo,

sehingga syarat Y. p; C*||y|| < oo terpenuhi. Maka berdasarkan asumsi, deret

[ee]
xnl + Z('xnkﬂ - xnk)
k=1

konvergen ke suatu y € X. Perhatikan jumlah parsial berikut.

N-1

Xy + D (nges = ) = g + (i, = ) + o+ (g =y ,)
k=1

= Xy
Jadi x,,, = y € X, sehingga subbarisan (xnk) konvergen ke y € X.
Kemudian perhatikan bahwa

”y_xn” = ”y _xnk +xnk _xn”

< Clly = x| + llen = %)
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= C(llen, =¥l + [l = xn )
Karena (xnk) konvergen dan (x,) Cauchy, maka ||y — x,|| = |[x, — y|| = 0 yang
berarti (x,) konvergen ke y € X. Terbukti bahwa X lengkap. [ ]
Berikut akan diberikan contoh ruang barisan yang merupakan ruang kuasi-norma
lengkap.
Lemma 4.3

Misalkan X = #P dengan p = %, yaitu

1
£z = {x = (xq, X5, ...)

[00]

1
D lnlz < oof,
i=1

1 1
dan ||-||: ¥z — [0, o) adalah fungsi dengan untuk setiap x € ¥z,

oo 2
1
il = ) 1z )
i=1

1
Pertama-tama akan ditunjukkan bahwa fungsi ||-|| adalah kuasi-norma dan (ﬁ, l|- ||)
adalah ruang kuasi-norma dengan memenuhi Definisi 2.44.
1
1. Karena ||||:#z — [0,0) bernilai non-negatif, maka jelas bahwa [|x|| >

1
0,Vx € {2,

2. (=) Asumsikan ||x|| = 0, perhatikan bahwa

@xiﬁ)z o

i=1

[ee]

1
D lilz =0
i=1

1 1
|¢112 + [xz|2 + - = 0.

Karena |x;| = 0, maka x; = 0, Vi sechingga x = (xq, x5, ...) = 0.
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(<) Asumsikan x = 0 yang berarti Vi, x; = 0. Perhatikan bahwa

xl +x2 + cee = 0
1| + |xz| + =0

1 1
%112 + |xz|2 + - =0

N
D lwlz =0
i=1
oo 2
1
(sz) =0
i=1

x|l = 0.

Untuk suatu a € R, ax = (ax,, ax,, ... ), didapatkan

B)P. Perhatikan bahwa

oo 2
1
e+ ¥l = (Zm +yl-|f>
i=1

60

4. Untuk A,B >0dan 0 <p < 1, berlaku (A+ B)? < AP + BP < 21"P(A +
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1 2
= <|x1 +y112 + )

1 1 2
< (Iafz + Iz + )

o' [s) 2
1 1
= Dl + D k2 )
i=1 i=1

1 1

1 1
Untuk a,b > 0 dan p € (0,1], berlaku (a + b)» < 20 <a5 + bE) sehingga

00 ) 2
1 1
I+ 1l < (Zmﬁ +Z|yi|f>
1 i=1

i=

o) 2 o0 2
1 1
<2 (sz) +(Z|yi|2>
i=1 i=1

= 2(llxll + {1y 1D-

1
Terlihat bahwa ||-|| memenuhi Definisi 2.44, sehingga (ﬁ, IE ||) adalah ruang kuasi-

1
norma dengan C = 2. Kemudian akan ditunjukkan (ﬁ, ||||) adalah ruang kuasi-
norma yang lengkap (kuasi-Banach) dengan memenuhi Teorema 4.2 di mana
1
(ﬁ, ||||) lengkap jika dan hanya jika untuk setiap deret };2,; x;, yang memenuhi

Y1 28|x, || < oo berlaku

[oe]

1
Zxk € ¢2 dan

i=1

[00]

<2 Z 21, |.
k

=1

©
i=1

1
(=) Asumsikan (ﬁ, ||||) lengkap. Misalkan Y.;-, x; adalah sebarang deret yang

1
memenuhi Y5 2%||xx || < . Akan ditunjukkan Y5, x; € €z dan

00
k=1

0]

< ZZ 251, .
k

=1
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Misalkan P = Y5>, 2%||x, ||. Definisikan jumlah parsial

n
Sn = Zxk.

k=1

Akan ditunjukkan (S,,) adalah barisan Cauchy. Untuk n,m € N perhatikan bahwa

n+m n
”Sn+m - Sn” = z Xk — zxk
k=1

k=1

n+m

== xk.

k=n+1
Karena untuk bilangan asli n > m apabila diterapkan ketaksamaan kuasi segitiga

didapatkan

maka perhatikan bahwa

n+m

”Sﬁ+nl_'sﬁ” = Xk

k=n+1

n+m
< D 2

k=n+1

n+m
< D 2

k=n+1

n+m n

= D 2Kl = ) 24l
k=1 k

=1
Karena Y 32" 2%||x, || dan Y.}_; 2%||x, || adalah jumlah parsial dari P dan deret
Yoe1 2¥]|x || konvergen ke P, maka jumlah parsialnya juga konvergen ke P

sehingga
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n+m n
im_[1Snem = Sall = 1im (Z 2k||xk||—zz'<||xk||>
nm-oo n,m-oco

k=1 k

=1
=P-P

=0.

1
Jadi (S,) adalah barisan Cauchy. Karena berdasarkan asumsi (ﬁ, ||'||) adalah

1
lengkap, maka ada S € £z sedemikian sehingga (S,) — S, yang berarti

oo

1
ZxRZSEfZ.

k=1
Kemudian perhatikan bahwa
ST = 1I(S = Sn) + Sall
< 23115 = Sull + 11SA1D
= 2(l1Sn = Sl + 1ISa1D

dengan mengambil limit n — oo, didapatkan

lim [2(1S, — SIl + 1S,1D] = 2 (lim [IS,, = SI| + lim |I5,,11)
n—oo n—oo n—-oo

n
k=1

= 2 lim

n—-oo

Perhatikan bahwa
n n
PR B!
k=1 k=1
sehingga
(o] n
S| = Zxk <2 lim Zxk
k=1 " k=1

n
<2 lim Z 212, |
n—-0o
k=1
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=2 2l
k=1

1
(&) Asumsikan Y50, x;, € €2 dan ||, xkll < 2 Y521 2%]|x,||. Akan ditunjukkan

(fé, ||||) lengkap.

Ambil sebarang barisan Cauchy (y,) € X, maka berdasarkan Definisi 2.30, untuk
suatu € > 0, ada N € N sedemikian sehingga Ym,n > N berlaku ||y, — y,.|| < €.
Untuk setiap k = 1,2, ... ambil € = 272 maka ada n; € N sedemikian sehingga

vn,m = n; berlaku

1
lyn — ymll < 52k
Dengan memilih n; < n, < ny < --- secara induktif, untuk n = n;,; danm = n,

diperoleh

1
||y”k+1 - ynk” < 27

Kemudian, definisikan
xl = yn1’ xk = yTLk - ynk_l'k 2 2

Sehingga jumlah parsialnya menjadi

n

z Xk =V, + Oy, = V) + o+ Oy, = Vi) = Yy

k=1

Perhatikan bahwa

o]

D 2l = 2l |+ ) 2l = 3
k=1

k=2

= 1
<2y, ]|+ ) 245
k=2
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=2yl + ), 552
k=2

=1
= 2|yl +4) =
k=2

1
= 2y |+ 4

= 2|y, [| +2

< ©o.
Karena y, € {’%, maka ||yn1|| < oo.

1
Berdasarkan asumsi, };_;x; € £z. Misalkan y = )., x;, maka dengan

mengambil limit n — oo,

k=1 k=1
Jadi y, - € £, schingga subbarisan (y,, ) konvergen ke y € £2.
Kemudian perhatikan bahwa
1y = yall = |y = ¥nye + . = 2l

< 2(|ly = 2, [l + [, = xal))

= 2(|lyn,, = ¥l + lyn = v -
Karena (yy, ) konvergen dan (y,) Cauchy, maka |ly — yall = lly, — yIl = 0 yang
berarti (y,,) konvergen ke y € X sehingga terlihat bahwa ({%, Il1) lengkap.

Contoh 4.4

1
Ambil sebarang (x;) € £z dengan

1 1 1 1
e = (g5 v o8 3980
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untuk k = 1,2, .... Hal ini berarti barisan (x;) memiliki semua suku yang bernilai

tak nol dan untuk suku ke-i dari tiap x; adalah

(xr)i = 22ik"

Perhatikan bahwa berdasarkan Lemma 4.3,

Il = (ank)iﬁ)

2
: ) didapatkan

2k-1

S 2= 312 )
k=1 k

=1

= k _ 1\2'
& 2k -1)

Akan ditunjukkan Y5, 2%||x, || < oo, dengan ||x,|| = (
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Perhatikan bahwa
1
2k —1>—=.2k
-2
2K\ ?
2k -1 25—
(2 -1 ( 2)
sehingga
1 < 1
@ =17 = 2%
4
1 <4 1
(2k — 1)z = "2k
2k <4 2k
2k —1)2 = 22k
zk
— < 4—,
2k —-1)2 — 42"
. 2k 1 .
Dari m < 42—k, didapatkan
PR T WE
k_ 12 — k
—~ (2 1) o 2
> 1
=)
k=1
=4 < oo,

1
Kemudian akan ditunjukkan ),;°_; x, € £z. Ingat bahwa suku ke-i dari tiap xy

1
221k’

adalah (x;); = maka jumlah masing x;




1
__7m
N 1
=gz
1
221
Sehingga didapatkan
C 1 1 1
Z xk = < , B y
£ 22—-1"24—-1"26-1
Perhatikan
oo 1 1
2
Z T\ Ll
k=1 i=1
co 1 2
(27=)
Kemudian perhatikan bahwa
1
221 _ 1 > _. 221
2
221
220 1> |—
T4 2
2i
221 -1 > —,
V2
sehingga didapatkan
1 V2
<—
2 -1 2

68
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=1/2 < oo,

1
Karena ||Yz=;xxll < o, maka Y -;x; € f2. Kemudian akan ditunjukkan

IX5; xkll < 23X 5, 2%||x,||. Perhatikan bahwa

0o
k=1

<+2

dan

222’<||xk|| <24
k=1

= 8.
Karena V2 < 8, maka || X5, x|l < 2 X5, 2%l ]l
Teorema 4.5 (Wu & Li, 2008)
Misalkan (X, ||-]|) adalah ruang kuasi-Banach, maka terdapat p € (0,1] dan kuasi
norma baru |||-||| yang ekuivalen dengan kuasi norma ||| dan memenuhi
ketaksamaan segitiga berpangkat-p (p-power triangle inequality)
Hx + yIlP < HixllI? + HyllP,  vx,y € X.
Bukti.
Diketahui (X, ||]|) adalah ruang kuasi-Banach, maka berdasarkan Definisi 2.44
untuk setiap x,y € X ada C € R dengan C > 1 sedemikian sehingga
Ix + yll < Clxll + [lyID.

Definisikan konstanta k sebagai

k=inf{C=1: |lx+yll < Clxll + llylD, vx,y € X}.
Pilih p yang memenuhi

2 = (2k)P

[\
bl
Il

N

w‘
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L 2002k
D 8
_ 1
p= %log 2k
1
p =

“log2 + “logk

Karena k > 1, maka0 <p < 1.

Kemudian, definisikan kuasi norma baru |||-|||: X — [0, o) sebagai
1
n E n
il = inf (an) neNx= ) xp
i=1 i=1

Kemudian akan dibuktikan |||-||| adalah kuasi norma dan ekuivalen dengan ||-||

serta memenuhi ketaksamaan segitiga berpangkat-p (p-power triangle inequality).

Pertama akan dibuktikan ||| ||| adalah kuasi norma dengan memenuhi Definisi 2.44.

1. Diketahui |[||-]|[: X = [0, ) bernilai non-negatif, sehingga jelas bahwa
[lx]]| = 0,Vx € X.

2. (=) Asumsikan [[|x||| = 0, akan ditunjukkan x = },/*; x; = 0. Perhatikan

bahwa

[lxll| =0

1
> n

n P
inf (lexi||p> neN,x = in =0
i=1

i=1

Untuk sebarang € > 0,

1
I Z
(an) <Illxlll + ¢
i=1



71

1
n p

(aninp) <0+e.
i=1

Ambil € > 0 sekecil mungkin, sehingga

1
- P
(aninv> =0
i=1
n
DlllP =0
i=1

ll;1IP =0
ll; || = 0.
Karena ||-|| adalah kuasi norma, maka

x; = 0,untuki =1, ...,n.

Perhatikan bahwa,
X = 0
n
X = 0
i=1
x=0.
(&) Asumsikan x = Y, x; = 0, akan ditunjukkan |||x||| = 0. Perhatikan
bahwa
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1
) n

n
inf (lexillp> neN,x = le- =0
i=1

i=1

[lxll| = 0.

3. Untuk suatua € R, ax = };;-;(ax;) = 0. Perhatikan bahwa

(. » % .
llaxil = inf (ZIIainIP> nenx=x
\ i=1 i=1
( n % .
:inf< (Ialpznxi”p> n e N'x:in
L i=1 i=1
( n L o)
:inf< |a|(2||xl||1’> nEN'x:in >
L i=1 i=1 )
n > a )
= Iallnf (Z”xl”p> nEN'x:in 9
i=1 i=1 )
= |allllxI[].

4. Perhatikan bahwa,

1
n E n
lx]l| = inf (aninv> neNx=Y x,
i=1

i=1

sehingga untuk suatu x,y € X denganx = )\~ x; dany = Y1 y;,

n % n m
[l + Yl = inf (Z||xi+yi||p> mueNx=>xy= )y
i=1 i=1 j=1

Ambil sebarang € > 0 dan x,y € X dengan x = }i_; x; dan y = X7, y;

sedemikian sehingga
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1 1
n P m ) )
(an) <l +edan [ S Yyl” | <yl +e.
i=1 j=1

Karena untuk A,B >0 dan 0 <p <1 berlaku (A+ B)? < AP + BP <

217P(A + B)P, maka didapatkan

(ani +yi||p>
i=1

1
P 1
= (llxr + 1117 + -+ llxn + 0 IP)P

1
< U llP + My llP + -+ llxn 1P + [y [1P)P

1

n m p

= Dt + Yl ) -
i=1 j=1

1 1 1 1
Karena untuk a,b > 0 dan 0 < p < 1 berlaku (a + b)? < 20" <a5 + bg),

maka perhatikan bahwa,

n % n m
(anﬁyinv) < Dlr+ ) Iyl
i=1 i=1 j=1

S|

1 1
1_1 n ? m ) p
<2 (anl-np) [ bl
i=1 j=1

1
-1
< 2P “[lixlll + &+ Hylll + &

1, 1
=27 (lllxlll + HyllD + 2P

Karena € > 0 sebarang, maka

(ani + yl-np)
i=1

1
P 1,
<22 (il + Ny D
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1
> n

n P m
inf (lexi+37i||p> m,nEN,x=in,y=Zyj
i=1 =1

=1

1
-1
<27 “([llx Il + HiylD.

1
Sehingga terbukti bahwa |l + Il < C(lllxll] + lllyll]). dengan € = 2"

Terbukti bahwa |||-||| adalah kuasi-norma. Kemudian perhatikan bahwa

" mo\p
e+ 1< () el + Y [l 7
i=1 j=1

n m
e+ 0P < > Tl + ) [l
i=1 j=1

< (Ixlll + &P + (llylll + &P
Karena € > 0 sebarang, maka didapatkan
lx + yllIP < [llxI[1P + Hyll]P.
Selanjutnya akan dibuktikan bahwa kuasi-norma baru [||-||| ekuivalen dengan
kuasi-norma ||-||.

Ambil sebarang x € X. Pilih x = }}}_, x; sedemikian sehingga

1

1 P
[lxll] = inf (aninp>
i=1

= inf{(lxly?}

1

nEN,szxl-

i=1

< [lx]|.
Pilih bilangan positif b = 1, sehingga |||x||| < b|[x]|.

Selanjutnya karena x = )}i; x;, maka untuk setiap x € X
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x|l =

n
i=1

Pada kuasi norma ||-|| berlaku ketaksamaan segitiga Vx,y € X

Ix + yll < Clxll + [lyID.
Dengan menggunakan induksi matematika, ketaksamaan segitika pada kuasi norma
dapat digeneralisasi menjadi
1 + x5 + -+ x5l < C Il + Nl + - + llxq D

n
i=1

n

< c"-lz||xi||.
=1

1=

Perhatikan bahwa

n n
> x|l = el

n p n
D x| < (c"-lznxin)
i=1 i=1

Karena (A + B)P < AP + B? untuk p € (0,1] dan 4, B > 0, maka

n p n
D x| =@y (aninp>
i=1 i=1
1
n n 5
> scn-l(anm)
i=1 i=1
1
I p
Il < ¢ (aninp>
i=1
n
<"1 inf (aninz’)
i=1

= C"H Il

D

n

nEN,szxi

=1

1
P
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Pilih bilangan positif a = C1™", sehingga al|x|| < |||x]||.

Karena untuk bilangan positif a = C1™™ dan b = 1 berlaku al|x|| < |||x]|| < blx]l,
maka berdasarkan Definisi 4.1 terbukti bahwa kuasi norma baru |||-||| ekuivalen
dengan kuasi norma ||-|. [
Berikut akan diberikan contoh kuasi-norma baru yang ekuivalen dengan kuasi-
norma pada Lemma 4.3.

Lemma 4.6

1 1
Definisikan fungsi baru pada ruang barisan €2, yaitu |||-|||: 2 = [0, ©) dengan

o0 2
1 1
[lxlll = { suplx;[2 + E |x;]2
l
i=1

1 1
untuk setiap x € £z. Akan ditunjukkan fungsi |||-||| adalah kuasi-norma baru di €2

dengan memenuhi Definisi 2.44.
1
1. Diketahui |||-]||:#z = [0,00) bernilai non-negatif, sehingga jelas bahwa

1
x|l = 0,Vx € ¢2.
2. (=) Asumsikan |||x]||| = 0. Perhatikan bahwa

llxlll =0
o 2
1 1
suplaif2 + ) Iz | =0
’ i=1
I S
sup|x;|2 + leilz =0.
’ i=1
1 1 . .
Karena |x;| > 0, maka sup|x;|z = 0 dan )72, |x;|2 schingga didapatkan
i

1 > 1
sup|x;|2 = 0 dan ZIxilf =0.
i —

=1
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Kemudian perhatikan bahwa

(0]

1
D lz =0
i=1

1 1
|12 + [x,]2 + - = 0.
Karena |x;| = 0, maka x; = 0, Vi sechingga x = (xq, x5, ...) = 0.

(&) Asumsikan x = (xq, x5, ...) = 0, yang berarti x; = 0,Vi. Perhatikan

bahwa
;| = 0
1
|x;12 =0
1
Suplxil2 =0,
i
kemudian
1| + |xz| + - =0
1 1
%112 + |xz|2 + - =0
o
Dl =0,
i=1
sehingga

I S
supli[2 + ) [xfz = 0
i
i=1

o 2
1 1
sup|x;|z + E |x;[2] =0

i
i=1

[lxlll = 0.

3. Untuk suatu a € R, ax = (ax,, ax,, ...) didapatkan
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00 2
1 1
llaxlll = (suplamz +Z|axi|z>
' i=1
oo 2
11 11
suplalzlxlz + ) Jalzlx]2
' i=1
oo 2
1 1 1 1
= lalzsuplxilz + laf2 ) |2
' i=1
_ o0 2
1 1 1
= {lalz { suplxilz + ) Jxil2
! ' i=1
0 2
1 1
jal  suplilz + ) [xl2
L

i=1

= lallllx[ll.

Ingat untuk A,B>0 dan 0<p <1 berlaku (A+ B)P < AP + BP.

1
Perhatikan bahwa untuk x,y € ¢z,

0o 2
1 1
lllx +ylll = (Sup|xi +yilz + E |; +}’i|2>
l

i=1

1o oy 1 Y
< { sup (Il + yilz) + ) (Iul2 + Iyilz)
L

=1

1 = 1 1 - 1
< <sup|xi|z + Z|xi|2> + (supw + Zmu)
t i=1 L i=1

1 1 1 1
Ingat untuk a,b >0 dan p € (0,1] berlaku (a + b)» < 20 <a5 + b5)

2

sehingga

2

[00]

1 1 1 = 1
e+ ylll < (sqpmﬁ + Zmlf) + (supmﬁ * Zmﬁ)
' ' i=1

i=1



79

2

1o a1\ T SR
<2|(supleilz + ) lxlz | +( suplyilz + ) Iz
: i=1 ' i=1

= 2([llxIT + HiylID.
1
Terlihat bahwa fungsi |||-||| adalah kuasi-norma di £z dengan konstanta kuasi
segitiga C = 2. Kemudian lihat bahwa |||-||| juga memenuhi ketaksamaan segitiga
berpangkat-p.
1 1 ¢ 1
llx + yllIz = suplx; + y,|2 +Z|xi +y,l2
' i=1
N O T B
< sup (Iufz + yilz) + > (12 + yif2)
! i=1
1oy 1 I S
< suplulz + ) xlz |+  suplyifz + ) Iyil2
' i=1 ' i=1
1 1
= [llx[[1z + [llyll=.
Akan ditunjukkan kuasi norma |||-||| ekuivalen dengan [|-|| pada Lemma 4.3.

perhatikan bahwa

(00] (00]

1 1 1
D il? < suplaifz + ) [xl2
i=1 ' i=1

lalu karena

1 1
alz < )l

1 1
suplilz < ) [

I S 1
suplailz + ) [xfz <2 ) [xul2
i
i=1 [
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maka

(0] [00] [oe]

1 1 1 1
DIl < suplxlz + Y lulz <2 ) |2
i —

i=1 i=1 =1

0o 2 oo 2 1% 2

1 1 1 1
Dllz) < (suplnlz+ ) k2 ) < (2) Il
i=1 t i=1 i=1

lxll < [l < 4llx]l.
terlihat bahwa kuasi norma |||-||| ekuivalen dengan ||-|.

Contoh 4.7

1 1
Pilih X = #2, berdasarkan Lemma 4.3 berlaku untuk setiap x € £z berlaku norma

oo 2
1
Il = ) 1z )
i=1

1
Ambil sebarang x € £z, di manauntuk i = 1,2, ...

_(Ly_( L 11
x_<i4)_< '16°81°25 )

Terlihat bahwa setiap x; tidak nol. Perhatikan bahwa

oo
> 1l
i=1

N[ =

N =

I
s
x|

...
1l
g

I
D]
~l\3| —_

...
1l
g

1

2

I
';\4 g

1l
g

L

Menggunakan deret Fourier untuk fungsi f(x) = x? pada interval [—7, 7], yaitu
m? — (—1)! cos(ix)
2 - _
X 3 + 4 z iz .
i=1

Dengan mengambil x = m, didapatkan



2~ (=1)! cos(in)
2 — 4
et Z 1 i2
1=

Perhatikan bahwa,
2 T + 45: !
TERTY e
i=1
1) E=rtoy
i=1
A - _ 2m?
iz 3
=1
i 1 2m? 1
£ii2 3 4
=1
==
sehingga didapatkan

Kemudian perhatikan bahwa,
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1 1 1
21112112
,a,ﬁ,...

1

1 1
2 = 2
Sgplxll sup 111z, e

Karena untuk setiap i € N,iiz < 1, maka batas atas dari himpunan iiZ’ n € N adalah

1. Kemudian karena tidak ada batas atas yang lebih kecil dari 1, maka

1 1
sup|(x;|2 = sup—=
ipl il 1Pz

=1.
Lalu
00 2
1
il = (sz)
i=1
~\6
36
dan

TR
[xlll = ( suplxilz + ) Iz
: i=1
2\?
=(1+—
(1+%)
B 6+ w2\’
- (&Y.

2
Perhatikan bahwa karena 1 < %, maka
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(00]
1 1
suplilz < ) [
' i=1
(0] (00]
1 1 1
suplail? + ) [xf2 <2 ) |2
' i=1 i=1

o 2 0 2
1 1 1
suplailz + ) [xfz | <(2) Jwilz ) .
l i=1 i=1
Lalu, karena

(00] (00]
1 1 1
D Iil? < suplxfz + ) Ixil2
i=1 ' i=1
o) 2 o) 2
1 1 1
Dolilz ) < (suplalz + Y wilz |
i=1 ' i=1

maka

m* < (6 +7m?)? < 4n?
Terlihat bahwa * < (6 + w?2)? < 4m* sehingga ||x|| < [|[x||| < 4||x]l.
Misalkan ruang barisan {’% dan ﬁ adalah ruang kuasi-norma lengkap,
berikut akan diberikan visualisasinya di R? berupa bola satuan {x € R?|||x|| < 1}.
Pada Gambar 4.1, terlihat untuk p < 1 bola satuan berbentuk cekung ke dalam dan

semakin kecil nilai p semakin tajam lekukan cekungnya.
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== 012 —bolasatuan == £ 13 —bolasatuan == £ 1 (referensi) == ¢ 2 (referensl)

-05

1.6 -1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 1.6

Gambar 4.1 Visualisasi bola satuan di R?

4.2 Ruang Grand Lebesgue

Ruang grand Lebesgue merupakan salah satu contoh dari pengembangan
ruang Lebesgue. Pada ruang ini, p dilihat dari suatu interval buka (a, ) di mana
1 < a < < . Berikut akan dibahas definisi dari ruang grand Lebesgue.
Definisi 4.8 (Ostrovsky & Sirota, 2007)
Misalkan 1<a<p<f <o dan L,=L(p)=LpE ) ={fIfll, <o}
dengan E € R. Didefinisikan 1 (p) adalah fungsi kontinu positif pada interval
(a, B), sedemikian sehingga ada f: E — R di mana

Y@ = Ifllp.p € (a,B).

Himpunan semua fungsi y(p) dinotasikan sebagai ¥(a, 8) = {{(*)}.
Contoh 4.9
Ambil E = [0,2], (a,B) = (1,3). Definisikan fungsi step f:[0,2] - R dengan

2, o0<x<1,
f(x)_{1, 1<x<2

Untuk setiap p € (1,3),
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1

2 p
W) = lIfll, = ( f FGOP dx> |

Gambar 4.2 adalah visualisasi dari fungsi szep f:[0,2] - R.

2 | &—mm 0
| |
1| *——e
|
0 + =
0 1 2

Gambar 4.2 Fungsi step f(x)

Berdasarkan Definisi 4.8, perhatikan bahwa untuk p € (1,3)

Y@ = lIflly

= ( f P dx),,
= <f1|2|p dx + lellp dx)g

1

1 2 5
=<f Zpdx+f1pdx>
0 1

1
= (2P + 1)p.

|

Fungsi ¥ (p) kontinu dan bernilai positif pada interval (1,3). Berikut adalah

1
visualisasi fungsi ¥(p) = ||f (x)Il, = (27 + 1)7 dengan p € (1,3).
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0 05 1 15 2 25 3 35 4 45

Gambar 4.3 Fungsi y(p)

Teorema 4.10 (Ostrovsky & Sirota, 2007)
Misalkan L, = L(p) = L(p; E, ) = {f, £, < 00} dengan E € R adalah ruang
Lebesgue. Misalkan p bersifat difus yang berarti untuk setiap A pada o-aljabar di
E dengan 0 < pu(A) < oo terdapat himpunan bagian B € A dengan u(B) =
u(A)/2. Fungsi v(p),p € (a, ) termuat pada himpunan W(a, ) jika dan hanya
jika terdapat dua fungsi A;(p), A,(p), sedemikian sehingga v?(p) = A (p) +
A, (p), di mana A4 (p) mutlak monoton pada interval (a, ) dan A,(p) monoton
sempurna pada interval («, ) atau dapat ditulis dengan Vk = 0,1,2, ...

vp € (@,8) = AP (p) 2 0, (DALY > 0,
dengan A(lk) dan A(zk) adalah turunan ke-k dari A; dan A,.
Bukti.
(=) Asumsikan v(p) € ¥(a, ), maka berdasarkan Definisi 4.8 ada f: E — R di

mana

v(p) = Ifll

p
- ( f If(x)l”ﬂ(dx)> .

|
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Perhatikan bahwa

VP (p) = f FGOIP u(dx)

~ [ exp@10glf (D u(an)

| exp(p loglf(0)]) ()
{x€E|lf (x)|z1}

+] exp(p loglf (0)]) ()
{x€E||f(x)|<1}

Dengan memisalkan

M) = f exp(p log (O ) u(dx), A% () > 0;
{x€E||f(x)|21}

) = | exp(p loglf (V) (), (~1)*AL > o,
{x€E|lf (x)I<1}

terbukti bahwa v? (p) = A, (p) + A, (p).
() Asumsikan vP(p) = A, (p) + A, (), A (p) = 0, (=1)*AY > 0. Mengikuti

Teorema 2.37,

M) = f exp(pt) 1y (dD),

E

A (p) = f exp(pt) 1y (dD),

E

di mana p4,p, adalah ukuran Borel pada himpunan E sdemikian sehingga
#1{(—0,0)} = 0, u{(0,0)} = 0, dan Vp € (a, B),
A;(p) < o0, (p) < co.

Sehingga
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0

VP (p) = f exp(pt) uy (dt) + f exp(pt) 1z (dt)

0]

— [ ew@n) (1 (@0) + @)

Karena ukuran u bersifat difus, maka ada (ukuran) fungsi n: E - R sedemikian

sehingga

vP(p) = f exp(pn(x)) u(dx).

E

Misalkan f(x) = exp(n(x)), maka n(x) = log f (x). Perhatikan bahwa

vP(p) = f exp(pn(x)) u(dx)

E

= f exp(p log f (x)) u(dx)

- [ rreouean.

Terlihat bahwa v(p) = ||f|l,, sehingga terbukti v(p) € ¥(a, B). [
Definisi 4.11 (Ostrovsky & Sirota, 2007)

Didefinisikan perluasan dari himpunan ¥ (a, §) sebagai berikut.

_ _ . Y o) _
EX¥(a,B) = {v(p) ‘Eltp(p) E¥(a,p):0< pel(%,f/z) () < pes(lg)ﬁ) () < },

U¥(a,B) = {¥@)Ivp € (a,B),P(p) > 0},
fungsi p = Y (p),p € (a, B) kontinu sedemikian sehingga limit Y(a + 0), (b —
0) € (0, o0]. Pada kasus f = o0, (b — 0) = lim Y(p) € (0, oo].
p—
Definisi 4.12 (Formica dkk., 2021)
Misalkan B adalah o-aljabar di E € R. Kemudian misalkan (E, B, u) adalah ruang

ukuran di mana pu adalah ukuran yang terdefinisi pada ruang terukur (E,B) dan
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Y(p) € U¥(a, B) dengan p € (a, f) merupakan suatu fungsi kontinu positif yang
bernilai real di interval (a, ) dengan 1 < a < f§ < oo sedemikian sehingga

inf > 0.
pel(r(}(ﬁ)l/)(p)

Ruang grand Lebesgue G, s memuat semua fungsi terukur f: E - R, sedemikian
sehingga

Ifllgye, = sup {gﬂl’;

}<oo, 1<a<pf <o

Salah satu contoh dari ruang grand Lebesgue adalah LA)? sebagaimana remark
berikut.

Remark 4.13 (Formica dkk., 2021)

Didefinisikan fungsi ¥(p) = (8 —p)~%/? untuk p € (1,B) dengan 1 < <
dan 6 > 0.

Substitusikan p = f — € dengan € € (0,5 — 1), sehingga p € (1, ) dapat ditulis

menjadi 1 < f — ¢ < . Sedemikian sehingga,
_8
Yv@)=@B-p) 7

6
=(B-B-0) 7

Dan norma G, g untuk sebarang fungsi f: E — R adalah

Iflley,p = sup {%g}

Ifllp-e

1<f—e<f g—ﬁgg
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0
= sup {33_£||f||/3—g}

1<f—e<f
Inilah yang diperkenalkan oleh Greco dkk. (1997) dan normanya dinotasikan

dengan ||f1l,»6(B > 1,6 = 0). Ruang LP)? untuk 6 = 1 dikenal sebagai Iwaniec

& Sbordone (1992) space LP) . Salah satu teorema pada penelitian Ostrovsky &
Sirota (2007) menyatakan bahwa ruang grand Lebesgue G, 3 merupakan ruang
Banach.

Teorema 4.14 (Ostrovsky & Sirota, 2007)

Ruang G, g dengan norma |||y, ; adalah ruang Banach.

Bukti.
Misalkan p(i) adalah bilangan rasional pada interval (a, ). Dapat dilihat bahwa
barisan (p(i)) dengan i = 1,2, ... adalah barisan yang padat dan terhitung terhitung

pada interval («, ). Berdasarkan Definisi 2.24 dan 4.12,

1

”fn - fm”p(i) = (L Ifn - fmlp(l)>

dan

”fn - fm”p(i)}
p(sél(lc)r.ﬁ){ Y(p®) )

Ambil sebarang barisan Cauchy (f,) € Gy, g, berdasarkan Definisi 2.30

1 = frnlloye s =

im1f = fnlloy,, = O,

maka

lim (supllfy = fnlloy, s ) = 0

mza2n

Akan ditunjukkan bahwa barisan Cauchy (f,) konvergen ke suatu f € Gy p.

Perhatikan bahwa
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_ _ ”fn - fm”p(i)}
W= fnleyer = S0 { (p®)
> ”fn - fm”p(i)

Y(p®)

sehingga Vi = 1,2, ...
1 = fonllpy < I1fy = finlloy s (P (D):
Karena (f,) Cauchy di G, g, maka berdasarkan Definisi 2.30 untuk setiap € > 0,
ada N € N sedemikian sehingga
1o = Finlloy < Mfo = Fallow ;9 (P (D) < e
Jadi dapat dilihat bahwa (f,) juga merupakan barisan Cauchy di Ly ;).
Berdasarkan Teorema 2.41 L, lengkap, maka untuk setiap i ada fi € Ly
sedemikian sehingga
il =7, =0
Dengan kata lain barisan (f,) konvergen ke f; € Lyiy-
Karena f, - f; di Ly 1y, maka terdapat subarisan (fnk) sedemikian sehingga f,, —
fi u-hampir di mana-mana. Kemudian telah diketahui bahwa untuk setiap i, f, —
f; di Ly i), maka ada subbarisan yang sama ( fnk) sedemikian sehingga f,, — fi u-
hampir di mana-mana. Karena limit y-hampir dimana-mana bersifat tunggal, yaitu
ulx |3 fi) # i)} = 0,
maka f;(x) = f;(x) untuk y- hampir dimana-mana. Selanjutnya akan ditulis f :=

f:, sehingga Vi = 1,2, ...

2 = Flloo = (sUPllfy = Flloy,,s ) W(P@D).
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Ambil sebarang p € («, ). Karena barisan (p(i)) padat di (@, ), maka terdapat
subbarisan (p(iy)) sedemikian sehingga p(i,) — p. Kemudian, karena pemetaan
p © |lfn — fllp) kontinu di p dan 3 kontinu di («, £), maka dengan mengambil

limit k —» oo

U = Fllp = Jimllfe = Fllpco
< Jim |(suplf = fullog, s ) ¥ (pGG0))]

= (suplfy = fullowe,, ) Y@

mza2n

sehingga didapatkan

1= Fllp < (UDIIfy = fonlleye s ) W)

mz2n

Perhatikan bahwa Vp € (a, )

1 = Fllp < (Bl = fnlloy, ) )

mza2n

”fn - f”
W)p < supllfy = finllgyg pr

mza2n

sehingga

Ifn — fllp
Ifn — fl = su {— < supllfn — fnlloy, s
/ / Chap pE(aI.)ﬁ) lp(p) szr)l 5 5 Gap

Karena lim (sup||fn— fm”mpa,/z) =0, maka terbukti bahwa ruang grand
n—->oo

mza2n

Lebesgue Gy, g lengkap. [

Contoh 4.15

1
Ambil E = [0,1],a = 1, = 2. Ambil (p) = (2P + 1)» pada Contoh 4.9 dengan
p € (1,2). Berdasarkan Definisi 4.12, ruang grand Lebesgue G, , terdiri dari

semua fungsi terukur f: [0,1] - R yang memenuhi
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7l

Su < 0o,
1<pI<)2 l/)(p)

1fllgy,, =

Definisikan barisan fungsi (f,,) pada [0,1] dengan untuk setiap n € N,

1
fa (x) = xn.
Untuk setiap n € N, fungsi f,,(x) kontinu di [0,1] sehingga merupakan fungsi

terukur. Perhatikan bahwa

Il
N

Kemudian perhatikan juga

(Y
tim lful, = lim (=)

dan untuk x € (0,1]

lim xn

n—->oo

lim f,(x)
n—->oo
=1
Misalkan f(x) = 1, untuk x € (0,1] dan untuk x = 0, f didefinisikan sebarang.

Karena barisan (f,, (x)) konvergen pointwise ke f(x) dan || f, |, juga konvergen ke
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f(x), maka bedasarkan Definisi 2.30 dan 2.32, maka untuk sebarang ¢ > 0 dan
n,m = N € N berlaku
1o = fnllp <€
atau dapat ditulis dengan
lim [1fy = fnll, = 0.
Perhatikan bahwa

Ifo = fnlloy,, = sup llfa = finllp

1<p<2

lim I = fulley,, = lim ( sup |If; —fmn,,)

1<p<2
=0,
sehingga (f,,) merupakan barisan Cauchy di Gy, ,. Karena (f,(x)) konvergen

pointwise ke f(x), maka akan ditunjukkan f(x) € G ,. Perhatikan bahwa

“u I/l
1<p221p(p)

Ifllgy,, =

=

(forrax)”

= sup 7

1
(1)
= su
1<pI<)2 2P +1
1
= sup T
Kemudian perhatikan bahwa, untuk 1 < p < 2

2<2P <4

3<2P+1<5

1 1 1
3P < (2P +1)P < 5P
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1 1 1

I S
5v (2P +1)p 3r
1

i/ > 0, maka

Lalu karena untuk 1 < p < 2,

Kemudian perhatikan bahwa, untuk 1 < p < 2

1 1
E < E <1,
maka
1 1
32<3r<3
L
A
Karena % < oo, maka
0< ;1 < i < 00,
2r + 1)p V3
sehingga
Ifllgy,, = sup ;1 < oo

1<P<2 (2p 4 1)p

Terlihat barisan Cauchy (f,,) konvergen ke f € G, ,, dalam pembuktian lebih
jauh, dapat ditunjukkan ruang grand Lebesgue G, , lengkap.

Berdasarkan Teorema 4.15, ruang grand Lebesgue merupakan ruang Banach.

Selanjutnya akan dikaji sifat lain pada ruang ini, yaitu ketaksamaan Holder.

Ketaksamaan Holder merupakan salah satu fondasi penting dalam analisis

fungsional. Pada ruang grand Lebesgue, ketaksamaan ini perlu disesuaikan karena



96

normanya didefinisikan sebagai supremum terhadap p. Berikut adalah teorema dan
pembuktian lengkapnya.

Teorema 4.16

Misalkan (E, B, u) adalah ruang ukuran. Misalkan p € (a4, ;) dengan 1 < a; <
f1 < o dan q € (ay, ;) dengan 1 < a, < f3, < co. Misalkan YP(p) dan @(q)
adalah fungsi kontinu yang bernilai positif pada domain masing-masing. Ambil r €

(c,d) dengan 1 < ¢ < d < oo dan definisikan fungsi

1 1 1
04) = sup (PP (@) |p € (.80 € (s ), =+ )

sedemikian sehingga Vr € (c,d),0(r) < . Jika f € G, 5, dan g € Gy, 4,

maka
fg € Gec,d
dan
1fgllco.e < Ifllopa, . 19NGoe, 5,
Bukti.

Berdasarkan Definisi 4.12, untuk fg € GO_ 4

Ifgllce,, = sup {”g‘(’;'ﬁr}

re(c,d)

1

( 7
(1, 1£al")
re(c%) 0 (T)
\

1

( =
(; 17171g17)
= Su .
re(cgi) o(r)
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Diketahui bahwa
1 1 1
—==+-
r p d
Definisikan
a= B, b= ﬂ
r T
Perhatikan bahwa
N 1 _ 1 N 1
a' b (P) (q)
& @
= —4 —
p
1 1
(i
p q
()
=7rl|—
r
=1,

sehingga a dan b adalah eksponen konjugat. Berdasarkan ketaksamaan Holder pada

ruang Lebesgue (Muscat, 2024) didapatkan

[ urrigrr=([ ”ﬂrlafl( [ ugw)’l’
(o ([ o)
([ o (] or)
()

f gl <

T

[ Ifl”’)p J |g|q>

Karena |f|"[g]" = |fg]", maka



=

T

fElfg'rSUE |f|”>p<fE |g|q>q

1=

(vor) | Y ()
(o)

Sl

= ( J Ifl”ﬂ
()

= Ifllpllgllg,

T

sehingga didapatkan

Ifgll- < Ifllpllgllg-

Kemudian perhatikan bahwa
Ifgllr < lIfllpllgllq
I£gll- _ IIfIIpllgllql

o(r) — 6(r)
Karena
1 1
6(r) = sup {t/)(p)q)(q) P
= (p)e(q),
maka
1 1
<

o) ~ v(Pe(q)

Ifll,lgllg - Ifll,llgllg
6(r) ~ Y@elq)

Kemudian, karena

SR

S

1

([ wr)

1
:
q

98
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IIfg||r<||f||p||g||q £, Ngllg
o) = 6 T Y@elq)

maka
||fg||r I£1lpllglly _ NIfl gl
o) ~ w(p)<p(q) IRIORIO)
Perhatikan bahwa
IIfIIp} £l
PE?f:tllI.)Bﬂ{lp(p) 21/1(20)
dan
”g”q} llgllq
qe(olclzpﬁz){ﬂq) pr(q)’
sehingga
Ifgll- IIfIIp llgllq
6(r) ¢(p) (@)
||f||p} {Ilgllq}
<P€?a1pﬁ1){lp(p) qe(azpﬁz) (P(q)
= 1f oy, 19N6pe, ..
Karena

gl
6( )r = ”f”Gl,Da B1 ”g”G‘pasz

berlaku untuk setiap r € (¢, d), maka drngan mengambil supremum terhadap r

didapatkan

Ifgll-
Tz(cd { 9( ) = ”f”Glpal.lﬁ”g”GQoaz,ﬁz

I1fgllco.qy < Wflloy, s 19Nco,, g,

Terlihat bahwa Teorema 4.16 terbukti. [



100

4.3 Ruang Grand-Kuasi Lebesgue

Norma pada ruang grand Lebesgue tidak berlaku untuk p < 1. Karena hal ini
kemudian diperkenalkan ruang grand-kuasi Lebesgue, di mana ruang ini adalah
ruang grand Lebesgue dengan p € (a,b) dengan 0 < a < b < 1. Berikut akan
dibahas definisi dari ruang grand-kuasi Lebesgue.
Definisi 4.17 (Formica dkk., 2021)
Misalkan B adalah o-aljabar di E € R. Kemudian misalkan (E, B, u) adalah ruang
ukuran di mana pu adalah ukuran yang terdefinisi pada ruang terukur (E,B) dan
Y(p) = Y, (p) dengan p € (a, b) merupakan suatu fungsi kontinu positif yang

bernilai real di interval (a, b) di mana 0 < a < b < 1 sedemikian sehingga

pel(rfll,fb)l/)(p) > 0.

Ruang grand Lebesgue G, , memuat semua fungsi terukur f: E — R, sedemikian
sehingga

IIfIIp}
= su <o, 0<a<b<l.
”f”Gwa’b pE(aF,)b) {Eb(P)

Proposisi 4.18 (Formica dkk., 2021)
Ruang Grand Lebesgue Gy = GY,,,0 <a <b <1, yang dibangun di ruang
terukur (E, B, u) dengan ukuran non-trivial u, adalah ruang kuasi norma dengan

konstanta kuasi-segitiga

C = C[Pap] = 20,

Misal f,g € Gy, maka

1
IF + glloy,, < 22 (Ifllayy, + N9lloy,, )
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Bukti.
Berdasarkan Definisi 4.17 norma pada ruang grand-kuasi Lebesgue didefinisikan

sebagai berikut.

IIfIIp}
= su <o, 0<a<b<sl
W llowa, = sup, {w(p)

untuk setiap f € G, p. Kemudian akan dibuktikan norma |[|||gy,, merupakan
kuasi norma dengan memenuhi Definisi 2.44.
1. Berdasarkan Definisi 4.16 ¥(p) > 0 dengan 0 < a < b < 1. Kemudian dari

Definisi 2.18 ||f|, = 0 sehingga

Ifllp
Y ~

IIfIIp}
p:&r,)b) {l/)(P) 20

gy, = O

0

untuk setiap f € Gy p.
2. (=) Asumsikan [|f ||G¢a’b = 0, akan ditunjukkan bahwa f = 0. Perhatikan

bahwa

1flly,, =0
||f||p} ~
ngll,)b) {¢(P) =0

”f”p}) B
(;;:&I,)b) {IIJ(P) PP =0

If1l, = 0.

Karena [|-||,, adalah norma di L?, maka jelas bahwa f = 0.

(&) Asumsikan f = 0, akan ditunjukkan ||f]|y,,, = 0.perhatikan bahwa
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f=0
Ifll, =0
I,
TR
“u {”f”p}
pe(apb) l/)(p)

Terlihat bahwa |||y, , = 0.

3. Untuk suatu a € R, perhatikan bahwa

laflley,, = p: ab){“lZ{PH)p}

Karena [|-||,, adalah norma di L?, maka

“u {”af”p}: “u {Ia”lf”p}
pe(apb) l/)(p) pe(aI,)b) lp(p)

B Wm}

_p:g.)b){l Il/’(P)

- gvm}

pe(a,b) l/)(p)

i gvm}
pe(a b) l/)(

= lalllfllgy,,-

Sehingga untuk suatu a € R, [lafllgy,, = lalllfllcy,,-

4. Perhatikan bahwa
1

p
|v+gm=(f|ﬂ@+g@wmwm)

nf+mm=f|ﬂm+g@wmwm.



Karena untuk 4, B > 0 dan 0 < p < 1 berlaku

(A+B)P < AP + BP < 2'"P(A + B)P,

maka
If +glI?, = f £ GO + g0 |Pu(dx)
E
< f I u(dx) + f 19 Pu(d)
E E
— IFI + llgIIE.
Perhatikan bahwa
IF + gllZ < IFIE + gl < 222 (IF L, + Nlgl,)’,
sehingga

If +glb < 22 (lIfll, + llgll, )’
If +gll, < [222(If 1, + llgll,)’ TP

=20 (If 1L, + llgll,).

Karena f, g € Gy, , maka ||f||G¢a’b < oo dan ||g||G¢a,b < oo, Sehingga

Ifllp < Uflley,, - ¥ @, lgll, < lgley,, - ¥ @)

untuk p € (a, b). Kemudian perhatikan bahwa
14
If +gll, <22 (lIfll, +llgll,)
14
<207 (Ifllapq, - ¥@) + Igllay,, - ¥@))

1
= 20" (If lloyq,, + Nglloy,, ) ®).

Didapatkan

1
If +glly <227 (Ifllopy, + Nglloy,, @)

103
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If + gl _ 1

e (U lopay + gllepe,)

Lalu ambil supremum terhadap p € (a, b),

1
=—1
1F + gllow, < 27 (1f oy, + Igllap,, ),
l—1 1_1 . .
denganp > a > 0, maka 2r = < 2a ~ sedemikian sehingga

1
If + glloy,, < 28 (Ifllay,, + gllop,, )
Terbukti bahwa ruang Grand Lebesgue Gy = GY,,, 0<a<b <1, yang

dibangun di ruang terukur (E, B, 1) dengan ukuran non-trivial i, adalah ruang kuasi

1
norma dengan konstanta kuasi-segitiga C = C [l/)a,b] =2a " [

Contoh 4.19
Ambil E = (0,1),p € (a,b) dengan a = % dan b = 1 dan (p) = 1. Sedemikian

untuk setiap f € Gy, berlaku
>

Ifllgpq, = sup lIfllp-

pE E'l)

Definisikan fungsi f, g € Gi1, dengan
>

W=

fo)=x2,  g(x)==x

untuk x € E. Akan ditunjukkan |[|-|[,,, merupakan kuasi-norma dengan konstanta
E'l

1
kuasi segitiga C = 22~ = 2.
1. Perhatikan bahwa

1f ey, = sup IF G,

pe 5,1)
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1 P\p
= sup (f X2 )
pellr) (Vo
1
1 p\p
= sup (f x7>
pellr) (Vo
1
1 p
= sup 7
pe(z1) (\2 11

Terlihat bahwa fungsi (%) menurun di p € G, 1), sehingga supremum

tercapat saatp = %

1 lloy,, = sup 3| 5

Jelas terlihat bahwa ||f(x)|[gp, = 0 saat f(x) = 0 dan sebaliknya f(x) =
1

0, saat [l ()llgy, = 0.
L

Ambil a = 3 € R didapatkan

13fllay,, = sup 3£ GO,

pE 5,1
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sup [3[lIfCOll,

pe(z1)

=131 sup [If ()l

pe(z1)
= [3[I13f )¢y -

1
4. C = 2a"! = 2. Perhatikan bahwa

1
o) LY
gy, = sup P
2'1 pE(%,l) i + 1
dan
1
lg@l LY
gX)ligy, = sup 7 -
2'1 pe(%,l) § + 1
Karena supremum tercapai saat p = %, maka
1
1/2
o) S
XMy, =
2! 1T/Z+ 1
402
=()
16
25
dan
1
1/2
lg@l -
9\ X6y, =
2! 1T/Z+ 1

61 2
7

I
[
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Kemudian perhatikan bahwa

GO + g(x) = 42 +x3

1

1,4 1

b p
x2 + x3| dx

IF ) + gl = ( f

1 p

dx

11
X2 + x3

IF ) + gGOIT, = f

0

1
<f
0

p
dx

1

1P Tra
X2 dx+f X3
0

Sehingga dengan mengambil supremum terhadap p didapatkan

1

If GO + g@ll, < LJ,pL
P

P
> +1 3

1/2

1 1
If (x) + g(x)”ml)%1 =\12 .12
3

2

-3
-G

_ 3364
T 1225

+1 +1

Kemudian dengan C = 2, didapatkan

2 (1l +19en,, ) =25+ 39)
gy, Igy, |=2(=+-—=
G, G, 25 ' 49

107
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3368
1225
Karena ||f(x) + g()llgy, < % < %, maka ketaksamaan segitiga pada
E,l

kuasi-norma terpenuhi dengan C = 2.

Sehingga terlihat |||y, adalah kuasi-norma dan G, adalah ruang kuasi-norma
21 2

dengan C = 25_1 = 2.
Teorema 4.20 (Formica dkk., 2021)
Misalkan B adalah g-aljabar di E S R. Kemudian misalkan (E, B, i) adalah ruang
ukuran dengan ukuran non-trivial p. Ruang grand-kuasi Lebesgue G, ,,0 < a <
b <1, yang dibangun di (E, B, u) adalah lengkap dengan berdasarkan pada jarak
kuasi p(x,¥) = [1x = Yl gy,
Bukti.
Sebelum membuktikan ruang grand-kuasi Lebesgue lengkap, akan ditunjukkan
terlebih dahulu bahwa LP (E) untuk 0 < p < 1 lengkap menggunakan Teorema 4.2.
Misalkan ||-||, pada LP(E) adalah kuasi-norma dengan konstanta kuasi segitiga
C = 1. Untuk 0 < p < 1 berdasarkan Teorema 4.5, untuk x,y,w € LP(E)

p(x,y) = llx—yll;

= [IGx—w) + w =y

< llx —wliy + llw = ll}

— [ wr [ wyp
E E

=p(x,w) + p(w,y).
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Dengan menggunakan Teorema 4.2, ruang kuasi-norma LP lengkap jika dan hanya

jika untuk setiap deret dengan

(00]
D CHllxllp < <o,
k=1

Maka x = Y., X} € LP dan memenuhi

[ee]
Il < € ) cHlixelly,
k=1

Ambil sebarang barisan (x;) € LP(E) dengan

s= Ml = ). | Iw@P du <o
k=1 k=1"E

Akan ditunjukkan bahwa x := Y}, x; € LP dan [|x[|) < S.

Definisikan Vn € N,

n [o0]

R@ =) @l F@) =) %@

k=1 k=1
Jelas bahwa F, (z) = 0 dan F,, monoton naik. Karena F,, (z) adalah deret parsial dari

F(z), maka F,,(z) = F(z) saat n — oo. Berdasarkan Teorema 2.54 diperoleh

f F(z)du = rlll_r)rt}of E,(z) du.

Perhatikan bahwa

[ m@du= im(z)w dy
E E =1
=kz f (@) P di
=inxkn§3.
k=1
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Kemudian dengan mengambil limit n — oo, diperoleh

n—co

n
lim [l
n—>oo

k=1

[ee]
= D
k=1

=5 < oo,

f F(z)du = lim E,(z) du

Karena [ ¢ F(2) du < o0, maka F(z) < o hampir dimana-mana, yang artinya

D @l <o
k=1

z- hampir dimana-mana.
Karena Y.;-;|x;(2)|P < o z- hampir dimana-mana, maka untuk |x,(z)| < 1 dan
0 < p < 1 berlaku

Xk (2] < [x (2)]P

D@l < ) k@
k=1 k=1

< 0o,
Karena Y- |xx(2)| < 0o z- hampir dimana-mana, maka Y-, x;(z) konvergen
mutlak ke suatu x(z) di LP(E). Kemudian karena untuk A,B > 0dan 0 <p <1
berlaku (A + B)P < AP + BP, maka

Zn: xy(2)

k=1

p n
<D @I = R@.
k=1
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Ambil limit untuk n — oo. Karena ),;’_; x; (z) konvergen mutlak ke suatu x(z) €

L,(E), maka deret parsialnya

n

D 1@ - x@)

k=1

z- hampir dimana-mana, sehingga

Zn: xy (2)

k=1

p

= |xx (2P

Lalu telah diketahui untuk n — oo, F,(z) — F(z), sehingga perhatikan bahwa

n 14

> u@| <R@

k=1

n 14

lim Zxk(z) < lim E,(2)
n—0o

n—oo
k=1

o) 14

Z x(2)| <F(2)

k=1

|x(2)|P < F(2)

fE @P du < f F(2) du

Ix|l; < S < co.
Karena x € LP dan ||x||§ < S, maka terbukti bahwa L?,0 < p < 1 lengkap.
Berdasarkan Proposisi 4.19, G, ;, adalah ruang kuasi-norma dengan konstanta
kuasi segitiga C = 2%_1 > 1. Akan ditunjukkan Gv,, lengkap dengan

menggunakan Teorema 4.2.

Ruang grand-kuasi Lebesgue lengkap jika dan hanya jika untuk setiap deret dengan
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[00]
> CHllxillay,, <
k=1

maka x = Y};°_; X, € Gy, dan

(o]
1¥llope, <€) CHlielloy,,
k=1

Ambil sebarang barisan (x;) € G, ; dengan

- S Nl
@==chnx I =ch su P oo,
— KlGWap pE(aI,)b) lp(p)

k=1
Perhatikan bahwa
| Ik 1l
< su = [|x|l )
(@)~ petan) Y@ *6¥ap
sehingga

Il Il
< |x
w(p) ” k”GI,Da’b

Xl < @) llxkllGy,,

D CHlixell, < $@) ) CHlixelloy,,
k=1 k=1

=19(p) 6 < oo.

Diketahui sebelumnya bahwa LP lengkap. Karena Y;; C¥||xyll, < o, maka

berdasarkan Teorema 4.2 x := },;7_, x; € LP,Vp € (a, b) dan memenuhi

(o]
Ixll, <€ ) CHlixell,
k=1

Perhatikan bahwa

[ee]
Ixll, <€ ) CHlxl,
k=1
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lxll, < C () ©
I _
pe) = ¢©

Dengan mengambil supremum atas p € (a, b), diperoleh

||x||G¢a'b < CO < oo,
Karena |[xllgy,, <o, maka x:=X;_;x; € GPyp. Karena x € Gy, dan
llxkllGy,, < CO, maka terbukti bahwa G, ), lengkap. [

Contoh 4.21

Ambil E = [0,2] U [3,5], B g-aljabar di E, dan u ukuran Lebesgue pada E. Lalu
1
ambil (a,b) = (3,1) dan Y(p) = (2” + 1)». Definisikan barisan fungsi (f;)
untuk k = 1,2, ...
1 1
fie() = 23 X102 (%) + 73 X13,5) ().

Pertama akan ditunjukkan fi € Gy1 , perhatikan bahwa
>

1

I fi GOl = (f |fk(x)|pdy>
e b
_<-f[02] -f[3,5] 4_k ﬂ)
. 5
( K u([3,5])>

1
_ 2 2 \pr
= <4kv + 4kp)
1
47
= F’
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maka
{”fk(x)”p
NEONE
pe(z1) L VP @+
{ L
1 K
E
1 4 5
=— sup
4k <2P + 1)
(21)
. 2 % . 1 . . 1
Fungsi (2p+1) turun di p € (E' 1), sehingga supremum tercapai saat p = 5 dan
diperoleh

illoy, =3z sup 1 (=)
fillow,, = 7 :Flp zp+1)

w57 <
= — 00,
4 \V2 +1

Karena || fk||G,’,,11 <o, maka fi €Gy1,. Kamudian akan ditunjukkan
7 2

1
Vet C"||fk||G1l,11 < oo. Berdasarkan Proposisi 4.17, C = 2a~ ' = 2. Perhatikan
%

bahwa

S oy, = Y 2 (=
kllgys = 1k
k=1 2t = YWz +1
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- <\/74+ 1) <o

Misalkan f (x) = Y}Z, fi(x) akan ditunjukkan f(x) € Gi1 . Perhatikan bahwa,
>

ka(x) Z <4k)([02](x) + 4_1k)([3 5](x))

> 1 1
Z—k [02](x)+ZFX[3'5](x)

1 1
= §X[o,2](x) +3X35) ().

Kemudian untuk p € G , 1),
1

IFIl, = f If(x)lpdy>

1

p
If(x)l"d#>

F GO Py + f

(3,5]

ks

p

[

(L
(L
- (K

Ee2y

1

1P \P
dy)

3

1
P

1
k(02D + |5 u([3,5])>

o
Wl Q|

maka
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[geall 3
x 3
sup { p} = Sup
pe(l1) Y(p) 1

1

Fungsi (2p2+1)p turun di p € G, 1), sehingga supremum tercapai saat p = % dan

diperoleh

1

1 4 \p

1 @lley, =7 sw {(7=7)
:

pE(%,l) 219 + 1

() <
= — 00
3\W2+1

Terlihat bahwa f(x) = X3Z4 fi(x) € G1,. Terakhir dengan C =2 akan
>

ditunjukkan || Y51 i ) llgyp, <2 Xg=12*llfi(*)llgy, . Perhatikan bahwa
2,1 E'l

<2

W =

2

%<\/74+ 1) =2 <\/§4+ 1)

i fix)
k=1

<23 24Ul
G k=1 z

21
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Terlihat bahwa  f(x) € Gy1, dan  memenuhi [IX3L; fi(llgy, <
> 1
2521 25\l fie @)l gy, » dalam pembuktian lebih jauh dapat ditunjukkan ruang
1

grand-kuasi Lebesgue Gz, lengkap.
>

Berdasarkan Teorema 4.20, ruang grand-kuasi Lebesgue merupakan ruang
kuasi-norma yang lengkap. Selanjutnya akan dikaji sifat lain pada ruang ini, yaitu
ketaksamaan Holder. Ketaksamaan Holder merupakan salah satu fondasi penting
dalam analisis fungsional. Pada ruang grand-kuasi Lebesgue, ketaksamaan ini perlu
disesuaikan karena kuasi-normanya didefinisikan sebagai supremum terhadap p
dengan 0 < p < 1. Berikut adalah teorema dan pembuktian lengkapnya.
Teorema 4.22
Misalkan (E, B, 1) adalah ruang ukuran. Misalkan p € (a,, b;) dengan 0 < a; <
b, < 1dangq € (a,, b,) dengan 0 < a, < b, < 1. Misalkan )(p) dan ¢(q) adalah
fungsi kontinu yang bernilai positif pada domain masing-masing. Ambil r € (c, d)

dengan 0 < ¢ < d < 1 dan definisikan fungsi

1 1 1
6(r) = sup {w(p)qo(q) |p € (a1,b1),q € (az,by), — = > + 5}'

sedemikian sehingga Vr € (c,d),0(r) < . Jika f € Gy, p, dan g € Gog, p,,

maka
fg € Gec,d
dan
1fgllco.y < IFllopa, s I19llcpn, .-
Bukti.

Berdasarkan Definisi 4.17, untuk f € Gy, ,, dan g € G@g, p,



||fg||cec_d = Sup

re(c,d)

= sup
re(c,d)

= sup

r€(c,d)

Ifgll,
6(r)

((IE Ifgl")
6(r)

\

1

(1, 1717167)"
o(r)

\

Diketahui bahwa untuk p € (a4, b1),q € (a3, b,),

r

S| -

+

Q|-

Karena0 <r<p<1ldan0<r <gq <1, maka

Definisikan

Perhatikan bahwa

P>y,
T

Ts1

r

=1
T
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sehingga a dan b adalah eksponen konjugat. Dengan menerapkan ketaksamaan
Holder pada ruang Lebesgue (Muscat, 2024) terhadap fungsi u = |f|" dan |g|",

didapatkan

1 1

J |uv|<(f |u|A> (f |v|B>§.

Dengan mensubstitusikan u = |f|" dan |g|", didapatkan

[ [ e’ (], e

[ riar=(| WW) ([ )B>
([ ) ([ o)
([ e (] )

e

Karena |f|"[g]" = |fg]", maka

fovsr=(f v (1 )
(vor) = (] oy
| e || e
(e (f o)

=

=
SR

R
S




= Ifllpllgllg,

sehingga didapatkan

Ifgll- < Ifllpllgllg-

Kemudian perhatikan bahwa
Ifgllr < lIfllpllgllq
I£gll- _ I£llpllgllq

120

o(r) — 6(r)
Karena
1 1 1
6(r) = sup {I/J(P)q)(q) Ty + 5}
= (p)eq),
maka
1 1
<

o) ~ v(Pe(q)

Ifll,lgllg - Ifll,lgllg
6(r) ~ Y@elq)

Kemudian, karena

Ifgll- _ Ifllpllgllq _ I lInllglle

o) = 0 T YPelg)
maka
Ifgll- _ fllpllglly _ 1IFN, Nlgllq
o) ~y@e@ Y @
Perhatikan bahwa
308 ) = s

dan
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sup {Ilgllq}zllgllq’
qgeazb) (@) ) ~ 9(q)
sehingga
||fg||r<||f||p_||g||q
o(r) ~ Y@ @
IIfIIp} {Ilgllq}
< su - su
pE(all,)bl) {w(p) qe(asz) »(q)
= 1fllopa,p,9lGpe, s,
Karena

Ifgll
0 < Mlovars, 19lco,, s,

berlaku untuk setiap r € (¢, d), maka dengan mengambil supremum terhadap r

didapatkan
Ifgll-
<
rééi%{ 50| < lepas, Nolco, s,
1fgllce, o < 1w, 1allcon, ..
Terlihat bahwa Teorema 4.22 terbukti. [

4.4 Integrasi Sifat Kelengkapan pada Ruang Grand-Kuasi Lebesgue
Berdasarkan Surah Al-Mulk: 3-4
Alam semesta dan sistem matematika menyimpan misteri tentang makna dari
“kesempurnaan”. Allah SWT telah berfirman bahwa tidak akan ditemukan tafawut
(ketidakseimbangan) pada ciptaan-Nya sekalipun manusia mengulangi
pandangannya untuk mencari celah ataupun kerusakannya (futhur), sebagaimana

yang tertulis pada Q.S. Al-Mulk: 3-4 (Kemenag, 2022).

‘:D/}!‘z///a o/é J‘.:o jo @ o o \:/éf/ I N B

@Ji‘:"" oy Ll ) w‘@“’*’ w’; ) -t - @D, sk o
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Artinya: "(Yaitu) Yang telah menciptakan tujuh langit berlapis-lapis. Kamu sekali-
kali tidak melihat pada ciptaan Tuhan Yang Maha Pemurah sesuatu yang tidak
seimbang. Maka lihatlah berulang-ulang, adakah kamu lihat suatu celah?
Kemudian pandanglah sekali lagi, niscaya penglihatanmu akan kembali kepadamu
dengan tidak menemukan cacat dan ia (penglihatanmu) dalam keadaan
payah.” (QS. Al-Mulk: 3-4).

Pada Q.S. Al-Mulk: 3-4, Allah SWT menegaskan bahwa ciptaan-Nya bersifat
“sempurna”, namun pemahaman manusia tentang “kesempurnaan” tersebut dapat
diperoleh melalui proses pengamatan dan penalaran berulang kali. Dalam ranah
matematika, kelengkapan (completeness) merupakan suatu properti atau sifat yang
menjamin keutuhan suatu ruang fungsi. Penelitian mengenai ruang grand-kuasi
Lebesue telah dibuktikan memiliki sifat kelengkapan seperti pada Teorema 4.10, di
mana hal ini membuka hubungan antara matematika dan Al-Qur’an. Pada subbab
ini akan dijelaskan tentang bagaimana sifat kelengkapan dalam matematika
menjadi analogi untuk memahami “kesempurnaan” yang tersirat pada Q.S. Al-
Mulk: 3-4.

Langit adalah salah satu contoh ciptaan Allah SWT yang sempurna. Kata

(<'5~) adalah bentuk jamak dari kata () yang berarti segala sesuatu yang diatas

kita (Chalik, 2018). Kemudian pada firman-Nya “(Yaitu) Yang telah menciptakan
tujuh langit berlapis-lapis” di mana maksud dari “berlapis-lapis”, yaitu tibagan
disini dimaknai tingkat demi tingkat (Katsir, 2004). Penjelasan mengenai
lapisan/tingkatan ini ditunjukkan oleh Hadits berikut.

“Telah menceritakan kepada kami [Abdurrazzaq] telah memberitakan
kepada kami [Yahya bin Al 'Ala’] dari [pamannya, Syu'aib bin Khalid] telah
menceritakan kepadaku [Simak bin Harb] dari [Abdullah bin 'Amirah] dari [Abbas
bin Abdul Muththalib] berkata: Kami bermajlis bersama Rasulullah shallallahu
‘alaihi wa sallam di Al Bathha', tiba-tiba sekumpulan awan melintas, maka
Rasulullah shallallahu 'alaihi wa sallam bertanya: "Tahukah kalian apakah itu?"
Kami menjawab: "ltu adalah kumpulan awan." Beliau berkata: "Dan mega." kami
mengikuti: "Dan mega." Lalu beliau bersabda: "Dan mendung.” Maka kamipun
diam. Beliau bertanya lagi: "Apakah kalian tahu berapa jarak antara langit dan
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bumi?" Kami menjawab: "Allah dan RasulNya lebih mengetahui." Beliau berkata:
"Jaraknya adalah sejauh perjalanan lima ratus tahun. Jarak antara langit yang
satu dengan langit berikutnya adalah sejauh perjalanan lima ratus tahun juga.
Tebal langit adalah sejauh perjalanan lima ratus tahun. Di atas langit ke tujuh ada
lautan yang jarak antara dasar dengan permukaannya adalah sebagaimana jarak
bumi dan langit. Lalu di atasnya lagi ada delapan penyangga yang jarak antara
ujung dengan pangkalnya seperti jarak antara langit dan bumi. Di atasnya lagi ada
Arsy yang jarak antara dasar dan permukaannya adalah seperti jarak antara langit
dan bumi. Allah Tabaraka Wa Ta'ala berada di atasnya. Tidak ada satu amalan
pun yang dilakukan oleh keturunan Adam yang tersembunyi dari-Nya." Abdullah
berkata: telah menceritakan kepada kami [Muhammad bin Ash Shabbah Al Bazzar]
dan [Muhammad bin Bakkar] berkata: telah menceritakan kepada kami [Al Walid
bin Abu Tsaur] dari [Simak bin Harb] dari [Abdullah bin 'Amirah] dari [Al Ahnaf
bin Qais] dari [Al Abbas bin Abdul Muththalib] dari Nabi shallallahu 'alaihi wa
sallam.” H.R. Ahmad.

Keterangan dari hadits ini menunjukkan bahwa ada jarak antar
lapisan/tingkatann langit. Pada potongan Q.S. Al-Mulk: 5 yang artinya
“Sesungguhnya Kami telah menghiasi langit yang dekat dengan bintang-bintang”,

kata (Lﬁd\) dalam bahasa arab berarti yang paling dekat di mana yang dimaksud

adalah langit yang terlihat dari bumi (Chalik, 2018). Apabila seluruh bintang-
bintang yang jauh itu adalah hiasan untuk langit paling rendah, maka sepertinya
“tujuh lapisan/tingkatan langit” tidak dapat dipahami oleh daya akal manusia.
Pada Q.S. Al-Mulk: 3 kalimat “Kamu sekali-kali tidak melihat pada ciptaan
Tuhan Yang Maha Pemurah sesuatu yang tidak seimbang” Allah SWT menegaskan
bahwa ciptaan-Nya sangatlah seimbang, tidak ada pertentangan, benturan,
ketidakcocokan, kekurangan, dan kerusakan (Katsir, 2004). Keluasan ukuran,
keberagaman isi, kerumitan hukum, dan keseimbangan sistem telah memicu
pengakuan bahwa semua ciptaan-Nya dirancang dengan seksama (Chalik, 2018).
Hal ini menunjukkan bahwa kesempurnaan ciptaan Allah SWT tidak hanya terbatas
pada alam semesta saja, tetapi juga tercermin dalam keteraturan sistem-sistem

abstrak yang dapat dipahami oleh akal manusia, termasuk dalam ranah matematika.
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Dalam konteks ini, sifat kelengkapan pada Ruang Grand-Kuasi Lebesgue menjadi
salah satu representasi dari “kesempurnaan” tersebut.

Kemudian pada Q.S. Al-Mulk: 3 kalimat “Maka lihatlah berulang-ulang,
adakah kamu lihat suatu celah?”, Ibnu Abbas, Mujahid, al-Dhahhak, al-Tsauri, dan
lainnya menafisirkannya dengan syuquqg (retak-retak pada langit), al-Suddi
menafsirkannya dengan kata khuruq (lubang-lubang), sedangkan Ibn Abbas dalam
suatu riwayat menyebutkan makna futhur adalah celah-celah yang menganga. Allah
SWT menegaskan bahwa apabila manusia meneliti setiap jengkal langit dan segala
ciptaan-Nya tidak akan ditemukan segala bentuk kerusakan, celah, cacat, lubang
dan sebagainya. Demikian pula Ruang Grand-Kuasi Lebesgue yang telah terbukti
lengkap menunjukkan bahwa ruang ini tidak memiliki “celah” pada strukturnya,
seperti pada Teorema 4.10 di mana setiap deret yang konvergen/berhingga pasti
memiliki suatu limit yang berada di dalam ruang tersebut. Sifat kelengkapan ini
merupakan bagian dari sunnatullah yang dapat dibuktikan kebenarannya melalui
penalaran ilmiah.

Kemudian pada Q.S. Al-Mulk: 4 kalimat “Kemudian pandanglah sekali lagi,
niscaya penglihatanmu akan kembali kepadamu dengan tidak menemukan cacat
dan ia (penglihatanmu) dalam keadaan payah” Katsir (2004) menafsirkan kata
karratain adalah dua kali. Ulama’ memahami kata karratain (dua kali), yakni sekali
untuk melihat keindahannya dan kali kedua untuk melihat keserasian dan

konsistensi peredarannya (Shihab, 2012). Kata (L:j»\;) diambil dari kata (L.») yang

awal mulanya kata ini digunakan untuk mendiamkan gonggongan anjing. Apabila
kata iniditujukan kepada manusia, maka ini mengandung makna penhinaan seperti

pada Q.S. Al-Mu’minun: 108 (Shihab, 2012).
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Artinya: “Tinggallah dengan hina di dalamnya, dan janganlah kamu berbicara
dengan Aku.” (Kemenag, 2022).

Ibn Abbas mengatakan (,m> »3) “Yakni sedang dia dalam kaeadaan tidak berdaya”,

sedangkan Mujahid, Qatadah, dan As-Suddi mengatakan “Al-hasir berart orang
yang berada dalam kelelahan”. Maksud dari Q.S. Al-Mulk: 4 adalah jika manusia
melihat secara berulang sebanyak mungkin, niscaya pandangannya akan kembali,
yakni tidak menemukan cacat atau kerusakan dan dalam keadaan tidak berdaya.
Ayat ini mengandung dua hal penting, yaitu adanya perintah untuk
melakukan pengamatan secara berulang dan teliti dan adanya jaminan bahwa
ciptaan Allah SWT benar-benar sempurna dan bebas dari cacat. Topik penelitian
ini juga memiliki keterkaitan dengan dua hal penting tersebut. Penulis melakukan
proses “pengulangan pandangan”, yakni dalam proses pembuktian Teorema 4.20
dan pembuktian berhasil dengan pernyataan bahwa Ruang Grand-Kuasi Lebesgue
bersifat lengkap. Sifat lengkap pada Ruang Grand-Kuasi Lebesgue berarti tidak
ditemukannya ‘“celah” dalam strukturnya, yaitu setiap deret yang
konvergen/berhingga pasti memiliki suatu limit yang berada di dalam ruang

tersebut.



BAB YV

PENUTUP

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil pembuktian Proposisi 4.18, Ruang Grand-Kuasi Lebesgue

adalah ruang kuasi norma dengan konstanta kuasi segitiga C = 2%_1. Kemudian
pada pembuktian Teorema 4.20, Ruang Grand-Kuasi Lebesgue merupakan ruang
kuasi-norma yang lengkap (kuasi-Banach).
5.2 Saran

Saran untuk penelitian selanjutnya, topik penelitian tentang Ruang Grand-
Kuasi Lebesgue ini masih banyak yang belum dibahas, sehingga topik ini dapat
dikembangkan lagi dengan sifat-sifat lain seperti keterbatasan operatr linier,

dualitas, dan lain-lain.
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