
APLIKASI BASIS GRÖBNER PADA PENYELESAIAN SISTEM 
KONGRUENSI ATAS RING POLINOMIAL MULTIVARIABEL 

DAN IMPLEMENTASI PADA SINGULAR-CAS 
HALAMAN JUDUL 

 
 
 

SKRIPSI 
 
 

 
 

 
OLEH 

MOHAMMAD ZAENAL FANANI 
NIM. 220601110091 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 

 
 

 
 

 

 

PROGRAM STUDI MATEMATIKA 
FAKULTAS SAINS DAN TEKNOLOGI 

UNIVERSITAS ISLAM NEGERI MAULANA MALIK IBRAHIM MALANG 
2026 



 
 

ii 
 

APLIKASI BASIS GRÖBNER PADA PENYELESAIAN SISTEM 
KONGRUENSI ATAS RING POLINOMIAL MULTIVARIABEL 

DAN IMPLEMENTASI PADA SINGULAR-CAS 
HALAMAN PENGAJUAN 

 
 
 

SKRIPSI 
 
 
 
 
 

Diajukan Kepada  
Fakultas Sains dan Teknologi  

Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang  
untuk Memenuhi Salah Satu Persyaratan dalam 
 Memperoleh Gelar Sarjana Matematika (S.Mat) 

 
 
 
 
 
 
 

Oleh 
Mohammad Zaenal Fanani 

NIM. 220601110091 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
 

 
 
 
 
 

PROGRAM STUDI MATEMATIKA 
FAKULTAS SAINS DAN TEKNOLOGI 

UNIVERSITAS ISLAM NEGERI MAULANA MALIK IBRAHIM MALANG 
2026 



https://v3.camscanner.com/user/download


https://v3.camscanner.com/user/download


https://v3.camscanner.com/user/download


 
 

vi 
 

MOTO 

“Alon-alon waton kelaton” 

 

“The mathematician does not study pure mathematics because it is useful; he 

studies it because he delights in it and he delights in it because it is beautiful” 

Henri Poincaré 

 

“I can illustrate the second approach with the same image of a nut to be opened. 

The first analogy that came to my mind is of immersing the nut in some softening 

liquid, and why not simply water? From time to time you rub so the liquid 

penetrates better, and otherwise you let time pass. The shell becomes more flexible 

through weeks and months—when the time is ripe, hand pressure is enough, the 

shell opens like a perfectly ripened avocado!” 

Alexander Grothendieck 
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ABSTRAK 

Fanani, Mohammad Zaenal. 2026. Aplikasi Basis Gröbner pada Penyelesaian  
Sistem Kongruensi atas Ring Polinomial Multivariabel dan Implementasi 
pada Singular-CAS. Skripsi. Program Studi Matematika, Fakultas Sains dan 
Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.  
Pembimbing (I) Dewi Ismiarti, M.Si., (II) Ari Kusumastuti, M.Si. 

 
Kata Kunci: basis Gröbner, kongruensi, ring polinomial multivariabel, Singular-
CAS,sistem kongruensi atas ring polinomial multivariabel. 
 
Diberikan ring polinomial multivariabel 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] dengan 𝑘 adalah suatu lapangan dan 
𝑛 adalah bilangan bulat positif. Basis Gröbner bagi ideal 𝐼 ⊆ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] adalah suatu 
himpunan pembangun bagi 𝐼 yang memiliki sifat penting dalam pembagian polinomial, yaitu 
sisa pembagian polinomial oleh basis Gröbner bersifat tunggal. Konsep basis Gröbner dapat 
digunakan untuk menyelesaikan sistem persamaan polinomial pada 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡]. 
Misalkan 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡]. Polinomial 𝑓 dikatakan kongruen 𝑔 modulo 𝐼 jika 𝑓 − 𝑔 ∈
𝐼. Diberikan sistem kongruensi atas 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡], yakni kumpulan kongruensi polinomial 
modulo ideal yang simultan. Masing-masing kongruensi pada sistem kongruensi tersebut 
dapat diubah menjadi persamaan polinomial, sehingga terbentuk sistem persamaan 
polinomial. Oleh karena itu, tujuan dari penelitian ini adalah mengkaji cara menyelesaikan 
sistem kongruensi atas 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] dengan basis Gröbner. Kemudian metode dari 
penyelesaian sistem kongruensi atas 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] dengan basis Gröbner 
diimplementasikan pada Singular-CAS. Berdasarkan hasil dan pembahasan, untuk 
menyelesaikan sistem kongruensi atas 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡], pertama bentuk ideal 𝐽 dan 
polinomial 𝑔 yang bersesuaian dengan sistem kongruensi. Kemudian cari basis Gröbner 𝐺 
bagi ideal 𝐽 dengan menetapkan terlebih dahulu order eliminasi. Setelah itu cari sisa 
pembagian dari 𝑔 oleh 𝐺. Sisa pembagian ini menentukan eksistensi dari solusi bagi sistem 
kongruensi yang diberikan. Langkah penyelesaian ini kemudian diimplementasikan dalam 
bentuk dua prosedur yang berbeda pada Singular-CAS. Kesimpulan pada penelitian ini 
adalah diperoleh metode penyelesian sistem kongruensi atas 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] dengan basis 
Gröbner dan metode penyelesaian tersebut berhasil diimplementasikan pada Singular-CAS 
dalam bentuk dua prosedur.   



 
 

xiv 
 

ABSTRACT 

Fanani, Mohammad Zaenal. 2026. Application of Gröbner Bases for Solving System of 
Congruence over Multivariable Polynomial Rings and Singular-CAS 
Implementation. Undergraduate Thesis. Mathematics Study Program, Faculty of 
Science and Technology, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim 
Malang.  
Advisors: (I) Dewi Ismiarti, M.Si., (II) Ari Kusumastuti, M.Si. 

 
Keywords: congruence, Gröbner bases, multivariable polynomial rings, Singular-CAS, 
system of congruence over multivariable polynomial rings. 
 
Given a multivariable polynomial ring 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] where 𝑘 is a field and 𝑛 is a positive 
integer. A Gröbner basis for an ideal  𝐼 ⊆ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] is a generating set for 𝐼 that has 
an important property in polynomial division, namely that the remainder of a polynomial 
division by a Gröbner basis is unique. The concept of Gröbner bases can be used to solve 
systems of polynomial equations in 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡]. Let 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡]. The 
polynomial 𝑓 is said to be congruent to 𝑔 modulo 𝐼 if 𝑓 − 𝑔 ∈ 𝐼. Given a system of 
congruence equations over 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡], that is a collection of simultaneous polynomial 
congruences modulo an ideal. each congruence in the congruence system can be transformed 
into a polynomial equation, thus forming a system of polynomial equations. Therefore, the 
purpose of this research is to examine how to solve systems of congruence equations over 
𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] using Gröbner bases. Then, the method for solving systems of congruence 
equations over 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] using Gröbner bases is implemented in Singular-CAS.  Based 
on the results and discussion, to solve a system of congruence equations over 
𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡], first form an ideal 𝐽 and a polynomial 𝑔 corresponding to the congruence 
system. Then, compute the Gröbner basis 𝐺 for 𝐽 by first determining the elimination order. 
After that, find the remainder of the division of 𝑔 by 𝐺. The remainder of the division process 
determines the existence of a solution for the given congruence system. These methods then 
implemented in the form of two different procedures in Singular-CAS.  
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 مستخلص البحث 
تطبيق قواعد جروبنر في حل أنظمة معادلات التطابق على حلقات كثيرات الحدود متعددة  .٢٠٢٦فناني، محمد زين. ال

قسم الرʮضيات، كلية العلوم والتكنولوجيا،  .البحث الجامعي .Singular-CAS وتطبيقه في برʭمجالمتغيرات  
 .جامعة مولاʭ مالك إبراهيم الإسلامية الحكومية مالانج

  .في العلومماجستير ) آري كوسوماستوتي، II، (في العلوم ) ديوي إسميارتي، ماجستير Iالمشرفان: (
 

قاعدة جروبنر، التطابق، حلقات كثيرات الحدود متعددة المتغيرات، نظام معادلات التطابق على حلقات  :الاساسيةالكلمات  
 Singular-CASكثيرات الحدود متعددة المتغيرات، 

 
,𝑘[𝑥ଵبفرض وجود حلقة كثيرة حدود متعددة المتغيرات   𝑥ଶ, … , 𝑥௡]   حيث𝑘   يمثل حقلاً و𝑛 قاعدة  .عدد صحيح موجب

𝐼جروبنر للمثالي  ⊆ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡]  هي مجموعة مولدة لـ 𝐼 تمتلك خاصية مهمة في قسمة كثيرات الحدود، وهي أن
يمكن استخدام مفهوم قواعد جروبنر لحل أنظمة معادلات كثيرات  .جروبنر يكون وحيدًاʪقي قسمة كثيرة الحدود على قاعدة 

,𝑘[𝑥ଵالحدود في   𝑥ଶ, … , 𝑥௡].   نظام معادلات التطابق على𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡]  هو مجموعة من تطابقات كثيرات الحدود
,𝑓بينما ʪلنسبة لكثيرتي الحدود  .المتزامنة بمقياس مثالي 𝑔 ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] يقُال إن كثيرة الحدود ،𝑓  تطابق 𝑔 بمقياس

𝐼  إذا كان𝑓 − 𝑔 ∈ 𝐼.  إذا أعُطي نظام من معادلات التطابق على𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] يمكن تحويل كل تطابق في هذا ،
لذلك، هدف هذا البحث إلى دراسة كيفية حل  .النظام إلى معادلة كثيرة حدود، مما يشكل نظامًا من معادلات كثيرات الحدود

,𝑘[𝑥ଵ أنظمة معادلات التطابق على   𝑥ଶ, … , 𝑥௡] ستخدام قواعد جروبنرʪ.  بعد ذلك، تم تطبيق طريقة حل أنظمة معادلات
,𝑘[𝑥ଵالتطابق على  𝑥ଶ, … , 𝑥௡] مجʭستخدام قواعد جروبنر في برʪ . Singular-CAS  بناءً على النتائج والمناقشة، لحل

,𝑘[𝑥ଵنظام معادلات التطابق على  𝑥ଶ, … , 𝑥௡] كوّن أولاً المثالي ،𝐽   وكثيرة الحدود 𝑔ثم أوجد  .المتوافقة مع نظام التطابق
القسمة هذا يحدد ʪقي  .𝐺على  𝑔بعد ذلك، أوجد ʪقي قسمة  .بتحديد ترتيب الحذف أولاً   𝐽للمثالي  𝐺قاعدة جروبنر 

 .Singular-CASخطوات الحل هذه في شكل إجراءين مختلفين في برʭمج تثمُ طبق .وجود حل لنظام التطابق المعطى
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BAB I 

PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Aljabar komputer adalah salah satu cabang pada matematika yang membahas 

tentang pengembangan algoritma dan software computer untuk memanipulasi 

ekspresi dan objek matematika. Hal ini juga termasuk komputasi untuk 

mendapatkan solusi eksak dari sistem persamaan polinomial. Meskipun solusi 

numerik lebih sering digunakan untuk menyelesaikan sistem persamaan yang 

muncul di berbagai bidang sains karena efisiensi dari komputasi, solusi eksak dapat 

memberikan informasi yang lebih menarik tentang sistem persamaan polinomial 

daripada solusi numerik (Gathen & Gerhard, 2003). 

Salah satu topik yang dibahas pada aljabar komputer adalah basis Gröbner. 

Basis Gröbner merupakan himpunan pembangun dengan sifat tertentu bagi suatu 

ideal 𝐼 pada ring komutatif 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] di mana 𝑘 adalah lapangan. Sifat khusus 

ini adalah setiap suku utama dari polinomial pada 𝐼 dapat dibagi oleh suatu suku 

utama dari anggota basis Gröbner. Basis Gröbner diperkenalkan oleh Bruno 

Buchberger pada tahun 1965 untuk mencari solusi dari sistem persamaan 

polinomial. Buchberger juga memperkenalkan algoritma untuk mengkomputasikan 

basis Gröbner, yang kemudian disebut sebagai algoritma Buchberger (Buchberger, 

2006). Sejak saat itu, kajian tentang basis Gröbner dan aplikasinya terus 

berkembang hingga saat ini.  

Basis Gröbner dapat diaplikasikan pada bidang-bidang matematika yang lain. 

Salah satu yang mendasar adalah mencari himpunan solusi dari sistem persamaan 

polinomial. Basis Gröbner juga dapat diaplikasikan pada bidang  teori graf terkait 
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masalah pewarnaan, pada teori modul terkait masalah keanggotan modul, pada riset 

operasi terkait integer programming, dan masih banyak lagi (Adams & Loustaunau, 

1996). Di luar matematika, basis Gröbner dapat diaplikasikan ke bidang robotik 

terkait permasalahan kinematik (Cox, Little, & O’Shea, 2015) dan bidang 

pemrosesan sinyal dan gambar terkait wavelet  (Lin, Xu, & Wu, 2004). 

Salah satu konsep yang mendasar pada teori bilangan adalah kongruensi. 

Misalkan 𝑎, 𝑏, dan 𝑚 adalah bilangan bulat dengan 𝑚 bilangan bulat positif. 

Bilanganbulat 𝑎 dikatakan kongruen 𝑏 modulo 𝑚 jika 𝑚 membagi 𝑎-𝑏. Dari 

beberapa kongruensi dapat dibentuk sebuah sistem kongruensi. Salah satu cara 

untuk menyelesaikan sistem kongruensi adalah dengan mengubah setiap 

kongruensi menjadi sebuah persamaan, atau yang biasa disebut sebagai persamaan 

diophantine (Rosen, 2005).  

Konsep kongruensi ini kemudian didefinisikan pada ring polinomial 

multivariabel. Misalkan 𝑓, 𝑔 adalah polinomial pada 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] dan 𝐼 adalah 

ideal pada 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡]. Polinomial 𝑓 dikatakan kongruen 𝑔 modulo 𝐼 jika 𝑓 −

𝑔 ∈ 𝐼. Dari beberapa kongruensi dapat dibentuk sistem kongruensi atas ring 

polinomial multivariabel. Setiap kongruensi pada sistem tersebut dapat diubah 

menjadi persamaan polinomial, kemudian akan membentuk sistem persamaan 

polinomial. Penelitian kali ini bertujuan untuk mengetahui kapan suatu sistem 

kongruensi memiliki solusi dengan menggunakan basis Gröbner. Jika ya, akan 

dikaji bagaimana himpunan solusi dari sistem kongruensi tersebut (Adams & 

Loustaunau, 1996).  

Aljabar komputer dalam hal ini dapat dipandang sebagai cabang matematika 

yang memberikan pedoman untuk menyelesaikan berbagai macam permasalahan 
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yang ada di cabang matematika yang lain, salah satunya adalah pedoman untuk 

menyelesaikan sistem kongruensi atas ring polinomial multivariabel. Alat utama 

yang dipakai adalah basis Gröbner. Dalam perspektif Islam, seorang muslim harus 

menempatkan Al-Qur’an sebagai pedoman bagi kehidupan manusia, sebagaimana 

tertuang dalam Surat Al-Jatsiyah ayat 20  

رُ  هٰذَا ɋ۝ يُّـوْقِنـُوْنَ  لقَِّوْمٍ  وَّرَحمَْةٌ  وَهُدًى  للِنَّاسِ  بَصَاۤىɘɖ  

“Ini (Al-Qur’an) adalah pedoman bagi manusia, petunjuk, dan rahmat bagi kaum 
yang meyakini(-nya).” 
 
Berdasarkan tafsir Al-Muyassar dari Kementerian Agama Saudi Arabia, berikut ini 

tafsir dari ayat tersebut. Al-Quran yang Kami turunkan kepadamu ini (wahai Rasul) 

adalah penerang, dengannya manusia melihat antara yang haq dengan yang bathil, 

dengannya mereka mengetahui jalan yang lurus, petunjuk dan rahmat bagi kaum 

yang meyakini kebenaran sejatinya dan bahwa ia diturunkan dari Allah yang Maha 

perkasa lagi Maha bijaksana.  

Salah satu yang ditekankan dari tafsir tersebut adalah Al-Qur’an merupakan 

pedoman bagi umat manusia untuk melihat secara gamblang perbedaan dari haq 

dan bathil. Melalui paradigma integrasi ini, metode penyelesaian sistem kongruensi 

atas ring polinomial multivariabel dengan basis Gröbner dapat dipandang sebagai 

representasi rasional dari ikhtiar manusia dalam mencipatkan pedoman untuk 

menyingkirkan ambiguitas matematika sehingga solusi sistem kongruensi yang 

valid didapatkan.  

Bersamaan dengan berkembangnya teori basis Gröbner, dikembangkan juga 

software untuk melakukan komputasi basis Gröbner, seperti CoCoA, Macaulay, 

dan Singular. Software semacam ini disebut sebagai Computer Algebra System 

(CAS). Khususnya Singular, salah satu dari CAS dirancang untuk komputasi dalam 



4 
 
 

 
 

aljabar komutatif, geometri aljabar, dan teori singularitas. Sistem ini terutama 

digunakan untuk perhitungan yang melibatkan polinomial multivariabel, ideal, 

modul, dan varietas aljabar. Singular sangat efisien dalam menghitung basis 

Gröbner, yang merupakan fondasi untuk banyak algoritma dalam aljabar komutatif 

dan geometri aljabar komputasional (Greuel & Pfister, 2007). Oleh karena itu pada 

penelitian ini, akan dibuat prosedur untuk menyelesaikan sistem kongruensi atas 

ring polinomial multivariabel menggunakan Singular-CAS. 

 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang di atas, rumusan masalah penelitian kali ini adalah 

sebagai berikut: 

1. Bagaimana penyelesaian sistem kongruensi atas ring polinomial multivariabel 

dengan basis Gröbner? 

2. Bagaimana implementasi dari metode penyelesaian sistem kongruensi atas 

ring polinomial multivariabel dengan basis Gröbner pada Singular-CAS? 

 

1.3 Tujuan Penelitian  

Berdasarkan latar belakang di atas, rumusan masalah penelitian kali ini adalah 

sebagai berikut: 

1. Untuk mengetahui penyelesaian sistem kongruensi atas ring polinomial 

multivariabel dengan basis Gröbner. 

2. Untuk mengimplementasikan metode penyelesaian sistem kongruensi atas ring 

polinomial multivariabel dengan basis Gröbner pada Singular-CAS. 
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1.4 Manfaat Penelitian 

Penelitian ini diharapkan memberikan manfaat sebagai berikut: 

1. Bagi penulis yaitu dapat mengetahui proses penyelesaian sistem kongruensi 

atas ring polinomial multivariabel dengan basis Gröbner dan implementasinya 

pada Singular-CAS. 

2. Bagi peneliti selanjutnya yaitu dapat dijadikan rujukan penelitian bidang 

Matematika khususnya mengenai topik yang berhubungan dengan aljabar 

komputer dan aplikasinya. 

 

1.5 Batasan Masalah 

Adapun batasan masalah pada penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Ring polinomial yang dikaji adalah ring polinomial multivariabel atau ring 

polinomial dalam 𝑛 variabel dengan koefisiennya merupakan suatu lapangan 

𝑘, dengan 𝑛 adalah sebarang bilangan bulat positif. Ring polinomial 

multivariabel ini dapat ditulis sebagai ring komutatif 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡].  

2. Basis Gröbner yang dikaji adalah basis Gröbner bagi sebarang ideal 𝐼 dari 

𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡]. 

3. Kongruensi yang dikaji adalah kongruensi dari sebarang polinomial 𝑓 modulo 

polinomial 𝑔 ideal 𝐼 pada 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡], yang dinotasikan sebagai 𝑓 ≡

𝑔 (mod 𝐼). Sistem kongruensi adalah kumpulan beberapa kongruensi, dalam 

bentuk 𝑓 ≡ 𝑓௜ (mod 𝐼௜) beserta himpunan solusinya untuk 𝑖 = 1,2, … , 𝑚 

dengan 𝑓, 𝑓௜ merupakan polinomial dan 𝐼௜ merupakan ideal pada 

𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡].  
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4. Solusi dari sistem kongruensi atas ring 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] adalah kumpulan  

polinomial yang memenuhi sistem kongruensi tersebut. 

5. Penyelesaian sistem kongruensi pada penelitian ini adalah metode mencari 

solusi dari sistem konguensi atas ring 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡].  

6. Software Singular-CAS digunakan untuk membuat prosedur penyelesaian 

sistem kongruensi atas ring 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] dengan bantuan komputer.
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BAB II 

KAJIAN TEORI 

2.1 Ring 

Pada penelitian ini, sistem kongruensi dinyatakan dalam bahasa ring. Sehingga 

dibutuhkan definisi dasar ring.  

Definisi 2.1.1 Misalkan 𝑅 adalah himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan dua 

operasi biner, penjumlahan dan perkalian. Himpunan 𝑅 disebut sebagai ring jika 

untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 berlaku 

1. Penjumlahan pada 𝑅 bersifat asosiatif, yaitu (𝑎 + 𝑏) + 𝑐 = 𝑎 + (𝑏 + 𝑐). 

2. Himpunan 𝑅 memiliki identitas penjumlahan, yaitu terdapat 0 ∈ 𝑅 sehingga 

𝑎 + 0 = 0 + 𝑎 = 𝑎. 

3. Setiap anggota 𝑅 memiliki invers terhadap penjumlahan, yaitu untuk setiap 

𝑎 ∈ 𝑅, terdapat −𝑎 ∈ 𝑅 sehingga 𝑎 + (−𝑎) = 0. 

4. Penjumlahan pada 𝑅 bersifat komutatif, yaitu 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎. 

5. Perkalian pada 𝑅 bersifat asosiatif, yaitu 𝑎(𝑏𝑐) = (𝑎𝑏)𝑐. 

6. Penjumlahan dan perkalian pada 𝑅 memenuhi sifat distributif, yaitu  

𝑎(𝑏 + 𝑐) = 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐 dan (𝑎 + 𝑏)𝑐 = 𝑎𝑐 + 𝑏𝑐. 

Kemudian pada ring 𝑅, didefinisikan 𝑎 − 𝑏 sebagai 𝑎 + (−𝑏) untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈

𝑅, di mana −𝑏 adalah invers dari 𝑏 terhadap penjumlahan. Lebih lanjut jika untuk 

setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 maka 𝑅 disebut ring komutatif. Jika 𝑅 memiliki identitas 

perkalian, yang dinotasikan sebagai 1, maka 𝑅 disebut ring dengan kesatuan. Ring 

𝑅 yang memenuhi keduanya disebut sebagai ring komutatif dengan kesatuan. Pada 

ring dengan kesatuan, suatu 𝑟 ≠ 0 dikatakan unit jika terdapat 𝑟ିଵ ∈ 𝑅 sedemikian 

sehingga 𝑟𝑟ିଵ = 1. Jika setiap elemen tak nol dari ring komutatif dengan kesatuan 
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merupakan unit, maka 𝑅 disebut sebagai lapangan. Lapangan dalam pembahasan 

kali ini dinotasikan sebagai 𝑘 (Gallian, 2013).  

Contoh 2.1.2 Berikut ini beberapa contoh dari ring. 

1. Himpunan ℤ, ℚ, ℝ, dan ℂ semuanya merupakan ring. Himpunan ℚ, ℝ, dan ℂ 

merupakan lapangan tetapi ℤ bukan lapangan, karena 2 ∈ ℤ bukan merupakan 

unit. 

2. Himpunan bilangan bulat modulo 𝑛, dinotasikan sebagai ℤ௡, merupakan  

ring. 

3. Himpunan polinomial dalam satu variabel 𝑥 dengan koefisiennya berada di 

lapangan 𝑘, yang dinotasikan sebagai 𝑘[𝑥], merupakan ring. 

Definisi 2.1.3 Subhimpunan 𝑆 dari ring 𝑅, dikatakan sebagai subring dari 𝑅 jika 𝑆 

juga merupakan ring dengan operasi yang sama seperti pada 𝑅 (Gallian, 2013). 

Berikut adalah teorema yang dapat digunakan untuk menentukan apakah 

suatu subhimpunan dari 𝑅 merupakan subring dari 𝑅. 

Teorema 2.1.4 Subhimpunan tak kosong 𝑆 dari ring 𝑅 merupakan subring dari 𝑅 

jika untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆 berlaku 

1. 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝑆; 

2. 𝑎𝑏 ∈ 𝑆 

(Gallian, 2013). 

 

2.1.1 Ideal 

Pada teori ring, terdapat satu jenis subring yang memiliki sifat khusus. Sifat 

khusus ini yang memegang peran penting dalam penelitian mengenai sistem 

persamaan kongruensi.  
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Definisi 2.1.1.1 Misakan 𝐼 adalah subring dari ring 𝑅. Subring 𝐼 merupakan ideal 

pada 𝑅 jika untuk setiap 𝑟 ∈ 𝑅 dan 𝑠 ∈ 𝐼, 𝑟𝑠 ∈ 𝐼 dan 𝑠𝑟 ∈ 𝐼. Jika untuk setiap 

anggota dari ideal 𝐼 dapat dinyatakan sebagai kombinasi linier dari 𝑎ଵ, 𝑎ଶ, … , 𝑎௦ ∈

𝑅, yaitu untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐼 terdapat 𝑟ଵ, 𝑟ଶ, … , 𝑟௦ ∈ 𝑅 sehingga  

𝑎 = 𝑟ଵ𝑎ଵ + 𝑟ଶ𝑎ଶ + ⋯ + 𝑟௦𝑎௦, 

maka 𝐼 dikatakan dibangun secara hingga oleh 𝑎ଵ, 𝑎ଶ, … , 𝑎௦. Ideal ini 

dilambangkan sebagai 𝐼 = 〈𝑎ଵ, 𝑎ଶ, … , 𝑎௦⟩ = {∑ 𝑟௜𝑎௥
௦
௜ୀଵ |𝑟 ∈ 𝑅} (Gallian, 2013). 

Contoh 2.1.1.2 Berikut ini adalah beberapa contoh dari ideal. 

1. Misalkan ℤ adalah ring. Himpunan bilangan genap dari ℤ adalah ideal pada 

ℤ.  

2. Misalkan 𝑆 adalah himpunan bilangan ganjil dari ℤ. Himpunan 𝑆 bukan 

merupakana ideal, karena 3 ∈ 𝑆 dan 2 ∈ ℤ, tetapi 3 ∙ 2 = 6 ∉ 𝑆.   

Berikut adalah teorema yang dapat digunakan untuk menentukan apakah 

suatu subhimpunan dari 𝑅 merupakan ideal pada 𝑅. 

Teorema 2.1.1.3 Misalkan 𝐼 adalah subhimpunan dari ring 𝑅. Subhimpunan 𝐼 

merupakan ideal pada 𝑅 jika untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 dan 𝑟 ∈ 𝑅 berlaku 

1. 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝐼; 

2. 𝑟𝑎 ∈ 𝐼 dan 𝑎𝑟 ∈ 𝐼. 

(Gallian, 2013). 

Pada penelitian ini, terdapat dua objek yang berkaitan dengan ideal yang akan 

digunakan pada pembahasan.  

Definisi 2.1.1.4 Misalkan 𝑅 adalah ring, 𝐼 adalah ideal pada 𝑅, dan 𝑟 ∈ 𝑅. 

Didefinisikan koset dari 𝐼 sebagai 

𝑟 + 𝐼 = {𝑟 + 𝑎|𝑎 ∈ 𝐼} 
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(Gallian, 2013). 

Definisi 2.1.1.5 Misalkan 𝑅 adalah ring, 𝐼 adalah ideal pada 𝑅, dan 𝑟 ∈ 𝑅. 

Didefinisikan 𝑟𝐼 sebagai 

𝑟𝐼 = {𝑟𝑎|𝑎 ∈ 𝐼} 

(Gallian, 2013). 

Teorema 2.1.1.6 Misalkan 𝑅 adalah ring, 𝐼 adalah ideal pada 𝑅. Untuk setiap 𝑟 ∈

𝑅, 𝑟𝐼 adalah ideal pada 𝑅. Lebih lanjut jika  𝐼 = 〈𝑎ଵ, 𝑎ଶ, … , 𝑎௦⟩ di mana 

𝑎ଵ, 𝑎ଶ, … , 𝑎௦ ∈ 𝑅, maka 𝑟𝐼 = 〈𝑟𝑎ଵ, 𝑟𝑎ଶ, … , 𝑟𝑎௦⟩ (Gallian, 2013). 

 

2.1.2 Ring Polinomial Multivariabel, Order Suku, dan Algoritma 

Pembagian 

Sistem kongruensi terdefinisi pada polinomial multivariabel. Oleh karena 

itu dibutuhkan definisi dari ring polinomial multivariabel. Sebelum itu ada satu 

definisi yang dibutuhkan. 

Definisi 2.1.2.1 Misalkan 𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡ adalah variabel. Hasil kali perpangkatan 

pada 𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡ adalah ekspresi dalam bentuk 

𝑥ଵ
஑భ𝑥ଶ

ఈమ … 𝑥௡
ఈ೙ 

dengan 𝛼௜ ∈ ℤஹ଴, untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. Himpunan hasil kali perpangkatan pada 

𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡, yang dilambangkan sebagai 𝕋௡, didefinisikan sebagai 

𝕋௡ = ൛𝑥ଵ
஑భ𝑥ଶ

ఈమ … 𝑥௡
ఈ೙ ห𝛼௜ ∈ ℤஹ଴, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛ൟ. 

Hasil kali perpangkatan 𝑥ଵ
஑భ𝑥ଶ

ఈమ … 𝑥௡
ఈ೙ juga dapat ditulis dalam bentuk 𝒙𝜶 dengan 

𝜶 = (𝛼ଵ, 𝛼ଶ, … , 𝛼௡) ∈ ℤஹ଴
௡ . Sedangkan untuk lapangan 𝑘, ekspresi dalam bentuk 

𝑎𝑥ଵ
஑భ𝑥ଶ

ఈమ … 𝑥௡
ఈ೙ di mana 𝑎 ∈ 𝑘 disebut sebagai suku (term) (Adams & 

Loustaunau, 1996). 
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Definisi 2.1.2.2 Misalkan 𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡ adalah variabel dan 𝕋௡ adalah hasil kali 

perpangkatan pada 𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡.  

1. Polinomial 𝑓 dalam 𝑛 variabel atau polinomial multivariabel dengan 

koefisiennya berada di lapangan 𝑘  adalah jumlahan berhingga dari suku-

suku dalam bentuk 𝑎ఈ𝑥ଵ
஑భ𝑥ଶ

ఈమ … 𝑥௡
ఈ೙, yaitu 

𝑓 = ෍ 𝑎ఈ𝒙𝜶

𝜶

= ෍ 𝑎ఈభఈమ…ఈ೙𝑥ଵ
஑భ𝑥ଶ

ఈమ … 𝑥௡
ఈ೙

ୠୣ୰୦୧୬୥୥ୟ

𝜶∈ℤಱబ
೙

. 

2. Himpunan semua polinomial dalam 𝑛 variabel dengan koefisiennya 

berada di lapangan 𝑘 berbentuk 

ቐ ෍ 𝑎ఈభఈమ…ఈ೙𝑥ଵ
஑భ𝑥ଶ

ఈమ … 𝑥௡
ఈ೙

ୠୣ୰୦୧୬୥୥ୟ

𝜶∈ℤಱబ
೙

|𝑎ఈభఈమ…ఈ೙ ∈ 𝑘, 𝛼௜ ∈ ℤஹ଴, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛ቑ. 

3. Misalkan  𝑓 = ∑ 𝑎ఈ𝒙𝜶
𝜶  dan 𝑔 = ∑ 𝑏ఉ𝒙𝜷

𝜷  adalah polinomial dalam 𝑛 

variabel. Didefinisikan penjumlahan sebagai  

𝑓 + 𝑔 = ෍ 𝑎ఈ𝒙𝜶

𝜶

+ ෍ 𝑏ఉ𝒙𝜷

𝜷

= ෍൫𝑎ఊ + 𝑏ఊ൯𝒙𝜸

𝜸

 

dengan  

𝑎ఊ = ൜𝑎ఈ, 𝒙𝜸 = 𝒙𝜶

0, 𝒙𝜸 ≠ 𝒙𝜶 

𝑏ఊ = ቊ𝑏ఉ, 𝒙𝜸 = 𝒙𝜷

0, 𝒙𝜸 ≠ 𝒙𝜷 

Didefinisikan perkalian pada polinomial dalam 𝑛 variabel sebagai 

𝑓𝑔 = ෍ 𝑎ఈ𝒙𝜶

𝜶

෍ 𝑏ఉ𝒙𝜷

𝜷

= ෍ ቌ ෍ ൫𝑎ఈ𝑏ఉ൯𝒙𝜸

𝜶ା𝜷ୀ𝜸

ቍ
𝜸

 

(Greuel & Pfister, 2007).  
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Teorema 2.1.2.3 Himpunan polinomial dalam 𝑛 variabel yang dilengkapi dengan 

dua operasi yang didefinisikan pada Definisi 2.1.2.2. merupakan ring komutatif 

dengan kesatuan. Ring ini dilambangkan sebagai 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡].  

Bukti. Misalkan 𝑓, 𝑔, ℎ ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] dengan 𝑓 = ∑ 𝑎ఈ𝒙𝜶
𝜶 ,𝑔 = ∑ 𝑏ఉ𝒙𝜷

𝜷 , 

dan ℎ = ∑ 𝑐ఊ𝒙𝜸
𝜸  di mana 𝑎ఈ, 𝑏ఉ, 𝑐ఊ ∈ 𝑘 dan 𝒙𝜶, 𝒙𝜷, 𝒙𝜸 hasil perpangkatan pada 

𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡.  

1. Penjumlahan pada 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] bersifat asosiatif. Perhatikan bahwa 

(𝑓 + 𝑔) + ℎ = ෍(𝑎ఋ + 𝑏ఋ)𝒙𝜹

𝜹

+ ෍ 𝑐ఊ𝒙𝜸

𝜸

 

= ෍(𝑎ఋ + 𝑏ఋ + 𝑐ఋ)𝒙𝜹

𝜹

 

= ෍ 𝑎ఈ𝒙𝜶

𝜶

+ ෍(𝑏ఋ + 𝑐ఋ)𝒙𝜹

𝜹

 

= 𝑓 + (𝑔 + ℎ). 

2. Terdapat 0 ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] sebagai identitas penjumlahan pada 

𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡]. 

3. Invers dari 𝑓 terhadap penjumlahan adalah −𝑓 = ∑ −𝑎ఈ𝒙𝜶
𝜶 . 

4. Penjumlahan pada 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] bersifat komutatif. Perhatikan bahwa 

𝑓 + 𝑔 = ෍(𝑎ఋ + 𝑏ఋ)𝒙𝜹

𝜹

= ෍(𝑏ఋ + 𝑎ఋ)𝒙𝜹

𝜹

= 𝑔 + ℎ. 

5. Perkalian pada 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] bersifat asosiatif. Perhatikan bahwa 

(𝑓𝑔)ℎ = ෍ ቌ ෍ ൫𝑎ఈ𝑏ఉ൯𝒙𝜹

𝜶ା𝜷ୀ𝜹

ቍ
𝜹

෍ 𝑐ఊ𝒙𝜸

𝜸

 

= ෍ ቌ ෍ ൫𝑎ఈ𝑏ఉ𝑐ఊ൯𝒙𝝐

𝜶ା𝜷ା𝜸ୀ𝝐

ቍ
𝝐
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= ෍ 𝑎ఈ𝒙𝜶

𝜶

෍ ቌ ෍ ൫𝑏ఉ𝑐ఊ൯𝒙𝜹

𝜷ା𝜸ୀ𝜹

ቍ
𝜹

 

= 𝑓(𝑔ℎ). 

6. Penjumlahan dan perkalian pada 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] bersifat distributif. 

Perhatikan bahwa 

𝑓(𝑔 + ℎ) = ෍ 𝑎ఈ𝒙𝜶

𝜶

෍(𝑏ఋ + 𝑐ఋ)𝒙𝜹

𝜹

 

= ෍ ൭ ෍ ൫𝑎ఈ(𝑏ఋ + 𝑐ఋ)൯𝒙𝝐

𝜶ା𝜹ୀ𝝐

൱
𝝐

 

= ෍ ൭ ෍ (𝑎ఈ𝑏ఋ + 𝑎ఈ𝑐ఋ)𝒙𝝐

𝜶ା𝜹ୀ𝝐

൱
𝝐

 

= ෍ ൭ ෍ 𝑎ఈ𝑏ఋ𝒙𝝐

𝜶ା𝜹ୀ𝝐

൱ + ෍ ൭ ෍ 𝑎ఈ𝑐ఋ𝒙𝝐

𝜶ା𝜹ୀ𝝐

൱
𝝐𝝐

 

= 𝑓𝑔 + 𝑔ℎ 

(𝑓 + 𝑔)ℎ = ෍(𝑎ఋ + 𝑏ఋ)𝒙𝜹

𝜹

෍ 𝑐ఊ𝒙𝜸

𝜸

 

= ෍ ൭ ෍ ቀ(𝑎ఋ + 𝑏ఋ)𝑐ఊቁ 𝒙𝝐

𝜶ା𝜹ୀ𝝐

൱
𝝐

 

= ෍ ൭ ෍ (𝑎ఈ𝑏ఋ + 𝑎ఈ𝑐ఋ)𝒙𝝐

𝜶ା𝜹ୀ𝝐

൱
𝝐

 

= ෍ ൭ ෍ 𝑎ఈ𝑏ఋ𝒙𝝐

𝜶ା𝜹ୀ𝝐

൱ + ෍ ൭ ෍ 𝑎ఈ𝑐ఋ𝒙𝝐

𝜶ା𝜹ୀ𝝐

൱
𝝐𝝐

 

= 𝑓𝑔 + 𝑔ℎ. 

7. Terdapat 1 ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] sebagai identitas perkalian pada 

𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡]. 
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8. Perkalian pada 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] bersifat komutatif. Perhatikan bahwa 

𝑓𝑔 = ෍ ቌ ෍ ൫𝑎ఈ𝑏ఉ൯𝒙𝜹

𝜶ା𝜷ୀ𝜹

ቍ
𝜹

= ෍ ቌ ෍ ൫𝑏ఉ𝑎ఈ൯𝒙𝜹

𝜷ା𝜶ୀ𝜹

ቍ
𝜹

= 𝑔𝑓. 

Jadi, 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] merupaka ring komutatif dengan kesatuan.  

 

Pembagian pada polinomial multivariabel sedikit berbeda dengan 

pembagian polinomial satu variabel. Perbedaan ini terletak pada aturan 

pengurutan suku polinomial sebelum melakukan proses pembagian. Hal ini 

dilakukan agar proses pembagian dapat berhenti dan menghasilkan hasil bagi 

beserta sisa bagi. Pada polinomial satu variabel, pengurutan dari suku pada 

polinomial dapat dilakukan dengan melihat perpangkatan terbesar. Pada 

polinomial multivariabel, terdapat beberapa aturan untuk pengurutan dari suku 

pada polinomial. Aturan pengurutan ini disebut sebagai order suku.  

Definisi 2.1.2.4 Suatu order suku < pada 𝕋௡ disebut orde total jika memenuhi 

kondisi berikut: 

1. 1 < 𝒙𝜷 , untuk setiap 𝒙𝜷 ∈ 𝕋௡ dan 𝒙𝜷 ≠ 1; 

2. Jika 𝒙𝜶 < 𝒙𝜷, maka 𝒙𝜶𝒙𝜸 < 𝒙𝜷𝒙𝜸, untuk setiap 𝒙𝜸 ∈ 𝕋௡ 

(Adams & Loustaunau, 1996). 

Pada 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] terdapat berbagai macam orde suku yang dapat digunakan 

untuk melakukan komputasi pembagian. Berikut ini adalah tiga diantaranya yang 

akan digunakan pada penelitian ini.  

Definisi 2.1.2.5 Misalkan 𝒙𝜶, 𝒙𝜷 ∈ 𝕋௡ dengan 𝜶 = (𝛼ଵ, 𝛼ଶ, … , 𝛼௡) dan 𝜷 =

(𝛽ଵ, 𝛽ଶ, … , 𝛽௡). Didefinisikan order leksikografis pada 𝕋௡ dengan 𝑥ଵ > 𝑥ଶ >

⋯ > 𝑥௡ sebagai 
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𝒙𝜶 < 𝒙𝜷 ⟺
𝛼௜ < 𝛽௜ untuk suatu 𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛} dan
𝛼௝ = 𝛽௝ untuk setiap 𝑗 < 𝑖  

(Adams & Loustaunau, 1996). 

Definisi 2.1.2.6 Misalkan 𝒙𝜶, 𝒙𝜷 ∈ 𝕋௡ dengan 𝜶 = (𝛼ଵ, 𝛼ଶ, … , 𝛼௡) dan 𝜷 =

(𝛽ଵ, 𝛽ଶ, … , 𝛽௡). Didefinisikan order leksikografis derajat pada 𝕋௡ dengan 𝑥ଵ >

𝑥ଶ > ⋯ > 𝑥௡ sebagai 

𝒙^𝜶 < 𝒙^𝜷 ⟺

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧෍ 𝛼௜

௡

௜ୀଵ

< ෍ 𝛽௜

௡

௜ୀଵ
 atau 

෍ 𝛼௜

௡

௜ୀଵ

= ෍ 𝛽௜

௡

௜ୀଵ

 dan 𝑥ఈ < 𝑥ఉ terhadap derajat leksikografis

                             dengan 𝑥ଵ > 𝑥ଶ > ⋯ > 𝑥௡

 

(Adams & Loustaunau, 1996). 

Definisi 2.1.2.7 Misalkan 𝒙𝜶, 𝒙𝜷 ∈ 𝕋௡ dengan 𝜶 = (𝛼ଵ, 𝛼ଶ, … , 𝛼௡) dan 𝜷 =

(𝛽ଵ, 𝛽ଶ, … , 𝛽௡). Didefinisikan order leksikografis balikan derajat pada 𝕋௡ dengan 

𝑥ଵ > 𝑥ଶ > ⋯ > 𝑥௡ sebagai 

𝒙𝜶 < 𝒙𝜷 ⟺

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧෍ 𝛼௜

௡

௜ୀଵ

< ෍ 𝛽௜

௡

௜ୀଵ
 atau 

෍ 𝛼௜

௡

௜ୀଵ

= ෍ 𝛽௜

௡

௜ୀଵ

 dan 𝛼௜ > 𝛽௜ untuk suatu 𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛} dan 

                              𝛼௝ = 𝛽௝ untuk setiap 𝑗 > 𝑖

 

(Adams & Loustaunau, 1996). 

Teorema 2.1.2.8 Setiap order suku pada 𝕋௡ terurut dengan baik, yaitu untuk 

setiap subhimpunan 𝐴 dari 𝕋௡ terdapat 𝒙𝜶 ∈ 𝐴 yang memenuhi 𝒙𝜶 ≤ 𝒙𝜷 untuk 

setiap 𝒙𝜷 ∈ 𝐴 (Adams & Loustaunau, 1996). 

Contoh 2.1.2.9 Misalkan 𝑓 = 𝑥ଶ𝑦𝑧ଷ dan 𝑔 = 𝑥𝑦ଷ𝑧ଶ adalah hasil kali 

perpangkatan dalam variabel 𝑥, 𝑦, 𝑧 dengan 𝑥 > 𝑦 > 𝑧. Misalkan perpangkatan 
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dari variabel pada 𝑓 dalah 𝜶 = (2,1,3) = (𝛼ଵ, 𝛼ଶ, 𝛼ଷ) dan perpangkatan dari 

variabel pada 𝑔 adalah 𝜷 = (1,3,2) = (𝛽ଵ, 𝛽ଶ, 𝛽ଷ). Berdasarkan order 

leksikografis, karena 𝛽ଵ < 𝛼ଵ, maka 

𝑥𝑦ଷ𝑧ଶ < 𝑥ଶ𝑦𝑧ଷ. 

Berdasarkan order leksikografis derajat, karena 𝛼ଵ + 𝛼ଶ + 𝛼ଷ = 2 + 2 + 2 =

6 = 2 + 1 + 3 = 𝛽ଵ + 𝛽ଶ + 𝛽ଷ dan 𝑥ଶ𝑦𝑧ଷ < 𝑥ଶ𝑦ଶ𝑧ଶ terhadap derajat 

leksikografis, maka 

𝑥𝑦ଷ𝑧ଶ < 𝑥ଶ𝑦𝑧ଷ. 

Berdasarkan order leksikografis balikan derajat, karena 𝛼ଵ + 𝛼ଶ + 𝛼ଷ = 𝛽ଵ +

𝛽ଶ + 𝛽ଷ dan 𝛽ଷ < 𝛼ଷ, maka 

𝑥𝑦ଷ𝑧ଶ > 𝑥ଶ𝑦𝑧ଷ. 

 

Misalkan terdapat dua himpuanan variabel {𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡} dan 

{𝑦ଵ, 𝑦ଶ, … , 𝑦௠}. Tulis hasil kali perpangkatan pada variabel {𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡} 

sebagai hasil kali perpangkatan pada variabel 𝑥 dan hasil kali perpangkatan pada 

variabel {𝑦ଵ, 𝑦ଶ, … , 𝑦௠} sebagai hasil kali perpangkatan pada variabel 𝑦. Tulis <௫ 

dan <௬ berturut-turut sebagai order suku pada 𝑥 dan 𝑦. Didefinisikan order suku 

< pada variabel 𝑥 dan 𝑦 sebagai berikut.  

Definisi 2.1.2.10 Misalkan 𝑋ଵ, 𝑋ଶ adalah suku pada variabel 𝑥 dan 𝑌ଵ, 𝑌ଶ adalah 

suku pada variabel 𝑦. Didefinisikan  

𝑋ଵ𝑌ଵ < 𝑋ଶ𝑌ଶ ⟺ ቐ
𝑋ଵ <௫ 𝑋ଶ
atau
𝑋ଵ = 𝑋ଶ, 𝑌ଵ <௬ 𝑌ଶ

 

Order suku di atas disebut sebagai order eliminasi dengan variabel 𝑥 lebih besar 

dari variabel 𝑦 (Adams & Loustaunau, 1996). 
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Teorema 2.1.2.11 Order eliminasi merupakan order suku. Lebih lanjut 𝑌ଵ < 𝑋𝑌ଶ 

untuk sebarang hasil kali perpangkatan 𝑌ଵ, 𝑌ଶ pada variabel 𝑦 dan hasi kali 

pangkat pada 𝑋 variabel 𝑥 dengan suatu 𝑥௜ memiliki pangkat positif (Adams & 

Loustaunau, 1996). 

Jika 𝑥 dan 𝑦 masing-masing berorder leksikografis, maka eliminasi order 

juga berorder leksikografis dengan variabel 𝑦 lebih kecil dari variabel 𝑥. 

Sehingga order eliminasi dapat dipandang sebagai perumuman dari order 

leksikografis.    

Berikut ini adalah contoh perbandingan hasil kali perpangkatan terhadap 

order eliminasi. 

Contoh 2.1.2.12 Misalkan 𝑥ଵ, 𝑥ଶ, 𝑦ଵ, dan 𝑦ଶ adalah variabel. Tetapkan order 

leksikografis derajat pada 𝑥ଵ dan 𝑥ଶ dengan 𝑥ଵ > 𝑥ଶ. Tulis <௫ sebagai order suku 

pada 𝑥ଵ dan 𝑥ଶ. Tetapkan order leksikografis pada 𝑦ଵ dan 𝑦ଶ dengan 𝑦ଵ > 𝑦ଶ. 

Tulis <௫ sebagai order suku pada 𝑦ଵ dan 𝑦ଶ. Tetapkan order eliminasi dengan 

variabel 𝑥ଵ, 𝑥ଶ lebih besar dari variabel 𝑦ଵ, 𝑦ଶ. Misalkan 𝑥ଵ
ଶ𝑥ଶ

ଷ𝑦ଵ
ହ dan 𝑥ଵ

ସ𝑥ଶ
ସ𝑦ଶ 

adalah hasil kali perpangkatan pada 𝑥ଵ, 𝑥ଶ, 𝑦ଵ, dan 𝑦ଶ. Maka 

𝑥ଵ
ଶ𝑥ଶ

ଷ𝑦ଵ
ହ < 𝑥ଵ

ସ𝑥ଶ
ସ𝑦ଶ 

karena 𝑥ଵ
ଶ𝑥ଶ

ଷ <௫ 𝑥ଵ
ସ𝑥ଶ

ସ. Sedangkan untuk 𝑥ଵ
ଶ𝑥ଶ

ଷ𝑦ଶ
଺,  

𝑥ଵ
ଶ𝑥ଶ

ଷ𝑦ଵ
ହ > 𝑥ଵ

ଶ𝑥ଶ
ଷ𝑦ଶ

଺ 

𝑥ଵ
ଶ𝑥ଶ

ଷ = 𝑥ଵ
ଶ𝑥ଶ

ଷ dan  𝑦ଵ
ହ > 𝑦ଶ

଺. 

 

Setelah ditentukan order suku yang dipakai pada 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡], maka 

pembagian pada 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] dapat dilakukan secara efektif. Sebelum itu, 
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berikut ini beberapa notasi dan istilah yang digunakan sesudah memilih order 

suku. 

Definisi 2.1.2.13 Tetapkan sebuah order pada 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡]. Untuk setiap 𝑓 ≠

0 ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] dapat ditulis sebagai 

𝑓 = 𝑎ଵ𝒙𝜶𝟏 + 𝑎ଶ𝒙𝜶𝟐 + ⋯ + 𝑎௥𝒙𝜶𝒓  

dengan 𝑎௜ ≠ 0 ∈ 𝑘, 𝒙𝒂𝒊 ∈ 𝕋௡ untuk setiap 𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑟} dan 𝒙𝜶𝟏 > 𝒙𝜶𝟐 >

⋯ 𝒙𝜶𝒔. Lebih lanjut 

1.  lp(𝑓) = 𝒙𝜶𝟏 adalah hasil kali perpangkatan utama (leading power product) 

dari 𝑓; 

2.  lc(𝑓) = 𝑎ଵ adalah koefisien utama (leading coefficient) dari 𝑓; 

3.  lt(𝑓) = 𝑎ଵ𝒙𝜶𝟏 adalah suku utama (leading term) dari 𝑓 

(Adams & Loustaunau, 1996). 

Contoh 2.1.2.14 Tetapkan order leksikografis derajat  pada ℚ[𝑥, 𝑦, 𝑧] dengan 𝑥 >

𝑦 > 𝑧. Misalkan 𝑓 = − ଵ
ଶ

𝑥଺𝑧ଶ + 4𝑥ହ𝑦ଷ𝑧 + 3𝑥ଶ𝑦. Maka 

lp(𝑓) = 𝑥ହ𝑦ଷ𝑧 

lc(𝑓) = 4 

lt(𝑓) = 4𝑥ହ𝑦ଷ𝑧 

 

Selanjutnya akan didefinisikan terlebih dahulu kapan suatu suku 

polinomial dikatakan membagi suku polinomial lain dan kapan suatu polinomial 

dikatakan membagi polinomial lain.  

Definisi 2.1.2.15 Misalkan 𝑋 dan 𝑌 adalah suku pada variabel 𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡ dalam 

bentuk 𝑋 = 𝑎𝑥ଵ
஑భ𝑥ଶ

ఈమ … 𝑥௡
ఈ೙  dan 𝑌 = 𝑏𝑥ଵ

ఉభ𝑥ଶ
ఉమ … 𝑥௡

ఉ೙ dengan 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑘. Suku 𝑌 

dikatakan membagi 𝑋 jika 𝛽௜ ≤ 𝛼௜ untuk setiap 𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛}.  
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Definisi 2.1.2.16 Misalkan 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡]. Polinomial 𝑔 dikatakan 

membagi 𝑓 jika terdapat 𝑞 ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] sehingga  

𝑓 = 𝑞𝑔. 

 

Berikut ini kasus khusus dari pembagian suatu polinomial 𝑓 dengan 

polinomial 𝑔 dalam satu langkah.  

Definisi 2.1.2.17 Misalkan 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] adalah ring polinomial pada 

𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡ dengan koefisien pada lapangan 𝑘. Untuk 𝑓, 𝑔, ℎ ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] 

dengan 𝑔 ≠ 0, polinomial 𝑓 dikatakan tereduksi ke ℎ modulo 𝑔 pada satu langkah 

jika dan hanya jika lp(𝑔) membagi suatu hasil kali perpangkatan 𝑋 pada 𝑓 dan 

ℎ = 𝑓 −
𝑋

lt(𝑔) 𝑔 

Polinomimal 𝑓 tereduksi ke ℎ modulo 𝑔 dapat ditulis sebagai 

𝑓 ⟶
௚

 ℎ 

atau 

𝑓 ⟶
௒,௚

 ℎ 

dengan 𝑌 = ௑
୪୲(௚) (Adams & Loustaunau, 1996). 

 

Proses mendapatkan polinomial ℎ dari polinomial 𝑓 dan 𝑔 berdasarkan 

Definisi 2.1.2.17 inilah yang disebut sebagai pembagian polinomial 𝑓 dengan 

polinomial 𝑔 dalam satu langkah.  

Contoh 2.1.2.18 Misalkan 𝑓 = 3𝑥ଶ𝑦ଶ𝑧 − 𝑥ଶ𝑦 dan 𝑔 = 2𝑥𝑦 − 4𝑦 adalah 

polinomial pada ℚ[𝑥, 𝑦, 𝑧] terhadap order leksikografis derajat dengan 𝑥 > 𝑦 >
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𝑧. Misalkan 𝑋 = 𝑥ଶ𝑦ଶ𝑧 adalah salah satu dari hasil kali perpangkatan pada 𝑓. 

Karena lp(𝑔) = 𝑥𝑦 membagi 𝑋 dan  

ℎ = 𝑓 −
𝑋

𝑙𝑡(𝑔) 𝑔

= (3𝑥ଶ𝑦ଶ𝑧 − 𝑥ଶ𝑦) −
3𝑥ଶ𝑦ଶ𝑧

2𝑥𝑦
(2𝑥𝑦 − 4𝑦)

= (3𝑥ଶ𝑦ଶ𝑧 − 𝑥ଶ𝑦) −
3
2 𝑥𝑦𝑧(2𝑥𝑦 − 4𝑦)

= (3𝑥ଶ𝑦ଶ𝑧 − 𝑥ଶ𝑦) − (3𝑥ଶ𝑦ଶ𝑧 − 6𝑥𝑦ଶ𝑧)
= 6𝑥𝑦ଶ𝑧 − 𝑥ଶ𝑦

  

maka  

𝑓 
ଷ
ଶ௫௬௭,௚
ሱ⎯⎯⎯ሮ 6𝑥𝑦ଶ𝑧 − 𝑥ଶ𝑦  

 

Pembagian polinomial yang sudah didefinisikan sebelumnya dapat 

diperumum sehingga pembagian dapat dilakukan dengan lebih dari satu 

polinomial pembagi. Yaitu, polinomial 𝑓 dapat dibagi dengan sekumpulan 

polinomial tak nol 𝑓ଵ, 𝑓ଶ, … , 𝑓௦ dalam beberapa langkah. 

Definisi 2.1.2.19 Misalkan 𝑓, ℎ, dan 𝑓ଵ, 𝑓ଶ, … , 𝑓௦ adalah polinomial di 

𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] dengan 𝑓ଵ, 𝑓ଶ, … , 𝑓௦ ≠ 0 dan 𝐹 = {𝑓ଵ, 𝑓ଶ, … , 𝑓௦}. Polinomial 𝑓 

dikatakan tereduksi ke ℎ modulo 𝐹, yang ditulis sebagai 

𝑓 ⟶
ி

ା ℎ 

jika dan hanya jika terdapat barisan indeks 𝑖ଵ, 𝑖ଶ, … , 𝑖௧ ∈ {1,2, … , 𝑠} dan barisan 

polinomial ℎଵ, ℎଶ, … , ℎ௧ିଵ ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] sehingga 

𝑓 ⟶
௙೔భ

 ℎଵ ⟶
௙೔మ

 ℎଶ ⟶
௙೔య

 … ⟶
௙೔೟షభ

 ℎ௧ିଵ ⟶
௙೔೟

 ℎ 

(Adams & Loustaunau, 1996). 
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Pembagian dari sebuah polinomial 𝑓 dengan sekumpulan polinomial tak 

nol 𝑓ଵ, 𝑓ଶ, … , 𝑓௦ dapat dilakukan dengan memilih 𝑓௜ sehingga lp(𝑓௜) membagi 

lp(𝑓). Karena 𝑓௜ yang memenuhi bisa lebih dari satu, maka cara melakukan 

pembagian 𝑓 dengan 𝑓ଵ, 𝑓ଶ, … , 𝑓௦ tidak tunggal. Berikut ilustrasi dari pembagian 

dalam beberapa langkah.  

Contoh 2.1.2.20 Misalkan 𝑓 = 3𝑥ଶ𝑦ଶ𝑧 − 𝑥ଶ𝑦 dan 𝐹 = {𝑓ଵ, 𝑓ଶ} dengan 𝑓ଵ =

2𝑥𝑦 − 4𝑦 dan 𝑓ଶ = −𝑦ଶ𝑧 + 1 adalah polinomial pada ℚ[𝑥, 𝑦, 𝑧] terhadap order 

leksikografis derajat dengan 𝑥 > 𝑦 > 𝑧. Maka 

𝑓 ⟶
ி

ା− 2𝑥𝑦 − 6𝑥 

karena  

𝑓 
ଷ
ଶ௫௬௭,௙భ
ሱ⎯⎯⎯ሮ 6𝑥𝑦ଶ𝑧 − 𝑥ଶ𝑦 

ି଺௫,௙మሱ⎯⎯⎯ሮ  − 𝑥ଶ𝑦 − 6𝑥 
ି

ଵ
ଶ௫,௙భ

ሱ⎯⎯⎯ሮ − 2𝑥𝑦 − 6𝑥 

 

Terdapat istilah khusus ketika tidak ada 𝑓௜ pada polinomial 𝑓ଵ, 𝑓ଶ, … , 𝑓௦ 

sehingga lp(𝑓௜) membagi polinomial 𝑟. 

Definisi 2.1.2.21 Polinomial 𝑟 di 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] dikatakan tereduksi atas 

himpunan polinomial tak nol 𝐹 = {𝑓ଵ, 𝑓ଶ, … , 𝑓௦} ⊆ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] jika 𝑟 = 0 

atau tidak ada hasil pangkat di 𝑟 yang dapat dibagi oleh salah satu dari 𝑙𝑝(𝑓௜) 

pada 𝐹 (Adams & Loustaunau, 1996). 

Definisi 2.1.2.22 Jika 𝑓 ⟶
ி

ା 𝑟 dan 𝑟 tereduksi atas 𝐹, maka 𝑟 disebut sebagai sisa 

pembagian dari 𝑓 atas 𝐹 (Adams & Loustaunau, 1996). 

Contoh 2.1.2.23 Pada Contoh 2.1.2.20 karena −2𝑥𝑦 − 6𝑥 
ିଵ,௙భሱ⎯⎯ሮ − 6𝑥 − 4𝑦 dan 

lp(𝑓ଵ) maupun lp(𝑓ଶ) tidak membagi −6𝑥 − 4𝑦, maka −6𝑥 − 4𝑦 tereduksi atas 

𝐹. Lebih lanjut  
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𝑓 ⟶
ி

ା− 6𝑥 − 4𝑦 

Sehingga −6𝑥 − 4𝑦 adalah sisa pembagian dari 𝑓 atas 𝐹. 

 

Dari proses pembagian yang sudah didefinisikan sebelumnya, dapat 

didefinisikan algoritma pembagian sebagai berikut.  

Algoritma 2.1.2.24 Berikut ini adalah algoritma pembagian pada 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡]  

Input: 𝑓ଵ, 𝑓ଶ, … , 𝑓௦ ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] dengan 𝑓௜ ≠ 0, 𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑠} 

Output: 𝑢ଵ, 𝑢ଶ, … , 𝑢௦, 𝑟 ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] sehingga 𝑓 = 𝑢ଵ𝑓ଵ + 𝑢ଶ𝑓ଶ +

⋯ + 𝑢௦𝑓௦ + 𝑟 dengan 𝑟 tereduksi atas {𝑓ଵ, 𝑓ଶ, … , 𝑓௦} dan 

max(max
ଵஸ୧ஸୱ

൫lp(𝑢௜), lp(𝑓௜)൯, 𝑟) = lp(𝑓) 

Initialization: 𝑢ଵ ≔ 0, 𝑢ଶ ≔ 0, … , 𝑢௦ ≔ 0, 𝑟 ≔ 0, ℎ ≔ 𝑓 

While ℎ ≠ 0 do 

If terdapat 𝑖 sehingga lp(𝑓௜) membagi lp(ℎ) then 

pilih 𝑖 terkecil sehingga lp(𝑓௜) membagi lp(ℎ) 

𝑢௜ ≔ 𝑢௜ +
lt(ℎ)
lt(𝑓௜)

 

 ℎ ≔ ℎ − ୪୲(௛)
୪୲(௙೔) 𝑓௜ 

Else 

𝑟 ≔ 𝑟 + lt(ℎ) 

ℎ ≔ ℎ − lt(ℎ) 

 

Berdasarkan (Adams & Loustaunau, 1996), algoritma di atas pasti berhenti dan 

akan menghasilkan polinomial 𝑢ଵ, 𝑢ଶ, … , 𝑢௦, 𝑟 ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] 

𝑓 = 𝑢ଵ𝑓ଵ + 𝑢ଶ𝑓ଶ + ⋯ + 𝑢௦𝑓௦ + 𝑟 
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dengan  

lp(𝑓) = max(max
ଵஸ୧ஸୱ

൫lp(𝑢௜), lp(𝑓௜)൯, 𝑟)  

Contoh 2.1.2.25 Pada contoh ini, algoritma pembagian akan diterapkan untuk 

mencari 𝑢ଵ, 𝑢ଶ, dan 𝑟 seperti pada Contoh 2.1.2.20 sehingga 

𝑓 = 𝑢ଵ𝑓ଵ + 𝑢ଶ𝑓ଶ + 𝑟 

dan  

lp(𝑓) = max൫max൫lp(𝑢ଵ)lp(𝑓ଵ), lp(𝑢ଶ)lp(𝑓ଶ)൯ , 𝑟൯ 

Dari Contoh 2.1.2.20, 𝑓 = 3𝑥ଶ𝑦ଶ𝑧 − 𝑥ଶ𝑦, 𝑓ଵ = 2𝑥𝑦 − 4𝑦, dan 𝑓ଶ = −𝑦ଶ𝑧 + 1. 

 

Inisialisasi: 𝑢ଵ ≔ 0, 𝑢ଶ ≔ 0, 𝑟 ≔ 0, ℎ ≔ 3𝑥ଶ𝑦ଶ𝑧 − 𝑥ଶ𝑦  

Iterasi pertama, ℎ ≠ 0 

 lp(𝑓ଵ) = 𝑥𝑦 membagi lp(ℎ) = 𝑥ଶ𝑦ଶ𝑧 

  𝑢ଵ ≔ 𝑢ଵ + ௟௧(௛)
௟௧(௙భ) = 0 + ଷ

ଶ
𝑥𝑦𝑧 = ଷ

ଶ
𝑥𝑦𝑧 

  ℎ ≔ ℎ − ௟௧(௛)
௟௧(௙భ) 𝑓ଵ = 3𝑥ଶ𝑦ଶ𝑧 − 𝑥ଶ𝑦 − ଷ

ଶ
𝑥𝑦𝑧(2𝑥𝑦 − 4𝑦) = 6𝑥𝑦ଶ𝑧 − 

  𝑥ଶ𝑦  

Iterasi kedua, ℎ ≠ 0 

 lp(𝑓ଵ) = 𝑥𝑦 membagi lp(ℎ) = 𝑥𝑦ଶ𝑧   

  𝑢ଵ ≔ 𝑢ଵ + ௟௧(௛)
௟௧(௙భ) = ଷ

ଶ
𝑥𝑦𝑧 + ଺௫௬మ௭

ଶ௫௬
= ଷ

ଶ
𝑥𝑦𝑧 + 3𝑦𝑧 

  ℎ ≔ ℎ − ௟௧(௛)
௟௧(௙భ) 𝑓ଵ = 6𝑥𝑦ଶ𝑧 − 𝑥ଶ𝑦 − 3𝑦𝑧(2𝑥𝑦 − 4𝑦) = −𝑥ଶ𝑦 + 

  12𝑦ଶ𝑧   

Iterasi ketiga, ℎ ≠ 0 

 lp(𝑓ଵ) = 𝑥𝑦 membagi lp(ℎ) = 𝑥ଶ𝑦  
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  𝑢ଵ ≔ 𝑢ଵ + ௟௧(௛)
௟௧(௙భ) = ଷ

ଶ
𝑥𝑦𝑧 + 3𝑦𝑧 + ൫ି௫మ௬൯

ଶ௫௬
= ଷ

ଶ
𝑥𝑦𝑧 + 3𝑦𝑧 − ଵ

ଶ
𝑥 

  ℎ ≔ ℎ − ௟௧(௛)
௟௧(௙భ) 𝑓ଵ = −𝑥ଶ𝑦 + 12𝑦ଶ𝑧 + ଵ

ଶ
𝑥(2𝑥𝑦 − 4𝑦) = 12𝑦ଶ𝑧 − 

  2𝑥𝑦  

Iterasi keempat, ℎ ≠ 0 

 lp(𝑓ଵ) = 𝑥𝑦 tidak membagi lp(ℎ) = 𝑦ଶ𝑧 

 lp(𝑓ଶ) = 𝑦ଶ𝑧 membagi lp(ℎ) = 𝑦ଶ𝑧 

  𝑢ଶ ≔ 𝑢ଶ + ௟௧(௛)
௟௧(௙మ) = 0 + ଵଶ௬మ௭

ି௬మ௭
= −12 

  ℎ ≔ ℎ − ௟௧(௛)
௟௧(௙భ) 𝑓ଶ = 12𝑦ଶ𝑧 −2𝑥𝑦 + 12(−𝑦ଶ𝑧 + 1) = −2𝑥𝑦 + 12 

Iterasi kelima, ℎ ≠ 0 

   lp(𝑓ଵ) = 𝑥𝑦 membagi lp(ℎ) = 𝑥𝑦 

  𝑢ଵ ≔ 𝑢ଵ + ௟௧(௛)
௟௧(௙భ) = ଷ

ଶ
𝑥𝑦𝑧 + 3𝑦𝑧 − ଵ

ଶ
𝑥 + (ିଶ௫௬)

ଶ௫௬
= ଷ

ଶ
𝑥𝑦𝑧 + 3𝑦𝑧 − 

ଵ
ଶ

𝑥 − 1  

  ℎ ≔ ℎ − ௟௧(௛)
௟௧(௙భ) 𝑓ଵ = −2𝑥𝑦 + 12 + 1(2𝑥𝑦 − 4𝑦) = −4𝑦 + 12 

Iterasi keenam, ℎ ≠ 0 

 lp(𝑓ଵ) = 𝑥𝑦 tidak membagi lp(ℎ) = 𝑦  

 lp(𝑓ଶ) = 𝑦ଶ𝑧 tidak membagi lp(ℎ) = 𝑦 

  𝑟 ≔ 𝑟 + lt(ℎ) = 0 − 8𝑦 = −8𝑦  

  ℎ ≔ ℎ − lt(ℎ) = −8𝑦 + 12 − 8𝑦 = 12  

Iterasi ketujuh, ℎ ≠ 0 

 lp(𝑓ଵ) = 𝑥𝑦 tidak membagi lp(ℎ) =  1 

 lp(𝑓ଶ) = 𝑦ଶ𝑧 tidak membagi lp(ℎ) = 1 

  𝑟 ≔ 𝑟 + lt(ℎ) = −8𝑦 + 12  
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  ℎ ≔ ℎ − lt(ℎ) = 12 − 12 = 0 

Iterasi kedelapan, ℎ = 0 

Jadi 𝑓 dapat ditulis dalam bentuk  

𝑓 = ൬
3
2 𝑥𝑦𝑧 + 3𝑦𝑧 −

1
2 𝑥 − 1൰ (2𝑥𝑦 − 4𝑦) − 12(−𝑦ଶ𝑧 + 1) − 4𝑦 + 12 

Pada penelitian ini, untuk mempersingkat penulisan, algoritma pembagian akan 

ditulis seperti dalam bentuk Definisi 2.1.2.17 dan 2.1.2.19. 

 

2.1.3  Pembagian Polinomial dengan Ideal 

Misalkan 𝑓 ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] dan 𝐹 = {𝑓ଵ, 𝑓ଶ, … , 𝑓௦} ⊆ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] 

dengan setiap 𝑓௜ ∈ 𝐹 merupakan polinomial tak nol. Berdasarkan algoritma 

pembagian, 𝑓 dapat ditulis dalam bentuk 

𝑓 = 𝑢ଵ𝑓ଵ + 𝑢ଶ𝑓ଶ + ⋯ + 𝑢௦𝑓௦ + 𝑟 

untuk suatu 𝑢ଵ, 𝑢ଶ, … , 𝑢௦ ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡]. Hal ini mengakibatkan 𝑓 − 𝑟 ∈

〈𝑓ଵ, 𝑓ଶ, … , 𝑓௦⟩. Sehingga untuk suatu ideal 𝐽 = 〈𝑓ଵ, 𝑓ଶ, … , 𝑓௦⟩ ⊆ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡], 

pembagian 𝑓 dengan ideal 𝐽 dapat didefinisikan sebagai pembagian 𝑓 dengan  

pembangun dari 𝐽, yaitu {𝑓ଵ, 𝑓ଶ, … , 𝑓௦}. Berdasarkan Adams & Loustaunau (1996), 

setiap ideal 𝐼 pada 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] dibangun secara berhingga. Artinya 

pembagian 𝑓 dengan 𝐼 terdefinisi dengan baik. 

 

2.2 Basis Gröbner 

Pembahasan utama pada penelitian ini didasarkan pada suatu pembangun dari 

ideal pada 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] yang memiliki sifat khusus. 

Definisi 2.2.1 Misalkan 𝐼 adalah ideal dari 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] dan 𝐺 = {𝑔ଵ, 𝑔ଶ, … , 𝑔௧} 

merupakan subhimpunan tak nol dari 𝐼. Himpunan 𝐺 merupakan basis Gröbner bagi 
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𝐼 jika dan hanya jika untuk setiap 𝑓 ≠ 0 ∈ 𝐼, terdapat 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑡 sedemikian 

sehingga lp(𝑔௜) membagi lp(𝑓) (Adams & Loustaunau, 1996). 

Salah satu perbedaan basis Gröbner dengan pembangun dari ideal yang lebih 

umum adalah, sisa pembagian dari 𝑓 ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] dengan basis Gröbner 𝐺 

bagi ideal 𝐼 adalah tunggal.  

Teorema 2.2.2 Misalkan 𝐺 = {𝑔ଵ, 𝑔ଶ, … , 𝑔௧} adalah himpunan yang berisi 

polinomial tak nol dari 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡]. Maka 𝐺 adalah basis Gröbner jika dan 

hanya jika untuk setiap 𝑓 ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡], sisa pembagian dari 𝑓 dengan 𝐺 

tunggal (Adams & Loustaunau, 1996). 

Pembuktian mengenai penyelesaian sistem kongruensi dengan basis Gröbner 

menggunakan dua teorema berikut yang memanfaatkan sifat dari order eliminasi.  

Teorema 2.2.3 Misalkan 𝐼 adalah ideal pada 𝑘[𝑦ଵ, 𝑦ଶ, … , 𝑦௠, 𝑥ଵ𝑥ଶ, … , 𝑥௡] dan < 

adalah order eliminasi dengan variabel 𝑥 lebih besar dari variabel 𝑦. Jika 𝐺 

merupakan basis Gröbner bagi 𝐼, maka 𝐺 ∩ 𝑘[𝑦ଵ, 𝑦ଶ, … , 𝑦௠] merupakan basis 

Gröbner bagi 𝐼 ∩ 𝑘[𝑦ଵ, 𝑦ଶ, … , 𝑦௠] (Adams & Loustaunau, 1996). 

Bukti. Karena 𝐺 ⊆ 𝐼, maka 𝐺 ∩ 𝑘[𝑦ଵ, 𝑦ଶ, … , 𝑦௠] ⊆ 𝐼 ∩ 𝑘[𝑦ଵ, 𝑦ଶ, … , 𝑦௠]. Misalkan 

𝑓 ∈  𝐼 ∩ 𝑘[𝑦ଵ, 𝑦ଶ, … , 𝑦௠]. Karena 𝐺 merupakan basis Gröbner bagi 𝐼, maka terdapat 

𝑔௝ ∈ 𝐺 sehingga 𝑙𝑝൫𝑔௝൯ membagi 𝑙𝑝(𝑓). Berdasarkan order eliminasi, maka 𝑔௝ 

hanya memuat variabel 𝑦 saja. Akibatnya 𝑔௝ ∈ 𝐺 ∩ 𝑘[𝑦ଵ, 𝑦ଶ, … , 𝑦௠]. Jadi 𝐺 ∩

𝑘[𝑦ଵ, 𝑦ଶ, … , 𝑦௠] merupakan basis Gröbner bagi 𝐼 ∩ 𝑘[𝑦ଵ, 𝑦ଶ, … , 𝑦௠]. 

Teorema 2.2.4 Misalkan 𝐼ଵ, 𝐼ଶ, … , 𝐼௠ adalah ideal pada 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡]. Untuk 

setiap 𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑚}, misalkan 𝑤௜ adalah variabel baru. Misalkan 𝐽 = 〈1 − (𝑤ଵ +

𝑤ଶ + ⋯ + 𝑤௠), 𝑤ଵ𝐼ଵ, 𝑤ଶ𝐼ଶ, … , 𝑤௠𝐼௠⟩. Maka 

𝐼ଵ ∩ 𝐼ଶ ∩ … ∩ 𝐼௠ = 𝐽 ∩ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] 
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(Adams & Loustaunau, 1996). 

Bukti. Akan ditunjukan 𝐼ଵ ∩ 𝐼ଶ ∩ … ∩ 𝐼௠ = 𝐽 ∩ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] dengan 

menunjukan 𝐼ଵ ∩ 𝐼ଶ ∩ … ∩ 𝐼௠ ⊆ 𝐽 ∩ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] dan 𝐽 ∩ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] ⊆

𝐼ଵ ∩ 𝐼ଶ ∩ … ∩ 𝐼௠. Akan ditunjukan terlebih dahulu 𝐼ଵ ∩ 𝐼ଶ ∩ … ∩ 𝐼௠ ⊆ 𝐽 ∩

𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡]. Misalkan 𝑓 ∈ 𝐼ଵ ∩ 𝐼ଶ ∩ … ∩ 𝐼௠. Perhatikan bahwa 𝑓 dapat ditulis 

dalam bentuk 

𝑓 = 𝑓 ൭1 − ෍ 𝑤௜

௠

௜ୀଵ

+ ෍ 𝑤௜

௠

௜ୀଵ

൱

= 𝑓 ൭1 − ෍ 𝑤௜

௠

௜ୀଵ

൱ + 𝑓 ෍ 𝑤௜

௠

௜ୀଵ

= 𝑓 ൭1 − ෍ 𝑤௜

௠

௜ୀଵ

൱ + ෍ 𝑓𝑤௜

௠

௜ୀଵ

 

Karena 𝑓 ∈ 𝐼ଵ ∩ 𝐼ଶ ∩ … ∩ 𝐼௠, maka 𝑓𝑤௜ ∈ 𝑤௜𝐼௜, untuk setiap 𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛}. 

Artinya 𝑓 ∈ 𝐽, sehingga 𝑓 ∈ 𝐽 ∩ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡]. Akibatnya  

𝐼ଵ ∩ 𝐼ଶ ∩ … ∩ 𝐼௠ ⊆ 𝐽 ∩ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡]. Sebaliknya misalkan 𝑓 ∈ 𝐽 ∩

𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡]. Maka 𝑓 dapat ditulis dalam bentuk  

𝑓 = 𝑔 ൭1 − ෍ 𝑤௜

௠

௜ୀଵ

൱ + ෍ ℎ௜𝑤௜𝑓௜

௠

௜ୀଵ

 

untuk suatu 𝑔, ℎ௜ ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡, 𝑤ଵ, 𝑤ଶ, … , 𝑤௠] dan 𝑓௜ ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] 

dengan 𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑛}. Tetapkan 𝑘 ∈ {1,2, … , 𝑛}. Evaluasi 𝑓 saat 𝑤௞ = 1 dan 𝑤௝ =

0, untuk setiap 𝑗 ∈ {1,2, … , 𝑛}, 𝑗 ≠ 𝑘 menghasilkan 

𝑓 = ℎ௞(𝑥ଵ, … , 𝑥௡, 0,0, … ,1, … ,0,0)𝑓௞ 

Karena 𝑓௞ ∈ 𝐼௞, maka 𝑓 ∈ 𝐼௞. Karena untuk setiap 𝑘 ∈ {1,2, … , 𝑛} berlaku 𝑓 ∈ 𝐼௞, 

maka 𝑓 ∈ 𝐼ଵ ∩ 𝐼ଶ ∩ … ∩ 𝐼௠. Akibatnya 𝐽 ∩ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] ⊆ 𝐼ଵ ∩ 𝐼ଶ ∩ … ∩ 𝐼௠.  
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2.2.1 Algoritma Buchberger 

Ketika sudah ditentukan pembangun bagi suatu ideal 𝐼 pada 

𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] bukan merupakan basis Gröbner, bagaimana cara mendapatkan 

basi Gröbner bagi ideal tersebut agar bisa memanfaatkan sifat-sifat khusus dari 

basis Gröbner? Terdapat beberapa algoritma yang dikembangkan untuk 

mendapatkan basis Gröbner bagi 𝐼 . Salah satu yang paling awal dikembangkan 

dan paling sederhana adalah algoritma Buchberger. Sebelum mengenalkan 

algoritma Buchberger, terdapat beberapa istilah yang harus diketahui.  

Definisi 2.2.1.1 Misalkan 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡]. Didefinisikan kelipatan 

persekutuan terkecil dari 𝑓 dan 𝑔 adalah sebagai polinomial 𝑑 yang memenuhi 

1. Polinomial 𝑑 membagi 𝑓 dan 𝑔. 

2. Jika ℎ ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] membagi 𝑓 dan 𝑔, maka ℎ membagi 𝑑. 

Kelipatan persekutuan terkecil dari 𝑓 dan 𝑔 dinotasikan sebagai lcm(𝑓, 𝑔) 

(Adams & Loustaunau, 1996).  

Definisi 2.2.1.2 Misalkan 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] adalah polinomial tak nol. 

Misalkan 𝐿 = lcm൫lp(𝑓), lp(𝑔)൯. Didefinisikan 𝑆-polinomial dari 𝑓 dan 𝑔 

sebagai 

𝑆(𝑓, 𝑔) =
𝐿

lt(𝑓) 𝑓 −
𝐿

lt(𝑔) 𝑔 

(Adams & Loustaunau, 1996). 

 

𝑆-polinomial ini digunakan sebagai kriteria untuk menentukan apakah 

himpunan pembangun bagi suatu ideal 𝐼 merupakan basis Gröbner. 
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Teorema 2.2.1.3 Misalkan 𝐺 = {𝑔ଵ, 𝑔ଶ, … , 𝑔௧} adalah polinomial tak nol pada 

𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] dan ideal 𝐼 = 〈𝐺⟩. Maka 𝐺 adalah basis Gröbner bagi 𝐼 jika dan 

hanya jika untuk setiap 𝑖, 𝑗 ∈ {1,2, … , 𝑡}, 𝑖 ≠ 𝑗 berlaku  

𝑆൫𝑓௜, 𝑓௝൯ ⟶
ீ

ା 0  

(Adams & Loustaunau, 1996). 

Contoh 2.2.1.4 Misalkan 𝑓ଵ = 𝑥 + 𝑦 − 𝑧 dan 𝑓ଶ = 𝑦 + 4𝑧 adalah polinomial 

pada ℚ[𝑥, 𝑦] berorde leksikografis dengan 𝑥 > 𝑦 > 𝑧 dan 𝐺 = {𝑓ଵ, 𝑓ଶ}. Misalkan 

𝐼 = 〈𝐺⟩ adalah ideal pada ℚ[𝑥, 𝑦]. Perhatikan bahwa  

𝐿 = lcm൫lp(𝑓ଵ), lp(𝑓ଶ)൯ = 𝑥𝑦, 

sehingga 𝑆-polinomial dari 𝑓ଵ dan 𝑓ଶ adalah  

𝑆(𝑓ଵ, 𝑓ଶ) =
𝐿

lt(𝑓ଵ) 𝑓ଵ −
𝐿

lt(𝑓ଶ) 𝑓ଶ 

=
𝑥𝑦
𝑥

(𝑥 + 𝑦 − 𝑧) −
𝑥𝑦
𝑦

(𝑦 + 4𝑧) 

= 𝑦(𝑥 + 𝑦 − 𝑧) − 𝑥(𝑦 + 4𝑧) 

= −4𝑥𝑧 + 𝑦ଶ − 𝑦𝑧. 

Reduksi 𝑆(𝑓ଵ, 𝑓ଶ) dengan 𝐺 diperoleh 

𝑆(𝑓ଵ, 𝑓ଶ) 
ିସ௭,௙భሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑦ଶ + 3𝑦𝑧 − 4𝑧ଶ 

௬,௙మሱ⎯ሮ − 𝑦𝑧 − 4𝑧ଶ 
ି௭,௙మሱ⎯⎯ሮ 0. 

Akibatnya 𝐺 merupakan basis Gröbner bagi 𝐼.  

Contoh 2.2.1.5 Misalkan 𝑓ଵ = 𝑥𝑦 − 𝑦 dan 𝑓ଶ = −𝑥 + 𝑦ଶ adalah polinomial pada 

ℚ[𝑥, 𝑦] berorde leksikografis dengan 𝑥 > 𝑦 dan 𝐺 = {𝑓ଵ, 𝑓ଶ}. Misalkan 𝐼 = 〈𝐺⟩ 

adalah ideal pada ℚ[𝑥, 𝑦]. Perhatikan bahwa 

𝐿 = lcm൫lp(𝑓ଵ), lp(𝑓ଶ)൯ = 𝑥𝑦, 

 sehingga 𝑆-polinomial dari 𝑓ଵ dan 𝑓ଶ adalah 
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𝑆(𝑓ଵ, 𝑓ଶ) =
𝐿

lt(𝑓ଵ) 𝑓ଵ −
𝐿

lt(𝑓ଶ) 𝑓ଶ 

=
𝑥𝑦
𝑥𝑦

(𝑥𝑦 − 𝑦) −
𝑥𝑦
−𝑥

(−𝑥 + 𝑦ଶ) 

= 𝑥𝑦 − 𝑦 + 𝑦(−𝑥 + 𝑦ଶ) 

= 𝑦ଷ − 𝑦. 

Reduksi 𝑆(𝑓ଵ, 𝑓ଶ) dengan 𝐺 

𝑦ଷ − 𝑦 
ீ
→ା 𝑦ଷ − 𝑦 

Karena sisa pembagian dari 𝑆(𝑓ଵ, 𝑓ଶ) tidak sama dengan 0, maka 𝐺 bukan basis 

Gröbner bagi 𝐼. 

  

Kriteria berdasarkan Teorema 2.2.1.3 inilah yang menjadi ide utama pada 

algoritma Buchberger untuk mencari basis Gröbner. Pertama, reduksi semua S-

polinomial pada 𝐺. Jika semuanya 0, maka 𝐺 adalah basis Gröbner bagi ideal 𝐼. 

Jika suatu 𝑆-polinomial direduksi oleh 𝐺 tidak menghasilkan 0, maka tambahkan 

sisa pembagian tersebut ke dalam 𝐺. Lakukan hal yang sama seperti sebelumnya. 

Maka anggota dari 𝐺 akan terus bertambah hingga semua 𝑆-polinomial pada 𝐺 

ketika direduksi oleh 𝐺 akan menghasilkan 0. 

Algoritma 2.2.1.6 Berikut ini algoritma Buchberger, algoritma untuk 

mengkomputasikan basis Gröbner bagi ideal 𝐼 dari 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] (Adams & 

Loustaunau, 1996). 

Input: 𝐹 = {𝑓ଵ, 𝑓ଶ, … , 𝑓௦} ⊆  𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] dengan 𝑓௜ ≠ 0 untuk setiap 

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠 

Output: Basis Gröbner 𝐺 = {𝑔ଵ, 𝑔ଶ, … , 𝑔௧} bagi 𝐼 = 〈𝑓ଵ, 𝑓ଶ, … , 𝑓௦⟩ 
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Initialization: 𝐺 ≔ 𝐹, 𝒢 ≔ ቄ൛𝑓௜, 𝑓௝ൟ | 𝑓௜ ≠ 𝑓௝ ∈ 𝐺ቅ 

While 𝓖 ≠ ∅ do 

Pilih sebarang {𝑓, 𝑔} ∈ 𝒢  

𝒢 ≔ 𝒢 − ൛{𝑓, 𝑔}ൟ 

 𝑆(𝑓, 𝑔)⟶
ீ

ା  ℎ, di mana ℎ tereduksi terhadadap 𝐺 

If ℎ ≠ 0 then 

𝒢 ≔ 𝒢 ∪ ൛{𝑢, ℎ} ห 𝑢 ∈ 𝐺} 

𝐺 ≔ 𝐺 ∪ {ℎ} 

 

Berdasarkan (Adams & Loustaunau, 1996), algoritma di atas pasti berhenti dan 

akan menghasilkan sebuah basis Gröbner bagi suatu ideal 𝐼 pada 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡]. 

Contoh 2.2.1.7 Misalkan 𝑓ଵ = 𝑥𝑦 − 𝑦 dan 𝑓ଶ = −𝑥 + 𝑦ଶ adalah polinomial pada 

ℚ[𝑥, 𝑦] berorde leksikografis dengan 𝑥 > 𝑦 dan 𝐹 = {𝑓ଵ, 𝑓ଶ}. Misalkan 𝐼 = 〈𝐹⟩ 

adalah ideal pada ℚ[𝑥, 𝑦]. Akan dicari basis Gröbner bagi 𝐼. 

 

Inisialisasi: 𝐺 ≔ 𝐹 dan 𝒢 ≔ ൛{𝑓ଵ, 𝑓ଶ}ൟ 

Iterasi pertama, 𝒢 ≠ ∅ 

 Pilih {𝑓ଵ, 𝑓ଶ} ∈ 𝒢 

 𝒢 ≔ ∅ 

 𝑆(𝑓ଵ, 𝑓ଶ) = 𝑓ଵ + 𝑦𝑓ଶ = 𝑦ଷ − 𝑦 

 𝑆(𝑓ଵ, 𝑓ଶ) ⟶
ீ

ା 𝑦ଷ − 𝑦 

 Karena 𝑦ଷ − 𝑦 ≠ 0, maka 

  Misalkan 𝑓ଷ = 𝑦ଷ − 𝑦 
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  𝒢 ≔ ൛{𝑓ଵ, 𝑓ଶ}, {𝑓ଵ, 𝑓ଷ}ൟ 

  𝐺 ≔ {𝑓ଵ, 𝑓ଶ, 𝑓ଷ} 

Iterasi kedua, 𝒢 ≠ ∅ 

 Pilih {𝑓ଵ, 𝑓ଷ} ∈ 𝒢 

 𝒢 ≔ ൛{𝑓ଶ, 𝑓ଷ}ൟ 

 𝑆(𝑓ଵ, 𝑓ଷ) = 𝑦ଶ𝑓ଵ − 𝑥𝑓ଷ = −𝑦ଷ + 𝑥𝑦 = 𝑥𝑦 − 𝑦ଷ 

 𝑆(𝑓ଵ, 𝑓ଷ) 
ଵ,௙భሱሮ − 𝑦ଷ + 𝑦 

ିଵ,௙యሱ⎯⎯ሮ 0 

Iterasi ketiga, 𝒢 ≠ 0 

 Pilih ൛{𝑓ଶ, 𝑓ଷ}ൟ ∈ 𝒢 

 𝒢 ≔ ∅ 

 𝑆(𝑓ଶ, 𝑓ଷ) = 𝑦ଷ𝑓ଶ − 𝑥𝑓ଷ = 𝑦ହ − 𝑥𝑦 = −𝑥𝑦 + 𝑦ହ 

 𝑆(𝑓ଶ, 𝑓ଷ) 
ିଵ,௙భሱ⎯⎯ሮ 𝑦ହ − 𝑦 

௬మ,௙యሱ⎯ሮ 𝑦ଷ − 𝑦 
ଵ,௙యሱሮ 0 

Jadi, 𝐺 = {𝑓ଵ, 𝑓ଶ, 𝑓ଷ} adalah basis Gröbner bagi 𝐼 = 〈𝑓ଵ, 𝑓ଶ⟩ dengan 𝑓ଷ = 𝑦ଷ − 𝑦. 

 

2.2.2 Basis Gröbner Tereduksi 

Komputasi basis Gröbner dengan algoritma Buchberger mengindikasikan 

basis Gröbner 𝐺 yang didapatkan akan memiliki lebih banyak anggota daripada 

himpunan pembangun awal yang diberikan. Oleh karena itu, adakalanya suku 

utama dari suatu anggota 𝐺 dapat dibagi oleh suku utama anggota 𝐺 yang lain. 

Terdapat istilah khusus saat hal ini tidak terjadi.  

Definisi 2.2.2.1 Misalkan 𝐺 = {𝑔ଵ, 𝑔ଶ, … , 𝑔௧} adalah basis Gröbner bagi ideal 𝐼 

pada 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡]. Basis Gröbner 𝐺 dikatakan minimal jika untuk setiap  𝑖 ∈

{1,2, … , 𝑡}, lc(𝑔௜) = 1 dan untuk setiap 𝑖 ≠ 𝑗, lp(𝑔௜) tidak membagi lp൫𝑔௝൯. 
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Definisi 2.2.2.2 Misalkan 𝐺 = {𝑔ଵ, 𝑔ଶ, … , 𝑔௧} adalah basis Gröbner bagi ideal 𝐼 

pada 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡]. Basis Gröbner 𝐺 dikatakan tereduksi jika untuk setiap 𝑖 ∈

{1,2, … , 𝑡}, lc(𝑔௜) = 1 dan 𝑔௜ tereduksi modulo 𝐺 − {𝑔௜} (Adams & Loustaunau, 

1996). 

 

2.3 Kongruensi 

Sebelum didefinisikan sistem kongruensi atas ring polinomial multivariabel, 

akan didefinisikan terlebih dahulu konsep kongruensi pada ring polinomial 

multivariabel.   

Definisi 2.3.1 Misalkan 𝐼 adalah ideal tidak nol pada 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] dan 𝑓, 𝑔 ∈

𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡]. Polinomial 𝑓 dikatakan kongruen 𝑔 modulo 𝐼, yang dinotasikan 

sebagai 𝑓 ≡ 𝑔 (mod 𝐼), jika 𝑓 − 𝑔 ∈ 𝐼 (Adams & Loustaunau, 1996). 

Contoh 2.3.2 Misalkan 𝐼 = 〈𝑥ଶ𝑦 + 𝑦, 𝑦ଶ⟩ adalah ideal pada ℚ[𝑥, 𝑦]. Diberikan 

𝑓 = 5𝑥ଷ𝑦 + 3𝑥𝑦 + 3𝑦ଷ dan 𝑔 = 2𝑥ଷ𝑦 + 𝑦ଷ. Karena 

𝑓 − 𝑔 = 3𝑥ଷ𝑦 + 3𝑥𝑦 + 2𝑦ଷ = 3𝑥(𝑥ଶ𝑦 + 𝑦) + 2𝑦(𝑦ଶ) ∈ 𝐼, 

maka 𝑓 ≡ 𝑔 (mod 𝐼). 

 

Berikut beberapa sifat kongruensi pada ring polinomial multivariabel. 

Teorema 2.3.3 Misalkan 𝐼 adalah ideal pada 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡]. Misalkan 𝑓 ∈

𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡]. Maka berlaku pernyataan berikut. 

1. Jika 𝑓 ≡ 𝑔 (mod 𝐼) untuk suatu 𝑔 ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡], maka 𝑔 ≡ 𝑓 (mod 𝐼). 

2. Jika 𝑓 ≡ 𝑔 (mod 𝐼) dan ℎ ≡ 𝑖 (mod 𝐼) untuk suatu 𝑔, ℎ, 𝑖 ∈ 

 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡], maka 𝑓 + ℎ ≡ 𝑔 + 𝑖 (mod 𝐼). 

Bukti.  

1. Misalkan 𝑓 ≡ 𝑔 (mod 𝐼). Maka terdapat 𝑞 ∈ 𝐼 sehingga 
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𝑓 = 𝑞 + 𝑔 

𝑔 = (−𝑞) + 𝑓. 

Akibatnya 𝑔 ≡ 𝑓 (mod 𝐼). 

2. Misalkan 𝑓 ≡ 𝑔 (mod 𝐼) dan ℎ ≡ 𝑖 (mod 𝐼). Maka terdapat 𝑞ଵ, 𝑞ଶ ∈ 𝐼 

sehingga 

𝑓 = 𝑞ଵ + 𝑔 

ℎ = 𝑞ଶ + 𝑖. 

Jumlahkan keduanya 

𝑓 + ℎ = 𝑞ଵ + 𝑞ଶ + 𝑔 + 𝑖. 

Karena 𝑞ଵ + 𝑞ଶ ∈ 𝐼, maka 

𝑓 + ℎ ≡ 𝑔 + 𝑖 (mod 𝐼). 

 

2.3.1 Bentuk Normal dari Polinomial Multivariabel 

Berikut ini adalah sifat kongruensi yang berkaitan dengan pembagian 

polinomial dengan basis Gröbner. Sebelum itu, didefinisikan terlebih dahulu sisa 

pembagian polinomial dengan basis Gröbner.  

Definisi 2.3.1.1 Misalkan 𝐺 adalah basis Gröbner bagi ideal 𝐼 pada 

𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] dan 𝑓 ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡]. Jika 𝑟 adalah sisa pembagian dari 𝑓 

oleh 𝐺, maka 𝑟 disebut sebagai bentuk normal dari 𝑓 atas 𝐺, yang dilambangkan 

sebagai 𝑁ீ(𝑓) = 𝑟 (Adams & Loustaunau, 1996). 

Contoh 2.3.1.2 Berdasarkan Contoh 2.2.1.7., 𝐺 = {𝑓ଵ, 𝑓ଶ, 𝑓ଷ} adalah basis 

Gröbner bagi 𝐼 = 〈𝑓ଵ, 𝑓ଶ⟩ dengan 𝑓ଵ = 𝑥𝑦 − 𝑦, 𝑓ଶ = −𝑥 + 𝑦ଶ, dan 𝑓ଷ = 𝑦ଷ − 𝑦. 

Misalkan ℎଵ = 3𝑥𝑦ହ − 7𝑦ଶ. Reduksi ℎଵ dengan 𝐺 menghasilkan  

3𝑥𝑦ହ − 7𝑦ଶ 
ଷ௬ర,௙భሱ⎯⎯ሮ 3𝑦ହ − 7𝑦ଶ 

ଷ௬మ,௙యሱ⎯⎯ሮ 3𝑦ଷ − 7𝑦ଶ 
ଷ,௙యሱሮ − 7𝑦ଶ + 3𝑦. 
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Karena 𝐺 adalah basis Gröbner, maka −7𝑦ଶ + 3𝑦 bentuk normal dari 𝑓 atas 𝐺. 

Teorema 2.3.1.3 Misalkan 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] dan 𝐺 adalah basis Gröbner 

bagi ideal 𝐼 pada 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡]. Maka 𝑓 ≡ 𝑔 (mod 𝐼) jika dan hanya jika 

𝑁ீ(𝑓) = 𝑁ீ(𝑔) (Adams & Loustaunau, 1996). 

Bukti. (⟹) Misalkan 𝑓 ≡ 𝑔 (mod 𝐼). Maka terdapat 𝑞 ∈ 𝐼 sehingga  

𝑓 = 𝑞 + 𝑔. 

Artinya 𝑁ீ(𝑓) = 𝑁ீ(𝑞) + 𝑁ீ(𝑔). Karena 𝐺 adalah basis Gröbner dan 𝑞 ∈ 𝐼, 

maka 𝑁ீ(𝑞) = 0. Akibatnya 𝑁ீ(𝑓) = 𝑁ீ(𝑔). 

(⟸) Misalkan 𝑁ீ(𝑓) = 𝑁ீ(𝑔). Perhatikan bahwa 

𝑓 − 𝑔 = 𝑓 − 𝑁ீ(𝑓) + 𝑁ீ(𝑔) − 𝑔 

= ൫𝑓 − 𝑁ீ(𝑓)൯ − ൫𝑔 − 𝑁ீ(𝑔)൯. 

Karena 𝑓 − 𝑁ீ(𝑓), 𝑔 − 𝑁ீ(𝑔) ∈ 𝐼, maka 𝑓 − 𝑔 ∈ 𝐼. Akibatnya 𝑓 ≡ 𝑔 (mod 𝐼).  

Contoh 2.3.1.4 Berdasarkan Contoh 2.2.1.7., 𝐺 = {𝑓ଵ, 𝑓ଶ, 𝑓ଷ} adalah basis 

Gröbner bagi 𝐼 = 〈𝑓ଵ, 𝑓ଶ⟩ dengan 𝑓ଵ = 𝑥𝑦 − 𝑦, 𝑓ଶ = −𝑥 + 𝑦ଶ, dan 𝑓ଷ = 𝑦ଷ − 𝑦. 

Misalkan ℎଵ = 3𝑥𝑦ହ − 7𝑦ଶ dan ℎଶ = 4𝑥ଶ𝑦ଶ + 𝑥𝑦ସ. Reduksi ℎଵ dengan 𝐺 

menghasilkan 𝑁ீ(ℎଵ) = −7𝑦ଶ + 3𝑦, berdasarkan Contoh 2.3.1.2. Reduksi ℎଶ 

dengan 𝐺 menghasilkan  

4𝑥ଶ𝑦ଶ + 𝑥𝑦ସ 
ସ௫௬,௙భሱ⎯⎯ሮ 𝑥𝑦ସ + 4𝑥𝑦ଶ 

௬య,௙భሱ⎯ሮ 4𝑥𝑦ଶ + 𝑦ସ 
ସ௬,௙భሱ⎯ሮ 𝑦ସ + 4𝑦ଶ 

௬,௙యሱ⎯ሮ 5𝑦ଶ. 

Didapatkan 𝑁ீ(ℎଶ) = 5𝑦ଶ. Karena 𝑁ீ(ℎଵ) ≠ 𝑁ீ(ℎଶ), maka berdasarkan 

Teorema 2.3.1.3, ℎଵ tidak kongruen ℎଶ modulo 𝐼. 

 

2.3.2 Sistem Kongruensi atas Ring Polinomial Multivariabel  

Berikut adalah definisi dari sistem kongruensi atas ring polinomial 

multivariabel. 
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Definisi 2.3.2.1 Misalkan 𝐼ଵ, 𝐼ଶ, … , 𝐼௠ adalah ideal tak nol yang berbeda pada 

𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡]. Misalkan 𝑓, 𝑓ଵ, 𝑓ଶ, … , 𝑓௠ ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡]. Didefinisikan 

sistem kongruensi atas ring polinomial multivariabel sebagai kumpulan 

kongruensi-kongruensi  

𝑓 ≡ 𝑓ଵ (mod 𝐼ଵ)
𝑓 ≡ 𝑓ଶ (mod 𝐼ଶ)

⋮
𝑓 ≡ 𝑓௠ (mod 𝐼௠)

 (2.1) 

(Adams & Loustaunau, 1996). 

Definisi 2.3.2.2 Diberikan sistem kongruensi  

𝑓 ≡ 𝑓ଵ (mod 𝐼ଵ)
𝑓 ≡ 𝑓ଶ (mod 𝐼ଶ)

⋮
𝑓 ≡ 𝑓௠ (mod 𝐼௠)

 (2.2) 

Suatu polinomial 𝑢 ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] disebut sebagai suatu solusi dari sistem 

kongruensi (2.2) jika 𝑢 − 𝑓௜ ∈ 𝐼௜, untuk setiap 𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑚} (Adams & 

Loustaunau, 1996). 

 

2.4 Singular-CAS 

Singular-CAS dalam konteks kajian teori aljabar komutatif dan geometri 

aljabar berperan sebagai realisasi komputasional dari struktur-struktur teoretis yang 

dikembangkan dalam matematika murni. Sistem ini mengimplementasikan 

algoritma-algoritma fundamental yang berdasar pada teori basis Gröbner, yang 

merupakan generalisasi dari pembagian polinomial multivariat dan menjadi 

landasan untuk menyelesaikan masalah ideal dalam ring polinomial. Dalam ranah 

geometri aljabar, Singular digunakan untuk mempelajari varietas aljabar melalui 

korespondensi dengan ideal-ideal radikal, menghitung invarian seperti dimensi 
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Krull dan derajat varietas, serta menganalisis singularitas melalui resolusi 

desingularisasi (Greuel & Pfister, 2007).  

Dengan demikian, Singular tidak hanya menjadi alat bantu hitung, tetapi 

juga media eksplorasi teoretis yang menghubungkan abstraksi matematika dengan 

verifikasi empiris, sekaligus media untuk menguji dugaan dan mengembangkan 

teori baru dalam aljabar komutatif dan geometri aljabar. Berikut ini adalah tampilan 

awal dari Singular-CAS. 

 
Gambar 2.1 Tampilan Awal dari Singular-CAS 

 

2.5 Kajian Integrasi Topik dengan Al-Qur’an 

Seperti yang sudah dijabarkan pada latar belakang, salah satu yang ditekankan 

dari Surat Al-Jatsiyah ayat 20 adalah Al-Qur’an sebagai pedoman untuk melihat 

antara yang haq dan bathil. Antara haq dan bathil tidak boleh dicampuradukan, 

karena akan menimbulkan kekacauan moral dan intelektual. Mencampurkan 

keduanya berarti mengaburkan batas antara yang benar dan salah, yang pada 
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akhirnya melahirkan kezaliman. Sebagaimana firman Allah SWT dalam Surat Al-

Baqarah ayat 42 

۝ɚɘ  وَلاَ  تَـلْبِسُوا  الحَْقَّ  ʪِلْبَاطِلِ  وَتَ كْتُمُوا الحَْقَّ  وَانَْـتُمْ  تَـعْلَمُوْنَ  

“Janganlah kamu campuradukkan kebenaran dengan kebatilan dan (jangan pula) 
kamu sembunyikan kebenaran, sedangkan kamu mengetahui(-nya).” 
 

Jika ditinjau dari asbabun nuzulnya, ayat ini turun dalam satu rangkaian pada 

surat Al-Baqarah ayat 40-44. Yaitu teguran Allah SWT terhadap Bani Israil di 

Madinah, yang mengetaui kebenaran kenabian Nabi Muhammad dari kitab mereka 

tetapi menolak menyampaikannya kepada kaumnya. Untuk Al-Baqarah ayat 42 

terdapat dua larangan dari Allah SWT yang ditujukan ke Bani Israil. 

Pertama, agar mereka jangan mencampuradukkan yang haq dengan yang 

bathil. Maksudnya, pemimpin-pemimpin Bani Israil suka memasukkan pendapat-

pendapat pribadi ke dalam Kitab Taurat, sehingga sukarlah untuk membedakan 

mana yang benar. 

Kedua, agar mereka tidak menyembunyikan kebenaran, padahal mereka 

mengetahuinya. Maksudnya, Bani Israil itu telah menyembunyikan kebenaran yang 

telah mereka ketahui dari kitab suci mereka. Antara lain ialah berita dari Allah 

tentang Nabi Muhammad saw yang akan diutus sebagai penutup dari semua rasul 

Allah untuk seluruh umat manusia. 

Hal ini sengaja mereka tutupi dari masyarakat umum, bahkan mereka berusaha 

menjelekkan Nabi Muhammad saw, untuk menghalangi manusia beriman 

kepadanya. Ayat ini mencela perbuatan mereka yang demikian itu, dan setiap orang 

yang dengan sengaja menyembunyikan sesuatu yang benar. 

Kembali pada basis Gröbner. Salah satu hal yang membedakan basis Gröbner 

𝐺 dengan pembangun bagi ideal 𝐼 yang lain terletak pada ketunggalan dari 
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pembagian polinomial dengan basis Gröbner, berdasarkan Teorema 2.2.2. Sifat ini 

menjamin tidak adanya keambiguitas saat melakukan pembagian polinomial 

dengan basis Gröbner. Sebaliknya tidak ada jaminan ketunggalan sisa pembagian 

dari 𝑓 dengan suatu pembangun dari 𝐼.  

Hal ini selaras dengan larangan pertama yang dijabarkan di atas. Ketunggalan 

sisa pembagian dalam hal ini dapat dimaknai sebagai perbuatan haq. Sehingga sifat 

sebaliknya sebagai perbuatan bathil. Maka keambiguitas dari sisa pembagian suatu 

polinomial 𝑓 anggota dari 𝐼 dengan suatu pembangun dari 𝐼 inilah yang dapat 

dimaknai sebagai mencampuradukan antara haq dan bathil. Hal ini akan berakibat 

tidak dapat ditentukan apakah suatu sistem kongruensi atas ring polinomial 

multivariabel memiliki solusi.  

Diantara contoh dari perbuatan mencampuradukan antara haq dan bathil 

terletak pada surat Ali Imran ayat 71 

۝ɝɗ هَْلَ  الْكِتٰبِ  لمَِ  تَـلْبِسُوْنَ  الحَْقَّ  ʪِلْبَاطِلِ  وَتَكْتُمُوْنَ  الحَْقَّ  وَانَْـتُمْ  تَـعْلَمُوْنَ   ٰٓʮ ࣖ 

“Wahai Ahlulkitab, mengapa kamu mencampuradukkan yang hak dengan yang 
batil dan kamu menyembunyikan kebenaran, padahal kamu mengetahui?” 
 
Berikut adalah tafsir dari ayat tersebut berdasarkan Tafsir Wajiz Kementerian 

Agama RI. Setelah ayat sebelumnya menjelaskan sikap penolakan Ahli Kitab 

terhadap kebenaran yang dibawa Rasulullah, maka ayat ini kembali menjelaskan 

perilaku buruk mereka yang lainnya, antara lain upaya penyesatan terhadap kaum 

muslim. Dalam hal ini, mereka menutup-nutupi beberapa firman Allah yang 

termaktub di dalam Taurat dan Injil dengan perkataan-perkataan yang dibuat-buat 

oleh mereka sendiri. Merkeaj juga menyembunyikan kebenaran tentang kenabian 

Muhammad yang disebut dalam Taurat dan Injil, meskipun mereka tahu tentang 

kebenaran dan akibatnya, yaitu siksa yang sangat pedih. 
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Ayat ini memberi tahu tentang teguran secara langsung dari Allah SWT ke ahli 

kitab. Mereka menyembunyikan kebenaran yang dibawa dari Nabi dan Rasul yang 

tertuang pada kitab Taurat dan Injil dan menambahkan perkataan mereka sendiri.  

 

2.6 Kajian Topik dengan Teori Pendukung 

Teorema berikut dapat digunakan untuk menentukan apakah suatu sistem  

kongruensi atas 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] memiliki solusi. Lebih lanjut, himpunan solusi dari 

sistem persamaan kongruensi juga dapat diketahui. Terakhir, diberikan kriteria 

mengenai polinomial yang berada dalam himpunan solusi. 

Teorema 2.6.1 Misalkan 𝐼ଵ, 𝐼ଶ, … , 𝐼௠ adalah ideal yang berbeda pada 

𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡]. Misalkan 𝑓ଵ, 𝑓ଶ, … , 𝑓௠ ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] dengan 

𝑓 ≡ 𝑓ଵ (mod 𝐼ଵ)
𝑓 ≡ 𝑓ଶ (mod 𝐼ଶ)

⋮
𝑓 ≡ 𝑓௠ (mod 𝐼௠)

 (2.3) 

adalah sistem kongruensi. Maka berlaku pernyataan berikut. 

1. Misalkan 𝑔 = ∑ 𝑤௜𝑓௜
௠
௜ୀଵ ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡, 𝑤ଵ, 𝑤ଶ, … , 𝑤௠ ]. Sistem (2.3) 

memiliki solusi jika dan hanya  jika ℎ = 𝑁ீ(𝑔) ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡]. Lebih 

lanjut ℎ adalah solusi dari sistem (2.3).  

2. Jika sistem (2.3) memiliki solusi, maka  ℎ + ∩௜ୀଵ
௠ 𝐼௜ = {ℎ + 𝑣|𝑣 ∈ ∩𝑖=1

𝑚 𝐼𝑖} 

adalah himpunan solusi dari  sistem (2.3). 

3. Khususnya, 𝑢 ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] adalah solusi dari sistem (2.3) jika dan hanya 

jika ℎ = 𝑁ீ∩௞[௫భ,௫మ,…,௫೙](𝑢), 

di mana 𝐺 adalah basis Gröbner bagi ideal 𝐽 = 〈1 − ∑ 𝑤௜
௠
௜ୀଵ , 𝑤ଵ𝐼ଵ, 𝑤ଶ𝐼ଶ, … , 𝑤௠𝐼௠⟩ 

pada 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡, 𝑤ଵ, 𝑤ଶ, … , 𝑤௠ ] terhadap order eliminasi dengan variabel 𝑥 

lebih kecil dari variabel 𝑤 (Adams & Loustaunau, 1996).
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BAB III  

METODE PENELITIAN 

3.1 Jenis Penelitian 

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi literatur, yaitu 

penelitian dilakukan dengan mengumpulkan dan mengkaji data dari sumber 

literatur seperti jurnal dan buku. Data yang dikumpulkan adalah yang berkaitan 

dengan basis Gröbner dan sistem kongruensi atas ring polinomial multivariabel.  

 

3.2 Pra Penelitian 

Penelitian ini mengumpulkan berbagai macam jurnal, artikel, dan buku yang 

berkaitan dengan topik yang dibahas pada penelitian ini. Berikut ini rujukan yang 

digunakan digunakan pada penelitian ini. 

Rujukan utama dari penelitian ini adalah buku karangan Adams & Loustaunau 

(1996). Buku tersebut membahas tentang pengantar dari basis Gröbner dan 

aplikasinya. Definisi dari ring polinomial, order suku, algoritma pembagian, basis 

Gröbner, dan algoritma Buchberger dijelaskan pada buku tersebut. Setelahnya 

dibahas berbagai macam aplikasi basis Gröbner, salah satunya adalah penyelesaian 

sistem persamaan polinomial. Kemudian salah satu subbab pada buku tersebut 

membahas tentang order eliminasi yang juga akan digunakan pada penelitian ini 

untuk menyelesaikan sistem kongruensi atas ring polinomial multivariabel.  

Ide mengenai penyelesaian sistem kongruensi atas polinomial multivariabel 

didapatkan pada exercises dari subbab pembahasan order eliminasi ini. Karena 

penelitian ini berkaitan dengan konsep ring, maka buku karangan Gallian (2013) 

dan Dummit & Foote (2004) digunakan sebagai referensi konsep dasar ring. 
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Konsep mengenai ideal dan homomorfisma ring pada buku tersebut juga digunakan 

sebagai referensi.  

Rujukan pendukung lain yang digunakan untuk mendefinisikan ring 

polinomial didapatkan dari buku karangan Greuel & Pfister (2007). Sementara 

rujukan mengenai konsep dasar dari kongruensi pada bilangan bulat didapatkan dari 

Rosen (2005). Rujukan-rujukan lain mengenai teori basis Gröbner dan aplikasinya 

adalah Cox, Little, & O’Shea (2015) dan Lin, Xu, & Wu (2004). 

 

3.3 Tahapan Penelitian 

Setelah selesai mempelajari dan memahami konsep yang berkaitan dengan 

penelitian, yaitu konsep basis  Gröbner dan sistem kongruensi atas ring polinomial 

mult\ivariabel beserta teori pendukungnya, berikut ini tahapan penelitian yang akan 

dilakukan. Berikut ini adalah tahapan penelitian mengenai bagaimana 

menyelesaikan sistem kongruensi atas ring polinomial multivariabel dengan basis 

Gröbner.  

1. Mengkaji teorema yang akan digunakan untuk menyelesaikan sistem 

kongruensi atas ring polinomial multivariabel berikut. 

Misalkan 𝐼ଵ, 𝐼ଶ, … , 𝐼௠ adalah ideal yang berbeda pada 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡], 

𝑓ଵ, 𝑓ଶ, … , 𝑓௠ ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡], dan  

𝑓 ≡ 𝑓ଵ (mod 𝐼ଵ)
𝑓 ≡ 𝑓ଶ (mod 𝐼ଶ)

⋮
𝑓 ≡ 𝑓௠ (mod 𝐼௠)

 (3.1) 

adalah sistem kongruensi atas 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡]. Misalkan 𝐽 = 〈1 − (𝑤ଵ +

𝑤ଶ + ⋯ + 𝑤௠), 𝑤ଵ𝐼ଵ, 𝑤ଶ𝐼ଶ, … , 𝑤௠𝐼௠⟩  adalah ideal pada 

𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡, 𝑤ଵ, 𝑤ଶ, … , 𝑤௠ ] dan 𝐺 adalah basis Gröbner bagi 𝐽 terhadap 
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order eliminasi dengan variabel 𝑥 lebih kecil dari variabel 𝑤. Misalkan 𝑔 =

∑ 𝑤௜𝑓௜
௠
௜ୀଵ . 

a. Misalkan 𝑔 = ∑ 𝑤௜𝑓௜
௠
௜ୀଵ ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡, 𝑤ଵ, 𝑤ଶ, … , 𝑤௠ ]. Sistem (3.1) 

memiliki solusi jika dan hanya  jika ℎ = 𝑁ீ(𝑔) ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡]. Lebih 

lanjut ℎ adalah suatu solusi dari sistem (3.1). 

b. Jika ℎ = 𝑁ீ(𝑔) dan ℎ ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡], maka  ℎ + ∩௜ୀଵ
௠ 𝐼௜ = {ℎ + 𝑣|𝑣 ∈

∩𝑖=1
𝑚 𝐼𝑖} adalah himpunan solusi dari  sistem (3.1). 

c. Khususnya, 𝑢 ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] adalah solusi dari sistem (3.1) jika dan 

hanya jika ℎ = 𝑁ீ∩௞[௫భ,௫మ,…,௫೙](𝑢). 

2. Membuktikan teorema tersebut menggunakan sifat-sifat basis Gröbner, 

kongruensi, dan order eliminasi. Berikut ini adalah gambaran umum dari 

pembuktian teorema tersebut. 

a. Menunjukan jika 𝑓 ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] merupakan solusi bagi sistem (3.1), 

maka akan didapatkan 

𝑔 ≡ 𝑓 (mod 𝐽) 

b. Tulis 𝑔 dalam bentuk 

𝑔 − ℎ = 𝑐 ൭1 − ෍ 𝑤௜

௠

௜ୀଵ

൱ + ෍ 𝑎௜𝑤௜𝑞௜

௠

௜ୀଵ

 

c. Memverifikasi bahwa  

ℎ ≡ 𝑓௞ (mod 𝐼௞) 

untuk setiap 𝑘 ∈ {1,2, … , 𝑚}. 

d. Memverifikasi solusi dengan mensubtitusi ℎ + ∩௜ୀଵ
௠ 𝐼௜ ke sistem (3.1). 

e. Menunjukan bahwa solusi dari sistem (3.1) merupakan anggota dari ℎ +

 ∩௜ୀଵ
௠ 𝐼௜. 
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f. Membuktikan poin nomor tiga dengan Teorema 2.2.3, 2.2.4, dan 2.3.1.3. 

3. Menunjukan secara eksplisit langkah-langkah penyelesaian sistem kongruensi 

atas ring polinomial multivariabel berdasarkan teorema yang sudah dikaji dan 

dibuktikan pada poin satu dan dua.  Komputasi basis Gröbner pada langkah-

langkah ini dilakukan dengan algoritma Buchberger.  

Selanjutnya langkah-langkah penyelesaian sistem kongruensi atas ring polinomial 

dengan basis Gröbner akan diimplementasikan dalam pada Singular-CAS dalam 

bentuk prosedur Singular-CAS. Berikut ini adalah langkah-langkah 

impelementasinya.  

1. Membuat prosedur pada Singuar-CAS untuk menentukan apakah sistem 

kongruensi atas ring polinomial multivariabel memilki solusi dan menunjukan 

himpunan solusinya. 

2. Membuat prosedur untuk menentukan apakah suatu polinomial merupakan 

solusi bagi sistem kongruensi pada sistem kongruensi atas ring polinomial 

multivariabel.  

3. Menunjukan bagaimana cara menjalankan dua prosedur pada Singular-CAS 

yang sudah dibuat untuk menyelesaikan sistem kongruensi atas ring polinomial 

multivariabel.   

4. Memberikan contoh penyelesaian sistem kongruensi atas ring polinomial 

multivariabel dengan prosedur pada Singular-CAS yang sudah dibuat. 
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BAB IV  

HASIL DAN PEMBAHASAN 

4.1 Penyelesaian Sistem Kongruensi atas Ring Polinomial Multivariabel 

Misalkan 𝐼ଵ, 𝐼ଶ, … , 𝐼௠ adalah ideal yang berbeda pada 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡]. 

Misalkan 𝑓, 𝑓ଵ, 𝑓ଶ, … , 𝑓௠ ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡]. Diberikan sistem kongruensi  

𝑓 ≡ 𝑓ଵ (mod 𝐼ଵ)
𝑓 ≡ 𝑓ଶ (mod 𝐼ଶ)

⋮
𝑓 ≡ 𝑓௠ (mod 𝐼௠)

 (4.1) 

Pertanyaanya adalah apakah ada 𝑓 ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] yang memenuhi sistem (4.1)? 

Jika ada, bagaimana himpunan solusinya? Pada subbab ini akan dibahas metode 

untuk menjawab pertanyaan-pertanyaan tersebut. Berikut ini adalah salah satu 

contoh dari sistem persamaan kongruensi yang memiliki solusi.  

Contoh 4.1.1 Misalkan 𝐼ଵ = 〈𝑥ଶ𝑦 + 𝑧⟩, 𝐼ଶ = 〈𝑥𝑧, 𝑥𝑦, 𝑦ଶ𝑧 + 𝑧⟩, 𝐼ଷ = 〈𝑥ଷ + 𝑦, 𝑧ଷ +

𝑧⟩ adalah ideal pada ℚ[𝑥, 𝑦, 𝑧] terhadap order leksikografis derajat dengan 𝑥 > 𝑦 >

𝑧. Diberikan sistem kongruensi 

𝑓 ≡ 𝑦ଶ𝑧 + 𝑧ଶ + 𝑧 + 2 (mod 𝐼ଵ)
𝑓 ≡ 2 (mod 𝐼ଶ)
𝑓 ≡ −𝑥𝑦ଷ + 𝑦ଶ𝑧 + 𝑧 + 2 (mod 𝐼ଷ)

 (4.2) 

Misalkan 𝑓ଵ` = 𝑦ଶ𝑧 + 𝑧ଶ + 𝑧 + 2, 𝑓ଶ = 2, 𝑓ଷ = −𝑥𝑦ଷ + 𝑦ଶ𝑧 + 𝑧 + 2. Misalkan 

𝑓 = 𝑥ସ𝑦ଶ + 𝑦ଶ𝑧 + 𝑧 + 2. Akan ditunjukan 𝑓 merupakan solusi bagi sistem (4.2) 

dengan menunjukan sisa pembagian dari 𝑓 dengan 𝐼ଵ, 𝐼ଶ, dan 𝐼ଷ secara berurutan 

adalah 𝑓ଵ, 𝑓ଶ, 𝑓ଷ. Misalkan 𝐼ଵ = 〈𝑥ଶ𝑦 + 𝑧⟩ = 〈𝑝ଵ⟩. Reduksi 𝑓 oleh 𝐼ଵ menghasilkan 

𝑓 
௫మ௬,௣భሱ⎯⎯⎯ሮ − 𝑥ଶ𝑦𝑧 + 𝑦ଶ𝑧 + 𝑧 + 2 

ି௭,௣భሱ⎯⎯ሮ 𝑦ଶ𝑧 + 𝑧ଶ + 𝑧 + 2. 
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Karena 𝑙𝑝(𝑔௜) tidak membagi setiap setiap suku pada polinomial 𝑦ଶ𝑧 + 𝑧ଶ + 𝑧 +

2, maka sisa pembagian dari 𝑓 dengan 𝐼ଵ adalah 𝑦ଶ𝑧 + 𝑧ଶ + 𝑧 + 2 = 𝑓ଵ. Misalkan 

𝐼ଷ = 〈𝑥𝑧, 𝑥𝑦, 𝑦ଶ𝑧 + 𝑧⟩ = 〈𝑞ଵ, 𝑞ଶ, 𝑞ଷ⟩. Reduksi 𝑓 oleh 𝐼ଶ menghasilkan 

𝑓 
௫య௬,௤మሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑦ଶ𝑧 + 𝑧 + 2 

ଵ,௤యሱ⎯ሮ 2. 

Didapatkan sisa pembagian dari 𝑓 dengan 𝐼ଶ adalah 2 = 𝑓ଶ. Misalkan 𝐼ଷ =

〈𝑥ଷ + 𝑦, 𝑧ଷ + 𝑧⟩ = 〈𝑟ଵ, 𝑟ଶ⟩. Reduksi 𝑓 oleh 𝐼ଷ menghasilkan 

𝑓 
௫௬మ,௥భሱ⎯⎯ሮ − 𝑥𝑦ଷ + 𝑦ଶ𝑧 + 𝑧 + 2. 

Didapatkan sisa pembagian dari 𝑓 dengan 𝐼ଷ adalah −𝑥𝑦ଷ + 𝑦ଶ𝑧 + 𝑧 + 2 = 𝑓ଷ. 

Jadi, 𝑓 merupakan solusi bagi sistem (4.2).  

 

Teorema berikut dapat digunakan untuk menunjukan eksistensi solusi dari 

sistem (4.1) dan mendeskripsikan solusi dari sistem (4.1) secara spesifik. 

Lebihlanjut kriteria apakah suatu polinomial 𝑢 ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] termasuk solusi 

juga diberikan.  

Teorema 4.1.2 Misalkan 𝐼ଵ, 𝐼ଶ, … , 𝐼௠ adalah ideal yang berbeda pada 

𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡]. Misalkan 𝑓ଵ, 𝑓ଶ, … , 𝑓௠ ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] dengan 

𝑓 ≡ 𝑓ଵ (mod 𝐼ଵ)
𝑓 ≡ 𝑓ଶ (mod 𝐼ଶ)

⋮
𝑓 ≡ 𝑓௠ (mod 𝐼௠)

 (4.3) 

adalah sistem kongruensi. Maka berlaku pernyataan berikut. 

1. Misalkan 𝑔 = ∑ 𝑤௜𝑓௜
௠
௜ୀଵ ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡, 𝑤ଵ, 𝑤ଶ, … , 𝑤௠ ]. Sistem (4.3) 

memiliki solusi jika dan hanya  jika ℎ = 𝑁ீ(𝑔) ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡]. Lebih 

lanjut ℎ adalah solusi dari sistem (4.3).  
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2. Jika sistem (4.3) memiliki solusi, maka  ℎ + ∩௜ୀଵ
௠ 𝐼௜ = {ℎ + 𝑣|𝑣 ∈ ∩𝑖=1

𝑚 𝐼𝑖} 

adalah himpunan solusi dari  sistem (4.3). 

3. Khususnya, 𝑢 ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] adalah solusi dari sistem (4.3) jika dan hanya 

jika ℎ = 𝑁ீ∩௞[௫భ,௫మ,…,௫೙](𝑢), 

di mana 𝐺 adalah basis Gröbner bagi ideal 𝐽 = 〈1 − ∑ 𝑤௜
௠
௜ୀଵ , 𝑤ଵ𝐼ଵ, 𝑤ଶ𝐼ଶ, … , 𝑤௠𝐼௠⟩ 

pada 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡, 𝑤ଵ, 𝑤ଶ, … , 𝑤௠ ] terhadap order eliminasi dengan variabel 𝑥 

lebih kecil dari variabel 𝑤 (Adams & Loustaunau, 1996).   

Bukti.  

1. (⟹)  Misalkan sistem (4.3) memiliki solusi. Artinya terdapat 𝑓 ∈

𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] sehingga untuk setiap 𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑚} 

𝑓 ≡ 𝑓௜ (mod 𝐼௜). 

Maka terdapat 𝑞௜ ∈ 𝐼௜ sehingga 

𝑓 − 𝑓௜ = 𝑞௜. 

Tinjau 𝑓, 𝑓௜, dan 𝑞௜ sebagai polinomial pada 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡, 𝑤ଵ, 𝑤ଶ, … , 𝑤௠]. 

Perhatikan bahwa  

𝑤௜(𝑓 − 𝑓௜) = 𝑤௜𝑞௜
𝑤௜𝑓 − 𝑤௜𝑓௜ = 𝑤௜𝑞௜. 

Didapatkan 𝑤௜𝑓 ≡ 𝑤௜𝑓ூ (mod 𝑤௜𝐼௜). Karena 𝑤௜𝐼௜ ∈ 𝐽, maka 𝑤௜𝑓௜ ≡

𝑤௜𝑓 (mod 𝐽). Akibatnya untuk 𝑔 = ∑ 𝑤௜𝑓௜
௠
௜ୀଵ  

𝑔 = ෍ 𝑤௜𝑓௜

௠

௜ୀଵ

(mod 𝐽) ≡ ෍ 𝑤௜𝑓
௠

௜ୀଵ

(mod 𝐽) ≡ 𝑓 ෍ 𝑤௜

௠

௜ୀଵ

 (mod 𝐽). 

Karena 1 − ∑ 𝑤௜
௠
௜ୀଵ ∈ 𝐽, maka berdasarkan Teorema 2.3.3. ∑ 𝑤௜

௠
௜ୀଵ ≡

1 (mod 𝐽) sehingga 

𝑔 ≡ 𝑓 ෍ 𝑤௜

௠

௜ୀଵ

(mod 𝐽) ≡ 𝑓 (mod 𝐽). 
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Misalkan ℎ = 𝑁ீ(𝑔). Berdasarkan Teorema 2.3.1.3., 𝑔 ≡ 𝑓 (mod 𝐽) jika dan 

hanya jika 𝑁ீ(𝑔) = 𝑁ீ(𝑓). Karena 𝑓 ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] dan variabel 𝑥 lebih 

kecil dari 𝑤, maka ℎ ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡]. 

 

(⟸) Misalkan ℎ = 𝑁ீ(𝑔) ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡]. Artinya sebagai polinomial 

pada 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡, 𝑤ଵ, 𝑤ଶ, … , 𝑤௠ ], polinomial 𝑔 dengan sisa pembagian 

terhadap 𝐺 adalah ℎ dapat ditulis dalam bentuk  

𝑔 − ℎ = 𝑐 ൭1 − ෍ 𝑤௜

௠

௜ୀଵ

൱ + ෍ 𝑎௜𝑤௜𝑞௜

௠

௜ୀଵ

 (4.4) 

untuk suatu 𝑐, 𝑎௜ ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡, 𝑤ଵ, 𝑤ଶ, … , 𝑤௠ ], dan 𝑞௜ ∈ 𝐼௜. Tetapkan 𝑘 ∈

{1,2, … , 𝑚}. Evaluasi persamaan (4.4) saat 𝑤௞ = 1 dan 𝑤௝ = 0 untuk 𝑗 ∈

{1,2, … , 𝑚}, 𝑗 ≠ 𝑘. Misalkan 𝑔ᇱ = 𝑔(𝑥ଵ, … , 𝑥௡, 0, … ,1, … ,0) dan ℎᇱ =

ℎ(𝑥ଵ, … , 𝑥௡, 0, … ,1, … ,0). Evaluasi ruas kiri dari persamaan (4.4) 

menghasilkan 

𝑔ᇱ − ℎ′ = 𝑓௞(𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡) − ℎ(𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡). 

Misalkan 𝑐ᇱ = 𝑐(𝑥ଵ, … , 𝑥௡, 0, … ,1, … ,0) dan 𝑞௜
ᇱ = 𝑞௜(𝑥ଵ, … , 𝑥௡, 0, … ,1, … ,0), 

untuk 𝑖 = {1,2, … , 𝑚}. Evaluasi ruas kanan dari persamaan (4.4) menghasilkan 

𝑐ᇱ ൭1 − ෍ 𝑤௜

௠

௜ୀଵ

൱ + ෍ 𝑎௜𝑤௜𝑞௜
ᇱ

௠

௜ୀଵ

= 𝑐′(1 − 1) + 𝑎௞𝑞௞
ᇱ  

= 𝑎௞𝑞௞
ᇱ . 

Didapatkan persamaan (4.4) akan menjadi 

𝑓௞(𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡) − ℎ(𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡) = 𝑎௞𝑞௞
ᇱ . 

Karena 𝑞௞
ᇱ ∈ 𝐼, maka 𝑎௞𝑞௞

ᇱ ∈ 𝐼. Akibatnya berdasarkan definisi kongruensi, 

𝑓௞ ≡ ℎ (mod 𝐼௞). Berdasarkan Teorema 2.3.3 
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ℎ ≡ 𝑓௞ (mod 𝐼௞). 

Karena untuk setiap 𝑘 ∈ {1,2, … , 𝑚} berlaku ℎ ≡ 𝑓௞ (mod 𝐼௞), maka sistem 

(4.3) memiliki solusi. Dalam hal ini solusinya adalah ℎ. 

 

2. Akan ditunjukan ℎ + ∩௜ୀଵ
௠ 𝐼௜ = {ℎ + 𝑣|𝑣 ∈ ∩௜ୀଵ

௠ 𝐼௜} merupakan himpunan 

solusi bagi (4.3) dengan menunjukan ℎ + ∩௜ୀଵ
௠ 𝐼௜ termasuk ke dalam solusi 

bagi (4.3) dan setiap solusi bagi (4.3) merupakan anggota dari ℎ + ∩௜ୀଵ
௠ 𝐼௜. 

 

Akan ditunjukan terlebih dahulu ℎ + ∩௜ୀଵ
௠ 𝐼௜ termasuk ke dalam solusi dari 

sistem (4.3). Misalkan 𝑣 ∈ ∩௜ୀଵ
௠ 𝐼௜. Berdasarkan Teorema 2.2.4. karena 

∩௜ୀଵ
௠ 𝐼௜ = 𝐽 ∩ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡], maka 𝑣 ⟶

ீ
ା0. Artinya sebagai polinomial 

dalam 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡, 𝑤ଵ, 𝑤ଶ, … , 𝑤௠ ], polinomial 𝑣 yang habis dibagi oleh 𝐺 

dapat ditulis dalam bentuk 

𝑣 = 𝑑 ൭1 − ෍ 𝑤௜

௠

௜ୀଵ

൱ + ෍ 𝑏௜𝑤௜𝑟௜

௠

௜ୀଵ

 (4.5) 

untuk suatu 𝑑, 𝑏௜ ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡, 𝑤ଵ, 𝑤ଶ, … , 𝑤௠ ], 𝑟௜ ∈ 𝐼௜. Tetapkan 𝑘 ∈

{1,2, … , 𝑚}. Evaluasi (4.5) saat 𝑤௞ = 1 dan 𝑤௝ = 0 untuk 𝑗 ∈ {1,2, … , 𝑚}, 𝑗 ≠

𝑘. Misalkan 𝑣ᇱ = 𝑣(𝑥ଵ, … , 𝑥௡, 0, … ,1, … ,0) d, 𝑑ᇱ = 𝑑(𝑥ଵ, … , 𝑥௡, 0, … ,1, … 0), 

dan 𝑟௜
ᇱ = 𝑞௜(𝑥ଵ, … , 𝑥௡, 0, … ,1, … ,0), untuk 𝑖 = {1,2, … , 𝑚}. Evaluasi (4.5) 

menghasilkan  

𝑣ᇱ = 𝑑′ ൭1 − ෍ 𝑤௜

௠

௜ୀଵ

൱ + ෍ 𝑏௜𝑤௜𝑟௜
ᇱ

௠

௜ୀଵ

 

= 𝑑′(1 − 1) + 𝑏௞𝑟௞
ᇱ  

= 𝑏௞𝑟௞
ᇱ. 
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Karena 𝑟௞
ᇱ ∈ 𝐼, maka 𝑏௞𝑟௞

ᇱ ∈ 𝐼. Akibatnya berdasarkan definisi kongruensi 

𝑣 ≡ 0 mod 𝐼௞ 

Karena untuk setiap 𝑘 ∈ {1,2, … , 𝑚} berlaku 𝑣 ≡ 0 (mod 𝐼௞), berdasarkan 

Teorema 2.3.3. 

ℎ + 𝑣 ≡ 𝑓௞ mod 𝐼௞ 

Akibatnya ℎ +∩௜ୀଵ
௠ 𝐼௜ termasuk dalam himpunan solusi dari sistem (4.3).   

 

Kemudian akan ditunjukan solusi dari sistem (4.3) merupakan anggota dari ℎ +

∩௜ୀଵ
௠ 𝐼௜. Misalkan 𝑢 adalah solusi dari sistem (4.3), yaitu  

𝑢 ≡ 𝑓௜ (mod 𝐼௜) 

untuk setiap 𝑖 ∈ {1,2, … , 𝑚}. Maka 𝑢 dapat ditulis dalam bentuk 𝑢 = 𝑞௜ + 𝑓௜, 

untuk suatu 𝑞௜ ∈ 𝐼௜. Karena ℎ merupakan solusi, maka ℎ dapat ditulis dalam 

bentuk ℎ = 𝑟௜ + 𝑓௜, untuk suatu 𝑟௜ ∈ 𝐼௜. Perhatikan bahwa 

𝑢 = 𝑞௜ + 𝑓௜
= 𝑞௜ + (ℎ − 𝑟௜)
= ℎ + (𝑞௜ − 𝑟௜).

 

Akibatnya 𝑢 ∈ ℎ +∩௜ୀଵ
௠ 𝐼௜. Jadi himpunan solusi dari sistem (4.3) adalah ℎ +

∩௜ୀଵ
௠ 𝐼௜ = {ℎ + 𝑣|𝑣 ∈∩௜ୀଵ

௠ 𝐼௜}. 

 

3. Misalkan 𝑢 adalah solusi dari sistem (4.3), yaitu 𝑢 ∈ ℎ +∩௜ୀଵ
௠ 𝐼௜. Artinya 𝑢 −

ℎ ∈∩௜ୀଵ
௠ 𝐼௜ sehingga 

𝑢 ≡ ℎ (mod ∩௜ୀଵ
௠ 𝐼௜). 

Misalkan 𝐺ᇱ = 𝐺 ∩ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡], dan 𝐽ᇱ = 𝐽 ∩ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡]. 

Berdasarkan Teorema 2.2.3 dan Teorema 2.2.4, karena 𝐺 merupakan basis 

Gröbner bagi 𝐽, maka 𝐺′ merupakan basis Gröbner bagi 𝐽ᇱ dan 𝐽ᇱ =∩௜ୀଵ
௠ 𝐼௜. 
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Karena ℎ tereduksi terhadap 𝐺 terhadap order eliminasi dan 𝐺ᇱ ⊆ 𝐺, maka 

𝑁ீᇲ(ℎ) = 𝑁ீ(ℎ) = ℎ. Berdasarkan Teorema 2.3.1.3., 𝑢 ≡ ℎ (mod ∩௜ୀଵ
௠ 𝐼௜) 

jika dan hanya jika 𝑁ீᇲ(𝑢) = 𝑁ீᇲ(ℎ). Jadi 𝑢 ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] adalah solusi 

dari sistem (4.3) jika dan hanya jika ℎ = 𝑁ீᇱ(𝑢). 

 

Dari dua poin pertama pada Teorema 4.1.2, diperoleh prosedur untuk 

menyelesaikan sistem kongruensi atas ring polinomial multivariabel. Misalkan  

𝑓 ≡ 𝑓ଵ (mod 𝐼ଵ)
𝑓 ≡ 𝑓ଶ (mod 𝐼ଶ)

⋮
𝑓 ≡ 𝑓௠ (mod 𝐼௠)

 (4.6) 

dengan 𝐼ଵ, 𝐼ଶ, … , 𝐼௠ adalah ideal yang berbeda pada 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] dan 

𝑓, 𝑓ଵ, 𝑓ଶ, … , 𝑓௠ ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡]. Langkah-langkah untuk menyelesaikan sistem 

(4.6) adalah sebagai berikut.   

1. Bentuk ideal 

𝐽 = 〈1 − ෍ 𝑤௜

௠

௜ୀଵ

, 𝑤ଵ𝐼ଵ, 𝑤ଶ𝐼ଶ, … , 𝑤௠𝐼௠〉 

pada 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡, 𝑤ଵ, 𝑤ଶ, … 𝑤௠]. 

2. Tetapkan order pada 𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡, yang kemudian disebut sebagai order pada 

variabel 𝑥. Tetapkan sebuah order pada 𝑤ଵ, 𝑤ଶ, … , 𝑤௠, yang kemudian disebut 

sebagai order pada variabel 𝑤. 

3. Cari basis Gröbner 𝐺 bagi 𝐽 terhadap order eliminasi dengan variabel 𝑥 lebih 

kecil daripada variabel 𝑤. 

4. Cari 𝑁ீ(∑ 𝑤௜𝑓௜
௠
௜ୀଵ ).  

5. Jika 𝑁ீ(∑ 𝑤௜𝑓௜
௠
௜ୀଵ ) ∉ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡], maka sistem (4.6) tidak memiliki  

solusi. Jika ℎ = 𝑁ீ(∑ 𝑤௜𝑓௜
௠
௜ୀଵ ) ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡], maka sistem (4.6) memiliki 
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solusi. Lebih lanjut himpunan solusinya adalah ℎ +∩௜ୀଵ
௠ 𝐼௜ = ℎ + 〈𝐺 ∩

𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡]⟩.   

Langkah-langkah penyelesaian sistem kongruensi atas ring polinomial 

multivariabel diilustrasikan dalam diagram alir sebagai berikut. 

 
Gambar 4.1 Langkah-langkah Penyelesaian Sistem Kongruensi 

Contoh 4.1.3 Diberikan sistem kongruensi pada ℚ[𝑥, 𝑦] 

𝑓 ≡ 𝑥 − 1 (mod 〈𝑥, 𝑦⟩) 

𝑓 ≡ 𝑥 (mod 〈𝑥 − 1, 𝑦⟩. 
(4.7) 

1. Bentuk ideal  

𝐽 = 〈1 − (𝑤ଵ + 𝑤ଶ), 𝑤ଵ〈𝑥, 𝑦⟩, 𝑤ଶ〈𝑥 − 1, 𝑦⟩ൿ ⊆  ℚ[𝑥, 𝑦, 𝑤ଵ, 𝑤ଶ]. 
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2. Tetapkan order leksikografis balikan derajat pada variabel 𝑥, 𝑦 dengan 𝑥 < 𝑦 

dan order leksikografis balikan derajat pada variabel 𝑤ଵ, 𝑤ଶ dengan 𝑤ଵ < 𝑤ଶ.  

3. Tetapkan order eliminasi dengan variabel 𝑥, 𝑦 lebih kecil dari variabel 𝑤ଵ, 𝑤ଶ. 

Misalkan 𝐹 = {𝑔ଵ, 𝑔ଶ, 𝑔ଷ, 𝑔ସ, 𝑔ହ} dengan 𝑔ଵ = −𝑤ଶ − 𝑤ଵ + 1, 𝑔ଶ = 𝑤ଵ𝑥, 

𝑔ଷ = 𝑤ଵ𝑦, 𝑔ସ = 𝑤ଶ𝑥 − 𝑤ଶ, dan 𝑔ହ = 𝑤ଶ𝑦 adalah pembangun dari 𝐽. Akan 

dicari basis Gröbner dari 𝐽 dengan algoritma Buchberger. 

 

Inisialisasi: 𝐺 ≔ 𝐹 dan 𝒢 ≔ {{𝑔ଵ, 𝑔ଶ}, {𝑔ଵ, 𝑔ଷ}, {𝑔ଵ, 𝑔ସ}, {𝑔ଵ, 𝑔ହ}, {𝑔ଶ, 𝑔ଷ}, 

{𝑔ଶ, 𝑔ସ}, {𝑔ଶ, 𝑔ହ}, {𝑔ଷ, 𝑔ସ}, {𝑔ଷ, 𝑔ହ}, {𝑔ସ, 𝑔ହ}}  

Iterasi pertama, 𝒢 ≠ ∅ 

 Pilih {𝑔ଵ, 𝑔ଶ} ∈ 𝒢 

 𝒢 ≔ 𝒢 − ൛{𝑔ଵ, 𝑔ଶ}ൟ 

 𝑆(𝑔ଵ, 𝑔ଶ) = ௪మ௪భ௫
ି௪మ

𝑔ଵ − ௪మ௪భ௫
௪భ௫

𝑔ଶ = 𝑤ଵ
ଶ𝑥 − 𝑤ଵ𝑥 

 𝑆(𝑔ଵ, 𝑔ଶ) 
௪భ,௚మሱ⎯⎯ሮ 𝑤ଵ𝑥 

ିଵ,௚మሱ⎯⎯ሮ 0  

Iterasi kedua, 𝒢 ≠ ∅ 

 Pilih {𝑔ଵ, 𝑔ଷ} ∈ 𝒢 

 𝒢 ≔ 𝒢 − ൛{𝑔ଵ, 𝑔ଷ}ൟ 

 𝑆(𝑔ଵ, 𝑔ଷ) = ௪మ௪భ௬
ି௪మ

𝑔ଵ − ௪మ௪భ௬
௪ଵ௬

𝑔ଶ = 𝑤ଵ
ଶ𝑦 − 𝑤ଵ𝑦 

 𝑆(𝑔ଵ, 𝑔ଶ) 
௪భ,௚యሱ⎯⎯ሮ 𝑤ଵ𝑦 

ିଵ,௚యሱ⎯⎯ሮ 0   

Iterasi ketiga, 𝒢 ≠ ∅ 

 Pilih {{𝑔ଵ, 𝑔ସ}} ∈ 𝒢 

 𝒢 ≔ 𝒢 − ൛{𝑔ଵ, 𝑔ସ}ൟ   

 𝑆(𝑔ଵ, 𝑔ସ) = ௪మ௫
ି௪మ

𝑔ଵ − ௪మ௫
௪మ௫

𝑔ସ = 𝑤ଵ𝑥 − 𝑤ଶ − 𝑥 
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 𝑆(𝑔ଵ, 𝑔ସ) 
ଵ,௚మሱ⎯ሮ − 𝑤ଶ − 𝑥 

ଵ,௚భሱ⎯ሮ 𝑤ଵ + 𝑥 − 1  

 Karena 𝑤ଵ + 𝑥 − 1 ≠ 0 

  Misalkan 𝑔଺ ≔ 𝑤ଵ + 𝑥 − 1  

  𝐺 ≔ 𝐺 ∪ {𝑔଺}  

  𝒢 ≔ 𝒢 ∪ ൛{𝑔ଵ, 𝑔଺}, {𝑔ଶ, 𝑔଺}, … , {𝑔ହ, 𝑔଺}ൟ  

Iterasi keempat, 𝒢 ≠ ∅ 

 Pilih {𝑔ଵ, 𝑔ହ} ∈ 𝒢 

 𝒢 ≔ 𝒢 − ൛{𝑔ଵ, 𝑔ହ}ൟ 

 𝑆(𝑔ଵ, 𝑔ହ) = ௪మ௬
ି௪మ

𝑔ଵ − ௪మ௬
௪మ௬

𝑔ହ = 𝑤ଵ𝑦 − 𝑦 

 𝑆(𝑔ଵ, 𝑔ହ) 
ଵ,௚యሱ⎯ሮ − 𝑦 

 Karena −𝑦 ≠ 0 

  Misalkan 𝑔଻ ≔ −𝑦 

  𝐺 ≔ 𝐺 ∪ {𝑔଻}  

  𝒢 ≔ 𝒢 ∪ ൛{𝑔ଵ, 𝑔଻}, {𝑔ଶ, 𝑔଻}, … , {𝑔଺, 𝑔଻}ൟ 

Iterasi kelima, 𝒢 ≠ ∅ 

 Pilih {𝑔ଶ, 𝑔ଷ} ∈ 𝒢 

 𝒢 ≔ 𝒢 − ൛{𝑔ଶ, 𝑔ଷ}ൟ 

 𝑆(𝑔ଶ, 𝑔ଷ) = ௪భ௫௬
௪భ௫

𝑔ଶ − ௪భ௫௬
௪భ௬

𝑔ଷ = 0 

Iterasi keenam, 𝒢 ≠ ∅ 

 Pilih {𝑔ଶ, 𝑔ସ} ∈ 𝒢 

 𝒢 ≔ 𝒢 − ൛{𝑔ଶ, 𝑔ସ}ൟ 

 𝑆(𝑔ଶ, 𝑔ସ) = ௪మ௪భ௫
௪భ௫

𝑔ଶ − ௪మ௪భ௫
௪మ௫

𝑔ସ = 𝑤ଶ𝑤ଵ 



55 
 
 

 
 

 𝑆(𝑔ଶ, 𝑔ସ) 
ି௪భ,௚భሱ⎯⎯⎯ሮ − 𝑤ଵ

ଶ + 𝑤ଵ 
ି௪భ,௚లሱ⎯⎯⎯ሮ 𝑤ଵ𝑥 

௫,௚లሱ⎯ሮ − 𝑥ଶ + 𝑥   

 Karena −𝑥ଶ + 𝑥 ≠ 0 

  Misalkan 𝑔଼ ≔ −𝑥ଶ + 𝑥 

  𝐺 ≔ 𝐺 ∪ {𝑔଼} 

  𝒢 ≔ 𝒢 ∪ ൛{𝑔ଵ, 𝑔଼}, {𝑔ଶ, 𝑔଼}, … , {𝑔଺, 𝑔଼}ൟ 

Setelahnya untuk setiap ൛𝑔௜, 𝑔௝ൟ pada 𝒢 yang tersisa, 𝑆൫𝑔௜, 𝑔௝൯ ⟶
ீ

ା 0. Artinya  

𝐺 = {−𝑤ଶ − 𝑤ଵ + 1, 𝑤ଵ𝑥, 𝑤ଵ𝑦, 𝑤ଶ𝑥 − 𝑤ଶ, 𝑤ଶ𝑦, 𝑤ଵ + 𝑥 − 1, −𝑦, −𝑥ଶ + 𝑥} 

merupakan basis Gröbner bagi 𝐽. 

4. Misalkan 𝑔 = 𝑤ଵ𝑓ଵ + 𝑤ଶ𝑓ଶ = 𝑤ଵ(𝑥 − 1) + 𝑤ଶ𝑥 = 𝑤ଶ𝑥 + 𝑤ଵ𝑥 − 𝑤ଵ. 

Reduksi 𝑔 terhadap 𝐺 

𝑔 
ଵ,௚రሱ⎯ሮ 𝑤ଵ𝑥 + 𝑤ଶ − 𝑤ଵ

ଵ,௚మሱ⎯ሮ 𝑤ଶ − 𝑤ଵ 
ିଵ,௚భሱ⎯⎯ሮ − 2𝑤ଵ + 1 

ିଶ,௚లሱ⎯⎯ሮ 2𝑥 − 1. 

5. Karena 𝑁ீ(𝑔) = 2𝑥 − 1 ∈ ℚ[𝑥, 𝑦], maka sistem (4.7) memiliki solusi. 

Himpunan solusinya adalah 2𝑥 − 1 + 〈𝑥, 𝑦⟩ ∩ 〈𝑥 − 1, 𝑦⟩ = 2𝑥 − 1 +

〈−𝑦, −𝑥ଶ + 𝑥⟩. 

 

Kemudian poin ketiga pada Teorema 4.1.2 dapat digunakan untuk menguji 

apakah suatu polinomial pada 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] merupakan solusi bagi sistem (4.7).  

Contoh 4.1.4 Dari Contoh 4.1.3. diperoleh 𝐺 ∩ ℚ[𝑥, 𝑦] = {−𝑦, −𝑥ଶ + 𝑥} dan ℎ =

2𝑥 − 1. Misalkan ℎଵ = −𝑦 dan ℎଶ = −𝑥ଶ + 𝑥. Misalkan 𝑢ଵ = 2𝑥ଶ − 1. Reduksi 

𝑢ଵ oleh 𝐺 ∩ ℚ[𝑥, 𝑦] menghasilkan 

𝑢ଵ 
ିଶ,௛మሱ⎯⎯ሮ 2𝑥 − 1. 
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Artinya 𝑁ீ∩ℚ[௫,௬](𝑢ଵ) = 2𝑥 − 1 = ℎ. Karena 𝑁ீ∩ℚ[௫,௬](𝑢ଵ) = ℎ, maka 𝑢ଵ adalah 

suatu solusi dari sistem kongruensi pada Contoh 4.1.3. Misalkan 𝑢ଶ = 2𝑥ଶ + 𝑦. 

Reduksi 𝑢ଶ oleh 𝐺 ∩ ℚ[𝑥, 𝑦] menghasilkan 

𝑢ଶ 
ିଶ,௛మሱ⎯⎯ሮ 𝑦 + 2𝑥 

ିଵ,௛భሱ⎯⎯ሮ 2𝑥. 

Karena 𝑁ீ∩ℚ[௫,௬](𝑢ଶ) = 2𝑥 ≠ ℎ, maka 𝑢ଶ bukan solusi dari sistem kongruensi 

pada Contoh 4.1.3. 

 

Berikut ini adalah contoh sistem kongruensi atas ring polinomial multivariabel 

yang tidak memiliki solusi.  

Contoh 4.1.5 Diberikan sistem kongruensi pada ℚ[𝑥, 𝑦] 

𝑓 ≡ 𝑥 (mod 〈𝑥ଶ𝑦, 𝑦 − 1⟩) 

𝑓 ≡ 𝑥 + 1(mod 〈𝑥ଷ𝑦, 𝑦 − 1⟩ 
(4.8) 

1. Bentuk ideal  

𝐽 = 〈1 − (𝑤ଵ + 𝑤ଶ), 𝑤ଵ〈𝑥ଶ𝑦, 𝑦 − 1⟩, 𝑤ଶ〈𝑥ଷ𝑦, 𝑦 − 1⟩ൿ ⊆  ℚ[𝑥, 𝑦, 𝑤ଵ, 𝑤ଶ]. 

2. Tetapakan order leksikografis derajat pada variabel 𝑥, 𝑦 dengan 𝑥 < 𝑦 dan 

order leksikografis derajat pada variabel 𝑤ଵ, 𝑤ଶ dengan 𝑤ଵ < 𝑤ଶ.  

3. Tetapkan order eliminasi dengan variabel 𝑥, 𝑦 lebih kecil dari variabel 𝑤ଵ, 𝑤ଶ. 

Misalkan 𝐹 = {𝑔ଵ, 𝑔ଶ, 𝑔ଷ, 𝑔ସ, 𝑔ହ} dengan 𝑔ଵ = −𝑤ଶ − 𝑤ଵ + 1, 𝑔ଶ = 𝑤ଵ𝑥ଶ𝑦, 

𝑔ଷ = 𝑤ଵ𝑦 − 𝑤ଵ, 𝑔ସ = 𝑤ଶ𝑥ଷ𝑦, dan 𝑔ହ = 𝑤ଶ𝑦 − 𝑤ଶ adalah pembangun dari 𝐽. 

Akan dicari basis Gröbner dari 𝐽 dengan algoritma Buchberger 

 

Inisialisasi: 𝐺 ≔ 𝐹 dan 𝒢 ≔ {{𝑔ଵ, 𝑔ଶ}, {𝑔ଵ, 𝑔ଷ}, {𝑔ଵ, 𝑔ସ}, {𝑔ଵ, 𝑔ହ}, {𝑔ଶ, 𝑔ଷ}, 

{𝑔ଶ, 𝑔ସ}, {𝑔ଶ, 𝑔ହ}, {𝑔ଷ, 𝑔ସ}, {𝑔ଷ, 𝑔ହ}, {𝑔ସ, 𝑔ହ}}  

Iterasi pertama, 𝒢 ≠ ∅ 
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 Pilih {𝑔ଵ, 𝑔ଶ} ∈ 𝒢 

 𝒢 ≔ 𝒢 − ൛{𝑔ଵ, 𝑔ଶ}ൟ 

 𝑆(𝑔ଵ, 𝑔ଶ) = ௪మ௪భ௫మ௬
ି௪మ

𝑔ଵ − ௪మ௪భ௫మ௬
௪భ௫మ௬

𝑔ଶ = 𝑤ଵ
ଶ𝑥ଶ𝑦 − 𝑤ଵ𝑥ଶ𝑦 

 𝑆(𝑔ଵ, 𝑔ଶ) 
௪భ,௚మሱ⎯⎯ሮ 𝑤ଵ𝑥 

ିଵ,௚మሱ⎯⎯ሮ 0  

Iterasi kedua, 𝒢 ≠ ∅ 

 Pilih {𝑔ଵ, 𝑔ଷ} ∈ 𝒢 

 𝒢 ≔ 𝒢 − ൛{𝑔ଵ, 𝑔ଷ}ൟ 

 𝑆(𝑔ଵ, 𝑔ଷ) = ௪మ௪భ௬
ି௪మ

𝑔ଵ − ௪మ௪భ௬
௪ଵ௬

𝑔ଶ = 𝑤ଵ
ଶ𝑦 + 𝑤ଶ𝑤ଵ − 𝑤ଵ𝑦 

 𝑆(𝑔ଵ, 𝑔ଷ) 
௪భ,௚యሱ⎯⎯ሮ 𝑤ଶ𝑤ଵ + 𝑤ଵ

ଶ − 𝑤ଵ𝑦 
ି௪భ,௚యሱ⎯⎯⎯ሮ − 𝑤ଵ𝑦 + 𝑤ଵ  

ିଵ,௚యሱ⎯⎯ሮ 0  

Iterasi ketiga, 𝒢 ≠ ∅ 

 Pilih ൛{𝑔ଵ, 𝑔ସ}ൟ ∈ 𝒢 

 𝒢 ≔ 𝒢 − ൛{𝑔ଵ, 𝑔ସ}ൟ   

 𝑆(𝑔ଵ, 𝑔ସ) = ௪మ௫య௬
ି௪మ

𝑔ଵ − ௪మ௫య௬
௪మ௫య௬

𝑔ସ = 𝑤ଵ𝑥ଷ𝑦 − 𝑥ଷ𝑦 

 𝑆(𝑔ଵ, 𝑔ସ) 
௫,௚మሱ⎯ሮ − 𝑥ଷ𝑦  

 Karena −𝑥ଷ𝑦 ≠ 0 

  Misalkan 𝑔଺ ≔ −𝑥ଷ𝑦  

  𝐺 ≔ 𝐺 ∪ {𝑔଺}  

  𝒢 ≔ 𝒢 ∪ ൛{𝑔ଵ, 𝑔଺}, {𝑔ଶ, 𝑔଺}, … , {𝑔ହ, 𝑔଺}ൟ  

Iterasi keempat, 𝒢 ≠ ∅ 

 Pilih ൛{𝑔ଵ, 𝑔ହ}ൟ ∈ 𝒢 

 𝒢 ≔ 𝒢 − ൛{𝑔ଵ, 𝑔ହ}ൟ 

 𝑆(𝑔ଵ, 𝑔ହ) = ௪మ௬
ି௪మ

𝑔ଵ − ௪మ௬
௪మ௬

𝑔ହ = 𝑤ଵ𝑦 + 𝑤ଶ − 𝑦  



58 
 
 

 
 

 𝑆(𝑔ଵ, 𝑔ହ) 
ଵ,௚యሱ⎯ሮ 𝑤ଶ + 𝑤ଵ − 𝑦 

ିଵ,௚భሱ⎯⎯ሮ − 𝑦 + 1 

 Karena −𝑦 + 1 ≠ 0 

  Misalkan 𝑔଻ ≔ −𝑦 + 1 

  𝐺 ≔ 𝐺 ∪ {𝑔଻}  

  𝒢 ≔ 𝒢 ∪ ൛{𝑔ଵ, 𝑔଻}, {𝑔ଶ, 𝑔଻}, … , {𝑔଺, 𝑔଻}ൟ 

Itearasi kelima, 𝒢 ≠ ∅ 

 Pilih ൛{𝑔ଶ, 𝑔ଷ}ൟ ∈ 𝒢 

 𝒢 ≔ 𝒢 − ൛{𝑔ଶ, 𝑔ଷ}ൟ 

 𝑆(𝑔ଶ, 𝑔ଷ) = ௪భ௫మ௬
௪భ௫మ௬

𝑔ଶ − ௪భ௫మ௬
௪భ௬

𝑔ଷ = 𝑤ଵ𝑥ଶ  

 𝑆(𝑔ଶ, 𝑔ଷ) ⟶
ீ

ା𝑤ଵ𝑥ଶ 

 Karena 𝑤ଵ𝑥ଶ ≠ 0 

  Misalkan 𝑔଼ ≔ 𝑤ଵ𝑥ଶ 

  𝐺 ≔ 𝐺 ∪ {𝑔଼}  

  𝒢 ≔ 𝒢 ∪ ൛{𝑔ଵ, 𝑔଼}, {𝑔ଶ, 𝑔଼}, … , {𝑔଻, 𝑔଼}ൟ 

Iterasi keenam, 𝒢 ≠ ∅ 

 Pilih ൛{𝑔ସ, 𝑔ହ}ൟ ∈ 𝒢 

 𝒢 ≔ 𝒢 − ൛{𝑔ସ, 𝑔ହ}ൟ 

 𝑆(𝑔ସ, 𝑔ହ) = ௪మ௫య௬
௪మ௫య௬

𝑔ସ − ௪మ௫య௬
௪మ௬

𝑔ହ = 𝑤ଶ𝑥ଷ  

 𝑆(𝑔ଶ, 𝑔ଷ) 
ି௫య,௚భሱ⎯⎯⎯ሮ − 𝑤ଵ𝑥ଷ + 𝑥ଷ 

ିଵ,௚భሱ⎯⎯ሮ 𝑥ଷ 

 Karena 𝑥ଷ ≠ 0 

  Misalkan 𝑔ଽ ≔ 𝑥ଷ 

  𝐺 ≔ 𝐺 ∪ {𝑔ଽ}  
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  𝒢 ≔ 𝒢 ∪ ൛{𝑔ଵ, 𝑔ଽ}, {𝑔ଶ, 𝑔ଽ}, … , {𝑔଼, 𝑔ଽ}ൟ 

4. Setelahnya untuk setiap ൛𝑔௜, 𝑔௝ൟ pada 𝒢 yang tersisa, 𝑆൫𝑔௜, 𝑔௝൯ ⟶
ீ

ା 0. Artinya  

𝐺 = {−𝑤ଶ − 𝑤ଵ + 1, 𝑤ଵ𝑥ଶ𝑦, 𝑤ଵ𝑦 − 𝑤ଵ, 𝑤ଶ𝑥ଷ𝑦, 𝑤ଶ𝑦 − 𝑤ଶ, −𝑥ଷ𝑦, −𝑦

+ 1, 𝑤ଵ𝑥ଶ, 𝑥ଷ} 

merupakan basis Gröbner bagi 𝐽. 

5. Misalkan 𝑔 = 𝑤ଵ𝑓ଵ + 𝑤ଶ𝑓ଶ = 𝑤ଵ𝑥 + 𝑤ଶ(𝑥 + 1) = 𝑤ଶ𝑥 + 𝑤ଵ𝑥 + 𝑤ଶ. 

Reduksi 𝑔 terhadap 𝐺 

𝑔 
ି௫,௚భሱ⎯⎯ሮ 𝑤ଶ + 𝑥

ିଵ,௚భሱ⎯⎯ሮ − 𝑤ଵ + 𝑥 + 1. 

6. Karena 𝑁ீ(𝑔) = −𝑤ଵ + 𝑥 + 1 ∉ ℚ[𝑥, 𝑦], maka sistem (4.8) tidak memiliki 

solusi. 

 

4.2 Implementasi pada Singular-CAS 

Langkah-langkah penyelesaian sistem kongruensi atas ring polinomial 

multivariabel dengan basis Gröbner berdasarkan Teorema 4.1.2. akan 

diimplementasikan pada Singular-CAS dalam bentuk prosedur. Prosedur ini ditulis 

menggunakan software Notepad  bawaan Windows dan disimpan dalam format .txt.  

Terdapat dua prosedur yang dibuat. Berikut ini adalah deskripsi dari kedua prosedur 

tersebut.  

1. Prosedur pertama bernama “solveCongruences”. Prosedur ini memiliki dua 

parameter. Parameter pertama adalah polinomial-polinomial dari sistem 

kongruensi. Parameter kedua adalah ideal-ideal dari sistem kongruensi. Saat 

dijalankan, prosedur ini akan menunjukan apakah sistem kongruensi yang 

diberikan memiliki solusi atau tidak dan menunjukan himpunan solusinya jika 

sistem kongruensi yang diberikan memiliki solusi.  
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2. Prosedur kedua bernama “checkSolution”. Prosedur ini memiliki tiga paramter. 

Parameter pertama adalah suatu polinomial 𝑢. Parameter kedua dan ketiga 

diambil dari prosedur pertama. Prosedur ini akan menentukan apakah 𝑢 

termasuk ke dalam solusi bagi sistem kongruensi.  

Dari prosedur yang sudah dibuat, berikut ini langkah-langkah untuk 

menjalankan prosedur pertama. 

1. Salin prosedur yang disimpan ke dalam Singular-CAS. 

2. Deklarasikan ring yang terdiri dari lapangan 𝑘, variabel, dan order eliminasi 

dengan variabel 𝑥 lebih kecil dari variabel 𝑤.  

3. Deklarasikan polinomial 𝑓ଵ, 𝑓ଶ, … , 𝑓௠ dan ideal 𝐼ଵ, 𝐼ଶ, … , 𝐼௠ dari sistem 

kongruensi. 

4. Himpun 𝑓ଵ, 𝑓ଶ, … , 𝑓௠ dalam sebuah list. Himpun juga 𝐼ଵ, 𝐼ଶ, … , 𝐼௠ dalam sebuah 

list.  

5. Panggil prosedur untuk menentukan apakah sistem kongruensi memiliki solusi 

dan menunjukan himpunan solusinya dengan parameterya adalah list dari 

𝑓ଵ, 𝑓ଶ, … , 𝑓௠ dan list dari 𝐼ଵ, 𝐼ଶ, … , 𝐼௠.  

Contoh 4.2.1 Diberikan sistem kongruensi pada ℚ[𝑥, 𝑦, 𝑧] 

𝑓 ≡ 𝑥ଶ − 1 (mod 〈𝑥ଶ, 𝑦, 2𝑧 + 𝑥⟩)
𝑓 ≡ 𝑥ଶ(mod 〈𝑥ଶ − 1, 𝑦⟩)
𝑓 ≡ 𝑦 − 𝑧 (mod 〈𝑥ଶ − 2, 𝑥 − 1⟩).

 (4(4.9) 

Tetapkan order leksikografis balikan derajat dengan 𝑥 < 𝑦 < 𝑧. Karena terdapat 

tiga kongruensi, maka terdapat tiga variabel baru 𝑤ଵ, 𝑤ଶ, 𝑤ଷ berorde derajat 

leksikografis balikan derajat dengan 𝑤ଵ < 𝑤ଶ < 𝑤ଷ. Deklarasikan ring, polinomial, 

dan ideal dari sistem kongruensi 
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Gambar 4.2 Pendeklarasian Ring, Polinomial, dan Ideal dari Contoh 4.2.1. 

Gabungkan ideal 𝐼ଵ, 𝐼ଶ, 𝐼ଷ dalam sebuah list. Begitupun juga untuk 𝑓ଵ, 𝑓ଶ, 𝑓ଷ. 

Kemudian jalankan prosedur dengan parameter list dari 𝑓ଵ, 𝑓ଶ, 𝑓ଶ dan list dari 

𝐼ଵ, 𝐼ଶ, 𝐼ଷ.  

 
Gambar 4.3 Proses Menjalankan Prosedur “solveCongruences” 

Berikut ini adalah hasil akhir dari prosedur yang dijalankan 

 
Gambar 4.4 Output dari Prosedur untuk Sistem Kongruensi Contoh 4.2.1. 

Terlihat bahwa basis Gröbner dari ideal 𝐽 = 〈1 − (𝑤ଵ + 𝑤ଶ +

𝑤ଷ), 𝑤ଵ𝐼ଵ, 𝑤ଶ𝐼ଶ, 𝑤ଷ𝐼ଷ⟩ adalah  

𝐺 = {𝑦, 2𝑧𝑥ଶ + 𝑥ଷ − 2𝑧 − 𝑥, 𝑥ସ − 𝑥ଶ, 𝑤ଵ + 𝑥ଶ − 1, 𝑤ଶ + 𝑤ଵ − 1, 𝑤ଷ + 𝑤ଶ +

𝑤ଵ − 1}. 
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Saat 𝑔 = 𝑤ଵ𝑓ଵ + 𝑤ଶ𝑓ଶ + 𝑤ଷ𝑓ଷ direduksi oleh 𝐺, hasilnya adalah 𝑔 = 2𝑥ଶ − 1 ∈

ℚ[𝑥, 𝑦, 𝑧]. Maka sistem (4.9) memiliki solusi. 

Mengapa 𝐺 memiliki elemen yang lebih sedikit daripada pembangun 𝐽? Hal ini 

dikarenakan Singular mengkomputasikan basis Gröbner yang tereduksi bagi 𝐽, 

berbeda seperti pada pembahasan sebelumnya, komputasi basis Gröbner dengan 

algoritma Buchberger tidak memungkinkan untuk mendapatkan basis Gröbner 𝐺 

dengan banyak elemen yang lebih sedikit dari pada pembangun 𝐽. Tetapi setelah 

didapatkan basis Gröbner 𝐺 dengan algoritma Buchberger, dapat dilakukan 

penghapusan beberapa elemen sehingga akan didapatkan sebuah basis Gröbner 

yang tereduksi bagi 𝐽.  

Prosedur ini menyimpan empat hal jika sistem persamaan kongruensi memiliki 

solusi.  

 
Gambar 4.5 Hasil Perhitungan yang Disimpan oleh Prosedur 

Hal pertama yang disimpan adalah bentuk normal dari 𝑔. Kedua adalah basis 

Gröbner 𝐺 bagi ideal 𝐽. Ketiga adalah irisan dari ideal 𝐼ଵ, 𝐼ଶ, dan 𝐼ଷ. Keempat adalah 

himpunan solusi dari sistem kongruensi. Dalam hal ini, himpunan solusi dari sistem 

(4.9) adalah 2𝑥ଶ − 1 + 〈𝑦, 2𝑥ଶ𝑧 + 𝑥ଷ − 2𝑧 − 𝑥, 𝑥ସ − 𝑥ଶ⟩. 
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Berikut adalah contoh suatu sistem kongruensi yang tidak memiliki solusi. 

Contoh 4.2.2 Diberikan sistem kongruensi pada ℚ[𝑥. 𝑦] 

𝑓 ≡ 0 (mod 〈𝑥, 𝑦⟩) 

𝑓 ≡ 1 (mod 〈𝑥, 𝑦ଶ⟩). 
(4(4.10) 

Tetapkan order leksikografis balikan derajat pada variabel 𝑥, 𝑦 dengan 𝑥 < 𝑦 dan 

pada variabel 𝑤ଵ, 𝑤ଶ dengan 𝑤ଵ < 𝑤ଶ. Hasil dari prosedur yang dijalankan adalah 

 
Gambar 4.6 Output dari Prosedur untuk Sistem Kongruensi Contoh 4.2.2. 

Terlihat bahwa pada sistem (4.10)., 𝑁ீ(𝑔) = −𝑤ଵ + 1 ∉ ℚ[𝑥. 𝑦]. Jadi sistem 

(4.10) tidak memiliki solusi.  

 

Setelah diketahui bahwa sistem kongruensi atas ring polinomial multivariabel 

yang diberikan memiliki solusi, kemudian dicari himpunan solusinya. Selanjutnya 

dapat ditentukan apakah suatu polinomial solusi dari sistem kongruensi. Langkah 

ini juga diimplementasikan pada Singular-CAS pada prosedur kedua. Pengecekan 

dilakukan berdasarkan poin ketiga dari Teorema 4.1.2. Misalkan 𝑢 adalah suatu 

polinomial. Jika bentuk normal dari 𝑢 sama dengan bentuk normal dari 𝑔 ketika 
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direduksi oleh 𝐺 ∩ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡], maka 𝑢 juga merupakan solusi bagi sistem 

kongruensi yang diberikan.  

Contoh 4.2.3 Diberikan sistem kongruensi seperti pada Contoh 4.2.1. Bentuk 

normal dari 𝑔 pada sistem tersebut adalah ℎ = 2𝑥ଶ − 1. Maka ℎ juga merupakan 

solusi. Definisikan ℎ pada Singular. Panggil prosedur dengan parameternya adalah 

𝑢, bentuk normal dari 𝑔, dan irisan dari ideal 𝐼ଵ, 𝐼ଶ, 𝐼ଷ untuk untuk apakah ℎ 

merupakan solusi dari sistem kongruensi pada Contoh 4.2.1. 

 
Gambar 4.7 Hasil Pengecakan untuk ℎ = 2𝑥ଶ − 1 

Jika dimisalkan 𝑢 = 𝑧ଷ − 𝑦𝑧, maka 

 
Gambar 4.8 Hasil Pengecekan untuk 𝑢 = 𝑧ଷ + 𝑦𝑧 

bentuk normal dari 𝑢 adalah 𝑧ଷ. Artinya 𝑢 bukan solusi dari sistem kongruensi pada 

Contoh 4.2.1.
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BAB V  

PENUTUP 

5.1 Kesimpulan 

1. Berdasarkan pembahasan, diperoleh langkah-langkah penyelesaian sistem 

kongruensi atas ring polinomial multivariabel dengan basis Gröbner sebagai 

berikut.  

Misalkan  

𝑓 ≡ 𝑓ଵ (mod 𝐼ଵ)
𝑓 ≡ 𝑓ଶ (mod 𝐼ଶ)

⋮
𝑓 ≡ 𝑓௠ (mod 𝐼௠)

 (5.1) 

adalah sistem kongruensi atas 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] dengan 𝐼ଵ, 𝐼ଶ, … , 𝐼௠ adalah ideal 

yang berbeda pada ring polinomial 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡] dan 𝑓, 𝑓ଵ, 𝑓ଶ, … , 𝑓௠ ∈

𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡]. Maka langkah-langkah penyelesaian dari sistem (5.1) adalah 

sebagai berikut. 

a. Membentuk ideal 

𝐽 = 〈1 − ෍ 𝑤௜

௠

௜ୀଵ

, 𝑤ଵ𝐼ଵ, 𝑤ଶ𝐼ଶ, … , 𝑤௠𝐼௠〉 

pada 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡, 𝑤ଵ, 𝑤ଶ, … 𝑤௠].  

b. Menetapkan order pada 𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡, yang kemudian disebut sebagai order 

pada variabel 𝑥. Tetapkan sebuah order pada 𝑤ଵ, 𝑤ଶ, … , 𝑤௠, yang kemudian 

disebut sebagai order pada variabel 𝑤. 

c. Mencari basis Gröbner 𝐺 bagi 𝐽 terhadap order eliminasi dengan variabel 𝑥 

lebih kecil daripada variabel 𝑤. 

d. Menentukan 𝑁ீ(∑ 𝑤௜𝑓௜
௠
௜ୀଵ ).  
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e. Jika 𝑁ீ(∑ 𝑤௜𝑓௜
௠
௜ୀଵ ) ∉ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡], maka sistem (5.1) tidak memiliki  

solusi. Jika ℎ = 𝑁ீ(∑ 𝑤௜𝑓௜
௠
௜ୀଵ ) ∈ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡], maka sistem (5.1) 

memiliki solusi. Lebih lanjut himpunan solusinya adalah ℎ +∩௜ୀଵ
௠ 𝐼௜ = ℎ +

〈𝐺 ∩ 𝑘[𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡]⟩. 

2. Implementasi dari metode penyelesaian sistem kongruensi atas ring polinomial 

multivariabel dengan basis Gröbner pada Singular-CAS dilakukan dengan 

membuat dua prosedur pada Singular-CAS. Berikut ini adalah deskripsi dari 

dua prosedur tersebut.  

a. Prosedur pertama bernama “solveCongruences”. Prosedur ini memiliki dua 

parameter. Parameter pertama adalah polinomial-polinomial dari sistem 

kongruensi. Parameter kedua adalah ideal-ideal dari sistem kongruensi. 

Saat dijalankan, prosedur ini akan menunjukan apakah sistem kongruensi 

yang diberikan memiliki solusi atau tidak dan menunjukan himpunan 

solusinya jika sistem kongruensi yang diberikan memiliki solusi. 

Berikut ini langkah-langkah untuk menjalankan prosedur pertama. 

i. Menyalin prosedur yang disimpan ke dalam Singular-CAS. 

ii. Mendeklarasikan ring yang terdiri dari lapangan 𝑘, variabel, dan order 

eliminasi dengan variabel 𝑥 lebih kecil dari variabel 𝑤.  

iii. Mendeklarasikan polinomial 𝑓ଵ, 𝑓ଶ, … , 𝑓௠ dan ideal 𝐼ଵ, 𝐼ଶ, … , 𝐼௠ dari 

sistem kongruensi. 

iv. Menghimpun 𝑓ଵ, 𝑓ଶ, … , 𝑓௠ dalam sebuah list. Himpun juga 𝐼ଵ, 𝐼ଶ, … , 𝐼௠ 

dalam sebuah list.  
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v. Panggil prosedur untuk menentukan apakah sistem kongruensi 

memiliki solusi dan menunjukan himpunan solusinya dengan 

parameterya adalah list dari 𝑓ଵ, 𝑓ଶ, … , 𝑓௠ dan list dari 𝐼ଵ, 𝐼ଶ, … , 𝐼௠.  

b. Prosedur kedua bernama “checkSolution”. Prosedur ini memiliki tiga 

parameter. Parameter pertama adalah suatu polinomial 𝑢. Parameter kedua 

dan ketiga diambil dari prosedur pertama. Prosedur ini akan menentukan 

apakah 𝑢 termasuk ke dalam solusi bagi sistem kongruensi. Dari prosedur 

pertama, jalankan prosedur kedua untuk menentukan apakah suatu 

polinomial 𝑢 termasuk ke dalam solusi bagi sistem kongruensi atas ring 

polinomial multivariabel.  

 

5.2 Saran untuk Penelitian Lanjutan 

Dalam penelitian ini, koefisien dari ring polinomial yang ditinjau pada sistem 

kongruensi adalah suatu lapangan 𝑘. Peneliti selanjutnya disarankan untuk 

mengkaji apakah metode dengan basis Gröbner dapat diaplikasikan untuk 

menyelesaikan  sistem kongruensi atas ring polinonimal saat koefisien dari ring 

polinomial adalah ring komutatif  yang bukan lapangan. 
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LAMPIRAN 

Lampiran 1. Prosedur untuk menguji eksistensi dan himpunan solusi dari sistem 

kongruensi atas ring polinomial multivariabel dengan basis Gröbner.  
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Lampiran 2. Prosedur untuk mengecek apakah suatu polinomial merupakan solusi 

bagi sistem kongruensi atas ring polinomial.   
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