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keluar baginya, dan Dia akan memberinya rezeki dari arah yang tidak disangka-
sangkanya. Dan barang siapa bertawakal kepada Allah, maka cukuplah Allah
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s Job b J5 g el Jadn 05 B ] e
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ABSTRAK

Kurniawan, Fauzi Dwi. 2026. Sifat Kelengkapan Subruang dari Ruang Bernorma-2.
Skripsi. Program Studi Matematika Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas
Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.
Pembimbing: (I) Dian Maharani, M.Si. (I) Dr. Ach. Nashichuddin, M.A.

Kata Kunci: Barisan Cauchy, Kelengkapan, Himpunan Tertutup, Ruang Bernorma-2,
Subruang Bernorma-2.

Ruang bernorma-2 merupakan generalisasi dari ruang bernorma yang memiliki konsep
konvergensi, barisan Cauchy, dan kelengkapan. Salah satu kajian penting dalam ruang
bernorma-2 adalah sifat kelengkapan pada subruangnya karena tidak setiap subruang
secara otomatis mewarisi sifat kelengkapan dari ruang induknya. Penelitian ini bertujuan
untuk mengkaji sifat kelengkapan pada subruang ruang bernorma-2. Penelitian dilakukan
menggunakan metode penelitian kepustakaan (library research) dengan pendekatan
deduktif aksiomatik melalui pengkajian definisi, aksioma, lema, dan teorema yang
berkaitan dengan ruang bernorma-2, kekonvergenan, dan barisan Cauchy. Pembahasan
difokuskan pada subruang ruang bernorma-2 berdimensi sekurang-kurangnya dua pada
ruang vektor riil. Hasil penelitian menunjukkan bahwa subruang Y dari ruang bernorma-2
lengkap X bersifat lengkap jika dan hanya jika Y merupakan himpunan tertutup di X. Hasil
tersebut diperoleh dengan membuktikan bahwa setiap subruang lengkap merupakan
himpunan tertutup di ruang induknya dan setiap subruang tertutup dari ruang bernorma-2
lengkap juga bersifat lengkap. Selain itu, diperoleh bahwa setiap barisan konvergen pada
ruang bernorma-2 merupakan barisan Cauchy sehingga konsep konvergensi dan
kelengkapan memiliki keterkaitan yang erat dalam pembahasan sifat kelengkapan
subruang. Dengan demikian, sifat ketertutupan subruang menjadi syarat penting dalam
menjamin kelengkapan subruang pada ruang bernorma-2.
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ABSTRACT

Kurniawan, Fauzi Dwi. 2026. The Completeness Property of Subspaces in 2-Normed
Spaces. Undergraduate Thesis. Mathematics Study Program, Faculty of
Science and Technology, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim
Malang.
Advisors: (I) Dian Maharani, M.Si. (II) Dr. Ach. Nashichuddin, M. A.

Keywords: Cauchy Sequence, Completeness, Closed Subspace, 2-Normed Space, 2-
Normed Subspace.

A 2-normed space is a generalization of a normed space that possesses the concepts of
convergence, Cauchy sequences, and completeness. One of the important topics in 2-
normed spaces is the completeness property of its subspaces, since not every subspace
automatically inherits the completeness property of its ambient space. This study aims to
investigate the completeness property of subspaces in 2-normed spaces. The research was
conducted using the library research method with a deductive-axiomatic approach through
the study of definitions, axioms, lemmas, and theorems related to 2-normed spaces,
convergence, and Cauchy sequences. The discussion focuses on subspaces of 2-normed
spaces with dimension at least two over real vector spaces. The results show that a subspace
Y of a complete 2-normed space X is complete if and only if Y is a closed subset of X. This
result is obtained by proving that every complete subspace is closed in its ambient space
and that every closed subspace of a complete 2-normed space is also complete. In addition,
it is shown that every convergent sequence in a 2-normed space is a Cauchy sequence,
indicating that the concepts of convergence and completeness are closely related in the
study of the completeness property of subspaces. Therefore, the closedness of a subspace
is an essential condition for guaranteeing the completeness of subspaces in 2-normed
spaces.
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Ruang bernorma merupakan salah satu konsep dasar yang sangat penting
dalam analisis fungsional maupun dalam berbagai topik matematika lainnya. Untuk
mendefinisikan norma, diperlukan sebuah ruang vektor dan sebuah fungsi yang
didefinisikan pada ruang vektor tersebut (John W, 1990). Misalkan X adalah ruang
vektor atas lapangan FF (R atau C). Suatu fungsi ||-||: X — R disebut norma apabila
untuk setiap x,y € X dan a € R, fungsi tersebut bernilai tak negatif, homogen dan
memenuhi ketaksamaan segitiga (Kreyszig, 1978).

Berdasarkan konsep norma pada ruang vektor, dapat dibahas pula mengenai
subruang bernorma. Subruang bernorma adalah subruang Y dari ruang bernorma
(X, |- 1) yang merupakan himpunan bagian Y € X dan juga ruang vektor, dengan
norma yang didefinisikan sebagai pembatasan norma dari ruang induknya, yaitu
Ivily = llyllx Vy € Y (Kreyszig, 1978). Subruang ini tetap memiliki karakteristik
yang serupa dengan ruang bernorma asalnya. Salah satu sifat penting dalam ruang
bernorma adalah sifat kelengkapan. Ruang bernorma yang lengkap disebut sebagai
ruang Banach, yaitu ruang bernorma di mana setiap barisan Cauchy di dalamnya
konvergen (Gunawan, 2017).

Salah satu sifat penting yang berkaitan dengan ruang bernorma maupun
subruang bernorma adalah sifat kelengkapan. Konsep kelengkapan dalam ruang
bernorma berkaitan erat dengan barisan konvergen dan barisan Cauchy.

Misalkan (x,) adalah barisan pada ruang bernorma X. Barisan (x,) dikatakan



konvergen ke suatu elemen x € X apabila untuk setiap € > 0 terdapat N € N
sehingga untuk setiap n = N berlaku ||x, — x|| < &, atau ckuivalen dengan

lim ||x,, — x|| = 0, yang ditulis x,, - x. Selanjutnya (x,,) disebut barisan cauchy
n—-oo

apabila Ve > 0 terdapat N € N sehingga m,n = N berlaku ||x,,, — x,|| < &, atau

ekuivalen dengan lim [|x,,, — x,|| = 0 (Reddy B, 1998).
m,n—oo

Perkembangan norma mendorong lahirnya generalisasi norma, salah satunya
adalah ruang bernorma—2 yang diperkenalkan oleh S. Gihler pada dekade 1960-an
sebagai perluasan dari ruang bernorma biasa. Pada ruang bernorma—2, ukuran tidak
lagi ditentukan oleh satu vektor, melainkan oleh pasangan vektor melalui fungsi
norma—2, yang secara geometris dapat diinterpretasikan sebagai luas jajar genjang
yang direntang oleh dua vektor. Akibatnya, konsep konvergensi, barisan Cauchy,
dan kelengkapan dalam ruang bernorma—2 didefinisikan berdasarkan fungsi
norma—2 yang melibatkan pasangan vektor, sehingga kriteria konvergensi dan
Cauchy ditentukan melalui pengukuran terhadap setiap vektor lain dalam ruang
tersebut. Hal ini menyebabkan karakteristik struktur yang dihasilkan berbeda dari
ruang bernorma biasa. Gagasan ini telah menjadi objek penelitian lanjutan dalam
analisis fungsional, termasuk studi mengenai hubungan antara ruang bernorma—2
dan norma turunan pada ruang berdimensi hingga.

Ruang bernorma—2 merupakan perluasan dari ruang bernorma. Secara
geometris, norma—2 diinterpretasikan sebagai ukuran luas jajar genjang
(parallelogram) yang direntang oleh dua vektor. Misalkan X adalah ruang vektor
riil dengan dim (X) = 2. Suatu norma—2 adalah fungsi |I-,-l: X X X — R yang
memenuhi sifat-sifat tertentu, yaitu bernilai nol jika dan hanya jika kedua vektornya

bergantung linear, invarian terhadap pertukaran (simetri), homogen terhadap skalar,



serta memenuhi ketaksamaan segitiga. Pasangan (X, I|-,-I[)yang memenuhi sifat-
sifat tersebut disebut sebagai ruang bernorma-2 (Gunawan, 2017).

Sebagaimana pada ruang bernorma, pada ruang bernorma-2 juga dikenal sifat
kelengkapan. Akan tetapi, konsep kelengkapan dalam ruang bernorma-2
didefinisikan berdasarkan 2-norma yang melibatkan pasangan vektor, sehingga
kriteria konvergensi dan barisan Cauchy ditentukan melalui pengukuran terhadap
pasangan vektor dalam ruang tersebut (Gunawan, 2017). Dengan demikian, konsep
barisan konvergen, barisan Cauchy, dan kelengkapan pada ruang bernorma-2
merupakan perluasan dari konsep pada ruang bernorma biasa, namun memiliki
karakteristik struktural yang berbeda. Beberapa penelitian sebelumnya lebih banyak
membahas definisi dasar, sifat konvergensi, serta hubungan norma-2 dengan ruang
hasil kali dalam, sedangkan pembahasan mengenai sifat kelengkapan pada
subruang ruang bernorma-2 masih belum dibahas secara rinci, khususnya dalam
bentuk pembuktian dan contoh pada subruang tertentu. Oleh karena itu, penelitian
ini difokuskan pada kajian sifat kelengkapan pada subruang ruang bernorma-2
(Dutta & Reddy, 2012).

Konsep kelengkapan tersebut tidak hanya dapat dipahami dalam kajian
matematis, tetapi juga dapat direfleksikan dalam perspektif keislaman melalui
keteraturan dan kesempurnaan ciptaan Allah. Hal ini sebagaimana firman Allah
dalam Al-Qur'an Surah Al-Mulk ayat 3 menggambarkan ciptaan Allah SWT penuh

dengan keseimbangan dan kesempurnaan, sebagaimana firman-Nya: (RI., 2010).
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“Yang telah menciptakan tujuh langit berlapis-lapis. Kamu sekali-kali tidak
melihat pada ciptaan Tuhan Yang Maha Pemurah sesuatu yang tidak seimbang.



Maka lihatlah berulang-ulang, adakah kamu lihat sesuatu yang tidak seimbang?”
(QS. Al-Mulk [67]: 3).

Menurut penafsiran Tafsir Ibnu Katsir, (2009) ayat ini menjelaskan bahwa
seluruh ciptaan Allah tersusun secara sempurna, harmonis, dan tidak terdapat
kekurangan pada sistem yang diciptakan-Nya. Langit yang berlapis-lapis,
peredaran benda-benda langit, pergantian siang dan malam, serta keteraturan
hukum alam menunjukkan adanya susunan yang terencana dan seimbang. Setiap
unsur dalam ciptaan Allah memiliki fungsi, ukuran, dan kedudukan masing-masing,
sehingga tidak ada bagian yang diciptakan secara sia-sia. Keselarasan tersebut
menunjukkan bahwa kesempurnaan tercapai melalui keteraturan antarbagian yang
saling berkaitan dan bekerja sesuai ketentuan-Nya.

Nilai tersebut sejalan dengan konsep subruang bernorma-2 dalam
matematika, di mana suatu subruang tidak cukup hanya menjadi himpunan bagian
dari ruang yang lebih besar, tetapi juga harus memenuhi syarat-syarat tertentu agar
tetap mempertahankan strukturnya. Syarat tersebut meliputi tertutup terhadap
operasi penjumlahan, perkalian skalar, serta memenuhi aksioma-aksioma pada
norma-2 yang berlaku. Apabila salah satu syarat tersebut tidak terpenuhi, maka
subruang tersebut tidak dapat dipandang sebagai struktur yang lengkap sesuai
definisinya. Dengan kata lain, kelengkapan dalam matematika menuntut adanya
keterpenuhan  seluruh  unsur  pembentuk  secara  konsisten  dan
menyeluruh(Gunawan, 2017).

Selain itu, konsep kelengkapan pada subruang bernorma-2 juga menegaskan
bahwa setiap barisan Cauchy di dalam subruang harus konvergen ke elemen yang
masih berada di dalam subruang tersebut. Hal ini menunjukkan adanya kestabilan

internal dalam struktur matematika, yaitu bahwa setiap proses pendekatan tetap



berakhir pada himpunan yang sama dan tidak keluar dari sistemnya. Prinsip ini
memiliki kesesuaian makna dengan keteraturan ciptaan Allah, di mana setiap
bagian bergerak sesuai ketetapan dan tidak menyimpang dari hukum yang telah
ditentukan (Dutta & Reddy, 2012).

Dengan demikian, baik dalam kajian matematika maupun dalam perspektif
keislaman, suatu sistem dapat disebut sempurna apabila setiap unsur penyusunnya
terpenuhi secara teratur, konsisten, dan saling mendukung. Kesempurnaan bukan
hanya terletak pada keberadaan bagian-bagian secara terpisah, melainkan pada
hubungan yang harmonis antarbagian sehingga membentuk kesatuan yang utuh.
Oleh karena itu, konsep kelengkapan pada subruang bernorma-2 tidak hanya
memiliki makna teoritis dalam matematika, tetapi juga memberikan refleksi tentang
pentingnya keteraturan, keseimbangan, dan kesempurnaan dalam memahami
ciptaan Allah (Ibnu Katsir, 2009).

1.2 Rumusan Masalah

Rumusan masalah yang akan dibahas dalam penelitian ini adalah bagaimana
sifat kelengkapan pada subruang bernorma—2?
1.3 Tujuan Penelitian

Penelitian ini bertujuan untuk membuktikan sifat kelengkapan pada subruang
dari ruang bernorma-2 lengkap serta mengkaji hubungan antara barisan Cauchy,
kekonvergenan, dan sifat ketertutupan subruang.

1.4 Manfaat Penelitian
Penelitian ini memiliki beberapa manfaat, beberapa diantaranya adalah

sebagai berikut:



1) Penelitian ini diharapkan dapat memberikan kajian dan pembuktian yang
lebih sistematis mengenai sifat kelengkapan pada subruang ruang
bernorma—2, serta memperjelas hubungan antara konsep konvergensi,
barisan Cauchy, dan himpunan tertutup dalam ruang bernorma—2.
2) Selain itu, hasil penelitian ini juga dapat menjadi referensi bagi mahasiswa
atau peneliti lain dalam memahami konsep-konsep subruang ruang bernorma
serta aplikasinya dalam studi lanjut analisis matematika, sehingga
memberikan manfaat praktis yang nyata.
1.5 Batasan Masalah

Penelitian ini dibatasi pada subruang dari ruang bernorma—2 pada ruang
vektor riil R® dengan dimensi sekurang-kurangnya dua, serta difokuskan pada sifat
kelengkapan, kekonvergenan, dan barisan Cauchy di dalamnya.
1.6 Definisi Istilah

Proposal memuat istilah khusus yang berkaitan dengan konsep-konsep dalam
matematika, terutama analisis fungsional. Beberapa istilah tersebut dijelaskan
sebagai berikut:

1) Ruang Bernorma—2

Misalkan X adalah ruang vektor riill dengan dimX > 2 .Suatu fungsi
I[-:]]: X X X = R, yang memenubhi sifat-sifat di bawah ini:

1. |lx,y|l = 0 jika dan hanya jika x dan y bergantung linier

2. lxyll = lly,

3. lIx,ayll = lalllx, yll,« € R

4 i,y +zIl < llx, yll + I, zII



2)

3)

disebut sebagai norma—2 di X, dan pasangan (X, ||-||) disebut suatu ruang
bernorma—2. Secara geometri, norma—2 diinterpretasikan sebagai luas jajar
genjang yang direntang oleh x dan y. Jika (X, (,')) adalah ruang hasil kali
dalam, maka dapat didefinisikan norma—2 sebagai berikut
() ()2
X, X X, 2
lx, yll = ¢
Wx) (y,y)

Norma—2 tersebut juga dikenal sebagai norma—2 standar pada (X, (-,")).
Kekonvergenan di Ruang Bernorma—2
Misalkan (X||']]) adalah ruang bernorma—2, suatu barisan (x,) di X
dikatakan konvergen ke x € X. jika terdapat dua vektor u, v € X yang saling bebas
linear sehingga untuk setiap € > Oterdapat N;, N, € Nsedemikian sehingga untuk
setiap n = N;berlaku

lx, —xul<e
dan untuk setiap n = N,berlaku

lx,—xvi<e
atau dapat ditulis

lim | x, —x,ull=0
n—>oco

dan

lim | x, —x,vII=0

n—-oo

dengan u dan v saling bebas linear.
Subruang Bernorma—2
Misalkan (X, ||-,;-]|) suatu ruang bernorma—2 suatu himpunan bagian Y c X

disebut subruang bernorma—2 di X jika memenuhi:



4)

1. Y merupakan subruang vektor dari X, yaitu untuk setiap x,y €Y,
berlaku x + y € Ydan untuk setiap ¢ € R dan x € Y, berlaku ax € Y.
2. Dimensi Y sekurang-kurangnya dua, yaitu dim (Y) = 2, sehingga
terdapat pasangan vektor yang bebas linear di dalam Y.
3. Norma pada Y didefinisikan sebagai pembatas norma pada X, yaitu untuk
setiap x,y € Y berlaku
I, ylly = llx, yllx
Dalam hal ini (Y, ||-,]|) juga merupakan ruang bernorma—2
Sifat Kelengkapan Subruang Bernorma—2
Misalkan (X, |I-,-ll)adalah ruang bernorma-2 lengkap dan Y < Xmerupakan
subruang bernorma-2. Subruang Ydikatakan lengkap jika setiap barisan
Cauchy (x,,) c Y konvergen ke suatu elemen x € Y, yaitu terdapat dua vektor
bebas linear u, v € Ysehingga
lim | x,—x,ull=0
n-oo
dan

lim | x, —x,vII=0
n—oo
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KAJIAN TEORI

2.1 Teori Pendukung
Berdasarkan uraian dalam bagian latar belakang, akan dikaji beberapa
landasan teori yang berhubungan dengan pembahasan yang akan dibuktikan dalam
studi ini.
2.1.1 Ruang Bernorma
Definisi 2.1 (Kreyzig, 1978)
Misalkan X adalah ruang vektor atas lapangan [F (R atau C). Norma dari X adalah
fungsi ||*]|: X - R sedemikian sehingga Vx,y € X dan a € F berlaku:
1. ||x|]|=0
2. ||x]| = 0 jika dan hanya jika x = 0,
3. |lax|| = |a||lx||, (homogentias positif)
4. |lx+ yll < x|l + llvll, (ketaksamaan segitiga).
Ruang vektor X yang memiliki norma disebut ruang Bernorma.
Definisi 2.2 (Kreyzig, 1978)
Suatu ruang vektor X yang dilengkapi dengan fungsi norma ||| disebut ruang
bernorma X dan dapat dituliskan sebagai (X, ||*]]).
Contoh 2.3 (Kreyzig, 1978)
Untuk setiap x € R, didefinisikan norma pada R sebagai berikut:
x|l = [x]
buktikan (R, ||||) ruang bernorma

Bukti:
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ditunjukkan ||x|| memenuhi aksioma-aksioma norma, yaitu:
1. Akan ditunjukkan bahwa
x| =0
lIxll = lx| =0
jelas bahwa syarat (N1) terpenuhi berdasarkan definisi nilai mutlak yaitu
|x| = 0 untuk semua x € R dan bahwa |x| = 0 jika dan hanya jika x = 0.
2. Akan dibuktikan bahwa |[|x|| = O jika dan hanya jika x = 0
(=) Akan ditunjukkan jika ||x|| = |x| = O makax = 0
Diketahui bahwa ||x|| = 0, diperoleh,
llxll =1lx|=0
x =0
(<) Akan ditunjukkan x = 0 maka ||x|| = 0

Diketahui bahwa x = 0. Sehingga diperoleh,

llxll = [x| = [0] =0
Jadi syarat 2 terpenuhi.
3. Akan dibuktikan
laxll = |alllx|l = |ax|
laxll = lallx|

4.  Akan dibuktikan
Ix+yll < llxll + Iyl
Ix+yll =lx+yl
< |x| + |yl

< lxfl + iyl
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= llxll + Iyl

Syarat 4 terpenuhi |lx + y|| < [[x]| + [l

Karena 1 sampai 4 Jika syarat-syarat tersebut dipenuhi, maka (R, ||-||)

merupakan ruang Bernorma.
2.1.2 Barisan Konvergen di Ruang Bernorma
Definisi 2.4 (Reddy B, 1998)
Barisan (x,) padaruang bernorma X dikatakan konvergen ke x € X apabila Ve >
0 terdapat N € N sedemikian sehingga Vn > N berlaku

llx, — xll <&

Sehingga Al_r)go |[x, — x|| = 0 atau dapat dinotasikan dengan x,, = x dengan x
merupakan limit X.
Contoh 2.5 (Kreyszig, 1978)
Misalkan diberikan barisan (x,) dengan x, € R, untuk semua n € N yang

didefinisikan dengan
Xp = E ,n €N
dan

1
lim (—) =0
n

Tunjukkan bahwa barisan (x,) konvergen ke x = 0
Bukti:

Diberikan € > 0 jikan € N maka

L] <
n
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|1| <eg
n

1 <e¢
n
n >1/¢

sehingga untuk sebarang & > 0 jika dipilih N = E] maka untuk semua n = N

berlaku
|1 0| 1 - 1 <
n "n~N €
Dengan demikian barisan (x,) = % terbukti konvergen ke x = 0. Jadi terbukti

bahwa barisan (x,) = %konvergen ke x = 0.
Contoh 2.6 (Kreyszig, 1978)
Pada ruang bernorma (R, ||-]|) dengan norma mutlak ||x|| = |x|, didefinisikan
barisan (x,) oleh
Xp = g n €N

akan ditunjukkan bahwa barisan (x,,) konvergen ke 0
Bukti:
Ambil € > 0. Perhatikan bahwa

I — 0l = || ==

nl n

pilih N = || maka ¥n 2 N berlaku

lx, — 0] =—<—=<¢

Sk
2|

maka barisan (x,) konvergen ke 0 di (R, ||-]]).
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2.1.3 Barisan Cauchy
Definisi 2.7 (Reddy B, 1998)
Barisan (x;,) pada ruang bernorma X disebut barisan Cauchy jika Ve > 0 terdapat
N € N sedemikian sehingga Vm,n > N berlaku
I — xmll < €
Contoh 2.8 (Bartle & Sherbert, 2011)

Misalkan diberikan (x,) pada ruang bernorma yang didefinisikan oleh
1
Xp = o neN

tunjukkan barisan (x,,) tersebut merupakan barisan Cauchy.
Bukti:
Berdasarkan definisi 2.7 barisan (x,)dalam ruang bernorma X dikatakan sebagai
barisan Cauchy apabila Ve > 0 terdapat N € N sedemikian sehingga Ym,n > N
berlaku

|, — x| < €

Dengan x,, = %, diperoleh

Karena m — n < m, maka




14

1
n
Selanjutnya pilih N > 5 Jikam,n > N, maka

1 1
[ X, —xp IS—<—=<¢

3
=

Jadi (x,,)merupakan barisan Cauchy.
2.1.4 Kelengkapan pada Ruang Bernorma
Definisi 2.9 (Reddy B, 1998)
Suatu ruang bernorma (X, ||-||) dikatakan lengkap jika setiap barisan Cauchy di X
konvergen ke suatu titik di X.
Contoh 2.10
Diketahui ruang Bernorma (R, ||-||), yaitu himpunan semua bilangan riil dengan
norma

llxll = x|

apakah (R, ||-||) merupakan ruang bernorma yang lengkap?
Bukti:
Misalkan (x,,) barisan Cauchy di (R, ||]|), Ve > 0 3 N € N sedemikian sehingga
vm,n = |x, — xn| <&
karena R adalah himpunan bilangan riil yang lengkap terhadap norma nilai
mutlak, maka setiap barisan Cauchy di R konvergen ke limit x € R.
maka terdapat x € R sedemikian sehingga

lim x,, = x
n—->oo

lim||x, —x|| = lim|x, — x| =0
n—->oo n—-oo
karena (x,) konvergen ke x € R, sehingga dapat disimpulkan (R, [|:]|) ruang

Bernorma lengkap (ruang Banach).
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2.1.5 Subruang Bernorma
Definisi 2.11 (Kreyszig, 1978)
Misalkan (X,||"]|) adalah ruang bernorma. Himpunan bagian Y € X disebut
subruang dari X jika Y merupakan ruang vektor dengan operasi yang sama seperti
X. Pada ruang Y norma didefinisikan dengan pembatasan norma dari X yaitu
Iylly :=llyllx vyey
Teorema 2.12 (Kreyszig, 1978)
Misalkan (X, ||-||) ruang bernorma lengkap (ruang Banach), Y € X merupakan
subruang yang tertutup di X. Maka (Y,]|-]]) juga merupakan ruang bernorma
lengkap.
Contoh 2.13 (Kreyszig, 1978)
Misalkan (R, ||-||) merupakan suatu ruang bernorma
llx]l = |x],vx € R
tentukan apakah himpunan
Y = {0}
Adalah subruang dari (R, ||-]]).
Bukti:
0OeyY
jika y;,y, € Y maka y; = 0,y, = 0 sehingga
yity:=0€Y
untuk @ € Rdany €Y
ay=a-0=0€Y
jadi Y adalah subruang vektor.

definisikan
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lylly :==llyllg = lylLy €Y

karena sifat norma di R berlaku ||-||y memenuhi nonegatif, homogenitas, dan
ketaksamaan segitiga sehingga (Y, ||||y) adalah Ruang Bernorma.

Contoh 2.14

Misalkan X = (R, ||-||) ruang bernorma lengkap (ruang Banach). Ambil Y =
{0} < X. Buktikan bahwa (Y, ||:||) merupakan subruang bernorma tertutup dan

lengkap dari (X, [|*]|)

Bukti:
Subruang
0OeyY
jikay;,y, €Y makay; =0,y, =0
yi+ty,=0€Y

maka Y adalah subruang vektor.
kemudian ditunjukkan bahwa memenuhi norma pada Y
menurut definisi 2.3 ||y|ly == |y| untuk y € Y. Vy € Y berlaku:
Iylly =1yl =0
Ilylly =0y =0
untuk ¢ € R
laylly = layl = lallyl = lalllylly
untuk y;,y, € R
lyr + v2lly = y1 + y2| < |yal + ly2| = lyally + lly2lly
terbukti memenuhi sifat-sifat pada norma
dibuktikan bahwa Y lengkap, ambil sebarang barisan cauchy (y,) € Y dengan

Yn = 0, maka lim y, = 0.Jadiy = 0 € Y. Maka Y tertutup.
n—-oo
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kemudian dibuktikan bahwa Y lengkap. Ambil sebarang barisan cauchy (y,) € Y
dan y,, = 0 untuk setiap n jelas bahwa y, = 0 € Y. Dengan demikian, setiap
barisan Cauchy pada himpunan Y konvergen di Y, sehingga Y lengkap.
jadi Y = {0} merupakan subruang bernorma tertutup dari (R, ||-||). Selain itu,
karena setiap barisan Cauchy di Y konvergen ke elemen di Y, maka (Y, ||*]])
merupakan ruang bernorma lengkap, atau dengan kata lain (Y, [|*]|) adalah ruang
Banach.
2.1.6 Ruang Hasil Kali Dalam
Definisi 2.15 (Nur & Idris, 2023)
Misalkan X ruang vektor atas bilangan riil, suatu hasil kali dalam pada X adalah
pemetaan (+,): X X X = R yang memenuhi sifat-sifat berikut Vx,x’,y € X dan
skalar y € R:

1. (x,x) = 0danx = 0 jika dan hanya jika (x,x) = 0

2. (ny)=x)

3. (rey) =v(xy)

4 (x+yx) =@+ E,y)
Pasangan (X , (-,-)) disebut ruang hasil kali dalam
Definisi 2.16 (Anton, Howard; Rorres, 2014)
Misalkan X adalah ruang vektor atas R atau C dan A = {v;, v, ..., ,,} merupakan
himpunan vektor-vektor di X. Himpunan

span(A) = {a,v; + auv, + - + ayv,|aq, sy, ..., ay € R}

setiap elemen span(A) disebut kombinasi linear dari vektor-vektor dalam A. Jika
himpunan A terdiri atas vektor-vektor bebas linear, maka span(A4) adalah

subruang vektor dari X.
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Contoh 2.17 (Nur, 2012)
Misalkan x = x4, x, dan y = y,,y, diruang vektor X apakah (x,y) = 3x;y, +

2x,y, dapat membentuk suatu ruang hasil kali dalam?

Jawab:
1. (x,x) = 3x1x; + 2x,x,
=3(x)%+2(x,)? =0
=3(x)?+2(x)’=00x,=x,=0
atau x = (x1,x,) =0
2. (xy) = 3x1y1 + 2x5Y, = 3y1%1 + 2y,x; = (y, %)
3. (rxy) = 3(yx1y1) + 2(¥x2y2)

=y (3x1y1) + v (2x2Y2)
=y(3x1y1 + 2x2Y)
=r(xy)
4 (rtyx) =3(x + y1)x1 + 2(x; + y2)%;
= 3x1%1 + 2x,x5 + 3y,1x5 + 2y,%5
=%+ &,y)
karena keempat aksioma terpenuhi sehingga merupakan ruang hasil kali dalam
Contoh 2.18 (Anton, Howard; Rorres, 2014)
Misalkan X = R? danv; = (2,1)
maka
span{v;} = {a(2,1)|a € R} = {(2a, @)|a € R}

hasil untuk semua titik pada garis melalui titik asal (0,0) dan arah vektor (2,1)
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2.2 Keteraturan Alam Semesta dalam Al-Qur’an
Alam semesta merupakan tanda kekuasaan Allah SWT yang menunjukkan
adanya keteraturan, keseimbangan, dan kesempurnaan ciptaan-Nya. Segala sesuatu
di alam ini berjalan secara teratur sesuai ketentuan yang telah ditentukan Allah. Al-
Qur’an mengandung banyak ayat yang menggambarkan keteraturan langit dan
bumi sebagai tanda kebesaran serta keagungan Allah SWT. (RI., 2010). Kalam
Allah SWT dalam QS. Ar-Ra’d [13]: 2:
G s B R A e i € G e h okt G )
Ssg 155 ot ST 1 et Y1 53 2o 1Y
“Allah-lah yang meninggikan langit tanpa tiang yang kamu lihat, kemudian Dia
bersemayam di atas ‘Arsy dan menundukkan matahari dan bulan. Masing-masing
beredar sampai waktu yang ditentukan. Dia mengatur urusan (makhluk-Nya),
menjelaskan tanda-tanda (kekuasaan-Nya), supaya kamu yakin akan pertemuan
dengan Tuhanmu.”

Menurut Tafsir Ibnu Katsir (2009), ayat ini menegaskan bahwa langit yang
luas dan kokoh itu berdiri tanpa tiang yang tampak, namun tidak roboh karena
dijaga oleh kekuasaan dan kehendak Allah SWT. Beliau menjelaskan bahwa setiap
lapisan langit memiliki sistem dan keseimbangan tersendiri, sehingga objek-objek
langit seperti matahari, bulan, dan bintang dapat beredar pada lintasan masing-
masing tanpa bertabrakan. Hal ini merupakan bentuk tadbir (pengaturan) Allah
SWT yang sangat sempurna dan menunjukkan keagungan-Nya dalam menciptakan
alam semesta. Allah SWT berfirman dalam QS. Al-Anbiya’ [21]: 32

O s BUT 32 243 Byi2 i clesd asg

“Dan Kami menjadikan langit itu sebagai atap yang terpelihara, namun mereka
berpaling dari tanda-tanda (kekuasaan) itu.”

Dalam Al-Maraghi, (1993) menggambarkan fungsi langit sebagai

pelindung bumi. Langit dijadikan Allah SWT seperti atap yang menjaga kehidupan
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di bawahnya dari berbagai bahaya, seperti panas matahari yang berlebihan, meteor,
dan gangguan lainnya. Al-Maraghi menegaskan bahwa langit memiliki sistem
perlindungan yang luar biasa, seperti atmosfer yang menyaring sinar dan menjaga
keseimbangan suhu di bumi. Keteraturan ini menjadi bukti kebesaran serta wujud
dan rahmat Allah SWT terhadap makhluk-Nya. Allah SWT berfirman dalam QS.
Adz-Dzariyat [51]: 7

O SR HAETATT
“Demi langit yang mempunyai jalan-jalan (peredaran yang teratur).”

Menurut As-Sa’di, (2002) kata al-hubuk berarti jalinan yang kuat dan
teratur, menggambarkan struktur langit yang memiliki lintasan-lintasan benda
langit seperti planet dan bintang yang bergerak secara konsisten sesuai hukum
Allah. Beliau menegaskan bahwa setiap benda langit berjalan di orbitnya tanpa
menyimpang, dan sistem yang teratur ini merupakan tanda kebesaran dan
kesempurnaan ciptaan Allah SWT. Keteraturan tersebut tidak hanya menunjukkan
kekuasaan Allah, tetapi juga menjadi bukti kebijaksanaan-Nya dalam menciptakan
alam semesta dengan keseimbangan yang sempurna.

2.3 Kajian Topik dengan Teori Pendukung

Subbab ini menguraikan berbagai hal ingin dibuktikan mengenai topik sifat
kelengkapan pada subruang dari ruang Bernorma—2 dengan menggunakan teori
pendukung yang dijelaskan di subbab sebelumnya.
Definisi 2.19 (Harmanus Batkunde, 2023)
Misalkan X adalah ruang vektor riil dengan dim X > 2 .Suatu fungsi [|-||: X X X —
R, yang memenubhi sifat-sifat di bawah ini:

1. |lx,y|l = 0jika dan hanya jika x dan y bergantung linier
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2. Myl =y, I

3. v ayll = lalllx, yll,« € R

4. ey +zIl < e, y1I + I, z]]
disebut sebagai norma—2 di X, dan pasangan (X, ||-,]|) disebut suatu ruang
bernorma—2. Secara geometri, norma—2 diinterpretasikan sebagai luas jajar
genjang yang direntang oleh x dan y. Jika (X, (-,7)) adalah ruang hasil kali dalam,
maka dapat didefinisikan norma—2 sebagai berikut
2

_ [(ex) (%)
y,x) v,y

llx, vl

Norma—2 tersebut juga dikenal sebagai norma—2 standar pada (X, (-,")).
Definisi 2.20 (Adjid dkk., 2022)
Misalkan (X||-,-]|) adalah ruang bernorma—2, suatu barisan (x,) di X dikatakan
konvergen ke x € X. Jika terdapat dua vektor u, v € X yang saling bebas linear sechingga
untuk setiap € > 0 terdapat N;, N, € N sedemikian sehingga untuk setiap n = N, berlaku
lhx, —xul<e
dan untuk setiap n = N,berlaku
lx,—xvi<e
atau dapat ditulis

lim | x, —x,ull=0
n—->oo

dan

lim | x, —x,vII=0
n—->oo

dengan u dan v saling bebas linear.

Definisi 2.21 (Adjid dkk., 2022)
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Misalkan (X, [I-,-[)adalah ruang bernorma-2. Suatu barisan (x,) pada X disebut
barisan Cauchy jika terdapat dua vektor y, z € X yang saling bebas linear sehingga
untuk setiap € > 0 terdapat N € N sedemikian sehingga untuk setiap m,n >
N berlaku
Il x, —xny I< €
dan
Il x, — xm z II< €.
Teorema 2.22 (Gunawan, 2017)
Misalkan (X, ||-]]) adalah ruang bernorma—2 dan (x,) di X barisan yang
konvergen dalam X. Jika x,, — x dan x,, > y maka x = y.
Teorema 2.23 (Gunawan, 2017)
Misalkan (X, |I-,-[)adalah ruang bernorma-2 dan (x,) < X. Jika (x,)konvergen
terhadap norma-2 di X, maka (x,,)merupakan barisan Cauchy di X.
Definisi 2.24
Misalkan (X, ||-,*||) suatu ruang bernorma—2 suatu himpunan bagian Y c X disebut
subruang bernorma—2 di X jika memenubhi:
1. Y merupakan subruang vektor dari X, yaitu untuk setiap x,y € Y, berlaku
x + y € Ydan untuk setiap « € Rdan x € Y, berlaku ax € Y.
2. Dimensi Y sekurang-kurangnya dua, yaitu dim (Y) > 2, sehingga terdapat
pasangan vektor yang bebas linear di dalam Y.
3. Norma pada Y didefinisikan sebagai pembatas norma pada X, yaitu untuk
setiap x,y € Y berlaku
I, ylly = llx, yllx

Dalam hal ini (Y, ||-,*||) juga merupakan ruang bernorma—2
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Definisi 2.25

Misalkan (X, |l-,-l)adalah ruang bernorma-2 lengkap dan Y < Xmerupakan
subruang bernorma-2. Subruang Ydikatakan lengkap jika setiap barisan Cauchy
(x,) € Y konvergen ke suatu elemen x € Y, yaitu terdapat dua vektor bebas linear
u, v € Ysehingga

lim | x, —x,ull=0
n—->0o

dan

lim | x, —x,vI=0
n—oo

Teorema 2.26
Misalkan (X, [I-,-I)ruang bernorma-2 lengkap dan Y c X subruang bernorma-2.
Hubungan antara sifat kelengkapan dan ketertutupan subruang akan dikaji melalui

pembuktian pada penelitian ini.



BAB III

METODE PENELITIAN

3.1 Jenis dan Pendekatan Penelitian

Penelitian ini merupakan penelitian kepustakaan (/ibrary research) dengan
pendekatan deduktif aksiomatik. Data penelitian diperoleh dari berbagai sumber
kepustakaan, baik berupa buku, jurnal ilmiah, maupun referensi akademik lain yang
berkaitan dengan ruang bernorma—2, barisan Cauchy, kekonvergenan, dan sifat
kelengkapan.

Pendekatan deduktif aksiomatik dilakukan dengan memanfaatkan definisi,
aksioma, lema, dan teorema yang telah ada sebagai dasar dalam menyusun
pembuktian matematis secara logis dan sistematis. Penelitian ini secara khusus
difokuskan pada pembuktian sifat kelengkapan pada subruang dari ruang
bernorma-2.

3.2 Pra Penelitian

Penulis melakukan penelusuran referensi dan kajian terhadap berbagai
penelitian terdahulu yang berkaitan dengan ruang bernorma—2 sebagai tahap awal
penelitian. Referensi yang digunakan berasal dari buku analisis fungsional, jurnal
nasional, dan jurnal internasional yang membahas konsep ruang bernorma-—2,
kekonvergenan, barisan Cauchy, dan sifat kelengkapan. Selanjutnya, penulis
mengkaji definisi, aksioma, lema, dan teorema yang relevan sebagai dasar dalam
menyusun pembuktian mengenai sifat kelengkapan pada subruang ruang

bernorma—2.
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Tahapan Penelitian

Untuk membuktikan sifat kelengkapan pada subruang dari ruang

bernorma—2, penulis melakukan beberapa tahapan penelitian sebagai berikut:

1.

Mengidentifikasi ruang bernorma-2 dan subruangnya sebagai objek
penelitian.

Mengumpulkan serta mempelajari berbagai referensi yang berkaitan dengan
ruang bernorma-2, kekonvergenan, barisan Cauchy, subruang, dan sifat

kelengkapan.

. Mengkaji definisi, aksioma, lema, dan teorema yang mendukung

pembuktian mengenai ruang bernorma-2.
Membuktikan bahwa himpunan yang dikaji merupakan subruang bernorma-

2.

. Membuktikan sifat kekonvergenan dan barisan Cauchy pada ruang

bernorma-2.
Membuktikan bahwa subruang dari ruang bernorma-2 memenuhi sifat

kelengkapan.



BAB IV

HASIL DAN PEMBAHASAN

4.1 Ruang Bernorma-—2
Definisi 4.1 (Harmanus Batkunde, 2023)
Misalkan X adalah ruang vektor riil dengan dim X > 2 .Suatu fungsi ||--|]: X X X —
R, yang memenubhi sifat-sifat di bawah ini:

1. |lx,y|| = 0 jika dan hanya jika x dan y bergantung linier

2. lxyll = Iyl

3. llx, ayll = lalllx, yll,« € R

4. e,y +zIl < o, y1I + I, 2]
disebut sebagai norma—2 di X, dan pasangan (X, ]||-]]) disebut suatu ruang
bernorma—2. Secara geometri, norma—2 diinterpretasikan sebagai luas jajar

genjang yang direntang oleh x dan y.

-9 -8 -7 -6 -5 -4 =3 -2 =1 a 1 2 3 4 5 6 7

=t

Gambar 4.1 Representasi 2-norma sebagai luas jajar genjang

Jika (X, (-,)) adalah ruang hasil kali dalam, maka dapat didefinisikan norma—2

sebagai berikut
1
_ |(ex) (xp)|2

Iyl = .x) vy

Norma—2 tersebut juga dikenal sebagai norma—2 standar pada (X, (-,")).

26
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Contoh 4.2

Misal X = R? dengan hasil kali dalam (x,y) = x;y; + x,y, untuk x = (x1,x;)

dany = (y4,y;) € R?

1
2

_ [{ex) ()
”x,y” <y,x> (y;:V)
_ [|[¢xex) (xy)
xy .y
2 2
_ X{+x; X1yt X2y,
X1Y1 + X2 i+ y3
= (G +xDOF +32) G + 52327
= \/|xf3’22 — 2% X291y, + x5 VL]
lx, yll = lx1y2 — 2294 ... (1)

Akan dibuktikan ||-,-|| pada persamaan (1) adalah norma—2 di R?
L llxyll=0
=)
lx1y2 — 2211 =0
maka x1y, = X;¥1
Jikay; #0, % = %, sehingga x = Ay untuk suatu 4 € R
Jika y; = 0, maka x;y, = 0, yang berarti x; = 0 atauy, = 0
Maka x dan y bergantung linier
(<)
Jika x dan y bergantung linier, misalkan x = Ay

maka x; = Ay; dan x, = 1y,



¥l = 14y1 - y2 = Az - 1l = |Ay1y2 — 2911 = 0

maka terbukti.
. Akan dibuktikan ||x, y|| = ||y, x||
ly, xIl = lyixz — y2x1l

= [=(x1y2 — x2¥1)l

=[xy, — 21l

= |lx, yli
maka terbukti

. Akan dibuktikan ||x, ay|| = |a]||x, y|| untuk « € R

bukti:

Ix, ayll = 1x;(ayz) — xz(ay)l
= |a(x1y2 — x2y1)l
= |allx1y, — 2231
= |alllx, yl

terbukti

. Akan ditunjukkan ||x,y + z|| < ||x, y|| + ||x, z||
bukti:
untuk z = (z4,2,)
llx,y + zIl = |x1(y2 + z2) — x2(y1 + z1)|
= [%1y2 — X1 + %12, — X374 |
< |x1yo = xo)1 | + (%125 — X524
= [lx, ¥l + llx, zI|

Jadi aksioma 4 terpenuhi

28



29

Karena semua aksioma terpenuhi maka dapat disimpulkan (X, ||-,||) adalah
ruang bernorma—2.
4.2 Kekonvergenan pada Ruang Bernorma—2
Definisi 4.3 (Adjid dkk., 2022)
Misalkan (X||-,-||) adalah ruang bernorma—2, suatu barisan (x,) di X dikatakan
konvergen ke x € X. jika terdapat dua vektor u,v € X yang saling bebas linear
sehingga untuk setiap € > Oterdapat N;, N, € Nsedemikian sehingga untuk setiap
n = N;berlaku
lx, —xull<e
dan untuk setiap n = N,berlaku
Il x, —x,viI<e
atau dapat ditulis
lim [ x,—x,ull=0
N0
dan
lim | x, —x,vi=0
n—oo
dengan u dan v saling bebas linear.
Contoh 4.4
Misalkan X = R? dengan norma—2 yang didefinisikan oleh
2, ¥l = 1212 — 22341

untuk setiap x = (x4,%3), ¥y = (y1,¥,) € R?
Akan dibuktikan bahwa barisan (x,) = (% , %) konvergen ke x = (0,0) dalam ruang

bernorma—2

Bukti:
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Berdasarkan Definisi 4.3, barisan (x,)dikatakan konvergen ke x € Xjika terdapat
dua vektor bebas linear u, v € Xsehingga

lim || x, —x,ull=0
n—oo

dan

lim |l x, —x,v = 0.
n—->oo

Ambil dua vektor bebas linear
u=(1,0),v = (0,1).

Untuk vektor u, diperoleh
Il (0,0),u i Il E| | 2| :
x, — (0,0),ull=ly pl=l—=I==
1 0 n o n
Karena

— — Quntuk n — oo,
n

maka

lim || x, —(0,0),u = 0.
n—-oo

Selanjutnya untuk vektor v, diperoleh

1 2
Il x, —(0,0),vi=lyp nl==
0 1
Karena
— > O untuk n - oo,
n
maka

lim || x, —(0,0),v lI= 0.
n—->0o

Karena terdapat dua vektor bebas linear udan vsehingga
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lim || x, —(0,0),ull=0
n—-o0o
dan

lim || x, — (0,0),v lI=0,
n—o0o

maka berdasarkan Definisi 4.3 diperoleh
x, = (0,0).
Definisi 4.5 (Adjid dkk., 2022)
Misalkan (X, [I-,-l)adalah ruang bernorma-2. Suatu barisan (x,) pada X disebut
barisan Cauchy jika terdapat dua vektor y, z € X yang saling bebas linear sehingga

untuk setiap € > 0 terdapat N € N sedemikian sehingga untuk setiap m,n =

N berlaku

I xp, —xm,y lI< e
dan

| %, — X, 2 II< €.
Contoh 4.6

Misalkan X = R? dengan norma—2 yang didefinisikan oleh
2, ¥l = 1212 — 22341
untuk setiap x = (xq1,x,) dany = (y41,y,)

Akan ditunjukkan bahwa barisan (x,,) yang didefinisikan oleh

Gs)
n =\
merupakan Barisan Cauchy di ruang bernorma—2
Bukti:

Berdasarkan definisi barisan (x,,) pada ruang bernorma—2 disebut barisan Cauchy,

apabila terdapat y, z € X yang saling bebas linear, sedemikian sehingga berlaku,



lim ||, — 2xp, I = 0
n,m—co

dan

lim |, —2xpm, zll = 0
n,m—co

Ambil dua vektor di R? yaitu y = (1,0) dan z = (0,1)
Jelas bahwa vektor y dan z saling bebas linear

Selanjutnya hitung

e untuk vektor y = (1,0) diperoleh

1 1 1 1

n mn m
1 0

”xn - xm’y” =

1 1
Karena i 0 dan - 0 untuk n, m — co maka

1 1
-2
n m
maka
lim ”xn — Xm» y” =0
n,m—oo

e untuk vektor uji z = (0,1) dengan cara yang sama diperoleh

1 1 1 1

n mmn m
0 1

1 1 1 1 1 1
-2 1- G- 2ol
n m n m n m

1 1
karena |; — Z| — 0 saat n,m — oo maka

%0 = X, 2|l =

32
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lim |, —2xpm, zll = 0
n,m—co

karena terdapat dua vektor y dan z yang saling bebas linear sedemikian
sehingga

lim ”xn — Xm, y” =0
n,m-oo

dan

lim |[[x, —xp, 2|l =0
n,m—oo

maka berdasarkan definisi 4.5 barisan (x,) merupakan Barisan Cauchy di
ruang bernorma—2

Teorema 4.7 (Gunawan, 2017)

Misalkan (X, ||-]]) adalah ruang bernorma—2 dan (x,) di X barisan yang

konvergen dalam X. Jika x,, — x dan x,, > y maka x = y.

Bukti:

Andaikan x,, - x danx,, = y

Ambil dua vektor u, v € X yang saling bebas linear.

Menurut Definisi 4.3 diperoleh

lim [ x,—x,ull=0
n—-oo

dan

lim llx, —y,ull=0

n—oo

Perhatikan bahwa
lx—yull=Il (x—xp) + (X —y),ull
Berdasarkan ketaksamaan segitiga diperoleh

lx—y,ull<lx—x,ull +lx,—y,ull
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Ambil limit n — oo, maka

lx—yull<lim || x —x,ull +lim || x, —y,ull
n—-oo n—-o0o

=0+0=0
Sehingga
lx—yul=0
Dengan cara yang sama diperoleh
Ilx—=y,vi=0

Karena udan vsaling bebas linear, maka berdasarkan Definisi 4.1 diperoleh
x—y=0

Jadi,

Teorema 4.8 (Gunawan, 2017)
Misalkan (X, [I-,-l)adalah ruang bernorma-2 dan (x,) c X. Jika (x,)konvergen
terhadap norma-2 di X, maka (x, )merupakan barisan Cauchy di X.
Bukti:
Misalkan x;,, — x. Ambil dua vektor u, v € Xyang saling bebas linear.
Karena x,, — x, maka untuk setiap € > Oterdapat N; € Nsehingga jika n > Ny,
berlaku
€
e = ull < 5
dan terdapat N, € Nsehingga jika n > N,, berlaku
€
Il x, —x,v < >

Ambil N = max {N;, N,}. Untuk setiap m,n = N, diperoleh

I x, —xm,w 1= (2, — %) + (x — x), i



Berdasarkan ketaksamaan segitiga,

Il Xp = X IS X0 — 2,0 Il 1l =X, l

Dengan cara yang sama diperoleh
Il x, —x,,vi<e

Karena terdapat dua vektor udan vyang saling bebas linear sehingga
Il x, —xpul<e

dan
| x, —xm,vI<e

maka (x,,)merupakan barisan Cauchy pada ruang bernorma-2.

4.3 Subruang Bernorma—2

Definisi 4.9
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Misalkan (X, ||-,+]|) suatu ruang bernorma—2 suatu himpunan bagian Y c X disebut

subruang bernorma—2 di X jika memenubhi:

1. Y merupakan subruang vektor dari X, yaitu untuk setiap x,y € Y, berlaku

x + y € Ydan untuk setiap « € Rdan x € Y, berlaku ax € Y.

2. Dimensi Y sekurang-kurangnya dua, yaitu dim (Y) > 2, sehingga terdapat

pasangan vektor yang bebas linear di dalam Y.

3. Norma pada Y didefinisikan sebagai pembatas norma pada X, yaitu untuk

setiap x,y € Y berlaku
I, ylly = llx, yllx
Dalam hal ini (Y, ||-,*||) juga merupakan ruang bernorma—2
Contoh 4.10

Misal X = R® dengan norma—2 yang didefinisikan oleh
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I, ¥l = |x x yl
untuk setiap x,y € R3 dimana x X y menyatakan hasil kali silang dari x dan y
kemudian ambil himpunan bagian Y = {(x,y,0)| x,y € R}
Akan ditunjukkan bahwa Y merupakan subruang bernorma—2 dari X
Bukti:
1. Y merupakan subruang vektor dari X
Ambil sebarang u = (x4,y1,0) v = (x1,¥,,0) € Y, maka:
Penjumlahan:
u+v=_>+x,y; +y,0) €Y.
Perkalian skalar:
untuk setiap ¢ € R
au = (ax,,ay;,0) €Y
karena tertutup terhadap operasi penjumlahan dan perkalian skalar,
sehingga Y merupakan subruang vektor dari X.
2. dimensiY > 2
Himpunan Y memiliki basis {(1,0,0), (0,1,0)},
sehingga dim(Y) =2 > 2
maka terdapat pasangan vektor yang bebas linear didalam Y.
3. norma pada Y merupakan pembatas dari norma pada X
Ambil sebarang u = (xq,y;,0) dan v = (x,,y,,0) €Y

Maka [lu, vly = |lu, vllx = [lux v|

ik
Hitung hasil kali silang: u X v = |x; ¥; 0| = (0,0,x1y, — x,y1)
X2 Y2 0

Sehingga [[u X v|| = |x1y; — x2¥1]
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maka ||u, v|ly = [x1y, — x2¥1| yang merupakan bentuk norma—2.
4.4 Sifat Kelengkapan Subruang Bernorma—2
Definisi 4.11
Misalkan (X, |I-,-Il) adalah ruang bernorma—2 yang lengkap dan Y c X merupakan
subruang bernorma—2. Subruang Ydikatakan memiliki sifat kelengkapan jika
setiap barisan Cauchy (x,) di Y konvergen ke suatu elemen di Y, yaitu terdapat x €
Y sehingga
Xp = X
dalam ruang bernorma—2.
Definisi 4.12
Misalkan X adalah ruang bernorma—2 dan Y < X. Subruang Y dikatakan tertutup
di X jika untuk setiap barisan (x,,) di Y yang konvergen ke x € X, berlaku x € Y.
Atau secara matematis:
Xp €Y, xp o xdiX>x€Y
Teorema 4.13
Misalkan (X, |I-,-ll) adalah ruang bernorma-2 lengkap dan Y c X adalah subruang
bernorma-2. maka Y lengkap jika dan hanya jika Y merupakan himpunan tertutup
di X.
Bukti:
(=) Jika Y lengkap, maka Y tertutup di X
Ambil sebarang barisan (x,,) C Y yang konvergen ke suatu x € X, yaitu
X, = xdi X.
Berdasarkan Teorema 2.23, (x,,) merupakan barisan Cauchy di X.

Maka untuk dua vektor bebas linear u,v €Y c X,



lim |l x, —x,ullx=0
n,m—oo

dan

lim |l x, —x,, v lx=0.
n,m—co

Karena norma pada Y merupakan pembatasan norma pada X, maka

I xy — xm,u ly=Il x5, — X, u Il

dan
Il X — X, U lly =1l X5y — 2, ¥ llx
Akibatnya,
n}rinnloo Il x, —xm,ully=0
dan

lim | x, —x,,vIy=0.
n,m—oo

Jadi (x;,) merupakan barisan Cauchy di Y.

Karena Y lengkap, maka terdapat y € Ysehingga
Xn 2y

diY.

Karena norma pada Y merupakan pembatasan norma pada X, maka
Xn 2y

di X.

Sedangkan sebelumnya

X, = x di X.

Berdasarkan ketunggalan limit diperoleh

X=y.
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Karena

yEeY,
maka

x €Y.
Jadi Y tertutup di X.

(&) Jika 'Y tertutup di X, maka Y lengkap
Ambil sebarang barisan Cauchy (x,) C Y.
Maka terdapat dua vektor bebas linear u, v € Ysehingga

lim lx, —x,ully=0
n,m- oo

dan

lim |l x, —xp,,vly=0.
n,m-— oo

Karena norma pada Ymerupakan pembatasan norma pada X, maka

2 = X, U lly =1l X5 — X, w0 I

dan
I xp — X, U lly=Il X5, — X, ¥ Iy
Akibatnya
11'l1inm_)OO Il x, —xXm,u llx=0
dan

lim |l x, —x,, v llx=0.
n,m—oo

Jadi (x,) merupakan barisan Cauchy di X.
Karena X lengkap, maka terdapat x € X sehingga
Xp = X

di X.
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Karena Ytertutup di Xdan

X, €EY,Vn,
maka
x€Y.
Dengan demikian
Xp = X
dengan
x €Y.

Jadi setiap barisan Cauchy di Ykonvergen ke suatu elemen di Y.
Maka Y lengkap.
Contoh 4.14
Misalkan X = R3 dengan norma—2 yang didefinisikan oleh

lw, vl = lluxvl],
untuk setiap u,v € R3, dan diketahui bahwa (X, |,-ll) merupakan ruang
bernorma—2 yang lengkap. Ambil subruang Y = {(x,y,0)|x,y € R}
akan ditunjukkan bahwa Y memiliki sifat kelengkapan
Bukti:
ambil sebarang barisan Cauchy (u,,) di Y, dengan

(un) = (an, bn, 0).
Karena (u,)merupakan barisan Cauchy di ruang bernorma-2, maka terdapat dua
vektor bebas linear di Y, misalkan

z; = (1,0,0) dan z, = (0,1,0)

sehingga

Il u, —wum, 2z, I= 0dan Il u, —up,, 2z, I- 0
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untuk n, m — oo,
Untuk z; = (1,0,0), diperoleh
Uy — Uy = (A — @, by — by, 0)
Sehingga
(Un — ) X 21 = (0,0, =(by — b))
maka
Il w, —upm, 2z, I=1 b, — by, |- 0
Jadi (b,,) merupakan barisan Cauchy di R.
Selanjutnya untuk
z, =(0,1,0)
diperoleh
(U, —up) Xz, =(0,0,a, — ay)
maka
Il up —um, 2, I=lay —apy 1= 0
Jadi (a,) juga merupakan barisan Cauchy di R.
Karena R lengkap, maka terdapat a, b € R sehingga

a, > adanb, - b

Akibatnya,

u, = (ay, by, 0) = (a,b,0) =u

Karena

u=(ab0)€eyY

maka limit barisan (u,,) berada di dalam Y.

Maka Y merupakan subruang bernorma-2 yang lengkap.
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4.5 Matematika Sebagai Bukti Keteraturan Ciptaan Allah

Keteraturan merupakan salah satu prinsip penting yang dapat diamati baik
dalam ajaran Islam maupun dalam kajian matematika. Dalam perspektif keislaman,
keteraturan alam semesta menunjukkan adanya kekuasaan, kebijaksanaan, dan
kesempurnaan ciptaan Allah. Hal ini dijelaskan dalam Al-Qur'an Surah Ar-Rahman

ayat 5 (RI., 2010):

;)\;:M.}% }&Zj\j é,.«.:ji«j{f;!
s

“Matahari dan bulan beredar menurut perhitungan.’

Ayat ini menunjukkan bahwa benda-benda langit bergerak dalam aturan
yang pasti, terukur, dan tidak berjalan secara acak. Menurut penafsiran Tafsir Ibnu
Katsir, kata bihusban bermakna dengan hitungan yang teliti, ukuran yang tepat, dan
ketetapan waktu yang sempurna. Matahari dan bulan bergerak pada garis edar yang
telah ditentukan Allah tanpa saling bertabrakan, tanpa terlambat, dan tanpa
mendahului ketetapan yang telah ditetapkan-Nya. Peredaran keduanya menjadi
dasar bagi manusia dalam menentukan waktu siang dan malam, perhitungan bulan,
tahun, musim, serta berbagai kebutuhan hidup lainnya. Hal ini menunjukkan bahwa
ciptaan Allah tidak berlangsung secara kebetulan, melainkan berada dalam sistem
yang sangat rapi, seimbang, dan konsisten. Selain itu, keteraturan tersebut juga
menjadi bukti kekuasaan Allah yang mengatur seluruh alam semesta dengan
hukum-hukum yang tetap sehingga dapat dipelajari dan dimanfaatkan oleh
manusia. Dengan demikian, ayat ini menegaskan bahwa fenomena alam semesta
mengandung nilai keteraturan, ketepatan, dan keseimbangan yang menjadi tanda
kesempurnaan ciptaan (Ibnu Katsir, 2009).

Keteraturan yang tampak pada peredaran matahari dan bulan tersebut

menjadi bukti bahwa alam semesta berjalan berdasarkan hukum-hukum yang tetap.
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Fenomena seperti pergantian siang dan malam, penanggalan, musim, dan
perhitungan waktu merupakan contoh nyata bahwa ciptaan Allah memiliki pola
yang konsisten. Keadaan ini mendorong manusia untuk berpikir, meneliti, dan
memahami hukum-hukum tersebut melalui ilmu pengetahuan. Salah satu ilmu yang
sangat erat kaitannya dengan pola dan keteraturan adalah matematika. Matematika
mempelajari hubungan, struktur, perubahan, dan pola secara logis sehingga menjadi
sarana penting dalam menjelaskan keteraturan alam semesta (Abdussakir, 2007)

Salah satu bentuk keteraturan dalam matematika dapat dilihat pada kajian
ruang bernorma-2. Ruang bernorma-2 merupakan generalisasi dari ruang bernorma
yang menggunakan pasangan vektor dalam pengukurannya. Pada ruang ini berlaku
aksioma-aksioma tertentu, yaitu bernilai nol jika kedua vektor bergantung linear,
bersifat simetri, homogen terhadap perkalian skalar, serta memenuhi ketaksamaan
segitiga. Seluruh aksioma tersebut menunjukkan bahwa ruang bernorma-2
dibangun atas dasar aturan yang jelas, konsisten, dan sistematis. Jika salah satu
aksioma tidak terpenuhi, maka struktur tersebut tidak dapat disebut sebagai ruang
bernorma-2 (Gunawan, 2017).

Keteraturan dalam ruang bernorma-2 juga tampak pada pembahasan
subruangnya. Suatu subruang dari ruang bernorma-2 harus memenuhi syarat
tertutup terhadap penjumlahan dan perkalian skalar agar tetap menjadi ruang
vektor, serta mempertahankan sifat-sifat norma-2 yang berlaku. Selain itu, pada
kajian kelengkapan, setiap barisan Cauchy dalam subruang harus konvergen ke
elemen yang tetap berada di dalam subruang tersebut. Hal ini menunjukkan bahwa
struktur matematika yang baik menuntut keteraturan internal, yaitu setiap proses

yang berlangsung di dalam sistem tetap kembali pada sistem itu sendiri. Dengan
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demikian, konsep keteraturan yang digambarkan Al-Qur'an melalui peredaran
matahari dan bulan menunjukkan adanya tatanan alam semesta yang diciptakan
Allah secara teratur. Matematika, termasuk kajian ruang bernorma-2, merupakan
bagian dari keteraturan tersebut yang tercermin melalui unsur, sifat, dan proses

yang tersusun secara sistematis dan konsisten (Dutta & Reddy, 2012).



BAB YV

PENUTUP

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil penelitian yang telah dilakukan pada subruang ruang
bernorma-2 lengkap di R3, diperoleh bahwa sifat kelengkapan suatu subruang
berkaitan erat dengan sifat ketertutupannya di dalam ruang induk. Jika (X, II-,-I)
merupakan ruang bernorma-2 lengkap dan Y € X merupakan subruang bernorma-
2, maka setiap barisan Cauchy di Y akan konvergen ke suatu elemen di Y apabila Y
merupakan himpunan tertutup di X.

Selain itu, diperoleh bahwa subruang Y bersifat lengkap jika dan hanya jika Y
merupakan himpunan tertutup di X. Dengan demikian, tidak setiap subruang dari
ruang bernorma-2 lengkap secara otomatis memiliki sifat kelengkapan, melainkan
harus memenubhi syarat ketertutupan di dalam ruang induknya.

5.2 Saran

Berdasarkan hasil penelitian yang telah dilakukan, penulis memberikan
beberapa saran Penelitian ini masih terbatas pada kajian teoritis mengenai sifat
kelengkapan pada subruang ruang bernorma—2. Oleh karena itu, penelitian
selanjutnya dapat mengembangkan kajian ini pada ruang bernorma—2 berdimensi

tak hingga.
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   ‖ 𝛼 x ‖


  =  | 𝛼 |  ‖ x ‖ =  | 𝛼 x |


  =  | 𝛼 |  | x |


  =  | 𝛼 |  | x |


   ‖ x + y ‖


   ‖ x + y ‖


   ‖ x + y ‖


  ≤  ‖ x ‖ +  ‖ y ‖


  =  | x + y |


  =  | x + y |


  ≤  | x | +  | y |


  ≤  | x | +  | y |


  ≤  ‖ x ‖ +  ‖ y ‖


  ≤  ‖ x ‖ +  ‖ y ‖


  =  ‖ x ‖ +  ‖ y ‖


   ‖ x + y ‖ ≤  ‖ x ‖ +  ‖ y ‖


   ( ℝ ,  ‖ ∙ ‖ )


  (   x  n )


  X


  x ∈ X


  ∀ 𝜀 > 0  


  N ∈ ℕ


  ∀ n ≥ N


   ‖   x  n − x ‖ < 𝜀


     lim  n → ∞ ⁡   ‖   x  n − x ‖ = 0


    x  n → x


  x


  X


  (   x  n )


    x  n ∈ ℝ


  n ∈ ℕ


    x  n =  1  n ,   n ∈ ℕ


  l i m  (  1  n ) = 0


   (   x  n )


  x = 0


  𝜀 > 0


  n ∈ ℕ


   |  1  n − 0 |


  < 𝜀


   |  1  n |


  < 𝜀  


   1  n


  < 𝜀


  n


  > 1 / 𝜀  


  𝜀 > 0


  N =  ⌈  1  𝜀 ⌉


  n ≥ N


   |  1  n − 0 | =  1  n ≤  1  N < 𝜀


   (   x  n ) =  1  n


  x = 0


   (   x  n ) =  1  n


  x = 0


   ( ℝ ,  ‖ ∙ ‖ )


   ‖ x ‖ =  | x |


  (   x  n )


    x  n =  1  n ,   n ∈ ℕ


  (   x  n )


  0


  𝜀 > 0


   ‖   x  n − 0 ‖ =  |  1  n | =  1  n


  N =  ⌈  1  𝜀 ⌉


  ∀ n ≥ N


   ‖   x  n − 0 ‖ =  1  n ≤  1  N < 𝜀


   (   x  n )


   ( ℝ ,  ‖ ∙ ‖ )


  (   x  n )  


  X


  ∀ 𝜀 > 0


  N ∈ ℕ


  ∀ m , n ≥ N


   ‖   x  n −   x  m ‖ < 𝜀


  (   x  n )


    x  n =  1  n ,     n ∈ ℕ


  (   x  n )


  (   x  n )


  X


  ∀ 𝜀 > 0  


  N ∈ ℕ


  ∀ m , n ≥ N


   |   x  n −   x  m | < 𝜀


    x  n =  1  n


   |   x  n −   x  m | =  |  1  n −  1  m |


  m > n


  m − n > 0


  =   m − n  m n


  m − n ≤ m ,  


    m − n  m n ≤   m  m n


  


  N >  1  𝜀


  m , n ≥ N


  ∣   x  n −   x  m ∣ ≤  1  n ≤  1  N < 𝜀


   (   x  n )


   ( X ,  ‖ ∙ ‖ )


  X


  X


  ( ℝ ,  ‖ ∙ ‖ )


   ‖ x ‖ =  | x |


  ( ℝ ,  ‖ ∙ ‖ )


  (   x  n )


  ( ℝ ,  ‖ ∙ ‖ )


  ∀ 𝜀 > 0 ∋ N ∈ ℕ


  ∀ m , n ≥  |   x  n −   x  m | < 𝜀


  ℝ


  ℝ


  x ∈ ℝ


  x ∈ ℝ


     lim  n → ∞ ⁡    x  n = x


     lim  n → ∞ ⁡   ‖   x  n − x ‖ =    lim  n → ∞ ⁡   |   x  n − x | = 0


     lim  n → ∞ ⁡   ‖   x  n − x ‖ =    lim  n → ∞ ⁡   |   x  n − x | = 0


  (   x  n )


  x ∈ ℝ


  ( ℝ ,  ‖ ∙ ‖ )


   ( X ,  ‖ ∙ ‖ )


  Y ⊆ X


  X


  Y


  X


  Y


  X


     ‖ y ‖  Y ∶ =    ‖ y ‖  X


  ∀ y ∈ Y


   ( X ,  ‖ ∙ ‖ )


  Y ⊆ X


  X


   ( Y ,  ‖ ⋅ ‖ )


   ( ℝ ,  ‖ ∙ ‖ )


   ‖ x ‖ =  | x | ,   ∀ x ∈ ℝ


  Y =  { 0 }


   ( ℝ ,  ‖ ∙ ‖ )


  0 ∈ Y


    y 1 ,   y 2 ∈ Y


    y 1 = 0 ,   y 2 = 0


    y 1 +   y 2 = 0 ∈ Y


  𝛼 ∈ ℝ


  y ∈ Y


  𝛼 y = 𝛼 ∙ 0 = 0 ∈ Y


  Y


     ‖ y ‖  Y ∶ =    ‖ y ‖ ℝ =  | y | , y ∈ Y


  ℝ


     ‖ ∙ ‖  Y


   ( Y ,    ‖ ∙ ‖  Y )


  X =  ( ℝ ,  ‖ ∙ ‖ )


  Y =  { 0 } ⊆ X .


  ( Y ,  ‖ ∙ ‖ )


   ( X ,  ‖ ∙ ‖ )


  0 ∈ Y


    y 1 ,   y 2 ∈ Y


    y 1 = 0 ,     y 2 = 0


    y 1 +   y 2 = 0 ∈ Y


  Y


  Y


     ‖ y ‖  Y ≔  | y |


  y ∈ Y .


  ∀ y ∈ Y


     ‖ y ‖  Y =  | y | ≥ 0


     ‖ y ‖  Y = 0 ↔ y = 0


     ‖ y ‖  Y = 0 ↔ y = 0


  𝛼 ∈ ℝ  


     ‖ 𝛼 y ‖  Y =  | 𝛼 y | =  | 𝛼 |  | y | =  | 𝛼 |    ‖ y ‖  Y


    y 1 ,   y 2 ∈ ℝ


     ‖   y 1 +   y 2 ‖  Y =  |   y 1 +   y 2 | ≤  |   y 1 | +  |   y 2 | =    ‖   y 1 ‖  Y +    ‖   y 2 ‖  Y


  Y


  (   y  n ) ⊂ Y


    y  n = 0 ,


     lim  n → ∞ ⁡    y  n = 0 .


  y = 0 ∈ Y


  Y


  Y


  (   y  n ) ⊂ Y


    y  n = 0


  n


    y  n → 0 ∈ Y .


  Y


  Y


  Y


  Y = { 0 }


   ( ℝ ,  ‖ ∙ ‖ ) .


  Y


  Y


  ( Y ,  ‖ ∙ ‖ )


   ( Y ,  ‖ ∙ ‖ )


  X


  X


   ( ∙ , ∙ ) : X × X → ℝ


  ∀ x ,   x ′ , y ∈ X


  𝛾 ∈ ℝ :


   ( x , x ) ≥ 0


  x = 0


   ( x , x ) = 0


   ( x , y ) =  ( y , x )


   ( 𝛾 x , y ) = 𝛾  ( x , y )


   ( x + y ,   x ′ ) =  ( y , x ) +  (   x ′ , y )


   ( X ,  ( ∙ , ∙ ) )


  X


  ℝ


  ℂ


  A =  {   v 1 ,   v 2 , … ,   v  n }


  X


  s p a n  ( A ) =  {   𝛼 1   v 1 +   𝛼 2   v 2 + … +   a  n   v  n |   𝛼 1 ,   𝛼 2 , … ,   𝛼  n ∈ ℝ }


  s p a n ( A )


  A .


  A


  s p a n ( A )


  X


  x =   x 1 ,   x 2


  y =   y 1 ,   y 2


  X


   ( x , y ) = 3   x 1   y 1 + 2   x 2   y 2


   ( x , x )


   ( x , y )


   ( 𝛾 x , y )


   ( x + y ,   x ′ )


  = 3   x 1   x 1 + 2   x 2   x 2


  = 3    (   x 1 ) 2 + 2    (   x 2 ) 2 ≥ 0


  = 3    (   x 1 ) 2 + 2    (   x 2 ) 2 = 0 ↔   x 1 =   x 2 = 0


  x =  (   x 1 ,   x 2 ) = 0


  = 3   x 1   y 1 + 2   x 2   y 2 = 3   y 1   x 1 + 2   y 2   x 2 =  〈 y , x 〉


  = 3  ( 𝛾   x 1   y 1 ) + 2 ( 𝛾   x 2   y 2 )


  = 𝛾  ( 3   x 1   y 1 ) + 𝛾 ( 2   x 2   y 2 )


  = 𝛾 ( 3   x 1   y 1 + 2   x 2   y 2 )


  = 𝛾 ( x , y )


  = 3  (   x 1 +   y 1 )   x 1 ′ + 2  (   x 2 +   y 2 )   x 2 ′


  = 3   x 1   x 1 ′ + 2   x 2   x 2 ′ + 3   y 1   x 2 ′ + 2   y 2   x 2 ′


  =  ( y , x ) + (   x ′ , y )


  X =  ℝ 2


    𝜈 1 =  ( 2 , 1 )


  s p a n  {   𝜈 1 } =  { 𝛼  ( 2 , 1 ) | 𝛼 ∈ ℝ } =  {  ( 2 𝛼 , 𝛼 ) | 𝛼 ∈ ℝ }


  ( 0 , 0 )


  ( 2 , 1 )


  − 2


  X


   dim ⁡  X ≥ 2  


   ‖ ∙ , ∙ ‖ : X × X → ℝ


   ‖ x , y ‖ = 0


  x


  y


   ‖ x , y ‖ =  ‖ y , x ‖


   ‖ x , 𝛼 y ‖ =  | 𝛼 |  ‖ x , y ‖ ,   𝛼 ∈ ℝ


   ‖ x , y + z ‖ ≤  ‖ x , y ‖ +  ‖ x , z ‖


  − 2


  X ,


  ( X ,  ‖ ∙ , ∙ ‖ )


  − 2


  − 2


  x


  y


  ( X ,  〈 ∙ , ∙ 〉 )


  − 2


   ‖ x , y ‖ =    |     〈 x , x 〉   〈 x , y 〉    〈 y , x 〉   〈 y , y 〉 |   1 2


  − 2


  − 2


   ( X ,  〈 ∙ , ∙ 〉 ) .


  ( X  ‖ ∙ , ∙ ‖ )


  − 2


  (   x  n )


  X


  x ∈ X


  u , v ∈ X


  𝜀 > 0


    N 1 ,   N 2 ∈ ℕ


  n ≥   N 1


  ∥   x  n − x , u ∥ < 𝜀


  n ≥   N 2


  ∥   x  n − x , v ∥ < 𝜀


    lim ⁡  n → ∞ ∥   x  n − x , u ∥ = 0


    lim ⁡  n → ∞ ∥   x  n − x , v ∥ = 0


  u


  v


   ( X , ∥ ⋅ , ⋅ ∥ )


   (   x  n )  


  X


  y , z ∈ X


  𝜀 > 0


  N ∈ ℕ


  m , n ≥ N  


  ∥   x  n −   x  m , y ∥ < 𝜀


  ∥   x  n −   x  m , z ∥ < 𝜀 .


  ( X ,  ‖ ∙ , ∙ ‖ )


  − 2


  (   x  n )


  X


  X


    x  n → x


    x  n → y


  x = y


   ( X , ∥ ⋅ , ⋅ ∥ )


  (   x  n ) ⊂ X


   (   x  n )


  X


   (   x  n )


  X


  ( X ,  ‖ ∙ , ∙ ‖ )


  − 2


  Y ⊂ X


  − 2


  X


  Y


  X


  x , y ∈ Y


  x + y ∈ Y


  𝛼 ∈ ℝ


  x ∈ Y


  𝛼 x ∈ Y


  Y


  dim ⁡ ( Y ) ≥ 2 ,


  Y


  Y


  X


  x , y ∈ Y


     ‖ x , y ‖  Y ≔    ‖ x , y ‖  X


  ( Y ,  ‖ ∙ , ∙ ‖ )


  − 2


   ( X , ∥ ⋅ , ⋅ ∥ )


  Y ⊂ X


  Y


  (   x  n ) ⊂ Y


  x ∈ Y


  u , v ∈ Y


    lim ⁡  n → ∞ ∥   x  n − x , u ∥ = 0


    lim ⁡  n → ∞ ∥   x  n − x , v ∥ = 0


   ( X , ∥ ⋅ , ⋅ ∥ )


  Y ⊂ X


  − 2


  − 2


  − 2


  − 2


  − 2


  − 𝟐


  X


   dim ⁡  X ≥ 2  


   ‖ ∙ , ∙ ‖ : X × X → ℝ


   ‖ x , y ‖ = 0


  x


  y


   ‖ x , y ‖ =  ‖ y , x ‖


   ‖ x , 𝛼 y ‖ =  | 𝛼 |  ‖ x , y ‖ ,   𝛼 ∈ ℝ


   ‖ x , y + z ‖ ≤  ‖ x , y ‖ +  ‖ x , z ‖


  − 2


  X ,


  ( X ,  ‖ ∙ , ∙ ‖ )


  − 2


  − 2


  x


  y


  ( X ,  〈 ∙ , ∙ 〉 )


  − 2


   ‖ x , y ‖ =    |     〈 x , x 〉   〈 x , y 〉    〈 y , x 〉   〈 y , y 〉 |   1 2


  − 2


  − 2


   ( X ,  〈 ∙ , ∙ 〉 ) .


  X =  ℝ 2


   〈 x , y 〉 =   x 1   y 1 +   x 2   y 2


  x = (   x 1 ,   x 2 )


  y = (   y 1 ,   y 2 ) ∈  ℝ 2


   ‖ x , y ‖


  =    |     〈 x , x 〉   〈 x , y 〉    〈 y , x 〉   〈 y , y 〉 |   1 2  


  =   |     〈 x , x 〉   〈 x , y 〉    〈 y , x 〉   〈 y , y 〉 |


  =   |      x 1 2 +   x 2 2    x 1   y 1 +   x 2   y 2     x 1   y 1 +   x 2   y 2    y 1 2 +   y 2 2 |


  =   |  (   x 1 2 +   x 2 2 )  (   y 1 2 +   y 2 2 ) −    (   x 1   y 1 +   x 2   y 2 ) 2 |


  =   |   x 1 2   y 2 2 − 2   x 1   x 2   y 1   y 2 +   x 2 2   y 1 2 |


   ‖ x , y ‖


  =  |   x 1   y 2 −   x 2   y 1 |


   ‖ ∙ , ∙ ‖


  − 2


   ℝ 2


   ‖ x , y ‖ = 0


   ( ⇒ )


   |   x 1   y 2 −   x 2   y 1 | = 0


    x 1   y 2 =   x 2   y 1


    y 1 ≠ 0  


      x 1    y 1 =     x 2    y 2 ,


  x = 𝜆 y


  𝜆 ∈ ℝ


    y 1 = 0 ,


    x 1   y 2 = 0 ,


    x 1 = 0


    y 2 = 0


  x


  y


   ( ⇐ )


  x


  y


  x = 𝜆 y


    x 1 = 𝜆   y 1


    x 2 = 𝜆   y 2


   ‖ x , y ‖ =  | 𝜆   y 1 ∙   y 2 − 𝜆   y 2 ∙   y 1 | =  | 𝜆 |  |   y 1   y 2 −   y 2   y 1 | = 0


   ‖ x , y ‖ =  ‖ y , x ‖


   ‖ y , x ‖


  =  |   y 1   x 2 −   y 2   x 1 |


  =  | − (   x 1   y 2 −   x 2   y 1 ) |


  =  |   x 1   y 2 −   x 2   y 1 |


  =  ‖ x , y ‖


   ‖ x , 𝛼 y ‖ =  | 𝛼 |  ‖ x , y ‖


  𝛼 ∈ ℝ


   ‖ x , 𝛼 y ‖


  =  |   x 1  ( 𝛼   y 2 ) −   x 2 ( 𝛼   y 1 ) |


  =  | 𝛼 (   x 1   y 2 −   x 2   y 1 ) |


  =  | 𝛼 |  |   x 1   y 2 −   x 2   y 1 |


  =  | 𝛼 |  ‖ x , y ‖


   ‖ x , y + z ‖ ≤  ‖ x , y ‖ +  ‖ x , z ‖


  z = (   z 1 ,   z 2 )


   ‖ x , y + z ‖


  =  |   x 1  (   y 2 +   z 2 ) −   x 2 (   y 1 +   z 1 ) |


  =  |   x 1   y 2 −   x 2   y 1 +   x 1   z 2 −   x 2   z 1 |


  ≤  |   x 1   y 2 −   x 2   y 1 | +  |   x 1   z 2 −   x 2   z 1 |


  =  ‖ x , y ‖ +  ‖ x , z ‖


   ( X ,  ‖ ∙ , ∙ ‖ )


  − 2


  − 𝟐


  ( X  ‖ ∙ , ∙ ‖ )


  − 2


  (   x  n )


  X


  x ∈ X


  u , v ∈ X


  𝜀 > 0


    N 1 ,   N 2 ∈ ℕ


  n ≥   N 1


  ∥   x  n − x , u ∥ < 𝜀


  n ≥   N 2


  ∥   x  n − x , v ∥ < 𝜀


    lim ⁡  n → ∞ ∥   x  n − x , u ∥ = 0


    lim ⁡  n → ∞ ∥   x  n − x , v ∥ = 0


  u


  v


  X =  ℝ 2


  − 2


   ‖ x , y ‖ =  |   x 1   y 2 −   x 2   y 1 |


  x = (   x 1 ,   x 2 )


  y = (   y 1 ,   y 2 ) ∈  ℝ 2


    x  n ) =  (  1  n ,  2  n )


  x = ( 0 , 0 )


  − 2


   (   x  n )


  x ∈ X


  u , v ∈ X


    lim ⁡  n → ∞ ∥   x  n − x , u ∥ = 0


    lim ⁡  n → ∞ ∥   x  n − x , v ∥ = 0 .


  u = ( 1 , 0 ) , v = ( 0 , 1 ) .


  u


  ∥   x  n − ( 0 , 0 ) , u ∥ = ∣     1  n   2  n   1  0 ∣ = ∣ −  2  n ∣ =  2  n .


   2  n → 0   untuk  n → ∞ ,


    lim ⁡  n → ∞ ∥   x  n − ( 0 , 0 ) , u ∥ = 0 .


  v


  ∥   x  n − ( 0 , 0 ) , v ∥ = ∣     1  n   2  n   0  1 ∣ =  1  n .


   1  n → 0   untuk  n → ∞ ,


    lim ⁡  n → ∞ ∥   x  n − ( 0 , 0 ) , v ∥ = 0 .


  u


  v


    lim ⁡  n → ∞ ∥   x  n − ( 0 , 0 ) , u ∥ = 0


    lim ⁡  n → ∞ ∥   x  n − ( 0 , 0 ) , v ∥ = 0 ,


    x  n → ( 0 , 0 ) .


   ( X , ∥ ⋅ , ⋅ ∥ )


   (   x  n )  


  X


  y , z ∈ X


  𝜀 > 0


  N ∈ ℕ


  m , n ≥ N  


  ∥   x  n −   x  m , y ∥ < 𝜀


  ∥   x  n −   x  m , z ∥ < 𝜀 .


  X =  ℝ 2


  − 2


   ‖ x , y ‖ =  |   x 1   y 2 −   x 2   y 1 |


  x = (   x 1 ,   x 2 )


  y = (   y 1 ,   y 2 )


  (   x  n )


    x  n =  (  1  n ,  1  n )


  − 2


  (   x  n )


  − 2


  y , z ∈ X


     lim  n , m → ∞ ⁡   ‖   x  n −   x  m , y ‖ = 0


     lim  n , m → ∞ ⁡   ‖   x  n −   x  m , z ‖ = 0


   ℝ 2


  y = ( 1 , 0 )


  z = ( 0 , 1 )


    x  n −   x  m =  (  1  n −  1  m ,  1  n −  1  m )


  y = ( 1 , 0 )


   ‖   x  n −   x  m , y ‖ =  |     1  n −  1  m   1  n −  1  m   1  0 |


  =  |  (  1  n −  1  m ) ∙ 0 −  (  1  n −  1  m ) ∙ 1 |


  =  |  (  1  n −  1  m ) ∙ 0 −  (  1  n −  1  m ) ∙ 1 |


  =  | −  (  1  n −  1  m ) | =  |  1  n −  1  m |


  =  | −  (  1  n −  1  m ) | =  |  1  n −  1  m |


   1  n → 0


   1  m → 0


  n , m → ∞


   |  1  n −  1  m | → 0


     lim  n , m → ∞ ⁡   ‖   x  n −   x  m , y ‖ = 0


  z =  ( 0 , 1 )


   ‖   x  n −   x  m , z ‖ =  |     1  n −  1  m   1  n −  1  m   0  1 |


  =  |  (  1  n −  1  m ) ∙ 1 −  (  1  n −  1  m ) ∙ 0 | =  |  1  n −  1  m |


  =  |  (  1  n −  1  m ) ∙ 1 −  (  1  n −  1  m ) ∙ 0 | =  |  1  n −  1  m |


   |  1  n −  1  m | → 0


  n , m → ∞


     lim  n , m → ∞ ⁡   ‖   x  n −   x  m , z ‖ = 0


  y


  z


     lim  n , m → ∞ ⁡   ‖   x  n −   x  m , y ‖ = 0


     lim  n , m → ∞ ⁡   ‖   x  n −   x  m , z ‖ = 0


  (   x  n )


  − 2


  ( X ,  ‖ ∙ , ∙ ‖ )


  − 2


  (   x  n )


  X


  X


    x  n → x


    x  n → y


  x = y


    x  n → x


    x  n → y


  u , v ∈ X


    lim ⁡  n → ∞ ∥   x  n − x , u ∥ = 0


    lim ⁡  n → ∞ ∥   x  n − y , u ∥ = 0


  ∥ x − y , u ∥ = ∥ ( x −   x  n ) + (   x  n − y ) , u ∥


  ∥ x − y , u ∥ ≤ ∥ x −   x  n , u ∥ + ∥   x  n − y , u ∥


  n → ∞


  ∥ x − y , u ∥ ≤   lim ⁡  n → ∞ ∥ x −   x  n , u ∥ +   lim ⁡  n → ∞ ∥   x  n − y , u ∥


  ∥ x − y , u ∥ = 0


  ∥ x − y , v ∥ = 0


  u


  v


  x − y = 0


  x = y


   ( X , ∥ ⋅ , ⋅ ∥ )


  (   x  n ) ⊂ X


   (   x  n )


  X


   (   x  n )


  X


    x  n → x


  u , v ∈ X


    x  n → x


  𝜀 > 0


    N 1 ∈ ℕ


  n ≥   N 1


   ‖   x  n − x , u ‖ <   𝜀 2


    N 2 ∈ ℕ


  n ≥   N 2


  ∥   x  n − x , v ∥ <   𝜀 2


  N = max ⁡ {   N 1 ,   N 2 }


  m , n ≥ N


  ∥   x  n −   x  m , u ∥ = ∥ (   x  n − x ) + ( x −   x  m ) , u ∥


  ∥   x  n −   x  m , u ∥ ≤ ∥   x  n − x , u ∥ + ∥ x −   x  m , u ∥


  ∥   x  n −   x  m , v ∥ < 𝜀


  u


  v


  ∥   x  n −   x  m , u ∥ < 𝜀


  ∥   x  n −   x  m , v ∥ < 𝜀


   (   x  n )


  − 𝟐


  ( X ,  ‖ ∙ , ∙ ‖ )


  − 2


  Y ⊂ X


  − 2


  X


  Y


  X


  x , y ∈ Y


  x + y ∈ Y


  𝛼 ∈ ℝ


  x ∈ Y


  𝛼 x ∈ Y


  Y


  dim ⁡ ( Y ) ≥ 2 ,


  Y


  a


  Y


  X


  x , y ∈ Y


     ‖ x , y ‖  Y ≔    ‖ x , y ‖  X


  ( Y ,  ‖ ∙ , ∙ ‖ )


  − 2


  X =  ℝ 3


  − 2


   ‖ x , y ‖ =  | x × y |


  x , y ∈  ℝ 3


  x × y


  x


  y


  Y =  {  ( x , y , 0 ) |   x , y ∈ ℝ }


  Y


  − 2


  X


  Y


  X


  u =  (   x 1 ,   y 1 , 0 )   v = (   x 1 ,   y 2 , 0 ) ∈ Y


  u + v =  (   x 1 +   x 2 ,     y 1 +   y 2 , 0 ) ∈ Y .


  𝛼 ∈ ℝ


  𝛼 u =  ( 𝛼   x 1 , 𝛼   y 1 , 0 ) ∈ Y


  Y  


  X


  Y ≥ 2


  Y


   {  ( 1 , 0 , 0 ) ,  ( 0 , 1 , 0 ) }


   dim ⁡   ( Y ) = 2 ≥ 2


  Y


  Y


  X


  u =  (   x 1 ,   y 1 , 0 )  


  v = (   x 2 ,   y 2 , 0 ) ∈ Y


     ‖ u , v ‖  Y =    ‖ u , v ‖  X =  ‖ u × v ‖


  u × v =  |    i  j  k     x 1    y 1  0     x 2    y 2  0 | =  ( 0 , 0 ,   x 1   y 2 −   x 2   y 1 )


   ‖ u × v ‖ =  |   x 1   y 2 −   x 2   y 1 |


     ‖ u , v ‖  Y =  |   x 1   y 2 −   x 2   y 1 |


  − 2


  − 𝟐


   ( X , ∥ ⋅ , ⋅ ∥ )


  − 2


  Y ⊂ X


  − 2


  Y


   (   x  n )


  Y


  Y


  x ∈ Y


    x  n → x


  − 2


  X


  − 2


  Y ⊂ X


  Y  


  X


   (   x  n )


  Y


  x ∈ X


  x ∈ Y


    x  n ∈ Y ,   x  n → x  di  X ⇒ x ∈ Y


   ( X , ∥ ⋅ , ⋅ ∥ )


  Y ⊂ X


  Y


  Y


  X


   ( ⇒ )


  Y


  Y


  X


  (   x  n ) ⊂ Y


  x ∈ X


    x  n → x  di  X .


   (   x  n )


  X


  u , v ∈ Y ⊂ X


    lim ⁡  n , m → ∞ ∥   x  n −   x  m , u  ∥  X = 0


    lim ⁡  n , m → ∞ ∥   x  n −   x  m , v  ∥  X = 0 .


  Y


  X


  ∥   x  n −   x  m , u  ∥  Y = ∥   x  n −   x  m , u  ∥  X


  ∥   x  n −   x  m , v  ∥  Y = ∥   x  n −   x  m , v  ∥  X .


    lim ⁡  n , m → ∞ ∥   x  n −   x  m , u  ∥  Y = 0


    lim ⁡  n , m → ∞ ∥   x  n −   x  m , v  ∥  Y = 0 .


   (   x  n )


  Y


  Y


  y ∈ Y


    x  n → y


  Y


  Y


  X


    x  n → y


  X


    x  n → x


  X


  x = y .


  y ∈ Y ,


  x ∈ Y .


  Y


  X


  Y


  X


  Y


  (   x  n ) ⊂ Y


  u , v ∈ Y


    lim ⁡  n , m → ∞ ∥   x  n −   x  m , u  ∥  Y = 0


    lim ⁡  n , m → ∞ ∥   x  n −   x  m , v  ∥  Y = 0 .


  Y


  X


  ∥   x  n −   x  m , u  ∥  Y = ∥   x  n −   x  m , u  ∥  X


  ∥   x  n −   x  m , v  ∥  Y = ∥   x  n −   x  m , v  ∥  X .


    lim ⁡  n , m → ∞ ∥   x  n −   x  m , u  ∥  X = 0


    lim ⁡  n , m → ∞ ∥   x  n −   x  m , v  ∥  X = 0 .


   (   x  n )


  X


  X


  x ∈ X


    x  n → x


  X


  Y


  X


    x  n ∈ Y , ∀ n ,


  x ∈ Y .


    x  n → x


  x ∈ Y .


  Y


  Y


  Y


  X =  ℝ 3


  − 2


   ‖ u , v ‖ =  ‖ u × v ‖ ,


  u , v ∈  ℝ 3


   ( X , ∥ ⋅ , ⋅ ∥ )


  − 2


  Y =  {  ( x , y , 0 ) | x , y ∈ ℝ }


  Y


  (   u  n )


  Y


   (   u  n ) =  (   a  n ,   b  n , 0 ) .


   (   u  n )


  Y


    z 1 =  ( 1 , 0 , 0 )  dan    z 2 = ( 0 , 1 , 0 )


  ∥   u  n −   u  m ,   z 1 ∥ → 0   dan ∥   u  n −   u  m ,   z 2 ∥ → 0


  n , m → ∞


    z 1 = ( 1 , 0 , 0 )


    u  n −   u  m = (   a  n −   a  m ,   b  n −   b  m , 0 )


   (   u  n −   u  m ) ×   z 1 = ( 0 , 0 , − (   b  n −   b  m ) )


  ∥   u  n −   u  m ,   z 1 ∥ = ∣   b  n −   b  m ∣ → 0


   (   b  n )


  ℝ


    z 2 = ( 0 , 1 , 0 )


   (   u  n −   u  m ) ×   z 2 = ( 0 , 0 ,   a  n −   a  m )


  ∥   u  n −   u  m ,   z 2 ∥ = ∣   a  n −   a  m ∣ → 0


   (   a  n )


  ℝ


  ℝ


  a , b ∈ ℝ


    a  n → a   dan     b  n → b


    u  n = (   a  n ,   b  n , 0 ) → ( a , b , 0 ) = u


  u = ( a , b , 0 ) ∈ Y


   (   u  n )


  Y


  Y


   ℝ 3


   ( X , ∥ ⋅ , ⋅ ∥ )


  Y ⊂ X


  Y


  Y


  Y


  X


  Y


  Y


  X


  − 2


  − 2

