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MOTO 

 
"Barang siapa bertakwa kepada Allah niscaya Dia akan membukakan jalan 

keluar baginya, dan Dia akan memberinya rezeki dari arah yang tidak disangka-

sangkanya. Dan barang siapa bertawakal kepada Allah, maka cukuplah Allah 

baginya. Sesungguhnya Allah melaksanakan urusan-Nya. Sungguh, Allah telah 

mengadakan ketentuan bagi setiap sesuatu. (QS. At-Talaq: 2–3)" 

 
 مَنْ لََْ يذَُقْ ذُلَّ الت َّعَلُّمِ سَاعَةً تَََرَّعَ ذُلَّ الْْهَْلِ طوُلَ حَيَاتهِ

"Barang siapa tidak merasakan pahitnya belajar walau sesaat, 

maka ia akan menanggung hinanya kebodohan sepanjang hidupnya." 

— Imam Asy-Syafi'i 

 

 

"No matter how hard it gets, never stop chasing your dreams. One day, you'll look 

back and realize that every prayer was answered in ways you never expected." 

 

 

"Setiap langkah yang terlihat kecil hari ini adalah bagian dari perjalanan besar 

yang akan disyukuri di masa depan." 
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ABSTRAK 

 

Kurniawan, Fauzi Dwi. 2026. Sifat Kelengkapan Subruang dari Ruang Bernorma-2. 

Skripsi. Program Studi Matematika Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas 

Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.  

Pembimbing: (I) Dian Maharani, M.Si. (II) Dr. Ach. Nashichuddin, M.A. 

 

Kata Kunci: Barisan Cauchy, Kelengkapan, Himpunan Tertutup, Ruang Bernorma-2, 

Subruang Bernorma-2. 

 

Ruang bernorma-2 merupakan generalisasi dari ruang bernorma yang memiliki konsep 

konvergensi, barisan Cauchy, dan kelengkapan. Salah satu kajian penting dalam ruang 

bernorma-2 adalah sifat kelengkapan pada subruangnya karena tidak setiap subruang 

secara otomatis mewarisi sifat kelengkapan dari ruang induknya. Penelitian ini bertujuan 

untuk mengkaji sifat kelengkapan pada subruang ruang bernorma-2. Penelitian dilakukan 

menggunakan metode penelitian kepustakaan (library research) dengan pendekatan 

deduktif aksiomatik melalui pengkajian definisi, aksioma, lema, dan teorema yang 

berkaitan dengan ruang bernorma-2, kekonvergenan, dan barisan Cauchy. Pembahasan 

difokuskan pada subruang ruang bernorma-2 berdimensi sekurang-kurangnya dua pada 

ruang vektor riil. Hasil penelitian menunjukkan bahwa subruang 𝑌 dari ruang bernorma-2 

lengkap 𝑋 bersifat lengkap jika dan hanya jika 𝑌 merupakan himpunan tertutup di 𝑋. Hasil 

tersebut diperoleh dengan membuktikan bahwa setiap subruang lengkap merupakan 

himpunan tertutup di ruang induknya dan setiap subruang tertutup dari ruang bernorma-2 

lengkap juga bersifat lengkap. Selain itu, diperoleh bahwa setiap barisan konvergen pada 

ruang bernorma-2 merupakan barisan Cauchy sehingga konsep konvergensi dan 

kelengkapan memiliki keterkaitan yang erat dalam pembahasan sifat kelengkapan 

subruang. Dengan demikian, sifat ketertutupan subruang menjadi syarat penting dalam 

menjamin kelengkapan subruang pada ruang bernorma-2. 
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ABSTRACT 

 

Kurniawan,  Fauzi Dwi. 2026. The Completeness Property of Subspaces in 2-Normed 

Spaces. Undergraduate Thesis. Mathematics Study Program, Faculty of 

Science and Technology, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim 

Malang.  

Advisors: (I) Dian Maharani, M.Si. (II) Dr. Ach. Nashichuddin, M.A. 

 

Keywords: Cauchy Sequence, Completeness, Closed Subspace, 2-Normed Space, 2-

Normed Subspace. 

 

A 2-normed space is a generalization of a normed space that possesses the concepts of 

convergence, Cauchy sequences, and completeness. One of the important topics in 2-

normed spaces is the completeness property of its subspaces, since not every subspace 

automatically inherits the completeness property of its ambient space. This study aims to 

investigate the completeness property of subspaces in 2-normed spaces. The research was 

conducted using the library research method with a deductive-axiomatic approach through 

the study of definitions, axioms, lemmas, and theorems related to 2-normed spaces, 

convergence, and Cauchy sequences. The discussion focuses on subspaces of 2-normed 

spaces with dimension at least two over real vector spaces. The results show that a subspace 

𝑌 of a complete 2-normed space 𝑋 is complete if and only if  𝑌 is a closed subset of 𝑋. This 

result is obtained by proving that every complete subspace is closed in its ambient space 

and that every closed subspace of a complete 2-normed space is also complete. In addition, 

it is shown that every convergent sequence in a 2-normed space is a Cauchy sequence, 

indicating that the concepts of convergence and completeness are closely related in the 

study of the completeness property of subspaces. Therefore, the closedness of a subspace 

is an essential condition for guaranteeing the completeness of subspaces in 2-normed 

spaces. 
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البحث  مستخلص   
 

. البحث  ٢-. خاصية الكمال للفضاءات الْزئية في الفضاءات ذات المعيار٢٠٢٦فوزي دوي كورنياوان.  
العملي. قسم الرياضيات، كلية العلوم والتكنولوجيا، جامعة مولانا مالك إبراهيم الإسلامية الحكومية  

 بمالانج.
 .( الدكتور أحمد ناصح الدين، الماجستير في التربية٢( ديان مهاراني، الماجستير في العلوم.)١المشرف:)

 
، الفضاء الْزئي ٢-: متتالية كوشي، الكمال، الفضاء الْزئي المغلق، الفضاء ذو المعيارالكلمات الأساسية

 . ٢-ذو المعيار
 

. استُخدم ٢-يهدف هذا البحث إلى دراسة خاصية الكمال للفضاءات الْزئية في الفضاءات ذات المعيار
التعريفات  دراسة  الأكسيوماتيكي من خلال  الاستنباطي  المكتبي بالمدخل  البحث  منهج  البحث  هذا  في 

المعيار المتعلقة بالفضاءات ذات  والنظريات  واللمّات  وتركّز  ، والتقارب، ومتت٢-والمسلمات  اليات كوشي. 
المعيار الفضاءات ذات  الفضاءات الْزئية من  اثنين على    ٢- الدراسة على  الذي لا يقل عن  البعد  ذات 

المعيار .الفضاءات المتجهية الحقيقية الفضاء ذي  الفضاء الْزئي من  البحث أن  نتائج  الكامل    ٢- أظهرت 
م الفضاء الْزئي مجموعة  إذا كان هذا  إذا وفقط  أن كل  يكون كاملًا  تبيّن  الفضاء الأصلي. كما  غلقة في 

هي متتالية كوشي. وقد تضمّن البحث مثالًا لبرهان خاصية الكمال    ٢-متتالية متقاربة في الفضاء ذي المعيار
المعرّف بجداء المتجهات الاتَاهي. وبذلك، فإن خاصية   ٢-باستخدام معيار ℝ³ في فضاء جزئي داخل

.  ٢-الانغلاق للفضاء الْزئي تعُد شرطاً مهمًا لضمان كمال الفضاءات الْزئية في الفضاءات ذات المعيار
ءات ومن المتوقع أن تسهم نتائج هذا البحث في إثراء دراسة التحليل الدالي، خاصة فيما يتعلق ببنية الفضا

.وخصائص كمالها ٢-ذات المعيار
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Ruang bernorma merupakan salah satu konsep dasar yang sangat penting 

dalam analisis fungsional maupun dalam berbagai topik matematika lainnya. Untuk 

mendefinisikan norma, diperlukan sebuah ruang vektor dan sebuah fungsi yang 

didefinisikan pada ruang vektor tersebut (John W, 1990). Misalkan 𝑋 adalah ruang 

vektor atas lapangan 𝔽 (ℝ atau ℂ). Suatu fungsi  ‖∙‖: 𝑋 → ℝ disebut norma apabila 

untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 dan 𝛼 ∈ ℝ, fungsi tersebut bernilai tak negatif, homogen dan 

memenuhi ketaksamaan segitiga (Kreyszig, 1978).  

Berdasarkan konsep norma pada ruang vektor, dapat dibahas pula mengenai 

subruang bernorma. Subruang bernorma adalah subruang 𝑌 dari ruang bernorma 

(𝑋, ‖. ‖) yang merupakan himpunan bagian 𝑌 ⊆ 𝑋 dan juga ruang vektor, dengan 

norma yang didefinisikan sebagai pembatasan norma dari ruang induknya, yaitu 

‖𝑦‖𝑌 = ‖𝑦‖𝑋 ∀𝑦 ∈ 𝑌 (Kreyszig, 1978). Subruang ini tetap memiliki karakteristik 

yang serupa dengan ruang bernorma asalnya. Salah satu sifat penting dalam ruang 

bernorma adalah sifat kelengkapan. Ruang bernorma yang lengkap disebut sebagai 

ruang Banach, yaitu ruang bernorma di mana setiap barisan Cauchy di dalamnya 

konvergen (Gunawan, 2017). 

Salah satu sifat penting yang berkaitan dengan ruang bernorma maupun 

subruang bernorma adalah sifat kelengkapan. Konsep kelengkapan dalam ruang 

bernorma berkaitan erat dengan barisan konvergen dan barisan Cauchy. 

Misalkan (𝑥𝑛) adalah barisan pada ruang bernorma 𝑋. Barisan (𝑥𝑛) dikatakan 
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konvergen ke suatu elemen 𝑥 ∈ 𝑋 apabila untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝑁 ∈ ℕ 

sehingga untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑁 berlaku ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ < 𝜀, atau ekuivalen dengan 

lim
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ = 0, yang ditulis 𝑥𝑛 → 𝑥. Selanjutnya (𝑥𝑛) disebut barisan cauchy 

apabila ∀𝜀 > 0 terdapat 𝑁 ∈ ℕ sehingga 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑁 berlaku ‖𝑥𝑚 − 𝑥𝑛‖ < 𝜀, atau 

ekuivalen dengan lim
𝑚,𝑛→∞

‖𝑥𝑚 − 𝑥𝑛‖ = 0 (Reddy B, 1998).  

Perkembangan norma mendorong lahirnya generalisasi norma, salah satunya 

adalah ruang bernorma−2 yang diperkenalkan oleh S. Gähler pada dekade 1960-an 

sebagai perluasan dari ruang bernorma biasa. Pada ruang bernorma−2, ukuran tidak 

lagi ditentukan oleh satu vektor, melainkan oleh pasangan vektor melalui fungsi 

norma−2, yang secara geometris dapat diinterpretasikan sebagai luas jajar genjang 

yang direntang oleh dua vektor. Akibatnya, konsep konvergensi, barisan Cauchy, 

dan kelengkapan dalam ruang bernorma−2 didefinisikan berdasarkan fungsi 

norma−2 yang melibatkan pasangan vektor, sehingga kriteria konvergensi dan 

Cauchy ditentukan melalui pengukuran terhadap setiap vektor lain dalam ruang 

tersebut. Hal ini menyebabkan karakteristik struktur yang dihasilkan berbeda dari 

ruang bernorma biasa. Gagasan ini telah menjadi objek penelitian lanjutan dalam 

analisis fungsional, termasuk studi mengenai hubungan antara ruang bernorma−2 

dan norma turunan pada ruang berdimensi hingga. 

Ruang bernorma−2 merupakan perluasan dari ruang bernorma. Secara 

geometris, norma−2 diinterpretasikan sebagai ukuran luas jajar genjang 

(parallelogram) yang direntang oleh dua vektor. Misalkan 𝑋 adalah ruang vektor 

riil dengan dim (𝑋) ≥ 2. Suatu norma−2 adalah fungsi ∥⋅,⋅∥: 𝑋 × 𝑋 → ℝ yang 

memenuhi sifat-sifat tertentu, yaitu bernilai nol jika dan hanya jika kedua vektornya 

bergantung linear, invarian terhadap pertukaran (simetri), homogen terhadap skalar, 
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serta memenuhi ketaksamaan segitiga. Pasangan (𝑋, ∥⋅,⋅∥)yang memenuhi sifat-

sifat tersebut disebut sebagai ruang bernorma-2 (Gunawan, 2017). 

Sebagaimana pada ruang bernorma, pada ruang bernorma-2 juga dikenal sifat 

kelengkapan. Akan tetapi, konsep kelengkapan dalam ruang bernorma-2 

didefinisikan berdasarkan 2-norma yang melibatkan pasangan vektor, sehingga 

kriteria konvergensi dan barisan Cauchy ditentukan melalui pengukuran terhadap 

pasangan vektor dalam ruang tersebut (Gunawan, 2017). Dengan demikian, konsep 

barisan konvergen, barisan Cauchy, dan kelengkapan pada ruang bernorma-2 

merupakan perluasan dari konsep pada ruang bernorma biasa, namun memiliki 

karakteristik struktural yang berbeda. Beberapa penelitian sebelumnya lebih banyak 

membahas definisi dasar, sifat konvergensi, serta hubungan norma-2 dengan ruang 

hasil kali dalam, sedangkan pembahasan mengenai sifat kelengkapan pada 

subruang ruang bernorma-2 masih belum dibahas secara rinci, khususnya dalam 

bentuk pembuktian dan contoh pada subruang tertentu. Oleh karena itu, penelitian 

ini difokuskan pada kajian sifat kelengkapan pada subruang ruang bernorma-2 

(Dutta & Reddy, 2012). 

Konsep kelengkapan tersebut tidak hanya dapat dipahami dalam kajian 

matematis, tetapi juga dapat direfleksikan dalam perspektif keislaman melalui 

keteraturan dan kesempurnaan ciptaan Allah. Hal ini sebagaimana firman Allah 

dalam Al-Qur'an Surah Al-Mulk ayat 3 menggambarkan ciptaan Allah SWT penuh 

dengan keseimbangan dan kesempurnaan, sebagaimana firman-Nya: (RI., 2010). 

وُتٍ ۖ فٱَرْجِعِ ٱلْبَصَرَ هَلْ تَ رَىَٰ ٱ تٍ طِبَاقاً ۖ مَّا تَ رَىَٰ فِِ خَلْقِ ٱلرَّحْمََٰنِ مِن تَ فََٰ  مِن  لَّذِى خَلَقَ سَبْعَ سَََٰوََٰ
 فُطوُرٍ 

“Yang telah menciptakan tujuh langit berlapis-lapis. Kamu sekali-kali tidak 

melihat pada ciptaan Tuhan Yang Maha Pemurah sesuatu yang tidak seimbang. 
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Maka lihatlah berulang-ulang, adakah kamu lihat sesuatu yang tidak seimbang?” 

(QS. Al-Mulk [67]: 3).  

 

Menurut penafsiran Tafsir Ibnu Katsir, (2009) ayat ini menjelaskan bahwa 

seluruh ciptaan Allah tersusun secara sempurna, harmonis, dan tidak terdapat 

kekurangan pada sistem yang diciptakan-Nya. Langit yang berlapis-lapis, 

peredaran benda-benda langit, pergantian siang dan malam, serta keteraturan 

hukum alam menunjukkan adanya susunan yang terencana dan seimbang. Setiap 

unsur dalam ciptaan Allah memiliki fungsi, ukuran, dan kedudukan masing-masing, 

sehingga tidak ada bagian yang diciptakan secara sia-sia. Keselarasan tersebut 

menunjukkan bahwa kesempurnaan tercapai melalui keteraturan antarbagian yang 

saling berkaitan dan bekerja sesuai ketentuan-Nya. 

Nilai tersebut sejalan dengan konsep subruang bernorma-2 dalam 

matematika, di mana suatu subruang tidak cukup hanya menjadi himpunan bagian 

dari ruang yang lebih besar, tetapi juga harus memenuhi syarat-syarat tertentu agar 

tetap mempertahankan strukturnya. Syarat tersebut meliputi tertutup terhadap 

operasi penjumlahan, perkalian skalar, serta memenuhi aksioma-aksioma pada 

norma-2 yang berlaku. Apabila salah satu syarat tersebut tidak terpenuhi, maka 

subruang tersebut tidak dapat dipandang sebagai struktur yang lengkap sesuai 

definisinya. Dengan kata lain, kelengkapan dalam matematika menuntut adanya 

keterpenuhan seluruh unsur pembentuk secara konsisten dan 

menyeluruh(Gunawan, 2017). 

Selain itu, konsep kelengkapan pada subruang bernorma-2 juga menegaskan 

bahwa setiap barisan Cauchy di dalam subruang harus konvergen ke elemen yang 

masih berada di dalam subruang tersebut. Hal ini menunjukkan adanya kestabilan 

internal dalam struktur matematika, yaitu bahwa setiap proses pendekatan tetap 



5 

 

 
 

berakhir pada himpunan yang sama dan tidak keluar dari sistemnya. Prinsip ini 

memiliki kesesuaian makna dengan keteraturan ciptaan Allah, di mana setiap 

bagian bergerak sesuai ketetapan dan tidak menyimpang dari hukum yang telah 

ditentukan (Dutta & Reddy, 2012). 

Dengan demikian, baik dalam kajian matematika maupun dalam perspektif 

keislaman, suatu sistem dapat disebut sempurna apabila setiap unsur penyusunnya 

terpenuhi secara teratur, konsisten, dan saling mendukung. Kesempurnaan bukan 

hanya terletak pada keberadaan bagian-bagian secara terpisah, melainkan pada 

hubungan yang harmonis antarbagian sehingga membentuk kesatuan yang utuh. 

Oleh karena itu, konsep kelengkapan pada subruang bernorma-2 tidak hanya 

memiliki makna teoritis dalam matematika, tetapi juga memberikan refleksi tentang 

pentingnya keteraturan, keseimbangan, dan kesempurnaan dalam memahami 

ciptaan Allah (Ibnu Katsir, 2009). 

 Rumusan Masalah 

Rumusan masalah yang akan dibahas dalam penelitian ini adalah bagaimana 

sifat kelengkapan pada subruang bernorma−2? 

 Tujuan Penelitian 

Penelitian ini bertujuan untuk membuktikan sifat kelengkapan pada subruang 

dari ruang bernorma-2 lengkap serta mengkaji hubungan antara barisan Cauchy, 

kekonvergenan, dan sifat ketertutupan subruang. 

 Manfaat Penelitian 

Penelitian ini memiliki beberapa manfaat, beberapa diantaranya adalah 

sebagai berikut: 
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1) Penelitian ini diharapkan dapat memberikan kajian dan pembuktian yang 

lebih sistematis mengenai sifat kelengkapan pada subruang ruang 

bernorma−2, serta memperjelas hubungan antara konsep konvergensi, 

barisan Cauchy, dan himpunan tertutup dalam ruang bernorma−2. 

2) Selain itu, hasil penelitian ini juga dapat menjadi referensi bagi mahasiswa 

atau peneliti lain dalam memahami konsep-konsep subruang ruang bernorma 

serta aplikasinya dalam studi lanjut analisis matematika, sehingga 

memberikan manfaat praktis yang nyata. 

 Batasan Masalah 

Penelitian ini dibatasi pada subruang dari ruang bernorma−2 pada ruang 

vektor riil ℝ3 dengan dimensi sekurang-kurangnya dua, serta difokuskan pada sifat 

kelengkapan, kekonvergenan, dan barisan Cauchy di dalamnya. 

 Definisi Istilah 

Proposal memuat istilah khusus yang berkaitan dengan konsep-konsep dalam 

matematika, terutama analisis fungsional. Beberapa istilah tersebut dijelaskan 

sebagai berikut: 

1) Ruang Bernorma−2 

Misalkan 𝑋 adalah ruang vektor riil dengan dim 𝑋 ≥ 2 .Suatu fungsi 

‖∙,∙‖: 𝑋 × 𝑋 → ℝ, yang memenuhi sifat-sifat di bawah ini: 

1. ‖𝑥, 𝑦‖ = 0 jika dan hanya jika 𝑥 dan 𝑦 bergantung linier 

2. ‖𝑥, 𝑦‖ = ‖𝑦, 𝑥‖  

3. ‖𝑥, 𝛼𝑦‖ = |𝛼|‖𝑥, 𝑦‖, 𝛼 ∈ ℝ  

4. ‖𝑥, 𝑦 + 𝑧‖ ≤ ‖𝑥, 𝑦‖ + ‖𝑥, 𝑧‖  



7 

 

 
 

disebut sebagai norma−2 di 𝑋, dan pasangan (𝑋, ‖∙,∙‖) disebut suatu ruang 

bernorma−2. Secara geometri, norma−2 diinterpretasikan sebagai luas jajar 

genjang yang direntang oleh 𝑥 dan 𝑦. Jika (𝑋, 〈∙,∙〉) adalah ruang hasil kali 

dalam, maka dapat didefinisikan norma−2 sebagai berikut 

‖𝑥, 𝑦‖ = |
〈𝑥, 𝑥〉 〈𝑥, 𝑦〉

〈𝑦, 𝑥〉 〈𝑦, 𝑦〉
|

1
2
 

Norma−2 tersebut juga dikenal sebagai norma−2 standar pada (𝑋, 〈∙,∙〉). 

2) Kekonvergenan di Ruang Bernorma−2 

Misalkan (𝑋‖∙,∙‖) adalah ruang bernorma−2, suatu barisan (𝑥𝑛) di 𝑋 

dikatakan konvergen ke 𝑥 ∈ 𝑋. jika terdapat dua vektor 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑋 yang saling bebas 

linear sehingga untuk setiap 𝜀 > 0terdapat 𝑁1, 𝑁2 ∈ ℕsedemikian sehingga untuk 

setiap 𝑛 ≥ 𝑁1berlaku 

∥ 𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑢 ∥< 𝜀 

dan untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑁2berlaku 

∥ 𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑣 ∥< 𝜀 

atau dapat ditulis 

lim 
𝑛→∞

∥ 𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑢 ∥= 0 

dan 

lim 
𝑛→∞

∥ 𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑣 ∥= 0 

dengan 𝑢 dan 𝑣 saling bebas linear. 

3) Subruang Bernorma−2 

Misalkan (𝑋, ‖∙,∙‖) suatu ruang bernorma−2 suatu himpunan bagian 𝑌 ⊂ 𝑋 

disebut subruang bernorma−2  di 𝑋 jika memenuhi: 
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1. 𝑌 merupakan subruang vektor dari 𝑋, yaitu untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑌,  

berlaku 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝑌dan untuk setiap 𝛼 ∈ ℝ dan 𝑥 ∈ 𝑌, berlaku 𝛼𝑥 ∈ 𝑌. 

2. Dimensi 𝑌 sekurang-kurangnya dua, yaitu dim (𝑌) ≥ 2, sehingga 

terdapat pasangan vektor yang bebas linear di dalam 𝑌. 

3. Norma pada 𝑌 didefinisikan sebagai pembatas norma pada 𝑋, yaitu untuk 

setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑌 berlaku 

‖𝑥, 𝑦‖𝑌 ≔ ‖𝑥, 𝑦‖𝑋 

Dalam hal ini (𝑌, ‖∙,∙‖) juga merupakan ruang bernorma−2  

4) Sifat Kelengkapan Subruang Bernorma−2 

Misalkan (𝑋, ∥⋅,⋅∥)adalah ruang bernorma-2 lengkap dan 𝑌 ⊂ 𝑋merupakan 

subruang bernorma-2. Subruang 𝑌dikatakan lengkap jika setiap barisan 

Cauchy (𝑥𝑛) ⊂ 𝑌 konvergen ke suatu elemen 𝑥 ∈ 𝑌, yaitu terdapat dua vektor 

bebas linear 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑌sehingga 

lim 
𝑛→∞

∥ 𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑢 ∥= 0 

dan 

lim 
𝑛→∞

∥ 𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑣 ∥= 0 
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BAB II 

KAJIAN TEORI 

 

 Teori Pendukung 

Berdasarkan uraian dalam bagian latar belakang, akan dikaji beberapa 

landasan teori yang berhubungan dengan pembahasan yang akan dibuktikan dalam 

studi ini. 

2.1.1 Ruang Bernorma 

Definisi 2.1 (Kreyzig, 1978) 

Misalkan 𝑋 adalah ruang vektor atas lapangan 𝔽 (ℝ atau ℂ).  Norma dari 𝑋 adalah 

fungsi ‖∙‖: 𝑋 → ℝ sedemikian sehingga ∀𝑥,𝑦 ∈ 𝑋 dan 𝛼 ∈ 𝔽 berlaku: 

1. ‖𝑥‖ ≥ 0  

2. ‖𝑥‖ = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 0,  

3. ‖𝛼𝑥‖ = |𝛼|‖𝑥‖, (homogentias positif) 

4. ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖, (ketaksamaan segitiga). 

Ruang vektor 𝑋 yang memiliki norma disebut ruang Bernorma. 

Definisi 2.2 (Kreyzig, 1978) 

Suatu ruang vektor 𝑋 yang dilengkapi dengan fungsi norma ‖∙‖ disebut ruang 

bernorma 𝑋 dan dapat dituliskan sebagai (𝑋, ‖∙‖). 

Contoh 2.3 (Kreyzig, 1978) 

Untuk setiap 𝑥 ∈ ℝ, didefinisikan norma pada ℝ sebagai berikut: 

‖𝑥‖ = |𝑥| 

buktikan (ℝ, ‖∙‖) ruang bernorma 

Bukti: 
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ditunjukkan ‖𝑥‖ memenuhi aksioma-aksioma norma, yaitu: 

1. Akan ditunjukkan bahwa 

‖𝑥‖ 

‖𝑥‖ 

≥ 0 

= |𝑥| ≥ 0 

jelas bahwa syarat (𝑁1) terpenuhi berdasarkan definisi nilai mutlak yaitu 

|𝑥| ≥ 0 untuk semua 𝑥 ∈ ℝ dan bahwa |𝑥| = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 0. 

2. Akan dibuktikan bahwa ‖𝑥‖ = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 0 

(→) Akan ditunjukkan jika ‖𝑥‖ = |𝑥| = 0 maka 𝑥 = 0 

Diketahui bahwa ‖𝑥‖ = 0, diperoleh, 

‖𝑥‖ 

𝑥 

= |𝑥| = 0 

= 0 

(←) Akan ditunjukkan 𝑥 = 0 maka ‖𝑥‖ = 0 

Diketahui bahwa 𝑥 = 0. Sehingga diperoleh, 

‖𝑥‖ = |𝑥| = |0| = 0 

Jadi syarat 2 terpenuhi. 

3. Akan dibuktikan 

‖𝛼𝑥‖ 

‖𝛼𝑥‖ 

= |𝛼|‖𝑥‖ = |𝛼𝑥| 

= |𝛼||𝑥| 

4. Akan dibuktikan 

‖𝑥 + 𝑦‖ 

‖𝑥 + 𝑦‖ 

≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ 

= |𝑥 + 𝑦| 

≤ |𝑥| + |𝑦| 

≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ 
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= ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ 

Syarat 4 terpenuhi ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ 

Karena 1 sampai 4 Jika syarat-syarat tersebut dipenuhi, maka (ℝ, ‖∙‖) 

merupakan ruang Bernorma. 

2.1.2 Barisan Konvergen di Ruang Bernorma 

Definisi 2.4 (Reddy B, 1998) 

Barisan (𝑥𝑛)  pada ruang bernorma 𝑋 dikatakan konvergen ke 𝑥 ∈ 𝑋 apabila ∀𝜀 >

0 terdapat 𝑁 ∈ ℕ sedemikian sehingga ∀𝑛 ≥ 𝑁 berlaku 

‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ < 𝜀 

Sehingga lim
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ = 0 atau dapat dinotasikan dengan 𝑥𝑛 → 𝑥 dengan 𝑥 

merupakan limit 𝑋. 

Contoh 2.5 (Kreyszig, 1978) 

Misalkan diberikan barisan (𝑥𝑛) dengan 𝑥𝑛 ∈ ℝ, untuk semua 𝑛 ∈ ℕ yang 

didefinisikan dengan  

𝑥𝑛 =
1

𝑛
, 𝑛 ∈ ℕ 

dan  

𝑙𝑖𝑚 (
1

𝑛
) = 0 

Tunjukkan bahwa barisan (𝑥𝑛) konvergen ke 𝑥 = 0 

Bukti: 

Diberikan 𝜀 > 0 jika 𝑛 ∈ ℕ maka 

|
1

𝑛
− 0| 

< 𝜀      
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|
1

𝑛
| 

< 𝜀  

1

𝑛
 

< 𝜀 

𝑛 > 1/𝜀  

sehingga untuk sebarang 𝜀 > 0 jika dipilih 𝑁 = ⌈
1

𝜀
⌉ maka untuk semua 𝑛 ≥ 𝑁 

berlaku 

|
1

𝑛
− 0| =

1

𝑛
≤

1

𝑁
< 𝜀 

Dengan demikian barisan (𝑥𝑛) =
1

𝑛
 terbukti konvergen ke 𝑥 = 0. Jadi terbukti 

bahwa barisan (𝑥𝑛) =
1

𝑛
 konvergen ke 𝑥 = 0. 

Contoh 2.6 (Kreyszig, 1978) 

Pada ruang bernorma (ℝ, ‖∙‖) dengan norma mutlak ‖𝑥‖ = |𝑥|, didefinisikan 

barisan (𝑥𝑛) oleh 

𝑥𝑛 =
1

𝑛
, 𝑛 ∈ ℕ 

akan ditunjukkan bahwa barisan (𝑥𝑛) konvergen ke 0 

Bukti: 

Ambil 𝜀 > 0. Perhatikan bahwa 

‖𝑥𝑛 − 0‖ = |
1

𝑛
| =

1

𝑛
 

pilih 𝑁 = ⌈
1

𝜀
⌉ maka ∀𝑛 ≥ 𝑁 berlaku 

‖𝑥𝑛 − 0‖ =
1

𝑛
≤

1

𝑁
< 𝜀 

maka barisan (𝑥𝑛) konvergen ke 0 di (ℝ, ‖∙‖). 
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2.1.3 Barisan Cauchy 

Definisi 2.7 (Reddy B, 1998) 

Barisan (𝑥𝑛) pada ruang bernorma 𝑋 disebut barisan Cauchy jika ∀𝜀 > 0 terdapat 

𝑁 ∈ ℕ sedemikian sehingga ∀𝑚, 𝑛 ≥ 𝑁 berlaku 

‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑚‖ < 𝜀 

Contoh 2.8 (Bartle & Sherbert, 2011) 

Misalkan diberikan (𝑥𝑛) pada ruang bernorma yang didefinisikan oleh 

𝑥𝑛 =
1

𝑛
, 𝑛 ∈ ℕ 

tunjukkan barisan (𝑥𝑛) tersebut merupakan barisan Cauchy. 

Bukti: 

Berdasarkan definisi 2.7 barisan (𝑥𝑛)dalam ruang bernorma 𝑋 dikatakan sebagai 

barisan Cauchy apabila ∀𝜀 > 0 terdapat 𝑁 ∈ ℕ sedemikian sehingga ∀𝑚, 𝑛 ≥ 𝑁 

berlaku 

|𝑥𝑛 − 𝑥𝑚| < 𝜀 

Dengan 𝑥𝑛 =
1

𝑛
, diperoleh 

|𝑥𝑛 − 𝑥𝑚| = |
1

𝑛
−

1

𝑚
| 

= |
𝑚 − 𝑛

𝑚𝑛
| 

Jika diasumsikan 𝑚 > 𝑛, maka 𝑚 − 𝑛 > 0, sehingga 

=
𝑚 − 𝑛

𝑚𝑛
 

Karena 𝑚 − 𝑛 ≤ 𝑚, maka  

𝑚 − 𝑛

𝑚𝑛
≤

𝑚

𝑚𝑛
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=
1

𝑛
 

Selanjutnya pilih 𝑁 >
1

𝜀
. Jika 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑁, maka 

∣ 𝑥𝑛 − 𝑥𝑚 ∣≤
1

𝑛
≤

1

𝑁
< 𝜀 

Jadi (𝑥𝑛)merupakan barisan Cauchy. 

2.1.4 Kelengkapan pada Ruang Bernorma 

Definisi 2.9  (Reddy B, 1998) 

Suatu ruang bernorma (𝑋, ‖∙‖) dikatakan lengkap jika setiap barisan Cauchy di 𝑋 

konvergen ke suatu titik di 𝑋. 

Contoh 2.10 

Diketahui ruang Bernorma (ℝ, ‖∙‖), yaitu himpunan semua bilangan riil dengan 

norma 

‖𝑥‖ = |𝑥| 

apakah (ℝ, ‖∙‖) merupakan ruang bernorma yang lengkap? 

Bukti: 

Misalkan (𝑥𝑛) barisan Cauchy di (ℝ, ‖∙‖), ∀𝜀 > 0 ∋ 𝑁 ∈ ℕ sedemikian sehingga 

∀𝑚, 𝑛 ≥ |𝑥𝑛 − 𝑥𝑚| < 𝜀.  

karena ℝ adalah himpunan bilangan riil yang lengkap terhadap norma nilai 

mutlak, maka setiap barisan Cauchy di ℝ konvergen ke limit 𝑥 ∈ ℝ. 

maka terdapat 𝑥 ∈ ℝ sedemikian sehingga 

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 

lim
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ = lim
𝑛→∞

|𝑥𝑛 − 𝑥| = 0 

karena (𝑥𝑛) konvergen ke 𝑥 ∈ ℝ, sehingga dapat disimpulkan (ℝ, ‖∙‖) ruang 

Bernorma lengkap (ruang Banach). 
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2.1.5 Subruang Bernorma 

Definisi 2.11 (Kreyszig, 1978) 

Misalkan (𝑋, ‖∙‖) adalah ruang bernorma. Himpunan bagian 𝑌 ⊆ 𝑋 disebut 

subruang dari 𝑋 jika 𝑌 merupakan ruang vektor dengan operasi yang sama seperti 

𝑋. Pada ruang 𝑌 norma didefinisikan dengan pembatasan norma dari 𝑋 yaitu 

‖𝑦‖𝑌 ∶= ‖𝑦‖𝑋    ∀𝑦 ∈ 𝑌 

Teorema 2.12 (Kreyszig, 1978) 

Misalkan (𝑋, ‖∙‖) ruang bernorma lengkap (ruang Banach), 𝑌 ⊆ 𝑋 merupakan 

subruang yang tertutup di 𝑋. Maka (𝑌, ‖⋅‖) juga merupakan ruang bernorma 

lengkap. 

Contoh 2.13 (Kreyszig, 1978) 

Misalkan (ℝ, ‖∙‖) merupakan suatu ruang bernorma  

‖𝑥‖ = |𝑥|, ∀𝑥 ∈ ℝ 

tentukan apakah himpunan  

𝑌 = {0} 

Adalah subruang dari (ℝ, ‖∙‖). 

Bukti: 

0 ∈ 𝑌 

jika 𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝑌 maka 𝑦1 = 0, 𝑦2 = 0 sehingga 

𝑦1 + 𝑦2 = 0 ∈ 𝑌 

untuk 𝛼 ∈ ℝ dan 𝑦 ∈ 𝑌 

𝛼𝑦 = 𝛼 ∙ 0 = 0 ∈ 𝑌 

jadi 𝑌 adalah subruang vektor. 

definisikan  
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‖𝑦‖𝑌 ∶= ‖𝑦‖ℝ = |𝑦|, 𝑦 ∈ 𝑌 

karena sifat norma di ℝ berlaku ‖∙‖𝑌 memenuhi nonegatif, homogenitas, dan 

ketaksamaan segitiga sehingga (𝑌, ‖∙‖𝑌) adalah Ruang Bernorma. 

Contoh 2.14 

Misalkan 𝑋 = (ℝ, ‖∙‖) ruang bernorma lengkap (ruang Banach). Ambil 𝑌 =

{0} ⊆ 𝑋. Buktikan bahwa (𝑌, ‖∙‖) merupakan subruang bernorma tertutup dan 

lengkap dari (𝑋, ‖∙‖) 

Bukti: 

Subruang  

0 ∈ 𝑌 

jika 𝑦1, 𝑦2 ∈ 𝑌 maka 𝑦1 = 0, 𝑦2 = 0 

𝑦1 + 𝑦2 = 0 ∈ 𝑌 

maka 𝑌 adalah subruang vektor. 

kemudian ditunjukkan bahwa memenuhi norma pada 𝑌 

menurut definisi 2.3 ‖𝑦‖𝑌 ≔ |𝑦| untuk 𝑦 ∈ 𝑌. ∀𝑦 ∈ 𝑌 berlaku: 

‖𝑦‖𝑌 = |𝑦| ≥ 0 

‖𝑦‖𝑌 = 0 ↔ 𝑦 = 0 

untuk 𝛼 ∈ ℝ  

‖𝛼𝑦‖𝑌 = |𝛼𝑦| = |𝛼||𝑦| = |𝛼|‖𝑦‖𝑌 

untuk 𝑦1, 𝑦2 ∈ ℝ 

‖𝑦1 + 𝑦2‖𝑌 = |𝑦1 + 𝑦2| ≤ |𝑦1| + |𝑦2| = ‖𝑦1‖𝑌 + ‖𝑦2‖𝑌 

terbukti memenuhi sifat-sifat pada norma 

dibuktikan bahwa 𝑌 lengkap, ambil sebarang barisan cauchy (𝑦𝑛) ⊂ 𝑌 dengan 

𝑦𝑛 = 0, maka lim
𝑛→∞

𝑦𝑛 = 0. Jadi 𝑦 = 0 ∈ 𝑌. Maka 𝑌 tertutup. 
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kemudian dibuktikan bahwa 𝑌 lengkap. Ambil sebarang barisan cauchy (𝑦𝑛) ⊂ 𝑌 

dan 𝑦𝑛 = 0 untuk setiap 𝑛 jelas bahwa 𝑦𝑛 → 0 ∈ 𝑌. Dengan demikian, setiap 

barisan Cauchy pada himpunan 𝑌 konvergen di 𝑌, sehingga 𝑌 lengkap. 

jadi 𝑌 = {0} merupakan subruang bernorma tertutup dari (ℝ, ‖∙‖). Selain itu, 

karena setiap barisan Cauchy di 𝑌 konvergen ke elemen di 𝑌, maka (𝑌, ‖∙‖) 

merupakan ruang bernorma lengkap, atau dengan kata lain (𝑌, ‖∙‖) adalah ruang 

Banach. 

2.1.6 Ruang Hasil Kali Dalam 

Definisi 2.15  (Nur & Idris, 2023) 

Misalkan 𝑋 ruang vektor atas bilangan riil, suatu hasil kali dalam pada 𝑋 adalah 

pemetaan (∙,∙): 𝑋 × 𝑋 → ℝ yang memenuhi sifat-sifat berikut ∀𝑥, 𝑥′, 𝑦 ∈ 𝑋 dan 

skalar 𝛾 ∈ ℝ: 

1. (𝑥, 𝑥) ≥ 0 dan 𝑥 = 0 jika dan hanya jika (𝑥, 𝑥) = 0  

2. (𝑥, 𝑦) = (𝑦, 𝑥)  

3. (𝛾𝑥, 𝑦) = 𝛾(𝑥, 𝑦)   

4. (𝑥 + 𝑦, 𝑥′) = (𝑦, 𝑥) + (𝑥′, 𝑦)  

  Pasangan (𝑋, (∙,∙)) disebut ruang hasil kali dalam  

Definisi 2.16 (Anton, Howard; Rorres, 2014)   

Misalkan 𝑋 adalah ruang vektor atas ℝ atau ℂ dan 𝐴 = {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛} merupakan 

himpunan vektor-vektor di 𝑋. Himpunan  

𝑠𝑝𝑎𝑛(𝐴) = {𝛼1𝑣1 + 𝛼2𝑣2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑣𝑛|𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛 ∈ ℝ} 

setiap elemen 𝑠𝑝𝑎𝑛(𝐴) disebut kombinasi linear dari vektor-vektor dalam 𝐴. Jika 

himpunan 𝐴 terdiri atas vektor-vektor bebas linear, maka 𝑠𝑝𝑎𝑛(𝐴) adalah 

subruang vektor dari 𝑋. 
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Contoh 2.17 (Nur, 2012) 

Misalkan 𝑥 = 𝑥1, 𝑥2 dan 𝑦 = 𝑦1, 𝑦2 diruang vektor 𝑋 apakah (𝑥, 𝑦) = 3𝑥1𝑦1 +

2𝑥2𝑦2 dapat membentuk suatu ruang hasil kali dalam? 

Jawab: 

1. (𝑥, 𝑥)  

 

 

 

2. (𝑥, 𝑦)  

3. (𝛾𝑥, 𝑦)  

 

 

 

4. (𝑥 + 𝑦, 𝑥′)     

= 3𝑥1𝑥1 + 2𝑥2𝑥2  

= 3(𝑥1)2 + 2(𝑥2)2 ≥ 0  

= 3(𝑥1)2 + 2(𝑥2)2 = 0 ↔ 𝑥1 = 𝑥2 = 0  

atau 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) = 0 

= 3𝑥1𝑦1 + 2𝑥2𝑦2 = 3𝑦1𝑥1 + 2𝑦2𝑥2 = 〈𝑦, 𝑥〉  

= 3(𝛾𝑥1𝑦1) + 2(𝛾𝑥2𝑦2)  

= 𝛾(3𝑥1𝑦1) + 𝛾(2𝑥2𝑦2)  

= 𝛾(3𝑥1𝑦1 + 2𝑥2𝑦2)  

= 𝛾(𝑥, 𝑦)  

= 3(𝑥1 + 𝑦1)𝑥1
′ + 2(𝑥2 + 𝑦2)𝑥2

′   

= 3𝑥1𝑥1
′ + 2𝑥2𝑥2

′ + 3𝑦1𝑥2
′ + 2𝑦2𝑥2

′   

= (𝑦, 𝑥) + (𝑥′, 𝑦)  

karena keempat aksioma terpenuhi sehingga merupakan ruang hasil kali dalam 

Contoh 2.18 (Anton, Howard; Rorres, 2014) 

Misalkan 𝑋 = ℝ2 dan 𝜈1 = (2,1) 

maka  

𝑠𝑝𝑎𝑛{𝜈1} = {𝛼(2,1)|𝛼 ∈ ℝ} = {(2𝛼, 𝛼)|𝛼 ∈ ℝ} 

hasil untuk semua titik pada garis melalui titik asal (0,0) dan arah vektor (2,1) 
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 Keteraturan Alam Semesta dalam Al-Qur’an 

Alam semesta merupakan tanda kekuasaan Allah SWT yang menunjukkan 

adanya keteraturan, keseimbangan, dan kesempurnaan ciptaan-Nya. Segala sesuatu 

di alam ini berjalan secara teratur sesuai ketentuan yang telah ditentukan Allah. Al-

Qur’an mengandung banyak ayat yang menggambarkan keteraturan langit dan 

bumi sebagai tanda kebesaran serta keagungan Allah SWT. (RI., 2010). Kalam 

Allah SWT dalam QS. Ar-Ra’d [13]: 2: 

ُ الَّذِي رَفَعَ السَّمَاوَاتِ بِغَيْرِ عَمَدٍ تَ رَوْنََاَ ثَُُّ اسْتَ وَىَٰ عَلَى الْعَرْشِ وَسَخَّرَ الشَّمْسَ وَالْقَمَ  رَ ۖ كُلٌّ يََْريِ اللََّّ
لُ الْْيَاتِ لَعَلَّكُم بلِِقَاءِ ربَِّكُمْ توُقِنُونَ   لِأَجَلٍ مُّسَمًّى ۚ يدَُبِّرُ الْأَمْرَ يُ فَصِّ

“Allah-lah yang meninggikan langit tanpa tiang yang kamu lihat, kemudian Dia 

bersemayam di atas ‘Arsy dan menundukkan matahari dan bulan. Masing-masing 

beredar sampai waktu yang ditentukan. Dia mengatur urusan (makhluk-Nya), 

menjelaskan tanda-tanda (kekuasaan-Nya), supaya kamu yakin akan pertemuan 

dengan Tuhanmu.” 

 

Menurut Tafsir Ibnu Katsir (2009), ayat ini menegaskan bahwa langit yang 

luas dan kokoh itu berdiri tanpa tiang yang tampak, namun tidak roboh karena 

dijaga oleh kekuasaan dan kehendak Allah SWT. Beliau menjelaskan bahwa setiap 

lapisan langit memiliki sistem dan keseimbangan tersendiri, sehingga objek-objek 

langit seperti matahari, bulan, dan bintang dapat beredar pada lintasan masing-

masing tanpa bertabrakan. Hal ini merupakan bentuk tadbīr (pengaturan) Allah 

SWT yang sangat sempurna dan menunjukkan keagungan-Nya dalam menciptakan 

alam semesta. Allah SWT berfirman dalam QS. Al-Anbiya’ [21]: 32 

 وَجَعَلْنَا السَّمَاءَ سَقْفًا مََّّْفُوظاً وَهُمْ عَنْ آيَاتِِاَ مُعْرضُِونَ 
“Dan Kami menjadikan langit itu sebagai atap yang terpelihara, namun mereka 

berpaling dari tanda-tanda (kekuasaan) itu.” 

 

Dalam Al-Maraghi, (1993) menggambarkan fungsi langit sebagai 

pelindung bumi. Langit dijadikan Allah SWT seperti atap yang menjaga kehidupan 
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di bawahnya dari berbagai bahaya, seperti panas matahari yang berlebihan, meteor, 

dan gangguan lainnya. Al-Maraghi menegaskan bahwa langit memiliki sistem 

perlindungan yang luar biasa, seperti atmosfer yang menyaring sinar dan menjaga 

keseimbangan suhu di bumi. Keteraturan ini menjadi bukti kebesaran serta wujud 

dan rahmat Allah SWT terhadap makhluk-Nya. Allah SWT berfirman dalam QS. 

Adz-Dzariyat [51]: 7 

 وَالسَّمَاءِ ذَاتِ الْحبُُكِ 
“Demi langit yang mempunyai jalan-jalan (peredaran yang teratur).” 

 

Menurut As-Sa’di, (2002) kata al-ḥubuk berarti jalinan yang kuat dan 

teratur, menggambarkan struktur langit yang memiliki lintasan-lintasan benda 

langit seperti planet dan bintang yang bergerak secara konsisten sesuai hukum 

Allah. Beliau menegaskan bahwa setiap benda langit berjalan di orbitnya tanpa 

menyimpang, dan sistem yang teratur ini merupakan tanda kebesaran dan 

kesempurnaan ciptaan Allah SWT. Keteraturan tersebut tidak hanya menunjukkan 

kekuasaan Allah, tetapi juga menjadi bukti kebijaksanaan-Nya dalam menciptakan 

alam semesta dengan keseimbangan yang sempurna. 

 Kajian Topik dengan Teori Pendukung 

Subbab ini menguraikan berbagai hal ingin dibuktikan mengenai topik sifat 

kelengkapan pada subruang dari ruang Bernorma−2 dengan menggunakan teori 

pendukung yang dijelaskan di subbab sebelumnya. 

Definisi 2.19 (Harmanus Batkunde, 2023) 

Misalkan 𝑋 adalah ruang vektor riil dengan dim 𝑋 ≥ 2 .Suatu fungsi ‖∙,∙‖: 𝑋 × 𝑋 →

ℝ, yang memenuhi sifat-sifat di bawah ini: 

1. ‖𝑥, 𝑦‖ = 0 jika dan hanya jika 𝑥 dan 𝑦 bergantung linier 
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2. ‖𝑥, 𝑦‖ = ‖𝑦, 𝑥‖  

3. ‖𝑥, 𝛼𝑦‖ = |𝛼|‖𝑥, 𝑦‖, 𝛼 ∈ ℝ  

4. ‖𝑥, 𝑦 + 𝑧‖ ≤ ‖𝑥, 𝑦‖ + ‖𝑥, 𝑧‖  

disebut sebagai norma−2 di 𝑋, dan pasangan (𝑋, ‖∙,∙‖) disebut suatu ruang 

bernorma−2. Secara geometri, norma−2 diinterpretasikan sebagai luas jajar 

genjang yang direntang oleh 𝑥 dan 𝑦. Jika (𝑋, 〈∙,∙〉) adalah ruang hasil kali dalam, 

maka dapat didefinisikan norma−2 sebagai berikut 

‖𝑥, 𝑦‖ = |
〈𝑥, 𝑥〉 〈𝑥, 𝑦〉

〈𝑦, 𝑥〉 〈𝑦, 𝑦〉
|

1
2
 

Norma−2 tersebut juga dikenal sebagai norma−2 standar pada (𝑋, 〈∙,∙〉). 

Definisi 2.20 (Adjid dkk., 2022) 

Misalkan (𝑋‖∙,∙‖) adalah ruang bernorma−2, suatu barisan (𝑥𝑛) di 𝑋 dikatakan 

konvergen ke 𝑥 ∈ 𝑋. Jika terdapat dua vektor 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑋 yang saling bebas linear sehingga 

untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝑁1, 𝑁2 ∈ ℕ sedemikian sehingga untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑁1berlaku 

∥ 𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑢 ∥< 𝜀 

dan untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑁2berlaku 

∥ 𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑣 ∥< 𝜀 

atau dapat ditulis 

lim 
𝑛→∞

∥ 𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑢 ∥= 0 

dan 

lim 
𝑛→∞

∥ 𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑣 ∥= 0 

dengan 𝑢 dan 𝑣 saling bebas linear. 

Definisi 2.21 (Adjid dkk., 2022) 
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Misalkan (𝑋, ∥⋅,⋅∥)adalah ruang bernorma-2. Suatu barisan (𝑥𝑛) pada 𝑋 disebut 

barisan Cauchy jika terdapat dua vektor 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 yang saling bebas linear sehingga 

untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝑁 ∈ ℕ sedemikian sehingga untuk setiap 𝑚, 𝑛 ≥

𝑁 berlaku 

∥ 𝑥𝑛 − 𝑥𝑚, 𝑦 ∥< 𝜀 

dan 

∥ 𝑥𝑛 − 𝑥𝑚, 𝑧 ∥< 𝜀. 

Teorema 2.22 (Gunawan, 2017) 

Misalkan (𝑋, ‖∙,∙‖) adalah ruang bernorma−2 dan (𝑥𝑛) di 𝑋 barisan yang 

konvergen dalam 𝑋. Jika 𝑥𝑛 → 𝑥 dan 𝑥𝑛 → 𝑦 maka 𝑥 = 𝑦. 

Teorema 2.23 (Gunawan, 2017) 

Misalkan (𝑋, ∥⋅,⋅∥)adalah ruang bernorma-2 dan (𝑥𝑛) ⊂ 𝑋. Jika (𝑥𝑛)konvergen 

terhadap norma-2 di 𝑋, maka (𝑥𝑛)merupakan barisan Cauchy di 𝑋. 

Definisi 2.24 

Misalkan (𝑋, ‖∙,∙‖) suatu ruang bernorma−2 suatu himpunan bagian 𝑌 ⊂ 𝑋 disebut 

subruang bernorma−2  di 𝑋 jika memenuhi: 

1. 𝑌 merupakan subruang vektor dari 𝑋, yaitu untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑌,  berlaku 

𝑥 + 𝑦 ∈ 𝑌dan untuk setiap 𝛼 ∈ ℝ dan 𝑥 ∈ 𝑌, berlaku 𝛼𝑥 ∈ 𝑌. 

2. Dimensi 𝑌 sekurang-kurangnya dua, yaitu dim (𝑌) ≥ 2, sehingga terdapat 

pasangan vektor yang bebas linear di dalam 𝑌. 

3. Norma pada 𝑌 didefinisikan sebagai pembatas norma pada 𝑋, yaitu untuk 

setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑌 berlaku 

‖𝑥, 𝑦‖𝑌 ≔ ‖𝑥, 𝑦‖𝑋 

Dalam hal ini (𝑌, ‖∙,∙‖) juga merupakan ruang bernorma−2  
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Definisi 2.25 

Misalkan (𝑋, ∥⋅,⋅∥)adalah ruang bernorma-2 lengkap dan 𝑌 ⊂ 𝑋merupakan 

subruang bernorma-2. Subruang 𝑌dikatakan lengkap jika setiap barisan Cauchy 

(𝑥𝑛) ⊂ 𝑌 konvergen ke suatu elemen 𝑥 ∈ 𝑌, yaitu terdapat dua vektor bebas linear 

𝑢, 𝑣 ∈ 𝑌sehingga 

lim 
𝑛→∞

∥ 𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑢 ∥= 0 

 

dan 

lim 
𝑛→∞

∥ 𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑣 ∥= 0 

Teorema 2.26  

Misalkan (𝑋, ∥⋅,⋅∥)ruang bernorma-2 lengkap dan 𝑌 ⊂ 𝑋 subruang bernorma-2. 

Hubungan antara sifat kelengkapan dan ketertutupan subruang akan dikaji melalui 

pembuktian pada penelitian ini.
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BAB III 

METODE PENELITIAN 

 

3.1 Jenis dan Pendekatan Penelitian  

Penelitian ini merupakan penelitian kepustakaan (library research) dengan 

pendekatan deduktif aksiomatik. Data penelitian diperoleh dari berbagai sumber 

kepustakaan, baik berupa buku, jurnal ilmiah, maupun referensi akademik lain yang 

berkaitan dengan ruang bernorma−2, barisan Cauchy, kekonvergenan, dan sifat 

kelengkapan. 

Pendekatan deduktif aksiomatik dilakukan dengan memanfaatkan definisi, 

aksioma, lema, dan teorema yang telah ada sebagai dasar dalam menyusun 

pembuktian matematis secara logis dan sistematis. Penelitian ini secara khusus 

difokuskan pada pembuktian sifat kelengkapan pada subruang dari ruang 

bernorma-2. 

3.2 Pra Penelitian 

Penulis melakukan penelusuran referensi dan kajian terhadap berbagai 

penelitian terdahulu yang berkaitan dengan ruang bernorma−2 sebagai tahap awal 

penelitian. Referensi yang digunakan berasal dari buku analisis fungsional, jurnal 

nasional, dan jurnal internasional yang membahas konsep ruang bernorma−2, 

kekonvergenan, barisan Cauchy, dan sifat kelengkapan. Selanjutnya, penulis 

mengkaji definisi, aksioma, lema, dan teorema yang relevan sebagai dasar dalam 

menyusun pembuktian mengenai sifat kelengkapan pada subruang ruang 

bernorma−2. 

 

 



25 

 
 

3.3 Tahapan Penelitian 

Untuk membuktikan sifat kelengkapan pada subruang dari ruang 

bernorma−2, penulis melakukan beberapa tahapan penelitian sebagai berikut: 

1. Mengidentifikasi ruang bernorma-2 dan subruangnya sebagai objek 

penelitian.  

2. Mengumpulkan serta mempelajari berbagai referensi yang berkaitan dengan 

ruang bernorma-2, kekonvergenan, barisan Cauchy, subruang, dan sifat 

kelengkapan.  

3. Mengkaji definisi, aksioma, lema, dan teorema yang mendukung 

pembuktian mengenai ruang bernorma-2.  

4. Membuktikan bahwa himpunan yang dikaji merupakan subruang bernorma-

2.  

5. Membuktikan sifat kekonvergenan dan barisan Cauchy pada ruang 

bernorma-2.  

6. Membuktikan bahwa subruang dari ruang bernorma-2 memenuhi sifat 

kelengkapan. 
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BAB IV 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

 

4.1 Ruang Bernorma−𝟐 

Definisi 4.1 (Harmanus Batkunde, 2023) 

Misalkan 𝑋 adalah ruang vektor riil dengan dim 𝑋 ≥ 2 .Suatu fungsi ‖∙,∙‖: 𝑋 × 𝑋 →

ℝ, yang memenuhi sifat-sifat di bawah ini: 

1. ‖𝑥, 𝑦‖ = 0 jika dan hanya jika 𝑥 dan 𝑦 bergantung linier 

2. ‖𝑥, 𝑦‖ = ‖𝑦, 𝑥‖  

3. ‖𝑥, 𝛼𝑦‖ = |𝛼|‖𝑥, 𝑦‖, 𝛼 ∈ ℝ  

4. ‖𝑥, 𝑦 + 𝑧‖ ≤ ‖𝑥, 𝑦‖ + ‖𝑥, 𝑧‖  

disebut sebagai norma−2 di 𝑋, dan pasangan (𝑋, ‖∙,∙‖) disebut suatu ruang 

bernorma−2. Secara geometri, norma−2 diinterpretasikan sebagai luas jajar 

genjang yang direntang oleh 𝑥 dan 𝑦.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.1 Representasi 2-norma sebagai luas jajar genjang 

Jika (𝑋, 〈∙,∙〉) adalah ruang hasil kali dalam, maka dapat didefinisikan norma−2 

sebagai berikut 

‖𝑥, 𝑦‖ = |
〈𝑥, 𝑥〉 〈𝑥, 𝑦〉

〈𝑦, 𝑥〉 〈𝑦, 𝑦〉
|

1
2
 

Norma−2 tersebut juga dikenal sebagai norma−2 standar pada (𝑋, 〈∙,∙〉). 
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Contoh 4.2 

Misal 𝑋 = ℝ2 dengan hasil kali dalam 〈𝑥, 𝑦〉 = 𝑥1𝑦1 + 𝑥2𝑦2 untuk 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) 

dan 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2) ∈ ℝ2  

 

‖𝑥, 𝑦‖ 

= |
〈𝑥, 𝑥〉 〈𝑥, 𝑦〉

〈𝑦, 𝑥〉 〈𝑦, 𝑦〉
|

1

2

   

 

= √|
〈𝑥, 𝑥〉 〈𝑥, 𝑦〉

〈𝑦, 𝑥〉 〈𝑦, 𝑦〉
| 

 

= √|
𝑥1

2 + 𝑥2
2 𝑥1𝑦1 + 𝑥2𝑦2

𝑥1𝑦1 + 𝑥2𝑦2 𝑦1
2 + 𝑦2

2 | 

 
= √|(𝑥1

2 + 𝑥2
2)(𝑦1

2 + 𝑦2
2) − (𝑥1𝑦1 + 𝑥2𝑦2)2| 

 
= √|𝑥1

2𝑦2
2 − 2𝑥1𝑥2𝑦1𝑦2 + 𝑥2

2𝑦1
2| 

‖𝑥, 𝑦‖ = |𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1|  ... (1) 

Akan dibuktikan ‖∙,∙‖ pada persamaan (1) adalah norma−2 di ℝ2 

1. ‖𝑥, 𝑦‖ = 0 

(⇒)  

|𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1| = 0  

maka 𝑥1𝑦2 = 𝑥2𝑦1  

Jika 𝑦1 ≠ 0 , 
𝑥1

𝑦1
=

𝑥2

𝑦2
, sehingga 𝑥 = 𝜆𝑦 untuk suatu 𝜆 ∈ ℝ 

Jika 𝑦1 = 0, maka 𝑥1𝑦2 = 0, yang berarti 𝑥1 = 0 atau 𝑦2 = 0 

Maka 𝑥 dan 𝑦 bergantung linier 

(⇐)  

Jika 𝑥 dan 𝑦 bergantung linier, misalkan 𝑥 = 𝜆𝑦  

maka 𝑥1 = 𝜆𝑦1 dan 𝑥2 = 𝜆𝑦2 
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‖𝑥, 𝑦‖ = |𝜆𝑦1 ∙ 𝑦2 − 𝜆𝑦2 ∙ 𝑦1| = |𝜆||𝑦1𝑦2 − 𝑦2𝑦1| = 0 

maka terbukti. 

2. Akan dibuktikan ‖𝑥, 𝑦‖ = ‖𝑦, 𝑥‖ 

‖𝑦, 𝑥‖ = |𝑦1𝑥2 − 𝑦2𝑥1| 

 = |−(𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1)| 

 = |𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1| 

 = ‖𝑥, 𝑦‖ 

maka terbukti 

3. Akan dibuktikan ‖𝑥, 𝛼𝑦‖ = |𝛼|‖𝑥, 𝑦‖ untuk 𝛼 ∈ ℝ 

bukti: 

‖𝑥, 𝛼𝑦‖ = |𝑥1(𝛼𝑦2) − 𝑥2(𝛼𝑦1)| 

 = |𝛼(𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1)| 

 = |𝛼||𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1| 

 = |𝛼|‖𝑥, 𝑦‖ 

terbukti 

4. Akan ditunjukkan ‖𝑥, 𝑦 + 𝑧‖ ≤ ‖𝑥, 𝑦‖ + ‖𝑥, 𝑧‖ 

bukti: 

untuk 𝑧 = (𝑧1, 𝑧2) 

‖𝑥, 𝑦 + 𝑧‖ = |𝑥1(𝑦2 + 𝑧2) − 𝑥2(𝑦1 + 𝑧1)| 

 = |𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1 + 𝑥1𝑧2 − 𝑥2𝑧1| 

 ≤ |𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1| + |𝑥1𝑧2 − 𝑥2𝑧1| 

 = ‖𝑥, 𝑦‖ + ‖𝑥, 𝑧‖ 

Jadi aksioma 4 terpenuhi 



29 

 

 
 

Karena semua aksioma terpenuhi maka dapat disimpulkan (𝑋, ‖∙,∙‖) adalah 

ruang bernorma−2. 

4.2 Kekonvergenan pada Ruang Bernorma−𝟐 

Definisi 4.3 (Adjid dkk., 2022) 

Misalkan (𝑋‖∙,∙‖) adalah ruang bernorma−2, suatu barisan (𝑥𝑛) di 𝑋 dikatakan 

konvergen ke 𝑥 ∈ 𝑋. jika terdapat dua vektor 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑋 yang saling bebas linear 

sehingga untuk setiap 𝜀 > 0terdapat 𝑁1, 𝑁2 ∈ ℕsedemikian sehingga untuk setiap 

𝑛 ≥ 𝑁1berlaku 

∥ 𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑢 ∥< 𝜀 

dan untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑁2berlaku 

∥ 𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑣 ∥< 𝜀 

atau dapat ditulis 

lim 
𝑛→∞

∥ 𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑢 ∥= 0 

dan 

lim 
𝑛→∞

∥ 𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑣 ∥= 0 

dengan 𝑢 dan 𝑣 saling bebas linear. 

Contoh 4.4  

Misalkan 𝑋 = ℝ2 dengan norma−2 yang didefinisikan oleh 

‖𝑥, 𝑦‖ = |𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1| 

untuk setiap 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2), 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2) ∈ ℝ2 

Akan dibuktikan bahwa barisan (𝑥𝑛) = (
1

𝑛
,

2

𝑛
) konvergen ke 𝑥 = (0,0) dalam ruang 

bernorma−2 

Bukti: 
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Berdasarkan Definisi 4.3, barisan (𝑥𝑛)dikatakan konvergen ke 𝑥 ∈ 𝑋jika terdapat 

dua vektor bebas linear 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑋sehingga 

lim 
𝑛→∞

∥ 𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑢 ∥= 0 

dan 

lim 
𝑛→∞

∥ 𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑣 ∥= 0. 

Ambil dua vektor bebas linear 

𝑢 = (1,0), 𝑣 = (0,1). 

Untuk vektor 𝑢, diperoleh 

∥ 𝑥𝑛 − (0,0), 𝑢 ∥=∣
1

𝑛

2

𝑛
1 0

∣=∣ −
2

𝑛
∣=

2

𝑛
. 

Karena 

2

𝑛
→ 0 untuk 𝑛 → ∞, 

maka 

lim 
𝑛→∞

∥ 𝑥𝑛 − (0,0), 𝑢 ∥= 0. 

Selanjutnya untuk vektor 𝑣, diperoleh 

∥ 𝑥𝑛 − (0,0), 𝑣 ∥=∣
1

𝑛

2

𝑛
0 1

∣=
1

𝑛
. 

Karena 

1

𝑛
→ 0 untuk 𝑛 → ∞, 

maka 

lim 
𝑛→∞

∥ 𝑥𝑛 − (0,0), 𝑣 ∥= 0. 

Karena terdapat dua vektor bebas linear 𝑢dan 𝑣sehingga 
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lim 
𝑛→∞

∥ 𝑥𝑛 − (0,0), 𝑢 ∥= 0 

dan 

lim 
𝑛→∞

∥ 𝑥𝑛 − (0,0), 𝑣 ∥= 0, 

maka berdasarkan Definisi 4.3 diperoleh 

𝑥𝑛 → (0,0). 

Definisi 4.5 (Adjid dkk., 2022) 

Misalkan (𝑋, ∥⋅,⋅∥)adalah ruang bernorma-2. Suatu barisan (𝑥𝑛) pada 𝑋 disebut 

barisan Cauchy jika terdapat dua vektor 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 yang saling bebas linear sehingga 

untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝑁 ∈ ℕ sedemikian sehingga untuk setiap 𝑚, 𝑛 ≥

𝑁 berlaku 

∥ 𝑥𝑛 − 𝑥𝑚, 𝑦 ∥< 𝜀 

dan 

∥ 𝑥𝑛 − 𝑥𝑚, 𝑧 ∥< 𝜀. 

Contoh 4.6 

Misalkan 𝑋 = ℝ2 dengan norma−2 yang didefinisikan oleh 

‖𝑥, 𝑦‖ = |𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1| 

untuk setiap 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) dan 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2) 

Akan ditunjukkan bahwa barisan (𝑥𝑛) yang didefinisikan oleh  

𝑥𝑛 = (
1

𝑛
,
1

𝑛
) 

merupakan Barisan Cauchy di ruang bernorma−2 

Bukti:  

Berdasarkan definisi barisan (𝑥𝑛) pada ruang bernorma−2 disebut barisan Cauchy, 

apabila terdapat 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 yang saling bebas linear, sedemikian sehingga berlaku, 
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lim
𝑛,𝑚→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑚, 𝑦‖ = 0 

dan  

lim
𝑛,𝑚→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑚, 𝑧‖ = 0 

Ambil dua vektor di ℝ2 yaitu 𝑦 = (1,0) dan 𝑧 = (0,1) 

Jelas bahwa vektor y dan z saling bebas linear 

Selanjutnya hitung 

𝑥𝑛 − 𝑥𝑚 = (
1

𝑛
−

1

𝑚
,
1

𝑛
−

1

𝑚
) 

• untuk vektor 𝑦 = (1,0) diperoleh  

‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑚, 𝑦‖ = |
1

𝑛
−

1

𝑚

1

𝑛
−

1

𝑚
1 0

| 

= |(
1

𝑛
−

1

𝑚
) ∙ 0 − (

1

𝑛
−

1

𝑚
) ∙ 1| 

= |− (
1

𝑛
−

1

𝑚
)| = |

1

𝑛
−

1

𝑚
| 

Karena 
1

𝑛
→ 0 dan 

1

𝑚
→ 0 untuk 𝑛, 𝑚 → ∞ maka 

|
1

𝑛
−

1

𝑚
| → 0 

maka  

lim
𝑛,𝑚→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑚, 𝑦‖ = 0 

• untuk vektor uji 𝑧 = (0,1) dengan cara yang sama diperoleh  

‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑚, 𝑧‖ = |
1

𝑛
−

1

𝑚

1

𝑛
−

1

𝑚
0 1

| 

= |(
1

𝑛
−

1

𝑚
) ∙ 1 − (

1

𝑛
−

1

𝑚
) ∙ 0| = |

1

𝑛
−

1

𝑚
| 

karena |
1

𝑛
−

1

𝑚
| → 0 saat 𝑛, 𝑚 → ∞ maka 
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lim
𝑛,𝑚→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑚, 𝑧‖ = 0 

karena terdapat dua vektor 𝑦 dan 𝑧 yang saling bebas linear sedemikian 

sehingga  

lim
𝑛,𝑚→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑚, 𝑦‖ = 0 

dan  

lim
𝑛,𝑚→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑚, 𝑧‖ = 0 

maka berdasarkan definisi 4.5 barisan (𝑥𝑛) merupakan Barisan Cauchy di 

ruang bernorma−2 

Teorema 4.7 (Gunawan, 2017) 

Misalkan (𝑋, ‖∙,∙‖) adalah ruang bernorma−2 dan (𝑥𝑛) di 𝑋 barisan yang 

konvergen dalam 𝑋. Jika 𝑥𝑛 → 𝑥 dan 𝑥𝑛 → 𝑦 maka 𝑥 = 𝑦. 

Bukti: 

Andaikan 𝑥𝑛 → 𝑥 dan 𝑥𝑛 → 𝑦 

Ambil dua vektor 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑋 yang saling bebas linear. 

Menurut Definisi 4.3 diperoleh 

lim 
𝑛→∞

∥ 𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑢 ∥= 0 

 

dan 

lim 
𝑛→∞

∥ 𝑥𝑛 − 𝑦, 𝑢 ∥= 0 

Perhatikan bahwa 

∥ 𝑥 − 𝑦, 𝑢 ∥=∥ (𝑥 − 𝑥𝑛) + (𝑥𝑛 − 𝑦), 𝑢 ∥ 

Berdasarkan ketaksamaan segitiga diperoleh 

∥ 𝑥 − 𝑦, 𝑢 ∥≤∥ 𝑥 − 𝑥𝑛, 𝑢 ∥ +∥ 𝑥𝑛 − 𝑦, 𝑢 ∥ 
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Ambil limit 𝑛 → ∞, maka 

∥ 𝑥 − 𝑦, 𝑢 ∥≤ lim 
𝑛→∞

∥ 𝑥 − 𝑥𝑛, 𝑢 ∥ +lim 
𝑛→∞

∥ 𝑥𝑛 − 𝑦, 𝑢 ∥ 

= 0 + 0 = 0 

Sehingga 

∥ 𝑥 − 𝑦, 𝑢 ∥= 0 

Dengan cara yang sama diperoleh 

∥ 𝑥 − 𝑦, 𝑣 ∥= 0 

Karena 𝑢dan 𝑣saling bebas linear, maka berdasarkan Definisi 4.1 diperoleh 

𝑥 − 𝑦 = 0 

Jadi, 

𝑥 = 𝑦 

Teorema 4.8 (Gunawan, 2017) 

Misalkan (𝑋, ∥⋅,⋅∥)adalah ruang bernorma-2 dan (𝑥𝑛) ⊂ 𝑋. Jika (𝑥𝑛)konvergen 

terhadap norma-2 di 𝑋, maka (𝑥𝑛)merupakan barisan Cauchy di 𝑋. 

Bukti: 

Misalkan 𝑥𝑛 → 𝑥. Ambil dua vektor 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑋yang saling bebas linear.  

Karena 𝑥𝑛 → 𝑥, maka untuk setiap 𝜀 > 0terdapat 𝑁1 ∈ ℕsehingga jika 𝑛 ≥ 𝑁1, 

berlaku 

‖𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑢‖ <
𝜀

2
 

dan terdapat 𝑁2 ∈ ℕsehingga jika 𝑛 ≥ 𝑁2, berlaku 

∥ 𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑣 ∥<
𝜀

2
 

Ambil 𝑁 = max {𝑁1, 𝑁2}. Untuk setiap 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑁, diperoleh 

∥ 𝑥𝑛 − 𝑥𝑚, 𝑢 ∥=∥ (𝑥𝑛 − 𝑥) + (𝑥 − 𝑥𝑚), 𝑢 ∥ 
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Berdasarkan ketaksamaan segitiga, 

∥ 𝑥𝑛 − 𝑥𝑚, 𝑢 ∥≤∥ 𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑢 ∥ +∥ 𝑥 − 𝑥𝑚, 𝑢 ∥ 

<
𝜀

2
+

𝜀

2
= 𝜀 

Dengan cara yang sama diperoleh 

∥ 𝑥𝑛 − 𝑥𝑚, 𝑣 ∥< 𝜀 

Karena terdapat dua vektor 𝑢dan 𝑣yang saling bebas linear sehingga 

∥ 𝑥𝑛 − 𝑥𝑚, 𝑢 ∥< 𝜀 

dan 

∥ 𝑥𝑛 − 𝑥𝑚, 𝑣 ∥< 𝜀 

maka (𝑥𝑛)merupakan barisan Cauchy pada ruang bernorma-2. 

4.3 Subruang Bernorma−𝟐 

Definisi 4.9 

Misalkan (𝑋, ‖∙,∙‖) suatu ruang bernorma−2 suatu himpunan bagian 𝑌 ⊂ 𝑋 disebut 

subruang bernorma−2  di 𝑋 jika memenuhi: 

1. 𝑌 merupakan subruang vektor dari 𝑋, yaitu untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑌,  berlaku 

𝑥 + 𝑦 ∈ 𝑌dan untuk setiap 𝛼 ∈ ℝ dan 𝑥 ∈ 𝑌, berlaku 𝛼𝑥 ∈ 𝑌. 

2. Dimensi 𝑌 sekurang-kurangnya dua, yaitu dim (𝑌) ≥ 2, sehingga terdapat 

pasangan vektor yang bebas linear di dalam 𝑌. 

3. Norm𝑎 pada 𝑌 didefinisikan sebagai pembatas norma pada 𝑋, yaitu untuk 

setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑌 berlaku 

‖𝑥, 𝑦‖𝑌 ≔ ‖𝑥, 𝑦‖𝑋 

Dalam hal ini (𝑌, ‖∙,∙‖) juga merupakan ruang bernorma−2  

Contoh 4.10 

Misal 𝑋 = ℝ3 dengan norma−2 yang didefinisikan oleh 
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‖𝑥, 𝑦‖ = |𝑥 × 𝑦| 

untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ3 dimana 𝑥 × 𝑦 menyatakan hasil kali silang dari 𝑥 dan 𝑦 

kemudian ambil himpunan bagian 𝑌 = {(𝑥, 𝑦, 0)| 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ} 

Akan ditunjukkan bahwa 𝑌 merupakan subruang bernorma−2 dari 𝑋 

Bukti: 

1. 𝑌 merupakan subruang vektor dari 𝑋 

Ambil sebarang 𝑢 = (𝑥1, 𝑦1, 0) 𝑣 = (𝑥1, 𝑦2, 0) ∈ 𝑌, maka: 

Penjumlahan: 

𝑢 + 𝑣 = (𝑥1 + 𝑥2, 𝑦1 + 𝑦2, 0) ∈ 𝑌. 

Perkalian skalar: 

untuk setiap 𝛼 ∈ ℝ 

𝛼𝑢 = (𝛼𝑥1, 𝛼𝑦1, 0) ∈ 𝑌 

karena  tertutup terhadap operasi penjumlahan dan perkalian skalar, 

sehingga 𝑌 merupakan subruang vektor dari 𝑋. 

2. dimensi 𝑌 ≥ 2 

Himpunan 𝑌 memiliki basis {(1,0,0), (0,1,0)}, 

sehingga dim(𝑌) = 2 ≥ 2 

maka terdapat pasangan vektor yang bebas linear didalam 𝑌. 

3. norma pada 𝑌 merupakan pembatas dari norma pada 𝑋 

Ambil sebarang 𝑢 = (𝑥1, 𝑦1, 0) dan 𝑣 = (𝑥2, 𝑦2, 0) ∈ 𝑌 

Maka ‖𝑢, 𝑣‖𝑌 = ‖𝑢, 𝑣‖𝑋 = ‖𝑢 × 𝑣‖ 

Hitung hasil kali silang: 𝑢 × 𝑣 = |
𝑖 𝑗 𝑘

𝑥1 𝑦1 0
𝑥2 𝑦2 0

| = (0,0, 𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1) 

Sehingga ‖𝑢 × 𝑣‖ = |𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1| 
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maka ‖𝑢, 𝑣‖𝑌 = |𝑥1𝑦2 − 𝑥2𝑦1| yang merupakan bentuk norma−2. 

4.4 Sifat Kelengkapan Subruang Bernorma−𝟐 

Definisi 4.11  

Misalkan (𝑋, ∥⋅,⋅∥) adalah ruang bernorma−2 yang lengkap dan 𝑌 ⊂ 𝑋 merupakan 

subruang bernorma−2. Subruang 𝑌dikatakan memiliki sifat kelengkapan jika 

setiap barisan Cauchy (𝑥𝑛) di 𝑌 konvergen ke suatu elemen di 𝑌, yaitu terdapat 𝑥 ∈

𝑌 sehingga 

𝑥𝑛 → 𝑥 

dalam ruang bernorma−2. 

Definisi 4.12 

Misalkan 𝑋 adalah ruang bernorma−2 dan 𝑌 ⊂ 𝑋. Subruang 𝑌 dikatakan tertutup 

di 𝑋 jika untuk setiap barisan (𝑥𝑛) di 𝑌 yang konvergen ke 𝑥 ∈ 𝑋, berlaku 𝑥 ∈ 𝑌. 

Atau secara matematis: 

𝑥𝑛 ∈ 𝑌, 𝑥𝑛 → 𝑥 di 𝑋 ⇒ 𝑥 ∈ 𝑌 

Teorema 4.13 

Misalkan (𝑋, ∥⋅,⋅∥) adalah ruang bernorma-2 lengkap dan 𝑌 ⊂ 𝑋 adalah subruang 

bernorma-2. maka 𝑌 lengkap jika dan hanya jika 𝑌 merupakan himpunan tertutup 

di 𝑋. 

Bukti: 

(⇒) Jika 𝑌 lengkap, maka 𝑌 tertutup di 𝑋 

Ambil sebarang barisan (𝑥𝑛) ⊂ 𝑌 yang konvergen ke suatu 𝑥 ∈ 𝑋, yaitu 

𝑥𝑛 → 𝑥 di 𝑋. 

Berdasarkan Teorema 2.23, (𝑥𝑛) merupakan barisan Cauchy di 𝑋. 

Maka untuk dua vektor bebas linear 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑌 ⊂ 𝑋, 
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lim 
𝑛,𝑚→∞

∥ 𝑥𝑛 − 𝑥𝑚, 𝑢 ∥𝑋= 0 

dan 

lim 
𝑛,𝑚→∞

∥ 𝑥𝑛 − 𝑥𝑚, 𝑣 ∥𝑋= 0. 

Karena norma pada 𝑌 merupakan pembatasan norma pada 𝑋, maka 

∥ 𝑥𝑛 − 𝑥𝑚, 𝑢 ∥𝑌=∥ 𝑥𝑛 − 𝑥𝑚, 𝑢 ∥𝑋 

dan 

∥ 𝑥𝑛 − 𝑥𝑚, 𝑣 ∥𝑌=∥ 𝑥𝑛 − 𝑥𝑚, 𝑣 ∥𝑋 . 

Akibatnya, 

lim 
𝑛,𝑚→∞

∥ 𝑥𝑛 − 𝑥𝑚, 𝑢 ∥𝑌= 0 

dan 

lim 
𝑛,𝑚→∞

∥ 𝑥𝑛 − 𝑥𝑚, 𝑣 ∥𝑌= 0. 

Jadi (𝑥𝑛) merupakan barisan Cauchy di 𝑌. 

Karena 𝑌 lengkap, maka terdapat 𝑦 ∈ 𝑌sehingga 

𝑥𝑛 → 𝑦 

di 𝑌. 

Karena norma pada 𝑌merupakan pembatasan norma pada 𝑋, maka 

𝑥𝑛 → 𝑦 

di 𝑋. 

Sedangkan sebelumnya 

𝑥𝑛 → 𝑥 di 𝑋. 

 

Berdasarkan ketunggalan limit diperoleh 

𝑥 = 𝑦. 
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Karena 

𝑦 ∈ 𝑌, 

maka 

𝑥 ∈ 𝑌. 

Jadi 𝑌 tertutup di 𝑋. 

(⇐) Jika 𝑌 tertutup di 𝑋, maka 𝑌 lengkap 

Ambil sebarang barisan Cauchy (𝑥𝑛) ⊂ 𝑌. 

Maka terdapat dua vektor bebas linear 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑌sehingga 

lim 
𝑛,𝑚→∞

∥ 𝑥𝑛 − 𝑥𝑚, 𝑢 ∥𝑌= 0 

dan 

lim 
𝑛,𝑚→∞

∥ 𝑥𝑛 − 𝑥𝑚, 𝑣 ∥𝑌= 0. 

Karena norma pada 𝑌merupakan pembatasan norma pada 𝑋, maka 

∥ 𝑥𝑛 − 𝑥𝑚, 𝑢 ∥𝑌=∥ 𝑥𝑛 − 𝑥𝑚, 𝑢 ∥𝑋 

dan 

∥ 𝑥𝑛 − 𝑥𝑚, 𝑣 ∥𝑌=∥ 𝑥𝑛 − 𝑥𝑚, 𝑣 ∥𝑋 . 

Akibatnya 

lim 
𝑛,𝑚→∞

∥ 𝑥𝑛 − 𝑥𝑚, 𝑢 ∥𝑋= 0 

dan 

lim 
𝑛,𝑚→∞

∥ 𝑥𝑛 − 𝑥𝑚, 𝑣 ∥𝑋= 0. 

Jadi (𝑥𝑛) merupakan barisan Cauchy di 𝑋. 

Karena 𝑋 lengkap, maka terdapat 𝑥 ∈ 𝑋 sehingga 

𝑥𝑛 → 𝑥 

di 𝑋. 
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Karena 𝑌tertutup di 𝑋dan 

𝑥𝑛 ∈ 𝑌, ∀𝑛, 

maka 

𝑥 ∈ 𝑌. 

Dengan demikian 

𝑥𝑛 → 𝑥 

dengan 

𝑥 ∈ 𝑌. 

Jadi setiap barisan Cauchy di 𝑌konvergen ke suatu elemen di 𝑌. 

Maka 𝑌 lengkap. 

Contoh 4.14 

Misalkan 𝑋 = ℝ3 dengan norma−2 yang didefinisikan oleh 

‖𝑢, 𝑣‖ = ‖𝑢 × 𝑣‖, 

untuk setiap 𝑢, 𝑣 ∈ ℝ3, dan diketahui bahwa (𝑋, ∥⋅,⋅∥) merupakan ruang 

bernorma−2 yang lengkap. Ambil subruang 𝑌 = {(𝑥, 𝑦, 0)|𝑥, 𝑦 ∈ ℝ} 

akan ditunjukkan bahwa 𝑌 memiliki sifat kelengkapan 

Bukti:  

ambil sebarang barisan Cauchy (𝑢𝑛) di 𝑌, dengan  

(𝑢𝑛) = (𝑎𝑛, 𝑏𝑛, 0). 

Karena (𝑢𝑛)merupakan barisan Cauchy di ruang bernorma-2, maka terdapat dua 

vektor bebas linear di 𝑌, misalkan 

𝑧1 = (1,0,0) dan 𝑧2 = (0,1,0) 

sehingga 

∥ 𝑢𝑛 − 𝑢𝑚, 𝑧1 ∥→ 0 dan ∥ 𝑢𝑛 − 𝑢𝑚, 𝑧2 ∥→ 0 
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untuk 𝑛, 𝑚 → ∞. 

Untuk 𝑧1 = (1,0,0), diperoleh 

𝑢𝑛 − 𝑢𝑚 = (𝑎𝑛 − 𝑎𝑚, 𝑏𝑛 − 𝑏𝑚, 0) 

Sehingga 

(𝑢𝑛 − 𝑢𝑚) × 𝑧1 = (0,0, −(𝑏𝑛 − 𝑏𝑚)) 

maka 

∥ 𝑢𝑛 − 𝑢𝑚, 𝑧1 ∥=∣ 𝑏𝑛 − 𝑏𝑚 ∣→ 0 

Jadi (𝑏𝑛) merupakan barisan Cauchy di ℝ. 

Selanjutnya untuk 

𝑧2 = (0,1,0) 

diperoleh 

(𝑢𝑛 − 𝑢𝑚) × 𝑧2 = (0,0, 𝑎𝑛 − 𝑎𝑚) 

maka 

∥ 𝑢𝑛 − 𝑢𝑚, 𝑧2 ∥=∣ 𝑎𝑛 − 𝑎𝑚 ∣→ 0 

Jadi (𝑎𝑛) juga merupakan barisan Cauchy di ℝ. 

Karena ℝ lengkap, maka terdapat 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ sehingga 

𝑎𝑛 → 𝑎 dan 𝑏𝑛 → 𝑏 

Akibatnya, 

𝑢𝑛 = (𝑎𝑛, 𝑏𝑛, 0) → (𝑎, 𝑏, 0) = 𝑢 

Karena 

𝑢 = (𝑎, 𝑏, 0) ∈ 𝑌 

maka limit barisan (𝑢𝑛) berada di dalam 𝑌. 

Maka 𝑌 merupakan subruang bernorma-2 yang lengkap. 
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4.5 Matematika Sebagai Bukti Keteraturan Ciptaan Allah 

Keteraturan merupakan salah satu prinsip penting yang dapat diamati baik 

dalam ajaran Islam maupun dalam kajian matematika. Dalam perspektif keislaman, 

keteraturan alam semesta menunjukkan adanya kekuasaan, kebijaksanaan, dan 

kesempurnaan ciptaan Allah. Hal ini dijelaskan dalam Al-Qur'an Surah Ar-Rahman 

ayat 5 (RI., 2010):  

لشَّمْسُ وَالْقَمَرُ بُِِسْبَانٍ  ا ََ ۝٥  

“Matahari dan bulan beredar menurut perhitungan.”  

 

Ayat ini menunjukkan bahwa benda-benda langit bergerak dalam aturan 

yang pasti, terukur, dan tidak berjalan secara acak. Menurut penafsiran Tafsir Ibnu 

Katsir, kata biḥusbān bermakna dengan hitungan yang teliti, ukuran yang tepat, dan 

ketetapan waktu yang sempurna. Matahari dan bulan bergerak pada garis edar yang 

telah ditentukan Allah tanpa saling bertabrakan, tanpa terlambat, dan tanpa 

mendahului ketetapan yang telah ditetapkan-Nya. Peredaran keduanya menjadi 

dasar bagi manusia dalam menentukan waktu siang dan malam, perhitungan bulan, 

tahun, musim, serta berbagai kebutuhan hidup lainnya. Hal ini menunjukkan bahwa 

ciptaan Allah tidak berlangsung secara kebetulan, melainkan berada dalam sistem 

yang sangat rapi, seimbang, dan konsisten. Selain itu, keteraturan tersebut juga 

menjadi bukti kekuasaan Allah yang mengatur seluruh alam semesta dengan 

hukum-hukum yang tetap sehingga dapat dipelajari dan dimanfaatkan oleh 

manusia. Dengan demikian, ayat ini menegaskan bahwa fenomena alam semesta 

mengandung nilai keteraturan, ketepatan, dan keseimbangan yang menjadi tanda 

kesempurnaan ciptaan (Ibnu Katsir, 2009). 

Keteraturan yang tampak pada peredaran matahari dan bulan tersebut 

menjadi bukti bahwa alam semesta berjalan berdasarkan hukum-hukum yang tetap. 
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Fenomena seperti pergantian siang dan malam, penanggalan, musim, dan 

perhitungan waktu merupakan contoh nyata bahwa ciptaan Allah memiliki pola 

yang konsisten. Keadaan ini mendorong manusia untuk berpikir, meneliti, dan 

memahami hukum-hukum tersebut melalui ilmu pengetahuan. Salah satu ilmu yang 

sangat erat kaitannya dengan pola dan keteraturan adalah matematika. Matematika 

mempelajari hubungan, struktur, perubahan, dan pola secara logis sehingga menjadi 

sarana penting dalam menjelaskan keteraturan alam semesta (Abdussakir, 2007) 

Salah satu bentuk keteraturan dalam matematika dapat dilihat pada kajian 

ruang bernorma-2. Ruang bernorma-2 merupakan generalisasi dari ruang bernorma 

yang menggunakan pasangan vektor dalam pengukurannya. Pada ruang ini berlaku 

aksioma-aksioma tertentu, yaitu bernilai nol jika kedua vektor bergantung linear, 

bersifat simetri, homogen terhadap perkalian skalar, serta memenuhi ketaksamaan 

segitiga. Seluruh aksioma tersebut menunjukkan bahwa ruang bernorma-2 

dibangun atas dasar aturan yang jelas, konsisten, dan sistematis. Jika salah satu 

aksioma tidak terpenuhi, maka struktur tersebut tidak dapat disebut sebagai ruang 

bernorma-2 (Gunawan, 2017). 

Keteraturan dalam ruang bernorma-2 juga tampak pada pembahasan 

subruangnya. Suatu subruang dari ruang bernorma-2 harus memenuhi syarat 

tertutup terhadap penjumlahan dan perkalian skalar agar tetap menjadi ruang 

vektor, serta mempertahankan sifat-sifat norma-2 yang berlaku. Selain itu, pada 

kajian kelengkapan, setiap barisan Cauchy dalam subruang harus konvergen ke 

elemen yang tetap berada di dalam subruang tersebut. Hal ini menunjukkan bahwa 

struktur matematika yang baik menuntut keteraturan internal, yaitu setiap proses 

yang berlangsung di dalam sistem tetap kembali pada sistem itu sendiri. Dengan 



44 

 

 
 

demikian, konsep keteraturan yang digambarkan Al-Qur'an melalui peredaran 

matahari dan bulan menunjukkan adanya tatanan alam semesta yang diciptakan 

Allah secara teratur. Matematika, termasuk kajian ruang bernorma-2, merupakan 

bagian dari keteraturan tersebut yang tercermin melalui unsur, sifat, dan proses 

yang tersusun secara sistematis dan konsisten (Dutta & Reddy, 2012).
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BAB V 

PENUTUP 

 

5.1 Kesimpulan 

Berdasarkan hasil penelitian yang telah dilakukan pada subruang ruang 

bernorma-2 lengkap di ℝ3, diperoleh bahwa sifat kelengkapan suatu subruang 

berkaitan erat dengan sifat ketertutupannya di dalam ruang induk. Jika (𝑋, ∥⋅,⋅∥) 

merupakan ruang bernorma-2 lengkap dan 𝑌 ⊂ 𝑋 merupakan subruang bernorma-

2, maka setiap barisan Cauchy di 𝑌 akan konvergen ke suatu elemen di 𝑌 apabila 𝑌 

merupakan himpunan tertutup di 𝑋. 

Selain itu, diperoleh bahwa subruang 𝑌 bersifat lengkap jika dan hanya jika 𝑌 

merupakan himpunan tertutup di 𝑋. Dengan demikian, tidak setiap subruang dari 

ruang bernorma-2 lengkap secara otomatis memiliki sifat kelengkapan, melainkan 

harus memenuhi syarat ketertutupan di dalam ruang induknya. 

5.2 Saran 

Berdasarkan hasil penelitian yang telah dilakukan, penulis memberikan 

beberapa saran Penelitian ini masih terbatas pada kajian teoritis mengenai sifat 

kelengkapan pada subruang ruang bernorma−2. Oleh karena itu, penelitian 

selanjutnya dapat mengembangkan kajian ini pada ruang bernorma−2 berdimensi 

tak hingga. 
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  =  |   x 1  ( 𝛼   y 2 ) −   x 2 ( 𝛼   y 1 ) |


  =  | 𝛼 (   x 1   y 2 −   x 2   y 1 ) |


  =  | 𝛼 |  |   x 1   y 2 −   x 2   y 1 |


  =  | 𝛼 |  ‖ x , y ‖


   ‖ x , y + z ‖ ≤  ‖ x , y ‖ +  ‖ x , z ‖


  z = (   z 1 ,   z 2 )


   ‖ x , y + z ‖


  =  |   x 1  (   y 2 +   z 2 ) −   x 2 (   y 1 +   z 1 ) |


  =  |   x 1   y 2 −   x 2   y 1 +   x 1   z 2 −   x 2   z 1 |


  ≤  |   x 1   y 2 −   x 2   y 1 | +  |   x 1   z 2 −   x 2   z 1 |


  =  ‖ x , y ‖ +  ‖ x , z ‖


   ( X ,  ‖ ∙ , ∙ ‖ )


  − 2


  − 𝟐


  ( X  ‖ ∙ , ∙ ‖ )


  − 2


  (   x  n )


  X


  x ∈ X


  u , v ∈ X


  𝜀 > 0


    N 1 ,   N 2 ∈ ℕ


  n ≥   N 1


  ∥   x  n − x , u ∥ < 𝜀


  n ≥   N 2


  ∥   x  n − x , v ∥ < 𝜀


    lim ⁡  n → ∞ ∥   x  n − x , u ∥ = 0


    lim ⁡  n → ∞ ∥   x  n − x , v ∥ = 0


  u


  v


  X =  ℝ 2


  − 2


   ‖ x , y ‖ =  |   x 1   y 2 −   x 2   y 1 |


  x = (   x 1 ,   x 2 )


  y = (   y 1 ,   y 2 ) ∈  ℝ 2


    x  n ) =  (  1  n ,  2  n )


  x = ( 0 , 0 )


  − 2


   (   x  n )


  x ∈ X


  u , v ∈ X


    lim ⁡  n → ∞ ∥   x  n − x , u ∥ = 0


    lim ⁡  n → ∞ ∥   x  n − x , v ∥ = 0 .


  u = ( 1 , 0 ) , v = ( 0 , 1 ) .


  u


  ∥   x  n − ( 0 , 0 ) , u ∥ = ∣     1  n   2  n   1  0 ∣ = ∣ −  2  n ∣ =  2  n .


   2  n → 0   untuk  n → ∞ ,


    lim ⁡  n → ∞ ∥   x  n − ( 0 , 0 ) , u ∥ = 0 .


  v


  ∥   x  n − ( 0 , 0 ) , v ∥ = ∣     1  n   2  n   0  1 ∣ =  1  n .


   1  n → 0   untuk  n → ∞ ,


    lim ⁡  n → ∞ ∥   x  n − ( 0 , 0 ) , v ∥ = 0 .


  u


  v


    lim ⁡  n → ∞ ∥   x  n − ( 0 , 0 ) , u ∥ = 0


    lim ⁡  n → ∞ ∥   x  n − ( 0 , 0 ) , v ∥ = 0 ,


    x  n → ( 0 , 0 ) .


   ( X , ∥ ⋅ , ⋅ ∥ )


   (   x  n )  


  X


  y , z ∈ X


  𝜀 > 0


  N ∈ ℕ


  m , n ≥ N  


  ∥   x  n −   x  m , y ∥ < 𝜀


  ∥   x  n −   x  m , z ∥ < 𝜀 .


  X =  ℝ 2


  − 2


   ‖ x , y ‖ =  |   x 1   y 2 −   x 2   y 1 |


  x = (   x 1 ,   x 2 )


  y = (   y 1 ,   y 2 )


  (   x  n )


    x  n =  (  1  n ,  1  n )


  − 2


  (   x  n )


  − 2


  y , z ∈ X


     lim  n , m → ∞ ⁡   ‖   x  n −   x  m , y ‖ = 0


     lim  n , m → ∞ ⁡   ‖   x  n −   x  m , z ‖ = 0


   ℝ 2


  y = ( 1 , 0 )


  z = ( 0 , 1 )


    x  n −   x  m =  (  1  n −  1  m ,  1  n −  1  m )


  y = ( 1 , 0 )


   ‖   x  n −   x  m , y ‖ =  |     1  n −  1  m   1  n −  1  m   1  0 |


  =  |  (  1  n −  1  m ) ∙ 0 −  (  1  n −  1  m ) ∙ 1 |


  =  |  (  1  n −  1  m ) ∙ 0 −  (  1  n −  1  m ) ∙ 1 |


  =  | −  (  1  n −  1  m ) | =  |  1  n −  1  m |


  =  | −  (  1  n −  1  m ) | =  |  1  n −  1  m |


   1  n → 0


   1  m → 0


  n , m → ∞


   |  1  n −  1  m | → 0


     lim  n , m → ∞ ⁡   ‖   x  n −   x  m , y ‖ = 0


  z =  ( 0 , 1 )


   ‖   x  n −   x  m , z ‖ =  |     1  n −  1  m   1  n −  1  m   0  1 |


  =  |  (  1  n −  1  m ) ∙ 1 −  (  1  n −  1  m ) ∙ 0 | =  |  1  n −  1  m |


  =  |  (  1  n −  1  m ) ∙ 1 −  (  1  n −  1  m ) ∙ 0 | =  |  1  n −  1  m |


   |  1  n −  1  m | → 0


  n , m → ∞


     lim  n , m → ∞ ⁡   ‖   x  n −   x  m , z ‖ = 0


  y


  z


     lim  n , m → ∞ ⁡   ‖   x  n −   x  m , y ‖ = 0


     lim  n , m → ∞ ⁡   ‖   x  n −   x  m , z ‖ = 0


  (   x  n )


  − 2


  ( X ,  ‖ ∙ , ∙ ‖ )


  − 2


  (   x  n )


  X


  X


    x  n → x


    x  n → y


  x = y


    x  n → x


    x  n → y


  u , v ∈ X


    lim ⁡  n → ∞ ∥   x  n − x , u ∥ = 0


    lim ⁡  n → ∞ ∥   x  n − y , u ∥ = 0


  ∥ x − y , u ∥ = ∥ ( x −   x  n ) + (   x  n − y ) , u ∥


  ∥ x − y , u ∥ ≤ ∥ x −   x  n , u ∥ + ∥   x  n − y , u ∥


  n → ∞


  ∥ x − y , u ∥ ≤   lim ⁡  n → ∞ ∥ x −   x  n , u ∥ +   lim ⁡  n → ∞ ∥   x  n − y , u ∥


  ∥ x − y , u ∥ = 0


  ∥ x − y , v ∥ = 0


  u


  v


  x − y = 0


  x = y


   ( X , ∥ ⋅ , ⋅ ∥ )


  (   x  n ) ⊂ X


   (   x  n )


  X


   (   x  n )


  X


    x  n → x


  u , v ∈ X


    x  n → x


  𝜀 > 0


    N 1 ∈ ℕ


  n ≥   N 1


   ‖   x  n − x , u ‖ <   𝜀 2


    N 2 ∈ ℕ


  n ≥   N 2


  ∥   x  n − x , v ∥ <   𝜀 2


  N = max ⁡ {   N 1 ,   N 2 }


  m , n ≥ N


  ∥   x  n −   x  m , u ∥ = ∥ (   x  n − x ) + ( x −   x  m ) , u ∥


  ∥   x  n −   x  m , u ∥ ≤ ∥   x  n − x , u ∥ + ∥ x −   x  m , u ∥


  ∥   x  n −   x  m , v ∥ < 𝜀


  u


  v


  ∥   x  n −   x  m , u ∥ < 𝜀


  ∥   x  n −   x  m , v ∥ < 𝜀


   (   x  n )


  − 𝟐


  ( X ,  ‖ ∙ , ∙ ‖ )


  − 2


  Y ⊂ X


  − 2


  X


  Y


  X


  x , y ∈ Y


  x + y ∈ Y


  𝛼 ∈ ℝ


  x ∈ Y


  𝛼 x ∈ Y


  Y


  dim ⁡ ( Y ) ≥ 2 ,


  Y


  a


  Y


  X


  x , y ∈ Y


     ‖ x , y ‖  Y ≔    ‖ x , y ‖  X


  ( Y ,  ‖ ∙ , ∙ ‖ )


  − 2


  X =  ℝ 3


  − 2


   ‖ x , y ‖ =  | x × y |


  x , y ∈  ℝ 3


  x × y


  x


  y


  Y =  {  ( x , y , 0 ) |   x , y ∈ ℝ }


  Y


  − 2


  X


  Y


  X


  u =  (   x 1 ,   y 1 , 0 )   v = (   x 1 ,   y 2 , 0 ) ∈ Y


  u + v =  (   x 1 +   x 2 ,     y 1 +   y 2 , 0 ) ∈ Y .


  𝛼 ∈ ℝ


  𝛼 u =  ( 𝛼   x 1 , 𝛼   y 1 , 0 ) ∈ Y


  Y  


  X


  Y ≥ 2


  Y


   {  ( 1 , 0 , 0 ) ,  ( 0 , 1 , 0 ) }


   dim ⁡   ( Y ) = 2 ≥ 2


  Y


  Y


  X


  u =  (   x 1 ,   y 1 , 0 )  


  v = (   x 2 ,   y 2 , 0 ) ∈ Y


     ‖ u , v ‖  Y =    ‖ u , v ‖  X =  ‖ u × v ‖


  u × v =  |    i  j  k     x 1    y 1  0     x 2    y 2  0 | =  ( 0 , 0 ,   x 1   y 2 −   x 2   y 1 )


   ‖ u × v ‖ =  |   x 1   y 2 −   x 2   y 1 |


     ‖ u , v ‖  Y =  |   x 1   y 2 −   x 2   y 1 |


  − 2


  − 𝟐


   ( X , ∥ ⋅ , ⋅ ∥ )


  − 2


  Y ⊂ X


  − 2


  Y


   (   x  n )


  Y


  Y


  x ∈ Y


    x  n → x


  − 2


  X


  − 2


  Y ⊂ X


  Y  


  X


   (   x  n )


  Y


  x ∈ X


  x ∈ Y


    x  n ∈ Y ,   x  n → x  di  X ⇒ x ∈ Y


   ( X , ∥ ⋅ , ⋅ ∥ )


  Y ⊂ X


  Y


  Y


  X


   ( ⇒ )


  Y


  Y


  X


  (   x  n ) ⊂ Y


  x ∈ X


    x  n → x  di  X .


   (   x  n )


  X


  u , v ∈ Y ⊂ X


    lim ⁡  n , m → ∞ ∥   x  n −   x  m , u  ∥  X = 0


    lim ⁡  n , m → ∞ ∥   x  n −   x  m , v  ∥  X = 0 .


  Y


  X


  ∥   x  n −   x  m , u  ∥  Y = ∥   x  n −   x  m , u  ∥  X


  ∥   x  n −   x  m , v  ∥  Y = ∥   x  n −   x  m , v  ∥  X .


    lim ⁡  n , m → ∞ ∥   x  n −   x  m , u  ∥  Y = 0


    lim ⁡  n , m → ∞ ∥   x  n −   x  m , v  ∥  Y = 0 .


   (   x  n )


  Y


  Y


  y ∈ Y


    x  n → y


  Y


  Y


  X


    x  n → y


  X


    x  n → x


  X


  x = y .


  y ∈ Y ,


  x ∈ Y .


  Y


  X


  Y


  X


  Y


  (   x  n ) ⊂ Y


  u , v ∈ Y


    lim ⁡  n , m → ∞ ∥   x  n −   x  m , u  ∥  Y = 0


    lim ⁡  n , m → ∞ ∥   x  n −   x  m , v  ∥  Y = 0 .


  Y


  X


  ∥   x  n −   x  m , u  ∥  Y = ∥   x  n −   x  m , u  ∥  X


  ∥   x  n −   x  m , v  ∥  Y = ∥   x  n −   x  m , v  ∥  X .


    lim ⁡  n , m → ∞ ∥   x  n −   x  m , u  ∥  X = 0


    lim ⁡  n , m → ∞ ∥   x  n −   x  m , v  ∥  X = 0 .


   (   x  n )


  X


  X


  x ∈ X


    x  n → x


  X


  Y


  X


    x  n ∈ Y , ∀ n ,


  x ∈ Y .


    x  n → x


  x ∈ Y .


  Y


  Y


  Y


  X =  ℝ 3


  − 2


   ‖ u , v ‖ =  ‖ u × v ‖ ,


  u , v ∈  ℝ 3


   ( X , ∥ ⋅ , ⋅ ∥ )


  − 2


  Y =  {  ( x , y , 0 ) | x , y ∈ ℝ }


  Y


  (   u  n )


  Y


   (   u  n ) =  (   a  n ,   b  n , 0 ) .


   (   u  n )


  Y


    z 1 =  ( 1 , 0 , 0 )  dan    z 2 = ( 0 , 1 , 0 )


  ∥   u  n −   u  m ,   z 1 ∥ → 0   dan ∥   u  n −   u  m ,   z 2 ∥ → 0


  n , m → ∞


    z 1 = ( 1 , 0 , 0 )


    u  n −   u  m = (   a  n −   a  m ,   b  n −   b  m , 0 )


   (   u  n −   u  m ) ×   z 1 = ( 0 , 0 , − (   b  n −   b  m ) )


  ∥   u  n −   u  m ,   z 1 ∥ = ∣   b  n −   b  m ∣ → 0


   (   b  n )


  ℝ


    z 2 = ( 0 , 1 , 0 )


   (   u  n −   u  m ) ×   z 2 = ( 0 , 0 ,   a  n −   a  m )


  ∥   u  n −   u  m ,   z 2 ∥ = ∣   a  n −   a  m ∣ → 0


   (   a  n )


  ℝ


  ℝ


  a , b ∈ ℝ


    a  n → a   dan     b  n → b


    u  n = (   a  n ,   b  n , 0 ) → ( a , b , 0 ) = u


  u = ( a , b , 0 ) ∈ Y


   (   u  n )


  Y


  Y


   ℝ 3


   ( X , ∥ ⋅ , ⋅ ∥ )


  Y ⊂ X


  Y


  Y


  Y


  X


  Y


  Y


  X


  − 2


  − 2

