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DAFTAR SIMBOL

Simbol-simbol yang digunakan dalam skripsi ini yaitu:

d
dq

: Metrik

: Quasi metrik

: Metrik parsial

: M-metrik

: Quasi M-metrik

: Himpunan kosong

: Nilai minimum dari s dan g di ruang M-metrik

: Nilai maksimum dari s dan g di ruang M-metrik

: Nilai minimum dari s dan g di ruang quasi M-metrik

: Nilai maksimum dari s dan g di ruang quasi M-metrik
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ABSTRAK

Nanda, Destia Ayu. 2025. Keterkaitan Ruang Quasi M-Metrik dengan Ruang M-Metrik
dan Ruang Metrik Klasik. Skripsi. Program Studi Matematika, Fakultas Sains dan
Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing:
(1) Dr. Hairur Rahman, M.Si. (2) Juhari, M.Si.

Kata kunci: Ruang Metik, Ruang Quasi Metrik, Ruang M-Metrik, Ruang Quasi M-
Metrik.

Ruang quasi M-metrik merupakan salah satu bentuk generalisasi dari ruang M-metrik
dengan menghapus sifat simetri, namun tetap memenuhi aksioma identitas serta
ketaksamaan segitiga sehingga mampu merepresentasikan fenomena jarak yang bersifat
asimetris. Perkembangan menuju ruang quasi M-metrik berawal dari ruang metrik klasik,
kemudian diperluas menjadi ruang metrik parsial yang memperbolehkan self-distance
bernilai positif, dilanjutkan dengan ruang M-metrik yang menambahkan parameter
minimum dan maksimum self-distance, hingga akhirnya terbentuk konsep ruang quasi M-
metrik yang tidak lagi mensyaratkan simetri. Penelitian ini bertujuan untuk mengkaji
keterkaitan ruang quasi M-metrik dengan ruang M-metrik dan ruang metrik klasik
melalui studi pustaka terhadap literatur terkait ruang metrik klasik, ruang quasi metrik,
ruang metrik parsial, dan ruang M-metrik. Hasil penelitian menunjukkan bahwa setiap
ruang M-metrik merupakan ruang quasi M-metrik, namun tidak berlaku sebaliknya karena
ruang quasi M-metrik tidak mensyaratkan simetri. Selain itu, diperoleh bahwa dari suatu
ruang quasi M-metrik dapat dibentuk metrik klasik dan ruang M-metrik. Penelitian ini
memperjelas posisi ruang quasi M-metrik dalam teori metrik serta fleksibilitasnya dalam
merepresentasikan jarak tak simetris. Hasil dari penelitian ini diharapkan dapat menjadi
dasar bagi pengembangan kajian lebih lanjut, khususnya dalam teori titik tetap dan
topologi dalam ruang quasi M-metrik.
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ABSTRACT

Nanda, Destia Ayu. 2025. The Relationship of Quasi M-Metric Spaces with M-Metric
Spaces and Classical Metric Spaces. Thesis. Mathematics Study Program, Faculty
of Science and Technology, Universitas Islam Negeri Maulana Malik lbrahim
Malang. Supervisors: (1) Dr. Hairur Rahman, M.Si. (2) Juhari, M.Si.

Keywords: Metric Space, Quasi Metric Space, M-Metric Space, Quasi M-Metric Space.

Quasi M-metric space is a generalization of M-metric space by eliminating the symmetry
property, but still fulfilling the identity axiom and triangle inequality so that it is able to
represent asymmetric distance phenomena. The development towards quasi M-metric
space begins with classical metric space, then expanded into partial metric space that
allows positive self-distance, continued with M-metric space that adds minimum and
maximum self-distance parameters, until finally the concept of quasi M-metric space is
formed that no longer requires symmetry. This study aims to examine the relationship
between quasi M-metric space with M-metric space and classical metric space through a
literature study of literature related to classical metric space, quasi metric space, partial
metric space, and M-metric space. The results show that every M-metric space is a quasi-
M-metric space, but the reverse is not true because quasi M-metric space does not require
symmetry. In addition, it is obtained that from a quasi M-metric space, classical metric
and M-metric space can be formed. This research clarifies the position of M-metric
quasispaces in metric theory and their flexibility in representing asymmetric distances.
The results of this research are expected to be the basis for the development of further
studies, especially in the theory of fixed points and topology in quasi M-metric spaces.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Maurice Fréchet pertama kali memperkenalkan konsep mengenai ruang
metrik pada tahun 1906 sebagai generalisasi dari ide jarak dalam himpunan tak
kosong. Secara formal, suatu ruang metrik terdiri atas pasangan terurut (X,d) di
mana X # @ dan fungsi d memetakan dari X X X ke R. Fungsi ini harus
memenuhi empat aksioma utama, yaitu: non-negativitas (d(s,g) = 0), identitas
(d(s,g) = 0 = s = g), simetri (d(s,g) = d(g,s)), dan ketaksamaan segitiga
(d(s,g) <d(s,u) + d(u,g)) untuk setiap s,g,u € X (Kreyszig, 1978). Salah
satu contoh dari ruang metrik adalah ruang Euclid (R,d) dengan metrik yang
didefinisikan sebagai d(s,g) = |s —g|, Vs,g,u € R.

Seiring dengan perkembangan ilmu matematika, konsep ruang metrik
mengalami berbagai modifikasi untuk menyesuaikan dengan fenomena yang tidak
dapat dijelaskan secara memadai oleh struktur metrik klasik. Salah satu fenomena
tersebut adalah ketidaksimetrian jarak, di mana dalam situasi nyata jarak dari titik
A ke titik B tidak selalu sama dengan jarak dari B ke A, misalnya akibat arah jalan
satu arah atau kondisi lalu lintas yang berbeda. Fenomena semacam ini
mendorong para matematikawan untuk mengembangkan berbagai bentuk
generalisasi dari ruang metrik, seperti ruang quasi metrik yang menghilangkan
sifat simetri, ruang metrik parsial yang memperbolehkan jarak diri bernilai positif,
serta ruang M-metrik yang merupakan perluasan dari konsep metrik klasik. Dari

berbagai pengembangan tersebut kemudian lahirlah ruang quasi M-metrik, yaitu



hasil kombinasi antara sifat ruang quasi metrik dan ruang M-metrik yang mampu
merepresentasikan fenomena ketidaksimetrian sekaligus memperluas konsep jarak
pada ruang metrik.

Salah satu bentuk generalisasi awal dari ruang metrik adalah ruang quasi
metrik. Menurut Ayoob dkk. (2023), konsep ruang quasi metrik pertama kali
diperkenalkan oleh W. A. Wilson pada tahun 1931. Secara umum, ruang quasi
metrik merupakan pasangan (X,dq), di mana dq adalah fungsi jarak yang
didefinisikan dari dg: X X X — R. Ruang ini berbeda dengan ruang metrik karena
pada ruang quasi metrik fungsi jarak dq tidak harus bersifat simetri, sehingga
jarak antara dua titik s ke g tidak selalu sama dengan jarak dari g ke s. Sebagai
contoh, pada himpunan X = [0,1] dan didefinisikan fungsi dq(s,g) = |s — g| +
|s|, V's, g,u € X merupakan ruang quasi metrik, akan tetapi bukan ruang metrik
karena tidak memenubhi sifat simetri dq(s, g) = dq(g, s).

Pada tahun 1994, Stephen G. Matthews memperkenalkan konsep metrik
parsial sebagai perluasan dari ruang metrik klasik. Secara umum, ruang metrik
parsial merupakan pasangan (X,p) di mana p: X X X —» R adalah suatu fungsi
jarak yang memenuhi sifat-sifat tertentu serupa dengan ruang metrik, namun
dengan beberapa perbedaan penting. Berbeda dengan ruang metrik yang
mensyaratkan d (s, s) = 0 untuk setiap s € X, pada ruang metrik parsial jarak dari
suatu titik terhadap dirinya sendiri, yaitu p(s,s) tidak harus bernilai nol. Dalam
ruang ini, dua titik s dan g dianggap identik jika dan hanya jika p(s,s) =
p(s,t) = p(g,g). Selain itu, pada aksioma kedua pada ruang metrik parsial
berbentuk p(s,s) < p(s,g). Kemudian pada aksioma keempat di ruang metrik

berbentuk d(s, g) < d(s,u) + d(u,g), sedangkan pada ruang metrik parsial



berbentuk p(s,u) < p(s,g) +p(g,u) —p(g,g). Sebagai contoh, misalkan
X = [0,00) dan didefinisikan fungsi p(s, g) = max(s, g). Fungsi ini memenuhi
sifat-sifat dasar dari metrik parsial, yakni non-negativitas dan ketaksamaan
segitiga, namun tidak selalu memenuhi p(s,s) = 0, karena p(s,s) = s,V s > 0.

Konsep ruang M-metrik pertama kali diperkenalkan oleh Asadi, dkk (2014)
sebagai bentuk generalisasi dari ruang metrik parsial. Secara umum, ruang M-
metrik adalah pasangan (X, m) di mana m: X X X - R merupakan fungsi jarak
yang memperluas ide pada metrik parsial dengan menambahkan dua parameter
tambahan, yaitu nilai minimum dan maksimum dari self-distance dua titik. Kedua
nilai tersebut masing-masing didefinisikan sebagai m,, := min{m(s, s), m(g, g)}
dan M, == max{m(s,s),m(g,g)} yang berperan penting dalam perumusan
aksiomatik ruang M-metrik.

Ruang metrik parsial dan ruang M-metrik merupakan dua generalisasi dari
ruang metrik yang sama-sama memperbolehkan nilai jarak dari suatu titik ke
dirinya sendiri p(s,s) atau m(s,s) tidak selalu nol. Namun, ruang M-metrik
memberikan fleksibilitas yang lebih besar dibandingkan metrik parsial karena
melibatkan dua parameter tambahan yaitu ms, dan M, dalam perumusan
aksiomanya. Perbedaan mendasar antara ruang metrik parsial dan ruang M-metrik
terletak pada formulasi aksioma kedua dan keempat. Pada metrik parsial, aksioma
kedua menyatakan bahwa p(s,s) < p(s, g), sedangkan pada M-metrik aksioma
tersebut ditulis sebagai ms,; < m(s, g). Sementara itu, aksioma keempat dalam
metrik parsial berbunyi p(s,u) < p(s,g) +p(g,u) —p(g,g), sedangkan pada

M-metrik ditulis sebagai m(s, g) — myy < m(s,u) — mg, + m(u, g) — myy.



Berdasarkan pernyataan Asadi, dkk (2014), ruang M-metrik merupakan
perluasan langsung dari ruang metrik parsial. Bahkan terdapat fungsi yang
membentuk M-metrik tetapi tidak memenuhi syarat sebagai metrik parsial.
Sebagai contoh, X = {s, g,u},dan fungsi m: X x X - R didefinisikan sebagai
m(s,s) =1, m(g,9) =9, m(uw,u) =5, m(s,g) =m(g,s) =10, m(s,u) =
m(u,s) =7, dan m(u,g) = m(g,u) = 8. Fungsi m tersebut memenuhi semua
aksioma M-metrik, namun gagal memenuhi syarat metrik parsial karena tidak
memenuhi aksioma kedua dalam definisi metrik parsial. Oleh karena itu, m adalah
M-metrik pada X tetapi bukan metrik parsial. Oleh karena itu, contoh ini
menunjukkan bahwa ruang M-metrik memang lebih umum daripada ruang metrik
parsial.

Ruang quasi M-metrik merupakan generalisasi lebih lanjut dari ruang M-
metrik, yang diperkenalkan oleh Ayoob, dkk (2023). Pada ruang ini, sifat simetri
yang terdapat pada M-metrik dihapuskan, sehingga memungkinkan {(s,g) #
{(g,s), Vs,g € X. Sebagai contoh, X = {s, g,u} dan fungsi {: X X X — [0, o)
didefinisikan sebagai berikut: {(s,s) =1, {(g,9) =9, ((w,u) =5, {(s,u) =
{(w,s)=7, {(wg)=4{@w =8, {(s9)=10, {(g,s)=11. Karena
{(s,g) # {(g,s), maka jelas bahwa fungsi tersebut tidak memenuhi sifat simetri
dan oleh karena itu (X,{) adalah ruang quasi M-metrik tetapi bukan ruang M-
metrik.

Keteraturan dan fleksibilitas dalam struktur quasi M-metrik ini secara
filosofis selaras dengan pandangan Islam mengenai ciptaan Allah yang teratur dan
penuh perhitungan, meskipun tampak tidak selalu simetri di mata manusia. Hal ini

ditegaskan dalam firman Allah SWT. dalam Al-Qur’an surah At-Thalaq ayat 12:
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A/rltlllrclz}}]za}ah yang menciptakan tujuh langit dan (menciptakan pula) bumi seperti itu.
Perintah-Nya berlaku padanya agar kamu mengetahui bahwa Allah Maha Kuasa
atas segala sesuatu dan ilmu Allah benar-benar meliputi segala sesuatu.” (Q.S.
At-Thalaq: 12)

Ayat ini menunjukkan bahwa ciptaan Allah memiliki tingkatan dan lapisan
yang teratur, dengan ukuran dan jarak yang pasti di antara setiap lapisannya.
Meskipun lapisan-lapisan tersebut berbeda dan tidak selalu seragam, semuanya
tetap tunduk pada ketetapan yang harmonis dan konsisten. Hal ini sejalan dengan
prinsip ruang quasi M-metrik yang memperbolehkan sifat asimetri maupun self-
distance tak nol, namun tetap memenuhi aksioma lainnya. Oleh karena itu,
pengembangan ruang quasi M-metrik bukan hanya memperluas cakrawala
keilmuan, tetapi juga mencerminkan keteraturan ciptaan yang ditetapkan oleh
Allah Swt.

Berdasarkan uraian sebelumnya, tujuan penelitian ini adalah untuk
memahami bagaimana ruang quasi M-metrik berhubungan dengan ruang metrik
lainnya, terutama ruang M-metrik dan ruang metrik klasik. Penelitian ini
membahas definisi ruang quasi M-metrik, memberikan contoh untuk membantu
pemahaman, serta menjelaskan bagaimana ruang tersebut dapat menghasilkan
metrik biasa dan ruang M-metrik baru.

Pemilihan topik ini didasari oleh kenyataan bahwa ruang metrik klasik
belum mampu menggambarkan beberapa fenomena yang bersifat tidak simetri.
Contohnya, pada sistem logistik, biaya atau waktu tempuh dari suatu lokasi ke

lokasi lainnya tidak selalu sama jika arah perjalanan dibalik. Kondisi serupa

terjadi pada jaringan komunikasi digital, di mana waktu pengiriman data dari



server ke pengguna bisa berbeda dengan waktu pengiriman data sebaliknya.
Fenomena seperti ini menunjukkan bahwa jarak tidak selalu simetri, sehingga
ruang quasi M-metrik menjadi relevan sebagai model matematis yang lebih

fleksibel dan mampu merepresentasikan kondisi tersebut.

1.2  Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang yang sudah dipaparkan, rumusan masalah dalam
penelitian ini adalah: “Bagaimana keterkaitan ruang quasi M-metrik dengan ruang

metrik lain, khususnya ruang M-metrik dan ruang metrik klasik?”.

1.3 Tujuan Penelitian

Penelitian ini ditujukan untuk menjelaskan keterkaitan ruang quasi M-
metrik dengan ruang metrik lainnya, khususnya ruang M-metrik dan ruang metrik
klasik, melalui kajian terhadap ruang metrik parsial sebagai tahap

pengembangannya.

1.4 Manfaat Penelitian
Berdasarkan tujuan penelitian yang telah dipaparkan, hasil yang diharapkan
dari studi ini meliputi:
1. Memberikan pemahaman yang lebih mendalam tentang ruang quasi M-
metrik.
2. Memperluas pengetahuan mengenai proses analisis dan pembuktian
berdasarkan definisi ruang quasi M-metrik, ruang M-metrik, dan ruang

metrik klasik.



1.5 Batasan Masalah

Penelitian ini dibatasi pada kajian teoretis mengenai sifat-sifat dasar ruang
quasi M-metrik serta hubungannya dengan ruang M-metrik dan ruang metrik
klasik. Pembuktian difokuskan pada beberapa pernyataan utama, antara lain
bahwa setiap ruang M-metrik merupakan ruang quasi M-metrik, namun tidak
berlaku sebaliknya. Selain itu, akan ditunjukkan pula bahwa dari suatu ruang

quasi M-metrik dapat dibentuk metrik klasik dan ruang M-metrik.

1.6 Definisi Istilah
1. Ruang Metrik
Misalkan X # @. Suatu fungsi d:X X X — R disebut metrik jika untuk
setiap s, g, u € X berlaku:
(D1) d(s,g) = 0 (aksioma non-negativitas)
(D2) d(s,g) =0 < s = g (aksioma identitas)
(D3) d(s,g) = d(g,s) (aksioma simetri)
(D4) d(s,g) <d(s,u) +d(u,g) (aksioma ketaksamaan segitiga)
Maka pasangan (X, d) disebut ruang metrik.
2. Ruang Quasi Metrik
Misalkan X # @. Suatu fungsi dq: X X X = R disebut quasi metrik jika
untuk setiap s, g, u € X berlaku:
(DQ1) dq(s,g) =dq(g,s) =0=s=g

(DQ2) dq(s,g) < dq(s,u) +dq(u,g)



Maka pasangan (X,dq) disebut ruang quasi metrik. Dalam ruang quasi
metrik tidak diperlukan aksioma simetri, jadi bisa saja berlaku dq(s,g) #
dq(g,s).
. Ruang Metrik Parsial
Misalkan X # @. Suatu fungsi p: X X X — R disebut metrik parsial jika
untuk setiap s, g, u € X berlaku:
(P1) s =g = p(s,s) =p(s,.9) =r(9,9)
(P2) p(s,s) < p(s,9)
(P3) p(s,9) =p(g,s)
(P4) p(s,u) <p(s,9) +plg.w) —p(g,9)
Maka pasangan (X, p) disebut ruang metrik parsial.
Ruang M-Metrik
Misalkan X # @. Suatu fungsi m: X X X — R disebut M-metrik jika untuk
setiap s, g, u € X berlaku:
(M1) m(s,s) =m(g,g9) =m(s,g) s =y,
(M2) mgy < m(s, g),
(M3) m(s, g) = m(g,s),
(M4) (m(s, g) — mgg) < (m(s,u) —mg,) + (m(w, g) — myy).
Maka pasangan (X, m) disebut ruang M-metrik.
. Ruang Quasi M-Metrik
Misalkan X # @. Suatu fungsi {: X X X = R disebut quasi M-metrik jika
untuk setiap s, g, u € X berlaku:
(QM1) ¢(s,5) = ¢(g,9) ={(s,9) = s =g,

(QM2) z54 < {(s,9),



(QM3) (Z(S, g) - ng) =< (((5; u) - Zsu) + (((u: g) - Zug)-
Maka pasangan (X, {) disebut ruang quasi M-metrik. Dalam ruang quasi M-

metrik tidak diperlukan aksioma simetri, jadi bisa saja berlaku {(s,g) #

{(g,s).



BAB I1
KAJIAN TEORI

2.1 Teori Pendukung
2.1.1 Ruang Metrik
Dalam subbab ini akan membahas definisi, karakteristik, contoh serta
bukti yang memiliki keterkaitan dengan ruang metrik.
Definisi 2.1 Ruang Metrik (Kreyzig, 1978 ; Maharani, 2025)
Misalkan X # @. Suatu fungsi d: X X X = R disebut metrik jika untuk
setiap s, g, u € X berlaku:
(D1) d(s,g) = 0 (aksioma non-negativitas)
(D2) d(s,g) =0 < s = g (aksioma identitas)
(D3) d(s,g) = d(g,s) (aksioma simetri)
(D4) d(s,g) <d(s,u) +d(u,g) (aksioma ketaksamaan segitiga)
Maka pasangan (X, d) disebut ruang metrik.
Contoh 2.2 Ruang Metrik
Misalkan X =R, Vs,g,u € R, didefinisikand: R X R - R dengan
d(s,g) = |s — g|. Akan dibuktikan bahwa d merupakan metrik di X.
Bukti
1. Dari definisi, diketahui bahwa d(s,g) =|s—g| di mana Vs, g,€R,
karena nilai mutlak selalu bernilai tak negatif, mengakibatkan nilai
d(s,g) =|s —g| = 0. Karena V s, g, € R berlaku pula d(s,g) = |s — g| €

R, dan karena V s, g, € R terbukti pula d(s,g) = |s — g| < oo.

10



2. (=) jika d(s,g) = 0 akan ditunjukkan bahwa s = g

d(s,g) =0,maka s =g

d(s,g) =Is— gl
0=|s—gl
0O=s—g
s=g

(&) jika s = g akan ditunjukkan bahwa d(s,g) =0

s =g,makad(s,g) =0

d(s,9) =Is — gl
= |s —s|
d(s,g) =0

Jadi terbukti bahwa d(s,g) =0 s =g
3. akan dibuktikan bahwa d(s, g) = d(g, s)
d(s,9) = |s — gl
=g — sl
=d(g,s)
Jadi terbukti bahwa d (s, g) = d(g,s)
4. Vs, g,u € R berlaku ketaksamaan segitiga nilai mutlak:
Is—gl <Is—ul+|u—-gl
Maka,
dis,g) =Is—gl<l|s—ul+u—-gl=d(su)+dwg)
Sehingga diperoleh
d(s,g) <d(s,u) +d(u,g)

Maka terbukti bahwa d(s, g) < d(s,u) + d(u, g).

11
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Karena d memenuhi (1-4) maka (R, d) merupakan ruang metrik.
Contoh 2.3 Bukan Ruang Metrik

Misalkan X # @, Vs,g,u € R, didefinisikand: X X X - R dengan
d(s,g) = |2s — 3g|. Akan dibuktikan bahwa d bukan merupakan metrik di X.
Bukti
Dari definisi, diketahui bahwa d(s, g) = |2s — 39|

Perhatikan aksioma ke-2 dari ruang metrik
3
d(s,g) =0 & |2s — 39| =O(=>25—Sg=0(=>s=§g
Persamaan s = % g tidak selalu mengakibatkan s = g

Sebagai contoh, misalkan g = 2, maka s = gg = % 2 = 3. Jelas bahwa s # g,

namun
d(s,9) =123) =32 =16—-6]=0

Dengan demikian, terdapat pasangan s # g tetapi d(s, g) = 0, sehinga aksioma
ke-2 tidak teepenuhi.
Oleh karena itu, fungsi d(s,g) = |2s —3g| bukan merupakan metrik, dan
pasangan (X, d) bukan ruang metrik.
Contoh 2.4 Bukan Ruang Metrik

Misalkan X # @, Vs,g,u € R, didefinisikan d: X X X - R dengan
d(s,g) = s — g. Akan dibuktikan bahwa d bukan merupakan metrik di X.
Bukti
Dari definisi, diketahui bahwa d(s,g) =s—g, misalkan s> g, maka

d(s,g) =s—g >0, misalkan s < g, maka d(s,g) =s— g < 0. Maka (D1)
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tidak selalu terpenuhi. Selain itu, untuk aksioma simetri juga tidak terpenuhi,
karena d(s,g) =s —g,d(g,s) =g —s = —(s — g), schingga
d(s,g) =d(g,s) ®s—g=g—s&s=g
Jadi untuk s # g berlaku d(s, g) # d(g,s).
Dikarenakan ada syarat atau sifat yang tidak terpenuhi, maka d bukan
merupakan metrik pada X.
Contoh 2.5 Ruang Metrik (Phillips, 1984)
Misalkan C[0,1], himpunan semua fungsi kontinu dari interval [0,1].
Didefinisikan fungsi d: C[0,1] X C[0,1] — R sebagai berikut:
d(s,9) = telon)ls(®) —g@®|
Butikan bahwa d adalah mertik pada C[0,1]
Bukti
Dari definisi, diketahui bahwa
d(s,9) = tefo)1s(0) — g (O]
Ambil sebarang s, g, u € C[0,1]
1. Akan dibuktikan bahwa |s(t) — g(t)| = 0 untuk setiap t, sehingga
d(s,9) = efoa)ls®) —g®)] =0
2. Jika s =g, maka s(t) —g(t) =0 untuk semua t, jadi d(s,g)=0.
Sebaliknya, jika d(s,g) = 0, maka [s(t) — g(t)| < 0 untuk semua t,
sehinggga |s(t) — g(t)| = 0 dan s(t) = g(t) untuk semua t. Jadi s = g.
3. Berdasarkan definisi nilai mutlak, maka
d(s,9) = (RGls(®) — g(O] = (g () - s©®)] = d(s, 9)
4. Untuk setiap t € [0,1]

Is(®) —g(@®)] < [s(t) —u(®] + [u(t) — g©)]
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Dari ketaksamaan segitiga di R
Ambil maksimum terhadap t pada kedua sisi, diperoleh
d(s,g) <d(s,u) +d(u,g)
Karena d memenuhi (1-4) maka d merupakan metrik pada C[0,1].
Definisi 2.6 Barisan Konvergen dalam Ruang Metrik (Kreyszig, 1978).
Suatu barisan (x,) pada ruang metrik X = (X, d) dikatakan konvergen
jika terdapat elemen x € X sehingga:
Tlll_r)lgo d(xnx) =0
Di mana notasi x merupakan nilai limit dari (x,), dapat dituliskan sebagai:
111_{210 d(xn,x) =x
Atau
Xn = X

Sebaliknya, jika suatu barisan (x,) tidak konvergen, maka disebut barisan
divergen.
Contoh 2.7 Barisan Konvergen dalam Ruang Metrik

Misalkan (R, d) merupakan ruang metrik dengan d(l,m) = |l — m| dan
x = 0. Terdapat barisan (x,) dengan (x,) = (%) untuk n € N. Akan

ditunjukkan bahwa (x,,) konvergen ke 0.

Bukti

Akan ditunjukkan bahwa (x,,) konvergen ke 0. Misalkan ambil sebarang € > 0.
Berdasarkan sifat archimedean, terdapat bilangan bulat N € N sedemikian

sehingga
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Maka, jika n > N didapat

(=)<
n N
Akibatnya, apabila n > N, maka berlaku
d(x,,0) = ’l— 0‘ = <l> <e
n n
Dengan demikian, terbukti bahwa barisan (x,,) — 0.
Definisi 2.8 Barisan Cauchy dalam Ruang Metrik (Kreyszig, 1978)

Suatu barisan (x,) dalam ruang metrik (X, d) memenuhi sifat Cauchy
jika untuk setiap € > 0 terdapat bilangan bulat N € N sedemikian sehingga
berlaku:

d(xpy, xy) < €
untuk setiap m,n > N.
Setiap barisan yang konvergen di ruang metrik (X,d) adalah sebuah barisan
Cauchy.
Contoh 2.9 Barisan Cauchy dalam Ruang Metrik

Barisan (x,) di ruang metrik (X, d) dengan d(x,, x,,) = |x, — x| dan
(xp) = (%) untuk n € N adalah barisan Cauchy.

Bukti

Ambil sembarang & > 0, berdasarkan sifat archimedean terdapat N €
o ) 2\ ..
N sedemikian sehingga N > (;), jikanm>=N
Maka,

dan

S

<

zZ|r

3r
IA

z|r

Sehingga untuk setiap n,m > N berlaku
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Jadi terbukti barisan (x,,) Adalah barisan Cauchy.

Lemma 2.10 Setiap barisan konvergen di ruang metrik (X, d) adalah barisan
Cauchy (Kreyszig, 1978).

Bukti

Misalkan (x,) — x.Maka untuk setiap € > 0 terdapat N € N sehingga untuk

sedemikian hingga untuk setiap n = N berlaku

£
d(xp, x) < 3

Ambil m > n > N, maka juga berlaku d (x,,, x) < % Dengan ketaksamaan

segitiga, maka untuk m > n > N berlaku

&

2~ ¢

£
d(Xpm, X)) < d(p, x) + d(x,,x) < > +

Dengan demikian, (x,) adalah barisan Cauchy. Teorema di atas tidak berlaku

sebaliknya.

2.1.2 Ruang Quasi Metrik

Pada subbab ini akan membahas definisi, karakteristik, contoh serta
bukti yang memiliki keterkaitan dengan ruang quasi metrik.

Ruang quasi metrik merupakan salah satu generalisasi dari ruang metrik.
Ketidaksamaan utamanya terletak pada tidak mensyaratkan sifat simetri dalam
ruang quasi metrik. Sementara sifat-sifat lain yang dimiliki oleh ruang metrik
tetap berlaku dalam ruang quasi metrik.

Definisi 2.11 Ruang Quasi Metrik (Romaguera, 2024).
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Misalkan X # @. Suatu fungsi dq: X X X — R disebut quasi metrik jika
untuk setiap s, g, u € X berlaku:

(DQ1) dq(s,g) =dq(g,s)=0=s=g
(DQ2) dq(s,g) < dq(s,u) +dq(u, g)

Maka pasangan (X, dq) disebut ruang quasi metrik. Dalam ruang quasi
metrik tidak diperlukan aksioma simetri, jadi bisa saja berlaku dq(s,g) #
dq(g,s).

Contoh 2.12 Ruang Quasi Metrik

Misalkan X # @, Vs,g,u € X, didefinisikan dq: X X X - R dengan
dq(s,g) = |s — g|. Akan dibuktikan bahwa dq merupakan quasi metrik di X.
Bukti
1. Dari definisi, diketahui bahwa

dq(s,g) =Is — gl
dq(s,s) =|s—s|=0
dq(9,.9) =19 —91=0
(=) jika dq(s, g) = 0 akan ditunjukkan bahwa s = g
dq(s,g) =0,maka s=g

dq(s,g) = |s — gl

0=1s—gl
0=s—g
s=g

(&) jika s = g akan ditunjukkan bahwa dq(s,g) =0
s = g,makadq(s,g) =0

dq(s,g) =Is — gl
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=|s —s|
dq(s,g) =0
Jadi terbukti bahwa dq(s,g) =0 s =g
2. Vs, g,u € X berlaku ketaksamaan segitiga nilai mutlak:
Is—gl <ls—ul+[u—-gl
Maka,
dq(s,g) =1Is—gl <Is—ul+[u—-gl=dq(s,uw) +dq(u g)

Sehingga diperoleh

dq(s,g) < dq(s,u) + dq(u, g)
Maka terbukti bahwa dq(s, g) < dq(s,u) + dq(u, g).

Karena kedua aksioma dari ruang quasi metrik terpenuhi, maka dapat
disimpulkan bahwa dq dapat dikatakan sebagai fungsi quasi metrik dan (X, dq)
adalah ruang quasi metrik.

Contoh 2.13 Ruang Quasi Metrik (Phillips, 1984)
Misalkan C[0,1], himpunan semua fungsi kontinu dari interval [0,1].
Didefinisikan fungsi dq: C[0,1] X C[0,1] — R sebagai berikut:
dq(s, 9) = efoqlls(®) — g @)
Butikan bahwa dq adalah quasi mertik pada C[0,1]
Bukti
Dari definisi, diketahui bahwa
dq(s,9) = eloq)ls@® — g (o)l

Ambil sebarang s, g, u € C[0,1]
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1. Jika s =g, maka s(t) — g(t) =0 untuk semua t, jadi dq(s,g) = 0.
Sebaliknya, jika dq(s,g) = 0, maka |s(t) — g(t)| < 0 untuk semua ¢,
sehinggga |s(t) — g(t)| = 0 dan s(t) = g(t) untuk semua t. Jadi s = g.

2. Untuk setiap t € [0,1]

Is(®) =g @O < [s(®) —u@®)] + [ul®) — g@®)]
Dari ketaksamaan segitiga di R
Ambil maksimum terhadap t pada kedua sisi, diperoleh
dq(s,g) <d(s,u)+d(u, g)
Karena dq memenuhi (1-2) maka dq merupakan metrik pada C[0,1]
Lemma 2.14 Setiap ruang metrik merupakan ruang quasi metrik (Malahayati
dan Utami, 2014).
Bukti
Akan ditunjukkan bahwa dq(s, g) = d(s, g) adalah quasi metrik pada X.
(DQ1) Berdasarkan syarat (D2) pada Definisi 2.1, jelas bahwa dq(s,g) =
d(s,g) =0&=s=g
(DQ2) Dengan menggunakan ketaksamaan segitiga (D4) pada Definisi 2.1, jelas
bahwa dq(s, g) = d(s,g) < d(s,u) + d(u, g)
Sehingga terbukti bahwa setiap ruang metrik (X, d) juga merupakan ruang quasi
metrik (X, dq).
Contoh 2.15 Ruang Quasi Metrik
Diberikan X =[0,1] dan pemetaan dgq:X XX — [0,0) yang
didefinisikan oleh

dq(s,g) =I|s—gl+Isl, Vs gueX
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Tunjukkan bahwa (X, dq) adalah ruang quasi metrik, akan tetapi bukan
termasuk ruang metrik.
Bukti
Terlebih dahulu akan ditunjukkkan bahwa (X,dq) adalah ruang quasi metrik.
Ambil sebarang s, g, u € X.
1. Karena dq(s,g) = dq(g, s) berarti
dq(s,9) =Is — gl + sl
dq(g,s) = |g — sl + gl
Dengan memperhatikan sifat nilai mutlak selalu tidak negatif, dan jumlah
dua bilangan tak negatif hanya mungkin nol bila keduanya nol, maka
berlaku:
Is—gl+ls|=0e|s—g|=0A|s|=0=5s=gAs=0
dan
lg—sl+lgl=0s|g—s[=0Alg|=0g=sAg=0
Dengan demikian, dapat disimpulkan bahwa s = g.
2. Dengan memanfaatkan sifat ketaksamaan segitiga, diperoleh:
dq(s,9) =Is — gl + sl
=|s—u+u—g|+|s|
Sls—ul+lu—gl+lsl
Sls—ul+|u—gl+I[s[+ul
=|s—ul+Isl + lu— gl + lul
=dq(s,u) +dq(u, g)
Karena kedua syarat terpenuhi, maka dq adalah suatu quasi metrik pada X,

dengan demikian pasangan (X, dq) adalah ruang quasi metrik.
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Kemudian akan ditunjukkan bahwa pasangan (X, dq) bukan merupakan ruang
metrik. Perhatikan bahwa:
dq(s,g) = |s — gl + Isl, dq(g,s) = |g —s| + 14l
Secara umum, |s — g| = |g — s|, tetapi |s| tidak selalu sama |g]|.
Dengan demikian, fungsi d tidak memenuhi syarat dasar metrik, yaitu

dq(s,g) # dq(g,s). Oleh karena itu pasangan (X, dq) bukanlah ruang metrik.

2.1.3 Ruang Metrik Parsial

Pada subbab ini akan membahas definisi, karakteristik, contoh serta
bukti yang memiliki keterkaitan dengan ruang metrik parsial.
Definisi 2.16 Ruang Metrik Parsial (Matthews, 1994)

Misalkan X # @. Suatu fungsi p: X X X — R disebut metrik parsial jika
untuk setiap s, g, u € X berlaku:

(P1) s =g = p(s,s) =p(s,9) =p9.9)

(P2) p(s,s) < p(s,9)

(P3) p(s,9) =p(g,s)

(P4) p(s,u) < p(s,g9) +p(g,w) —p(g.9)

Maka pasangan (X, p) disebut ruang metrik parsial.
Contoh 2.17 Ruang Metrik Parsial

Diketahui suatu fungsi p: X X X - R yang didefinisikan sebagai
p(s,g) = max(s,g), dengan s dan g merupakan bilangan real non negatif.
Tunjukkan bahwa fungsi tersebut merupakan suatu metrik parsial, dan bahwa

pasangan (X, p) membentuk ruang metrik parsial.
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Bukti
1. Ambil sebarang s, g € X, selanjutnya akan dibuktikan dari arah kanan dan
Kiri.
(=) jikap(s,s) = p(s,g) =p(g,g) makas = g
Dari definisi p, diperoleh p(s, g) = max(s, g), maka:
p(s,s) =max(s,s), p(s,g) =max(s,g), p(g,9) =max(g,9g)
Dari hipotesis p(s,s) = p(s,g) = p(g, g) diperoleh
s =max(s,g) =g (2.1)
Sifat dasar fungsi maksimum menyatakan:
e max(s,g)=s=s2=g
e max(s,g)=g=g=s
Dari (2.1) diperoleh s > g dan g = s, sehingga s = g.
Jadi, terbukti bahwa s = g.
(<) Jikas = g maka p(s,s) = p(s,g) = p(g,9)-
Diasumsikan s = g dengan p(s, g) = max(s, g), diperoleh:
p(s,s) = max(s,s) = s
p(s,9) =p(s,s) = max(s,s) =s
r(g,9) = max(g,g) = max(s,s) =s
Jadi
p(s,s) =p(s,9) =p(g.9) =s
Dengan demikian, jika s = g maka p(s,s) = p(s,g) = p(g,9).
maka, terbukti bahwa p(s,s) = p(s,g) = p(g,9).
2. Ambil sebarang s, g € X

Dari definisi p, diperoleh



p(s,g) = max(s, g), p(s,s) = max(s,s) =s.
Perhatikan dua kasus berikut:
e Jikas > g, maka max(s, g) = s, sehingga p(s,s) = s = p(s, g)
e Jika g = s, maka max(s,g) = g = s, sehingga p(s,s) =s <
max(s, g)
Dalam kedua kasus, p(s, s) < p(s, g) tetap berlaku.
Sehingga terbukti bahwa p(s,s) < p(s, g).
. Ambil sebarang s, g € X, berlaku sifat komutatif fungsi maksimum:
max(s, g) = max(g,s)
Dengan definisi p, diperoleh
p(s,g) = max(s, g) = max(g,s) = p(g,s)
Sehingga terbukti bahwa p(s, g) = p(g,s)
. Ambil sebarang s, g,u € X:
p(s,w) < p(s,9) +p(g,w) —p(g.9)
Dengan definisi p, bentuk ini ekuivalen dengan
max(s,u) < max(s, g) + max(g,u) — max(g, g)
Karena max(g, g) = g, ketaksamaan menjadi
max(s,u) < max(s,g) + max(g,u) — g
Misalkan:
A =max(s,g), B :=max(g,u)
Maka dari definisi maksimum berlaku:
A>sdanA>g, B=udanB >g.
Akibatnya,

A+B—-g=s+g—g
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A+B—-g=s
dan
A+B—-g=zg+u—g
A+B—-g=u
Jadi A+ B — g lebih besar atau sama dengan masing-masing s danu
sehingga
A+ B — g = max(s,u)
Subsitusikan kembali A dan B ke definisinya
max(s, g) + max(g,u) — g = max(s, u)
Ketaksamaan ini dapat ditulis kembali dalam bentuk yang ekuivalen, yaitu
max(s,u) < max(s,g) + max(g,u) — g
Maka terbukti bahwa p(s,u) < p(s,g) + p(g,u) — p(g,9).
Contoh 2.18 Ruang Metrik Parsial
Misalkan C[0,1], himpunan semua fungsi kontinu dari interval [0,1].
Didefinisikan fungsi p: C[0,1] X C[0,1] — R sebagai berikut:
P(s,9) = telonls®) —g@®| +1
Butikan bahwa p adalah mertik parsial pada C[0,1]
Bukti
Dari definisi, diketahui bahwa
P(s,9) = tefoa)ls®) —g®I +1

p(s,8) = (foqls@® —s@®I+1=0+1=1

(9, 9) = foalg@® —g®)|+1=0+1=1

Ambil sebarang s, g, u € C[0,1]
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Jikas = gmakap(s,s) =0+1=1
Maka jelas bahwa p(s,s) = p(s,g) =p(g,9) =1
Sebaliknya, jika p(s,s) = p(s,9) = p(g,9)
Karena p(s,s) = 1 dan p(s,g) = ([oq)ls®) —g@®)| +1
Maka persamaan p(s, s) = p(s, g) memberikan
1= efoa)ls® —g@l+ 1= oqjls@® —g®©)] =0
Karena nilai maksimum dari fungsi bernilai non-negatif hanya dapat nol
bila seluruh nilainya nol, maka:
|s(t) — g(t)| = 0 untuk semua t € [0,1]. = s(t) = g(t) untuk semua t.
Artinya s = g. Maka aksioma ini terpenuhi.
Untuk setiap t € [0,1], berlaku |s(t) — g(t)| = 0 sehingga:
teloa)ls(®) =g 2 0= [oTjls(t) —g@®+1 =1
Karena p(s,s) = 1 makap(s,s) < p(s, g)
Untuk setiap ¢,
Is(®) — g = 1g@) —s(®)]
Sehinga maksimum interval yang sama menghasilkan:
telonils@® — g1 = o1l (®) — s
Untuk setiap t € [0,1], berlaku ketaksamaan segitiga bilangan real:
Is(®) —u(®)] < [s(6) =g O] + [g(®©) —u@)]
Ambil nilai maksimum kedua ruas pada interval [0,1]:
relodils@® —u®] <  LoFils@® — 9O + Jo55lg(®) — u(®)
Tambahkan +1 pada kedua kasus

tefon)|S(@®) —u(®| + 1 < oa)ls(®) — g + 1fo1ylg(@®) —u@®)] +1
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Bagian kiri adalah p(s,u), sementara bagian kanan dapat ditulis ulang
sebagai p(s, g) + p(g,u) — p(g,9).
Karena p(g, g) = 1, maka:
p(s,u) < p(s,g) +p(g,u) —p(g,9)
Aksioma keempat terpenuhi.

Karena keempat aksioma metrik parsial telah terbukti, maka (C[0,1],p)

merupakan ruang metrik parsial.

2.14 Ruang M-Metrik
Pada subbab ini akan membahas definisi, karakteristik, contoh serta
bukti yang memiliki keterkaitan dengan ruang M-metrik. Fungsi m: X X X - R
disebut M-metrik pada himpunan X apabila digunakan untuk mengukur jarak
antara dua elemen di dalam X dengan memperbolehkan self-distance m(s,s)
tidak selalu bernilai nol. Untuk memudahkan pembahasan selanjutnya,
digunakan dua notasi tambahan sebagai berikut:
1. msg = min{m(s, s),m(g, 9)}
2. Mg, == max{m(s,s),m(g,9)}
Definisi 2.19 Ruang M-Metrik (Asadi dkk, 2014)
Misalkan X # @. Suatu fungsi m: X X X - R disebut M-metrik jika
untuk setiap s, g, u € X berlaku:
(M1) m(s,s) =m(g,g) =m(s,g) s =g,
(M2) myy < m(s, 9),
(M3) m(s,g) = m(g,s),

(M4) (m(s, g) — msg) < (m(s,u) —mg,) + (m(u' g) — mug)-
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Maka pasangan (X, m) disebut ruang M-metrik.

Catatan 2.20 Berdasarkan definisi dari notasi mg, dan Mg, diperoleh beberapa

g
sifat dasar berikut. Untuk setiap s, g, u € X berlaku:
1. 0< Mg, +mg, =m(s,s) +m(g,9),
2. 0 < Mz, —mgy =|m(s,s) —m(g, 9)l,
3. Mgy —mgy < (Mg —mg,) + (Myy — myy)

Kebenaran ketiga sifat tersebut merupakan konsekuensi langsung dari
sifat dasar fungsi minimum dan maksimum, serta ketaksamaan segitiga pada
nilai mutlak.

Contoh 2.21 Ruang M-Metrik

Misalkan X = [0,). Maka m:X X X - [0,0) didefinisikan oleh
s+g .
m(s,g) = — adalah M-metrik pada X.

Bukti

1. Dari definisi, diketahui bahwa

s+g
m(s,g) =—;

s+s
m(s,s) = S =S

g+g
m(g,g)=T=g

Akan dibuktikan m(s,s) = m(g,g) = m(s,g) & s =g,
(=) Misal m(s,s) = m(g,g) = m(s, g), maka

_s+g
2

S=g
(<) Misal s = g, maka

m(s,s)=s, m(gg)=g=s m(sg)="2=s
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Sehingga m(s,s) = m(g,g) = m(s, g)
Dengan demikian, (M1) terbukti

. Karena my, := min{m(s, s), m(g, g)} dan m(s, g) = HTQ, cukup tunjukkan

bahwa mg, < m(s, g)

Karena s, g = 0, tinjau tiga kemungkinan yang akan terjadi:
Kasus 1: 5 < g

Maka min{m(s, s),m(g, g)} = s, sehinggamgy, = s
Hitung selisih

s+g
2

m(s,g) —mgg = —s

_s+g 2s
S22 2

_(s+g)—25
B 2

_(s+g)—(s+5)

2
_(s=s5)+(g—5s)
B 2
_9~—s

2

Karena g > s, maka g — s >, schingga ? >0
Jadim(s, g) = my,

Kasus 2: g < s

Maka min{m(s, s),m(g, g)} = g, sehinggam,, = g
Hitung selisih

s+g
2

m(sfg)_msg = )



_stg 2g

2 2

=(s+g)—29
2

:(s+g)—(g+g)
2

=(s—g)+(g—g)
2

_5794
2

Karena s > g, maka s — g >, sehingga % >0
Jadim(s, g) = my,
Kasus 3:s = g
Karena s = g, maka

m(s,s) =s, m(g,g) =g =s
Jadi min{m(s, s),m(g, g)} = min{s, s} = s.
Nilai m(s, g) adalah

stg s+s
2 2

m(s,g) = s

Hitung selisih

m(s,g) —mgg =s—s=0=m(s,g) = mg,
Jadim(s, g) = mgy.
Dalam ketiga kasus diperoleh m(s, g) = m,, dan m(s, g) = m,, dengan
demikian terbukti bahwa m, < m(s, g).

3. Dari definisi, diketahui bahwa

s+g9
2 )

g+s
2

m(s,g) = m(g,s) =

29
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Karena penjumlahan bilangan real komutatif, yaitu:

stg=g+ts
Oleh karena itu,
s+g g+s
m(s,g) = =5 = m(g,s)

Maka terbukti bahwa m(s, g) = m(g,s).

. Dari definisi, diketahui bahwa:

m(s, g) = =7, dengan my, = min{m(s, s), m(g, 9)}.

Ini serupa dengan:
st+u .
m(s,u) = - dan mg, := min{m(s, s), m(u,u)},
u+g .
m(u, g) = =~ dan myg = min{m(u, u), m(g, g)}
Akan  dibuktikan  bahwa  (m(s,g) —mg,) < (m(s,w) — mg,) +
(m(u: g) - mug)

Pertama, akan ditunjukkan terlebih dahulu bentuk dari masing-masing ruas.

Perhatikan bahwa ruas kiri berikut:

s+g

(m(s,g) —mgy) = — min{m(s, s), m(g, 9)}

Dapat disederhanakan menjadi

s+g9

(m(s,g) — msg) = — min{s, g}
Sementara pada ruas kanan:

(m(s,u) —mg,) + (m(u,g) — mug) =

(S T min{m(s, s), m(u, u)}) +

(452~ minfma (), m(g,97))



Dapat disederhanakan menjadi

(m(s,w) — mg,) + (m(u, g) —my,) =

(s+u

5 min{s, u}) + (g — min{u, g})

Selanjutnya, sederhanakan menjadi bentuk nilai mutlak
Dengan definisi fungsi minimum, diperoleh:

s, jikas<g
9, jilkag <s

min{s, g} = {
Maka hitung:
Kasus1:s < g

s+g . s+g s+g—2s g-—s
— min{s, g} = S TS = 5 ==

Kasus2: g <s

st+g ) st+g s+g—2g s—g
— min{s, g} = 3 —g= 5 =—

Pada kedua kasus, hasilnya yaitu:

lg — sl |s — gl
—p dan—

Berdasarkan definisi nilai mutlak, maka

lg—sl Is—gl
2 2
Sehingga diperoleh:
s+ S —
g_ min{s, g} = ls gl
2
Jadi
s+u s—u
— min{s,u} = | |
2
ut+g lu — g1
— minfu, g} =

2
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Terakhir, substitusikan hasil langkah sebelumnya ke dalam (M4)

Is—gISIs—uIJrIu—gI
2 2 2

Kalikan 2 pada kedua ruas
Is—gl<lIs—ul+lu—gl
Ini adalah ketaksamaan segitiga pada garis bilangan real, yang selalu benar.

Dengan demikian, (M4) terbukti.
Maka terbukti bahwa (m(s, g) — msg) < (m(s,u) —mg,) + (m(u, g) —
My )-
Karena semua sifat dari ruang M-metrik terpenuhi, maka dapat disimpulkan
bahwa m adalah fungsi M-metrik dan (X, m) merupakan ruang M-metrik.
Contoh 2.22 Ruang M-Metrik
Misalkan X # @, V s,g,u € X, didefinisikanm:X X X - R dengan
m(s,g) = |s — g|. Akan dibuktikan bahwa m merupakan M-metrik di X.
Bukti
1.  Dari definisi, diketahui bahwa
m(s,g) = |s — g
m(s,s) =|s—s|=0
m(g,9) =1g—gl=0
(=) Misal m(s,s) = m(g,g) = m(s, g), karena
m(s,s) = |s —s| =0danm(g,g) =g —gl =0
Maka dari persamaan di atas diperoleh
m(s,s) =0=|s—g|l=0=>s=g

(&) Misal s = g, maka
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m(s,s) =|s—s| =0, m(g,9)=19—gl=0, m(s,g)=|s—gl=
|s—s| =0
Sehingga m(s,s) = m(g,g) = m(s, g)
Dengan demikian, (M1) terbukti
Karena m, :== min{m(s, s), m(g, g)} dan m(s, g) = |s — g|, cukup
tunjukkan bahwa
Mmsg <m(s, g)

Karena m(s,s) = |s —s| =0danm(g,g) = |g — g| = 0, maka

mg4 == min{0,0} = 0
Maka jelas bahwa

Mmsg =0 <[s—g| =m(s,g)
Untuk setiap s, g € X berlaku sifat nilai mutlak:
ls—gl=1g sl
Maka diperoleh:
m(s,g) = |s—gl =19 — sl =m(g,s)

Dengan demikian terbukti bahwa m(s, g) = m(g, s),
Dari definisi, diketahui bahwa:
m(s,g) = |s — gl, dengan mg, := min{m(s, s),m(g, g)}.
Karena m(s,s) = |s —s| = 0danm(g,g) = |g — g| = 0, maka

Mgy == min{0,0} = 0
Ini serupa dengan:

m(s,u) = |s —u| dan mg, := min{0,0} = 0,
m(u, g) = |u — g| dan m,,4; := min{0,0} = 0.

Akan dibuktikan bahwa



(m(s, g) - msg) =< (m(s' u) - msu) + (m(u' g) - mug)

Is—gl < |s—ul+|u-gl
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Ini adalah ketaksamaan segitiga pada garis bilangan real, yang selalu benar.

Dengan demikian, (M4) terbukti.

Maka terbukti bahwa (m(s, g) — msg) < (m(s,u) —mg,) + (m(u, g) —

Myg)-

Contoh 2.23 Ruang M-Metrik

Misalkan C[0,1], himpunan semua fungsi kontinu dari interval [0,1].

Didefinisikan fungsi m: C[0,1] X C[0,1] — R sebagai berikut:
m(s,g) = ¢efoalls® — g +1
Butikan bahwa m adalah M-mertik pada C[0,1]
Bukti
Ambil sebarang s, g,u € C[0,1]
Tuliskan notasi:
Mgy = min{m(s,s),m(g,9)}, Ms, = max{m(s,s), m(g, g)}
Karena m(s,s) = ([pq)Is@®) —s@®|+1=1
Maka untuk semua s, m(s,s) = 1, begitu pula m(g,g) = 1,m(u,u) =1
Dengan demikian

mgg =1, M; 1, my,=1 M

g =
Artinya semua self-distance bernilai 1

1. Jikas = g, maka

m(s,9) = (Ji%ls(®) gl +1=0+1=1

Sebaliknya, misakan
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m(s,s) = m(s,g) = m(g,9)

Karena m(s,s) = m(g, g) = 1, maka:
1=m(s,9) = ;ols@® —g@®O1 + 1= J%ls@® — g®)] = 0
Ini hanya terjadi jika
|s(t) — g(t)| = 0 untuk semua t = s(t) — g(t)
Jadi
m(s,s) =m(s,g) =m(g,9) & s=g

Akan dibuktikan bahwa

msg = 1 =m(s,s) < m(s,g)
Karena ,c[o5jls(t) — g(t)| = 0, maka

m(s,g) = ¢eoq)ls® —g@Ol+12>1

Jadi terbukti bahwa mg, < m(s, g)
Untuk setiap ¢,

Is(®) —g@®] =1g(®) — s
Maka

m(s,9) = fols(® —gOI +1 = o119 —s@®] +1 =m(g,s)
Aksioma ketaksamaan segitiga M-metrik dirumuskan sebagai berikut:
(m(s, 9) —mgy) < (m(s,w) — mg,) + (m(w, g) — myy)
Karena semua mg, = 1, maka
(m(s,9) — 1) < (m(s,w) — 1) + (m(u, g) — 1)
Subsitusikan definisi:
eefoa11S(0) = (O] < efoails(© —u(O] + eforjlu® — g@O|

Ini benar karena ketaksamaan segitiga bilangan real:
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Is(®) =g (O] < [s(®) —u@®)] + |u(®) — g@©
Maka aksioma 4 terbukti.
Karena keempat aksioma M-metrik telah terbukti, maka (C[0,1],m) merupakan
ruang M-metrik.
Lemma 2.24 Setiap metrik parsial adalah M-metrik (Asadi dkk, 2014).
Bukti
Ingat aksioma metrik parsial (Matthews, 1994), untuk semua s, g, u € X:
(P1) s =g = plss) =p(s,9) =p(99)
(P2) p(s,s) < p(s, 9)
(P3) p(s,9) =p(g,s)
(P4) p(s,u) < p(s,g) +p(g,w) —p(g.9)
Definisikan m := p, untuk setiap s, g € X tulis:
1. mgq == min{m(s,s),m(g, g)} = min{p(s, s),p(g,9)}
2. Mg = max{m(s,s),m(g, g)} = max{p(s,s),p(g,9)}
Akan ditunjukkan bahwa p memenuhi keempat aksioma M-metrik:
(M1) m(s,s) =m(g,g9) =m(s,g) & s=g
ini identik dengan (P1), maka jelas bahwa m(s,s) = m(g, g) =
m(s,g) & s=g
(M2) myy <m(s, g)
Diketahui m := p dengan p metrik parsial.
Aksioma metrik parsial yang dipakai yaitu (P2) dan (P3).
Dari (P2) diperoleh

p(s,s) < p(s,9)

Karena m = p, maka
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m(s,s) < m(s, g) (2.2)
Tukar peran kedua titik dan gunakan (P2) pada pasangan (g, s)

r(g,9) <p(g,s)

Karena m = p, maka
m(g,9) <m(g,s) (2.3)
Dari (2.2) dan (2.3), kedua bilangan m(s, s) dan m(g, g) masing-masing
< m(g,s). Maka nilai minimumnya juga < m(g, s).
min{m(s, s),m(g, 9)} < m(g,s)
Dengan definisi m,,, maka diperoleh
msg < m(s, g)
Dengan demikian, aksioma (M2) terpenuhi.
(M3) m(s,g) = m(g,s),
ini identik dengan (P3), maka jelas bahwa m(s, g) = m(g,s)
(M4) (m(s, g) — mgg) < (m(s,w) — mg,) + (m(w, g) — myg).
Mulai dari (P4) dan subsitusikan m = p:
Pada (P4) diperoleh
m(s,u) < m(s,g) + m(g,u) —m(g, g)
Ini dapat diganti dengan
m(s,g) <m(s,u) + m(u,g) —m(u,u) (2.4)
Kemudian kurangi dengan my, di kedua ruas
m(s,g) —mgg < m(s,u) + m(u,g) —m(u,u) —my, (2.5)
Kemudian bandingkan ruas kanan (2.5) dengan bentuk (M4)
(m(s,u) — my) + (M, g) — myy) =

(m(s,u) — min{m(s,s),m(u,u)}) +
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(m(u, g) — min{m(u,u),m(g, g)})
(m(s,u) — mg,) + (m(u, g) —my,) =

m(s,u) + m(u, g) — min{m(s, s), m(u,u)} —

min{m (u, 1), m(g, 9)} (2:6)
Supaya (2.5) < (2.6), cukup dibuktikan
m(u,u) + mg, = min{m(s,s), m(u,u)} +
min{m(u,w), m(g, 9)} @7

Kemudian, misalkan a := m(s, s), b :=m(g, g),c '= m(u,u). Karena
ms, = min{a, b}, maka (2.7) setara dengan
¢ + min{a, b} = min{a, c} + min{c, b} (2.8)

Ketaksamaan (2.8) benar untuk semua a, b, ¢ = 0, verifikasi kasus
singkat:
e Jikac<adanc <b:

min{a, c} = ¢ dan min{b,c} = ¢

Sehingga ¢ + min{a, b} > c +c = 2¢

Maka ¢ + min{a, b} = 2c
e Jikaa <c <b:

min{a, b} = a, min{a, c} = a dan min{b,c} = ¢

Sehinggac+a=>a+c

Maka c + a = a + c (simetri)
e Jikab<c<a

min{a, b} = b, min{a, c} = c dan min{b,c} = b

Sehinggac+b =b+c

Maka c + b = b + c (simetri)
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e Jkaa<b<c:
min{a, b} = a, min{a, c} = a dan min{b,c} = b
Sehinggac+a=>a+b
e Jikab<ac<c:
min{a, b} = b, min{a, c} = a dan min{b,c} = b
Sehinggac+b=>a+b
Maka (2.8) terbukti, sehingga (4) benar.
Selanjutnya, dari (2.5), (2.6), dan (2.7) diperoleh
(m(s, 9) — msy) < (m(s,u) — mg,) + (m(w, g) — myy)
Ini tepat aksioma (M4)
Karena aksioma (M1) - (M4) telah dipenuhi oleh m = p, maka terbukti bahwa
setiap metrik parsial adalah M-metrik.
Contoh 2.25 Ruang M-Metrik
Misalkan X = {s, g, u} dan fungsi m: X x X — R didefinisikan oleh:
m(s,s) = 1,m(g,g9) =9, m(u,u) =5,
m(s,g) =m(g,s) =10, m(s,u) =m(u,s) =7, m(u,g) =m(g,u) =8
Maka, m adalah M-metrik pada X tetapi bukan metrik parsial.
Bukti
Langkah pertama, akan dibuktikan bahwa m merupakan M-metrik pada X.
1. Dari fakta yang diketahui, jelas bahwa
m(p,p) =m(q,q) = m(p,q)
Berlaku hanya jikap =s =qataup =g =qataup =u =¢q

Maka terbukti bahwa m(s,s) = m(g,g) =m(s,g) ©s=g



2. Akan dibuktikan bahwa mg, < m(s, g),
msg < m(s,g)
1<10
mg, < m(s,u)
1<7
myg <m(u, g)
5<8
Maka terbukti bahwa m, < m(s, g) untuk ketiga pasangan tersebut.
3. Terlihat jelas bahwa
m(s,g) =m(g,s) =10
m(s,u) =m(u,s) =7
m(u, g) =m(g,u) =8
Maka terbukti bahwa m(s, g) = m(g, s) untuk ketiga pasangan tersebut.
4. Akan dibuktikan bahwa (m(s, g) — msg) < (m(s,u) —mg,) +
(s, g) = myy)
(m(s, 9) —mgy) < (m(s,w) — mg,) + (m(w, g) — my,)
10-1<(7—1)+(8-75)
9<6+3
9<9

Maka terbukti bahwa

(m(s, g) - msg) < (m(s, u) - msu) + (m(u' g) - mug)
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Karena keempat aksioma terbukti, maka terbukti bahwa m adalah ruang M-
metrik. Selanjutnya akan dibuktikan bahwa m bukan merupakan metrik
parsial.
1. Dari fakta yang diketahui, jelas bahwa
m(p,p) = m(q,q) = m(p,q)
Berlaku hanyajikap =s =qataup=g=qataup =t =¢q
Maka terbukti bahwa p(s,s) = p(g,9) =p(s,g) ©s=g
2. Akan dibuktikan bahwa p(s,s) < p(s, 9),
p(s,s) < p(s,9)
1<10
p(s,s) <p(s,u)
1<7
r(9,9) <p(g,w)
9<8
9«8
Karena 9 £ 8 maka tidak terbukti bahwa p(s,s) < p(s, g).
Karena aksioma kedua dari ruang metrik parsial tidak terbukti, maka m bukan
ruang metrik parsial. Jadi terbukti bahwa m adalah ruang M-metrik tetapi bukan

ruang metrik parsial.

2.2 Kajian Integrasi Topik dengan Al-Qur’an
Konsep ruang quasi M-metrik merupakan perluasan dari ruang M-metrik
yang menghilangkan sifat simetri namun tetap mempertahankan sifat identitas dan

ketaksamaan segitiga. Secara matematis, hal ini mencerminkan suatu sistem yang
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tidak seimbang secara arah, tetapi masih memiliki keteraturan logis dan kestabilan
struktural. Fenomena ini secara filosofis dan spiritual dapat dikaitkan dengan
konsep asimetri dan keseimbangan dalam ciptaan Allah SWT. Sebagaimana
disebutkan dalam firman Allah SWT:
14, FENPES PP o £ gla o 124 T4 o Ik /%/ AT 4
@ kb 1 oF o ol w3l Sa8 1 A Gl 3 o G BLb g a Gls ()
Artinya:
"Yang menciptakan tujuh langit berlapis-lapis. Kamu sekali-kali tidak melihat
pada ciptaan Tuhan Yang Maha Pemurah sesuatu yang tidak seimbang. Maka
lihatlah sekali lagi, adakah kamu lihat sesuatu yang cacat?” (Q.S. Al-Mulk: 3).
Tafsir Kementerian Agama RI menjelaskan bahwa ayat ini menunjukkan
bahwa ciptaan Allah memiliki kesempurnaan meskipun tampak kompleks dan
tidak simetri, yang mencerminkan kebesaran dan keagungan-Nya (Kementerian
Agama RI, 2022). Hal ini memiliki kemiripan dengan struktur ruang quasi M-
metrik, yang secara matematis asimetri tetapi tetap teratur secara logis. Konsep

kedekatan dalam ruang quasi M-metrik juga dapat dianalogikan dengan proses

mendekat kepada Allah sebagaimana disebut dalam Q.S. Al-Baqarah: 186 yang

berbunyi:
Rl 1 R ol iptinll OS5 13 8525 LT E55 G ke cosle S 135
® 55
Artinya:

"Dan apabila hamba-hamba-Ku bertanya kepadamu (Muhammad) tentang Aku,
maka sesungguhnya Aku dekat. Aku mengabulkan permohonan orang yang
berdoa apabila dia berdoa kepada-Ku." (Q.S. Al-Bagarah: 186).

Menurut Tafsir al-Muyassar, ayat ini menekankan bahwa meskipun Allah
tidak terlihat oleh mata manusia, kedekatan-Nya sangat nyata melalui jawaban

atas doa dan hubungan batin dengan hamba-Nya (Tafsir Al-Muyassar, 2020).

Dalam konteks ini, proses pendekatan dalam ruang quasi M-metrik, yang mungkin
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tidak simetri dan membutuhkan arah tertentu, mencerminkan perjalanan spiritual
manusia menuju kedekatan dengan Allah. Hal ini menunjukkan bahwa meskipun
pendekatan tersebut tidak terjadi secara langsung dan seimbang, hasil akhirnya
tetap menuju pada titik kesatuan dan harmoni yang sejati.

Dalam literatur matematika, (Ayoob dkk, 2023) menjelaskan bahwa ruang
quasi M-metrik dapat digunakan dalam pemodelan sistem integral, pemetaan
kontraktif, serta analisis titik tetap, yang membutuhkan struktur tidak simetri
namun tetap stabil dan konvergen. Hal ini menandakan bahwa penerapan konsep
matematis seperti quasi M-metrik sangat relevan dengan pola keteraturan dalam
ciptaan Allah. Dengan demikian, pembelajaran ruang quasi M-metrik tidak hanya
penting dalam pengembangan teori matematika, tetapi juga dapat menjadi sarana
kontemplasi tentang ketetapan dan kesempurnaan hukum Allah SWT dalam

menciptakan keteraturan dari ketidaksimetrian.

2.3 Kajian Topik dengan Teori Pendukung
Lemma 2.26 Setiap ruang M-metrik adalah ruang quasi M-metrik, namun tidak
berlaku untuk kebalikannya (Ayoob dkk, 2023).
Proposisi 2.27 Misalkan (X, {) adalah ruang quasi M-metrik, maka untuk semua
s, g,u € X, yang memenuhi ;

1. 0 < Rgy+ 355 =4(s,5) +(g,9)

2. 0 <Ry —355 =13(s,5) = (g, 9|

3. Rsg— 359 < (R —s) + (Rug — Qug) (Ayoob dkk, 2023).
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Proposisi 2.28 Misalkan (X,{) adalah ruang quasi M-metrik dan K: X X X —
[0, o0) didefinisikan oleh

K(s,9) ={(s,9) +{(g,s) — 23,
untuk semua s,g,u € X. Maka K adalah metrik euclid, dan pasangan (X, K)
adalah ruang metrik klasik (Ayoob dkk, 2023).
Proposisi 2.29 Misalkan (X,{) adalah ruang quasi M-metrik dan H: X X X —

[0, o) didefinisikan oleh

H(s, g) = {(s,9) er {(g,s)

untuk semua s, g,u € X. Maka H adalah M-metrik, dan pasangan (X, H) adalah

ruang M-metrik (Ayoob dkk, 2023).



BAB Il
METODE PENELITIAN

3.1 Kategori Penelitian

Metode kualitatif diterapkan dalam penelitian ini dengan pendekatan studi
pustaka. Studi pustaka dilakukan dengan menghimpun berbagai informasi yang
berkaitan dengan topik penelitian melalui sumber-sumber tertulis, seperti buku,
jurnal ilmiah, dan artikel. Pengumpulan informasi ini bertujuan untuk
memperkaya landasan teori serta mendukung analisis yang dilakukan dalam

penelitian.

3.2 Pra Penelitian

Beberapa tahapan perlu dilakukan untuk menyiapkan penelitian ini,
meliputi: menganalisis permasalahan penelitian, mengusulkan judul skripsi ke
pembimbing, merumuskan permasalahan, memilih referensi, menyusun proposal

penelitian, serta menerima bimbingan dari dosen pembimbing.

3.3 Tahapan Penelitian
Adapun tahapan penelitian yang dilakukan meliputi:
1. Mengkaji konsep dasar ruang metrik sebagai landasan awal pengembangan
menuju ruang quasi M-metrik.
2. Mengumpulkan referensi dan literatur ilmiah yang relevan mengenai ruang
quasi metrik, M-metrik, dan penggabungannya dalam bentuk ruang quasi M-

metrik.
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3. Menyusun dan memaparkan definisi serta sifat-sifat dasar dari ruang metrik,
ruang quasi metrik, ruang metrik parsial, ruang M-metrik, dan ruang quasi
M-metrik secara sistematis.

4. Menganalisis dan membuktikan sifat-sifat ruang quasi M-metrik yang
meliputi non-simetri, generalisasi dari metrik dan M-metrik, serta
penerapannya dalam pembuktian teorema tertentu.

5. Menyimpulkan hasil analisis dan pembuktian untuk memberikan
pemahaman yang lebih mendalam terhadap struktur dan karakteristik ruang

quasi M-metrik.



BAB IV
HASIL DAN PEMBAHASAN

4.1 Ruang Quasi M-Metrik
Pada subbab ini akan dibahas terlebih dahulu mengenai sifat-sifat yang
dimiliki oleh ruang quasi M-metrik. Fungsi {: X X X — R disebut quasi M-metrik
pada himpunan X apabila digunakan dalam mengukur jarak antara dua elemen di
dalam X, diperbolehkan self-distance {(s,s) tidak selalu bernilai nol dan tidak
mensyaratkan sifat simetri, sehingga {(s,g) # {(g,s) dapat terjadi. Untuk
memudahkan pembahasan selanjutnya, digunakan dua notasi tambahan sebagai
berikut:
Zsg = min{{(s,s),{(g, 9)} (4.1)
Rsg = max{{(s,s),{(g,9)} (4.2)
Sebelum memasuki pembahasan yang lebih mendalam, terlebih dahulu
dipaparkan definisi formal ruang quasi M-metrik sebagai dasar pemahaman.
Definisi 4.1 Ruang Quasi M-Metrik (Ayoob dkk, 2023)
Misalkan X # @. Suatu fungsi {: X X X — R disebut quasi M-metrik jika
untuk setiap s, g, u € X berlaku:
(QM1){(s,s) ={(g,9) = (s, 9) & s =g,
(QM2) 355 < {(s,9),
(QM3) ($(s,9) — 25g) < (C(5,w) — 25) + (S, 9) — Zug)-
Pasangan (X, {) disebut ruang quasi M-metrik. Dalam ruang quasi M-metrik

tidak diperlukan aksioma simetri, jadi bisa saja berlaku {(s, g) # {(g,s).
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Ruang quasi M-metrik merupakan generalisasi dari ruang M-metrik. Hal ini
terlihat dari dihilangkannya sifat simetri pada ruang quasi M-metrik, sementara
sifat-sifat penting lainnya seperti identitas jarak dan ketaksamaan segitiga tetap
dipertahankan (Ayoob dkk, 2023).

Contoh 4.2 Ruang Quasi M-Metrik
Misalkan X = [0, ). Maka {: X X X — [0, ) yang didefinisikan oleh

((s,9) = HTg adalah quasi M-metrik pada X.

Bukti

1. Dari definisi, diketahui bahwa

+
Z(s,g)=s zg
((s,s)zs—;szs

+
{(9,9) =%=g

(=) Misal {(s,s) = {(g,9) = {(s, g), maka

(<) Misal s = g, maka

s+g

((s,5)=s (g9 =g=s ((g9=—=s
Sehingga {(s,s) = {(g,9) = {(s,9)
Dengan demikian, (QM1) terbukti
2. Karenas, g = 0, tinjau tiga kemungkinan yang akan terjadi:
Kasusl:s < g
Maka min{{(s, s),{(g, g)} = s, sehingga 75, = s

Hitung selisih



s+g
2

((S’g)_zsg = -S

s+g 2s

2 2

_(s+g)—2s
B 2

_(s+g)—(s+5)

2

_G-9)+(g-9)

2

_97Ss
2

Karena g > s, maka g — s >, sehingga ? >0

Jadi {(s, g) = 34
Kasus2: g <s

Maka min{{(s, s),{(g,g)} = g, sehingga z;y = g
Hitung selisih

_s+g

5(5'9) — Zsg = 2 g

_stg 29

2 2

_(s+9)—2g
2

_(+9)-(g+yg)

2

_G-9)+@—-9)

2

S—Y9
2

Karena s > g, maka s — g >, schingga % >0
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Jadi {(s, g) = 354
Kasus 3:s = g
Karena s = g, maka
{(s,5)=s5,8(g.9)=9g=s
Jadi min{{(s, s),¢(g, 9)} = min{s, s} = s.

Nilai {(s, g) adalah

stg s+s

{(s,9) = > S =5

Hitung selisih

((s,9) —zsg =s—5=0=0(5,9) = 35
Jadi {(s, g) = 3s4.
Dalam ketiga kasus diperoleh {(s, g) = 2,4 dan {(s, g) = 354 dengan
demikian terbukti bahwa z5, < {(s, g).
. Dari definisi, diketahui bahwa: {(s,g) = HTg, dengan
Zsg = min{{(s,s),{(g, g)}. Ini serupa dengan:

¢(s,uw) = = dan 5, = min{{(s, ), (W)},

{(w,9) = 2 dan 7,4 = min{{ (v, u),{ (g, 9)}.

Akan dibuktikan bahwa ({(s,g) — zs54) < ({(5,w) — z5,) + ({(u, g) —

Zug)
Pertama, akan ditunjukkan terlebih dahulu bentuk dari masing-masing ruas.

Perhatikan bahwa ruas kiri berikut;:

(¢(5,9) = 3o5) = -2 — min{¢ (s, ), (g, 9)}

2

Dapat disederhanakan menjadi
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s+g .
(((3»9) - ng) =5 min{s, g}
Sementara pada ruas kanan:

C(s,u) — zgy) + (((u' g) - Zug) =

(S -12- v_ min{{(s,s), {(u, u)}) +

(A2 - ming¢ w59, 92})

Dapat disederhanakan menjadi

C(sw) — z5) + (((w,9) — 2yy) =

(s ru_ min{s, u}) + (# — min{u, g})

Selanjutnya, sederhanakan menjadi bentuk nilai mutlak

Dengan definisi fungsi minimum, diperoleh:

S, jilkas<g

min{s, g} = {g, jikag <s

Maka hitung:

Kasusl:s < g

s+g inf }_S+g _s+g—-2s g-—s |g-—sl

min{s, g} = — s = > ===
Kasus2: g <s

s+g in }_s+g _s+tg—-29 s—g Is—gl

I A e R R

Pada kedua kasus, hasilnya yaitu:

Ig2 Idanl 2gl

Berdasarkan definisi nilai mutlak, maka

lg—sl _Is—gl
2 2
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Sehingga diperoleh:
S+g—min{s }= Is — g1
2 & 2
Jadi
s+u s—u
7~ min{s, u} = | 5 |
utg lu — gl
- mln{ul g} = 2

Terakhir, substitusikan hasil langkah sebelumnya ke dalam (M4)

s—gl _ls—ul lu—gl
2 2 2

Kalikan 2 pada kedua ruas
Is—gl<lIs—ul+lu-gl
Ini adalah ketaksamaan segitiga pada garis bilangan real, yang selalu benar.

Dengan demikian, (QM3) terbukti.

Maka terbukti bahwa ({(s, 9) — z54) < (((5,w) — z5,) + (((w, 9) — zuy)-

Karena semua sifat dari ruang quasi M-metrik terpenuhi, maka dapat disimpulkan

bahwa { adalah fungsi quasi M-metrik dan (X,{) merupakan ruang quasi M-

metrik.

Contoh 4.3 Ruang Quasi M-Metrik

Misalkan X = [0,1]. Maka {: X X X — [0,1] didefinisikan oleh {(s,g) =

2s + g. Maka (X, ¢) adalah ruang quasi M-metrik pada X.

Bukti

Dari definisi, diketahui bahwa

((s,g) =2s+g

{(s,s) =2s+s=3s
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¢(9.9)=29+9g=3g
(&) Misal s = g, maka:
{(s,s) =2s+s =3s,
mq(g,g9) =2g + g = 3g = 3s (karena g = s),
{(s,g) = 25 + s = 3s (karena g = s),
{(g,s) =2s+s =3s,
Sehingga,
{(s,s) =¢(g,9) ={(s,9) ={(g,s) =3s (4.3)
(=) Sebaliknya, andaikan
¢(s,5) =4¢(g9,9) =(s,9) = {(g,s) (4.4)
Dari sini, ambil dua persamaan konsekuen (keduanya akan mengarah pada
kesimpulan yang sama):
o {(s,5) =0(s,9)
3s=2s+g=3s—2s=g=s=g
e ((9.9)=4(gs)
3g=2g+s=>3g—2g=s=>g=s
Keduanya memberikan kesimpulan s = g. Dengan demikian, syarat (QM1)
terpenuhi
Diketahui dari definisi bahwa {(s, g) = 2s + g, jadi untuk 3, yaitu:
zsg = min{{(s,s),{(g, 9)}
= min{(2s + 5), (29 + 9)}
= min{3s,3g}
Jadi 35, = min{3s,3g}. Kemudian akan dibuktikan bahwa z;, < {(s, g).

Ambil contoh kasus bahwas < g, s> gdans =g.
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Kasusl:s < g
Maka zs, = min{3s,3g} = 3s, sehingga zs, = 3s. Akan dibandingkan
dengan {(s,g) =25+ g.
{(s,9) —3sg =(2s+g)—3s =g —s =0 (karena g > s)
Jadi 754 < {(s, 9).
Kasus2:s = g
Maka 3z, = min{3s,3g} = 3g, sehingga z,, = 3g. Akan dibandingkan
dengan {(s,g) =2s+ g.
mq(s,g) —mqsg = 2s+g)—3g=2s—29=2(s—g)=0 (karena
$29)
Jadi 355 < {(s,9)
Kasus3:s =g
Maka 3z, = min{3s,3s} = 3s, sehingga {(s,g) =25+ g = 3s. Jadi
Zsg = {(s,9), sehingga z5, < {(s, g) juga terpenuhi.
Dalam semua kemungkinan (kasus 1, 2 dan 3), diperoleh z,, < {(s, g).
Dengan demikian, aksioma (QM2) terbukti.
Diketahui dari definisi bahwa {(s, g) = 2s + g, jadi {(s,u) = 25 + u,
{(u,g) = 2u + g dan untuk 3, s, dan z,,4 yaitu:

35g = min{{(s,s),{(g,9)}

= min{(2s + 5), (29 + 9)}

= min{3s,3g}

35y = min{{(s, s), {(u, )}

= min{(2s + 5), 2u + u)}
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= min{3s, 3u}
Zug = min{{(u,u),{(g, g)}
= min{(2u + u), 2g + g)}
= min{3u, 39}
Akan dibuktikan bahwa
(¢(s,9) = 25g) < (C(5,0) = 3) + (S, 9) — Zug)
Pertama, akan ditunjukkan terlebih dahulu bentuk dari masing-masing ruas.
Perhatikan bahwa ruas kiri berikut:
(Z(s,g) — ng) = (2s + g) — min{3s,3g}
Sementara pada ruas kanan:
C(s,w) — z5) + (((w, 9) — 2yy) =
((25 + u) — min{3s, 3u}) + ((Zu + g) — min{3u, 3g})
Selanjutnya, hitung selisih ruas kanan dikurangi ruas kiri dan tunjukkan > 0
[((25 + u) — min{3s, 3u}) + ((Zu + g) — min{3u, 3g})] —
[(2s + g) — min{3s,3g}] =
((25 +u) + Cu +g)) —(2s+g) -
min{3s, 3u} — min{3u, 3g} + min{3s,3g} =
2s+g+3uw)—(2s+g) —
min{3s, 3u} — min{3u, 3g} + min{3s,3g} =
3u — min{3s, 3u} — min{3u, 3g} + min{3s,3g} = 0 (4.5)
Kemudian sederhanakan faktor 3.
Karena min{3s, 3u} = 3 min{s, u} untuk 3 > 0, bagi (1) dengan 3:

u — min{s, u} — min{u, g} + min{s, g} = 0 (4.6)
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Cukup dibuktikan (4.6) untuk semua s, g, u = 0, buktikan dengan analisis
kasus.
Kasusl:: s<g<u
min{s, u} = s, min{u, g} = g, min{s, g} = s
u — min{s, u} — min{w, g} + min{s, g} = 0
u—s—g+s=0
u—s+s—-g=0
u—g=0
Karenau > gmakau—g >0
Kasus2: s<u<g
min{s,u} = s, min{u, g} = u, min{s, g} = s
u — min{s, u} — min{u, g} + min{s, g} = 0
u—s—-u+s=0
u—-u+s—s=0
0=>0
Kasus3: u<s<g
min{s, u} = u, min{u, g} = u, min{s, g} = s
u — min{s, u} — min{u, g} + min{s, g} = 0
u—-u—-u+s=0
—u+s=0
Karenau < smaka —u+s >0
Kasus4d:u<g<s
min{s,u} = u, min{u, g} = u, min{s, g} =g

u — min{s, u} — min{u, g} + min{s, g} = 0
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u—-u—-u+g=0
—u+g=0
Karenau < gmaka—u+g =0

Kasus5: g<u<s
min{s, u} = u, min{y, g} = g, min{s, g} = g
u — min{s, u} — min{u, g} + min{s, g} = 0
u—-u—g+g=0
—-g+g9g=0
0=0

Kasus6: g<s<u
min{s,u} = s, min{u, g} = g, min{s, g} =g
u — min{s, u} — min{u, g} + min{s, g} = 0

u—-s—-g+g=0

Karenau > s makau —s >0
Dalam semua kasus, u — min{s, u} — min{u, g} + min{s, g} = 0, sehingga
(4.6) benar. Jadi ({(s,9) — 2sy) < ({(s,w) — 2s) + ({(W, 9) — Zuy)
untuk semua s, g, u € [0,1]. Dengan demikian, aksioma (QM3) terbukti.
Karena aksioma (QM1) — (QM3) terbukti, maka terbukti bahwa (X, {)
adalah ruang quasi M-metrik.
Contoh 4.4 Ruang Quasi M-Metrik
Misalkan X # @, V s,g,u € X, didefinisikan {: X X X - R dengan

{(s,g9) = |s — gl. Akan dibuktikan bahwa { merupakan quasi M-metrik di X.



Bukti

Dari definisi, diketahui bahwa
¢(s,9) = Is — g
{(s,s)=]|s—s|=0
¢(9.9)=1g—-9l=0
(=) Misal {(s,s) = {(g,9) = {(s,g), karena
{(s,8)=Is—s|=0dan{(g,g) =g —gl =0
Maka dari persamaan di atas diperoleh
{(s,)=0=|s—gl=0=s=g

(&) Misal s = g, maka

{(s,s)=I|s—s|=0, {(g.9)=1l9g—gl=0, {(s,9)=Is—gl|l=

|s—s| =0
Sehingga {(s,s) = ¢(g,9) = {(s,9)
Dengan demikian, (QM1) terbukti
Karena z,, := min{{(s, s),{(g, g)} dan {(s, g) = [s — g|, cukup
tunjukkan bahwa
Bsg < 4(s,9)
Karena {(s,s) = |s—s| =0dan {(g,g) = |g — g| = 0, maka
Zsg = min{0,0} = 0
Maka jelas bahwa
Zsg =0<|s—gl=7{(s9)
Dari definisi, diketahui bahwa:

¢(s,9) = |s — gl, dengan 3,4 == min{{(s, 5),{(g, 9)}-
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Karena {(s,s) = |s—s| =0dan {(g,g9) = |g — g| = 0, maka
Zsg = min{0,0} = 0
Ini serupa dengan:
{(s,u) = |s — u| dan 3z, = min{0,0} = 0,
{(u,g) = |lu— g| dan z,,4 := min{0,0} = 0.
Akan dibuktikan bahwa
(¢(s,9) = 25g) < (C(5,0) = z0) + (S, 9) = Zug)
Is =gl < ls—ul +[u—-gl
Ini adalah ketaksamaan segitiga pada garis bilangan real, yang selalu benar.
Dengan demikian, (QM3) terbukti.
Maka terbukti bahwa (((S,g) — ng) < ({(s,u) —3g) + (((u, g) — Zug).
Contoh 4.5 Ruang Quasi M-Metrik
Misalkan C[0,1], himpunan semua fungsi kontinu dari interval [0,1].
Didefinisikan fungsi {: C[0,1] x C[0,1] - R sebagai berikut:
0(s,9) = tefonils(®) =g +1
Butikan bahwa ¢ adalah quasi M-mertik pada C[0,1]

Bukti
Ambil sebarang s, g,u € C[0,1]
Tuliskan notasi:
35 =min{{(s,s),{(g,9)}, Rsy:=max{{(s,s),{(g,9)}
Karena {(s,s) = ,[oqls@®) —s@®|+1=1

Maka untuk semua s, {(s,s) = 1, begitupula {(g,g9) =1,{(u,u) =1

Dengan demikian



Artinya semua self-distance bernilai 1
1. Jikas = g, maka
0(5,9) = teloqls@® —g®|+1=0+1=1
Sebaliknya, misakan
¢(s,5) ={(s,9) = {(9,9)
Karena {(s,s) = {(g,g) = 1, maka:
1=0(5,9) = teonls® —g®OI + 1= [ojls(®) — g =0
Ini hanya terjadi jika
|s(t) — g(t)| = 0 untuk semua t = s(t) — g(t)
Jadi
((s,5)=0(s,9)=0(9.9) =s=g
2. Akan dibuktikan bahwa
Bsg = 1=0(s,5) <{(s,9)
Karena .o 7ls(t) — g(¥)| = 0, maka
1(5,9) = o5ils@® —g®I+1=1
Jadi terbukti bahwa z,, < {(s, g)
3. Aksioma ketaksamaan segitiga M-metrik dirumuskan sebagai berikut:
(¢(s5,9) — 354) < Qs W) — 35) + (W 9) — Zuyg)
Karena semua mg, = 1, maka

G -D<@w-D+Cwg) -1

Subsitusikan definisi:
teoa]lS(®) = g < (Joa)Is@®) —ul®| + efo1jlu®) — gl

Ini benar karena ketaksamaan segitiga bilangan real:
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Is(®) =g (O] < [s(®) —u@®)] + |u(®) — g@©
Maka aksioma 3 terbukti.

Karena ketiga aksioma quasi M-metrik telah terbukti, maka (C[0,1],{)

merupakan ruang quasi M-metrik.
Lemma 4.6 Setiap ruang M-metrik adalah ruang quasi M-metrik, namun tidak
berlaku untuk kebalikannya (Ayoob dkk, 2023).
Bukti
Misalkan (X, m) adalah ruang M-metrik. Didefinisikan fungsi {: X X X - R
sebagai ¢ := m dan untuk setiap pasangan (s, g) digunakan notasi

3sg = min{{(s,s),{(g,9)}.

Akan ditunjukkan bahwa {(s,g) = m(s,g) adalah quasi M-metrik pada X
dengan mengecek aksioma (QM1) — (QM3).

(QM1){(s,s) = {(g,9) = ((s,9) & s = g, karena { = m, pernyataan ini
persis sama dengan syarat (M1) pada Definisi 2.19, maka (QM1)
tepenuhi

(QM2)z54 < {(s,g), karena { = m, ini identik dengan syarat (M2) pada
Definisi 2.19, dengan demikian (QM2) terpenuhi.

(QM3) (3(s, 9) — zs4) < ({(s,u) — ) + ({(w, 9) — z,y) karena { =m,
ketaksamaan ini tepat sama dengan syarat (M4) pada Definisi 2.19.
maka (QM3) terpenuhi.

Karena ¢ memenuhi (QM1), (QM2), dan (QM3), maka (X, {) adalah ruang quasi
M-metrik. Dengan demikian terbukti bahwa setiap ruang M-metrik (X, m) juga

merupakan ruang quasi M-metrik (X, {).
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Kemudian akan ditunjukkan bahwa untuk setiap ruang quasi M-metrik bukan
merupakan ruang M-metrik.
Berdasarkan Definisi 4.1 ruang quasi M-metrik tidak mensyaratkan sifat simetri:

((s,9) = ¢(g,5) (tidak wajib)
Sedangkan berdasarkan Definisi 2.19 ruang M-metrik mensyaratkan sifat simetri:

m(s,g) =m(g,s) (wajib terpenuhi)
Maka, dapat terdapat quasi M-metrik yang tidak simetri, sehingga tidak mungkin
memenuhi syarat ruang M-metrik. Artinya, tidak semua ruang quasi M-metrik
merupakan ruang M-metrik. Dengan demikian, terbukti bahwa setiap ruang M-
metrik adalah ruang quasi M-metrik, namun tidak berlaku untuk kebalikannya.
Contoh 4.6 Ruang Quasi M-Metrik

Misalkan X # @, V s,g,u € X, didefinisikan {:X XX - R dengan
{(s,g) = |s — g| + |s|. Akan dibuktikan bahwa { merupakan quasi M-metrik di
X tetapi bukan M-metrik.
Bukti
1.  Dari definisi, diketahui bahwa
{(s,9) = Is — gl +1sl
{(s,s) =Is—sl+Is| = sl
¢(9,9) =g —gl+lgl =gl
(=) Misal {(s,5) = {(g,9) = {(s, g), karena
¢(s,s) =Is—s|+Is| =Is[dan {(g,9) = lg — gl + |g| = lg|
Maka dari persamaan di atas diperoleh
{s,s)=lIsl=Is—gl+lIsl=Isl=s=g9

(&) Misal s = g, maka
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¢(s,s) = |s =sl+Isl =Isl, ¢(g.9) =1g—gl+lgl=1gl. {(s,9) =
Is =gl + sl =|s = sl +Is| = Is|
Schingga {(s,s) = {(g,9) = {(s,9)
Dengan demikian, (M1) terbukti.
Karena z,, := min{{(s,s),{(g,9)} dan {(s,g) = |s — g| + |s], cukup
tunjukkan bahwa

3sg < 4(s,9)

Misalkan {(s,s) = |s —s| + |s| = [s| dan {(g,9) = 1g — gl + |g| = gl

Karena,
¢(s,8) = Is| <(s,9) = [s—gl+Isl
Dan
¢(9.9) =19l =¢(s,9) = I|s — gl + sl
Maka
3sg =min{ls|,|gl} = {(s,9) = |s — gl + |s]
Sehingga diperoleh

Zsg <4(s,9)
Dari definisi, diketahui bahwa:

((s,9) = Is — gl +Isl. 355 =min{{(s,s),{(g,9)}

Karena
{(s,5) =|s—s|+|s| =[s]
(9,9 =1g—gl+1gl =gl
(wu) = lu—ul+ [ul = [u]
Maka

Bsg = min{ls|, |g]}



By = min{|s|, [ul }
Bug = min{lul, |g] }
Untuk membuktikan aksioma ini, akan menggunaan 6 kasus yaitu:
Kasus 1: [s| < [u| < |g]
Zsg = S|, Zeu = IS], zug = |ul
(¢(5,9) = 35g) = Is — gl + sl = Is| = |s — gl
(s, w) = zs) = Is—ul +Is| = Is| = |s —ul
(C(w9) = Bug) = lu— gl + lul = lul = lu—g|
Maka
Is =gl <ls—ul+[u—-gl
Oleh karena itu, berdasarkan ketaksamaan segitiga pada nilai mutlak di R,
diperoleh
(¢(s,9) = 359) < C(5,w) = 3e) + ({(w, 9) — Zug)
Dengan demikian, aksioma (QM3) terpenuhi untuk kasus 1.
Kasus 2: |s] < |g] < |u]
Zsg = Isl, zsu = Is|, 3ug = gl
(¢(s,9) = 35g) = Is — gl + sl = Is| = |s — gl
(s, w) —zs) = Is—ul +Is| = Is| = |s —ul
(C(w, 9) — zug) = lu—gl + lul — gl
Maka
(¢(s5,9) — 359) < Qs W) — 35) + (((W 9) — Zuyg)
Is—gl <l|s—ul+u—gl+Ilul—|gl

Karena berlaku ketaksamaan segitiga pada R
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Is—gl<lIs—ul+lu—gl
Selain itu, dari |g| < |u| diperoleh
lul = 1gl =0
Maka
Is—ul+lu—gl<Is—ul+u—-gl+ul-lgl

Akibatnya,

Is—gl<ls—ul+lu—gl<lIs—ul+|u—-gl+ul-lgl|

Dengan demikian,
(¢(s,9) = 3sg) < (G(5,w) = 350) + ({(w, 9) = Bug)
Sehingga kasus 2 terbukti.
Kasus 3: [u| < |s| < |g]
Zsg = |sl, 35y = |ul, 244 = |ul
(C(s,9) — 3sg) = Is — gl + Is| = Is| = |s — g
C(s,u) —z5) = Is —ul + [s| — |u]
(C(w, 9) — zug) = lu—gl + lul — lul = lu— g
Maka
(¢(5,9) = 35g) < G(s,w) = 35) + ($(w, ) — Bug)
Is—gl <l|s—ul+|s| —|ul + [u— gl
Is—gl<l|s—ul+u—gl+Is|—|ul
Gunakan ketaksamaan segitiga
Is—gl<ls—ul+|u—gl
Karena |u| < |s|, maka |s| — |u| = 0. Akibatnya,
ls—ul+fu—gl<|s—ul+|u—gl+Is| - |u]

Sehingga
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Is—gl<ls—ul+u—gl<l|s—ul+u—-gl+Is| = lul
Dengan demikian,
(¢(5,9) = sg) < (C(5,0) = z5u) + (S(w, @) — Zuy)
Sehingga kasus 3 terbukti.
Kasus 4: |u| < |g| < |s]
Zsg = 191, 3su = lul, z3yg = [ul
(¢(s,9) = zsg) = Is — gl + s = gl
(s, w) = zs) = Is —ul + [s] = [ul
(Cw9) = zug) = lu— gl + [ul = lul = [u - g]
Maka
(¢(s,9) = 355) < C(5,0) = ) + ($(w, 9) — Zug)
Is =gl + sl —lgl < |s —ul + Is| = lul + [u— g]
Is =gl +Isl = lgl < |s—ul + [u—gl+Is| = |ul
Kurangkan |s| pada kedua ruas, diperoleh
Is—gl—lgl <ls—ul+Ju—gl—Ilul
Gunakan ketaksamaan segitiga
Is—gl<lIs—ul+lu-gl
Mengurangkan |g| pada kedua ruas diperoleh
Is—gl—lgl <ls—ul+lu—-gl-lgl
Karena pada kasus 4 berlaku |u| < |g|, maka —|g| < —|u|. Akibatnya,
Is| —lul +lu—gl—lgl < Is —ul + |u—gl| — |ul
Dengan menggabungkan kedua ketaksamaan di atas, diperoleh
Is—gl—lgl <ls—ul+Ju—gl—I|ul

Jadi,
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(¢(s,9) = 3s5) < C(s,0) — ) + (C(w, 9) — Zug)
Sehingga kasus 4 terbukti.
Kasus 5: |g| < |s| < [ul
Bsg = 191, zsu =I5, 3ug = |91
(¢(s,9) = 3s5) = Is — gl + Is] = Ig]
(s, w) —zs) = [s—ul +Is| = Is| = |s —ul
(w9 = zug) = lu— gl + ul = gl
Maka
(¢(s,9) = 25) < (5,0 — z5) + (S, 9) — Zug)
Is =gl +1Isl—lgl < s —ul + lu— gl + [ul - gl
Gunakan ketaksamaan segitiga
Is—gl <Is—ul+|u—gl
Tambahkan |s| — |g| pada kedua ruas, diperoleh
Is—gl+Isl=lgl < |s —ul + |lu — gl +Is| =gl
Karena pada kasus 5 berlaku |s| < |u|, maka |s| — |g| < |s] — |g].
Akibatnya,
Is—ul+lu—gl+Isl =gl <Is—ul +|u—gl+ |ul - gl
Dengan menggabungkan kedua ketaksamaan di atas diperoleh
Isl =lgl < |s —ul + |lu — gl + |ul =gl
Sehingga
(3(s,9) — 355) < C(s,w) — ) + (((w, 9) — Zug)
Maka kasus 5 terbukti.

Kasus 6: |g| < |u| < |s|
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Zsg = 191, 25 = ul, 349 = 191
(¢(s,9) = zsg) = Is — gl + 1] = Ig|
C(sw) —zs) = Is —ul +Is| — |ul
(@ 9) = 2ug) = lu— gl + ul = g
Maka
(¢(s,9) = 2sg) < (5,0 = z5u) + (C(w, ) — 2ug)
Is—gl+Isl =gl <l|s—ul+Is| = ul + lu— gl + |u|l - |g]
Gunakan ketaksamaan segitiga
Is—gl<lIs—ul+[u-gl
Tambahkan |s| — |g| pada kedua ruas, diperoleh
Is —gl+ sl —lgl < |s—ul +u—gl+Isl - gl
Karena pada kasus 6 berlaku |u| < |s|, maka —|g| < —|u| + |u| — |g| dan
khususnya
Isl = 1gl < Isl = |ul + |ul - gl
Akibatnya,
Is—gl+Isl=lgl +Isl =gl < |s —ul + Is| = Jul + |[u— gl + [u] — |g]
Sehingga
(8(5,9) = sg) < C(5,0) — z5u) + (S(w, 9) — Zuy)
Maka kasus 6 terbukti.
Karena 6 kasus tersebut benar, maka
(8(s,9) — 2sg) < C(5,0) = z5u) + (C(w, @) — Zuy)
Terbukti.
Karena ketiga syarat terpenuhi, maka ¢ adalah suatu quasi M-metrik pada

X, dengan demikian pasangan (X, {) adalah ruang quasi metrik.
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Kemudian akan ditunjukkan bahwa pasangan (X,{) bukan merupakan
ruang M-metrik. Perhatikan bahwa:
{(s,9) = Is—gl+lsl. {(g,5) =g —s|+1gl
Secara umum, |s — g| = |g — s/, tetapi |s]| tidak selalu sama |g]|.
Dengan demikian, fungsi ¢ tidak memenuhi syarat dasar M-metrik, yaitu
{(s,g) # {(g,s). Oleh karena itu pasangan (X, {) bukanlah ruang M-metrik.
Contoh 4.7 Ruang Quasi M-Metrik
Misalkan X = {s, g, u} dan fungsi {: X x X — R didefinisikan oleh:
¢(s,5) =1,4(g,9) = 9, {(w,u) = 5,
¢(s,9) =10,{(g,s) =11, {(s,u) ={(w,5) =7,
¢(uwg) =¢(gu)=8
Maka, ¢ adalah quasi M-metrik pada X tetapi bukan M-metrik.
Bukti
Langkah pertama, akan dibuktikan bahwa ¢ merupakan quasi M-metrik pada X.
1. Dari fakta yang diketahui, jelas bahwa
¢(.p) =4¢(q.9) =<{(p,q)
Berlaku hanya jikap =s =qataup=g=qataup =u =¢q
Maka terbukti bahwa {(s,s) = {(g,9) = {(s,g) ©s=g
2. Akan dibuktikan bahwa z,, < {(s, g),
Bsg < (s, 9)
1<10

Bsy = ((S’ u)

1<7

Zug < ¢(u, g)
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5<8
Maka terbukti bahwa zs, < {(s, g) untuk ketiga pasangan tersebut.
3. Akan dibuktikan bahwa ({(s, g) — zs4) < ({(s,u) — z5,) + (C(w, g) —
Zug)
(C(s,9) — 7sg) < (5, 0) — 2s) + (((W, 9) — 2uy)
10-1<(7-1)+(8-5)
9<6+3
9<9
Maka terbukti bahwa
(¢(s,9) = z5g) < (C(s,0) = zu) + (S (w, @) — Bug)
Karena ketiga aksioma terbukti, maka terbukti bahwa ¢ adalah ruang quasi
M-metrik. Selanjutnya akan dibuktikan bahwa mq bukan merupakan M-
metrik. Untuk membuktikannya, akan ditunjukkan bahwa {(s, g) # {(g, s).
Terlihat jelas bahwa
{(s,9) =10 #{(g,s) =11
{(s,u) =4(u,s) =7
((w,9)=3¢(gu)=8
Karena dari ketiga pasangan tersebut terdapat pasangan asimetri yaitu: {(s, g) #
{(g, s). Maka terbukti bahwa ¢ bukan merupakan M-metrik.
Proposisi 4.8 Misalkan (X, () adalah ruang quasi M-metrik, maka untuk semua
s,g,u € X, yang memenubhi ;
1. 0= R4 +2z5 =1{(ss)+{(g9)

2. 0= Rgy— 255 =1{(s,5) — (g, 9)
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3. Rsg+3sy < (Rey+35) + (Rug + 3uy)
Bukti
Dari definisi, diketahui bahwa
Rsg = max{{(s,s),{(g,9)}
3sg = min{{(s,s),{(g,9)}
Demikian pula untuk pasangan lain seperti (s, u) dan (u, g).
Misalkan s = {(s,s), g == {(g,9), dan u := {(u, u).
Pada ruang quasi M-metrik (X,{) berlaku {(-,-) € [0,0), sehingga diperoleh
s,g,u=0.
1. Berdasarkan definisi, diketahui bahwa Ry, := max{s,g} dan z,,:=
min{s, g}.
Perhatikan bahwa:
max{s, g} + min{s,g} =s+g
Jika s < g, maka min{s, g} = s dan max{s, g} = g, sehinga jumlahnya s +
g. Jika g < s, maka min{s, g} = g dan max{s, g} = s, sehingga jumlahnya
g +s. Karena sifat komutatif dari penjumlahan, maka s+g=g+s
sehingga hasilnya tetap sama.
Dengan mensubstitusikan s := {(s,s) dan g = {(g, g), diperoleh:
Rsg + 35y = max{s, g} + min{s, g} = s+ g = {(s,5) + {(g,9)
Karena nilai ¢ pada ruang quasi M-metrik selalu bernilai > 0, maka:
0 < Rsg + 355 = (s,5) + (g, 9)
Dengan demikian, (1) tebukti.
2. Perhatikan bahwa:

max{s, g} —min{s,g} =s — g
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Jika s < g, maka max{s,g} =g dan min{s, g} = s, sehingga selisihnya
g—s=|g—s|. Jka g<s, maka max{s,g}=s dan min{s,g} =g,
sehingga selisihnya s — g = |s — g|. Berdasarkan sifat nilai mutlak, maka
|g — s| = |s — g| sehingga hasilnya tetap sama.
Dengan mensubstitusikan s := {(s,s) dan g = {(g, g), diperoleh:
Rsg — 75 = max{s, g} — min{s, g} = |s — g| = [{(s,s) — {(g, 9|
Karena nilai mutlak selalu bersifat non-negative, maka:
0 < Rgg — 259 = {(s5,5) = {(9,9)
Sehingga (2) terbukti.
3. Dari definisi (2), berlaku:
Rsg — 259 = |4(s,5) — {(g,9)]
Dengan menggunakan ketaksamaan segitiga
14(s,5) = ¢(g, Pl < 1{(s,8) = {(w, w)| + ¢ (w,u) — (g, 9)I
Berdasarkan definisi (2), untuk pasangan (s,u) dan (u, g) berlaku:
14(s,8) = {(u, W = Bsu — Bsu
1$(u,u) = (g, 9)| = Rug — 5y
Sehingga:
Rsg + 255 < (Rey + 35u) + (Rug + 2uy)
Dengan demikian, (3) tebukti.
Proposisi 4.9 Misalkan (X,{) adalah ruang quasi M-metrik dan K: X X X —
[0, ) didefinisikan oleh
K(s,g) = ¢(s,9) +(g,5) — 234
untuk semua s, g,u € X. Maka K adalah metrik Euclid, dan pasangan (X,K)

adalah ruang metrik klasik.
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Bukti

Dari definisi diketahui

K(s,g) =(s,9) +3(g,5) — 2344

Bentuk tersebut dapat ditulis sebagai berikut

K(s,9) = (3(s,9) —355) + (¢(g,5) — 3s4)

Dengan

Zsg = min{{(s,s),{(g, 9)}- (Catatan: Zsg = zgs)

Akan ditunjukkan bahwa K memenuhi 4 aksioma metrik klasik:

1.

Dari aksioma (QM2) untuk pasangan (s,g) diperoleh zg, < {(s,g)
sehingga

¢(s,9) = 2520

Terapkan aksioma (QM2) juga pada pasangan (g, s). Karena 355 = 24,
maka didapatkan juga

¢(9,5) =252 0
Karena kedua suku bernilai > 0 (tak negatif), maka K(s,g) = 0. Jadi
aksioma (1) terpenuhi.
Diketahui bahwa K (s, g) = {(s,g) + {(g,s) — 22,4, akan dibuktikan:
(=) jikaK(s,g) =0makas =g
Karena setiap suku > 0,

{(s,9) — 259 =0 dan {(g,s) — 25y =0
Maka
(s, 9) = 359 = min{{(s,s),{(g,9)}, {(g,8) = 254

Dari 35, := min{{(s, s),{(g, g)}, maka diperoleh
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{(s,5) ={(s,9), ¢(9.9) <3(g,9).
Jadi
{(s,5) =4(g,9) = 359 =(s,9) =¢(g,5)
Dengan (QM1) yaitu kondisi identitas untuk quasi M-metrik: {(s,s) =
{(g,9) = {(s,g) © s = g. Maka dapat disimpulkan bahwa s = g
(&) Jikas = gmaka K(s,g) =0
K(s,g) = ¢(s,9) +¢(g,8) — 235
Jika s = g maka
K(s,s) ={(s,s) +{(s,5) — 234
= 2{(s,s) — 2min{{(s,s),{(s,s)}
=0
Dengan demikian, terbukti bahwa K(s,g) =0 & s =g.
Karena {(s,g) = {(g,s) dan 355 = 345 (minimum dua bilangan bersifat
simetri) maka jelas bahwa
K(s,g) = {(s,9) +(g,5) — 2254 =
¢(g,5) +(s,9) — 2355 = K(g,5)
Sehingga K (s, g) = K(g, s). Maka terbukti.
Akan dibuktikan K (s, g) < K(s,u) + K(u, g) untuk setiap s, g, u € X.
Diketahui definisi
K(s,g) = ¢(s,9) +(g,8) — 235
Bentuk tersebut dapat ditulis sebagai berikut
K(s,9) = ({(s,9) — z5g) + (3(g,5) — 2sg)
Ingat bahwa z55 = 3 4.

Gunakan (QM3) (ketaksamaan segitiga dalam quasi M-metrik)
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Ambil K(s, g) =
(¢(s5,9) = 3sg) < ((5,0) = 30) + (((, 9) = Buy) (4.7)
Ambil K(g,s) =
(¢9,9) = 3gs) < (S(g,u) — zgu) + (W, 5) = Zus) (4.8)
Jumlahkan kedua pertidaksamaan (4.7) + (4.8)
(¢(s,9) = 3s9) + (¢(g,5) — 5g5)
< (@G w) = z0) + (. 9) — 7))

+((2(g.1) = Zgu) + €W, ) = Z4s))
Perhatikan kedua ruas, kemudian mulai dari ruas Kiri terlebih dahulu
(¢(s,9) = 35g) + (§(g,5) — 245) = (5,9) +{(g,5) — 2355 = K(5,9)
Kemudian lihat ruas kanan. Kelompokkan suku sesuai definisi K dan

gunakan simetri g, = Zpq

(GG w) = 20) + (C@w.9) = 209)) +

(69w = 2g0) + €@, 5) = 205) ) =
(Glsw) = 20) + C(w,9) = 5us)) +
(€ 9) = 24g) + (Gl w) — 200)) =
(mq(s,u) + mq(w, s) — 2mqg,) + (mq(u, 9) + mq(g,u) — 2mqyg) =
K(s,u) + K(u,g)
Maka terbukti bahwa K (s, g) < K(s,u) + K(u, g)

Karena K memenuhi semua aksioma dari metrik klasik, maka K adalah metrik

dan pasangan (X, K) adalah ruang metrik klasik.
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Proposisi 4.10 Misalkan (X,{) adalah ruang quasi M-metrik dan H: X X X —
[0, o0) didefinisikan oleh

_9s,9)+¢(g,5)

h(s, g) >

untuk semua s, g,u € X. Maka H adalah M-metrik, dan pasangan (X, H) adalah
ruang M-metrik.
Bukti

Dari definisi diketahui

_ {(s,g9) +{(g,s)

h(s, g)

2
Dengan
35 = min{{(s,s),{(g,9)}. (Catatan: Zsg = ng)
_ Q(s,5)+(s,s) _
Karena h(s,s) = ——=mq (s,s), maka
th = min{h(s, S), h(g, g)} = min{{(sl S)I {(gl g)} = ng
Dan

Hsg = maX{h(S, S)I h(g, g)} = maX{{(S, S)I ((gl g)} = ng
Akan ditunjukkan bahwa h memenuhi 4 aksioma M-metrik:
1. Diketahui bahwa h(s, g) = <2292 akan dibuktikan:

(&) jika s = g maka h(s,s) = h(g,g) = h(s,g)

(59 +3(s,9) _
2

h(s,s) {(s,s)
Sehingga jelas bahwa h(s,s) = h(g, g) = h(s, g) (semuanya sama dengan

¢(s,5))

(=) jika h(s,s) = h(g,g) = h(s,g) makas = g

Misalkan a := {(s,s) = h(s,s) = h(g,9), x :== {(s,g) dany := {(g, ).
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x+y

Dari h(s, g) = —-=a dan aksioma (QM2) yaitu: 35, < {(s, g) diperoleh

a =min{{(s,s),{(g,9)}<x, a<y.

Karena x > a dan y > a tetapi % = a, maka wajib x = y = a. Jadi

{(s,8) =¢(9,9) =4(s,9)
Dengan (QM1), dapat disimpulkan bahwa s = g.
Maka terbukti.

—((s,g)-zkf(g,s), cukup tunjukkan

Karena hyy = 754 dan h(s, g) =

{(s,9) +{(g,s)
sg = 2

Ingat bahwa z55 = 34
Dari (QM2) berlaku z54 < {(s, g) dan 34 < {(g,s).
Jumlahkan kedua ketaksamaan:
Bsg + 245 < {(s,9) +(9,9)
Sehingga:
2359 < 4(s,9) + (g, 5)
Bagikan kedua ruas dengan 2:

¢(s,9) +{(g,s)

sg — 2

Karena ruas kanan adalah h(s, g), maka

hsg = zsg < h(s,9)
Maka terbukti hsy < h(s, g).
Berdasarkan definisi fungsi h:

_ {(s,9) +¢(g,s)

h(s, g) 5




Karena penjumlahan bersifat komutatif, yaitu mq(s, g) + {(g,s) =
{(g,s) + (s, g), maka

_$9)+8(gs) _$(g,5)+4(s9) _

h(s,g) > >

h(g,s)
Dengan demikian, terbukti bahwa h(s, g) = h(g,s)

(h(S, g) - hsg) < (h(s,u) — hg) + (h(u' g)— hug)-
Tuliskan

¢(s,g) +{(g,5)

z
2 59

(h(S» g)— hsg) =

_ (((5: g) - ng) + (((Q,S) - ng)
2

Gunakan (QM3) (ketaksamaan segitiga dalam quasi M-metrik)
Terapkan (QM3) pada (s, g)

(C(5,9) —359) < Q(s,w) —3) + (((w,9) — 2yy)  (4.10)
Terapkkan (QM3) pada (g, s)

(¢(g,5) = 3g5) < ($(gu) = Bgu) + (C(,8) — zys)  (4.11)

Jumlahkan kedua pertidaksamaan (4.10) + (4.11)

(((5' g) - ng) + (((g' 5) - ng)
2

(G w) = 20) + (Cw 9) - 7up))

<
2

((€Caw) = 2gu) + Cw,5) = 2u))
" 2

(h(s,g) — hsg) < (h(s,u) — hg) + (h(u,g) — hug)
Dengan memakai hg,, = 3, dan hy,; = z,,.

Maka terbukti.
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Karena H memenuhi semua aksioma dari M-metrik, maka H adalah M-metrik dan

pasangan (X, H) adalah ruang M-metrik.

4.2 Kajian Penelitian dalam Perspektif Islam

Pembahasan mengenai ruang quasi M-metrik menunjukkan bahwa suatu
konsep matematika dapat diterima apabila memenuhi syarat dan aturan yang telah
ditetapkan. Dalam ruang quasi M-metrik, nilai jarak antara dua titik tidak harus
memenubhi sifat simetri, sehingga dapat berlaku {(s, g) # {(g,s) Selain itu, nilai
jarak diri {(s, s) juga tidak selalu bernilai nol. Walaupun demikian, selama ketiga
syarat pada definisi quasi M-metrik terpenuhi, yaitu (QM1), (QM2), dan (QM3),
maka ruang tersebut tetap sah sebagai objek kajian dalam analisis.

Pemahaman ini dapat dikaitkan dengan prinsip dalam Islam. Pada Al-
Qur’an surah At-Thalaq ayat 12 dijelaskan bahwa Allah menciptakan langit dan
bumi dengan ukuran dan ketentuan tertentu. Ayat ini memberikan gambaran
bahwa keteraturan tidak bergantung pada kesamaan bentuk atau sifat, tetapi pada
adanya ketentuan yang jelas. Hal ini serupa dengan ruang quasi M-metrik, yang
tetap dianggap teratur meskipun tidak memenuhi simetri seperti ruang metrik atau
M-metrik.

Pada surah Al-Mulk ayat 3, Allah menegaskan bahwa tidak terdapat
ketidakseimbangan dalam ciptaan-Nya meskipun diamati berulang-ulang. Prinsip
ini memiliki kemiripan dengan proses pembuktian dalam matematika, di mana
suatu pernyataan diuji melalui definisi, contoh, dan pembuktian untuk
memastikan tidak ada pertentangan dengan aturan yang berlaku. Selanjutnya,

surah Al-Bagarah ayat 186 menjelaskan bahwa Allah dekat dengan hamba-Nya.
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Dalam matematika, istilah kedekatan biasanya dinyatakan melalui jarak antar titik.
Walaupun maknanya berbeda, perbandingan ini dapat memberikan gambaran
bahwa konsep jarak tidak hanya dapat dipahami secara matematis, tetapi juga
dapat dikaitkan dengan makna spiritual, yaitu semakin dekat seseorang kepada
Allah melalui ibadah dan doa, semakin besar pengaruhnya terhadap kehidupan.
Berdasarkan uraian tersebut, penelitian mengenai ruang quasi M-metrik
tidak hanya menambah kajian dalam bidang analisis, tetapi juga menunjukkan
bahwa ilmu pengetahuan dapat dipahami berdampingan dengan nilai-nilai
keislaman. Ketelitian dalam mendefinisikan, memberi contoh, dan membuktikan
suatu konsep mencerminkan bahwa ilmu dibangun secara bertahap dan mengikuti
aturan yang jelas, sebagaimana ciptaan Allah yang juga diatur dengan ketetapan

yang sempurna.



BAB V
PENUTUP

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil kajian dan pembahasan yang telah dilakukan pada bab
sebelumnya, dapat disimpulkan bahwa:

1. Ruang quasi M-metrik merupakan bentuk generalisasi dari ruang M-metrik
dengan menghilangkan sifat simetri, namun tetap mempertahankan sifat-
sifat penting lainnya seperti identitas jarak dan ketaksamaan segitiga.

2. Setiap ruang M-metrik merupakan ruang quasi M-metrik, tetapi tidak
berlaku sebaliknya. Hal ini menunjukkan bahwa quasi M-metrik bersifat
lebih umum, karena tidak mengharuskan fungsi jaraknya simetri.

3. Dari suatu ruang quasi M-metrik, dapat dibangun dua fungsi baru, yaitu:
Fungsi K(s,g) = {(s,g) + {(g,s) — 2354 yang membentuk ruang metrik

{(s,9)+(g.s)

klasik, dan fungsi h(s, g) = -

yang membentuk ruang M-metrik.

4. Melalui contoh dan pembuktian yang telah diberikan, dapat disimpulkan
bahwa aksioma quasi M-metrik bersifat konsisten, dan dari quasi M-metrik
tersebut dapat didefinisikan metrik dan M-metrik melalui fungsi tertentu
yang telah diverifikasi memenuhi semua aksiomanya.

Dengan demikian, penelitian ini menunjukkan bahwa ruang quasi M-metrik
merupakan generalisasi yang menggabungkan sifat asimetri dari quasi metrik dan
sifat self-distance pada M-metrik. Hal ini menjadikan quasi M-metrik sebagai
bentuk perluasan yang lebih fleksibel untuk merepresentasikan jarak pada

himpunan tak kosong.
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5.2 Saran untuk Penelitian Lanjutan

1. Penelitian berikutnya dapat memperluas kajian mengenai penerapan ruang
quasi M-metrik dalam analisis titik tetap, khususnya pada pemetaan
kontraktif dan studi konvergensi, mengingat ruang ini merupakan
generalisasi dari beberapa bentuk ruang metrik.

2. Hubungan antara topologi yang diinduksi oleh quasi M-metrik dan topologi
yang berasal dari generalisasi ruang metrik lainnya perlu diteliti lebih lanjut,
agar diperoleh pemahaman yang lebih lengkap mengenai sifat-sifat
topologis yang muncul.

3. Penelitian lanjutan dapat mengembangkan contoh-contoh quasi M-metrik
yang lebih bervariasi, misalnya dengan menggunakan fungsi nonlinier,
fungsi berbasis integral, atau konstruksi lain yang dapat menghasilkan

perilaku jarak yang lebih kompleks.
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