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ABSTRAK

Maurobi, Ivan. 2025. Product-Norm Pada Ruang Linear. Skripsi. Program Studi
Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana
Malik lbrahim Malang. Pembimbing: (1) Dian Maharani, S.Pd., M.Si. (2) M.
Nafie Juhari, M.Si.

Kata Kunci: Ruang Linear, Ruang Bernorm, Product-Norm, Ruang Banach, Ruang
Vektor.

Penelitian ini membahas tentang Product-Norm pada Ruang Linear, yang merupakan
pengembangan dari konsep ruang vektor dan ruang bernorma. Product-norm digunakan
untuk mengukur “panjang” atau “besarnya” elemen pada hasil kali dua ruang vektor
bernorma, seperti V/; x V,. Beberapa bentuk product-norm yang umum digunakan antara
lain norm Euclidean, norm maksimum, dan norm jumlah, yang masing-masing
memberikan struktur topologis berbeda hamun tetap memenuhi aksioma norm. Penelitian
ini bertujuan untuk membuktikan keberadaan dan sifat-sifat product-norm pada ruang
linear, termasuk sifat linearitas, homogenitas, ketaksamaan segitiga, dan kelengkapan
ruang (completeness). Hasil yang diperoleh menunjukkan bahwa jika setiap komponen
ruang produk merupakan ruang Banach, maka ruang produk tersebut juga merupakan ruang
Banach terhadap product-norm.

Xi



ABSTRACT

Maurobi, Ivan. 2025. Product-Norm in Linear Spaces. Thesis. Mathematics Study
Program, Faculty of Science and Technology, Maulana Malik Ibrahim State
Islamic University Malang. Advisors: (1) Dian Maharani, S.Pd., M.Si. (2) M.
Nafie Juhari, M.Si.

Keywords: Linear Space, Normed Space, Product-Norm, Banach Space, Vector Space.

This study discusses Product-Norm in Linear Space, which is an extension of the concepts
of vector space and normed space. Product-norm is used to measure the “length” or
“magnitude” of elements in the product of two normed vector spaces, such as V; X V.
Some commonly used forms of product-norm include Euclidean norm, maximum norm,
and sum norm, each of which provides a different topological structure but still satisfies
the norm axioms. This study aims to prove the existence and properties of product-norms
in linear spaces, including linearity, homogeneity, triangle inequality, and space
completeness. The results show that if each component of the product space is a Banach
space, then the product space is also a Banach space with respect to the product-norm.
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BAB |
PENDAHULUAN
1.1 Latar Belakang

Konsep dasar dalam pembentukan ruang norm berakar dari struktur
fundamental dalam aljabar linear, yaitu ruang vektor. Ruang vector atau ruang
linear merupakan suatu himpunan yang anggotanya disebut vektor, dengan dua
operasi dasar: penjumlahan vektor dan perkalian skalar. Kedua operasi ini
memungkinkan manipulasi vektor secara sistematis dan matematis. Dalam
pengertian formal, ruang vektor atas suatu lapangan IF (misalnya bilangan real R
atau kompleks C) adalah himpunan tak kosong V yang dilengkapi dengan fungsi
penjumlahan V x V dan perkalian F x V — V, yang memenuhi sejumlah aksioma
seperti asosiatif, komutatif, dan keberadaan elemen identitas (Rynne & Youngson,
2008).

Setelah memahami materi terkait ruang vektor, setelah itu mempelajari materi
terkait ruang hasil kali dalam dan ruang norm. Pada ruang hasil kali dalam dapat
didefinisikan norm menggunakan hasil kali dalamnya. Misal X adalah ruang vektor
atas IF maka fungsi ||. ||: — R untuk setiap x, y € X dan a € F disebut norm apabila
memenuhi aksioma-aksioma pada ruang norm (Rynne & Youngson, 2008).

Ruang norm merupakan ruang linear yang dilengkapi dengan suatu norm ||.||.
Teorema pada ruang norm yang menjelaskan bahwa setiap ruang norm merupakan
ruang metrik mengakibatkan semua konsep, pengertian, sifat-sifat, serta teorema-
teorema yang berlaku pada ruang metrik berlaku juga pada ruang bernorma.

Salah satu bentuk penting dari norm adalah product norm, yang diterapkan

pada product Kartesius dari dua atau lebih ruang vektor norm. Dalam ruang product



V1 X V,, product norm dapat didefinisikan dengan beberapa cara, seperti norm

Euclidean  [[(xxy, x2) |l = y/llx1[12 + [Ix2[12, norm  maksimum  [|(xy, x,)|| =
max (|[x1]], llx21]), atau norm jumlah || (xq, x,) || = llx4|llx2]|. Ketiga jenis norma
ini memberikan struktur yang berbeda namun semuanya valid sebagai norm dalam
ruang product (Kolmogorov & Fomin, 1970).

Ruang linear dengan product norm memiliki sifat-sifat penting yang
berkaitan erat dengan komponen-komponen penyusunnya. Misalnya, jika V/; dan V.,
masing-masing adalah ruang Banach (ruang vektor bernorma lengkap), maka ruang
product V; x V, dengan product norm tertentu juga merupakan ruang Banach.
Dengan demikian, product norm tidak hanya mempertahankan struktur aljabar dari
ruang vektor, tetapi juga menjaga sifat topologis seperti kelengkapan dan
konvergensi, sifat-sifat product-norm pada ruang linear inilah yang akan dibahas
lebih mendetail (Rudin, 1991).

Manusia adalah makhluk Allah yang paling sempurna. Predikat ini diperoleh
karena manusia dianugerahi akal. Anugerah ini menjadikan manusia bisa
membedakan mana yang baik dan buruk. Adanya akal ini juga menjadikan manusia
untuk selalu berfikir akan ciptaan Allah yang begitu menakjubkan. Al-Qur’an juga
menyeru terhadap umat manusia untuk merenung, memperhatikan dan memikirkan
ciptaan Allah SWT baik langit, bumi maupun diantara keduanya. Sebagaimana

disebutkan dalam Q.S Ali Imran ayat 190.

“Sesungguhnya dalam penciptaan langit dan bumi, dan silih bergantinya malam
dan siang terdapat tanda-tanda bagi orang-orang yang berakal. ”(190)

“ (vaitu) orang-orang yang mengingat Allah sambil berdiri atau duduk atau dalam
keadaan berbaring dan mereka memikirkan tentang penciptaan langit dan bumi
(seraya berkata): “Ya Tuhan Kami, Tiada Engkau menciptakan ini dengan sia-sia,
Maha Suci Engkau, maka peliharalah kami dari siksa neraka.” (191) (Departemen
Agama RI., 2006).



Ayat ini menjelaskan anjuran manusia untuk selalu menggunakan akalnya
untuk berfikir tentang ciptaan Allah baik itu yang ada dilangit, bumi maupun
keduanya. Ini menunjukkan adanya interaksi manusia dengan ciptaan Allah dan
sama dengan konsep Hablum minas-nas. Interaksi ini menandakan adanya

hubungan horizontal antara manusia dan ciptaan Allah.

Hubungan vertikal dan horisontal ini memiliki keterkaitan yang erat. Manusia
yang berfikir tentang ciptaan Allah pasti akan merasa kagum dan senantiasa
mengakui keagungan Allah. Mereka akan sadar bahwa ilmu yang mereka dapatkan
sangatlah sedikit. Orang-orang yang selalu mengingat Allah tidak akan berlaku
sombong. Mereka akan selalu berusaha menjadi orang yang bermanfaat baik untuk

dirinya sendiri ataupun untuk sesamanya.

Pada ayat Q.S. Ali Imran 190-191 menjelaskan bahwa dalam penciptaan
langit, bumi, serta pergantian malam dan siang terdapat tanda-tanda kebesaran
Allah bagi orang-orang yang berakal. Manusia dianugerahi akal agar mampu
merenungkan keteraturan dan keserasian ciptaan Allah, sehingga menumbuhkan

kesadaran akan keagungan-Nya dan menjauhkan diri dari kesombongan.

Dalam matematika, khususnya pada konsep ruang vektor, kita mengenal
suatu himpunan vektor yang tunduk pada aturan penjumlahan dan perkalian skalar.
Setiap unsur dalam ruang linier saling berhubungan dalam keteraturan tertentu.
Ketika kita memperluas konsep ini ke product space (ruang hasil kali), kita
menggabungkan dua atau lebih ruang linier, lalu mendefinisikan ukuran kesatuan
itu melalui product-norm. Misalnya, pasangan (x, y) dalam ruang X X Y memiliki

norma gabungan:



1Ce, I = VIlxIIZ + [lyll?

Analogi ini dapat dipahami sebagai gambaran bagaimana dua entitas berbeda
seperti langit dan bumi, atau malam dan siang membentuk satu kesatuan harmonis
yang dapat diukur keteraturannya. Sama halnya dengan hubungan manusia dengan
Allah (vertikal) dan manusia dengan alam atau sesama (horizontal), keduanya tidak

berdiri sendiri, tetapi membentuk satu kesatuan nilai yang saling melengkapi.

Dengan demikian, ayat tersebut dapat dimaknai sejalan dengan prinsip ruang
linier dan product-norm, yaitu menegaskan bahwa keberagaman unsur ciptaan
Allah bukanlah sesuatu yang berdiri sendiri-sendiri, melainkan membentuk
harmoni yang dapat dipahami, diukur, dan direnungi oleh akal manusia. Hal ini
meneguhkan bahwa keteraturan kosmik adalah tanda kekuasaan Allah, sama seperti

keteraturan matematis yang ada dalam struktur ruang linier dengan product-norm.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan uraian latar belakang masalah di atas, rumusan masalah pada
penelitian ini adalah bagaimana sifat-sifat product-norm pada ruang linear dan
pembuktiaannya?
1.3 Tujuan Penelitian

Berdasarkan rumusan masalah yang telah diuraikan di atas, maka tujuan dari
penelitian ini adalah untuk membuktikan sifat-sifat product-norm pada ruang linear.
1.4 Manfaat Penelitian

Dengan adanya penelitian skripsi ini, diharapkan dapat memberi manfaat, di
antaranya:

1. Bagi Penulis



Manfaat dari Penelitian ini adalah penulis mendapatkan pengetahuan terkait
product-norm pada ruang linear.
2. Bagi Pembaca

Selain itu pembaca juga memperoleh ilmu untuk menjadikan penelitian ini
sebagai referensi dalam penelitian-penelitian selanjutnya, misal penelitian
tentang sifat-sifat kelangkapan atau kekontinuan pada product-norm pada
ruang linear.

1.5 Batasan Masalah
Penelitian ini hanya membahas mengenai sifat-sifat product-norm pada

ruang linear.

1.6 Definisi Istilah

1. Ruang vektor atau ruang linear adalah himpunan vektor yang dilengkapi
dengan operasi penjumlahan vektor dan perkalian dengan skalar.

2. Ruang bernorma adalah ruang vektor yang dilengkapi dengan suatu fungsi
norma, yaitu fungsi yang mengaitkan setiap vektor dengan suatu bilangan
real tak negatif.

3. Ruang hasil kali dalam adalah ruang vektor yang dilengkapi dengan suatu
operasi hasil kali dalam, yaitu pemetaan yang menghubungkan setiap
pasangan vektor dengan sebuah bilangan skalar dan memenubhi sifat
linearitas, simetri atau hermitian.

4. Product Kartesius adalah himpunan semua pasangan terurut (a, b)yang
dibentuk dari dua himpunan A dan B, dengan setiap a berasal dari A dan

setiap b berasal dari B.



5. Product norm adalah norma yang didefinisikan pada hasil kali Kartesius
dari dua atau lebih ruang bernorma, yang mengukur “ukuran” pasangan
atau tupel elemen dari ruang-ruang tersebut dan memenuhi sifat-sifat dasar

norma: positif definit, homogenitas, dan ketaksamaan segitiga.

6. Fungsi f : X - Y disebut fungsi terukur jika untuk setiap himpunan
terukur B € Y praimajunya f~1(B) merupakan himpunan terukur dalam

X.



BAB I1
KAJIAN TEORI

2.1 Teori Pendukung

Pada bagian teori pendukung akan diberikan konsep pendukung yang

meliputi beberapa definisi, lemma dan teorema yang terpaut dengan pembahasan,

yaitu terkait Ruang Bernorma, Product-Norm, Ruang Banach, Ruang Vektor.

2.1.1 Ruang Vektor / Ruang Linear (Rynne&Youngson, 2008)

Ruang vector/ruang linear (vector space/linear space) atas lapangan FF

adalah himpunan tak kosong V yang dilengkapi dengan dua fungsi, yaitu fungsi

yang memetakan V X ¥ — ¥ dan fungsi yang memetakan IF x V' — ¥, yang secara

berturut-turut dinotasikan dengan x + y dan ax, untuk setiap x,y € Vdan a € F,

sedemikian hingga untuk setiap «, § € FF dan x,y,z € V berlaku:

1.

2.

3.

x +y =y + x (komutatif pada penjumlahan)

(x +y)+z =x + (y + z)(assosiatif pada penjumlahan)

Terdapat 0 € V sedemikian hingga x + 0 = x (eksistensi identitas pada
penjumlahan)

Terdapat — x € V sedemikian hingga x + (—x) = 0 (eksistensi invers pada
penjumlahan)

1x = x (eksistensi identitas pada perkalian)

a (Bx) = (af ) x (assosiatif pada perkalian)

a (x +y)=ax +By (distribusi kiri perkalian skalar terhadap penjumlahan
vector)

(¢ + B) x = ax +Ly (distribusi kanan perkalian vektor terhadap



penjumlahan skalar).
Jika F = R maka V merupakan ruang vektor riil (real vector space). Jika IF = C
maka V merupakan ruang vektor kompleks (complex vector space). Anggota
dari F disebut skalar dan anggota dari V disebut vektor. Operasi x + y disebut
penjumlahan vektor (vector addition) dan operasi ax disebut perkalian scalar.
Teorema 2.1
Misalkan V suatu ruang vektor, merupakan suatu vektor pada V dan adalah suatu

skalar maka berlaku:

1. Ox=0
2. k0=0
3. —1(x) = —x

4. jikakx =0 makak =0atau=0.
Bukti:

1. Berdasarkan definisi 2.1.1 diperoleh:
0x + 0x = (0 + 0)x (sifat 8)
=0x
Berdasarkan sifat 4 terdapat —0x € V. Dengan menambahkan —0x pada
kedua ruas di atas sehingga diperoleh:
Ox + 0x + — O0x = 0x + (—0x)
0x + (0x + (—0x)) = 0x + (—0x)(sifat 2)
O0x + 0 = 0 (sifat 4)
0x = 0 (sifat 3)

2. Bedasarkan sifat 7 pada definisi 2.1.1 diperoleh:

kO + kO = k(0 + 0) (sifat 7)



= kO
Berdasarkan sifat 4, vektor kO € V terdapat - k0 € V. Dengan menambahkan
— k0 pada kedua ruas di atas sehingga diperoleh:
k0O + kO + (-k0) = kO+ (-k0)
kO + (kO + (-k0)) = (kO + (-k0)) (sifat 2)
k0 + 0 =0 (sifat 4)
k0 = 0 (sifat 3)
3. Untuk menunjukkan -1(x) = - x maka melihat pada teorema 2.1 bagian 1,
yaitu Ox = 0. Vektor Ox dapat ditulis (14(-1)) x , maka berlaku
Ox = (14 (—1)) x (sifat invers pada penjumlahan)
= x (1+(-1)) x (sifat 8)
Sehingga diperoleh -1(x ) =- x
4. Untuk k = 0 dan x # 0 maka kx = 0 sedangkan untuk k # 0 dan x =0
maka kx = 0. Dapat disimpulkan jika kx =0 maka k = 0 atau x =

0 (Anton & Rorres, 2004).

2.1.2 Ruang Bernorma
Definisi 2.1 (Rynne & Youngson, 2001)
Sebuah ruang vektor V dikatakan sebagai ruang bernorma apabila terdapat
pemetaan fungsi norm V ke bilangan riil tak negatif, ditulis ||v|| untuk setiap v €
V' dan memenuhi aksioma berikut

(). [llvll = 0, untuk setiap v € V

(i). |lv|l = 0 jika dan hanya jika v = 0,

(iii). |lav|| = |a]|llv]|, untuk setiap v € V dan a € R,
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(iv). [lu+v| < |lull + |lv]], untuk setiap u, v € V.
Ruang vektor yang memiliki dengan suatu norm disebut ruang bernorm
(dinotasikan ||-]|).
Contoh 2.1

Untuk setiap x = (x4, x5, ..., X,,) € R", didefinisikan

n
x|l = Z x|, Vx € R,
i=1

i=

Buktikan bahwa (R™, ||-|]|) adalah ruang bernorma.
Penyelesaian. Ambil sebarang x, y € R™ dan « € R.

1. Akan ditunjukkan ||x|| = 0

n

Il =D Jul =l + || + -+ ] 2 0
i=1

Jadi, aksioma 1 terpenuhi.
2. Akan ditunjukkan |[x|| = 0 jika dan hanya jika x = 0.
= Jika ||x]| = 0 maka x = 0.

Diketahui ||x|| = 0 artinya,

n
Dl =l xl e Pl = 0
i=1

X1 =%y, =+=x,=0
x = 0.
< Jika x = 0 maka [|x]|| = 0.
Diketahui x = 0, artinya x = (x4, x5, ..., x,) = (0,0, ...,0).

Sehingga dapat dituliskan

n
Il = > il = bal + gl + -+ el = 10] + 0] 4+ 0] = 0.
i=1

Dengan demikian, aksioma 2 terpenuhi.
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1. Akan ditunjukkan [lax|| = |a|||x]|.

n n n
el = > Jaoxd =Y Jalll = 1al (D ) = lallixl,
i=1 i=1 i=1

Jadi, aksioma 3 terpenuhi.

2. Akan ditunjukkan ||x + y|l < lIxIl + lly]l.

n

Ix+yll = z 1|xi +yil = Ix +y1l + g +yo |+ + I + 4l
=

< g |+ [ygl + [xa| + [y2| + -+ [xn] + |ynl

= |xq| + [xz| + -+ |xp| + |ya| + [y2| + -+ |yl

n n
=D+ Iyl =l + iyl
=1 i=1

Jadi, aksioma 4 terpenuhi.
Karena dari ke-4 aksioma terpenuhi, maka (R™,||-|) adalah ruang

bernorma.

Definisi 2.2 (Konvergen pada Ruang Norma) (Christensen, 2010)
Sebuah barisan (x;,) padaruang bernormaV konvergen ke v € V jika untuk setiap
€ > 0 terdapat N € N sedemikian sehingga k > N

lv—vll <e
yang artinya
lve — vl = 0 untuk k — oo
atau bisa ditulis
v, 2 vuntuk k - oo

atau
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v = lim v.

k—oo

Definisi 2.3 (Christensen, 2010)
Misalkan ¥V merupakan ruang bernorma.
(i). Diambil sebuah titik v, € V, sehingga bola berpusat pada v, dengan jari-
jarir > 0, maka
B(vy, ) ={v € V|llv—w,ll <7}.
(i). Titik v, € V, sedemikian sehingga persekitaran dari v, adalah subset dari V

dan terkandung bola B (v,, §) untuk setiap § > 0.

Definisi 2.4 (Christensen, 2010)
Misalkan ¥V merupakan ruang bernorma, dan W subset dari V.
(i). W terbuka jika untuk setiap v, € W terdapat § > 0 sehingga
B(vy,8) € W.
(if). Komplemen dari W yaitu
We = V\W.
(iii). W tertutup jika komplemen W terbuka.
Lemma 2.1 (Christensen, 2010)
Misalkan (X, ||]|) merupakan suatu norm dan A c X. Sedemikian sehingga
pernyataan di bawah ini ekuivalen:
2.1.1 A tertutup.
2.1.2 Jika suatu barisan (x,,) di A dan (x,) — x maka x € A.
Bukti. (—) Misalkan A tertutup sehingga A€ terbuka. Lalu diambil sebuah barisan
(x,) konvergen di A dan (x,) — x. Asumsikan x € A°, maka terdapat § > 0

sedemikian sehingga
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B(x,6) € A°

Karena B(x,§) mengandung koleksi barisan (x,), maka berakibat x,, € A¢, ini
kontradiksi dengan permisalan awal bahwa barisan (x,,) di A, maka x € A.

(<) asumsikan A tidak tertutup, maka A€ tidak terbuka. Artinya mengandung u €
A€ sehingga diperoleh

B(x,8) € A°, V8 >0

Ambil § = =,n = 1,2, ... maka diperoleh barisan (u,,) sedemikian sehingga u,, €

1
n

B (x, %) dan u,, € A, vn. Maka dari itu diperoleh

1
lu, —ull < — o 0.
Berdasarkan (ii) maka u € A€ suatu kontradiksi.

2.1.3 Kekonvergenan pada fungsi terukur

Definisi 2.5 (Robert G Bartle, 1996)

Misalkan (f;,) adalah barisan fungsi-fungsi terukur. Barisan (f,,) dikatakan
konvergen hampir di mana-mana ke f jika terdapat himpunan M € 8 dengan
u(M) = 0 sedemikian sehingga untuk setiap € >0 dan x € X\M terdapat

bilangan asli N (&. x) sedemikian sehingga jika n = N(e. x), maka
/() = fFOOl < e
Definisi 2.6 (Robert G Bartle, 1996)

Misalakan (f;,) adalah barisan fungsi-fungsi terukur.
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Barisan (f3,) di L,, konvergen dalam L,, ke f, dengan f € L,, jika untuk setiap £ >

0 terdapat bilangan asli N (&) sedemikian sehingga jika n > N (&), maka

1

= £l = {[ e = rpaf” <&
Barisan (f3,) di L, dikatakan cauchy dalam L,, jika untuk setiap £ > 0 terdapat
bilangan asli N (&) sedemikian sehingga jika m,n = N(¢).
Definisi 2.7 (Robert G Bartle, 1996)
Misalkan (f,,) adalah barisan fungsi-fungsi terukur.

Barisan (f;,) dikatakan konvergen dalam ukuran ke f, jika
im o ({x € X:fo () = f(O)| 2 a}) =0

Untuk setiap a > 0.
Hubungan anatara berbagai jenis konvergen pada fungsi terukur.

Suatu barisan f,, yang konvergen hampir di mana-mana ke suatu fungsi f di L,,,
tetapi tidak mengakibatkan konvergen dalam L,,. hal ini dapat dilihat pada contoh

berikut:
Contoh:

Misalkan f,, = nx[lg].

n'n

Akan ditunjukkan barisan f,, = nx[lz] konvergen hampir dimana-mana ke f =0

n'n

Ambil & > 0 sebarang
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Ambil x € X
- Jika < 0, maka f,,(x) = nX[lz] =0

Jadi f;, konvergen ke f =0

- Jika0o<x<?2
Pilih N, sedemikian hingga N, > %

Akibatnya |f,,(x) — 0| = nx[lg] =0<e Vn=N,

n'n

- Jikax > 2, maka f,,(x) = 0,Vn

Dengan demikian f,, konvergen ke f = 0.

2.1.4 Ruang Banach

Definisi 2.8 (Rynne & Youngson, 2001)

Misalkan X ruang bernorma dan misalkan {x,} sebuah barisan di X. Untuk setiap
bilangan bulat positif n, misalkan s,, = Y.7_; x;, menjadi jumlah sampai suku ke-

n pada barisan. Y-, x;, dikatakan konvergen jika terdapat lim s, di X dan
n-—-oo

dengan demikian diperoleh

(o]

E X = lim s,
n—-oo

k=1

Teorema 2.2 (Rynne & Youngson, 2001)

Misalkan X ruang bernorm dan misalkan {x; } sebuah barisan di X. Jika Y7, || x|
konvergen maka Y.z, x;, konvergen.

Bukti. Misalkan & > 0 dan misalkan s,, = Y;;—; xx menjadi jumlah sampai suku
ke-n pada barisan. Sebagai ;-4 |[xx || konvergen jumlah suku pada Y37, ||xkl|

dan membentuk sebuah barisan Cauchy sehingga terdapat N € N sehingga
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Yrensallxkll < & di manam > n >> N. Oleh karena itu, menurut ketaksamaan
segitiga, dimanam >n > N

lsm = sall < D lixell < e
k=n+1

Karena (s,) barisan Cauchy dan konvergen maka X lengkap. Jadi Y, xx

konvergen.

Definisi 2.9 (Barisan Cauchy) (Christensen, 2010)

Misalkan V merupakan ruang bernorma. Barisan (x,) merupakan elemen dari V
disebut barisan Cauchy jika untuk setiap € > 0 terdapat N € N sehingga diperoleh
lv, — vpll < &, dimanak, £ > N.

Lemma 2.2 (Christensen, 2010)

Misalkan VV merupakan ruang bernorma, dan (x,,) barisan konvergen di V. Maka
(x,) merupakan barisan Cauchy.

Kebalikannya tidak berlaku secara umum, ada ruang bernorma di mana ada
barisan Cauchy yang tidak konvergen. Tetapi yang terpenting dalam ruang
bernorma adalah barisan yang konvergen jika dan hanya jika barisan Cauchy.
Karena jika setiap barisan Cauchy yang konvergen maka barisan tersebut

dikatakan lengkap. Ruang bernorma yang lengkap tersebut disebut ruang Banach.

Definisi 2.10 (Zakir, 2015).
Misalkan V adalah ruang bernorma atas lapangan F. Ruang bernorma yang
lengkap disebut ruang Banach.

Definisi 2.11 (Christensen, 2010)
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Ruang bernorm V dengan anggota setiap barisan Cauchy (x,,) di V konvergen ke
setiap v € V, disebut ruang Banach.
Dari definisi 2.9 Ada dua persyaratan agar dapat disebut ruang Banach:
(i). Setiap barisan Cauchy elemen di V harus konvergen;
(if). Batas barisan Cauchy harus elemen di V.
Definisi 2.12 (Bartle & Sherbert, 2000)
Barisan (x,) pada R dikatakan Cauchy jika untuk setiap € > 0 terdapat N € N
maka untuk semua m,n € N sehingga didapatkan |x,, — x,,| < € .

Contoh 2.2
Buktikan bahwa barisan (%) merupakan barisan Cauchy.
Penyelesaian. Jika diberikan &€ > 0, dan terdapat bilangan asli H = H(¢)

sehingga H > 2 Maka, jika m,n > H, diperoleh %S <§ dan demikian juga

1
H

% < % Oleh karena itu, jika m,n > H, maka diperoleh

Karena sebarang € > 0, maka barisan (1) merupakan barisan Cauchy.

n
Lemma 2.3 (Bartle & Sherbert, 2000)

Jika barisan bilangan real X = (x,,) konvergen, maka X merupakan barisan

Cauchy.
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Bukti. Jika x :=lim X, lalu diberikan & > 0 dan terdapat bilangan asli KG)

sehingga jikan > K G) maka |x, — x| < =. Oleh karena itu, jika H(¢) = K G)
dan jikan,m > H (&), maka diperoleh

X = x| = 10 = X)) + (X = %)

< |y, — x|+ |x — x|

Karena sebarang € > 0, maka (x,) merupakan barisan Cauchy.

Lemma 2.4

Setiap (x,,) barisan Cauchy, maka (x,,) terbatas (Kumar & Kumaresan, 2014).
Bukti. Misalkan (x,,) merupakan barisan Cauchy, untuk & =1, terdapat N
sehingga k, m = N, maka diperoleh

lxp — x| < e=1.
Jika diambil m = N, didapatkan
k> N,|x, —xy| <1.
Oleh karena itu,
lxi| < g — 2y + [y <1+ |xyl.

Misalkan C := max{|x,|, ..., |xy_1],1 + |xy|}. Maka mudah menunjukkan

bahwa |x,| < C untuk semua n.

2.1.5 Ruang Hasil kali Dalam (inner product space)

Definisi 2.13 (Rynne & Youngson, 2008)
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Jika diketahui V sebagai ruang vektor riil. Hasil kali dalam pada V adalah fungsi
(.,.) VXV — R sedemikian hingga untuk semua x,y,z € V dan a,f € R
memenubhi sifat-sifat berikut:

1. (x,x)=0

2. (x,x)=0jika dan hanya jikax =0

3. {ax+ By, z) = alx,z) + B(y,z)

4. (x,y)=(y,x).
Definisi 2.14 (Rynne & Youngson, 2008)
Jika diketahui V sebagai ruang vektor kompleks. Hasil kali dalam pada V adalah
fungsi (.,.) : V x V — C sedemikian hingga untuk semua x,y,z€ Vdan a,f € R
memenuhi sifat-sifat berikut:

1. (x,x)=0dan{(x,x) €R

2. (x,x)=0jika dan hanya jika x = 0

3. {(ax+ By, z)=alx,z) + By, z)

4. (x,y)=(y,x).
Lemma 2.5 (Rynne & Youngson, 2008)
Misalkan H merupakan ruang hasil kali dalam, untuk semuax,y,z€ Hdana, B €

C, maka berlaku:

1. (0,y)=(x,0)=0

2. (x,ay + Bz)=alx,y) + B{x,z)

3. {ax+ By, ay + By) = lal*(x,x) + aflx,y) + faly, x) + |B1*(y, ¥).
Bukti:

1. Berdasarkan definisi 2.14 diperoleh

0,y) =+ =),y



=y, y) + (). y)
=,y =)
=0
Dan
(x,0) = (x,x + (—x))
=(x + (=x),x)
=(x,x) +{(—=x) ,x)
=0
2. Berdasarkan definisi 2.14 diperoleh
(x,ay + Bz) = (ay + Bz x) (Sifat 4)
= a(y, %) + Bz x) (sifat 3)
= a(x,y) + p(x,2) (sifat 4)
3. Berdasarkan definisi 2.14 diperoleh

{ax + By, ax + By) = (ax,ax + By)+{(By, ax + By)

=(ax + By, ax) + {ax + By, By)

= (ax, ax) + {By, ax) + {ax, By) + (LY, By)

= a(x,ax) + B(y,ax)+alx, By)+ B{y, By)
= alax,x) + Blax, y)y+a(By, x)+ B(By,y)
=@ alx, x) + Balx, y)+a By, x)+ BBy, y)
=la|?(x, x)+a@ Bx, y)Balx, y)+|B1* (v, ¥)

Definisi 2.15 (Anton, H. dan Rorres, 2004)
Jika H sebuah ruang hasilkali dalam, maka norm atau panjang (lenght) sebuah

vector x di dalam H dinotasikan dengan ||x|| dan didefinisikan dengan

llxllv/x, x) -

20
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2.1.6 Ruang Hilbert
Definisi 2.16 Misalkan H ruang vektor atas lapangan C. Pemetaan
(.,.): HxH — C yang memenuhi:

1. (ku,v)=k{u,v),Vu,v,€e H;k € C

2. (u,v)=(v,u),Vu,v € H

3. (u,u) =0,Vu € H;(u,u) = 0 jika dan hanya jikau =0

4. (u+v,m)=(uw)+(v,w)
disebut hasil kali dalam pada H. Ruang vektor H atas C yang dilengkapi
dengan hasil kali dalam (.,.) disebut ruang hasil kali dalam.

Ruang hasil kali dalam H dengan hasil kali dalam(.,.) dapat
didefenisikan dengan norma ||u|| = (u, u)*/? yang dapat memenuhi beberapa sifat
berikut:

1. |lull = 0,vu € H; [|ul| = 0 jika dan hanya jika u =0
2. |kul| = [K]]Ju]| Vu € H; k € C
Lemma 2.6 jika u dan v adalah vektor pada sebuah ruang hasil kali dalam maka
[(u,v )| < Jlull |IvVIl, (Ketaksamaan Cauchy Schwarz).
Bukti:
Jika u = 0 dan v = 0 maka ketaksamaan Cauchy di atas terpenuhi, jika dan v # 0,
misalkan (u, u) = a,2(u,v) = b(v,v) =c, dant € R.Dengan mengunakan
aksioma-aksioma kepositifan hasil kali dalam dari ketaksamaan Cauchy di atas di
mana sebarang vektor itu sendiri negatif sehingga
0 <(tu+vtu+v)
< ((tu + v).(tu + v))

(w,u)t? + 2{u, v)t + (v, v)
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at* + bt +c
Ketaksamaan Cauchy di atas menunjukkan bahwa at? + bt + ¢ yang tidak
mempunyai akar real sehingga harus menggunakan deskriminasi yang
memenuhi sifat b* — 4ac < 0 maka
(2{u,v)? — 4w, ulv,v) < 0
4{u, vy — 4u,u)v,v) <0
(w,v)? < (u,u){v,v) <0
(w,v)* < [ull?[lvl]?
[(w, v)| < [ullllv]]
Jadi Lemma 2.6 terbukti:
Ruang hasil kali dalam H yang telah dilengkapi dengan norm ||.|| dapat

juga didefenisikan sebagai d (u,v) =||u-v||, yang memenuhi beberapa sifat berikut:

1. d(u,v) =0,Vu,v € H;d(u,v) = 0jika dan hanya jikau = v

2. dlu,v) =d(w,u),Vu,v € H

3. dlu,w) <d(u,v) +d(w,w),Vu,v €H
Definisi 2.17 Ruang hasil kali dalam H yang lengkap disebut juga Ruang Hilbert,
yaitu setiap barisan Cauchy di dalamnya Konvergen.
Definisi 2.18 Barisan bilangan real u = (u,,)dikatakan barisan Cauchy, jika untuk
setiap € > 0,3He N sehingga untuk setiap m,ne N, dengan m,n > N, berlaku
Uy —up| < €
Lemma 2.7 Jika (u,,) barisan bilangan real yang konvergen maka (u,,) barisan

Cauchy.



Diketahui (u,) barisan bilangan real yang konvergen dengan kata lain (u,,)
konvergen ke u
Akan ditunjunkkan (u,) adalah barisan Cauchy
Jika (u,,) konvergen ke u maka lirrln(un) = uatau Ve > 03HeN 3 neN dengan
n=>H
berlaku |u,, — u| < %,berarti Vm,ne N dengan m,n > H berlaku:

lu, — Uyl = U, —u+u—u,|

< |u, —u+u—uy|

<=+

N| M
N| M

Jadi terbukti (u,,)barisan Cauchy.

Contoh 2.3
Tunjukkan bahwa u,, = (%) barisan Cauchy
Jawab:

Diketahui u,, = (%) akan ditunjukkan u,, = (%) barisan Cauchy.

Diberikan € > 0 dengan H = H(¢) terdapat H > S vm,neH, didapat% <

T =

1 1 1 1 1 1
dan— <= < Zyangmanaberlaku |- — =< -+=-<i+4+i<¢
m H 2 n m n m 2 2

N | M

Maka diperoleh u,, = (%) adalah barisan Cauchy.

Definisi 2.19 Barisan bilangan real u = (u,,) dikatakan konvergen ke u €
N jika untuk setiap € > 0 terdapat k (¢), k € Nsehingga untuk setiapn €
N dengan n > k berlaku

u, —ul<e



24

Jika |u,, — u| < &, barisan (u,) konvergen ke u atau barisan (u,,) mempunyai
limit u untuk n — oo dan dituliskan sebagai berikut:

limu, =u

n—-oo

Barisan yang mempunyai limit disebut konvergen, sebaliknya jika barisan yang

tidak mempunyai limit disebut divergen.

2.2 Kajian Integrasi Topik dengan Al-Qur’an

Pada sub bab ini, akan dibahas bagaimana Al-Qur’an menjelaskan sifat-sifat
manusia. Dari sekian banyak sifat manusia maka dalam subab ini akan berfokus
pada rasionalisasi tindakan manusia. Dengan demikian, dalam perspektif Islam,
rasionalisasi tindakan manusia mengacu pada penggunaan akal, kebebasan
berkehendak dan perbuatan, serta ketaatan pada hukum syariat. Rasionalisasi
tindakan manusia untuk hidup sesuai dengan pedoman agama Islam dan bertaqwa
kepada Allah SWT.

Menjadi baik untuk diri sendiri itu mudah untuk seseorang, akan tetapi
seseorang tidak bisa berbuat baik kepada dirinya sendiri tanpa memberi manfaat
terhadap orang lain. Sejatinya Allah memerintahkan seluruh hamba-Nya untuk
berbuat baik yang telah difirmankan Allah melalui surah-Nya yaitu:

Artinya: “Maka barang siapa yang mengerjakan kebaikan seberat biji dzarrah,
niscaya dia akan melihat (balasan)nya. Dan barang siapa mengerjakan kejahatan
sebesar zarrah, niscaya dia akan melihat (balasan)nya.” (QS. Al — Zalzalah ayat
7-8). (Shihab, 2002)

Quraish Shihab (Shihab, 2002) menjelaskan ayat di atas tentang kata
‘zarrah’ yang ada pada ayat ini sebenarnya, untuk menggambarkan sesuatu yang

sangat kecil dan paling terkecil. Dengan ayat yang digunakan Allah SWT ini,

mencoba menjelaskan bagaimana perlakuan yang adil-Nya terhadap seluruh umat
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manusia. Di mana setiap amal, sekecil apapun, akan benar-benar mendapat pahala.
Apabila kalian berbuat kebaikan dengan patuh, hal ini sebenarnya merupakan
kebaikan pada dirimu sendiri, sebab pahala dari kebaikan itu menjadi milikmu.
Sebaliknya, jika kamu melakukan perbuatan buruk yang merugikan, maka akibat
buruk akan menjadi milikmu sebagai balasan atau tindakan burukmu yang telah
diperbuat.
2.3 Kajian Topik dengan Teori Pendukung
Definisi 2.20
Misalkan V adalah ruang vektor dan Q0 merupakan himpunan bagian tak kosong dari
V. Jika Q adalah ruang vektor terhadap operasi di V , maka Q disebut subruang dari
V.
Teorema 2.3
Misalkan U adalah ruang vektor pada [0, 2] € R. U ruang vektor dengan product
norm u — ||U|| memenuhi fungsi bernilai riil ||. ||,

- 1lpn: U = [0, )
sehingga untuk sembarang u, v € U, a € [0, 2], kondisi berikut terpenuhi:
PL. [lullpn = 0, dan ||u||,,=0, jika dan hanya jikau =0
P2. |lau||,n= |a|||ullpn, @ € [0, 2], danu € U
P3.11u + llpn < [l * [[¥]lpn, YU, vEU
P 4@). [[ullpn!l¥llpn < lullpn + lullpn YU, v € [0, 2] (pertidaksamaan product-
norm pertama)
P 4(b). [lullpn* HIVIlpn < llullpnllV|lpn, YU, V € [2, o) (pertidaksamaan product-
norm kedua).

Teorema 2.4
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Misal (U, |[. ||»») adalah suatu product-norm. Akan ditunjukkan bahwa (U, []. || ,n
) ruang yang lengkap.
Teorema 2.5
Misalkan U adalah ruang vektor atas lapangan[0, 2] < R. Subruang (U, [|.[|pn)
adalah ruang yang lengkap jika dan hanya jika U adalah himpunan tertutup.
Definisi 2.21
Misalkan U dan V adalah dua ruang linier norm. Sebuah operator A : U — V kontinu
di u, € U, jika untuk setiap € > 0 terdapat ad = o ( €, u,) seperti yang

[|[Au — Au,|| < € kapanpun |u—u,|| < &
Definisi 2.22
A barisan (u,) dalam ruang linier norm ( R™, ||. || )konvergen ke suatu titik u € R™,
jika dan hanya jika, untuk setiap bilangan real ¢ > 0,ada bilangan bulat N
sedemikian sehingga

[|lU, —ull<e.n>N

Definisi 2.23
Himpunan u = [0, 2] dalam ruang linier norm ( R"™, ||.]| )
Ditutup jika dan hanya jika setiap barisan titik (u,) < U konvergen di R"
mempunyai limit di U .
Definisi 2.24
Misalkan T : U — U merupakan pemetaan dari suatu yang lengkap
ruang linier norm U ke dalam dirinya sendiri. Kontinuitas Lipschitz pada T
dikatakan kontraksi
jika

[[T(W)-TW)|| < Al|lu—v]|,Vu,veU,dan 1 < 1
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Teorema 2.6

Misalkan (Uy, ||. ||pn) dan (Uz, ||.1l,») adalah dua product ruang bernorma, dan T
: U;— U, adalah operator linier. Maka T terbatasi jika dan hanya jika T kontinu.
Teorema 2.7

Misalkan (U, ||.||,») adalah ruang vektor product norm 7 : U — U adalah

pemetaan kontraktif. Maka T mempunyai titik tetap tunggal U.



3.1

BAB Il1
METODE PENELITIAN

Jenis Penelitian

Penelitian ini menggunakan kualitatif dengan metode kepustakaan. Metode

kepustakaan dilakukan dengan mengumpulkan informasi yang berkaitan dengan

topik penelitian. Hal tersebut dilakukan di antaranya dengan mengumpulkan buku,

jurnal, serta artikel agar informasi yang diperoleh semakin lengkap dan relevan.

3.2

3.3

Pra Penelitian

Berikut tahapan sebelum melakukan penelitian:

Mengumpulkan sumber-sumber bacaan atau artikel-artikel yang relevan
terkait topik yang akan dibahas sebagai acuan penelitian.

Menentukan rumusan masalah, tujuan, dan manfaat dari penelitian.

Membuat latar belakang serta memahami konsep dasar pada penelitian ini.

Tahapan Penelitian

Berikut tahapan pada penelitian ini:

Mempelajari jurnal-jurnal atau buku-buku yang menjadi rujukan dalam
penelitian ini.

Memaparkan definisi terkait ruang vektor, ruang Banach, ruang bernorma,
barisan Cauchy, kekonvergenan dan kelengkapan.

Menentukan serta mengkaji ayat Al-Qur’an atau hadis yang berkaitan dengan
topik penelitian.

Membuktikan sifat-sifat product-norm pada ruang linear.

28
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Membuktikan Product-Norm pada Ruang Linear menggunakan definisi-

definisi yang telah dipaparkan pada bagian sebelumnya.



BAB IV
PEMBAHASAN

4.1 Sifat Ruang Linear Product-Norm
Sebelum membahas sifat-sifat ruang linier dengan product-norm, terlebih

dahulu perlu diberikan definisi yang jelas mengenai product-norm itu sendiri.

Definisi 4.1 (Kreyszig, 1978)

Misalkan x adalah suatu ruang vektor yang memiliki dengan suatu norm
(dinotasikan ||x||) adalah sebuah fungsi ||.||:X - R yang memenuhi Kriteria
berikut.

VX, € X, berlaku:

(). x|l = 0, untuk setiap x € X

(if). |lx|] = 0 jika dan hanya jika x = 0,

(iii). |lax|| = |a|llx]|, untuk setiap x € X dan a € R,

(iv). |lx + vl < llx|l + llyll, untuk setiap x,y € X.

Teorema 4.1

Misalkan U adalah ruang vektor atas lapangan [0, 2] & R. Product-norm [|u[|yn
adalah fungsi |[. ||pn: U — [0, )

yang memenuhi kondisi-kondisi berikut.

Yu,v e Udana € [0, 2], berlaku:

PL. [lullpn = O, dan ||u||,,=0,jika dan hanya jika u = 0.

P2. [lau||pn= ][]l pn, @ € [0, 2], dan u € U.

P3.llu + vllpn < llullpn + [V]lpn, VU, v EU.
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P 4(@a). |[ullpnlvllpn < [[ullpn + [V]lpn, YU, v € U dengan [|u|pn, [|v]|n € [0,
2] (pertidaksamaan product-norm pertama).

P 4(b). [lullpnt l1V]lpn < Hullpnllvllpn, YU, v € U dengan [|ul|pn, [|v]|pn € [2,
o) (pertidaksamaan product-norm kedua).

P1. Berdasarkan sifat hasil kali dalam, karena ||u||2, = (u,u) = 0, maka ||u||pn >

0

= Misal [Jul| = 0.Akan ditunjukkan bahwa u = 0

Perhatikan bahwa
[ullfn = (wu) =0
Untuk u = 0 berdasarkan sifat hasil kali dalam.
< Di lain sisi, misal u = 0, maka
[ullpn = (w,u) =(0,0) =0
Sehingga [|u||pn = 0
Dari sini terbukti bahwa ||ul|,, = 0 & u = 0.
P2. Dapat dihasilkan dari sisi Kiri
|low||Zn = (au, au)
= |a|*(u, u)
= |a|?|[ul|?
= (lalflulD?
= |al[lull.
P3 terbukti sebagai berikut.
llu+ |5, = (u+v,u+v)

=(u,u) + (u,v)+ (v,u) + (v,v)
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= (u,u)+(u,v)+m+(v,v)
= (u,u) + 2|{(u, v)| + (v, v)

= [[ullfn + 2w, v)| + [|V]]3n
= < |l +2|]_ |l +]|lvI|
- pn pn pn pn
(ketaksamaan Cauchy-Schwarz)

2
= (Jtull , + Il )

sehingga

e+ ol] < ]+ [Ivl] .

P4 (@) [[ullpnllvllpn < [ullpn + [V]lpn YU, v € [0, 2] (pertidaksamaan product-
norm pertama).

(u+v)"=0

(u,u)% +" Ci(u, v)(u,u)nT_2 +n Cz(u,u)n__z(v, v) +" C3(u,u)n__4(v, vX{u, v)

n—4 n-6 n-6
+™ Cou, u) 2 (v, v)2 +" Cs{u, u) 2 (v, v)*(u, v) +" Colu, u) 2 (v, v)3
n-8 n n n
+" Co{u,u) 2 (v, v)3(u, v) + - +"Cn (U, u)4(v, V)% + -+ (u,u)2 = 0
2

n n n n-2 n-2
="Cn (u, u)* (v, v)* < {(u,u)2 +" Ci(u, v){u,u) 2 +" Cr{u,u) 2 (v,v)
2

+n C3(u,u)nT_4(v, v, v) +" C4(u,u)n7_4(v, V)2 47 Cs(u,u)nT_G(v, v)%(u, v)

+n C6(u,u)nT_6(v, v)3 41 C7(u,u)n7_8(v,v)3(u, vy + -+ (u,u)g}
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E 2 2 n—-2 n—-2
="Cn (u, u)5 (v, v)* < {{(w,u)2 +" Ci{u, v, u) 2 +" Cr(u,u) 2 (v,v)
2

+n C3(u,u)nT_4(v, v {u, v) +" C4(u,u)n7_4(v, V)2 7 Cs(u,u)nT_()(v,v)z(u, v)

n-6 n-8 noon
+" Ceu, u) 2 (v, v)3 +" Co{u,u) 2 (v, v)3(u, v) + -+ +"Cn (u, u)*(v, v)%
2

+---+(u,u)g}

n n 1 n n
—"Cn (u, u)*(v, v)4 o (u, uya(v, V)% < (u, V)"
2 n

2
|- wy2w,v)2|| < Il vyl

{lullllvl}™ < li<w, )"

Hullpnl1Vllpn < Hullpn + 11V]pn, ¥V u, v € [0,2].

PA(b) [lullpn + [IVllpn < [1ullpnllV]lpn, YU, V € [2, «) (pertidaksamaan product-
norm kedua).

(u+v)"=0

n n-2 n-2 n-4
(u, )z +™ Ci(u, v){u,u) 2 +" Cy{u,u) 2 (v, v) +" C3(u, u) 2 (v, v)X{u, v)
n—4 n-6 n-6
+™ Colu, u) 2 (v, v)? +" Cs{u, u) 2 (v, v)*(u, v) +" Celu, u) 2 (v, v)3

n-8 n n n
+" Co{u,u) 2 (v, v)3(u, v) + - +"Cn (U, u)4(v, V)% + -+ (u,u)2 = 0
2

—{(u, u)% +™ C1(u, v){u, u)nT_2 +™ Cy(u, u)n7_2(v, V)

+n C3(u,u)n__4(v, v){u, v) +" C4(u,u)nT_4(v, V)2 7 CS(u,u)nT_()(v,v)z(u, v)
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+n Cﬁ(u,u)nT_G(v, v)3 +7 C7(u,u)nT_8(v, v3u,v) + -+ (u,u)g}

n n
<"Cn (u,u)4(v,v)4
2

—{(u, u)g +" C1(u, v)(u, u)nT_2 +" Cy(u, u)nT_Z(v, V)

+n C;,(u,u)n__‘l(v, v {u, v) +" C4(u,u)nT_4(v, V)2 7 Cs(u,u)nT_()(v,v)z(u, v)

n—6 n-8 n n
+™ Celu, u) 2 (v,v)® +" Co(u,u) 2 (v, v)3(u, v) + - +"Cn (u, u)4(v, v)2
2

+~-+(u,u)g}

n n
<"Cn (u,u)4(v,v)4
2

n n n n
—(u, V)" <" Cn (u, u)*(v, V)4 o (u, u)a(v, v)4
2 n

2
|—(u + v)*|| < ||<u WZ(, v)?”

1ullpn + IVlpn < {ullpnlV]1pn}"

1ullpn + 11Vlpn < [[ullpal[V]lpn, V u, v € [0,2].

Teorema 4.2

Misalkan f(x) dan g(x) adalah fungsi terukur pada [0,2], maka
If Nl llgll, < Nfll, + gl

di mana%+%= 1.

Bukti:

ifMgIn? < dAifillgIDP=AIf gD

Menerapkan pertidaksamaan product pertama ke sisi kanan dari persamaan di atas

menghasilkan.
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AIfMgI? < AIFIE+ NgIDP=ALFIT+ Hglh
AP < AL+ TgDP=HAN + AUFTE+ g DP gl (D)

Dengan menggunakan integral pada persamaan (1), didapatkan

f(llfllllgll)”d/i < f{(llfll +gIDPHIA+ AIFI+ TgIDP~ g3 du

f(IIfIIIIgll)”du < f(IIfII +llgIDP~ I fllde + f(IIfII + llgIDP~llglldu

1 1

(J crmngne ) due < [[ e+ ngm»=ntdu-+ [ Qs + ghyr—gds

Iflplgll, < [( [ s+ nge=irie du)

S

+([arn+ g du>p]

S

Vllolh = l{q 7 ”,,)% +(f Ilgllp);} {( GE ||g||)p)’1’}p_1‘

1l < (17 +gll,) (1 T+l )~

1 p-1
£l lgll, < (NFlp+glp)P (Il +lgll,) P

Iflplgll, < (IF I +1gly)P ANl +gllp)d
IfIpllgll, < lIfll+llgll, )

Saat p = 1 dan p = 2 dalam pertidaksamaan (2), menjadi

If Mgl < f Il +Nlglly

Dan

Ifllzllgllz < NIf1lz+1lgll2
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Saat, p — oo maka pertidaksamaan (1) menjadi

If o llglleo < 1f Nl + g1l

Definisi 4.2
Barisan Cauchy (u,) dalam ruang vektor ( R™,||.|| ) konvergen ke suatu titik u
€ R", jika dan hanya jika, untuk setiap bilangan real € > 0, ada bilangan asli N

sedemikian sehingga

[|lU, —ull<e.n>N

Untuk selanjutnya, misal (U, ||. ||, ) adalah subruang dari ruang ( R™, [|. ||»)

Teorema 4.3

Misal (U, |]. ||,») adalah suatu product-norm. Akan ditunjukkan bahwa (U, ||. || pn
) ruang yang lengkap.

Bukti : Ambil sembarang barisan Cauchy (u,,) dalam (U, [|u||,). Akan dibuktikan
bahwa (u,) konvergen. Untuk setiap € > 0, terdapat bilangan asli N sedemikian
sehingga untuk semua m,n > N berlaku

”un_u”pn <e&

Karena R™ bersifat lengkap, maka (u,) konvergen ke suatu u € U. Dengan

demikian,

lim [|u, — ul[,n,=0
n—-oo
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Jadi (u,,) adalah barisan yang konvergen di u.
Terbukti bahwa (U, ||ul|,,) ruang yang lengkap.

Teorema 4.4

Misalkan U adalah ruang vektor atas lapangan[0, 2] < R. Subruang (U, [|.[|pn)
adalah ruang yang lengkap jika dan hanya jika U adalah himpunan tertutup.

Bukti : Misalkan (u,) adalah barisan vektor di U. Karena U tertutup, maka jika
(u,) konvergen ke suatu limit u, diperoleh bahwa u € U. Dengan demikian,

(U, [I-Ipn) adalah ruang lengkap.

Sebaliknya, misalkan (U, ||.||,,) lengkap. Ambil u sebagai titik akumulasi dari U.
Artinya, setiap bola terbuka yang berpusat di u memuat paling sedikit satu titik dari
U yang berbeda dari u. Maka, dapat dibangun barisan (u,,) di U yang konvergen
ke u. Karena (U, [|. ||,,) lengkap, maka limit barisan tersebut u € U. Jadi, U adalah

himpunan tertutup.
Definisi 4.3 (Operator Linier dan Operator Linier Terbatas) (Reddy, 1997).

Misalkan T : X — Y operator linier, T dikatakan terbatass jika terdapat k > 0

sedemikian sehingga

T W) |pn < k ||u||pn; untuk setiap u € X

Untuk u # 0, maka

T(u
2|| Wlpn
[lullpn
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[IT(w|

Sehingga himpunan {k: k> Zou+# 0} terbatas di bawag dan terbatas di

Tl ,

atas, untuk setiap anggota u pada X.

Diperoleh
[ITW|
[lul|. =sup{—F",u#0
pn ||u||pn
Maka
T W Ilpn < HT llpnllullpn
Teorema 4.5

Misalkan (Uy, [|. ||pn) dan (Uy, ||.||,,) adalah dua product ruang bernorma, dan T
: U;— U, adalah operator linier, maka T terbatas jika dan hanya jika T kontinu.
Bukti :
Misalkan T adalah operator linier berbatas. Maka terdapat konstanta M sehingga
T W) lpnz < M [|x]|pn1, YV € Uy
Misalkan (u,,) adalah barisan pada U; sedemikian rupa sehingga
lim [ (un) — ullpn1=0
Jadi,
T (un) = TWllpnz < T Wn = wW|lpn2
T (un) = TWllpnz < Mllun — ullpn
lim [|T(up) —TWllpnz =0
limT(u,) — limT(u) <0
n-co n-co

limT(u,) —T(w) <0
n—->oo
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T(lim w, )~ T(u)

Jadi T kontinu di U;.

Sebaliknya, misalkan T adalah operator linier kontinu. Maka T kontinu di 0. Jadi,

untuk setiap 6 > 0, |lu — Ol[pn, = llullpn, <& = [IT = TO|ln, < &, sehingga
ITWllpn, < € )

Misalkan u, # 0, adalah sembarang elemen di U; di dan u =au,, di mana a =

% untuk suatu § > 0. Sehingga,
”uo"pnl
||Tu||pn2 = IIT(auo)”an
||Tu||pn2 = Ia”lTuo”anJ Vu, €Uy (3)

Dari pertidaksamaan (2) dan (3), dapat diperoleh

la[IT (Uo)llpnz < €

&
”T(uo)”pnz < m

&
”T(uo)”pnz =< W | |u0||pn2

Dengan demikian T adalah operator dibatas.

Definisi 4.4 (Pemetaan Kontraktif) (Kreyszig, 1978)

Misalkan (U, |[.||,») adalah ruang bernorma. Pemetaan 7 : U — U dikatakan
pemetaan kontraktif pada X jika ada konstanta k € R dengan 0 < k < 1, berlaku

T = T|| <k, llx — yll) untuk setiap x, y € X.
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Teorema 4.6
Misalkan (U, ||.[|,») adalah ruang vektor product norm 7 : U — U adalah
pemetaan kontraktif. Maka T mempunyai titik tetap tunggal U
Bukti:
Ambil u, € U;. Misal (u,,) adalah barisan Cauchy di (U, [|. [|,n)-
Un =T (uy)
u, = T, (u,), vn € N.
Karena (U, ||. ||,») lengkap berdasarkan teorema 4.3, dapat maka u € U
sedemikian hingga
lim () =
Karena T adalah pemetaan kontraktif, maka T kontinu. Dengan demikian,
lim T (uy) = Tu
Dapat diperoleh
T(un)= lim T (uy)
T(tn) = ity

T(u,) = u.

Oleh karena itu, u adalah titik tetap dari pemetaan T .
Selain itu, dapat menunjukkan bahwa titik tetap itu tunggal di (U, [|.|],»). Misal
uq, u, € U adalah titik tetap T , maka

1T ) = TW)|lpn = |lws — iz lpn- )

Lebih jauh lagi,
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||T(u1) - T(uz)“pn <1 ||u1 - u2||pn' vi<l1 (3)

Dengan mensubsitusi persamaan (2) ke dalam pertidaksamaan (3), didapatkan:
(1=2) llug = uzllpn < 0
[luy — uz|lpn =0
Persamaan di atas berlaku jika u; = u,. Oleh karena itu, titik tetap x tunggal pada

ruang linier product-norm.

4.2  Kajian Topik dalam Al-Qur’an

Al-Qur’an sangat menekankan keseimbangan dan keadilan dalam segala
aspek kehidupan. Ini sejalan dengan sifat simetri dan struktur seimbang dalam
ruang product-norm, di mana setiap unsur ruang komponen memiliki kontribusi

proporsional dalam pembentukan norm.

Allah SWT berfirman:

“Yang telah menciptakan tujuh langit berlais-lapis. Kamu sekali-kali tidak melihat
pada ciptaan Tuhan yang Maha Pemurah sesuatu yang tidak seimbang. Maka
lihatlah berulang-ulang, adakah kamu lihat sesuatu yang tidak seimbang?”
(QS. Al-Mulk: 3)

Ini mencerminkan prinsip keseimbangan dalam semua sisi kehidupan
manusia, sebagaimana norm dalam ruang product menggabungkan dua (atau lebih)
norma dari ruang vektor komponen secara berimbang. Setiap elemen (vektor)
dalam ruang normed harus dihitung secara tepat untuk menentukan normanya. Ini
mencerminkan nilai akuntabilitas amal per individu, sebagaimana Allah tegaskan
dalam ayat:

“Barang siapa mengerjakan kebaikan seberat zarrah, niscaya dia akan
melihatnya. Dan barang siapa mengerjakan kejahatan seberat zarrah, niscaya dia
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’

akanmelihatnyapula.’
(QS. Az-Zalzalah: 7-8)

Dalam matematika, khususnya dalam product-norm, bahkan perubahan kecil dalam
salah satu komponen vektor akan berpengaruh terhadap norm akhir. Ini identik
dengan prinsip hisab dalam Islam: amal sekecil apa pun tidak akan diabaikan.

Shihab, Q. (2002).



BAB V

PENUTUP

51 Kesimpulan

Berdasarkan hasil kajian dan pembuktian yang dilakukan dalam penelitian
ini, dapat disimpulkan bahwa product-norm merupakan norma yang dapat
diterapkan pada ruang product dari dua atau lebih ruang vektor bernorma. Norm ini
memiliki beberapa bentuk umum, seperti norm Euclidean, norm maksimum, dan
norm jumlah, yang masing-masing memenuhi aksioma-aksioma norm seperti
positif definit, homogenitas, dan ketaksamaan segitiga. Penelitian ini juga
menunjukkan bahwa ruang product yang dibentuk dengan product-norm tetap
mempertahankan struktur ruang vektor, bahkan dalam banyak kasus menjadi ruang

Banach, yakni ruang bernorma yang lengkap terhadap konvergensi barisan Cauchy.

5.2 Saran

Berdasarkan hasil penelitian tentang product-norm pada ruang linear,
disarankan kepada peneliti selanjutnya untuk memperluas kajian ke ruang-ruang
yang lebih kompleks seperti ruang Hilbert atau ruang hasil kali dalam kompleks.
Hal ini bertujuan agar pemahaman terhadap perilaku product-norm dalam berbagai
struktur ruang matematis dapat lebih komprehensif, termasuk dalam melihat
hubungan antara norma dan konvergensi dalam ruang topologis yang lebih luas.
Selain itu, pendekatan numerik atau komputasional juga dapat dilakukan untuk
mengilustrasikan bagaimana variasi bentuk norma dalam ruang product-norm
(seperti norma maksimum dan norma Euclidean) mempengaruhi analisis spesial

maupun performa konvergensi.

43



DAFTAR PUSTAKA

Abdursyakir. 2007. Ketika Kyai Mengajar Matematika. Malang: UIN PRESS.
Anton, H. (1997). AljabarLinearElementer Edisi Kelima. Jakarta:Erlangga.

Anton, H. dan Rorres, C. . (2004). Aljabar Linear Elementer Versi Aplikasi Edisi
Delapan Jilid 1. Jakarta: Erlangga.

Barnes. B., Ansah. E. D. J. O., Amponsah. S. K., & Sebil. C., (2018). The Proofs
Of Product Inequalities In A Generalized Vector Space. European Journal Of
Pure And Applied Mathematics. Vol. 11, No. 3, 740-750.

Bartle, R. G., & Sherbert, D. R. (2000). Introduction to Real Analysis (B. Holland,
S. Prendergast, K. Santor, N. Horlacher, & G. Aiello (eds.); 3rd Editio). John
Wiley & Sons, Inc.

Christensen. (2010). Function, Spaces, and Expansions Mathematics Tools in
Physics and Engineering. Springer Science+Business Media LLC.

Kreyszig. E., (1978). Introductory Functional Analysis With Applications.
Simultaneously In Canada.

Kolmogorov, A. N., & Fomin, S. V. (1970). Introductory Real Analysis. Dover
Publications.

Kumar, A., & Kumaresan, S. (2014). A Basic Course in Real Analysis (1st ed.).
CRC Press.

Robert G Bartle, 1996, “The Elements Of Integration”, John Wiley & Sons, Inc
New York. London, Sidney.

Rudin, W. (1991). Functional Analysis (2nd ed.). McGraw-Hill.

Rynne, B. P., & Youngson, M. A. (2001). Linear Function Analysis. In Springer
Undergraduate Mathematics Series. Springer.

Rynne, B. P. dan Youngson, M. A. . (2008). Linear Functional Analysis. New York:
Springgr-Verlag.

Shihab, Q. (2002). Tafsir Al-Misbah. Jakarta;Erlangga

Zakir, M. (2015). Sifat-sifat Ruang Banach Hom(U,V). Jurnal Matematika
Statistika Dan Komputasi, 11(2), 115-121.

44



RIWAYAT HIDUP

Ivan Maurobi lahir di Probolinggo pada tanggal 8 Mei 2000,
memiliki nama panggilan Ivan. Tempat tinggalnya berada
di RT 004 RW 002 Dusun Kramat Desa Pandean
Kecamatan Paiton Kabupaten Probolinggo. Anak Pertama
dari tiga bersaudara dari pasangan Bapak Ahmadi dan lbu
Iramaya Supaputra. Masa pendidikan penulis di mulai dari
TK Petunjungan 1, Probolinggo dari tahun 2006 hingga
2007. Kemudian dilanjutkan pendidikan dasar di SDN

Petunjungan 1, Probolinggo dan lulus pada tahun 2013. Penulis melanjutkan
pendidikan jenjang menengah pertama di MTS Pandean, Probolinggo lulus pada
tahun 2016, Kemudian menempuh pendidikan jenjang menengah atas di MAN 1
Probolinggo Negeri, Probolinggo dan lulus pada tahun 2019. Pada tahun 2019
penulis melanjutkan pendidikan di Universitas Islam Negeri Maulana Malik

Ibrahim Malang tepatnya di program studi Matematika.

Laki-laki asal Probolinggo ini aktif mengikuti organisasi. la mengikuti
organisasi di antaranya (pergerakan mahasiswa islam indonesia) Rayon pencerahan
Galileo dan menjabat sebagai Co Pengembangan pada tahun 2020 hingga 2022.
PMII Komisariat Sunan Ampel Malang dan menjabat sebagai anggota bidang 2
Gerakan pada tahun 2023 hingga 2024.Pengurus Cabang PMII Kota Malang dan
menjabat sebagai anggota bidang 2 Gerakan (publikasi dan politik) pada tahun 2024
hingga 2025.

45



KEMENTERIAN AGAMA RI

UNIVERSITAS ISLAM NEGERI

MAULANA MALIK IBRAHIM MALANG
FAKULTAS SAINS DAN TEKNOLOGI

JI. Gajayana No.50 Dinoyo Malang Telp. / Fax. (0341)558933

BUKTI KONSULTASI SKRIPSI
Nama : [Ivan Maurobi
NIM : 19610027
Fakultas / Program Studi : Sains dan Teknologi / Matematika
Judul Skripsi : Product-Norm Pada Ruang Linear
Pembimbing I : Dian Maharani, S.Pd., M.Si.
Pembimbing II : M. Nafie Juhari, M.Si.
No Tanggal Hal Tanda Tangan
1. | 21 Maret2024 | Konsultasi Bab I, IT, dan I1I 1. ﬁ//
2. | 8 Mei2024 Revisi Bab I, 11, dan 11T 2 i
3 | 22 Mei 2024 Konsultasi Kajian Agama Bab I 3 ;
dan II
4, | 28 Mei 2024 Revisi Kajian Agama 4,%
5. | 21 Juni 2024 Revisi Bab 111 Flowchart S
6. |9 September 2024 | ACC Seminar Proposal 6. Q};
7. | 21 Mei 2025 Revisi Bab IV dan V A
. = . ﬁ) \
2 | 28 Mei 2025 Konsultgsn Bab Iy Kajian 3.
Integrasi Al-Qur’an
9. |23 Mei 2025 Konsultasi Bab IV dan V 9. -
10. | 26 Mei 2025 Revisi Bab IV dan V 10. j‘“
f/
11. | 17 September 2025 | Revisi Kajian Integrasi Al-Qur’an H.%
12. | 29 Agustus 2025 | Konsultasi Bab IV dan V 2.
o \
13. | 19 September Revisi Bab IV dan V 13. ﬁ'/
14. | 2 Oktober 2025 | ACC Seminar Hasil 14.
15. | 10 Oktober 2025 | Konsultasi Revisi Seminar Hasil | 15. /@//




KEMENTERIAN AGAMA RI

UNIVERSITAS ISLAM NEGERI

MAULANA MALIK IBRAHIM MALANG
FAKULTAS SAINS DAN TEKNOLOGI

JI. Gajayana No.50 Dmoyo Malang Telp / Fax. (034])558933

16. | 15 Oktober 2025 | ACC Matriks Seminar Hasil 16. A/

17. | 20 Oktober 2025 | ACC Ujian Skripsi 17. 4~

18. | 03 November 2025 | ACC Keseluruhan 18.
/

Malang, 03 November 2025

; /mthul
7 /{}-g@uﬂ P)'ogram Studi Matematika

3




