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ABSTRAK 

 

Ufa, Lubaba. 2025. Teorema Titik Tetap untuk Empat Pemetaan pada Ruang Metrik 

Parsial. Skripsi. Program Studi Matematika Fakultas Sains dan Teknologi, 

Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang, Pembimbing: (1) Dr. 

Hairur Rahman, M.Si. (2) Dr. Abdussakir, M.Pd. 

 

Kata Kunci: Ruang Metrik, Ruang Metrik Parsial, Titik Tetap, Pemetaan Kontraktif 

Lemah. 

 

Ruang metrik parsial merupakan bentuk perluasan dari ruang metrik. Perbedaan metrik 

dengan metrik parsial dapat dilihat dalam hal jarak antara suatu titik dengan dirinya sendiri 

(self distance). Jika dalam ruang metrik jarak tersebut selalu bernilai nol, maka pada ruang 

metrik parsial nilainya tidak harus nol. Teorema titik tetap di ruang metrik parsial 

merupakan teorema ketunggalan dari suatu titik tetap pada suatu pemetaan yang disebut 

pemetaan kontraktif lemah dari ruang metrik parsial lengkap ke dalam dirinya sendiri. 

Sebelum membuktikan ketunggalan titik tetap, terlebih dahulu perlu ditunjukkan bahwa 

ruang metrik parsial bersifat lengkap. Suatu ruang dikatakan lengkap apabila setiap barisan 

Cauchy di dalamnya konvergen. Pada penelitian ini, akan dibahas mengenai bukti teorema 

titik tetap untuk empat pemetaan yang merupakan pemetaan diri, yaitu 𝐴, 𝐵, 𝑆, 𝑇 pada ruang 

metrik parsial. Metode penelitian yang digunakan adalah studi pustaka dengan 

mengumpulkan sumber yang relevan dengan topik. Dari hasil penelitian dapat dibuktikan 

bahwa teorema titik tetap untuk empat pemetaan tersebut menjamin keberadaan titik tetap 

yang bersifat tunggal dalam ruang metrik parsial. Dalam pembuktian teorema, 

menggunakan teorema pemetaan kontraktif lemah. 
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ABSTRACT 

 

Ufa, Lubaba. 2025. Fixed Point Theorem for Four Maps on Partial Metric Space. 

Undergraduate Thesis. Mathematics Study Program, Faculty of Science and 

Technology, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Advisors: (1) 

Dr. Hairur Rahman, M.Si. (2) Dr. Abdussakir, M.Pd. 

 

Keywords: Metric Space, Partial Metric Space, Fixed Point, Weakly Contractive Mapping. 

 

A partial metric space is a generalization of a metric space. The difference between a metric 

and a partial metric lies in the concept of self-distance, that is, the distance from a point to 

itself. In a metric space, this distance is always zero, whereas in a partial metric space, it is 

not necessarily zero. The fixed point theorem in partial metric spaces is a uniqueness 

theorem concerning a fixed point of a mapping known as a weakly contractive mapping 

from a complete partial metric space into itself. Before proving the uniqueness of the fixed 

point, it is necessary to show that the partial metric space is complete. A space is said to be 

complete if every Cauchy sequence in it converges. This study discusses the proof of the 

fixed point theorem for four self-mappings, namely 𝐴, 𝐵, 𝑆 and 𝑇, in a partial metric space. 

The research method used is a literature review by collecting sources relevant to the topic. 

The results of the study demonstrate that the fixed point theorem for the four mappings 

guarantees the existence of a unique fixed point in the partial metric space. In proving the 

theorem, the weakly contractive mapping theorem is applied. 
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 مستخلص البحث 

 

. قسم الرياضتات,  المتري الجزئي   ءلأربعة تطبيقات في الفضا  نظرية مبرهنة التثابتة  النقطة   .2025عوفا, لبابة.  
( الدكتور  ١العلوم والتكنولوجيا, جامعة مولانا مالك إبراهيم الإسلامية الحكومية مالانج. المشرف: )      كلية 

                                 . في العلوم   اجستيرالمكر, شا ( الدكتور عبد ال٢خير الرحمن, ماجستير) 
 

   افضاء المتري, الفضاء المتري الجزئي, النقطة الثابية, التطبيق الانكماشي الضعيف.  :الأساسية في العلوم الكلمات  
     

والفضاء المتري الجزئي قي مسافة  داد للفضاء المتري. وظهر الفرق بين الفضاء المتري  الفضاء المتري الجزئي هو امت
النقطة إلى نفسها. ففي الفضاء المتري تكون هذه المسافة دائما صفرا, آما في الفضاء المتري الجزئي فلا يشترط آن  

الثابتة لتطبيق    تكون كذلك.  النقطة  الثابتة في الفضاء المتري الجزئي هي مبرهنة تتعلق بوحدانية  النقطة  إن مبرهنة 
يسمي التطبيق لانكماشي الضعيف من الفضاء المتري الجزئي التام إلى نفسه.  وقبل إثبات وحدانية النقطة الثابتة,  

يتناول هذا البحث إثبات النقطة الثابتة لأربعة تطبيقات ذاتية, وهي    ثبات آن الفضاء المتري الجزئي تام.إ  يحب أولأ
𝐴, 𝐵, 𝑆, 𝑇  الجزئي المتري  الفضاء  منهج    . في  متقاربه.  فيه  متتالية كوشي  إذا كانت كل  تام  الفضاء  إن  ويقال 

ئج البحث يمكن إثبات أن  البحث المستخدم هو الدراسة النظرية من خلال جمع المصادر المرتبطة بالموضوع. ومن نتا 
مبرهنة النقطة الثابتة لتلك التطبيقات لأربعة تضمن وجود نقطة ثابتة وحية قي الفضا المتري الجزئي. وقد تم في إثبات  

                                             المبرهنة استخدام مبرهنة التطبيق الانكماشي الضعيف.
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang  

Metrik pertama kali dikenalkan oleh Frechet (1906). Metrik merupakan 

pemetaan dengan domain suatu himpunan tak kosong menuju bilangan riil dan 

memenuhi sejumlah sifat tertentu yaitu nonnegativity, equality biimplies indistancy, 

simetri dan ketaksamaan segitiga (Bukatin dkk, 2009). Ruang metrik adalah sebuah 

himpunan tidak kosong yang disertai metrik yang terdefinisi pada himpunan 

tersebut (Rahmat dkk, 2021). Ruang metrik terus mengalami perkembangan, 

sehingga menghasilkan berbagai jenis ruang metrik baru. Salah satu 

perkembangannya adalah ruang metrik parsial. 

Pada tahun 1992, Matthews memperkenalkan untuk pertama kalinya 

tentang ruang metrik parsial. Ruang ini mempunyai perbedaan dengan ruang 

metrik, dapat dilihat dalam hal jarak antara suatu titik dengan dirinya sendiri (self 

distance). Jika dalam ruang metrik jarak tersebut selalu bernilai nol, maka pada 

ruang metrik parsial nilainya tidak harus nol (Dwi dkk, 2023). Matthews 

mengembangkan ruang metrik parsial dalam konteks penelitiannya terkait notasi 

jaringan dataflow, dan menunjukkan bahwa prinsip kontraksi Banach masih dapat 

berlaku di dalamnya, khususnya sebagai aplikasi dalam verifikasi program (Bukatin 

dkk, 2009). Selanjutnya, salah satu konsep penting yang menjadi fokus kajian 

dalam ruang metrik parsial adalah konsep titik tetap. 

Dalam analisis fungsional, titik tetap berfungsi penting untuk membuktikan 

adanya solusi pada persoalan nilai awal serta syarat batas dalam persamaan 
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diferensial, baik yang bersifat linier maupun nonlinier (Andy dkk, 2020). Teorema 

titik tetap awal mula diperkenalkan oleh Brouwer (1912). Brouwer membahas 

pemetaan kontinu mempunyai titik tetap. Kontinu adalah suatu pemetaan yang tidak 

terpotong (Bartle & Sherbert, 2010). Brouwer menyatakan bahwa pemetaan 

kontinu 𝑇 pada bola tutup satuan di ruang Euclidean mempunyai setidaknya satu 

titik tetap, yakni 𝑥 sehingga 𝑇(𝑥) = 𝑥. Kemudian, Birkhoff dan Kellogg (1922) 

menggunakan teorema titik tetap Brouwer untuk membuktikan teorema eksistensi 

titik tetap dalam teori persamaan differensial. Pada tahun 1922, Banach 

memperkenalkan teorema kontraksi mengenai titik tetap, yang kini dikenal dengan 

nama teorema titik tetap Banach (Sukaesih, 2015). Teorema titik tetap Banach 

banyak dikembangan, sebagaimana yang dikemukakan oleh Meir dan Keeler 

(1969) yaitu pemetaan kontraktif yang diperluas ke dalam bentuk pemetaan 

kontraktif seragam lemah yang bersifat murni (2008) juga mengembangkan 

teorema titik tetap Banach, yaitu memperluas prinsip kontraktif Banach yang 

menjadi karakterisasi metrik lengkap. Teorema titik tetap Banach di ruang metrik 

diperluas dan diterapkan pada ruang metrik parsial seperti yang dibahas oleh 

Abdeljawad, dkk (2011). Selanjutnya Dwivedi (2022) membahas teorema titik tetap 

untuk empat pemetaan serta pembuktiannya di ruang metrik parsial. Untuk 

membahas teorema titik tetap akan dibahas juga mengenai barisan konvergen dan 

barisan Cauchy di dalam ruang metrik parsial. 

Barisan konvergen adalah barisan di dalam ruang metrik parsial yang 

mendekati suatu nilai limit dengan seiring bertambahnya indeks barisan tersebut 

(Dwivedi, 2022). Sedangkan barisan Cauchy adalah barisan di dalam ruang metrik 

parsial yang mendekati satu sama lain seiring bertambahnya indeks barisan, tanpa 
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mencapai suatu nilai limit di ruang metrik parsial (Dwivedi, 2022). Teorema titik 

tetap pada ruang metrik parsial dapat dibuktikan dengan mendasarkan sifat-sifat 

barisan konvergen dan barisan Cauchy. 

Seperti yang telah dibahas mengenai ruang metrik, ruang metrik parsial dan 

teorema titik tetap, penelitian ini akan mengambil kasus mengenai teorema titik 

tetap untuk empat pemetaan pada ruang metrik parsial yang merujuk pada artikel 

Dwivedi (2022). Adapun bukti teorema yang ada, yang telah dibuktikan oleh 

Dwivedi masih kurang mendetail, sehingga dalam penelitian ini akan dibahas lebih 

detail agar mudah untuk dipelajari. Hal ini sebagaimana Allah SWT memberikan 

kemudahan kepada manusia dalam mempelajari isi al-Quran, yang telah dijelaskan 

dalam al-Quran yang artinya (Kemenag, 2024): 

“Sungguh, Kami benar-benar telah memudahkan al-Quran sebagai pelajaran. 

Maka, adakah orang yang mau mengambil pelajaran?” (Q.S. al-Qomar [54]:17) 

 

Ibnu Katsir mentafsirkan bahwa Allah SWT telah memudahkan lafazhnya 

dan juga pengertiannya bagi orang-orang yang ingin memberikan peringatan 

kepada umat manusia. Mujahid menyatakan, "Ini berarti, bacaan tersebut menjadi 

mudah." As-Suddi menambahkan, "Artinya, Kami mempermudah bacaan tersebut 

untuk semua lidah." Sementara itu, adh-Dhahhak mengutip dari Ibnu 'Abbas: 

"Seandainya Allah tidak memudahkan lidah keturunan Adam, tidak akan ada 

makhluk yang mampu mengucapkan firman Allah SWT." Hal ini menunjukkan 

bahwa salah satu kemudahan yang Allah berikan kepada umat manusia adalah 

kemampuan untuk membaca al-Quran (Ghoffar dkk, 2004). 

 

 

 



4 

 

 
 

1.2 Rumusan Masalah 

Rumusan masalah yang dikaji dalam penelitian ini adalah bagaimana 

pembuktian teorema titik tetap untuk empat pemetaan pada ruang metrik parsial? 

 

1.3 Tujuan Penelitian 

Tujuan dari penelitian ini ialah memberikan penjelasan mengenai bukti 

teorema titik tetap untuk empat pemetaan pada ruang metrik parsial. 

 

1.4 Manfaat Penelitian 

Penelitian ini diharapkan dapat memberikan kontribusi dalam memperluas 

wawasan mengenai eksistensi titik tetap dari empat pemetaan pada ruang metrik 

parsial melalui penerapan teorema titik tetap. 

 

1.5 Batasan Masalah 

Batasan penelitian ini adalah hanya membahas teorema titik tetap untuk 

empat pemetaan pada ruang metrik parsial. 

 

1.6 Definisi Istilah 

1. Ruang Metrik (Kreyszig, 1978) 

Misalkan 𝐿 adalah sebarang himpunan tak kosong dan 𝑑 (distance) 

adalah metrik pada 𝐿, sehingga untuk semua 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿, pemetaan 

𝑑: 𝐿 × 𝐿 → ℝ memenuhi: 

(M1) 𝑑(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ, 𝑑(𝑥, 𝑦) < ∞, 𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 0 (Nonnegativity) 

(M2) 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 𝑦 (Indistancy Biimplies Equality) 
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(M3) 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥) (Simetri) 

(M4) 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦) (Ketaksamaan Segitiga) 

(𝐿, 𝑑) adalah ruang metrik. 

2.  Ruang Metrik Parsial (Dwivedi, 2022) 

Misalkan 𝐿 adalah sebarang himpunan tak kosong dan 𝑝 (distance) 

adalah metrik parsial pada 𝐿, sehingga untuk semua 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿. Pemetaan 𝑝 ∶

𝐿 × 𝐿 → ℝ+ ∪ {0} memenuhi: 

(P1) 𝑥 = 𝑦 jika dan hanya jika 𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑦, 𝑦) (Equality 

Biimplies Indistancy) 

(P2) 𝑝(𝑥, 𝑥) ≤ 𝑝(𝑥, 𝑦) (Small Self-Distances) 

(P3) 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑦, 𝑥) (Simetri) 

(P4) 𝑝(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑝(𝑥, 𝑧) + 𝑝(𝑧, 𝑦) − 𝑝(𝑧, 𝑧) (Triangularity) 

(𝐿, 𝑝) adalah ruang metrik parsial. 

3. Pemetaan (Kreyszig, 1978) 

Diberikan (𝐿, 𝑑) dan (𝑂, 𝑑) adalah ruang metrik. Pemetaan 𝑇 dari 

himpunan 𝐿 ke himpunan 𝑂 dinotasikan dengan 𝑇: 𝐿 → 𝑂, yaitu 

mengawankan satu-satu setiap 𝑥 ∈ 𝐿 ke 𝑦 ∈ 𝑂. Sehingga 𝑇(𝑥) = 𝑦. 

4.  Titik Tetap (Sihombing & Septiati, 2018) 

Diberikan ruang metrik (𝐿, 𝑑). Titik 𝑥 ∈ 𝐿 dikatakan sebagai titik tetap 

dari pemetaan 𝑇: 𝐿 → 𝐿 jika 𝑇(𝑥) = 𝑥. 
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BAB II 

KAJIAN TEORI 

 

2.1 Teori Pendukung 

Berikut diberikan teori-teori dasar sebelum mengkaji teorema titik tetap 

pada ruang metrik parsial. 

2.1.1 Ruang Metrik 

Definisi 2.1 (Kreyszig, 1978) 

𝐿 adalah sebarang himpunan tak kosong dan 𝑑 (distance) adalah metrik pada 𝐿, 

sehingga untuk semua 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿, pemetaan 𝑑: 𝐿 × 𝐿 → ℝ memenuhi: 

(M1) 𝑑(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ, 𝑑(𝑥, 𝑦) < ∞, 𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 0 (Nonnegativity) 

(M2) 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 𝑦 (Equality Biimplies Indistancy) 

(M3) 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥) (Simetri) 

(M4) 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦) (Ketaksamaan Segitiga) 

(𝐿, 𝑑) adalah ruang metrik. 

Contoh 2.2: 

Didefinisikan pemetaan 𝑑: ℝ × ℝ → ℝ, 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦|, untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ. 

Akan dibuktikan (ℝ, 𝑑) ruang metrik. 

Bukti: 

Ambil sebarang 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ. 

(M1) Berdasarkan definisi nilai mutlak  

|𝑥 − 𝑦| = {
𝐴𝑝𝑎𝑏𝑖𝑙𝑎 𝑥 − 𝑦 ≥ 0 𝑑𝑎𝑛 𝑥 ≥ 𝑦, 𝑚𝑎𝑘𝑎 𝑥 − 𝑦,

𝐴𝑝𝑎𝑏𝑖𝑙𝑎 𝑥 < 𝑦, −(𝑥 − 𝑦)
, 

maka 𝑑(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ, 

karena 𝑥 & 𝑦 finite maka 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| finite,  
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𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| non-negative berdasarkan sifat nilai mutlak. 

Terbukti 𝑑(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ, 𝑑(𝑥, 𝑦) < ∞, 𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 0. 

(M2) 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 ⇔ 𝑥 = 𝑦 

(⇒) Diketahui 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0, akan dibuktikan 𝑥 = 𝑦, karena 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| =

0, maka 𝑥 − 𝑦 = 0, sehingga 𝑥 = 𝑦. 

(⇐)  Diketahui 𝑥 = 𝑦, akan dibuktikan 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0, karena 𝑥 = 𝑦, maka 𝑥 −

𝑦 = 0, sedemikian sehingga |𝑥 − 𝑦| = |0|, artinya |𝑥 − 𝑦| = 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0. 

Terbukti 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 ⇔ 𝑥 = 𝑦. 

(M3) 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥) 

𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| 

= |𝑥 + (−𝑦)| 

= |−𝑦 + 𝑥| 

= |(−1)(𝑦 − 𝑥)| 

= |−1||𝑦 − 𝑥| 

= |𝑦 − 𝑥| 

= 𝑑(𝑦, 𝑥). 

Terbukti 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥). 

(M4) 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦) 

ambil sebarang 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ 

𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| 

= |(𝑥 − 𝑧) + (𝑧 − 𝑦)| 

≤ |𝑥 − 𝑧| + |𝑧 − 𝑦| 

= 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦). 

Terbukti 𝑑(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑧) + 𝑑(𝑧, 𝑦). 



8 

 

 
 

Jadi terbukti bahwa (ℝ, 𝑑) ruang metrik. 

2.1.2 Himpunan Buka pada Ruang Metrik 

Definisi 2.3 (Kreyszig, 1978) 

Misalkan (𝐿, 𝑑) adalah ruang metrik. Suatu bola buka 𝐵(𝑞, 𝑗) dengan pusat 𝑞 dan 

jari-jari 𝑗 di 𝐿 didefinisikan sebagai himpunan berikut, 

𝐵(𝑞, 𝑗) = {𝑥 ∈ 𝐿: 𝑑(𝑞, 𝑥) < 𝑗} 

dengan 𝑞 ∈ 𝐿 dan 𝑗 ∈ ℝ, 𝑗 > 0. 

Contoh 2.4: 

Diberikan ruang metrik (𝐿, 𝑑) dan misalkan 𝐿 = ℝ2. Misalkan bola buka 𝐵(𝑞, 𝑗) 

mempunyai pusat 𝑞 pada titik (0,0), jari-jari 𝑗 = 3, dan titik 𝑥 = (2,1). 

Berdasarkan Definisi 2.3 bahwa 𝑥 ∈ 𝐵(𝑞, 𝑗). 

 
Gambar 2.1 Contoh Bola Buka 𝐵(𝑞, 𝑗) di Ruang Metrik 

Definisi 2.5 (Sihombing & Septiati, 2018) 

Misalkan 𝐷 ⊆ 𝐿, 𝐷 ≠ ∅. Titik 𝑐 ∈ 𝐷 merupakan titik interior dari 𝐷 jika terdapat 

𝜀 > 0 

sedemikian sehingga  

𝐵(𝑐, 𝜀) ⊆ 𝐷 
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dengan 𝑐 adalah titik pusat dan 𝜀 adalah jari-jari di 𝐷. 

Contoh 2.6: 

Diberikan ruang metrik (𝐿, 𝑑), misalkan 𝐿 = ℝ2 dan 𝐷 ⊆ 𝐿, 𝐷 ≠ ∅. Misalkan 

bola buka 𝐵(𝑐, 𝜀) dengan 𝑐 adalah titik pusat dan 𝜀 adalah jari-jari di 𝐷, 

berdasarkan Definisi 2.5 titik 𝑐 = (0,0) adalah titik interior. 

 
Gambar 2.2 Contoh Titik Interior di 𝐷 

Definisi 2.7 (Sihombing & Septiati, 2018) 

Suatu himpunan bagian 𝐷 ⊆ 𝐿 disebut himpunan buka di 𝐿 apabila setiap titik di 

𝐷 merupakan titik interior di 𝐷. 

Contoh 2.8: 

Diberikan ruang metrik (𝐿, 𝑑), misalkan 𝐿 = ℝ2 dan 𝐷 ⊆ 𝐿, 𝐷 ≠ ∅. Misalkan 

bola buka 𝐵(𝑐, 𝜀) dengan pusat 𝑐 dan jari-jari 𝜀 dan misalkan titik 𝑐1 = (0,0) dan 

titik 𝑐2 = (1, −1). Berdasarkan Definisi 2.5, maka titik 𝑐1 dan 𝑐2 adalah titik 

interior. 

Karena titik 𝑐1 dan 𝑐2 adalah titik interior, maka berdasarkan Definisi 2.7 

himpunan 𝐷 adalah himpunan buka. 



10 

 

 
 

 
Gambar 2.3 Contoh Himpunan Buka 

Definisi 2.9 (Sihombing & Septiati, 2018) 

Misalkan bahwa 𝐷 ⊆ 𝐿, 𝐷 ≠ ∅. Maka: 

1. 𝑐 ∈ 𝐿 disebut titik akumulasi dari 𝐷 jika untuk setiap 𝜀 > 0 maka 

(𝐵(𝑐, 𝜀)\{𝑐}) ∩ 𝐷 ≠ ∅. 

Titik-titik akumulasi dari 𝐷 membentuk himpunan yang dinotasikan sebagai 

𝐷′. 

2. 𝐷 bersama dengan semua titik akumulasinya, dinotasikan dengan 𝑐𝑙(𝐷) 

didefinisikan, 

𝑐𝑙(𝐷) = 𝐷 ∪ 𝐷′. 

Contoh 2.10: 

Misalkan 𝐷 = {(
1

𝑛
,

1

𝑛
) : 𝑛 ∈ ℕ} ⊂ ℝ2, sehingga 𝐷 = (1,1), (

1

2
,

1

2
) , (

1

3
,

1

3
) , (

1

4
,

1

4
), 

dan seterusnya. 

Himpunan 𝐷 mendekati (0,0) ketika 𝑛 ⟶ ∞. Apakah (0,0) adalah titik 

akumulasi dari 𝐷? 

Jawab: 
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Untuk setiap 𝜀 > 0, maka bola buka 𝐵((0,0), 𝑟) memuat tak hingga banyak titik 

dari 𝐷. 

Untuk setiap 𝑟 > 0, terdapat 𝑛 ∈ ℕ sedemikian sehingga 

(
1

𝑛
,
1

𝑛
) ∈ 𝐵((0,0), 𝑟). 

Oleh karena itu (
1

𝑛
,

1

𝑛
) ≠ (0,0). 

Jadi (0,0) adalah titik akumulasi dari 𝐷. 

 
Gambar 2.4 Contoh Titik Akumulasi di 𝐷 

2.1.3 Himpunan Tutup pada Ruang Metrik 

Defiisi 2.11 (Kreyszig, 1978) 

Misalkan (𝐿, 𝑑) ruang metrik dan 𝐷 ⊆ 𝐿. Himpunan 𝐷 bersifat tertutup jika dan 

hanya jika 𝐿\𝐷 adalah himpunan terbuka. 

Proposisi 2.12 (Sihombing & Septiati, 2018) 

Misalkan 𝐷 adalah himpunan bagian dari suatu ruang metrik (𝐿, 𝑑). Maka 

1. 𝐷 ⊂ 𝑐𝑙(𝐷). 

2. 𝑐𝑙(𝐷) adalah tutupan pada 𝐷. 

3. 𝐷 adalah himpunan bagian tutup jika dan hanya jika 𝐷 = 𝑐𝑙(𝐷). 

Bukti: 
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1. Berdasarkan Definisi 2.9, 𝑐𝑙(𝐷) adalah himpunan yang terdiri dari semua 

titik di 𝐷 dan semua titik akumulasi dari 𝐷. Karena semua titik di 𝐷 jelas 

ada di 𝐷, maka semua titik di 𝐷 juga berada dalam 𝑐𝑙(𝐷). Dengan demikian, 

terbukti 𝐷 ⊂ 𝑐𝑙(𝐷). 

2. Berdasarkan Definisi 2.9, 𝑐𝑙(𝐷) adalah himpunan yang terdiri dari semua 

titik di 𝐷 dan semua titik akumulasi dari 𝐷. Karena 𝑐𝑙(𝐷) mencakup semua 

titik akumulasi dari 𝐷 dan 𝐷 itu sendiri, maka terbukti bahwa 𝑐𝑙(𝐷) adalah 

himpunan tertutup. 

3. (⇒) Jika 𝐷 adalah himpunan bagian tertutup maka 𝐷 = 𝑐𝑙(𝐷).  

Jika 𝐷 tertutup maka 𝐷 memuat semua titik akumulasinya. Karena 𝑐𝑙(𝐷) 

adalah himpunan yang mencakup semua titik di 𝐷 dan titik akumulasinya, 

dan karena 𝐷 sudah mencakup semua titik akumulasinya (karena 𝐷 

tertutup), maka 𝐷 = 𝑐𝑙(𝐷). 

(⇐) Jika 𝐷 = 𝑐𝑙(𝐷) maka 𝐷 adalah himpunan bagian tertutup. 

Diketahui bahwa 𝐷 = 𝑐𝑙(𝐷). Karena 𝑐𝑙(𝐷) adalah himpunan tertutup 

(berdasarkan bagian 2), maka haruslah 𝐷 juga tertutup. 

2.1.4 Barisan Konvergen di Ruang Metrik 

Definisi 2.13 (Sihombing & Septiati, 2018) 

Misalkan (𝐿, 𝑑) adalah ruang metrik. Suatu barisan dari titik-titik di 𝐿 adalah 

suatu pemetaan 𝑇: ℕ → 𝐿 sehingga untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ, 𝑇(𝑛) = 𝑥𝑛 ∈ 𝐿. Suku-

suku 𝑥𝑛 di 𝐿 merupakan barisan titik di 𝐿 dan dinotasikan sebagai (𝑥𝑛). 

Contoh: 

Misalkan (ℝ2, 𝑑) adalah ruang metrik. 

Diberikan barisan (𝑥𝑛) = (
1

𝑛
,

1

𝑛2) , 𝑛 ∈ ℕ. 
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Sehingga 𝑥1 = (1,1), 𝑥2 = (
1

2
,

1

4
) , 𝑥3 = (

1

3
,

1

9
) , … 

Karena setiap elemen barisan (𝑥𝑛) ada di ℝ2, maka (𝑥𝑛) adalah barisan di ruang 

metrik (ℝ2, 𝑑). 

Definisi 2.14 (Kreyszig, 1978) 

Di dalam ruang metrik (𝐿, 𝑑) suatu barisan (𝑥𝑛) disebut konvergen jika terdapat 

titik 𝑥 ∈ 𝐿 sedemikian sehingga untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝑛0 ∈ ℕ, sehingga 

untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑛0 berlaku  

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) < 𝜀. 

Ditulis (𝑥𝑛) → 𝑥 dan 𝑥 disebut sebagai limit dari barisan (𝑥𝑛),  

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

(𝑥𝑛) = 𝑥. 

Sifat Archimedes (Bartle & Sherbert, 2010): Jika 𝑥 ∈ ℝ, maka terdapat 𝑛0 ∈ ℕ 

sehingga 𝑥 ≤ 𝑛0. 

Contoh 2.15: 

Misalkan 𝐿 = [0, 1] ⊆ ℝ dengan metrik 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦|. Maka barisan (𝑥𝑛) 

yang didefinisikan oleh (𝑥𝑛) = (
1

𝑛
) untuk 𝑛 ∈ ℕ di dalam ruang metrik (𝐿, 𝑑) 

konvergen ke 0. 

Bukti: 

Ambil sebarang 𝜀 > 0, berdasarkan sifat Archimedes, terdapat 𝑛0 ∈ ℕ 

sedemikian sehingga 

𝑛0 >
1

𝜀
. 

Oleh sebab itu, jika 𝑛 ≥ 𝑛0 >
1

𝜀
 maka 

1

𝑛
≤

1

𝑛0
< 𝜀. Jadi untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑛0 

berlaku 
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𝑑(𝑥𝑛, 0) = |
1

𝑛
− 0| =

1

𝑛
≤

1

𝑛0
< 𝜀. 

Terbukti barisan (𝑥𝑛) konvergen di 𝐿. 

Lemma 2.16 (Sihombing & Septiati, 2018) 

Misalkan (𝐿, 𝑑) adalah ruang metrik dan 𝐷 ⊆ 𝐿, 𝐷 tertutup. Jika (𝑥𝑛) konvergen 

ke 𝑥 dan (𝑥𝑛) ∈ 𝐷 untuk semua 𝑛 ∈ ℕ, maka 𝑥 ∈ 𝐷. 

Bukti: 

Diketahui 𝐷 adalah himpunan bagian tertutup dari 𝐿, artinya 𝐷 memuat semua 

titik limitnya. Karena 𝐷 tertutup, maka haruslah 𝐷 memuat semua titik limit dari 

barisan konvergen di dalamnya. Perhatikan bahwa 𝑥 adalah limit dari (𝑥𝑛) yang 

semua elemennya berada di 𝐷. Jadi terbukti bahwa 𝑥 ∈ 𝐷. 

2.1.5 Barisan Cauchy di Ruang Metrik 

Definisi 2.17 (Kreyszig, 1978) 

Di dalam ruang metrik (𝐿, 𝑑) barisan (𝑥𝑛) disebut barisan Cauchy jika untuk 

setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝑛0 ∈ ℕ sedemikian sehingga 𝑛, 𝑚 ≥ 𝑛0 berlaku 

𝑑(𝑥𝑚, 𝑥𝑛) < 𝜀. 

Teorema 2.18 (Kreyszig, 1978) 

Di dalam ruang metrik (𝐿, 𝑑), jika sebuah barisan konvergen, maka barisan 

tersebut juga bersifat Cauchy. 

Bukti: 

Misalkan (𝑥𝑛) adalah barisan dalam ruang metrik (𝐿, 𝑑), dan misalkan 𝑥 ∈ 𝐿 

sedemikian sehingga (𝑥𝑛) konvergen ke 𝑥. Maka untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 

𝑛0 ∈ ℕ berlaku 

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) <
𝜀

2
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untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑛0. 

Ambil 𝑚 ≥ 𝑛0, maka juga berlaku 

𝑑(𝑥𝑚, 𝑥) <
𝜀

2
. 

Sehingga untuk 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑛0 berlaku ketaksamaan segitiga 

𝑑(𝑥𝑚, 𝑥𝑛) ≤ 𝑑(𝑥𝑚, 𝑥) + 𝑑(𝑥, 𝑥𝑛) <
𝜀

2
+

𝜀

2
= 𝜀. 

Terbukti (𝑥𝑛) adalah barisan Cauchy. 

Teorema 2.18 menjelaskan bahwa jika sebuah barisan konvergen juga merupakan 

barisan Cauchy, namun tidak untuk sebaliknya. Berikut diberikan contoh barisan 

Cauchy yang tidak konvergen. 

Contoh 2.19: 

Himpunan 𝐿 = (0, 1] dengan metrik 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| dan barisan (𝑥𝑛) di ruang 

metrik (𝐿, 𝑑) dengan (𝑥𝑛) = (
1

𝑛
) untuk 𝑛 = 1,2,3, … . Barisan (𝑥𝑛) adalah 

barisan Cauchy yang tidak konvergen di 𝐿. 

Bukti: 

Ambil sebarang 𝜀 > 0, terdapat 𝑛0 ∈ ℕ sedemikian sehingga 

𝑛0 >
2

𝜀
. 

Oleh karena itu, jika 𝑛, 𝑚 ≥ 𝑛0 maka 
1

𝑛
≤

1

𝑛0
 dan 

1

𝑚
≤

1

𝑛0
.  

Sehingga jika 𝑛, 𝑚 ≥ 𝑛0 maka 

𝑑(𝑥𝑚, 𝑥𝑛) = |𝑥𝑚 − 𝑥𝑛| = |
1

𝑚
−

1

𝑛
| ≤

1

𝑚
+

1

𝑛
≤

2

𝑛0
< 𝜀. 

Jadi barisan (𝑥𝑛) adalah barisan Cauchy. Berdasarkan contoh sebelumnya, 0 

adalah limit dari barisan (𝑥𝑛), namun 0 ∉ 𝐿. Jadi barisan (𝑥𝑛) di dalam 𝐿 = (0,1] 

merupakan barisan tidak konvergen di 𝐿. 
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2.1.6 Ruang Metrik Lengkap 

Definisi 2.20 (Kreyszig, 1978) 

Ruang metrik (𝐿, 𝑑) dikatakan lengkap apabila setiap barisan Cauchy (𝑥𝑛) di 

dalamnya konvergen menuju suatu elemen di 𝐿. 

Teorema 2.21 (Kreyszig, 1978) 

Misalkan (𝐿, 𝑑) adalah ruang metrik lengkap dan 𝐷 ⊆ 𝐿, maka 

𝐷 tertutup di 𝐿 ⇔ (𝐷, 𝑑) adalah subruang metrik lengkap dari 𝐿. 

Bukti: 

(⇒) Diketahui 𝐷 ⊆ 𝐿, dengan 𝐷 adalah himpunan bagian tertutup di 𝐿. Ambil 

suatu barisan Cauchy (𝑥𝑛) di 𝐷, sehingga untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝑛0 ∈ ℕ 

sedemikian sehingga berlaku 

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) < 𝜀 

untuk 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑛0.  

Karena 𝐷 ⊆ 𝐿, maka barisan (𝑥𝑛) juga berada di 𝐿. Dan karena (𝐿, 𝑑) adalah 

ruang metrik lengkap, maka barisan Cauchy (𝑥𝑛) konvergen ke suatu titik di 𝐿. 

Berdasarkan Lemma 2.16, karena (𝑥𝑛) konvergen ke 𝑥 dan (𝑥𝑛) ∈ 𝐷, maka 𝑥 ∈

𝐷. Dengan demikian (𝐷, 𝑑) merupakan subruang dari ruang metrik yang lengkap. 

(⇐) Diketahui (𝐷, 𝑑) merupakan subruang dari ruang metrik yang lengkap. 

Misalkan 𝑥 ∈ 𝑐𝑙(𝐷). 

Ambil barisan (𝑥𝑛) di 𝐷. Maka terdapat barisan (𝑥𝑛) yang konvergen ke 𝑥 ∈

𝑐𝑙(𝐷), ditulis 

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥. 

Oleh karena itu, (𝑥𝑛) adalah barisan Cauchy di 𝐷, dan 𝑥 ∈ 𝐷. Dengan demikian 

𝑐𝑙(𝐷) = 𝐷. Ini menunjukkan 𝐷 tertutup. 
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2.1.7 Pemetaan Kontinu di Ruang Metrik 

Definisi 2.22 (Kreyszig, 1978) 

Misalkan 𝑇 adalah pemetaan dari ruang metrik (𝐿, 𝑑) ke ruang metrik (𝑂, 𝑑̃), 

𝑇: 𝐿 → 𝑂. Maka 

1. Pemetaan 𝑇 disebut kontinu di titik 𝑥0 ∈ 𝐿, jika untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 

𝛿 > 0 sedemikian sehingga 

𝑑̃(𝑇(𝑥), 𝑇(𝑥0)) < 𝜀, 

untuk setiap 𝑥 ∈ 𝐿 dengan 𝑑(𝑥, 𝑥0) < 𝛿. 

2. Jika pemetaan 𝑇 kontinu pada setiap titik 𝑥 di 𝐿 maka 𝑇 disebut kontinu. 

2.1.8 Titik Tetap di Ruang Metrik 

Definisi 2.23 (Sihombing & Septiati, 2018) 

Diberikan ruang metrik (𝐿, 𝐷). Titik 𝑥 ∈ 𝐿 disebut titik tetap dari pemetaan 

𝑇: 𝐿 → 𝐿 jika 𝑇(𝑥) = 𝑥. 

Contoh: 

Pemetaan 𝑇: ℝ → ℝ dengan 𝑇(𝑥) = 𝑥2, untuk setiap 𝑥 ∈ ℝ. 0 dan 1 adalah titik 

tetap dari 𝑇. 

2.1.9 Pemetaan Kontraktif pada Ruang Metrik 

Definisi 2.24 (Sihombing & Septiati, 2018) 

Diberikan ruang metrik (𝐿, 𝑑). Pemetaan 𝑇: 𝐿 → 𝐿 disebut pemetaan kontraktif 

pada 𝐿 apabila terdapat bilangan riil 𝑎 ∈ (0,1), sedemikian sehingga berlaku 

𝑑(𝑇(𝑥), 𝑇(𝑦)) ≤ 𝑎𝑑(𝑥, 𝑦) 

untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿. 
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Contoh 2.25: 

Misalkan 𝐿 = {𝑥 ∈ ℝ|0 < 𝑥 ≤
1

4
}. Pemetaan 𝑇: 𝐿 → 𝐿 dengan 𝑇(𝑥) = 𝑥2 adalah 

pemetaan kontraktif dengan metrik 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦|. 

Bukti: 

Dengan menggunakan Definisi 2.24, maka: 

|𝑇(𝑥) − 𝑇(𝑦)| = |𝑥2 − 𝑦2| = |(𝑥 − 𝑦)(𝑥 + 𝑦)| 

= |𝑥 − 𝑦||𝑥 + 𝑦| 

≤ |𝑥 − 𝑦| 𝑠𝑢𝑝
𝑥,𝑦∈𝐿

|𝑥 + 𝑦|  

≤ |𝑥 − 𝑦| 𝑠𝑢𝑝
𝑥∈𝐿

|𝑥| + 𝑠𝑢𝑝
𝑦∈𝐿

|𝑦|  

= |𝑥 − 𝑦|
1

4
+

1

4
  

=
1

2
|𝑥 − 𝑦|, 𝑥 ≠ 𝑦.  

Terbukti bahwa 𝑇 adalah pemetaan kontraktif. 

Lemma 2.26 (Sihombing & Septiati, 2018) 

Pemetaan 𝑇 adalah kontraktif di ruang metrik (𝐿, 𝑑), 𝑇 juga merupakan pemetaan 

yang kontinu. 

Bukti: 

Diketahui 𝑎 ∈ (0,1), misalkan 𝑥 ∈ 𝐿.  

Ambil sebarang 𝜀 > 0,  

dipilih 𝛿 =
𝜀

𝑎
> 0 sedemikian sehingga untuk setiap 𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝛿 berlaku 

𝑑(𝑇(𝑥), 𝑇(𝑦)) ≤ 𝑎𝑑(𝑥, 𝑦) < 𝑎
𝜀

𝑎
= 𝜀 

karena 𝑥 sebarang anggota di 𝐿, maka 𝑇 kontinu di 𝐿. 
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2.1.10 Ruang Metrik dan Ruang Metrik Parsial 

Ruang metrik parsial memiliki perbedaan dengan ruang metrik di salah 

satu sifatnya yaitu jarak suatu titik dengan dirinya sendiri (self-distance). Sebelum 

membahas tentang hubungan ruang metrik dan ruang metrik parsial, akan 

diberikan terlebih dahulu definisi ruang metrik parsial. 

Definisi 2.27 (Dwivedi, 2022) 

Misalkan 𝐿 adalah sebarang himpunan tak kosong dan 𝑝 (distance) adalah metrik 

parsial pada 𝐿, sehingga untuk semua 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿. Pemetaan 𝑝 ∶ 𝐿 × 𝐿 → ℝ+ ∪

{0}  memenuhi: 

(P1) 𝑥 = 𝑦 jika dan hanya jika 𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑦, 𝑦) (Equality Biimplies 

Indistancy) 

(P2) 𝑝(𝑥, 𝑥) ≤ 𝑝(𝑥, 𝑦) (Small Self-Distances) 

(P3) 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑦, 𝑥) (Simetri) 

(P4) 𝑝(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑝(𝑥, 𝑧) + 𝑝(𝑧, 𝑦) − 𝑝(𝑧, 𝑧) (Triangularity). 

(𝐿, 𝑝) adalah ruang metrik parsial. 

Selanjutnya akan dibuktikan apakah ruang metrik parsial memenuhi 

syarat-syarat sebagai ruang metrik. Untuk mengetahui akan diberikan contoh 

sebagai beikut. 

Contoh 2.28: 

Diberikan himpunan ℝ+. Pemetaan 𝑝 ∶ ℝ+ × ℝ+ → ℝ+ ∪ {0} didefinisikan 

sebagai  

𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥 {𝑥, 𝑦} 

untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ+. (ℝ+, 𝑝) adalah metrik parsial. 

Bukti: 
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(P1) (⇒) diketahui 𝑥 = 𝑦, akan dibuktikan 𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑦, 𝑦). 

Ambil 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ+, 

karena 𝑥 = 𝑦, 

maka 𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑝(𝑥, 𝑦) 

= 𝑚𝑎𝑥{𝑥, 𝑥}  

= 𝑥 = 𝑦  

= 𝑚𝑎𝑥{𝑦, 𝑦}  

= 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑦, 𝑦). 

Terbukti bahwa jika 𝑥 = 𝑦, maka 𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑦, 𝑦). 

(⇐) diketahui 𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑦, 𝑦), akan dibuktikan 𝑥 = 𝑦. 

Ambil 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ+, 

𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑝(𝑥, 𝑦)  

= 𝑚𝑎𝑥{𝑥, 𝑥} = 𝑥  

𝑝(𝑦, 𝑦) = 𝑝(𝑥, 𝑦)  

= 𝑚𝑎𝑥{𝑦, 𝑦} = 𝑦  

Terbukti bahwa jika 𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑦, 𝑦), maka 𝑥 = 𝑦. 

(P2)  Akan ditunjukkan 𝑝(𝑥, 𝑥) ≤ 𝑝(𝑥, 𝑦) untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ+. 

Ambil 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ+ 

𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑚𝑎𝑥{𝑥, 𝑥}  

≤ 𝑚𝑎𝑥{𝑥, 𝑦} = 𝑝(𝑥, 𝑦)  

Jadi, 𝑝(𝑥, 𝑥) ≤ 𝑝(𝑥, 𝑦) untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ+. 

(P3)  Akan ditunjukkan 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑦, 𝑥) untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ+ 

Ambil 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ+, maka: 

𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥{𝑥, 𝑦} = 𝑚𝑎𝑥{𝑦, 𝑥} = 𝑝(𝑦, 𝑥) 
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Jadi, 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑦, 𝑥) untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ+. 

(P4) Akan ditunjukkan 𝑝(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑝(𝑥, 𝑧) + 𝑝(𝑧, 𝑦) − 𝑝(𝑧, 𝑧) untuk setiap 

𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ+. 

Ambil 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ+, maka: 

𝑝(𝑥, 𝑦) + 𝑝(𝑧, 𝑧) = 𝑚𝑎𝑥{𝑥, 𝑦} + 𝑚𝑎𝑥 {𝑧, 𝑧} 

≤ 𝑚𝑎𝑥{𝑥, 𝑧} + 𝑚𝑎𝑥 {𝑦, 𝑧}  

≤ 𝑚𝑎𝑥{𝑥, 𝑧} + 𝑚𝑎𝑥 {𝑧, 𝑦}  

≤ 𝑝(𝑥, 𝑧) + 𝑝(𝑧, 𝑦).  

Sehingga dapat ditulis 𝑝(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑝(𝑥, 𝑧) + 𝑝(𝑧, 𝑦) − 𝑝(𝑧, 𝑧). 

Terbukti 𝑝(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑝(𝑥, 𝑧) + 𝑝(𝑧, 𝑦) − 𝑝(𝑧, 𝑧). 

Terbukti (ℝ+, 𝑝) ruang metrik parsial. 

Kemudian karena terbukti (ℝ+, 𝑝) ruang metrik parsial, maka akan 

dibuktikan bahwa (ℝ+, 𝑝) bukan merupakan ruang metrik seperti contoh berikut. 

Contoh 2.29: 

Menggunakan contoh penyangkal. 

Diberikan himpunan ℝ+. Pemetaan 𝑝 ∶ ℝ+ × ℝ+ → ℝ+ ∪ {0} didefinisikan 

sebagai  

𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥 {𝑥, 𝑦} 

untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ+. (ℝ+, 𝑝) bukan merupakan ruang metrik. 

Bukti: 

Menggunakan bukti kontradiksi. 

(M2) 𝑝(𝑥, 𝑦) = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 𝑦 (Equality Biimplies Indistancy). 

Ambil sebarang 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ+, ℝ+ = {𝑥 ∈ ℝ|𝑥 > 0}. 

Untuk 𝑥 = 2, 𝑦 = 2 maka 



22 

 

 
 

𝑝(2,2) = max{2,2} = 2. 

Sehingga 𝑝(𝑥, 𝑦) ≠ 0 dan bisa saja 𝑥 ≠ 𝑦. 

Artinya 𝑝(𝑥, 𝑦) = 0 tidak berlaku. 

Karena terdapat salah satu sifat ruang metrik yang tidak terpenuhi, dengan 

demikian terbukti bahwa ruang metrik parsial bukan merupakan ruang metrik. 

 

2.2 Kajian Integrasi Topik dengan al-Quran/Hadits 

Penelitian ini membahas tentang pembuktian teorema. Teorema yang sudah 

ada perlu dibuktikan agar dapat dipertanggungjawabkan kebenarannya. Oleh 

karena itu, diintegrasikan dengan al-Quran yang menjelaskan pentingnya 

pembuktian menurut Islam. Allah SWT berfirman yang artinya (Kemenag, 2024): 

“(Yaitu) delapan binatang yang berpasangan, sepasang dari domba dan sepasang 

dari kambing. Katakanlah: "Apakah dua yang jantan yang diharamkan Allah 

ataukah dua yang betina, ataukah yang ada dalam kandungan dua betinanya." 

Terangkanlah kepadaku dengan berdasar pengetahuan jika kamu memang orang-

orang yang benar.” (Q.S. al-An’am [6]:143) 

 

Ibnu Katsir dalam tafsirnya, pada kalimat “(Yaitu) delapan binatang yang 

berpasangan, sepasang dari domba dan sepasang dari kambing. Katakanlah: 

"Apakah dua yang jantan yang diharamkan Allah ataukah dua yang betina, 

ataukah yang ada dalam kandungan dua betinanya."” dijelaskan bahwa kebiasaan 

masyarakat Arab pada masa pra-Islam yang menunjukkan ketidaktahuan mereka. 

Mereka mengatakan bahwa sebagian hewan ternak adalah haram, lalu mereka 

mengkategorikannya seperti bahirah, saibah, wasilah, dan ham. Larangan-larangan 

ini juga diterapkan pada tanaman dan buah-buahan. Kemudian, pada kalimat 

“Terangkanlah kepadaku dengan berdasar pengetahuan jika kamu memang orang-

orang yang benar.” dijelaskan bahwa Allah SWT meminta bukti serta penjelasan 
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dari kitab Allah SWT dan para nabi-Nya bahwa Allah benar-benar mengharamkan 

hal tersebut, jika memang mereka berkata benar dan tidak mengada-ada. Allah 

SWT meminta penjelasan berdasarkan pengetahuan jika mereka adalah orang yang 

benar (Ghoffar dkk, 2004). 

 

2.3 Kajian Topik dengan Teori Pendukung 

Subbab ini menjelaskan lemma dan teorema yang akan dibuktikan yang 

berkaitan dengan topik penelitian, dan menggunakan teori pendukung pada subbab 

sebelumnya. 

Definisi 2.30 (Dwivedi, 2022) 

Misalkan 𝐿 adalah sebarang himpunan tak kosong dan 𝑝 (distance) adalah metrik 

parsial pada 𝐿, sehingga untuk semua 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿. Pemetaan 𝑝 ∶ 𝐿 × 𝐿 → ℝ+ ∪ {0} 

memenuhi: 

(P1) 𝑥 = 𝑦 jika dan hanya jika 𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑦, 𝑦) (Equality Biimplies 

Indistancy) 

(P2) 𝑝(𝑥, 𝑥) ≤ 𝑝(𝑥, 𝑦) (Small Self-Distances) 

(P3) 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑦, 𝑥) (Simetri) 

(P4) 𝑝(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑝(𝑥, 𝑧) + 𝑝(𝑧, 𝑦) − 𝑝(𝑧, 𝑧) (Triangularity) 

(𝐿, 𝑝) adalah ruang metrik parsial. 

Definisi 2.31 (Dwivedi, 2022) 

Misalkan (𝑥𝑛) adalah barisan di ruang metrik parsial (𝐿, 𝑝), maka 

1. (𝑥𝑛) konvergen di titik 𝑥 ∈ 𝐿, jika 𝑝(𝑥, 𝑥) = lim
𝑛→∞

𝑝(𝑥, 𝑥𝑛). 

2. (𝑥𝑛) disebut barisan Cauchy jika lim
𝑛,𝑚→∞

𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) adalah finite. 
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Definisi 2.32 (Dwivedi, 2022) 

Ruang metrik parsial (𝐿, 𝑝) dikatakan lengkap apabila setiap barisan Cauchy (𝑥𝑛) 

di dalamnya konvergen menuju suatu elemen di 𝐿, dengan 𝑥 ∈ 𝐿 sedemikian 

sehingga 

𝑝(𝑥, 𝑥) = lim
𝑛,𝑚→∞

𝑝( 𝑥𝑛, 𝑥𝑚). 

Lemma 2.33 (Dwivedi, 2022) 

Misalkan (𝐿, 𝑝) adalah ruang metrik parsial, maka 

1. Jika barisan (𝑥𝑛) disebut barisan Cauchy di ruang metrik (𝐿, 𝑝𝑟), maka (𝑥𝑛) 

juga merupakan barisan Cauchy di (𝐿, 𝑝). 

2. (𝐿, 𝑝) lengkap jika dan hanya jika ruang metrik (𝐿, 𝑝𝑟) lengkap. 

Teorema 2.34 (Bukatin dkk, 2009) 

Misalkan 𝑇 adalah pemetaan diri pada ruang metrik parsial lengkap (𝐿, 𝑝) sehingga 

terdapat bilangan riil 𝑎 ∈ [0,1), berlaku 

𝑝(𝑇(𝑥), 𝑇(𝑦)) ≤ 𝑎𝑝(𝑥, 𝑦) 

untuk semua 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿, maka 𝑇 mempunyai titik tetap tunggal. 

Definisi 2.35 (Dwivedi, 2022) 

Pemetaan tak menurun 𝜑: [0, +∞) → [0, +∞) disebut pemetaan Gauge Bianchini-

Grandolfi pada ℝ+ ∪ {0}  jika ∑ 𝜑𝑛(𝑡)∞
0  konvergen untuk setiap 𝑡 ∈ ℝ+ ∪ {0}, 

dengan 𝜑𝑛 adalah iterasi ke-𝑛 dari 𝜑, dan 𝜑0(𝑡) = 𝑡 dan seterusnya. 

𝜑0(𝑡) = 𝑡, 𝜑1(𝑡) = 𝜑(𝑡), 𝜑2(𝑡) = 𝜑(𝜑(𝑡)), … , 𝜑𝑛(𝑡) = 𝜑(𝜑𝑛−1(𝑡)). 

Lemma 2.36 

Jika 𝜑 ∈ 𝜓, maka 𝜑(0) = 0 dan 𝜑(𝑡) < 𝑡, untuk semua 𝑡 > 0 (Dwivedi, 2022). 

Dengan 𝜓 = {𝜑|𝜑: ℝ+ ∪ {0} → ℝ+ ∪ {0} adalah kontinu, tak menurun dan 𝜑(𝑡) =

0 ⇔ 𝑡 = 0} (Rao dkk, 2015). 
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Definisi 2.37 (Dwivedi, 2022) 

Misalkan 𝐿 adalah himpunan tak kosong dan 𝐴, 𝐵: 𝐿 → 𝐿 merupakan pemetaan diri 

pada 𝐿. Jika 𝑢 = 𝐴𝑥 = 𝐵𝑥 untuk sebarang 𝑥 ∈ 𝐿, maka 𝑥 disebut titik koinsidensi 

pada 𝐴 dan 𝐵, dan 𝑢 disebut titik koinsidensi pada 𝐴 dan 𝐵. 

Definisi 2.38 (Dwivedi, 2022) 

Misalkan  𝐿 adalah himpunan tak kosong dan 𝐴, 𝐵: 𝐿 → 𝐿 merupakan pemetaan diri 

pada 𝐿. Maka 𝐴 bersama 𝐵 disebut kompatibel lemah jika 𝐴𝐵𝑡 = 𝐵𝐴𝑡, dengan 𝐴𝑡 =

𝐵𝑡 untuk sebarang 𝑡 ∈ 𝐿. 

Teorema 2.39 (Dwivedi, 2022) 

Misalkan 𝐴, 𝐵, 𝑆 dan 𝑇 adalah empat pemetaan diri pada ruang metrik parsial 

lengkap (𝐿, 𝑝) sehingga  

𝐴(𝐿) ⊆ 𝑇(𝐿), 𝐵(𝐿) ⊆ 𝑆(𝐿) 

dan 

𝑝(𝐴𝑥, 𝐵𝑦) ≤ 𝜑(𝑚𝑎𝑥{𝑝(𝑆𝑥, 𝑇𝑦) , [𝑝(𝑆𝑥, 𝐴𝑥) + 𝑝(𝑇𝑦, 𝐵𝑦)], [𝑝(𝑆𝑥, 𝐵𝑦)

+ 𝑝(𝑇𝑦, 𝐴𝑥)]}), 

untuk semua 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿, dengan 𝜑 ∈ 𝜓. 

Jika satu dari range 𝐴(𝐿), 𝐵(𝐿), 𝑇(𝐿) dan 𝑆(𝐿) adalah sub himpunan tertutup dari 

(𝐿, 𝑝), maka 

1. 𝐴 dan 𝑆 mempunyai titik koinsidensi. 

2. 𝐵 dan 𝑇 mempunyai titik koinsidensi. 

Teorema 2.40 (Dwivedi, 2022) 

Misalkan 𝐴, 𝐵, 𝑆 dan 𝑇 adalah empat pemetaan diri pada ruang metrik parsial 

lengkap (𝐿, 𝑝) sehingga  

𝐴(𝐿) ⊆ 𝑇(𝐿), 𝐵(𝐿) ⊆ 𝑆(𝐿) 
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dan 

𝑝(𝐴𝑥, 𝐵𝑦) ≤ 𝜑(𝑚𝑎𝑥{𝑝(𝑆𝑥, 𝑇𝑦) , [𝑝(𝑆𝑥, 𝐴𝑥) + 𝑝(𝑇𝑦, 𝐵𝑦)], [𝑝(𝑆𝑥, 𝐵𝑦)

+ 𝑝(𝑇𝑦, 𝐴𝑥)]}), 

untuk semua 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿, dengan 𝜑 ∈ 𝜓. 

Jika pasangan (𝐴, 𝑆) dan (𝐵, 𝑇) adalah kompatibel lemah, maka 𝐴, 𝐵, 𝑆 dan 𝑇 

mempunyai titik tetap umum tunggal.  
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BAB III 

METODE PENELITIAN 

 

3.1 Jenis Penelitian 

Penelitian ini dilakukan dengan pendekatan kualitatif. Pendekatan ini 

mengandalkan studi pustaka sebagai metode utama, yakni dengan mengumpulkan 

berbagai informasi yang relevan dengan tema yang sedang dikaji. Proses ini 

dilakukan dengan mengumpulkan beberapa sumber seperti buku dan artikel untuk 

memperoleh informasi yang lebih lengkap. 

 

3.2 Pra Penelitian 

Langkah awal sebelum memulai penelitian adalah mengumpulkan beragam 

referensi yang memiliki keterkaitan dengan topik yang dikaji. Berikut kajian 

terdahulu yang digunakan sebagai landasan dalam penelitian ini adalah buku karya 

Sihombing & Septiati (2018), serta terdapat penelitian lain, salah satunya yakni 

Dwivedi (2022) yang menjadi dasar dalam menyusun tahapan pembuktian. 

 

3.3 Tahapan Penelitian 

Berikut tahapan pada penelitian ini. 

1. Mempelajari penelitian terdahulu maupun penelitian terkait topik 

penelitian. 

2. Menguraikan definisi terkait ruang metrik dan ruang metrik parsial, barisan 

yang berlaku di dalamnya, dan kelengkapannya. 
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3. Menentukan serta mengkaji ayat al-Quran yang berkaitan dengan topik 

penelitian. 

4. Menganalisa teori pendukung dari topik penelitian. 

5. Membuktikan teorema titik tetap di ruang metrik parsial. 

6. Membuat kesimpulan dari pembuktian teorema titik tetap di ruang metrik 

parsial. 
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BAB IV 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

 

4.1 Teorema Titik Tetap untuk Empat Pemetaan pada Ruang Metrik Parsial 

Sebelum membahas mengenai teorema titik tetap untuk empat pemetaan 

pada ruang metrik parsial akan dibahas kembali mengenai Definisi ruang metrik 

parsial dengan Definisi barisan di dalamnya seperti berikut. 

Definisi 4.1 (Dwivedi, 2022) 

Misalkan 𝐿 adalah sebarang himpunan tak kosong dan 𝑝 (distance) adalah metrik 

parsial pada 𝐿, sehingga untuk semua 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿. Pemetaan 𝑝 ∶ 𝐿 × 𝐿 → ℝ+ ∪ {0} 

memenuhi: 

(P1) 𝑥 = 𝑦 jika dan hanya jika 𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑦, 𝑦) (Equality Biimplies 

Indistancy)  

(P2) 𝑝(𝑥, 𝑥) ≤ 𝑝(𝑥, 𝑦) (Small Self-Distances) 

(P3) 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑦, 𝑥) (Simetri) 

(P4) 𝑝(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑝(𝑥, 𝑧) + 𝑝(𝑧, 𝑦) − 𝑝(𝑧, 𝑧) (Triangularity). 

(𝐿, 𝑝) adalah ruang metrik parsial. 

Pada ruang metrik terdapat sifat (M2) yaitu 𝑑(𝑥, 𝑦) = 0 jika dan hanya jika 

𝑥 = 𝑦 (Equality Biimplies Indistancy), namun di dalam ruang metrik parsial tidak 

berlaku sebaliknya, seperti yang dijelaskan pada remark berikut. 

Remark 4.2 (Dwivedi, 2022) 

Jika 𝑝(𝑥, 𝑦) = 0, maka dari (P1) dan (P2) diperoleh 𝑥 = 𝑦. Tetapi jika 𝑥 = 𝑦, maka 

𝑝(𝑥, 𝑦) ≠ 0 atau  positif. 

Bukti: 
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1. Jika 𝑝(𝑥, 𝑦) = 0 maka 𝑥 = 𝑦. 

Berdasarkan sifat (P2) diperoleh 

𝑝(𝑥, 𝑥) ≤ 𝑝(𝑥, 𝑦) = 0. 

Sehingga 𝑝(𝑥, 𝑥) ≤ 0, namun karena 𝑝(𝑥, 𝑥) ∈ ℝ+ ∪ {0} maka 𝑝(𝑥, 𝑥) =

0. 

Berdasarkan sifat (P3) dan (P2) diperoleh 

𝑝(𝑦, 𝑦) ≤ 𝑝(𝑦, 𝑥) = 𝑝(𝑥, 𝑦) = 0 

Sehingga 𝑝(𝑦, 𝑦) = 0. 

Jadi 𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑦, 𝑦) = 0, berdasarkan (P1) yaitu 

𝑥 = 𝑦 jika dan hanya jika 𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑦, 𝑦). 

Dengan demikian terbukti bahwa jika 𝑝(𝑥, 𝑦) = 0 maka 𝑥 = 𝑦. 

2. Jika 𝑥 = 𝑦 maka 𝑝(𝑥, 𝑦) ≠ 0 atau positif. 

Berdasarkan sifat (P1) yaitu 

𝑥 = 𝑦 jika dan hanya jika 𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑦, 𝑦) 

Apabila 𝑥 = 𝑦, maka 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑥, 𝑥). 

Tetapi pada ruang metrik parsial, tidak disyaratkan bahwa 𝑝(𝑥, 𝑥) = 0. 

Berbeda dengan ruang metrik, sehingga pada ruang metrik parsial diketahui 

𝑝(𝑥, 𝑥) ≤ 𝑝(𝑥, 𝑦). 

Artinya bisa saja 𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑐 > 0, maka bisa berlaku pada ruang metrik 

parsial. Sehingga 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑐 > 0. 

Dengan demikian terbukti bahwa jika 𝑥 = 𝑦 maka 𝑝(𝑥, 𝑦) ≠ 0 atau positif. 

Kemudian didefinisikan suatu pemetaan 𝑝𝑟 pada himpunan tak kosong 𝐿 dengan 

𝑝𝑟: 𝐿 × 𝐿 → ℝ untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿, 

𝑝𝑟(𝑥, 𝑦) = 2𝑝(𝑥, 𝑦) − 𝑝(𝑥, 𝑥) − 𝑝(𝑦, 𝑦). 
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Karena 𝑝 adalah metrik parsial di 𝐿, pemetaan 𝑝𝑟 memenuhi sifat-sifat metrik di 𝐿.  

1. Untuk sifat (M1), ambil sebarang 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ. 

Diketahui 𝑝 ∶ 𝐿 × 𝐿 → ℝ+ ∪ {0}  adalah metrik parsial, maka  

𝑝(𝑥, 𝑦), 𝑝(𝑥, 𝑥), 𝑝(𝑦, 𝑦) ∈ ℝ+ ∪ {0} 

dengan 

𝑝𝑟(𝑥, 𝑦) = 2𝑝(𝑥, 𝑦) − 𝑝(𝑥, 𝑥) − 𝑝(𝑦, 𝑦). 

Dari sifat (P2) yaitu 

𝑝(𝑥, 𝑥) ≤ 𝑝(𝑥, 𝑦) dan 𝑝(𝑦, 𝑦) ≤ 𝑝(𝑥, 𝑦), 

lalu 

𝑝(𝑥, 𝑥) + 𝑝(𝑦, 𝑦) ≤ 2𝑝(𝑥, 𝑦) 

Maka 

2𝑝(𝑥, 𝑥) − [𝑝(𝑥, 𝑥) + 𝑝(𝑦, 𝑦)] ≥ 0. 

Sehingga 𝑝𝑟(𝑥, 𝑦) ≥ 0. 

Karena jumlah 𝑝(𝑥, 𝑥) + 𝑝(𝑦, 𝑦) tidak pernah lebih besar dari 2𝑝(𝑥, 𝑦) 

berdasarkan sifat (P2). 

Operasi pengurangan antara bilangan riil tetap menghasilkan bilangan riil. 

Dengan demikian terbukti bahwa 𝑝𝑟(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ. 

Diketahui fungsi 𝑝 mempunyai kodomain ℝ+ ∪ {0}. 

Ambil sebarang 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿. Diketahui 𝑝 adalah metrik parsial, maka 

𝑝(𝑥, 𝑦), 𝑝(𝑥, 𝑥), 𝑝(𝑦, 𝑦) ∈ ℝ+ ∪ {0}. 

Karena ℝ+ ∪ {0} ⊂ ℝ, maka masing-masing 𝑝(𝑥, 𝑦), 𝑝(𝑥, 𝑥), 𝑝(𝑦, 𝑦) < ∞.  

Pengurangan bilangan riil yang finite tetap menghasilkan bilangan riil yang 

finite. Dengan demikian 𝑝𝑟(𝑥, 𝑦) = 2𝑝(𝑥, 𝑦) − 𝑝(𝑥, 𝑥) − 𝑝(𝑦, 𝑦) finite. 

Menggunakan (P2) yaitu,  
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𝑝(𝑥, 𝑥) ≤ 𝑝(𝑥, 𝑦) dan 𝑝(𝑦, 𝑦) ≤ 𝑝(𝑥, 𝑦). 

Diperoleh 

𝑝(𝑥, 𝑥) + 𝑝(𝑦, 𝑦) ≤ 2𝑝(𝑥, 𝑦) 

2𝑝(𝑥, 𝑦) − 𝑝(𝑥, 𝑥) − 𝑝(𝑦, 𝑦) ≥ 0. 

Terbukti 𝑝𝑟(𝑥, 𝑦) ≥ 0. 

Dengan demikian terbukti 𝑝𝑟(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ, 𝑝𝑟(𝑥, 𝑦) < ∞, 𝑝𝑟(𝑥, 𝑦) ≥ 0. 

2. Untuk sifat (M2) akan dibuktikan 𝑝𝑟(𝑥, 𝑦) = 0 ⇔ 𝑥 = 𝑦. 

(⇒) Jika 𝑝𝑟(𝑥, 𝑦) = 0 maka 𝑥 = 𝑦. 

Dari definisi  

𝑝𝑟(𝑥, 𝑦) = 2𝑝(𝑥, 𝑦) − 𝑝(𝑥, 𝑥) − 𝑝(𝑦, 𝑦) = 0 

2𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑥, 𝑥) + 𝑝(𝑦, 𝑦). (1) 

Perhatikan (P2) bahwa  

𝑝(𝑥, 𝑥) ≤ 𝑝(𝑥, 𝑦) dan 𝑝(𝑦, 𝑦) ≤ 𝑝(𝑥, 𝑦) 

sehingga 

𝑝(𝑥, 𝑥) + 𝑝(𝑦, 𝑦) ≤ 2𝑝(𝑥, 𝑦). (2) 

Dari persamaan (1) dan (2), diperoleh 

2𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑥, 𝑥) + 𝑝(𝑦, 𝑦) ≤ 2𝑝(𝑥, 𝑦). 

Dari pertidaksamaan (1) maka 𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑦, 𝑦). 

Menggunakan (P1), jika 𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑦, 𝑦) maka 𝑥 = 𝑦. 

Dengan demikian terbukti jika 𝑝𝑟(𝑥, 𝑦) = 0 maka 𝑥 = 𝑦. 

(⇐) Jika 𝑥 = 𝑦 maka 𝑝𝑟(𝑥, 𝑦) = 0. 

Diketahui 𝑥 = 𝑦, substitusi ke 𝑝𝑟(𝑥, 𝑦) = 2𝑝(𝑥, 𝑦) − 𝑝(𝑥, 𝑥) − 𝑝(𝑦, 𝑦). 

Karena 𝑥 = 𝑦, maka 

𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑥, 𝑥) 
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𝑝(𝑦, 𝑦) = 𝑝(𝑥, 𝑥). 

Sehingga 

𝑝𝑟(𝑥, 𝑦) = 2𝑝(𝑥, 𝑥) − 𝑝(𝑥, 𝑥) − 𝑝(𝑥, 𝑥) = 2𝑝(𝑥, 𝑥) − 2𝑝(𝑥, 𝑥) = 0. 

Dengan demikian terbukti jika 𝑥 = 𝑦 maka 𝑝𝑟(𝑥, 𝑦) = 0. 

3. Untuk sifat (M3) akan dibuktikan 𝑝𝑟(𝑥, 𝑦) = 𝑝𝑟(𝑦, 𝑥). 

Perhatikan 𝑝𝑟(𝑥, 𝑦) = 2𝑝(𝑥, 𝑦) − 𝑝(𝑥, 𝑥) − 𝑝(𝑦, 𝑦). 

Karena 𝑝 adalah metrik parsial, maka 

𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑦, 𝑥) 

yang memenuhi (P3). Sehingga diperoleh 

𝑝𝑟(𝑥, 𝑦) = 2𝑝(𝑥, 𝑦) − 𝑝(𝑥, 𝑥) − 𝑝(𝑦, 𝑦) 

𝑝𝑟(𝑦, 𝑥) = 2𝑝(𝑦, 𝑥) − 𝑝(𝑦, 𝑦) − 𝑝(𝑥, 𝑥). 

Karena 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑦, 𝑥), maka 

𝑝𝑟(𝑦, 𝑥) = 2𝑝(𝑥, 𝑦) − 𝑝(𝑦, 𝑦) − 𝑝(𝑥, 𝑥). 

Perhatikan 

𝑝𝑟(𝑥, 𝑦) = 2𝑝(𝑥, 𝑦) − 𝑝(𝑥, 𝑥) − 𝑝(𝑦, 𝑦) 

𝑝𝑟(𝑦, 𝑥) = 2𝑝(𝑥, 𝑦) − 𝑝(𝑦, 𝑦) − 𝑝(𝑥, 𝑥). 

Maka 𝑝𝑟(𝑦, 𝑥) = 2𝑝(𝑥, 𝑦) − 𝑝(𝑦, 𝑦) − 𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑝𝑟(𝑥, 𝑦). 

Penjumlahan bilangan riil bersifat komutatif, walaupun susunannya 

berbeda, maka akan diperoleh hasil yang sama. 

Dengan demikian terbukti bahwa 𝑝𝑟(𝑥, 𝑦) = 𝑝𝑟(𝑦, 𝑥). 

4. Untuk sifat (M4) akan dibuktikan 𝑝𝑟(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑝𝑟(𝑥, 𝑧) + 𝑝𝑟(𝑧, 𝑦). 

Ambil sebarang 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ. 

Dengan menggunakan (P4) yaitu 𝑝(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑝(𝑥, 𝑧) + 𝑝(𝑧, 𝑦) − 𝑝(𝑧, 𝑧), 

diperoleh 
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𝑝𝑟(𝑥, 𝑦) = 2𝑝(𝑥, 𝑦) − 𝑝(𝑥, 𝑥) − 𝑝(𝑦, 𝑦) 

≤ 2(𝑝(𝑥, 𝑧) + 𝑝(𝑧, 𝑦) − 𝑝(𝑧, 𝑧)) − 𝑝(𝑥, 𝑥) − 𝑝(𝑦, 𝑦) 

= 2𝑝(𝑥, 𝑧) + 2𝑝(𝑧, 𝑦) − 2𝑝(𝑧, 𝑧) − 𝑝(𝑥, 𝑥) − 𝑝(𝑦, 𝑦) 

= 2𝑝(𝑥, 𝑧) + 2𝑝(𝑧, 𝑦) − 𝑝(𝑧, 𝑧) − 𝑝(𝑧, 𝑧) − 𝑝(𝑥, 𝑥) − 𝑝(𝑦, 𝑦) 

= 2𝑝(𝑥, 𝑧) − 𝑝(𝑥, 𝑥) − 𝑝(𝑧, 𝑧) + 2𝑝(𝑧, 𝑦) − 𝑝(𝑧, 𝑧) − 𝑝(𝑦, 𝑦) 

= 𝑝𝑟(𝑥, 𝑧) + 𝑝𝑟(𝑧, 𝑦). 

Terbukti 𝑝𝑟(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑝𝑟(𝑥, 𝑧) + 𝑝𝑟(𝑧, 𝑦). 

Dari aksioma P1, P2, P3 dan P4 untuk 𝑝, dapat ditunjukkan bahwa  𝑝𝑟 juga berlaku 

sifat M1, M2, M3 dan M4, sehingga terbukti bahwa 𝑝𝑟 adalah metrik pada 𝐿. 

Definisi 4.3 (Dwivedi, 2022) 

Misalkan (𝐿, 𝑝) adalah ruang metrik parsial dan (𝑥𝑛) adalah barisan di 𝐿, maka 

1. (𝑥𝑛) konvergen di titik 𝑥 ∈ 𝐿, apabila 𝑝(𝑥, 𝑥) = lim
𝑛→∞

𝑝(𝑥, 𝑥𝑛). 

2. (𝑥𝑛) disebut barisan Cauchy apabila lim
𝑛,𝑚→∞

𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) adalah finite. 

Contoh 4.4: 

Misalkan 𝐿 = ℝ+ ∪ {0} = {𝑥 ∈ ℝ |𝑥 ≥ 0} dengan metrik parsial 𝑝(𝑥, 𝑦) =

𝑚𝑎𝑥 {𝑥, 𝑦}. Misalkan barisan (𝑥𝑛) didefinisikan oleh  

(𝑥𝑛) = (
1

𝑛
) 

untuk 𝑛 ∈ ℕ di dalam ruang metrik parsial (𝐿, 𝑝) konvergen ke 0. 

Bukti: 

Diketahui bahwa lim
𝑛→∞

(𝑥𝑛) = 0, dan 

𝑝(0, 𝑥𝑛) = max {0,
1

𝑛
 } =

1

𝑛
. 

Sehingga lim
𝑛→∞

(0, 𝑥𝑛) = 0. 
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Selain itu, 𝑝(0,0) = max{0,0} = 0. 

Maka berdasarkan definisi barisan konvergen di ruang metrik parsial, yaitu 

(𝑥𝑛) ⟶ 𝑥 apabila  𝑝(𝑥, 𝑥) = lim
𝑛→∞

𝑝(𝑥, 𝑥𝑛), 

dapat disimpulkan bahwa barisan (𝑥𝑛) konvergen ke 𝑥 = 0 dalam ruang metrik 

parsial. 

Contoh 4.5: 

Misalkan 𝐿 = ℝ+ ∪ {0} = {𝑥 ∈ ℝ |𝑥 ≥ 0}  dengan metrik parsial 𝑝(𝑥, 𝑦) =

𝑚𝑎 𝑥{𝑥, 𝑦}. Misalkan barisan (𝑥𝑛) didefinisikan oleh  

(𝑥𝑛) = (
1

𝑛
) 

untuk 𝑛 ∈ ℕ di dalam ruang metrik parsial (𝐿, 𝑝). Barisan (𝑥𝑛) adalah barisan 

Cauchy di 𝐿. 

Bukti: 

Untuk menunjukkan bahwa barisan (𝑥𝑛) juga merupakan barisan Cauchy, periksa 

bahwa 

lim
𝑛,𝑚→∞

𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) adalah finite. 

Karena  

𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) = max {
1

𝑛
,

1

𝑚
} ⟶ 0 saat 𝑚, 𝑛 ⟶ ∞, 

Maka nilai limit adalah 0, yang merupakan bilangan berhingga. 

Oleh karena itu, barisan (𝑥𝑛) adalah barisan Cauchy dalam ruang metrik parsial. 

Definisi 4.6 (Dwivedi, 2022) 

Ruang metrik parsial (𝐿, 𝑝) dikatakan lengkap apabila setiap barisan Cauchy (𝑥𝑛) 

di dalamnya konvergen menuju suatu elemen di 𝐿, dengan 𝑥 ∈ 𝐿 sedemikian 

sehingga 
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𝑝(𝑥, 𝑥) = lim
𝑛,𝑚→∞

𝑝( 𝑥𝑛, 𝑥𝑚). 

Lemma 4.7 (Dwivedi, 2022) 

Misalkan (𝐿, 𝑝) adalah ruang metrik parsial, maka 

1. Jika barisan (𝑥𝑛) merupakan barisan Cauchy di ruang metrik (𝐿, 𝑝𝑟), maka 

(𝑥𝑛) juga merupakan barisan Cauchy di (𝐿, 𝑝). 

2. (𝐿, 𝑝) lengkap jika dan hanya jika ruang metrik (𝐿, 𝑝𝑟) lengkap. Lebih jauh 

lagi lim
𝑛→∞

𝑝𝑟(𝑥𝑛, 𝑥) jika dan hanya jika 𝑝(𝑥, 𝑥) = lim
𝑛→∞

𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) =

lim
𝑛,𝑚→∞

𝑝( 𝑥𝑛, 𝑥𝑚). 

Bukti: 

1. Diketahui (𝑥𝑛) adalah barisan Cauchy di (𝐿, 𝑝𝑟), 

akan dibuktikan bahwa (𝑥𝑛) juga merupakan barisan Cauchy di (𝐿, 𝑝). 

Berdasarkan Definisi 2.13, barisan (𝑥𝑛) dikatakan konvergen di (𝐿, 𝑝𝑟). 

Untuk sebarang 𝜀 > 0, sehingga 

𝑝𝑟(𝑥, 𝑥) = lim
𝑛→∞

𝑝𝑟(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) = lim
𝑛→∞

{2𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) − 𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑛) − 𝑝(𝑥𝑚, 𝑥𝑚)} 

= 2 lim
𝑛→∞

𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) − 0 − 0 

< 2 (
𝜀

2
) 

< 𝜀. 

Terbukti bahwa barisan (𝑥𝑛) konvergen di (𝐿, 𝑝). Karena (𝑥𝑛) adalah 

barisan konvergen, berdasarkan Teorema 2.18 juga merupakan barisan 

Cauchy. Sehingga terbukti bahwa (𝑥𝑛) juga merupakan barisan Cauchy di 

(𝐿, 𝑝). 

2. (⇒) Jika (𝐿, 𝑝𝑟) lengkap maka (𝐿, 𝑝) lengkap.  

Diketahui bahwa (𝑥𝑛) adalah barisan konvergen di (𝐿, 𝑝𝑟). 
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Akan dibuktikan bahwa (𝑥𝑛) juga merupakan barisan konvergen di (𝐿, 𝑝). 

Berdasarkan Definisi 2.13, barisan (𝑥𝑛) merupakan barisan konvergen di 

(𝐿, 𝑝𝑟). 

Untuk sebarang 𝜀 > 0. Perhatikan bahwa  

𝑝𝑟(𝑥, 𝑥) = lim
𝑛→∞

𝑝𝑟(𝑥𝑛, 𝑥) = lim
𝑛→∞

{2𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) − 𝑝(𝑥, 𝑥) − 𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑛)}  

= 2 lim
𝑛→∞

𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) − lim
𝑛→∞

𝑝(𝑥, 𝑥) − lim
𝑛→∞

𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑛)  

= lim
𝑛→∞

𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) − lim
𝑛→∞

𝑝(𝑥, 𝑥) + lim
𝑛→∞

𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) − lim
𝑛→∞

𝑝𝑟(𝑥𝑛, 𝑥𝑛)  

<
𝜀

2
+

𝜀

2
< 𝜀. 

Terbukti (𝑥𝑛) merupakan barisan konvergen di (𝐿, 𝑝). 

Karena (𝑥𝑛) merupakan barisan konvergen di (𝐿, 𝑝), berdasarkan Teorema 

2.18 (𝑥𝑛) juga merupakan barisan Cauchy di (𝐿, 𝑝). Oleh karena itu, 

berdasarkan Definisi 4.6 (𝐿, 𝑝) adalah lengkap. 

(⇐) Jika (𝐿, 𝑝) lengkap maka (𝐿, 𝑝𝑟) lengkap. 

Diketahui bahwa (𝐿, 𝑝) lengkap. 

Berdasarkan Definisi 2.13, barisan (𝑥𝑛) merupakan barisan konvergen di 

(𝐿, 𝑝𝑟). Karena (𝑥𝑛) merupakan barisan konvergen di (𝐿, 𝑝𝑟), berdasarkan 

Teorema 2.18 (𝑥𝑛) juga merupakan barisan Cauchy di (𝐿, 𝑝𝑟). Oleh karena 

itu, berdasarkan Definisi 4.6 (𝐿, 𝑝𝑟) adalah lengkap. 

Definisi 4.8 (Bukatin dkk, 2009) 

Diberikan ruang metrik parsial (𝐿, 𝑝). Pemetaan 𝑇: 𝐿 ⟶ 𝐿 dikatakan pemetaan 

kontraktif pada 𝐿 apabila terdapat bilangan riil 𝑎 ∈ [0,1), berlaku 

𝑝(𝑇(𝑥), 𝑇(𝑦)) ≤ 𝑎𝑝(𝑥, 𝑦) 

untuk semua 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿. 
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Teorema 4.9 (Dwivedi, 2022) 

Misalkan 𝑇 adalah pemetaan diri pada ruang metrik parsial lengkap (𝐿, 𝑝) sehingga 

terdapat bilangan riil 𝑎 ∈ [0,1), berlaku 

𝑝(𝑇(𝑥), 𝑇(𝑦)) ≤ 𝑎𝑝(𝑥, 𝑦) 

untuk semua 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿, maka 𝑇 mempunyai titik tetap tunggal. 

Bukti: 

1. Konstruksi barisan (𝑥𝑛). 

Ambil sebarang 𝑥0 ∈ 𝐿, 

Barisan (𝑥𝑛) = 𝑇(𝑥𝑛−1) untuk 𝑛 = 1,2,3, … yaitu 𝑥0, 𝑥1 = 𝑇(𝑥0), 𝑥2 =

𝑇(𝑥1), … 

Barisan di atas merupakan barisan dari pemetaan 𝑇 terhadap (𝑥𝑛). 

2. Akan ditunjukkan bahwa (𝑥𝑛) adalah barisan Cauchy di ruang metrik 

parsial lengkap. 

Karena 𝑇 merupakan pemetaan kontraktif maka memenuhi 

𝑝(𝑇𝑥, 𝑇𝑦) ≤ 𝑎𝑝(𝑥, 𝑦) 

𝑎 ∈ [0,1) 

sehingga diperoleh 

𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1) = 𝑝(𝑇𝑥𝑛−1, 𝑇𝑥𝑛) ≤ 𝑎𝑝(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛)  

= 𝑎𝑝(𝑇𝑥𝑛−2, 𝑥𝑛−1)  

≤ 𝑎2𝑝(𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛) …  

≤ 𝑎𝑛𝑝(𝑥0, 𝑥1)  

untuk 𝑛 = 1,2,3, …. 

Selanjutnya untuk 𝑚 > 𝑛, dengan menggunakan ketaksamaan segitiga 

diperoleh 
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𝑝(𝑥𝑚, 𝑥𝑛) = 𝑝(𝑇𝑥𝑚−1, 𝑇𝑥𝑛−1)  

≤ 𝑝(𝑇𝑥𝑚, 𝑇𝑥𝑚−1) + 𝑝(𝑇𝑥𝑚+1, 𝑇𝑥𝑚) + ⋯ + 𝑝(𝑇𝑥𝑛+1, 𝑇𝑥𝑛)  

≤ 𝑎𝑚−1𝑝(𝑥0, 𝑥1) + ⋯ + 𝑎𝑛𝑝(𝑥0, 𝑥1)  

≤ (𝑎𝑚−1 + ⋯ + 𝑎𝑛)𝑝(𝑥0, 𝑥1)  

= 𝑎𝑛(1 + 𝑎 + 𝑎2 + 𝑎3 + ⋯ )𝑝(𝑥0, 𝑥1)  

=
𝑎𝑛

1−𝑎
𝑝(𝑥0, 𝑥1)  

dengan 
𝑎𝑛

1−𝑎
⟶ 0, 𝑛 ⟶ ∞ dan 𝑝(𝑥0, 𝑥1) adalah konstanta. 

Dengan demikian terbukti bahwa barisan (𝑥𝑛) merupakan barisan Cauchy. 

3. Akan ditunjukkan bahwa barisan (𝑥𝑛) konvergen di ruang metrik parsial 

lengkap. 

Karena (𝐿, 𝑝) ruang metrik parsial lengkap dan (𝑥𝑛) adalah barisan 

Cauchy,maka barisan (𝑥𝑛) konvergen di dalam (𝐿, 𝑝). Anggaplah (𝑥𝑛) 

konvergen ke suatu titik 𝑥 ∈ 𝐿, (𝑥𝑛) ⟶ 𝑥. 

4. Akan ditunjukkan bahwa pemetaan 𝑇 mempunyai titik tetap yaitu 𝑥. 

Telah diketahui bahwa 𝑇 kontinu berdasarkan Lemma 2.26 dan (𝑥𝑛) 

konvergen ke 𝑥, diperoleh 

lim
𝑛→∞

𝑇(𝑥𝑛) = 𝑇(𝑥) 

karena 𝑇(𝑥𝑛) = 𝑥𝑛+1, maka 𝑇(𝑥𝑛) konvergen ke 𝑥. Diperoleh 

𝑇(𝑥𝑛) = lim 𝑥𝑛+1 = 𝑥 

Sehingga diperoleh 𝑇(𝑥) = 𝑥, terbukti bahwa 𝑥 merupakan titik tetap dari 

pemetaan 𝑇. 

5. Akan ditunjukkan bahwa 𝑇 mempunyai titik tetap tunggal.  
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Anggaplah 𝑒 juga merupakan titik tetap 𝑇, sehingga 𝑇(𝑥) = 𝑥 dan 𝑇(𝑒) =

𝑒. Oleh karena itu 

𝑝(𝑥, 𝑒) = 𝑝(𝑇𝑥, 𝑇𝑒) ≤ 𝑎𝑝(𝑥, 𝑒) 

Karena 𝑎 ∈ [0,1), maka 𝑝(𝑥, 𝑒) = 0. Dengan demikian 𝑥 = 𝑒.  

Jadi terbukti bahwa 𝑇 mempunyai titik tetap tunggal. 

Definisi 4.10 (Dwivedi, 2022) 

Pemetaan tak menurun 𝜑: [0, +∞) → [0, +∞) disebut pemetaan Gauge Bianchini-

Grandolfi pada ℝ+ jika ∑ 𝜑𝑛(𝑡)∞
0  konvergen untuk setiap 𝑡 ∈ ℝ+, dengan 𝜑𝑛 

adalah iterasi ke-𝑛 dari 𝜑, dan 𝜑0(𝑡) = 𝑡 dan seterusnya. 

𝜑0(𝑡) = 𝑡, 𝜑1(𝑡) = 𝜑(𝑡), 𝜑2(𝑡) = 𝜑(𝜑(𝑡)), … , 𝜑𝑛(𝑡) = 𝜑(𝜑𝑛−1(𝑡)). 

Lemma 4.11 

Jika 𝜑 ∈ 𝜓, maka 𝜑(0) = 0 dan 𝜑(𝑡) < 𝑡, untuk semua 𝑡 > 0 (Dwivedi, 2022). 

Dengan 𝜓 = {𝜑|𝜑: ℝ+ → ℝ+ adalah kontinu, tak menurun dan 𝜑(𝑡) = 0 ⇔ 𝑡 =

0} (Rao dkk, 2015). 

Bukti: 

1. Diketahui 𝜑 ∈ 𝜓, akan dibuktikan bahwa 𝜑(0) = 0. 

Dari definisi himpunan 𝜓 diketahui bahwa 𝜑(𝑡) = 0 ⇔ 𝑡 = 0. 

Artinya jika 𝑡 = 0 maka 𝜑(0) = 0 dan berlaku sebaliknya. 

Oleh karena itu, terbukti bahwa 𝜑(0) = 0. 

2. Diketahui 𝜑 ∈ 𝜓, akan dibuktikan bahwa 𝜑(𝑡) < 𝑡, untuk semua 𝑡 > 0. 

Menggunakan pembuktian kontradiksi, misalkan 𝜑(𝑡) ≥ 𝑡 untuk semua 𝑡 >

0. Sehingga 𝜑(𝑡) ≥ 𝑡 > 0, maka 𝜑(𝑡) ≠ 0. 

Berdasarkan definisi himpunan 𝜓 diketahui bahwa 𝜑(𝑡) = 0 ⇔ 𝑡 = 0. 

Jadi jika 𝜑(𝑡) = 𝑡, maka 𝑡 = 0 yang merupakan kontradiksi. 
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Oleh karena itu, tidak mungkin ada 𝑡 > 0 dengan 𝜑(𝑡) ≥ 𝑡. Artinya untuk 

semua 𝑡 > 0, pasti 𝜑(𝑡) < 𝑡. 

Definisi 4.12 (Dwivedi, 2022) 

Misalkan 𝐿 adalah himpunan tak kosong dan 𝐴, 𝐵: 𝐿 → 𝐿 merupakan pemetaan diri 

pada 𝐿. Jika 𝑢 = 𝐴𝑥 = 𝐵𝑥 untuk sebarang 𝑥 ∈ 𝐿, maka 𝑥 disebut titik koinsidensi 

pada 𝐴 dan 𝐵, dan 𝑢 disebut titik hasil koinsidensi pada 𝐴 dan 𝐵. 

Definisi 4.13 (Dwivedi, 2022) 

Misalkan  𝐿 adalah himpunan tak kosong dan 𝐴, 𝐵: 𝐿 → 𝐿 merupakan pemetaan diri 

pada 𝐿. Maka 𝐴 bersama 𝐵 disebut kompatibel lemah jika 𝐴𝐵𝑡 = 𝐵𝐴𝑡, dengan 𝐴𝑡 =

𝐵𝑡 untuk sebarang 𝑡 ∈ 𝐿. 

Teorema 4.14 Pemetaan Kontraktif Lemah (Dwivedi, 2022) 

Misalkan 𝐴, 𝐵, 𝑆 dan 𝑇 adalah empat pemetaan diri pada ruang metrik parsial 

lengkap (𝐿, 𝑝) sehingga  

𝐴(𝐿) ⊆ 𝑇(𝐿), 𝐵(𝐿) ⊆ 𝑆(𝐿) 

dan 

𝑝(𝐴𝑥, 𝐵𝑦) ≤ 𝜑(𝑚𝑎𝑥{𝑝(𝑆𝑥, 𝑇𝑦) , [𝑝(𝑆𝑥, 𝐴𝑥) + 𝑝(𝑇𝑦, 𝐵𝑦)], [𝑝(𝑆𝑥, 𝐵𝑦)

+ 𝑝(𝑇𝑦, 𝐴𝑥)]}), 

(4.1)  

untuk semua 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿, dengan 𝜑 ∈ 𝜓. 

Jika satu dari ranges 𝐴(𝐿), 𝐵(𝐿), 𝑇(𝐿) dan 𝑆(𝐿) adalah sub himpunan tertutup dari 

(𝐿, 𝑝), maka 

1. 𝐴 dan 𝑆 mempunyai titik koinsidensi. 

2. 𝐵 dan 𝑇 mempunyai titik koinsidensi. 

Bukti: 

1. Konstruksi barisan (𝑥𝑛) dan (𝑦𝑛). 
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Ambil sebarang 𝑥0 ∈ 𝐿,  

karena 𝐴(𝐿) ⊆ 𝑇(𝐿), terdapat 𝑥1 ∈ 𝐿 sedemikian sehingga 

𝑇𝑥1 = 𝐴𝑥0 

karena 𝐵(𝐿) ⊆ 𝑆(𝐿), terdapat 𝑥1 ∈ 𝐿 sedemikian sehingga  

𝑆𝑥2 = 𝐵𝑥1.  

Barisan (𝑥𝑛) dan (𝑦𝑛) di 𝐿 didefinisikan 

𝑦2𝑛 = 𝑇𝑥2𝑛+1 = 𝐴𝑥2𝑛, 𝑦2𝑛+1 = 𝑆𝑥2𝑛+2 = 𝐵𝑥2𝑛+1, 

untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ. 

(4.2) 

2. Akan ditunjukkan bahwa (𝑦𝑛) adalah barisan Cauchy di ruang metrik 

parsial. 

Ambil 𝑛, 𝑚 ∈ ℕ, 𝑛 > 𝑚. 

Perhatikan bahwa  

𝑝(𝑦2𝑚, 𝑦2𝑚+1) = 𝑝(𝐴𝑥2𝑚, 𝐵𝑥2𝑚+1)  

≤ 𝜑(𝑚𝑎𝑥{𝑝(𝑆𝑥2𝑚, 𝑇𝑥2𝑚+1), [𝑝(𝑆𝑥2𝑚, 𝐴𝑥2𝑚)

+ 𝑝(𝑇𝑥2𝑚+1, 𝐵𝑥2𝑚+1)], [𝑝(𝑆𝑥2𝑚, 𝐵𝑥2𝑚+1)

+ 𝑝(𝑇𝑥2𝑚+1, 𝐴𝑥2𝑚)]}) 

≤ 𝜑(𝑚𝑎𝑥{𝑝(𝑦2𝑚−1, 𝑦2𝑚), [𝑝(𝑦2𝑚−1, 𝑦2𝑚) +

𝑝(𝑦2𝑚, 𝑦2𝑚+1)], [𝑝(𝑦2𝑚−1, 𝑦2𝑚+1) + 𝑝(𝑦2𝑚, 𝑦2𝑚)]})  

≤ 𝜑(𝑚𝑎𝑥{𝑝(𝑦2𝑚−1, 𝑦2𝑚), [𝑝(𝑦2𝑚−1, 𝑦2𝑚+1) +

𝑝(𝑦2𝑚, 𝑦2𝑚)], [𝑝(𝑦2𝑚−1, 𝑦2𝑚+1) + 𝑝(𝑦2𝑚, 𝑦2𝑚)]}).  

≤ 𝜑(𝑚𝑎𝑥{𝑝(𝑦2𝑚−1, 𝑦2𝑚), 𝑝(𝑦2𝑚−1, 𝑦2𝑚+1), 𝑝(𝑦2𝑚−1, 𝑦2𝑚+1)})  

≤ 𝜑(𝑚𝑎𝑥{𝑝(𝑦2𝑚−1, 𝑦2𝑚), 𝑝(𝑦2𝑚−1, 𝑦2𝑚+1)}). (4.3) 

Sehingga diperoleh  
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𝑝(𝑦2𝑚+1, 𝑦2𝑚+2)

≤ 𝜑(𝑚𝑎𝑥{𝑝(𝑦2𝑚, 𝑦2𝑚+1), 𝑝(𝑦2𝑚, 𝑦2𝑚+2)}). 

(4.4) 

Oleh karena itu dari (4.3) dan (4.4), diperoleh 

𝑝(𝑦𝑛, 𝑦𝑛+1) ≤ 𝜑(𝑚𝑎𝑥{𝑝(𝑦𝑛−1, 𝑦𝑛), 𝑝(𝑦𝑛, 𝑦𝑛+1)}). (4.5) 

Misalkan terdapat 𝑚 ∈ ℕ sehingga 

𝑝(𝑦2𝑚−1, 𝑦2𝑚) = 0 

maka diperoleh 𝑦2𝑚−1 = 𝑦2𝑚. 

Dari (4.3) diperoleh 

𝑝(𝑦2𝑚−1, 𝑦2𝑚) ≤ 𝜑{𝑝(𝑦2𝑚, 𝑦2𝑚+1)}. 

Karena 𝜑(𝑡) < 𝑡 untuk setiap 𝑡 > 0, diperoleh  

𝑝(𝑦2𝑚, 𝑦2𝑚+1) = 0 

maka  

𝑦2𝑚 = 𝑦2𝑚+1. 

Dari (4.4) diperoleh 

𝑝(𝑦2𝑚+1, 𝑦2𝑚+2) ≤ 𝜑{𝑝(𝑦2𝑚+1, 𝑦2𝑚+2)}, maka 𝑦2𝑚+1 = 𝑦2𝑚+2. 

Sehingga  

𝑦2𝑚−1 = 𝑦2𝑚 = 𝑦2𝑚+1 = 𝑦2𝑚+2 = ⋯ (4.6) 

Jadi (𝑦𝑛) adalah barisan Cauchy di (𝐿, 𝑝). 

3. Akan ditunjukkan bahwa (𝑦𝑛) adalah barisan Cauchy di ruang metrik 

(𝐿, 𝑝𝑟). 

Selanjutnya asumsikan bahwa 𝑝(𝑦𝑛, 𝑦𝑛+1) > 0, dengan 𝑛 lebih besar dari 

(4.5) pada 𝜑(𝑡) < 𝑡 untuk setiap 𝑡 > 0, diperoleh  

𝑝(𝑦𝑛, 𝑦𝑛+1) ≤ 𝜑(𝑚𝑎𝑥{𝑝(𝑦𝑛−1, 𝑦𝑛), 𝑝(𝑦𝑛, 𝑦𝑛+1)}) 

= 𝜑(𝑝(𝑦𝑛−1, 𝑦𝑛)) 
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Sehingga 

𝑝(𝑦𝑛, 𝑦𝑛+1) ≤ 𝜑{𝑝(𝑦𝑛−1, 𝑦𝑛)}. (4.7) 

Mengganti ketaksamaan 𝑛 kali, diperoleh 

𝑝(𝑦𝑛, 𝑦𝑛+1) ≤ 𝜑𝑛{𝑝(𝑦0, 𝑦1)} (4.8) 

menggunakan (P1) dan (P2), diperoleh 

max{𝑝(𝑦𝑛, 𝑦𝑛), 𝑝(𝑦𝑛+1, 𝑦𝑛+1)} ≤ 𝑝(𝑦𝑛, 𝑦𝑛+1) (4.9) 

Oleh karena itu dari (4.8) dan (4.9), diperoleh 

max{𝑝(𝑦𝑛, 𝑦𝑛), 𝑝(𝑦𝑛+1, 𝑦𝑛+1)} ≤ 𝜑𝑛{𝑝(𝑦𝑛, 𝑦𝑛+1)}. (4.10) 

Jadi 

𝑝𝑟(𝑦𝑛, 𝑦𝑛+1) = 2𝑝(𝑦𝑛, 𝑦𝑛+1) − 𝑝(𝑦𝑛, 𝑦𝑛) − 𝑝(𝑦𝑛+1, 𝑦𝑛+1) 

≤ 2𝑝(𝑦𝑛, 𝑦𝑛+1) − 𝑝(𝑦𝑛, 𝑦𝑛) − 𝑝(𝑦𝑛+1, 𝑦𝑛+1) 

≤ 4𝜑𝑛{𝑝(𝑦0, 𝑦1)}. (4.11) 

Selanjutnya untuk metrik 𝑝𝑟, berdasarkan ketaksamaan segitiga untuk 

sebarang 𝑙, 𝑛 ∈ ℕ, diperoleh  

𝑝𝑟(𝑦𝑛, 𝑦𝑛+1) ≤ 𝑝𝑟(𝑦𝑛, 𝑦𝑛+1) + 𝑝𝑟(𝑦𝑛+1, 𝑦𝑛+2) + ⋯ + 𝑝𝑟(𝑦𝑛+𝑙−1, 𝑦𝑛+𝑙) 

≤ 4𝜑𝑛{𝑝(𝑦0, 𝑦1)} + 4𝜑𝑛+1{𝑝(𝑦0, 𝑦1)} + ⋯

+ 4𝜑𝑛+𝑙−1{𝑝(𝑦0, 𝑦1)} 

≤ 4[∑ 𝜑𝑖{𝑝(𝑦0, 𝑦1)}𝑛+𝑙−1
𝑖=𝑛 ]. 

Jadi dapat disimpulkan bahwa untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat bilangan positif 

𝑛0 sehingga 

𝑝𝑟(𝑦𝑛, 𝑦𝑛+1) ≤ 𝜀 untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑛0 dan semua 𝑙 ∈ ℕ. 

Sehingga (𝑦𝑛) adalah barisan Cauchy di ruang metrik (𝐿, 𝑝𝑟). 

4. Akan ditunjukkan bahwa barisan (𝑦𝑛) adalah konvergen di ruang metrik 

parsial lengkap. 



45 

 

 
 

Karena (𝐿, 𝑝) adalah ruang metrik parsial lengkap, maka dari Lemma 4.7, 

(𝐿, 𝑝𝑟) adalah ruang metrik lengkap. Oleh karena itu barisan (𝑦𝑛) 

konvergen ke suatu titik, anggaplah 𝑦 ∈ 𝐿. 

Dari Lemma 4.7, diperoleh 

𝑝(𝑦, 𝑦) = lim
𝑛→∞

𝑝(𝑦𝑛, 𝑦) = lim
𝑛,𝑚→∞

𝑝(𝑦𝑛, 𝑦𝑚) (4.12) 

Karena (𝑦𝑛) adalah barisan Cauchy di ruang metrik (𝐿, 𝑝𝑟), maka 

lim
𝑛,𝑚→∞

𝑝𝑟(𝑦𝑛, 𝑦𝑚) = 0.  

Oleh karena itu dari Lemma 4.7, diperoleh 

lim
𝑛,𝑚→∞

𝑝(𝑦𝑛, 𝑦𝑚) = 0. (4.13) 

Dengan demikian dari definisi 𝑝𝑟 dan (4.13), diperoleh 

lim
𝑛≥𝑚→∞

𝑝(𝑦𝑛, 𝑦𝑚) = 0. 

Oleh karena itu dari (4.12), diperoleh 

𝑝(𝑦, 𝑦) = lim
𝑛→∞

𝑝(𝑦𝑛, 𝑦) = lim
𝑛≥𝑚→∞

𝑝(𝑦𝑛, 𝑦𝑚) = 0. (4.14) 

Dengan demikian 

lim
𝑛→∞

𝑝(𝑦2𝑛, 𝑦) = lim
𝑛→∞

𝑝(𝑦2𝑛−1, 𝑦) = 0, (4.15) 

karena itu, dari (4.15), diperoleh 

lim
𝑛→∞

𝑝(𝐴𝑥2𝑛, 𝑦) = lim
𝑛→∞

𝑝(𝑇𝑥2𝑛+1, 𝑦) = 0 (4.16) 

dan 

lim
𝑛→∞

𝑝(𝐵𝑥2𝑛−1, 𝑦) = lim
𝑛→∞

𝑝(𝑆𝑥2𝑛, 𝑦) = 0 (4.17) 

Karena 𝐵(𝐿) ⊆ 𝑆(𝐿) dan 𝑦 ∈ 𝑆(𝐿), maka dari (4.17) terdapat 𝑢 ∈ 𝐿 

sehingga 𝑦 = 𝑆𝑢. 

Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa 𝑝(𝐴𝑢, 𝑦) = 0. 

Misalkan bahwa 𝑝(𝐴𝑢, 𝑦) > 0, maka diperoleh 
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𝑝(𝐴𝑢, 𝑦) ≤ 𝑝(𝑦, 𝐵𝑥2𝑛+1) + 𝑝(𝐵𝑥2𝑛+1, 𝐴𝑢) − 𝑝(𝐵𝑥2𝑛+1, 𝐵𝑥2𝑛+1) 

≤ 𝑝(𝑦, 𝐵𝑥2𝑛+1) + 𝑝(𝐵𝑥2𝑛+1, 𝐴𝑢) 

≤ 𝑝(𝑦, 𝐵𝑥2𝑛+1) + 𝑝(𝐴𝑢, 𝐵𝑥2𝑛+1) 

≤ 𝑝(𝑦, 𝑦2𝑛+1) + 𝜑(max{𝑝(𝑆𝑢, 𝑇𝑥2𝑛+1), 𝑝(𝑆𝑢, 𝐴𝑢)

+ 𝑝(𝑇𝑥2𝑛+1, 𝐵𝑥2𝑛+1)} , {𝑝(𝑆𝑢, 𝐵𝑥2𝑛+1) + 𝑝(𝑇𝑥2𝑛, 𝐴𝑢)}) 

≤ 𝑝(𝑦, 𝑦2𝑛+1) + 𝜑(max{𝑝(𝑆𝑢, 𝑦2𝑛), 𝑝(𝑆𝑢, 𝐴𝑢)

+ 𝑝(𝑦2𝑛, 𝑦2𝑛+1)} , {𝑝(𝑆𝑢, 𝑦2𝑛+1) + 𝑝(𝑦2𝑛, 𝐴𝑢)}) 

≤ 𝑝(𝑦, 𝑦2𝑛+1) + 𝜑(max{𝑝(𝑦, 𝑦2𝑛), 𝑝(𝑦, 𝐴𝑢)

+ 𝑝(𝑦2𝑛, 𝑦2𝑛+1)} , {𝑝(𝑦, 𝑦2𝑛+1) + 𝑝(𝑦2𝑛, 𝐴𝑢)}) 

Ambil nilai limit → ∞, diperoleh 

𝑝(𝑦, 𝐴𝑢) ≤ 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑝(𝑦, 𝑦2𝑛+1)

+ 𝜑( 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑚𝑎𝑥 {𝑝(𝑦, 𝑦2𝑛), [𝑝(𝑦, 𝐴𝑢)

+ 𝑝(𝑦2𝑛, 𝑦2𝑛+1)][𝑝(𝑦, 𝑦2𝑛+1) + 𝑝(𝑦2𝑛, 𝐴𝑢)]}) 

= 0 + 𝜑(𝑝(𝑦, 𝐴𝑢)) = 𝜑(𝑝(𝑦, 𝐴𝑢)) 

Karena itu untuk 𝑡 > 0, 𝜑(𝑡) < 𝑡 diperoleh 

𝑝(𝑦, 𝐴𝑢) < 𝑝(𝑦, 𝐴𝑢),  

yang merupakan kontradiksi. 

Oleh karena itu 𝑝(𝑦, 𝐴𝑢) = 0 maka 𝑦 = 𝐴𝑢. (4.18) 

Karena 𝑦 = 𝑆𝑢, maka 𝐴𝑢 = 𝑆𝑢. 

Dengan demikian 𝑢 disebut titik koinsidensi dari 𝐴 dan 𝑆. 

Oleh karena itu, terbukti bahwa 𝐴 dan 𝑆 mempunyai titik koinsidensi yaitu 

𝑢. 

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa 𝐵 dan 𝑇 mempunyai titik koinsidensi. 
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Karena 𝐴(𝐿) ⊆ 𝑇(𝐿), maka dari (4.18) diperoleh 𝑦 ∈ 𝑇(𝐿). Karena itu 

terdapat 𝑣 ∈ 𝐿 sehingga 𝑦 = 𝑇𝑣. 

Akan dibuktikan bahwa 𝑝(𝐵𝑣, 𝑦) = 0. Menggunakan pembuktian 

kontradiksi, misalkan bahwa 𝑝(𝐵𝑣, 𝑦) > 0. 

Perhatikan bahwa 𝑦 = 𝑆𝑢 = 𝐴𝑢 = 𝑇𝑣, dari (4.1) diperoleh 

𝑝(𝑦, 𝐵𝑣) = 𝑝(𝐴𝑢, 𝐵𝑣) 

≤ 𝜑(max{𝑝(𝑆𝑢, 𝑇𝑣), [𝑝(𝑆𝑢, 𝐴𝑢) + 𝑝(𝑇𝑣, 𝐵𝑣)], [𝑝(𝑆𝑢, 𝐵𝑣)

+ 𝑝(𝑇𝑣, 𝐴𝑢)]}) 

≤ 𝜑(max{𝑝(𝑦, 𝑦), [𝑝(𝑦, 𝑦) + 𝑝(𝑦, 𝐵𝑣)], [𝑝(𝑦, 𝐵𝑣) + 𝑝(𝑦, 𝑦)]}) 

≤ 𝜑(max{𝑝(𝑦, 𝐵𝑣), 𝑝(𝑦, 𝐵𝑣)}) 

≤ 𝜑(𝑝(𝑦, 𝐵𝑣)) 

< 𝑝(𝑦, 𝐵𝑣) 

yang merupakan kontradiksi. Karena itu diperoleh 

𝑝(𝐵𝑣, 𝑦) = 0 dan 𝑦 = 𝐵𝑣 = 𝑇𝑣. (4.19) 

Dengan demikian 𝑣 disebut titik koinsidensi dari 𝐵 dan 𝑇. 

Oleh karena itu, terbukti bahwa 𝐵 dan 𝑇 mempunyai titik koinsidensi yaitu 

𝑣. 

Teorema 4.15 Pemetaan Kontraktif Lemah (Dwivedi, 2022) 

Misalkan 𝐴, 𝐵, 𝑆 dan 𝑇 adalah empat pemetaan diri pada ruang metrik parsial 

lengkap (𝐿, 𝑝) sehingga  

𝐴(𝐿) ⊆ 𝑇(𝐿), 𝐵(𝐿) ⊆ 𝑆(𝐿) 

dan 
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𝑝(𝐴𝑥, 𝐵𝑦) ≤ 𝜑(𝑚𝑎𝑥{𝑝(𝑆𝑥, 𝑇𝑦) , [𝑝(𝑆𝑥, 𝐴𝑥) + 𝑝(𝑇𝑦, 𝐵𝑦)], [𝑝(𝑆𝑥, 𝐵𝑦)

+ 𝑝(𝑇𝑦, 𝐴𝑥)]}), 

  

untuk semua 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿, dengan 𝜑 ∈ 𝜓. 

Jika pasangan (𝐴, 𝑆) dan (𝐵, 𝑇) adalah kompatibel lemah, maka 𝐴, 𝐵, 𝑆 dan 𝑇 

mempunyai titik tetap umum tunggal. 

Pada Teorema 4.9 membahas titik tetap dari satu pemetaan kontraktif yaitu 𝑇, yang 

merupakan contoh dari titik tetap biasa. Sedangkan pada Teorema ini membahas 

titik tetap umum dari empat pemetaan kontraktif lemah, yaitu 𝐴, 𝐵, 𝑆 dan 𝑇. Titik 

tetap umum merupakan suatu titik yang menjadi titik tetap lebih dari satu pemetaan. 

Bukti: 

1. Akan dibuktikan bahwa pemetaan 𝐴, 𝐵, 𝑆 dan 𝑇 mempunyai titik tetap 

umum. 

Diketahui bawah (𝐴, 𝑆) adalah kompatibel lemah, maka dari (4.18) 

diperoleh 

𝐴𝑦 = 𝐴𝑆𝑢 = 𝑆𝐴𝑢 = 𝑆𝑦. 

Akan dibuktikan bahwa 𝑝(𝐴𝑦, 𝑦) = 0. 

Menggunakan pembuktian kontradiksi, misalkan bahwa (𝐴𝑦, 𝑦) > 0, maka 

diperoleh 

𝑝(𝐴𝑦, 𝑦) ≤ (𝐴𝑦, 𝑦2𝑛+1) + 𝑝(𝑦2𝑛+1, 𝑦) − 𝑝(𝑦2𝑛+1, 𝑦2𝑛+1) 

≤ 𝑝(𝐴𝑦, 𝑦2𝑛+1) + 𝑝(𝑦2𝑛+1, 𝑦) 

≤ 𝑝(𝐴𝑦, 𝐵𝑦2𝑛+1) + 𝑝(𝑦2𝑛+1, 𝑦) 

≤ 𝜑(max{𝑝(𝑆𝑦, 𝑇𝑥2𝑛+1), [𝑝(𝑆𝑦, 𝐴𝑦)

+ 𝑝(𝑇𝑥2𝑛+1, 𝐵𝑥2𝑛+1)], [𝑝(𝑆𝑦, 𝐵𝑥2𝑛+1)

+ 𝑝(𝑇𝑥2𝑛+1, 𝐴𝑦)]}) + 𝑝(𝑦2𝑛+1, 𝑦) 
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≤ 𝜑(max{𝑝(𝐴𝑦, 𝑦2𝑛), [𝑝(𝐴𝑦, 𝐴𝑦)

+ 𝑝(𝑦2𝑛+1, 𝑦2𝑛+1)], [𝑝(𝐴𝑦, 𝑦2𝑛+1)

+ 𝑝(𝑦2𝑛, 𝐴𝑦)]}) + 𝑝(𝑦2𝑛+1, 𝑦) 

≤ 𝜑(max{𝑝(𝐴𝑦, 𝑦), 0, [𝑝(𝐴𝑦, 𝑦) + 𝑝(𝑦, 𝐴𝑦)]}) 

≤ 𝜑(𝑝(𝐴𝑦, 𝑦)) 

< 𝑝(𝑦, 𝐴𝑦) 

𝑝(𝐴𝑦, 𝑦) < 𝑝(𝑦, 𝐴𝑦) 

yang merupakan kontradiksi. 

Sehingga diperoleh 

𝑝(𝐴𝑦, 𝑦) = 0 dan 𝐴𝑦 = 𝑆𝑦 = 𝑦. (4.20) 

Selanjutnya, diketahui bahwa (𝐵, 𝑇) adalah kompatibel lemah, maka dari 

(4.19) diperoleh 

𝐵𝑦 = 𝐵𝑇𝑣 = 𝑇𝐵𝑣 = 𝑇𝑦. 

Dengan demikian terbukti 𝑝(𝐵𝑦, 𝑦) = 0. 

Misalkan bahwa 𝑝(𝐵𝑦, 𝑦) > 0, maka dari (4.19) dan (4.20), diperoleh 

𝑝(𝑦, 𝐵𝑦) = 𝑝(𝐴𝑦, 𝐵𝑦) 

≤ 𝜑(max {𝑝(𝑆𝑦, 𝑇𝑦), [𝑝(𝑆𝑦, 𝐴𝑦) + 𝑝(𝑇𝑦, 𝐵𝑦)], [𝑝(𝑆𝑦, 𝐵𝑦) + 𝑝(𝑇𝑦, 𝐴𝑦)]} 

≤ 𝜑(max {𝑝(𝑦, 𝐵𝑦), [𝑝(𝑦, 𝑦) + 𝑝(𝐵𝑦, 𝐵𝑦)], [𝑝(𝑦, 𝐵𝑦) + 𝑝(𝐵𝑦, 𝑦)]} 

≤ 𝜑(𝑝(𝑦, 𝐵𝑦)) 

yang merupakan kontradiksi. Oleh karena itu diperoleh 

𝑝(𝐵𝑦, 𝑦) = 0 dan 𝐵𝑦 = 𝑇𝑦 = 𝑦 (4.21) 

Dari (4.20) dan (4.21), diperoleh 

𝑦 = 𝐴𝑦 = 𝐵𝑦 = 𝑆𝑦 = 𝑇𝑦 
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Oleh karena itu terbukti bahwa pemetaan 𝐴, 𝐵, 𝑆 dan 𝑇 mempunyai titik 

tetap umum yaitu 𝑦. 

2. Akan dibuktikan bahwa 𝐴, 𝐵, 𝑆 dan 𝑇 mempunyai titik tetap umum yang 

tunggal. 

Anggaplah 𝑤 juga merupakan titik tetap pemetaan 𝐴, 𝐵, 𝑆 dan 𝑇. Misalkan 

bahwa 𝑝(𝑤, 𝑦) > 0, maka menggunakan (4.1), diperoleh 

𝑝(𝑦, 𝑤) = 𝑝(𝐴𝑦, 𝐵𝑤) 

≤ 𝜑(max{𝑝(𝑆𝑦, 𝑇𝑤), [𝑝(𝑆𝑦, 𝐴𝑦) + 𝑝(𝑇𝑤, 𝐵𝑤)], [𝑝(𝑆𝑦, 𝐵𝑤)

+ 𝑝(𝑇𝑤, 𝐴𝑦)]}) 

≤ 𝜑(max{𝑝(𝑦, 𝑤), [𝑝(𝑦, 𝑦) + 𝑝(𝑤, 𝑤)], [𝑝(𝑦, 𝑤) + 𝑝(𝑤, 𝑦)]}) 

≤ 𝜑(max{𝑝(𝑦, 𝑤), 0, [𝑝(𝑦, 𝑤) + 𝑝(𝑤, 𝑦)]}) 

≤ 𝜑(2𝑝(𝑦, 𝑤)) 

< 𝑝(𝑦, 𝑤) 

yang merupakan kontradiksi. 

Oleh karena itu 𝑝(𝑦, 𝑤) = 0, sehingga 𝑦 = 𝑤.  

Jadi terbukti bahwa pemetaan 𝐴, 𝐵, 𝑆 dan 𝑇 mempunyai titik tetap yang 

tunggal. 

 

4.2 Integrasi Pembuktian dalam al-Quran/Hadits 

Pada pembahasan sebelumnya, yaitu membahas bukti teorema titik tetap 

untuk empat pemetaan pada ruang metrik parsial. Diketahui bahwa di dalam 

pembuktian teorema tersebut terdapat beberapa langkah pembuktian, yaitu: 

1. membangun barisan (𝑥𝑛) dan (𝑦𝑛) 
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2. membuktikan barisan (𝑦𝑛) adalah barisan Cauchy di ruang metrik parsial 

lengkap 

3. membuktikan barisan (𝑦𝑛) adalah barisan konvergen di ruang metrik parsial 

lengkap 

4. membuktikan pemetaan 𝐴, 𝑆 dan 𝐵, 𝑇 masing-masing mempunyai titik 

koinsidensi 

5. membuktikan pemetaan 𝐴, 𝐵, 𝑆 dan 𝑇 mempunyai titik tetap umum 

6. membuktikan pemetaan 𝐴, 𝐵, 𝑆 dan 𝑇 mempunyai titik tetap umum tunggal. 

Pembuktian tersebut ada agar dapat mencapai kebenaran teorema titik tetap untuk 

empat pemetaan pada ruang metrik parsial. 

Hal ini sesuai dengan yang tercantum dalam firman Allah SWT di dalam 

al-Quran surah al-An’am[6] ayat 143 bahwa pembuktian itu sangat penting. Pada 

terjemahan ayat tersebut dijelaskan bahwa pentingnya menunjukkan bukti suatu 

pernyataan agar dapat dijadikan pedoman yang baik dan benar. Dengan demikian 

pernyataan tersebut adalah teorema pada topik penelitian ini. 
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BAB V 

PENUTUP 

 

5.1 Kesimpulan 

Berdasarkan hasil dalam penelitian ini terkait teorema titik tetap untuk 

empat pemetaan pada ruang metrik parsial, dapat disimpulkan bahwa sebelum 

membuktikan ketunggalan titik tetap, terlebih dahulu perlu ditunjukkan bahwa 

ruang metrik parsial bersifat lengkap. Suatu ruang dikatakan lengkap apabila setiap 

barisan Cauchy di dalamnya konvergen. Dengan demikian, dapat dibuktikan bahwa 

teorema titik tetap untuk empat pemetaan tersebut menjamin keberadaan titik tetap 

yang bersifat tunggal dalam ruang metrik parsial. Dalam pembuktian teorema, 

menggunakan teorema pemetaan kontraktif lemah yaitu 

𝐴(𝐿) ⊆ 𝑇(𝐿), 𝐵(𝐿) ⊆ 𝑆(𝐿) 

dan 

𝑝(𝐴𝑥, 𝐵𝑦) ≤ 𝜑(𝑚𝑎𝑥{𝑝(𝑆𝑥, 𝑇𝑦) , [𝑝(𝑆𝑥, 𝐴𝑥) + 𝑝(𝑇𝑦, 𝐵𝑦)], [𝑝(𝑆𝑥, 𝐵𝑦)

+ 𝑝(𝑇𝑦, 𝐴𝑥)]}), 

  

untuk semua 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿, dengan 𝜑 ∈ 𝜓 dan 𝜓 = {𝜑|𝜑: ℝ+ ∪ {0} → ℝ+ ∪ {0} adalah 

kontinu, tak menurun dan 𝜑(𝑡) = 0 ⇔ 𝑡 = 0}. Dari empat pemetaan di atas, yaitu 

𝐴, 𝐵, 𝑆 dan 𝑇 Sehingga (𝐴, 𝑆) dan (𝐵, 𝑇) mempunyai titik koinsidensi, dan jika 

(𝐴, 𝑆) dan (𝐵, 𝑇) adalah kompatibel lemah maka 𝐴, 𝐵, 𝑆 dan 𝑇 mempunyai titik 

tetap umum tunggal yaitu 𝑦 di 𝐿.  
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5.2 Saran 

Pada penelitian ini, menggunakan pemetaan kontraktif lemah dalam 

membuktikan titik tetap untuk empat pemetaan di ruang metrik parsial. Selanjutnya, 

disarankan penelitian selanjutnya agar meneliti tentang bukti teorema titik tetap 

untuk empat pemetaan di ruang yang lainnya.  
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