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MOTO

"Sesungguhnya bersama kesulitan ada kemudahan."
(QS. Al-Insyirah: 6)
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DAFTAR SIMBOL

ℝ+ ∪ {0} : Himpunan bilangan riil gabung 0

𝐿2[𝑎, 𝑏] : Ruang fungsi terintegralkan kuadrat pada interval [𝑎, 𝑏]

𝐶[𝑎, 𝑏] : Ruang semua fungsi kontinu pada interval [𝑎, 𝑏]

𝐿2(𝑃) : Ruang fungsi terukur kuadrat pada himpunan parsial P ⊆[𝑎, 𝑏]

𝑑(𝑥, 𝑦) : Metrik (fungsi jarak biasa)

𝑝(𝑥, 𝑦) : Metrik parsial pada ℝ

𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) : metrik yang ditutrunkan dari metrik parsial

𝑑(𝑓, 𝑔) : metrik pada 𝐿2[𝑎, 𝑏]

𝑝1(𝑓, 𝑔) : Metrik parsial intergal kuadrat berbasis 𝑑𝑝

𝑝2(𝑓, 𝑔) : Metrik parsial integral penuh di 𝐶[𝑎, 𝑏]

⊑𝑝 : Relasi urutan parsial dalam ruang metrik parsial 𝑝

P : Himpunan terurut parsial (subset dari [𝑎, 𝑏])

[𝑎, 𝑏] : Interval tertutup dalam ℝ

ε : Bilangan positif kecil (epsilon)

lim : Limit barisan atau fungsi
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Kata Kunci: Metrik parsial, ruang 𝐿2(P), kekonvergenan, relasi parsial

Ruang metrik parsial merupakan generalisasi dari ruang metrik klasik di mana jarak
antara suatu titik ke titik itu sendiri belum tentu nol. Ruang 𝐿2(P) merupakan ruang
fungsi-fungsi yang terintegralkan kuadrat atas himpunan parsial terurut 𝑃 ⊆ [𝑎, 𝑏] dengan
𝑎, 𝑏 𝜖 ℝ. Penelitian ini bertujuan untuk membuktikan sifat kekonvergenan barisan dalam
ruang 𝐿2(P)melalui pendekatan metrik parsial, terutama dengan menggunakan fungsi
metrik parsial 𝑝 yang menggunakan integral dari metrik 𝑑𝑝. Hasil penelitian
menunjukkan bahwa konsep kekonvergenan pada ruang metrik 𝐿2[𝑎, 𝑏] dapat
dimodifikasi menjadi konsep kekonvergenan pada ruang metrik parsial di ruang
𝐿2(𝑃) dengan 𝑃 ⊆ [𝑎, 𝑏] adalah himpunan parsial terurut.



xiv

ABSTRACK

Amin, Fatimah Azizah. 2025. Convergence of Partial Metric in 𝑳𝟐(𝐏). Thesis.
Department of Mathematics, Faculty of Science and Technology, Universitas Islam
Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Advisors: (I) Dian Maharani, M.Si. (II)
Mohamad Nafie Jauhari, M.Si.

Keywords: Partial metric, 𝐿2(P) space, convergence, partial order

This research discusses the convergence in the partial metric space 𝐿2(P). The space
𝐿2(P) is a colletion of measureable functions that are square-integrable over a partially
ordered subset 𝑃 ⊆ [𝑎, 𝑏]. A partial metric space is a generalization of the classical metric
space that does not necessarily satisfy symmetry and identity of indiscernibles. This
research aims to prove the convergence properties in the space 𝐿2(P) through a partial
metric approach, primarily using the partial metric function 𝑝 based on integral of the
metric 𝑑𝑝.The results show that the concept of convergence in the classical metric space
𝐿2[𝑎, 𝑏] can be modified into the concept of convergence in the partial metric space
𝐿2(𝑃), where 𝑃 is a partially ordered subset of [𝑎, 𝑏].
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𝑳𝟐(𝑷)

مجموعة هو 𝐿2(P) إن .𝐿2(P)

.[𝑎, 𝑏] المجال من جزئيا مرتبة جزئية مجموعة

𝐿2(P)

𝑑𝑝 𝑝

𝐿2[𝑎, 𝑏]

.[𝑎, 𝑏] من جزئيا مرتبة جزعية مجموعة هو P إن حيث ,𝐿2(P)



11

BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Ruang metrik dalam matematika digunakan untuk mengukur jarak antara dua

elemen dalam suatu himpunan. Sebuah ruang metrik (X, d), terdiri dari himpunan

X dan fungsi jarak d: 𝑋 × 𝑋 → ℝ , yang harus memenuhi empat sifat: non-

negativitas, identitas, simetri, dan ketidaksamaan segitiga untuk semua x, y, z

ϵ 𝑋 (Kreyszig, 1978). Fungsi jarak ini memberikan cara untuk mengukur

kedekatan elemen-elemen dalam suatu ruang. Selain itu, konsep ruang metrik juga

mendasari teori matematika seperti limit, kontinuitas, dan konvergensi dalam

analisis fungsional (Soemarsono et al., 2023). Salah satu contoh dari ruang metrik

adalah ruang bilangan riil (ℝ, d) dengan fungsi metrik 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| untuk x,

y, z ϵ ℝ yang biasa digunakan dalam berbagai aplikasi teknis dan ilmiah.

Seiring berjalannya waktu, muncul beberapa pengembangan konsep ruang

metrik. Salah satunya adalah ruang metrik parsial. Ruang metrik parsial

didefiniskan untuk menangani situasi di mana sifat-sifat seperti simetri atau

ketidaksamaan segitiga tidak selalu terpenuhi. Sebuah metrik parsial p pada

himpunan X didefinisikan sebagai fungsi 𝑝: 𝑋 × 𝑋 → ℝ+ ∪ {0} untuk 𝑥, 𝑦, 𝑧 ϵ 𝑋

yang memenuhi sifat non-negativitas dan ketaksamaan segitiga, tetapi jarak suatu

elemen terhadap dirinya sendiri tidak selalu nol (𝑝(𝑥, 𝑥) ≠ 0) dan jarak antara dua

elemen mungkin tidak simetris (𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑦, 𝑥) ) (Matthews, 1994). Hal ini

yang menjadi pembeda antara ruang metrik dengan ruang metrik parsial.

Pengembangan lebih lanjut dari ruang metrik parsial adalah penerapan pada

himpunan parsial terurut. Himpunan parsial terurut P adalah himpunan yang
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dilengkapi dengan relasi urutan ⊑𝑝 , yang bersifat refleksif (𝑥 ⊑𝑝𝑦 ), antisimetri

(𝑥⊑𝑝 dan 𝑦 ⊑𝑝𝑥 maka x = y), dan transitif (𝑥 ⊑𝑝𝑦 dan 𝑦 ⊑𝑝𝑧 maka 𝑥 = 𝑧). Dalam

ruang metrik parsial, relasi urutan ini digunakan untuk mendefinisikan jarak

berdasarkan hubungan antar elemen dalam himpunan. (Matthews, 1994).

Ruang metrik parsial juga membahas tentang kekonvergenan.

Kekonvergenan dalam ruang metrik parsial memiliki karakteristik yang berbeda

dibandingkan ruang metrik. Dalam ruang metrik parsial, barisan elemen dikatakan

konvergen jika jarak antar elemen dalam barisan tersebut mendekati nilai tertentu

dengan mempertimbangkan sifat parsial dari metrik yang digunakan. Hal ini

mencakup urutan parsial pada elemen-elemen dalam ruang tersebut, yang

memberikan struktur tambahan dan menjadikan analisis kekonvergenan lebih

kompleks (Soemarsono et al., 2023).

Penerapan konsep kekonvergenan ini menjadi semakin menarik ketika

diaplikasikan pada ruang fungsi 𝐿2(𝑃) . Ruang 𝐿2(𝑃) menurut Soemarsono et al.

(2023) merupakan himpunan fungsi-fungsi yang kuadratnya terintegrasi pada

himpunan parsial terurut P. Dalam ruang ℒ2 (𝑃) , himpunan fungsi f dikatakan

berada dalam ruang tersebut jika fungsi tersebut memenuhi kondisi berikut.

𝐿2(𝑃) = 𝑓 = 𝑓𝑖 ∈ 𝐹
𝑃

[𝑑𝑝(𝑓(𝑥), 0)]2 𝑑𝑥 < ∞න

Kekonvergenan dalam ruang 𝐿2(𝑃) dapat dimengrti dengan menggunakan

metrik yang didasarkan pada relasi parsial dalam P. Dalam hal ini, suatu barisan

fungsi (𝑓𝑛) pada ruang 𝐿2(𝑃) dikatakan konvergen jika untuk setiap ε > 0,

terdapat N sedemikian sehingga untuk semua n ≥ 𝑁 , jarak antara 𝑓𝑛 dan suatu

fungsi limit f dalam ruang 𝐿2(𝑃) lebih kecil dari ε. Jarak ini didefinisikan
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berdasarkan norma 𝐿2, yang diukur dengan memperhatikan sifat relasi parsial

yang ada dalam P.

Kekonvergenan fungsi dalam ruang 𝐿2(𝑃) dapat memberi pemahaman

bagaimana suatu deret fungsi mendekati suatu nilai tertentu secara bertahap.

Proses ini secara filosofis dapat dimaknai sebagai bentuk pendekatan yang

berkesinambungan menuju satu titik tujuan yang pasti. Dalam ajaran Islam,

konsep pendekatan ini juga tercermin dalam QS. Al-Baqarah: 186, yang

menggambarkan kedekatan antara manusia dengan Tuhannya serta pentingnya

kesungguhan dalam berdoa dan beriman. Dengan demikian, konsep

kekonvergenan dalam ruang 𝐿2(𝑃) tidak hanya bermakna secara matematis,

tetapi juga dapat mencerminkan proses spiritual seorang hamba dalam mendekat

kepada Allah melalui usaha dan konsistensi.

Sebagaimana pendekatan dalam analisis matematis yang tidak terjadi secara

instan, tetapi melalui tahapan-tahapan yang terukur, begitu pula pendekatan

spiritual yang dibangun atas dasar kesabaran dan ketekunan. Oleh karena itu,

penelitian ini tidak hanya berfokus pada pembuktian sifat kekonvergenan dalam

ruang ℒ2 (𝑃) , tetapi juga menjadi bentuk refleksi bahwa ilmu dan nilai spiritual

dapat berjalan seiring dalam membentuk pemahaman yang lebih utuh terhadap

suatu konsep.

Sesuai dengan penjelasan di atas, maka dari itu peneliti tertarik untuk

membahas lebih lanjut terkait kekonvergenan metrik parsial pada ruang 𝐿2(𝑃).
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1.2 Rumusan Masalah

Masalah yang melandasi penelitian ini adalah bagaimana kekonvergenan

metrik parsial pada ruang 𝐿2(𝑃)?

1.3 Tujuan Penelitian

Penelitian ini bertujuan untuk membuktikan kekonvergenan metrik parsial

pada ruang 𝐿2(𝑃).

1.4 Manfaat Penelitian

Penelitian ini diharapkan dapat memperkaya literatur tentang ruang metrik

dan ruang metrik parsial, terutama dalam memahami ruang 𝐿2(𝑃) dan

kekonvergenannya. Dengan demikian, penelitian ini dapat mendorong

perkembangan lebih lanjut dalam analisis fungsional dan teori ruang metrik.

1.5 Batasan Masalah

Batasan masalah dari rumusan masalah di atas dapat diuraikan sebagai sifat

kekonvergenan ruang metrik parsial pada ruang 𝐿2(𝑃). Dengan

mempertimbangkan batasan tersebut, diharapkan penelitian dapat lebih terfokus

dan memberikan kontribusi terhadap pemahaman tentang pengaruh ruang metrik

dan kekonvergenan metrik parsial pada ruang 𝐿2(𝑃).

1.6 Definisi Istilah

1. Ruang Metrik

Ruang metrik adalah himpunan X yang dilengkapi dengan fungsi jarak d:

𝑋 × 𝑋 → ℝ yang memenuhi sifat-sifat non-negativitas, identitas, simetri, dan

ketidaksamaan segitiga. (Kreyszig, 1978).
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2. Metrik Parsial

Metrik parsial adalah fungsi metrik yang tidak selalu memenuhi sifat simetri

atau identitas. Dalam metrik parsial, jarak suatu titik ke dirinya sendiri

mungkin tidak nol. (Matthews, 1994).

3. Ruang Fungsi C [a, b]

Ruang C [a, b] adalah himpunan semua fungsi kontinu bernilai riil yang

didefinisikan pada interval tertutup [a, b] dengan jarak antara dua fungsi x

dan y dapat didefinisikan d(x, y) = 𝑡∈𝐽
𝑚𝑎𝑥|𝑥(𝑡) − 𝑦(𝑡)| (Kreyszig, 1978).

4. Ruang 𝐿2[a, b]

Ruang 𝐿2[a, b] adalah himpunan fungsi yang kuadratnya dapat diintegralkan

pada interval [a, b], dan dilengkapi dengan metrik berbasis norma kuadrat,

yaitu d (𝑓 , 𝑔) = (
𝑎

𝑏
|𝑓 (𝑥) − 𝑔(𝑥)|2∫ 𝑑𝑥)

1
2. (Moore, 2009)
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BAB II

KAJIAN TEORI

2.1 Teori Pendukung

Adapun beberapa teori yang akan menjadi pendukung pada penelitian ini

adalah sebegai berikut.

2.1.1 Ruang Metrik

Ruang metrik merupakan dasar teori yang diperlukan untuk memahami

ruang metrik parsial sehingga akan didefinisikan terlebih dahulu ruang metrik

beserta contohnya.

Definisi 2.1 (Kreyszig, 1978)

Ruang metrik adalah sebuah pasangan (X, d), di mana X adalah himpunan tak

kosong dan d merupakan metrik pada X, sehingga fungsi d: 𝑋 × 𝑋 → ℝ disebut

ruang metrik jika untuk semua x, y, z ϵ 𝑋 memenuhi sifat berikut:

(M1) d(x, y) ϵ ℝ, d(x, y) <∞ , d(x, y) ≥ 0

(M2) d(x, y) = 0↔ 𝑥 = y

(M3) d(x, y) = d(x, y)

(M4) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) (ketaksamaan segitiga)

Contoh 2.1

Misal X = ℝ x, y, zϵ 𝑋, didefinisikan 𝑑: 𝑋 × 𝑋 → ℝ dengan 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦|.

Akan dibuktikan bahwa (X, d) adalah ruang metrik.

M1) d(x, y) ϵ ℝ, d(x, y) <∞ , d(x, y) ≥ 0

Berdasarkan sifat nilai mutlak, jelas bahwa 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| ϵ ℝ, d(x, y) <∞,

d(x, y) ≥ 0 untuk suatu untuk suatu x, y ϵ ℝ.

Sehingga metrik 𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑥 − 𝑦| memenuhi M1.
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M2) d(x, y) = 0↔ 𝑥 = y

Akan dibuktikan dua arah.

→ d(x, y) = 0

| 𝑥 − 𝑦 | = 0

x = y

← x = y

x - y = 0

| 𝑥 − 𝑦 | = 0

d(x, y) = 0

Sehingga, metrik d(x, y) = | 𝑥 − 𝑦 |memenuhi M2.

M3) d(x, y) = d(x, y)

d(x, y) = | 𝑥 − 𝑦 | = | 𝑦 − 𝑥 | = d(y, x)

Sehingga, metrik d(x, y) = | 𝑥 − 𝑦 | memenuhi M3.

M4) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)

2.1.2 Bola Buka dan Tutup pada Ruang Metrik

Pada pembahasan ruang metrik juga diperlukan definisi bola buka dan

tutup pada ruang metrik sebagai berikut.

Definisi 2.2 (Kreyszig, 1978)

Diberikan suatu titik 𝑥0 ∈ X dan bilangan riil r > 0, didefiniskan tiga himpunan

yakni:

1. 𝐵(𝑥0; 𝑟) = {𝑥 ∈ 𝑋|𝑑(𝑥, 𝑥0) < 𝑟} (Bola Buka)

2. 𝐵෩ (𝑥0; 𝑟) = {𝑥 ∈ 𝑋|𝑑(𝑥, 𝑥0) ≤ 𝑟} (Bola Tutup)

3. 𝑆(𝑥0; 𝑟) = {𝑥 ∈ 𝑋|𝑑(𝑥, 𝑥0) = 𝑟} (Kulit Bola)

d(x, y) =

≤

≤

| 𝑥 − 𝑦 |

| 𝑥 − 𝑧 | + | z − 𝑦 |

d(x, z) + d(z, y)
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Dari definisi di atas, diketahui bahwa jarak r pada bola buka merupakan

himpunan seluruh titik pada X yang dapat disimpulkan juga menjadi,

𝑆(𝑥0; 𝑟) = 𝐵෩(𝑥0; 𝑟)-𝐵(𝑥0; 𝑟)

Contoh 2.2

Misal X = ℝ dengan metrik d(x, y) = |𝑥 − 𝑦|. Ambil titik pusat 𝑥0 = 2 dan r =

3. Sesuai definisi bola buka dan bola tutup diperoleh,

𝐵(2; 3) = {𝑥 ∈ 𝑋| | 𝑥 − 2 | < 3} = (-1, 5).

𝐵෩(2; 3) = {𝑥 ∈ 𝑋| | 𝑥 − 2 ≤ 3} = [-1, 5].

Sehingga keduanya memenuhi definisi bola buka dan bola tutup.

Definisi 2.3 (Kreyszig, 1978)

Sebuah himpunan bagian M pada ruang metrik X dikatakan terbuka jika

terdapat bola di setiap titiknya. Himpunan bagian K pada X dikatakan tertutup

jika setiap komplemen pada X adalah buka, sehingga 𝐾𝑐 = 𝑋 − 𝐾 adalah buka.

Selain bola buka dan tutup, diperlukan juga penjelasan terkait

konvergensi pada ruang metrik. Berikut definisi dan contohnya.

Definisi 2.4 (Sihombing, 2018)

Suatu barisan {𝑥𝑛} pada ruang metrik (X,d) dikatakan konvergen ke x ϵ X jika

∀ε > 0, ∃ 𝑛0 ∈ ℕ sehingga 𝑛 ≥ 𝑛0 → 𝑑 (𝑥𝑛, 𝑥) < 𝜀

Dalam hal ini, disebut sebagai limit dari barisan {𝑥𝑛} disimbolkan sebagai

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥 atau 𝑥𝑛 → 𝑥.

Contoh 2.4

Misal X = [0,1] dengan metrik 𝑑(𝑥, 𝑦) = | 𝑥 − 𝑦 |. Maka barisan {𝑥𝑛} dengan

𝑥𝑛 =
1

𝑛
untuk n ϵ ℕ pada metrik (X,d) kovergen ke 0.
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Bukti. Ambil sebarang ε > 0, terdapat 𝑛0 ϵ ℕ sedemikian hingga 𝑛0 >
1

𝜀
.

Pilih n > 𝑛0 >
1

𝜀
maka

1

𝑛
<

1

𝑛0
< ε. Sehingga untuk setiap n > 𝑛0 berlaku

|
1

𝑛
− 0| =

1

𝑛
≤

1

𝑛0
< ε

Sehingga barisan {𝑥𝑛} konvergen di X.

2.1.3 Barisan Cauchy pada Ruang Metrik

Kekonvergenan pada ruang metrik memiliki kesinambungan dengan

barisan Cauchy dan kelengkapan. Berikut definisi barisan Cauchy dan

kelengkapan pada ruang metrik.

Definisi 2.6 (Sihombing, 2018)

Suatu barisan {𝑥𝑛}dalam ruang metrik (X, d) dikatakan barisan Cauchy jika

∀ ε > 0, ∃ 𝑛0 ∈ ℕ sehingga 𝑛, 𝑚 ≥ 𝑛0 → 𝑑 (𝑥𝑛, 𝑥𝑚) < 𝜀,

Contoh 2.6

Misal {𝑥𝑛} adalah barisan pada ℝ dengan 𝑥𝑛 =
1

𝑛
. Akan dibuktikan bahwa {𝑥𝑛}

adalah barisan Cauchy pada ruang metrik (ℝ, d).

Ambil ε > 0, pilih N sedemikian hingga
1

𝑁
<

𝜀

2
. Untuk setiap n, m ≥ 𝑁,

|𝑥𝑛 − 𝑥𝑚| =
1

𝑛
−

1

𝑚
=

𝑚 − 𝑛

𝑛𝑚
≤

1

𝑁

karena
1

𝑁
< ε, maka |𝑥𝑛 − 𝑥𝑚| < ε.

Teorema 2.1 (Sihombing, 2018)

Untuk setiap barisan {𝑥𝑛} yang konvergen dalam ruang metrik (X, d)

merupakan barisan Cauchy.
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Bukti.

Misal {𝑥𝑛} merupakan barisan dalam ruang metrik (X, d), dan misal x ∈ X

sedemikian hingga 𝑥𝑛 → 𝑥. Maka untuk setiap ε > 0 terdapat 𝑁 ∈ ℕ sedemikian

hingga berlaku d(𝑥𝑛, 𝑥) <
ε

2
untuk setiap n ≥ 𝑁.

Ambil m ≥ 𝑛0 , maka berlaku d(𝑥𝑚, 𝑥) <
ε

2
. sehingga untuk m, n ≥ 𝑛0 berlaku

pertidaksamaan segitiga

d(𝑥𝑚, 𝑥𝑛)≤ d(𝑥𝑚, 𝑥) + d(𝑥𝑛, 𝑥) <
ε

2
+

ε

2
= 𝜀

2.1.4 Ruang Metrik Parsial

Seiring perkembangan keilmuan para peniliti memperluas pembahasan

ruang metrik ke ruang metrik parsial. Berikut definisi ruang metrik parsial

beserta contohnya.

Definisi 2.8 (S.G. Matthews, 1992)

Diberikan suatu fungsi 𝑝 pada himpunan tak-kosong X. Suatu fungsi 𝑝

didefinisikan sebagai 𝑝: 𝑋 × 𝑋 → ℝ+ ∪ {0} disebut suatu metrik parsial jika

untuk x, y, z ∈ 𝑋,

(P1) 𝑥 = 𝑦 jika dan hanya jika 𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑦, 𝑦);

(P2) 𝑝(𝑥, 𝑥) ≤ 𝑝(𝑥, 𝑦);

(P3) 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑦, 𝑥);

(P4) 𝑝(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑝(𝑥, 𝑦) + 𝑝(𝑦, 𝑧) − 𝑝(𝑦, 𝑦).

Contoh 2.8

Misal ℝ+ ∪ {0} adalah himpunan bilangan riil yang lebih dari 0. Fungsi

𝑝: ℝ+ ∪ {0} × ℝ+ ∪ {0} → ℝ+ ∪ {0} yang didefinisikan oleh 𝑝(𝑥, 𝑦) =

𝑚𝑎𝑥{𝑥, 𝑦} adalah metrik pada ℝ+ , sehingga (ℝ+, 𝑝), adalah ruang metrik

parsial.
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Bukti.

(P1) Akan ditunjukkan 𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑦, 𝑦) maka 𝑥 = 𝑦.

Ambil x, y ∈ ℝ+,

𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑝(𝑥, 𝑦)

= max{x, x

= x ……(1)

𝑝(𝑦, 𝑦) = 𝑝(𝑥, 𝑦)

= max{y, y}

= y ……(2)

Dari (1) dan (2) diperoleh bahwa 𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑦, 𝑦) maka 𝑥 = 𝑦.

(P2) Akan ditunjukkan bahwa 𝑝(𝑥, 𝑥) ≤ 𝑝(𝑥, 𝑦) untuk setiap x, y ∈ ℝ+.

Ambil x, y ∈ ℝ+, maka:

𝑝(𝑥, 𝑥) = max{x, x}

≤ max{x, y}

= 𝑝(𝑥, 𝑦)

Jadi terbukti bahwa 𝑝(𝑥, 𝑥) ≤ 𝑝(𝑥, 𝑦) untuk setiap x, y ∈ ℝ+

(P3) Akan ditunjukkan bahwa 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑦, 𝑥) untuk setiap x, y ∈ ℝ+

Ambil x, y ∈ ℝ+, maka:

𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑚𝑎𝑥{𝑥, 𝑦} = 𝑚𝑎𝑥{y, 𝑥} = 𝑝(𝑦, 𝑥)

Sehingga terbukti bahwa 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑦, 𝑥) untuk setiap x, y ∈ ℝ+

(P4) Akan ditunjukkan 𝑝(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑝(𝑥, 𝑦) + 𝑝(𝑦, 𝑧) − 𝑝(𝑦, 𝑦) untuk setiap x,

y ∈ ℝ+maka:

𝑝(𝑥, 𝑧) + 𝑝(𝑦, 𝑦) =𝑚𝑎𝑥{𝑥, 𝑧} + 𝑚𝑎𝑥{𝑦, 𝑦} ≤ max{x, y} + max{y, z}

≤ 𝑝(𝑥, 𝑦) + 𝑝(𝑦, 𝑧)
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Sehingga dapat ditulis dengan 𝑝(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑝(𝑥, 𝑦) + 𝑝(𝑦, 𝑧) − 𝑝(𝑦, 𝑦)

Jadi terbukti, 𝑝(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑝(𝑥, 𝑦) + 𝑝(𝑦, 𝑧) − 𝑝(𝑦, 𝑦) untuk setiap x, y ∈ ℝ+.

2.1.5 Bola Buka dan Tutup pada Metrik Parsial

Seperti pada pembahasan ruang metrik, pada ruang metrik parsial juga

terdapat pembahasan terkait bola buka dan tutup. Berikut definisi dan

teoremanya.

Definisi 2.9 (S.G. Matthews, 1992)

Diberikan suatu fungsi p pada himpunan tak-kosong X. Suatu fungsi p

didefinisikan sebagai 𝑝: 𝑋 × 𝑋 → ℝ disebut suatu bola buka jika untuk x, y ∈ 𝑋,

𝐵𝜀(𝑥) = {𝑦 𝜖 𝑋| 𝑝(𝑥, 𝑦) < 𝜀}

Untuk setiap 𝜀 > 0 dan x 𝜖 𝑋.

Teorema 2.2 (S.G. Matthews, 1992)

Untuk setiap metrik parsial : 𝑋 × 𝑋 → ℝ, bola buka 𝐵𝜀(𝑎), dan x ϵ A,

𝑥 ϵ 𝐵𝜀(𝑎) → ∃ δ > 0, x ϵ 𝐵𝛿(𝑥) ⊆ 𝐵𝜀(𝑎)

Bukti.

Akan dibuktikan bahwa 𝑥 ϵ 𝐵𝜀(𝑎)

Maka 𝑝 (𝑥, 𝑎)< ε

Misal δ = ε − 𝑝 (𝑥, 𝑎) + 𝑝 (𝑥, 𝑥)

Maka δ > 0 sebagai ε > 𝑝 (𝑥, 𝑎)

Juga berlaku 𝑝 (𝑥, 𝑥) < δ sebagai ε > 𝑝 (𝑥, 𝑎)

Sehingga x ϵ 𝐵𝛿(𝑥)

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa y ϵ 𝐵𝛿(𝑥)

Maka 𝑝(𝑦, 𝑥) < δ

Misal 𝑝(𝑦, 𝑥) < 𝜀 − 𝑝(𝑥, 𝑎) + 𝑝(𝑥, 𝑥)
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Maka 𝑝(𝑦, 𝑥) + 𝑝 (𝑥, 𝑎) − 𝑝 (𝑥, 𝑥) < 𝜀

Maka 𝑝(𝑦, 𝑥) < ε

Sehingga 𝐵𝛿(𝑥) ⊆ 𝐵𝜀(𝑎)

2.1.6 Urutan Parsial

Selain bola buka dan tutup, ruang metrik parsial juga membahas urutan

parsial. Berikut definisi dan teoremanya.

Definisi 2.10 (S.G. Matthews, 1992)

Untuk setiap metrik parsial 𝑝: 𝑋 × 𝑋 → ℝ+ ∪ {0} , ⊑𝑝 ⊆ 𝑋 × 𝑋 adalah relasi

biner yang didefinisikan dengan,

∀ 𝑥, 𝑦 𝜖 𝑋 . 𝑥 ⊑𝑝 y ↔ 𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑝(𝑥, 𝑦)

Teorema 2.3 (S.G. Matthews, 1992)

Untuk setiap metrik parsial : 𝑋 × 𝑋 → ℝ+ ∪ {0}, ⊑𝑝 adalah urutan parsial.

Bukti.

∀ 𝑥 ϵ A, 𝑥 ⊑𝑝 x didefinisikan 𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑝(𝑥, 𝑥)

∀ 𝑥, 𝑦 ϵ A, 𝑥 ⊑𝑝 y dan 𝑥 ⊑𝑝 x

𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑦, 𝑦) (berdasarkan P3)

𝑥 = 𝑦 (berdasarkan P1)

∀ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ϵ A, 𝑥 ⊑𝑝 y dan y ⊑𝑝 z

𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑝(𝑥, 𝑦) dan 𝑝(𝑦, 𝑦) = 𝑝(𝑦, 𝑧)

Tetapi, berdasarkan P4 𝑝(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑝(𝑥, 𝑦) + 𝑝(𝑦, 𝑧) − 𝑝(𝑦, 𝑦)

Sehingga diperoleh 𝑝(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑝(𝑥, 𝑥)

Berdasarkan P2 diperoleh 𝑝(𝑥, 𝑧) = 𝑝𝑥, 𝑥)

Sehingga terbukti x ⊑𝑝 z
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Definisi 2.11 (Annisa, 2023)

Suatu pasangan (𝑋, ⊑p) dikatakan sebagai himpunan parsial terurut. Misal

himpunan X adalah himpunan tak kosong dan notasi ⊑p melambangkan urutan

parsial di X. Pada ruang metrik parsial dengan metrik parsial 𝑝: 𝑋 × 𝑋 →

ℝ+ ∪ {0}, relasi biner ⊑p terdefinisi di X. Untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, suatu relasi

𝑥 ⊑p 𝑦 terpenuhi jika dan hanya jika 𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑝(𝑥, 𝑦).

Teorema 2.4 (Annisa, 2023)

Jika ⊑p adalah relasi biner pada ruang metrik parsial (X, p), maka relasi biner

⊑p adalah parsial terurut untuk setiap metrik parsial p.

Bukti.

Relasi biner ⊑p dapat dibuktikan menggunakan tiga sifat berikut untuk semua

metrik p membentuk suatu urutan parsial:

1. Refleksif: 𝑥 ⊑p 𝑦 untuk 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋;

2. Antisimetri: Jika 𝑥 ⊑p 𝑦 dan 𝑦 ⊑p 𝑥, maka 𝑥 = 𝑦 untuk 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋;

3. Transitif: Jika 𝑥 ⊑p 𝑦 dan 𝑦 ⊑p 𝑥, maka 𝑥 ⊑p z untuk 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋.

2.1.7 Konvergensi pada Ruang Metrik Parsial

Pembahasan selanjutnya adalah definisi terkait konvergensi pada ruang

metrik parsial.

Definisi 2.12 (Sihombing, 2018)

Misal (X, p) adalah suatu ruang metrik parsial. Suatu barisan {𝑥𝑛} pada ruang

metrik parsial (X, p) dengan 𝑝: 𝑋 × 𝑋 → ℝ+ ∪ {0} dikatakan konvergen ke x ϵ

X jika dan hanya jika p (x, x) = lim
𝑛→∞

𝑝 (𝑥𝑛, 𝑥)
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Contoh.

Misalkan 𝑥𝑛 =
1

𝑛
dan 𝑥 = 0.Maka barisan {𝑥𝑛} ⊂ 𝑋 = [0,∞).

Akan dibuktikan apakah 𝑥𝑛 → 𝑥 dalam metrik parsial, di mana

𝑝 (𝑥𝑛, 𝑥) = 𝑚𝑎𝑥 {
1

𝑛
, 0} =

1

𝑛
,

𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑝(0,0) = 0.

Kemudian ambil nilai limitnya sehingga diperoleh:

lim
𝑛→∞

𝑝 (𝑥𝑛, 𝑥) = lim
𝑛→∞

1

𝑛
= 0 = 𝑝(0, 0).

Maka, sesuai definisi konvergensi pada metrik parsial:

𝑥𝑛 → 𝑥 = 0.

Walaupun 𝑝(𝑥, 𝑥) ≠ 0 secara umum dalam metrik parsial, fungsi p di sini

memungkinkan 𝑝(𝑥, 𝑥) = 0 hanya jika x = 0. Maka barisan yang mendekati nol

juga akan memiliki jarak parsial yang mendekati nol terhadap nol bukan karena

nol adalah limit biasa, tetapi karena nilai self-distance dari titik limitnya.

2.1.8 Barisan Cauchy pada Metrik Parsial

Berkaitan dengan konvergensi pada ruang metrik parsial, terdapat

pembahasan yakni terkait barisan Cauchy yang akan didefinisikan sebagai

berikut.

Definisi 2.13 Barisan Cauchy (Sihombing, 2018)

Misal (X, p) adalah suatu ruang metrik parsial. Suatu barisan {𝑥𝑛 }pada ruang

metrik parsial (X, p) dengan 𝑝: 𝑋 × 𝑋 → ℝ+ ∪ {0} dikatakan sebagai barisan

Cauchy jika dan hanya jika lim
𝑛, 𝑚→∞

𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) ada dan berhingga.
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Teorema 2.5 (Sihombing, 2018)

Misal (X, p) adalah suatu ruang metrik parsial danbarisan {𝑥𝑛}di dalam X. Jika

{𝑥𝑛} konvergen, maka {𝑥𝑛} adalah barisan Cauchy.

Bukti.

Misal barisan {𝑥𝑛} konvergen ke a ∈ 𝑋 , maka untuk sebarang ε > 0 terdapat

𝑁 ∈ ℕ sedemikian hingga untuk setiap n ≥ 𝑁 berlaku:

𝑝(𝑥𝑛, 𝑎) − 𝑝(𝑎, 𝑎) <
ε

2
dan 𝑝(𝑥𝑛, 𝑎)− 𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑛) <

ε

2

Kemudian untuk m, n > N berlaku persamaan yang sama.

Melalu ketaksamaan segitiga, maka diperoleh:

𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) − 𝑝(𝑎, 𝑎) = 𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) − 𝑝(𝑥𝑛, 𝑎) + 𝑝(𝑥𝑛, 𝑎) − 𝑝(𝑎, 𝑎) <
ε

2
+
ε

2

𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) − 𝑝(𝑎, 𝑎) < ε

𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) − 0 < ε

𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) < ε

Sehingga, terbukti bahwa barisan yang konvergen dalam ruang metrik parsial

adalah Cauchy.

2.1.9 Ruang 𝑳𝟐[a, b]

Ruang 𝐿2[𝑎, 𝑏] merupakan salah satu contoh dari ruang Lebesgue 𝐿𝑝 ,

yaitu ruang fungsi terukur yang memenuhi syarat intgrabilitas 𝑝 -kuadrat

terhadap ukuran Lebesgue. Secara khusus, 𝐿2[𝑎, 𝑏] didefiniskan sebagai

himpunan semua fungsi 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ yang terukur dan memenuhi:

𝑎

𝑏

|𝑓(𝑥)|2 𝑑𝑥 < ∞.න

Ruang ini dilengkapi dengan metrik yang diturunkan dari norma 𝐿2, yaitu:
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𝑓 =
𝑎

𝑏

|𝑓(𝑥)|2 𝑑𝑥න

1
2

,

Dari norm tersebut, didefinisikan metrik di mana untuk setiap f, g ∈ 𝐿2[𝑎, 𝑏],

metrik 𝑑 : 𝐿2[𝑎, 𝑏] × 𝐿2[𝑎, 𝑏] → ℝ dapat di definiskan sebagai:

𝑑 𝑓, 𝑔 =
𝑎

𝑏

|𝑓 𝑥 − 𝑔(𝑥)|2 𝑑𝑥න

1
2

Metrik ini mengukur jarak rata-rata kuadrat antara dua fungsi. Dengan metrik

ini, ruang 𝐿2[𝑎, 𝑏] merupakan ruang metrik lengkap, artinya setiap barisan

Cauchy dalam 𝐿2[𝑎, 𝑏] konvergen ke suatu elemen dalam ruang tersebut

(Kreyszig, 1978).

Akan dibuktikan bahwa 𝐿2[𝑎, 𝑏] yang dilengkapi dengan metrik 𝑑adalah ruang

metrik lengkap.

Bukti.

Misal {𝑓𝑛} adalah barisan Cauchy dalam 𝐿2[𝑎, 𝑏], artinya:

∀ε > 0, ∃ 𝑁 𝜖 ℕ sehingga 𝑑(𝑓𝑛, 𝑓𝑚) < ε untuk semua 𝑛,𝑚 > 𝑁.

Dengan kata lain:

𝑎

𝑏

|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓𝑚(𝑥)|
2 𝑑𝑥න < ε2.

Suatu barisan dikatakan Cauchy dalam norma 𝐿2[𝑎, 𝑏] jika setiap barisannya

konvergen ke dalam norma tersebut. Karena {𝑓𝑛} Cauchy dalam 𝐿2[𝑎, 𝑏], maka

terdapat fungsi 𝑓𝜖 𝐿2[𝑎, 𝑏], sehingga:

lim
𝑛→∞ 𝑎

𝑏

|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)|2 𝑑𝑥න = 0,

Untuk suatu 𝑥0 𝜖 [𝑎, 𝑏], {𝑓𝑛(𝑥0)} konvergen 𝑓(𝑥0) yang berarti:
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𝑑 (𝑓𝑛, 𝑓) = 0 saat 𝑛 → ∞, atau

lim
𝑛→∞

𝑑(𝑓𝑛, 𝑓) = 0.

Karena limitnya tetap berada dalam 𝐿2[𝑎, 𝑏] , sehingga terbukti bahwa 𝐿2[𝑎, 𝑏]

adalah ruang metrik lengkap.∎

Konsep konvergensi dalam ruang 𝐿2[𝑎, 𝑏]mengikuti definisi konvergensi

pada ruang metrik yang telah dibahas pada Bab 2, di mana suatu barisan {𝑓𝑛} ⊆

𝐿2[𝑎, 𝑏] dikatakan konvergen ke 𝑓𝜖 𝐿2[𝑎, 𝑏] jika lim
𝑛→∞

𝑑(𝑓𝑛, 𝑓) = 0, dengan d

adalah metrik yang diturunkan dari norma 𝐿2. Dalam hal ini, norma 𝐿2

menghasilkan metrik 𝑑 (𝑓, 𝑔), sehingga konvergensi dalam norma dan

konvergensi dalam metrik adalah ekuivalen.

2.1.10 Ruang C[a, b]

Setelah sebelumnya dibahas ruang 𝐿2[𝑎, 𝑏] yang merupakan ruang

fungsi kuadrat-integrabel, pada bagian ini akan digunakan ruang fungsi kontinu

𝐶[𝑎, 𝑏] . Menurut Kreyszig, (1978) Ruang C[a, b] adalah himpunan semua

fungsi bernilai riil yang kontinu pada interval tertutup [a, b] yang dilengkapi

dengan norma

𝑓 = max
𝑥 𝜖 [𝑎,𝑏]

|𝑓(𝑥)| .

Dalam konteks skripsi ini, ruang C[a, b] digunakan untuk

mendefinisikan metrik parsial berbasis fungsi, yang disebut sebagai 𝑝1(𝑓, 𝑔).

Metrik ini didefinisikan melalui integrasi dari metrik parsial pada ℝ , dan

dibuktikan memiliki sifat-sifat metrik parsial saat diterapkan pada fungsi-fungsi

dalam 𝐶[𝑎, 𝑏]. Hal ini dirumuskan secara formal dalam Proposisi berikut.

Proposisi 2.1 Misal 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏] dengan fungsi jarak 𝑝: 𝐶[𝑎, 𝑏] × 𝐶[𝑎, 𝑏] →

ℝ+ ∪ {0} didefinisikan sebagai,
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𝑝(𝑓, 𝑔) =
𝑎

𝑏
𝑑𝑝 (𝑓(𝑥) , 𝑔(𝑥)) 𝑑𝑥,∫

maka fungsi 𝑝 adalah metrik parsial pada ruang C[a, b], dengan 𝑑𝑝 adalah

metrik yang diinduksi oleh metrik parsial 𝑝.

Bukti.

Akan dibuktikan bahwa 𝑝(𝑓, 𝑔) memenuhi empat aksioma metrik parsial.

(P1) 𝑓 = 𝑔 jika dan hanya jika 𝑝(𝑓, 𝑓) = 𝑝(𝑓, 𝑔) = 𝑝(𝑔, 𝑔);

→ Jika 𝑓 = 𝑔 maka 𝑝(𝑓, 𝑓) = 𝑝(𝑓, 𝑔) = 𝑝(𝑔, 𝑔).

Misal 𝑓 = 𝑔, maka untuk setiap titik x ϵ [𝑎, 𝑏], terdapat:

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥).

Karena 𝑑𝑝 adalah metrik yang diinduksi metrik parsial, maka berlaku:

𝑑𝑝(𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)) = 𝑑𝑝(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥)).

Berdasarka sifat metrik 𝑑𝑝(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥)) = 0 untuk setiap x, maka:

𝑝 (𝑓, 𝑔) =
𝑎

𝑏

𝑑𝑝 (𝑓(𝑥) , 𝑔(𝑥)) 𝑑𝑥 =
𝑎

𝑏

න 0 𝑑𝑥 = 0.න

Berlaku juga pada 𝑝(𝑓, 𝑓) = 𝑝(𝑔, 𝑔) = 0.

Maka berlaku jika 𝑓 = 𝑔 maka 𝑝(𝑓, 𝑓) = 𝑝(𝑓, 𝑔) = 𝑝(𝑔, 𝑔).

← Jika 𝑝(𝑓, 𝑓) = 𝑝(𝑓, 𝑔) = 𝑝(𝑔, 𝑔), maka 𝑓 = 𝑔.

Misal 𝑝(𝑓, 𝑓) = 𝑝(𝑓, 𝑔) = 𝑝(𝑔, 𝑔).

Karena 𝑑𝑝(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥)) = 0 untuk setiap x, maka:

𝑝(𝑓, 𝑔) =
𝑎

𝑏

න 0 𝑑𝑥 = 0.

Karena 𝑝 (𝑓, 𝑔) = 0, maka:

𝑎

𝑏

𝑑𝑝 (𝑓(𝑥) , 𝑔(𝑥)) 𝑑𝑥 = 0.න
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Karena 𝑑𝑝 (𝑓(𝑥) , 𝑔(𝑥)) 𝑑𝑥 ≥ 0 untuk semua x (sifat metrik), dan integral dari

fungsi non-negatif adalah nol hanya jika fungsi itu nol hampir di mana-mana,

maka:

𝑑𝑝 (𝑓(𝑥) , 𝑔(𝑥)) 𝑑𝑥 = 0 hampir di semua 𝑥 ϵ [𝑎, 𝑏].

Kemudian, karena 𝑑𝑝 (𝑓(𝑥) , 𝑔(𝑥)) 𝑑𝑥 = 0 jika dan hanya jika 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥)

untuk setiap x, maka:

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) hampir di semua 𝑥.

Dan karena f dan g kontinu pada [𝑎, 𝑏], maka:

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) untuk semua 𝑥 ϵ [𝑎, 𝑏].

Sehingga, terbukti bahwa jika 𝑝(𝑓, 𝑓) = 𝑝(𝑓, 𝑔) = 𝑝(𝑔, 𝑔), maka 𝑓 = 𝑔.

(P2) 𝑝(𝑓, 𝑓) ≤ 𝑝(𝑓, 𝑔).

Diketahui dari sifat metrik parsial bahwa untuk semua 𝑥 ϵ [𝑎, 𝑏],

𝑑𝑝(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥)) ≤ 𝑑𝑝(𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)).

Berdasarkan sifat metrik yakni 𝑑𝑝(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥)) = 0, maka:

0 ≤ 𝑑𝑝(𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)).

Kemudian integralkan kedua ruas:

𝑎

𝑏

𝑑𝑝 (𝑓(𝑥) , 𝑓(𝑥)) 𝑑𝑥 ≤
𝑎

𝑏

𝑑𝑝 (𝑓(𝑥) , 𝑔(𝑥)) 𝑑𝑥,නන

Yang ekuivalen dengan:

𝑝(𝑓, 𝑓) ≤ 𝑝(𝑓, 𝑔).

Sehingga, terbukti bahwa 𝑝(𝑓, 𝑓) ≤ 𝑝(𝑓, 𝑔).

(P3) 𝑝(𝑓, 𝑔) = 𝑝(𝑔, 𝑓).

Diketahui dari sifat metrik parsial bahwa untuk semua 𝑥 ϵ [𝑎, 𝑏],
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𝑑𝑝(𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)) ≤ 𝑑𝑝(𝑔(𝑥), 𝑓(𝑥)).

Berdasarkan definisi integral diperoleh:

𝑝(𝑓, 𝑔) =
𝑎

𝑏

𝑑𝑝(𝑓(𝑥) , 𝑔(𝑥)) 𝑑𝑥 =
𝑎

𝑏

𝑑𝑝(𝑔(𝑥) , 𝑓(𝑥)) 𝑑𝑥 = 𝑝(𝑔, 𝑓)නන

Sehingga terbukti bahwa 𝑝(𝑓, 𝑔) = 𝑝(𝑔, 𝑓).

(P4) 𝑝(𝑓, ℎ) ≤ 𝑝(𝑓, 𝑔) + 𝑝(𝑔, ℎ) − 𝑝(𝑔, 𝑔).

Gunakan ketaksamaan segitiga parsial untuk setiap titik 𝑥 ϵ [𝑎, 𝑏]:

𝑑𝑝(𝑓(𝑥), ℎ(𝑥)) ≤ 𝑑𝑝(𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)) + 𝑑𝑝(𝑔(𝑥), ℎ(𝑥)) − 𝑑𝑝(𝑔(𝑥), 𝑔(𝑥)).

Integralkan kedua ruas dari a ke b memberikan:

𝑎

𝑏

𝑑𝑝(𝑓(𝑥) , ℎ(𝑥)) 𝑑𝑥න

≤
𝑎

𝑏

(𝑑𝑝(𝑓(𝑥) , 𝑔(𝑥)) 𝑑𝑥 + 𝑑𝑝(𝑔(𝑥), ℎ(𝑥))න

− 𝑑𝑝(𝑔(𝑥), 𝑔(𝑥)) )𝑑𝑥.

Berdasarkan sifat linearitas integral memisahkan integral:

𝑎

𝑏

𝑑𝑝(𝑓(𝑥) , ℎ(𝑥)) 𝑑𝑥න

≤
𝑎

𝑏

𝑑𝑝(𝑓(𝑥) , 𝑔(𝑥)) 𝑑𝑥න +
𝑎

𝑏

𝑑𝑝(𝑔(𝑥) , ℎ(𝑥)) 𝑑𝑥න

−
𝑎

𝑏

𝑑𝑝(𝑔(𝑥) , 𝑔(𝑥)) 𝑑𝑥න ,

menjadi:

𝑝(𝑓, ℎ) ≤ 𝑝(𝑓, 𝑔) + 𝑝(𝑔, ℎ) − 𝑝(𝑔, 𝑔).

Sehingga, terbukti bahwa 𝑝1(𝑓, ℎ) ≤ 𝑝1(𝑓, 𝑔) + 𝑝1(𝑔, ℎ) − 𝑝1(𝑔, 𝑔)terpenuhi.

Karena 𝑝(𝑓, 𝑔) memenuhi keempat aksioma metrik parsial, maka 𝑝 terbukti

sebagai metrik parsial pada ruang C[𝑎, 𝑏].∎
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2.2 Kajian Integrasi Topik dengan Al-Quran/Hadits

Dalam QS. Al-Baqarah ayat 185 Allah SWT. tegas berfirman:

Artinya: “Bulan Ramadan adalah (bulan) yang di dalamnya diturunkan Al-
Qur’an sebagai petunjuk bagi manusia dan penjelasan-penjelasan mengenai
petunjuk itu serta pembeda (antara yang hak dan yang batil). ”

Ayat ini menegaskan bahwa Al-Qur’an diturunkan sebagai hudā li al-nās

(petunjuk bagi manusia), serta sebagai penjelas dan pembeda antara kebenaran

dan kebatilan. Al-Qur’an tidak hanya mengatur aspek spiritual, tetapi juga

mencakup berbagai sisi kehidupan manusia, termasuk aspek-aspek yang dapat

dikaji melalui pendekatan sains. Kandungan Al-Qur’an yang bersifat universal

menjadikannya sumber rujukan yang kaya akan nilai dan makna, baik dalam

konteks teologis maupun ilmiah.

Salah satu bentuk aktualisasi dari fungsi petunjuk ini adalah integrasi antara

ilmu pengetahuan dan ajaran Islam, termasuk dalam bidang matematika. Integrasi

tersebut bertujuan untuk menemukan kesinambungan antara ilmu pengetahuan

modern dengan nilai-nilai Al-Qur’an. Al-Qur’an sebagai sumber utama dalam

Islam mengandung banyak isyarat ilmiah yang dapat dikaji lebih lanjut dalam

berbagai disiplin ilmu. Pendekatan ini tidak hanya memperkaya wawasan ilmiah,

tetapi juga memperkuat keyakinan bahwa sains dan agama dapat berjalan

beriringan dalam memahami fenomena alam maupun konsep-konsep abstrak

dalam ilmu pengetahuan (Nasr, 1996)

Dalam konteks ini, kajian terhadap konsep kekonvergenan dalam ruang

metrik dan ruang metrik parsial menjadi menarik untuk ditinjau tidak hanya dari

sudut pandang matematis, tetapi juga spiritual. Konsep kekonvergenan yang

secara matematis merujuk pada proses pendekatan elemen-elemen dalam suatu
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barisan menuju sebuah titik limit, dapat dianalogikan dengan proses pendekatan

spiritual manusia kepada Tuhannya. Salah satu ayat yang relevan dengan makna

pendekatan ini adalah QS. Al-Baqarah ayat.186. Allah SWT berfirman:

ۙ◌ ۗ◌

١٨٦

Artinya: "Dan apabila hamba-hamba-Ku bertanya kepadamu tentang Aku, maka
sesungguhnya Aku dekat. Aku mengabulkan permohonan orang yang berdoa
apabila ia berdoa kepada-Ku. Maka hendaklah mereka itu memenuhi (perintah)-
Ku dan beriman kepada-Ku, agar mereka memperoleh kebenaran." (Kementerian
Agama RI, 2019).

Ayat ini menegaskan bahwa kedekatan Allah dengan hamba-Nya bukanlah

sesuatu yang bersifat fisik, melainkan lebih kepada aspek spiritual dan keterikatan

batin antara seorang mukmin dengan Tuhannya. Kedekatan ini dapat dianalogikan

dengan konsep kekonvergenan dalam matematika, di mana suatu barisan

dikatakan konvergen jika nilai-nilai elemennya semakin mendekati suatu limit

tertentu.

Dalam Tafsir Ibnu Katsir, ayat ini dijelaskan bahwa Allah Maha Mendengar

doa hamba-Nya dan selalu memberikan jawaban, meskipun dalam bentuk yang

tidak selalu sesuai dengan keinginan manusia. Ibnu Katsir menjelaskan bahwa

kedekatan Allah bukan berarti bahwa setiap doa akan dikabulkan secara langsung

sesuai permintaan, tetapi bahwa Allah menjawab dengan cara yang terbaik bagi

hamba-Nya. Hal ini menunjukkan bahwa ada proses dalam pengabulan doa yang

bisa dianalogikan dengan pendekatan bertahap dalam kekonvergenan, di mana

suatu kondisi tercapai melalui serangkaian langkah yang mendekati titik akhir

(Ibnu Katsir, 2000).
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Senada dengan hal tersebut, dalam Tafsir al-Misbah, Quraish Shihab

menafsirkan ayat ini sebagai penegasan bahwa Allah selalu dekat dengan hamba-

Nya, bahkan tanpa perantara. Ia menjelaskan bahwa kata "dekat" dalam ayat ini

menunjukkan bahwa Allah tidak hanya mendengarkan, tetapi juga memahami

kebutuhan dan perasaan hamba-Nya secara langsung. Tafsir ini memperkuat

gagasan bahwa usaha manusia dalam mendekatkan diri kepada Allah sejalan

dengan prinsip kekonvergenan dalam matematika, di mana semakin besar usaha

yang dilakukan, semakin dekat seseorang dengan tujuan akhirnya (Quraish Shihab,

2002).

Dengan demikian, ayat QS. Al-Baqarah ayat 186 tidak hanya mengandung

nilai-nilai teologis, tetapi juga memberikan landasan filosofis dalam memahami

konsep kekonvergenan dalam matematika, khususnya dalam ruang metrik dan

metrik parsial. Integrasi antara kajian matematis dan pemahaman spiritual ini

memperlihatkan bahwa usaha ilmiah dalam memahami struktur abstrak seperti

konvergensi dapat diarahkan untuk memperkuat nilai-nilai keimanan. Oleh karena

itu, penelitian ini tidak hanya bertujuan menjelaskan kekonvergenan dalam ruang

𝐿2(𝑃), tetapi juga berupaya menggali makna spiritual di balik proses pendekatan

dalam matematika sebagai cerminan perjalanan seorang hamba menuju kedekatan

dengan Tuhannya.

2.3 Kajian Topik Dengan Teori Pendukung

Sifat 2.1 Misal P adalah sebuah himpunan parsial terurut. Untuk setiap f, g

∈ 𝐿2(𝑃), suatu fungsi 𝑝 : 𝐿2(𝑃) × 𝐿2(𝑃) → ℝ+ ∪{0} dapat di definiskan sebagai
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𝑝(𝑓, 𝑔) =
𝑃

𝑑𝑝(𝑓, 𝑔) 2 𝑑𝑥න

1
2

maka fungsi 𝑝1 adalah metrik parsial yang dalam hal ini sama seperti suatu metrik

pada 𝐿2(𝑃).

Proposisi 2.2 Misal P ⊆ ℝ adalah sebarang himpunan interval tertutup. Fungsi

p :𝑃 × P→ ℝ+ ∪ {0} untuk setiap [s, t], [u, v] ϵ 𝑃 di definisikan sebagai,

𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑢, 𝑣]) = 𝑚𝑎𝑥 {|𝑠 − 𝑢|, |𝑡 − 𝑣|},

fungsi 𝑝 tersebut menunjukkan sebuah metrik parsial pada P ⊆ ℝ..

Proposisi 2.3 Pada suatu himpunan parsial terurut P, suatu metrik parsial 𝑝: 𝑃 ×

𝑃 → ℝ+ ∪ {0} ∀ [𝑠, 𝑡], [𝑢, 𝑣] ϵ 𝑃, didefinisikan dengan

𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑢, 𝑣]) = 𝑚𝑎𝑥 {|𝑠 − 𝑢|, |𝑡 − 𝑣|}.

menunjukkan sebuah metrik pada ruang 𝐶[𝑎, 𝑏]dengan 𝑑: 𝐶[𝑎, 𝑏] × 𝐶[𝑎, 𝑏] → ℝ

untuk setiap 𝑓, 𝑔 ϵ 𝐶[𝑎, 𝑏],

𝑑 (𝑓, 𝑔) =
𝑚𝑎𝑥

𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]
{| 𝑓 (𝑥) − 𝑔(𝑥)|},

sehingga metrik d adalah metrik parsial pada ruang 𝐶[𝑎, 𝑏].

Proposisi 2.4 Sebuah himpunan interval tertutup 𝑃 dengan urutan parsial ⊑𝑝

ditunjukkan sebagai (𝑃, ⊑𝑝), adalah himpunan parsial terurut dengan fungsi

metrik parsial 𝑝: 𝑃 × 𝑃 → ℝ+ ∪ {0} di mana untuk setiap [𝑠, 𝑡], [𝑢, 𝑣]ϵ P

didefinisikan dengan,

𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑢, 𝑣]) = 𝑚𝑎𝑥 {|𝑠 − 𝑢|, |𝑡 − 𝑣|}.

Corollary 2.1 Suatu barisan {𝑓𝑛} pada ruang 𝐿
2(𝑃) konvergen ke 𝑓 ∈ 𝐿2(𝑃) jika

untuk setiap ε > 0, terdapat 𝑛0 ∈ ℕ sehingga 𝑝(𝑓𝑛, 𝑓)< ε untuk setiap 𝑛 > 𝑛0.



26

BAB III

METODE PENELITIAN

3.1 Jenis Penelitian

Penelitian ini menggunakan jenis penelitian kualitatif berupa kajian pustaka.

Kajian pustaka yang dimaksud adalah mengumpulkan referensi literatur terkait

dengan topik baik berupa jurnal, buku, artikel berupa definisi, teorema, proposisi,

corollary beserta langkah pembuktiannya.

3.2 Pra Penelitian

Pada tahap ini, peneliti mengumpulkan beberapa referensi yang berkaitan

dengan topik untuk dijadikan rujukan dalam penelitian.

3.3 Tahapan Penelitian

Beberapa tahapan yang diperlukan untuk menyusun penelitian ini adalah

sebagai berikut.

1. Melaksanakan pengumpulan data atau refernsi terkait kekonvergenan metrik

parsial pada 𝐿2(𝑃);

2. Mengkaji teori pendukung yang berkaitan dengan kekonvergenan metrik

parsial pada 𝐿2(𝑃);

3. Menentukan integrasi Al-Qur’an yang berkaitan dengan penelitian.

4. Membuktikan beberapa teorema kekonvergenan metrik parsial pada 𝐿2(𝑃).

5. Membuat kesimpulan dari penelitian.
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BAB IV

HASIL DAN PEMBAHASAN

4.1 Metrik Parsial

Misal 𝑋 himpunan tak kosong, diberikan suatu fungsi 𝑝 didefinisikan sebagai

𝑝: 𝑋 × 𝑋 → ℝ+ ∪ {0} disebut suatu metrik parsial apabila untuk 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋

berlaku,

(P1) 𝑥 = 𝑦 jika dan hanya jika 𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑦, 𝑦);

(P2) 𝑝(𝑥, 𝑥) ≤ 𝑝(𝑥, 𝑦);

(P3) 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑦, 𝑥);

(P4) 𝑝(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑝(𝑥, 𝑦) + 𝑝(𝑦, 𝑧) − 𝑝(𝑦, 𝑦).

Ruang metrik parsial (𝑋, 𝑝), adalah pasangan di mana 𝑋 merupakan himpunan tak

kosong dan 𝑝 adalah metrik parsial pada 𝑋.

Kemudian didefinisikan suatu fungsi 𝑑𝑝 pada himpunan tak-kosong X dengan

𝑑𝑝: 𝑋 × 𝑋 → ℝ untuk setiap x, y ∈ X

𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) = 2 𝑝(𝑥, 𝑦) − 𝑝(𝑥, 𝑥) − 𝑝(𝑦, 𝑦). (1)

Karena 𝑝 adalah metrik parsial di X, maka fungsi 𝑑𝑝 memenuhi sifat -sifat metrik

di X. Akan ditunjukkan bahwa 𝑑𝑝 memenuhi aksioma metrik M1-M4. Untuk sifat

(M1) 𝑑𝑝(x, y) ϵ ℝ, 𝑑𝑝(x, y) <∞, 𝑑𝑝(x, y) ≥ 0.

1. 𝑑𝑝(x, y) ϵ ℝ

Diketahui 𝑝: 𝑋 × 𝑋 → ℝ+ ∪ {0} artinya 𝑝(𝑥, 𝑦), 𝑝(𝑥, 𝑥), 𝑝(𝑦, 𝑦) merupakan

bilangan riil tak-negatif.

Karena penjumlahan operasi dan pengurangan bilangan riil tetap menghasilkan

bilangan riil, maka operasi:



28

𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) = 2 𝑝(𝑥, 𝑦) − 𝑝(𝑥, 𝑥) − 𝑝(𝑦, 𝑦) 𝜖 ℝ

Sehingga, 𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) ϵ ℝ.

2. 𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) < ∞

Karena 𝑝: 𝑋 × 𝑋 → ℝ+ ∪ {0} , maka 𝑝(𝑥, 𝑦) < ∞ untuk x, y ∈ X,

2𝑝(𝑥, 𝑦) < ∞ .

Karena 𝑝(𝑥, 𝑥) ≤ 𝑝(𝑥, 𝑦)dan 𝑝(𝑦, 𝑦) ≤ 𝑝(𝑥, 𝑦), maka:

𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) = 2 𝑝(𝑥, 𝑦) − 𝑝(𝑥, 𝑥) − 𝑝(𝑦, 𝑦)

Tidak mungkin menghasilkan nilai tak hingga.

Sehingga, 𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) < ∞.

3. 𝑑𝑝(x, y) ≥ 0

Gunakan sifat metrik parsial (P2) yaitu 𝑝(𝑥, 𝑥) ≤ 𝑝(𝑥, 𝑦) dan 𝑝(𝑦, 𝑦) ≤

𝑝(𝑥, 𝑦), sehingga:

𝑝(𝑥, 𝑥) + 𝑝(𝑦, 𝑦) ≤ 2𝑝(𝑥, 𝑦)

2𝑝(𝑥, 𝑦) − (𝑝(𝑥, 𝑥) + 𝑝(𝑦, 𝑦)) ≥ 0

2𝑝(𝑥, 𝑦) − 𝑝(𝑥, 𝑥) − 𝑝(𝑦, 𝑦) ≥ 0

𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) ≥ 0

Maka terbukti bahwa 𝑑𝑝(x, y) ϵ ℝ, 𝑑𝑝(x, y) <∞, 𝑑𝑝(x, y) ≥ 0.

Sifat (M2) akan ditunjukkan 𝑑𝑝(x, y) = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = y.

→ Jika 𝑑𝑝(x, y) = 0 maka 𝑥 = y

Karena 𝑑𝑝(x, y) = 0, maka:

2𝑝(𝑥, 𝑦) − 𝑝(𝑥, 𝑥) − 𝑝(𝑦, 𝑦) = 0.

2𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑥, 𝑥) + 𝑝(𝑦, 𝑦) ……(2)

Namun dari sifat metrik parsial diketahui 𝑝(𝑥, 𝑥) ≤ 𝑝(𝑥, 𝑦) dan 𝑝(𝑦, 𝑦) ≤ 𝑝(𝑥, 𝑦).
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Sehingga agar (2) terpenuhi, maka haruslah 𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑝(𝑥, 𝑦) dan 𝑝(𝑦, 𝑦) =

𝑝(𝑥, 𝑦) yang berakibat 𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑦, 𝑦).

Kemudian berdasarkan aksioma metrik parsial (P1), diketahui bahwa:

x = y jika dan hanya jika 𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑦, 𝑦)

di mana menurut aksioma (P1) berarti x = y.

Sehingga, terbukti bahwa 𝑑𝑝(x, y) = 0, maka 𝑥 = y.

← Jika 𝑥 = 𝑦 maka 𝑑𝑝(x, y) = 0

Karena 𝑥 = 𝑦, maka:

𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑦, 𝑦).

Sehingga diperoleh:

𝑑𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) = 2𝑝(𝑥, 𝑥) − 𝑝(𝑥, 𝑥) − 𝑝(𝑥, 𝑥)

= (2 − 1 − 1) ∙ 𝑝(𝑥, 𝑥)

= 0 ∙ 𝑝(𝑥, 𝑥) = 0

Sehingga, terbukti bahwa jika x = y, maka 𝑑𝑝(x, y) = 0.

Maka terbukti 𝑑𝑝(x, y) = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = y.

Sifat (M3) akan ditunjukkan 𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑑𝑝(𝑦, 𝑥).

Karena metrik parsial memiliki sifat simetris 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑦, 𝑥) dari aksioma (P3),

maka:

𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) = 2𝑝(𝑥, 𝑦) − 𝑝(𝑥, 𝑥) − 𝑝(𝑦, 𝑦)

= 2𝑝(𝑦, 𝑥) − 𝑝(𝑦, 𝑦) − 𝑝(𝑥, 𝑥)

= 𝑑𝑝(𝑦, 𝑥)

Sehingga, terbukti bahwa 𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑑𝑝(𝑦, 𝑥).

Dan sifat (M4) akan ditunjukkan 𝑑𝑝(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) + 𝑑𝑝(𝑦, 𝑧)

Diketahui dari definisi 𝑑𝑝 diperoleh



30

𝑑𝑝(𝑥, 𝑧) = 2𝑝(𝑥, 𝑧) − 𝑝(𝑥, 𝑥) − 𝑝(𝑧, 𝑧)

Dari aksioma metrik parsial (P4), diketahui bahwa:

𝑝(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑝(𝑥, 𝑦) + 𝑝(𝑦, 𝑧) − 𝑝(𝑦, 𝑦).

Kalikan kedua ruas dengan 2 menjadi

2𝑝(𝑥, 𝑧) ≤ 2𝑝(𝑥, 𝑦) + 2𝑝(𝑦, 𝑧) − 2𝑝(𝑦, 𝑦)

Subtitusikan nilai 2𝑝(𝑥, 𝑧) ke 𝑑𝑝(𝑥, 𝑧)

𝑑𝑝(𝑥, 𝑧) = 2𝑝(𝑥, 𝑧) − 𝑝(𝑥, 𝑥) − 𝑝(𝑧, 𝑧)

≤ (2𝑝(𝑥, 𝑦) + 2𝑝(𝑦, 𝑧) − 2𝑝(𝑦, 𝑦)) − 𝑝(𝑥, 𝑥) − 𝑝(𝑧, 𝑧)

≤ 2𝑝(𝑥, 𝑦) + 2𝑝(𝑦, 𝑧) − 𝑝(𝑦, 𝑦) − 𝑝(𝑦, 𝑦) − 𝑝(𝑥, 𝑥) − 𝑝(𝑧, 𝑧)

≤ 2𝑝(𝑥, 𝑦) − 𝑝(𝑥, 𝑥) − 𝑝(𝑦, 𝑦) + 2𝑝(𝑦, 𝑧) − 𝑝(𝑦, 𝑦) − 𝑝(𝑧, 𝑧)

≤ 𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) + 𝑑𝑝(𝑦, 𝑧)

Sehingga, terbukti bahwa 𝑑𝑝(x, y) ≤ 𝑑𝑝(x, z) + 𝑑𝑝(z, y).

Karena fungsi 𝑑𝑝 telah terbukti memenuhi aksioma (M1 - M4) maka terbukti

bahwa fungsi 𝑑𝑝 merupakan metrik pada X.∎

4.2 Ruang 𝑳𝟐(𝑷)

Ruang 𝐿2(𝑃) adalah himpunan fungsi yang terdefinisi pada domain himpunan

parsial terurut 𝑃 ⊆ ℝ dengan ukuran Lebesgue positif yaitu μ(P) > 0 yang

memiliki sifat terintegralkan kuadrat. Artinya, kuadrat dari suatu ukuran jarak

fungsi terhadap nol dapat diintegralkan pada domain tersebut dan hasilnya

berhingga. Ruang 𝐿2(𝑃) didefinisikan sebagai berikut.

𝐿2(𝑃) = 𝑓 = 𝑓𝑖 | 𝑃
[𝑑𝑝(𝑓(𝑥), 0)]2 𝑑𝑥 < ∞∫ (3)

Dalam konteks penelitian ini, himpunan 𝑃 diasumsikan sebagai himpunan

parsial terurut yang merupakan subhimpunan dari interval [𝑎, 𝑏] ⊆ ℝ dan
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memiliki ukuran Lebesgue positif, yaitu μ(P) > 0. Pembatasan ini dipilih untuk

menjaga konsistensi dengan ruang fungsi 𝐿2[𝑎, 𝑏] yang telah dibahas pada Bab 2,

dan juga dengan ruang 𝐶[𝑎, 𝑏] yang akan dibahas pada bagian selanjutnya. Selain

itu, asumsi ini menjamin bahwa integral Lebesgue terhadap domain 𝑃 tetap

terdefinisi dan menghasilkan nilai hingga, sehingga fungsi-fungsi dalam ruang

𝐿2(𝑃) memenuhi syarat terintegralkan kuadrat.

Ruang 𝐿2(𝑃) juga merupakan perluasan konsep dari 𝐿2[𝑎, 𝑏] dengan

mengganti nilai mutlak |𝑓(𝑥)| menjadi 𝑑𝑝(𝑓(𝑥), 0). Di mana metrik 𝑑𝑝 yang

digunakan pada ruang 𝐿2(𝑃) merupakan metrik yang diinduksi oleh metrik parsial

𝑝. Berikut definisi dan teorema dari metrik 𝑑𝑝.

Sebelumnya telah berhasi didefiniskan metrik 𝑑𝑝 yang diturunkan dari

metrik parsial 𝑝, serta terbukti bahwa 𝑑𝑝 memenuhi seluruh aksioma metrik (riil,

berhingga, tak-negatif, identitas, simetri, dan ketaksamaan segitiga). Selanjutnya

metrik ini akan dikembangkan dalam konteks ruang fungsi 𝐿2(𝑃). Pengembangan

ini bertujuan untuk mempertahankan hubungan struktural yang telah ditemukan

dalam ruang metrik parsial sebelumnya pada persamaan (2). Oleh karena itu,

dalam ruang 𝐿2(𝑃), metrik 𝑑𝑝 didefinisikan sebagai:

𝑑𝑝(𝑓, 𝑔) = 2𝑝(𝑓, 𝑔) − 𝑝(𝑓, 𝑓) − 𝑝(𝑔, 𝑔).

4.3 Metrik Parsial dalam Himpunan Interval Tertutup P

Setelah sebelumnya dibahas ruang 𝐿2(𝑃) sebagai himpunan fungsi-fungsi

kuadrat-integrabel yang terdefinisi pada himpunan parsial 𝑃 ⊆ [𝑎, 𝑏] , maka pada

bagian selanjutnya akan dibahas struktur metrik parsial yang digunakan untuk

mendefinisikan jarak antar elemen dalam ruang tersebut. Untuk itu, perlu dikaji
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terlebih dahulu bentuk metrik parsial yang sesuai pada himpunan 𝑃 , khususnya

ketika 𝑃 terdiri dari interval-interval tertutup [𝑠, 𝑡] ⊆ ℝ.

Analisis metrik parsial pada himpunan interval tertutup ini penting karena

akan menjadi dasar dalam pembentukan relasi urutan parsial. Selain itu, sifat-sifat

dari metrik ini akan digunakan dalam pembuktian kekonvergenan 𝐿2(𝑃) . Kajian

terhadap metrik tersebut disusun melalui beberapa proposisi berikut.

Proposisi 4.2 Misal P ⊆ ℝ adalah sebarang himpunan interval tertutup. Fungsi

𝑝: 𝑃 × P→ ℝ+ ∪ {0} untuk setiap [s, t], [u, v] ϵ 𝑃 di definisikan sebagai,

𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑢, 𝑣]) = 𝑚𝑎𝑥 {|𝑠 − 𝑢|, |𝑡 − 𝑣|} (4)

fungsi 𝑝 tersebut menunjukkan sebuah metrik parsial pada P ⊆ ℝ.

Bukti.

(P1) [𝑠, 𝑡], [𝑢, 𝑣] jika dan hanya jika 𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑢, 𝑣]) = 𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑠, 𝑡]) =
𝑝([𝑢, 𝑣], [𝑢, 𝑣]).

→ Jika [𝑠, 𝑡] = [𝑢, 𝑣]maka 𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑢, 𝑣]) = 𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑠, 𝑡]) = 𝑝([𝑢, 𝑣], [𝑢, 𝑣]).

Misal [𝑠, 𝑡] = [𝑢, 𝑣], maka 𝑠 = 𝑢 dan 𝑡 = 𝑣.

Kemudian nilai-nilai berikut menjadi:

𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑠, 𝑡]) = 𝑚𝑎𝑥{|𝑠 − 𝑠|, |𝑡 − 𝑡|} = 𝑚𝑎𝑥{0, 0} = 0,

𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑢, 𝑣]) = 𝑚𝑎𝑥{|𝑠 − 𝑢|, |𝑡 − 𝑣|} = 𝑚𝑎𝑥{0, 0} = 0,

𝑝([𝑢, 𝑣, [𝑢, 𝑣]) = 𝑚𝑎𝑥{|𝑢 − 𝑢|, |𝑣 − 𝑣|} = 𝑚𝑎𝑥{0, 0} = 0.

Sehingga, terbukti jika [𝑠, 𝑡] = [𝑢, 𝑣]maka 𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑢, 𝑣]) = 𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑠, 𝑡]) =

𝑝([𝑢, 𝑣], [𝑢, 𝑣]).

← Jika 𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑢, 𝑣]) = 𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑠, 𝑡]) = 𝑝([𝑢, 𝑣], [𝑢, 𝑣])maka [𝑠, 𝑡] = [𝑢, 𝑣].

Misal:

𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑢, 𝑣]) = 𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑠, 𝑡]) = 𝑝([𝑢, 𝑣], [𝑢, 𝑣]) = 𝑐.
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Evaluasi:

𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑠, 𝑡]) = 𝑚𝑎𝑥{|𝑠 − 𝑠|, |𝑡 − 𝑡|} = 0.

maka:

𝑐 = 0.

Sehingga diperoleh:

𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑢, 𝑣]) = 𝑚𝑎𝑥{|𝑠 − 𝑢|, |𝑡 − 𝑣|} = 0.

Karena fungsi 𝑚𝑎𝑥|𝑠 − 𝑢|, |𝑡 − 𝑣| = 0 berlaku hanya jika:

|𝑠 − 𝑢| = 0 dan |𝑡 − 𝑣| = 0 → 𝑠 = 𝑢, 𝑡 = 𝑣.

Maka, terbukti bahwa 𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑢, 𝑣]) = 𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑠, 𝑡]) = 𝑝([𝑢, 𝑣], [𝑢, 𝑣])maka

[𝑠, 𝑡] = [𝑢, 𝑣].

Sehingga terbukti bahwa [s, t]=[u, v] jika dan hanya jika 𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑢, 𝑣]) =

𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑠, 𝑡]) = 𝑝([𝑢, 𝑣], [𝑢, 𝑣]) terpenuhi oleh fungsi p.

(P2) 𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑠, 𝑡]) ≤ 𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑢, 𝑣]) untuk semua [𝑠, 𝑡], [𝑢, 𝑣] 𝜖 𝑃.

Diketahui bahwa:

𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑠, 𝑡]) = 𝑚𝑎𝑥{|𝑠 − 𝑠|, |𝑡 − 𝑡|} = 0.

Karena 𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑢, 𝑣]) ≥ 0 untuk semua pasangan interval (karena nilai mutlak selalu tak

negatif), maka:

0 ≤ 𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑢, 𝑣]).

Sehingga terbukti bahwa 𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑠, 𝑡]) ≤ 𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑢, 𝑣]) untuk semua [𝑠, 𝑡], [𝑢, 𝑣] 𝜖 𝑃.

(P3) 𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑢, 𝑣]) = 𝑝([𝑢, 𝑣], [𝑠, 𝑡]).

Berdasarkan definisi fungsi:

𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑢, 𝑣]) = 𝑚𝑎𝑥{|𝑠 − 𝑢|, |𝑡 − 𝑣|} = 0.

dan karena:

|𝑠 − 𝑢| = |𝑢 − 𝑠|, |𝑡 − 𝑣| = |𝑣 − 𝑡|,
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maka:

max|𝑠 − 𝑢|, |𝑡 − 𝑣| = 𝑚𝑎𝑥|𝑢 − 𝑠|, |𝑣 − 𝑡| = 𝑝([𝑢, 𝑣], [𝑠, 𝑡]).

Sehingga, terbukti bahwa 𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑢, 𝑣]) = 𝑝([𝑢, 𝑣], [𝑠, 𝑡]).

(P4) 𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑚, 𝑛]) ≤ 𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑢, 𝑣]) + 𝑝([𝑢, 𝑣], [𝑚, 𝑛]) − 𝑝([𝑢, 𝑣], [𝑢, 𝑣]).

Dari (P1) diketahui bahwa 𝑝([𝑢, 𝑣], [𝑢, 𝑣] = 0, maka cukup dbuktikan bahwa:

𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑚, 𝑛]) ≤ 𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑢, 𝑣]) + 𝑝([𝑢, 𝑣], [𝑚, 𝑛]).

Akan ditunjukkan bahwa:

𝑚𝑎𝑥{|𝑠 − 𝑚|, |𝑡 − 𝑛|} ≤ 𝑚𝑎𝑥{|𝑠 − 𝑢|, |𝑡 − 𝑣|} + 𝑚𝑎𝑥{|𝑢 − 𝑚|, |𝑣 − 𝑛|}.

Analisis menggunakan ketaksamaan segitiga pada bilangan riil:

|𝑠 − 𝑚| ≤ |𝑠 − 𝑢| + |𝑢 − 𝑚|, |𝑡 − 𝑛| ≤ |𝑡 − 𝑣| + |𝑣 − 𝑛|.

Maka:

𝑚𝑎𝑥{|𝑠 − 𝑚|, |𝑡 − 𝑛|} ≤ 𝑚𝑎𝑥{|𝑠 − 𝑢| + |𝑢 − 𝑚|}, {|𝑡 − 𝑣| + |𝑣 − 𝑛|}.

Kemudian, berdasarkan sifat max:

𝑚𝑎𝑥{𝑎 + 𝑏, 𝑐 + 𝑑} ≤ 𝑚𝑎𝑥{𝑎, 𝑐} + 𝑚𝑎𝑥{𝑏, 𝑑},

Sehingga diperoleh:

𝑚𝑎𝑥{|𝑠 − 𝑚|, |𝑡 − 𝑛|} ≤ 𝑚𝑎𝑥{|𝑠 − 𝑢|, |𝑡 − 𝑣|} + 𝑚𝑎𝑥{|𝑢 − 𝑚|, |𝑣 − 𝑛|}

𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑚, 𝑛]) ≤ 𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑢, 𝑣]) + 𝑝([𝑢, 𝑣], [𝑚, 𝑛]).

Sehingga, terbukti bahwa 𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑚, 𝑛]) ≤ 𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑢, 𝑣]) + 𝑝([𝑢, 𝑣], [𝑚, 𝑛]) −

𝑝([𝑢, 𝑣], [𝑢, 𝑣]) terpenuhi.

Kemudian, setelah fungsi 𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑢, 𝑣]) = 𝑚𝑎𝑥{|𝑠 − 𝑢|, |𝑡 − 𝑣|} terbukti pada

keempat aksioma metrik parsial, maka fungsi 𝑝 pada (4) adalah metrik parsial

pada himpunan interval tertutup P ⊆ ℝ.∎

Pembahasan dilanjutkan dengan menyusun fungsi metrik 𝑑(𝑓, 𝑔) yang

diturunkan dari metrik parsial 𝑝 , untuk melihat hubungan antara struktur metrik
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dengan struktur metrik parsial. Proposisi kedua akan menunjukkan bahwa fungsi

𝑑𝑝(𝑓, 𝑔) = 2𝑝(𝑓, 𝑔) − 𝑝(𝑓, 𝑓) − 𝑝(𝑔, 𝑔) merupakan metrik pada ruang fungsi

tersebut.

Proposisi 4.3 Pada suatu himpunan parsial terurut P, suatu metrik parsial 𝑝: 𝑃 ×

𝑃 → ℝ+ ∪ {0} ∀ [𝑠, 𝑡], [𝑢, 𝑣] ϵ 𝑃, didefinisikan dengan

𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑢, 𝑣]) = 𝑚𝑎𝑥 {|𝑠 − 𝑢|, |𝑡 − 𝑣|}. (5)

menunjukkan sebuah metrik pada ruang 𝐶[𝑎, 𝑏]dengan 𝑑: 𝐶[𝑎, 𝑏] × 𝐶[𝑎, 𝑏] → ℝ

untuk setiap 𝑓, 𝑔 ϵ 𝐶[𝑎, 𝑏],

𝑑 (𝑓, 𝑔) =
𝑚𝑎𝑥

𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]
{| 𝑓(𝑥)− 𝑔(𝑥)|}, (6)

sehingga metrik d adalah metrik parsial pada ruang 𝐶[𝑎, 𝑏].

Sebelumnya telah dibuktikan pada proposisi 4.2 di mana fungsi 𝑝 yang

didefinisikan pada (5) merupakan metrik parsial pada interval tertutup

[𝑠, 𝑡], [𝑢, 𝑣] ϵ 𝑃 ⊂ ℝ. Kemudian akan dibuktikan bagaimana suatu metrik parsial

dapat dipresentasikan sebagai metrik pada ruang fungsi 𝐶[𝑎, 𝑏].

Bukti.

Diketahui dari (6) terdapat dua fungsi yang terdiri dari himpunan bilangan riil ℝ

yakni 𝑓(𝑥) dan 𝑔(𝑥) untuk setiap 𝑥 ϵ [𝑎, 𝑏],

𝑓(𝑥) di mana 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ,

𝑔(𝑥) di mana 𝑔: [𝑎, 𝑏] → ℝ.

Kemudian dari (5) diketahui bahwa s, t, u, v ϵ ℝ menandakan suatu nilai.

Sehingga nilai tersebut dapat mewakili nilai fungsi f dan g dengan notasi:

𝑠 = 𝑓(𝑎), 𝑡 = 𝑓(𝑏), 𝑢 = 𝑔(𝑎), 𝑣 = 𝑔(𝑏).

Maka dua fungsi tersebut dapat direpresentasikan oleh dua interval:
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[𝑠, 𝑡] = [𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏)] dan [𝑢, 𝑣] = [𝑔(𝑎), 𝑔(𝑏)].

Kemudian berdasarkan definisi metrik parsial pada (5) diperoleh:

𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑢, 𝑣]) = 𝑚𝑎𝑥 {|𝑠 − 𝑢|, |𝑡 − 𝑣|}
= 𝑚𝑎𝑥 {|[𝑓(𝑎) − 𝑔(𝑎)]|, |𝑓(𝑏) − 𝑔(𝑏)|}.

Dalam ruang fungsi 𝐶[𝑎, 𝑏] pada (5), didefinisikan metrik supremum:

𝑑 (𝑓, 𝑔) =
𝑚𝑎𝑥

𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]
{|𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)|}.

Karena f dan g kontinu, maka |𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)| mencapai nilai maksimum pada titik-

titik tertentu dalam [a, b], khususnya nilai pada x = a dan x = b bisa menjadi

kandidiat maksimum:

𝑚𝑎𝑥

𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]
|𝑓(𝑥)− 𝑔(𝑥)| ≥ 𝑚𝑎𝑥 {|[𝑓(𝑎) − 𝑔(𝑎)]|, |𝑓(𝑏) − 𝑔(𝑏)|}.

Tetapi jika dibatasi pada tiap ujung domain, maka metrik parsial p menjadi

representasi khusus dari metrik supremum yakni menjadi:

𝑝([𝑓(𝑎), 𝑓(𝑏)], [𝑔(𝑎), 𝑔(𝑏)]) =
𝑚𝑎𝑥

𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]
{| 𝑓 (𝑥) − 𝑔(𝑥)|}.

atau

𝑝(𝑓, 𝑔) =
𝑚𝑎𝑥

𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]
{| 𝑓 (𝑥) − 𝑔(𝑥)|}. (7)

di mana fungsi (7) merupakan metrik yang tidak hanya menggunakan titik a dan b,

tetapi pada seluruh domain. Berdasarkan definisinya, fungsi 𝑝(𝑓, 𝑔) ini memenuhi

keempat aksioma metrik yaitu:

(M1) 𝑝(𝑓, 𝑔) ≥ 0,

(M2) 𝑝(𝑓, 𝑔) = 0,

(M3) 𝑝(𝑓, 𝑔) = 𝑝(𝑔, 𝑓),

(M4) 𝑝(𝑓, ℎ) ≤ 𝑝(𝑓, 𝑔) + 𝑝(𝑔, ℎ).

Sehingga, 𝑝 adalah metrik.∎



37

Perlu dicatat bahwa fungsi 𝑑 (𝑓, 𝑔) =
𝑚𝑎𝑥

𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]
{| 𝑓 (𝑥) − 𝑔(𝑥)|} dalam

Proposisi 4.3 adalah metrik pada ruang fungsi kontinu 𝐶[𝑎, 𝑏] karena memenuhi

seluruh aksioma M1-M4. Namun, bentuk metrik tersebut identik dengan metrik

parsial (5) yang telah didefinisikan pada Proposisi 4.2. Hal ini menunjukkan

bahwa metrik di ruang fungsi dapat mewakili karakteristik dari metrik parsial

pada himpunan yang lebih sederhana, seperti himpunan interval tertutup.

Sehingga, dapat dikatakan bahwa metrik maksimum pada ruang fungsi

𝐶[𝑎, 𝑏] dilihat sebagai representasi hubungan parsial antara elemen-elemen di

himpunan interval 𝑃 . Oleh karena itu, selanjutnya pada Proposisi 4.4 akan

dibuktikan bahwa himpunan interval tertutup 𝑃 dengan suatu urutan parsial ⊑𝑝

merupakan himpunan parsial terurut 𝑃 = (𝑃, ⊑𝑝) dengan 𝑝 yang diberikan pada

(5).

Proposisi 4.4 Sebuah himpunan interval tertutup 𝑃 dengan urutan parsial ⊑𝑝

ditunjukkan sebagai (𝑃, ⊑𝑝), adalah himpunan parsial terurut dengan untuk suatu

metrik parsial 𝑝: 𝑃 × 𝑃 → ℝ+ ∪ {0} di mana untuk setiap [𝑠, 𝑡], [𝑢, 𝑣]ϵ P

didefinisikan sebagai,

𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑢, 𝑣]) = 𝑚𝑎𝑥 {|𝑠 − 𝑢|, |𝑡 − 𝑣|}. (8)

Bukti.

Pertama akan ditunjukkan bahwa 𝑝 pada (8) adalah metrik parsial. Pada Proposisi

4.2 telah dibuktikan bahwa fungsi tersebut merupakan metrik parsial.

Kemudian diketahui bahwa 𝑃 merupakan himpunan interval tertutup

𝑃 = {[𝑠, 𝑡] ⊆ ℝ | 𝑠 ≤ 𝑡}
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dan metrik parsial

𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑢, 𝑣]) = 𝑚𝑎𝑥 {|𝑠 − 𝑢|, |𝑡 − 𝑣|},

didefinisikan relasi:

[𝑠, 𝑡] ⊑𝑝[𝑢, 𝑣] ↔ 𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑠, 𝑡]) = 𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑢, 𝑣]).

Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa (𝑃, ⊑𝑝) merupakan himpunan parsial terurut

menggunakan tiga sifat berikut.

1. Refleksif

Untuk setiap [𝑠, 𝑡] ϵ P, berlaku:

𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑠, 𝑡]) = 𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑠, 𝑡]),

Maka:

[𝑠, 𝑡] ⊑𝑝[𝑠, 𝑡],

Sehingga sifat refleksif terpenuhi.

2. Antisimetri

Misalkan:

[𝑠, 𝑡] ⊑𝑝 [𝑢, 𝑣] 𝑑𝑎𝑛 [𝑢, 𝑣] ⊑𝑝 [𝑠, 𝑡]

Artinya:

𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑠, 𝑡]) = 𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑢, 𝑣]) dan 𝑝([𝑢, 𝑣], [𝑢, 𝑣]) = 𝑝([𝑢, 𝑣], [𝑠, 𝑡]).

Tapi 𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑠, 𝑡]) = 0, sehingga:

𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑢, 𝑣]) = 0 → 𝑚𝑎𝑥{|𝑠 − 𝑢|, |𝑡 − 𝑣|} = 0,

Yang berarti 𝑠 = 𝑢 dan 𝑡 = 𝑣, sehingga:

[𝑠, 𝑡] = [𝑢, 𝑣],

Sehingga memenuhi sifat antisimetri.
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3. Transitif

Misalkan:

[𝑠, 𝑡] ⊑𝑝 [𝑢, 𝑣] 𝑑𝑎𝑛 [𝑢, 𝑣] ⊑𝑝 [𝑚, 𝑛].

Maka:

𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑠, 𝑡]) = 𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑢, 𝑣]), 𝑑𝑎𝑛 𝑝([𝑢, 𝑣], [𝑢, 𝑣]) = 𝑝([𝑢, 𝑣], [𝑚, 𝑛])

Dari relasi pertama [𝑠, 𝑡] ⊑𝑝 [𝑢, 𝑣]:

𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑢, 𝑣]) = 0 → 𝑠 = 𝑢, 𝑡 = 𝑣,

Dari relasi kedua [𝑢, 𝑣] ⊑𝑝 [𝑚, 𝑛]:

𝑝([𝑢, 𝑣], [𝑚, 𝑛]) = 0 → 𝑢 = 𝑚, 𝑣 = 𝑛,

Kemudian gabungkan menjadi 𝑠 = 𝑚, 𝑡 = 𝑛, maka diperoleh:

𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑚, 𝑛]) = 0 = 𝑝([𝑠, 𝑡], [𝑠, 𝑡]) → [𝑠, 𝑡] ⊑𝑝 [𝑚, 𝑛],

Sehingga sifat transitif terpenuhi.

Karena relasi ⊑𝑝 pada P memenuhi ketiga sifat himpunan terurut parsial. Maka

(𝑃, ⊑𝑝) adalah himpunan parsial terurut.∎

4.4 Metrik Parsial dalam Ruang 𝑳𝟐(𝑷)

Setelah membahas bagaimana metrik parsial dapat didefinisikan dan

diterapkan pada himpunan interval tertutup P, pembahasan selanjutnya diarahkan

kembali ke ruang fungsi 𝐿2(𝑃). Pada ruang inilah objek utama dalam skripsi ini,

yaitu fungsi-fungsi kuadrat-integrabel pada domain parsial, akan dianalisis lebih

lanjut menggunakan pendekatan metrik parsial.

Metrik parsial khusus yang dibentuk dari integrasi fungsi jarak antara nilai-

nilai fungsi tersebut digunakan untuk dapat mengukur jarak antar fungsi dalam

ruang 𝐿2(𝑃).Metrik ini diturunkan dari metrik parsial sehingga menghasilkan
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suatu bentuk metrik parsial baru yang disebut 𝑝2 sebagaimana dijelaskan dalam

sifat berikut.

Sifat 4.1 Misal P adalah sebuah himpunan parsial terurut. Untuk setiap f, g

∈ 𝐿2(𝑃), suatu fungsi 𝑝 : 𝐿2(𝑃) × 𝐿2(𝑃) → ℝ+ ∪{0} dapat di definiskan sebagai

𝑝 (𝑓, 𝑔) =
𝑃

𝑑𝑝(𝑓, 𝑔) 2 𝑑𝑥∫

1

2
(9)

maka fungsi 𝑝2 adalah metrik parsial yang dalam hal ini sama seperti suatu metrik

pada 𝐿2(𝑃).

Bukti.

Akan dibuktikan bahwa 𝑝 (𝑓, 𝑔) adalah metrik parsial.

(P1) 𝑓 = 𝑔 jika dan hanya jika 𝑝(𝑓, 𝑓) = 𝑝(𝑓, 𝑔) = 𝑝(𝑔, 𝑔);

→ Jika 𝑓 = 𝑔 maka 𝑝(𝑓, 𝑓) = 𝑝(𝑓, 𝑔) = 𝑝(𝑔, 𝑔).

Jika 𝑓 = 𝑔, maka untuk setiap titik x ϵ 𝑃, terdapat:

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥).

Karena p adalah metrik parsial, maka berlaku:

𝑝(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥)) = 𝑝(𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)) = 𝑝(𝑔(𝑥), 𝑔(𝑥)).

Ambil kuadrat, lalu integralkan:

𝑝(𝑓, 𝑓)2 =
𝑃

𝑝((𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥)) 2 𝑑𝑥;න

𝑝(𝑓, 𝑔)2 =
𝑃

𝑝((𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)) 2 𝑑𝑥;න

𝑝(𝑔, 𝑔)2 =
𝑃

𝑝((𝑔(𝑥), 𝑔(𝑥)) 2 𝑑𝑥.න

Karena semua integran sama (𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥)), maka:

𝑝(𝑓, 𝑓) = 𝑝(𝑓, 𝑔) = 𝑝(𝑔, 𝑔).
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Sehingga, terbukti bahwa jika 𝑓 = 𝑔 maka 𝑝(𝑓, 𝑓) = 𝑝(𝑓, 𝑔) = 𝑝(𝑔, 𝑔).

← Diketahui 𝑝(𝑓, 𝑓) = 𝑝(𝑓, 𝑔) = 𝑝(𝑔, 𝑔), maka 𝑓 = 𝑔.

Asumsikan:

𝑝(𝑓, 𝑓) = 𝑝(𝑓, 𝑔) = 𝑝(𝑔, 𝑔).

Ingat:

𝑝(𝑓, 𝑓)2 =
𝑃

𝑝((𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥)) 2 𝑑𝑥;න

𝑝(𝑓, 𝑔)2 =
𝑃

𝑝((𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)) 2 𝑑𝑥;න

𝑝(𝑔, 𝑔)2 =
𝑃

𝑝((𝑔(𝑥), 𝑔(𝑥)) 2 𝑑𝑥.න

Karena ketiganya sama persis, maka hampir di semua titik x ϵ 𝑃, berlaku:

𝑝(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥)) = 𝑝(𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)) = 𝑝(𝑔(𝑥), 𝑔(𝑥)).

Dari aksioma (P1) pada metrik parsial di titik x, diketahui:

𝑝(𝑥, 𝑥) = 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑦, 𝑦) jika dan hanya jika x = y.

Jadi:

𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥) hampir di semua 𝑥 ϵ 𝑃.

Karena f dan 𝑔 sama hampir di semua titik dan merupakan anggota 𝐿2(𝑃), maka:

𝑓 = 𝑔 dalam 𝐿2(𝑃)

Sehingga, terbukti bahwa jika 𝑝(𝑓, 𝑓) = 𝑝(𝑓, 𝑔) = 𝑝(𝑔, 𝑔), maka 𝑓 = 𝑔.

Maka terbukti 𝑓 = 𝑔 jika dan hanya jika 𝑝(𝑓, 𝑓) = 𝑝(𝑓, 𝑔) = 𝑝(𝑔, 𝑔).

(P2) 𝑝(𝑓, 𝑓) ≤ 𝑝(𝑓, 𝑔);

Diketahui dari metrik parsial bahwa untuk semua 𝑥 ϵ 𝑃,

𝑝(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥)) ≤ 𝑝(𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)).

Maka, karena fungsi kuadrat integral mempertahankan ketidaksamaan:
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𝑃

𝑝((𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥)) 2 𝑑𝑥 ≤
𝑃

𝑝((𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)) 2 𝑑𝑥.නන

Ambil akar kuadrat kedua ruas:

𝑝(𝑓, 𝑓) ≤ 𝑝(𝑓, 𝑔).

Sehingga, terbukti bahwa 𝑝2(𝑓, 𝑓) ≤ 𝑝2(𝑓, 𝑔).

(P3) 𝑝(𝑓, 𝑔) = 𝑝(𝑔, 𝑓);

Dari aksioma simetri pada metrik parsial

𝑝(𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)) = 𝑝(𝑔(𝑥), 𝑓(𝑥)).

Maka:

𝑝(𝑓, 𝑔)2 =
𝑃

𝑝((𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥)) 2 𝑑𝑥 ≤
𝑃

𝑝((𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)) 2 𝑑𝑥 = 𝑝(𝑔, 𝑓)2.නන

Ambil akar:

𝑝(𝑓, 𝑔) = 𝑝(𝑔, 𝑓).

Sehingga,terbukti bahwa 𝑝2(𝑓, 𝑔) = 𝑝2(𝑔, 𝑓).

(P4) 𝑝(𝑓, ℎ) ≤ 𝑝(𝑓, 𝑔) + 𝑝(𝑔, ℎ) − 𝑝(𝑔, 𝑔).

Gunakan ketaksamaan segitiga parsial untuk setiap titik 𝑥 ϵ 𝑃:

𝑝(𝑓(𝑥), ℎ(𝑥)) ≤ 𝑝(𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)) + 𝑝(𝑔(𝑥), ℎ(𝑥)) − 𝑝(𝑔(𝑥), 𝑔(𝑥)).

Kuadratkan kedua ruas, lalu integralkan:

𝑝(𝑓(𝑥), ℎ(𝑥))2 ≤ (𝑝(𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)) + 𝑝(𝑔(𝑥), ℎ(𝑥)) − 𝑝(𝑔(𝑥), 𝑔(𝑥))2.

Integralkan seluruh ruas:

𝑃

[𝑝(𝑓(𝑥), ℎ(𝑥))]2න 𝑑𝑥 ≤
𝑃

[𝑝(𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)) + 𝑝(𝑔(𝑥), ℎ(𝑥)) − 𝑝(𝑔(𝑥), 𝑔(𝑥))]2𝑑𝑥.න

Akar dari kedua ruas menghasilkan:

𝑝(𝑓, ℎ) ≤ 𝑝(𝑓, 𝑔) + 𝑝(𝑔, ℎ) − 𝑝(𝑔, 𝑔).

Sehingga terbukti bahwa 𝑝(𝑓, ℎ) ≤ 𝑝(𝑓, 𝑔) + 𝑝(𝑔, ℎ) − 𝑝(𝑔, 𝑔).
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Karena 𝑝 (𝑓, 𝑔) memenuhi keempat aksioma metrik parsial, maka terbukti bahwa

𝑝(𝑓, 𝑔) adalah metrik parsial. ∎

4.5 Kekonvergenan pada Ruang 𝑳𝟐(𝑷)

Pertama akan ditinjau kekonvergenan metrik di ruang 𝐿2[𝑎, 𝑏] . Seperti yang

telah dibahas sebelumnya didefinisikan suatu metrik pada ruang ini sebagai:

𝑑𝑝 𝑓, 𝑔 =
𝑎

𝑏
𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥 2 𝑑𝑥∫

1

2
.

Suatu barisan {𝑓𝑛} dalam ruang 𝐿2[𝑎, 𝑏] dikatakan konvergen jika untuk setiap

ε > 0, terdapat 𝑛0 𝜖 ℕ sehingga untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑛0 berlaku,

𝑑𝑝 𝑓𝑛, 𝑓 =
𝑃

|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| 2 𝑑𝑥∫

1

2
< 𝜀. (10)

Bentuk kekonvergenan ini merupakan dasar umum dalam ruang metrik lengkap.

Selanjutnya, kekonvergenan diperluas ke dalam kerangka metrik parsial pada

ruang 𝐿2 𝑃 yaitu ruang fungsi-fungsi terukur pada domain 𝑃 ⊆ [𝑎, 𝑏]. Akan

ditunjukkan bahwa untuk setiap ε > 0, terdapat 𝑛0 ∈ ℕ sehingga untuk setiap

𝑛 > 𝑛0 berlaku 𝑝2(𝑓𝑛, 𝑓) < ε dengan 𝑓 𝜖 𝐿2 𝑃 dan 𝑃 adalah himpunan parsial

terurut. Dari (9) diperoleh bahwa metrik parsial 𝑝 merupakan integral kuadrat dari

metrik 𝑑𝑝. Pada penelitian ini, digunakan metrik 𝑑𝑝 yang terinduksi dengan metrik

parsial 𝑝 pada (8). Metrik 𝑑𝑝 pada kasus ini memiliki representasi yang sama

dengan metrik 𝑑𝑝 pada ruang 𝐿2[𝑎, 𝑏]. Sehingga diperoleh,

𝑝 𝑓𝑛, 𝑓 =
𝑃

𝑑𝑝 𝑓𝑛, 𝑓
2 𝑑𝑥∫

1

2
< 𝜀. (11)

Persamaan (11) menjelaskan bahwa barisan {𝑓𝑛} konvergen di ruang 𝐿
2 𝑃 .
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Hal ni merupakan konsekuensi dari kekonvergenan di ruang 𝐿2[𝑎, 𝑏] yang

ditunjukkan pada Corollary 4.1. (Soemarsono, dkk. 2023)

Corollary 4.1 Suatu barisan {𝑓𝑛} pada ruang 𝐿
2(𝑃) konvergen ke 𝑓 𝜖 𝐿2(𝑃) jika

untuk setiap ε > 0, terdapat 𝑛0 ϵ ℕ sehingga 𝑝(𝑓𝑛, 𝑓)< ε untuk setiap 𝑛 > 𝑛0.

Dengan metrik parsial 𝑝2 didefinisikan sebagai:

𝑝(𝑓, 𝑔) =
𝑃

𝑑𝑝(𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)) 2 𝑑𝑥න

1
2

dan metrik 𝑑𝑝 diturunkan dari metrik parsial 𝑝 melalui:

𝑑𝑝(𝑓, 𝑔) = 2𝑝(𝑓, 𝑔) − 𝑝(𝑓, 𝑓) − 𝑝(𝑔, 𝑔).

Bukti.

Misalkan

𝑝 𝑓𝑛, 𝑓 =
𝑃

𝑑𝑝 𝑓𝑛(𝑥), 𝑓(𝑥)
2 𝑑𝑥න

1
2

jika

lim
𝑛→∞

𝑝 𝑓𝑛, 𝑓 = 𝑝 𝑓, 𝑓 = 0

Maka terdapat 𝑛0 ϵ ℕ sehingga untuk semua 𝑛 > 𝑛0:

𝑝(𝑓𝑛, 𝑓)< ε.

Karena integran 𝑑𝑝 𝑓𝑛(𝑥), 𝑓(𝑥)
2 ≥ 0, maka jika integralnya menuju nol,

diperoleh:

𝑃

𝑑𝑝 𝑓𝑛(𝑥), 𝑓(𝑥)
2 𝑑𝑥න → 0.

Artinya, 𝑑𝑝 𝑓𝑛(𝑥), 𝑓(𝑥) → 0 untuk hampir semua 𝑥 𝜖 𝑃, sehingga:

lim
𝑛→∞

𝑑𝑝 𝑓𝑛, 𝑓 = 0 .
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Jadi, {𝑓𝑛} konvergen ke 𝑓 dalam metrik 𝑑𝑝 dan sekaligus dalam metrik parsial

𝑝.∎

Dengan demikian, dapat disimpulkan bahwa konsep kekonvergenan dalam

ruang metrik parsial 𝐿2 𝑃 secara alami memperluas definisi kekonvergenan

dalam ruang metrik. Melalui metrik parsial 𝑝 yang terdefinisi sebagai integral

kuadrat dari metrik 𝑑𝑝 , barisan {𝑓𝑛} ⊆ 𝐿2(𝑃) konvergen ke fungsi 𝑓 𝜖 𝐿2(𝑃)

apabila nilai 𝑝(𝑓𝑛, 𝑓) mendekati𝑝 𝑓, 𝑓 . Pada bukti diatas, menunjukkan bahwa

dalam kondisi tersebut, barisan fungsi 𝑓𝑛 tidak hanya konvergen dalam metrik 𝑑𝑝,

tetapi juga memenuhi definisi kekonvergenan dalam kerangka metrik parsial.

4.6 Kajian Penelitian dalam Prespektif Islam

Telah dibahas sebelumnya bahwa kekonvergenan dalam ruang 𝐿2(𝑃)

bergantung pada struktur metrik parsial yang ditentukan oleh relasi parsial dalam

himpunan P. Dalam konteks ini, suatu barisan fungsi dalam 𝐿2(𝑃) dikatakan

konvergen jika memenuhi ketentuan jarak yang ditentukan oleh fungsi metrik

parsial 𝑝, yaitu:

𝑝(𝑓, 𝑔) =
𝑃

𝑑𝑝(𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)) 2 𝑑𝑥න

1
2

Fungsi ini mempertimbangkan nilai-nilai jarak berdasarkan metrik yang

diinduksi dari struktur parsial, yang berarti bahwa kedekatan antara fungsi-fungsi

tidak hanya diukur dari nilai kuadrat perbedaannya, tetapi juga dari keterikatan

relasional antar elemen domain (yakni dalam P). Ini menciptakan pendekatan

terhadap konvergensi yang tidak bersifat absolut, melainkan bergantung pada

konteks, posisi, dan nilai intrinsik masing-masing elemen.
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Jika dikaitkan dengan pandangan Islam, konsep ini memiliki kemiripan

dengan makna pendekatan spiritual seorang hamba kepada Tuhannya

sebagaimana yang tersirat dalam QS. Al-Baqarah: 186, yang menyatakan bahwa

Allah SWT sangat dekat dan selalu menjawab permohonan hamba-Nya yang

berdoa dengan keimanan. Kedekatan ini tidak bersifat fisik, melainkan bersifat

batiniah dan spiritual, sebagaimana dalam ruang metrik parsial jarak terhadap diri

sendiri 𝑝(𝑥,𝑥) pun tetap dihitung, yang mencerminkan bahwa kualitas internal

sangat menentukan.

Dalam penelitian ini, pada subbab 4.1 hingga 4.5, terbukti bahwa fungsi 𝑑𝑝

yang dibentuk dari metrik parsial tetap memenuhi aksioma metrik seperti non-

negativitas, identitas, simetri, dan ketaksamaan segitiga. Ini mengindikasikan

bahwa bahkan dari struktur yang tampak tidak sempurna (karena tidak selalu

simetris atau nol terhadap dirinya sendiri), masih dapat dibentuk struktur yang

tertib dan konsisten. Dalam perspektif Islam, ini selaras dengan ajaran bahwa

manusia yang tidak sempurna tetap diberi jalan oleh Allah untuk memperbaiki

dirinya dan mendekat kepada-Nya, selama ia berusaha dan istiqamah.

Analoginya, seperti fungsi yang berulang kali didekati oleh barisan fungsi

lain dalam ruang 𝐿2(𝑃) , hamba juga mendekat kepada Allah secara bertahap

melalui ibadah, doa, dan amal saleh. Tidak ada satu lompatan besar, tetapi ada

akumulasi usaha yang mendekatkan pada kedekatan spiritual yang sejati. Prinsip

ini tercermin dalam tafsir QS. Al-Baqarah: 186 yang menekankan bahwa Allah

mengabulkan permohonan hamba-Nya sebagai bentuk interaksi langsung tanpa

perantara, namun melalui proses yang menguji iman dan keistiqamahan.



47

Lebih jauh lagi, relasi parsial dalam himpunan P yang menjadi dasar dalam

membentuk metrik parsial menunjukkan bahwa kedekatan dalam ruang ini

bersifat kontekstual, sebagaimana hubungan manusia dengan Tuhannya juga

bersifat personal dan tidak identik satu sama lain. Setiap orang memiliki jalan

spiritual yang berbeda, sebagaimana setiap fungsi dalam ruang 𝐿2(𝑃)memiliki

cara yang berbeda dalam mendekati fungsi limitnya.

Maka dari itu, pembahasan dalam penelitian ini tidak hanya memberikan

kontribusi terhadap pemahaman matematis dalam ruang metrik parsial, tetapi juga

menawarkan refleksi filosofis dan spiritual bahwa pendekatan terhadap suatu nilai

kebenaran baik dalam ilmu maupun iman adalah proses yang bertahap, penuh

perjuangan, dan tidak selalu linier. Integrasi antara konsep kekonvergenan dalam

ruang 𝐿2(𝑃) dengan nilai-nilai Islam memperlihatkan bahwa ilmu pengetahuan

dan spiritualitas dapat saling melengkapi, serta menjadi landasan yang kuat dalam

membangun keilmuan yang bermakna dan bernilai ibadah.
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BAB V

PENUTUP

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil kajian dan pembuktian dalam penelitian ini, dapat

disimpulkan bahwa:

1. Ruang fungsi 𝐿2(𝑃), yaitu ruang fungsi yang terukur kuadrat pada himpunan

parsial terurut 𝑃 ⊆ [𝑎, 𝑏], dapat dilengkapi dengan struktur metrik parsial.

2. Dengan mendefinisikan fungsi 𝑝 sebagai metrik parsial berbasis integral dari

𝑑𝑝, maka diperoleh struktur metrik parsial yang valid pada 𝐿2(𝑃).

3. Berdasarkan pembuktian Proposisi 1 hingga 4 dan Corollary yang dikaji dari

jurnal referensi, ditunjukkan bahwa barisan {𝑓𝑛} ⊆ 𝐿2(𝑃) dapat dikatakan

konvergen terhadap suatu 𝑓 𝜖 𝐿2(𝑃) jika memenuhi syarat:

∀ε > 0, ∃ 𝑛0 𝜖 ℕ sehingga untuk semua 𝑛 ≥ 𝑛0 ⇒ 𝑝 𝑓𝑛, 𝑓 < 𝜀.

5.2 Saran untuk Penelitian Lanjutan

Topik penelitian mengenai kekonvergenan dalam ruang metrik parsial,

khususnya pada ruang fungsi 𝐿2[𝑎, 𝑏], masih menyisakan banyak kemungkinan

pengembangan lebih lanjut. Penulis menyarankan kepada peneliti selanjutnya

untuk mengkaji sifat-sifat ruang metrik parsial pada ruang fungsi lain seperti 𝐿𝑝

dengan p ≠ 2 atau pada ruang-ruang abstrak lainnya seperti ruang Banach dan

ruang Hilbert. Selain itu, penelitian mengenai kekonvergenan dalam ruang metrik

parsial juga dapat dikembangkan melalui pendekatan numerik dan simulasi untuk

memperkuat hasil analisis teoretis.
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