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ABSTRAK

Putri, Marizcha Lutfiana. 2025. Kekontinuan Fungsi Fuzzy di Ruang Topologi-Tri.
Skripsi. Program Studi Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas
Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.

Pembimbing: (1) Dr. Elly Susanti, S.Pd., M.Sc. (II) Mohammad Nafie Jauhari, M.Si.

Kata Kunci: Fuzzy, Kekontinuan, Ruang Topologi-Tri.

Penelitian ini mengkaji kekontinuan fungsi fuzzy di ruang topologi-tri. Ruang topologi-tri
adalah pasangan (X, 4, T, T3) untuk X adalah himpunan tak kosong dan 7,, 75, dan 73
adalah tiga topologi di X disebut ruang topologi-tri pada himpunan fuzzy jika: (1) 05 €
7; dan 1y € 7;; (2) Jika A,B €1, maka ANB €t;; (3) Jika A€ 1; maka 14\4 €
7; untuk i = 1, 2, 3. Ruang topologi-tri pada himpunan fuzzy adalah pengembangan dari
konsep ruang topologi klasik. Penelitian ini bertujuan untuk membuktikan sifat
kekontinuan fungsi fuzzy dalam ruang topologi-tri serta menyusun pembuktian teorema-
teorema yang relevan. Hasil penelitian menunjukkan bahwa fungsi fuzzy dalam ruang
topologi-tri memenuhi sifat kekontinuan melalui pembuktian formal teorema-teorema yang
terkait.
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ABSTRACT

Putri, Marizcha Lutfiana. 2025. Fuzzy Function Continuity in Tri-Topological Space.
Thesis. Mathematics Study Program, Faculty of Science and Technology, Maulana
Malik Ibrahim State Islamic University Malang.

Advisor: (1) Dr. Elly Susanti, S.Pd., M.Sc. (II) Mohammad Nafie Jauhari, M.Si.

Keywords: Fuzzy, Continuity, Tri-Topology Space.

This research studies the continuity of fuzzy functions in tri-topological spaces. A tri-
topological space is a pair (X, 74, 75, T3) for X is a nonempty set and z4, 7,, dan t5 are
three topologies in X is called a tri-topological space on fuzzy sets if: (1) Oy € t; and 1 €
7, 2 IfABert, thenAnBert;; 3) If Aert; then 1y\A €, fori=1,2,3. Tri-
topological space on fuzzy sets is a development of the concept of classical topological
space. This study aims to prove the nature of the continuity of fuzzy functions in tri-
topology space and compile the proof of the relevant theorems. The results show that fuzzy
functions in tri-topology space fulfill the property of continuity through the formal proof
of the relevant theorems.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1  Latar Belakang

Himpunan adalah konsep fundamental dalam matematika, di mana setiap
objek yang termasuk di dalamnya disebut elemen, atau anggota. Hingga Kini,
himpunan yang umum dikenal adalah himpunan klasik atau himpunan tegas, yaitu
kumpulan objek dengan keanggotaan yang terdefinisi secara jelas. Namun, pada
tahun 1965, Zadeh, memperkenalkan konsep baru yang dikenal sebagai himpunan
fuzzy. Himpunan ini memungkinkan derajat keanggotaan setiap elemen untuk
berada pada rentang [0,1], sehingga memberikan nilai kekaburan dalam
keanggotaan.

Logika fuzzy telah diaplikasikan secara luas dalam analisis matematika
untuk menyelesaikan masalah yang melibatkan data yang ambigu. Dalam bidang
ini, konsep himpunan fuzzy dimanfaatkan untuk pemodelan sistem yang kompleks,
pengambilan keputusan, dan optimasi di mana variabel-variabel tidak memiliki
nilai pasti atau biner. Misalnya, dalam pemrosesan citra dan pengenalan pola,
himpunan fuzzy dapat digunakan untuk mengklasifikasikan objek yang sulit
ditentukan batasannya secara tegas.

Himpunan fuzzy mengubah cara kita memandang keanggotaan sebuah
elemen dalam suatu himpunan dengan menggunakan derajat keanggotaan yang
kontinu, berbeda dengan logika klasik yang hanya mengenal nilai benar atau salah.
Misalkan X himpunan tak kosong, didefinisikan A himpunan Fuzzy yang terdiri

dari pasangan (x,uz(x)), di mana x adalah anggota dari himpunan X dan



uz(x) adalah derajat keanggotaan dari himpunan fuzzy A. pz merupakan fungsi
keanggotaan dari X, dengan p5: X — [0,1]. Himpunan fuzzy A digunakan untuk
mengukur ketidakpastian atau ambiguitas dalam menentukan apakah elemen
x termasuk dalam himpunan X. Derajat keanggotaan u;(x) menunjukkan seberapa
besar hubungan elemen x dengan himpunan fuzzy A. (Oktaviana & Juniati, 2013).

Konsep topologi pertama kali diperkenalkan oleh ilmuwan Jerman, Johann
Benedict, melalui karyanya yang berjudul Vorstudien zur Topologie pada tahun
1847. Sedangkan definisi ruang topologi yaitu misalkan X adalah himpunan tak
kosong, koleksi himpunan pada X, yaitu 7 disebut topologi pada X jika memenuhi:
(1) X dan himpunan kosong (@) ada di t; (2) Gabungan dari dua himpunan dalam
T tetap ada di 7; dan (3) Irisan dua himpunan dalam t tetap ada di . Pasangan
(X, 7) disebut ruang topologi. (Morris, 2011)

Topologi pada himpunan fuzzy dikenal sebagai topologi fuzzy. Ruang
topologi fuzzy pertama kali diperkenalkan oleh C.L. Chang pada tahun 1968.
Topologi fuzzy pada himpunan X merupakan sekumpulan himpunan fuzzy § pada
subset dari X, di mana § mencakup himpunan fuzzy 0 dan himpunan fuzzy 1.
Selain itu, gabungan semua elemen dari setiap subset § harus berada dalam &, dan
irisan dari seluruh elemen subset berhingga dari § juga harus berada dalam §.
Pasangan berurutan X, § ini dikenal sebagai ruang topologi fuzzy. Ruang topologi
X, T juga bisa disebut sebagai ruang topologi fuzzy jika setiap subset X dalam
adalah himpunan fuzzy dengan derajat keanggotaan setiap elemennya berada pada
0 atau 1. Salah satu topik dalam topologi fuzzy adalah pemba hasan tentang fungsi

kontinu fuzzy dalam ruang topologi-tri.



Misalkan A € R, suatu fungsi A — R, dikatakan kontinu di ¢ € A apabila
untuk setiap € > 0, ada § > 0, sedemikian sehingga untuk sebarang titik X di A
memenuhi |x —c| < &, berlaku |f(x) — f(c)| < €. Jika f tidak kontinu di c,
maka f dikatakan diskontinu di c. (Bartle dan Sherbet, 2010).

Kekontinuan dalam teori fuzzy merupakan perluasan dari konsep
kekontinuan dalam matematika klasik, yang memberikan cara berbeda untuk
menganalisis fungsi fuzzy. Terdapat tiga pendekatan utama dalam mendefinisikan
kekontinuan fuzzy, yang serupa dengan konsep kekontinuan dalam kalkulus.
Pertama, menggunakan limit fuzzy pada deret atau fungsi. Kedua, mengevaluasi
dan menerapkan pengukuran diskontinuitas. Ketiga, melalui konstruksi—(g, 5).
Kekontinuan fungsi dalam konteks fuzzy dapat didefinisikan dengan menggantikan
bilangan kecil tertentu, misalnya r + ¢, di mana r menunjukkan tingkat
keanggotaan kekontinuan dengan rentang nilai di antara [0,1].

Ruang fuzzy topologi-tri didefinisikan sebagai berikut, misalkan X adalah
himpunan tak kosong dan t,, 7,, 753 adalah tiga topologi di X, himpunan X bersama-
sama dengan topologi 7,,7,, 75 disebut ruang topologi-tri dan dilambangkan
dengan (X, 74, 75, T3). Dengan kata lain ruang topologi-tri merupakan topologi yang
mengacu pada ruang yang dilengkapi dengan tiga topologi yang berbeda pada
himpunan yang sama (Ranu Sharma, dkk, 2018).

Himpunan fuzzy juga dilengkapi dengan fungsi kekontinuan. Fungsi
kontinu tri fuzzy didefinisikan sebagai, apabila y, adalah fungsi karakteristik.
Diberikan dua Ruang Topologi-Tri fuzzy (X,ty,7,,73), (Y,7'1,7'5,7'3) fungsi
fuzzy f: 1% — IY disebut fungsi kontinu tri fuzzy jika y; adalah fuzzy terbuka-tri

di X, untuk setiap himpunan terbuka-tri y, di Y (Ranu Sharma, dkk, 2018).



Dalam QS. Al-‘Alaq: 1-5 Allah SWT berfirman :

@ ol e 20 @ 59 25 B3 @ le 2 S e D 3l oD 85 2 1
(Kementerian Agama, 2022)
Artinya: "Bacalah dengan nama Tuhanmu yang menciptakan. Dia telah
menciptakan manusia dari segumpal darah. Bacalah, dan Tuhanmu-lah yang Maha

Pemurah. Yang mengajarkan dengan pena. Dia mengajarkan kepada manusia apa
yang tidak diketahuinya."

Menurut Abu Fida al-Hafiz Ibnu Katsir al-Dimasgi menyatakan bahwa ayat
di atas menandai awal kemurahan Allah kepada hamba-Nya, yang dimulai dengan
penciptaan manusia dari segumpal darah. Selain itu, “Bacalah” tentang keagungan
kemanusiaan di atas hamba-hamba Allah lainnya. Ditekankan di sini bahwa Allah
menganugerahkan kebijaksanaan kepada umat manusia untuk membantu mereka
menjadi individu yang luar biasa dan bermoral. Menegaskan pentingnya ilmu
pengetahuan, di mana Allah memberikan kebijaksanaan kepada manusia agar
mereka dapat mencapai keagungan dan kemuliaan melebihi makhluk lainnya Oleh
karena itu, manusia memerlukan proses belajar untuk memperoleh pengetahuan dan
memperluas wawasan, sehingga manusia dapat mencapai status yang lebih tinggi.

Ayat di atas juga menyoroti pentingnya membaca dan belajar sebagai sarana
untuk memahami dunia. Menggabungkan topologi dan logika fuzzy dalam konteks
ruang topologi-tri mencerminkan semangat mencari pengetahuan baru dan
memberikan perspektif yang inovatif. Ini menunjukkan bahwa ilmu pengetahuan
harus terus berkembang dan beradaptasi, sejalan dengan ajaran Al-Qur'an untuk

terus belajar dan meningkatkan pemahaman kita.



Selain itu, firman Allah SWT dalam QS Al-Mulk: 3-4

;'go 115/,//6 efé 8 %% o "a& e/. ~‘/f./-%‘: % A A
@ Sees 345 otz 2l ) SUEG 5 ) e 7 D

(Kementerian Agama, 2022)
Artinya: "..Lihatlah sekali lagi, adakah kamu melihat sesuatu yang tidak

seimbang? Kemudian ulangi pandanganmu sekali lagi dan sekali lagi, niscaya
pandanganmu akan kembali kepadamu dalam keadaan letih."

Ayat ini mendorong manusia untuk melihat dan meneliti ciptaan Allah dan
terus mencari pengetahuan melalui pengamatan dan perenungan. Juga mengajak
manusia untuk memperhatikan ciptaan Allah dengan cermat dan berulang Kali,
menekankan pentingnya penelitian yang mendalam. Pengamatan berkali-kali ini
mirip dengan cara ilmuwan mencari kebenaran dan pemahaman yang lebih jelas.

Dalam belajar, kita diajak untuk terus mencoba dan tidak cepat merasa
cukup dengan hasil awal. Dengan begitu, kita bisa memperluas pengetahuan dan
lebih memahami keajaiban alam. Sebagaimana pada penelitian ini terdapat teorema
yang harus dibuktikan untuk mendapatkan keilmuan baru. Pada teorema tersebut
harus digali unsur unsur keilmuan yang menopang pembuktiannya sehingga
teorema pada kekontinuan fungsi fuzzy di ruang topologi-tri dapat terbukti.

Pada penelitian sebelumnya yang dilakukan oleh Ranu Sharma, dkk (2018)
yaitu mengkaji mengenai Ruang Topologi-Tri pada Himpunan Fuzzy dengan judul
“Fuzzy Semi-Open Sets and Fuzzy Pre-Open Sets in Fuzzy Topological Space”.
Pada penelitian ini, membuktikan Fungsi Kontinu Fuzzy berlaku di Ruang
Topologi-Tri. Lebih lanjut dibuktikan bahwa fuzzy kontinu dan menjelaskan

pembuktian dari teorema yang menjadi acuan.



1.2  Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang yang telah dijelaskan, rumusan masalah
penelitian ini adalah: "Bagaimana Kekontinuan Fungsi Fuzzy di Ruang Topologi-

Tri dan bagaimana pembuktian teoremanya?"

1.3 Tujuan Penelitian
Tujuan penelitian ini adalah untuk mengetahui Kekontinuan Fungsi Fuzzy

di Ruang Topologi-Tri dan pembuktian teoremanya.

1.4 Manfaat Penelitian
Adapun beberapa manfaat dilakukannya penelitian ini adalah sebagai
sumber referensi, informasi serta dapat menambah wawasan keilmuan terkait

Kekontinuan Fungsi Fuzzy di Ruang Topologi-Tri.

15  Batasan Masalah

Dalam penelitian ini, kami membatasi fokus pada kekontinuan fungsi fuzzy
di ruang topologi-tri dengan derajat keanggotaan dalam interval [0,1]. Pembahasan
terpusat pada fungsi-fungsi fuzzy yang kontinu dalam konteks topologi-tri, dengan
ruang topologi-tri yang didefinisikan secara jelas dalam literatur matematika dan
memiliki tiga topologi yang saling berkaitan. Kekontinuan dianalisis berdasarkan

definisi yang berlaku dalam setiap topologi.



1.6

Definisi Istilah

Nilai fuzzy: Fuzzy secara bahasa diartikan sebagai kabur atau samar samar.
Suatu nilai dapat bernilai benar atau salah secara bersamaan, dengan derajat
keanggotaan dari fuzzy memiliki rentang nilai 0 (nol) hingga 1(satu).
Fungsi Keanggotaan: Fungsi keanggotaan adalah sebuah fungsi yang
menetapkan seberapa besar anggota suatu himpunan memenuhi Kriteria
tertentu, diukur dalam bentuk derajat keanggotaan yang bisa berada dalam
rentang dari O hingga 1.

Ruang Topologi: Misalkan X adalah himpunan kosong, koleksi himpunan
pada X (t) disebut topologi pada X jika memenuhi: X dan himpunan tak
kosong (@) ada di t; gabungan dari dua himpunan dalam 7 tetap ada di t;
irisan dua himpunan dalam t tetap ada di z. Pasangan (X, ) disebut ruang
topologi.

Ruang topologi-tri: Ruang topologi-tri adalah teori topologi yang mengacu
pada ruang yang dilengkapi dengan tiga topologi yang berbeda pada
himpunan yang sama.

Fungsi Kontinu: Fungsi yang grafiknya tidak terputus atau terpotong di
manapun.

Diskontinu: Fungsi yang tidak kontinu.



BAB I1

KAJIAN TEORI

2.1 Teori Pendukung
Berdasarkan latar belakang yang telah dijelaskan, penelitian ini akan mengkaji
beberapa teori dasar yang berkaitan dengan teorema yang akan dibuktikan.
2.1.1 Himpunan Fuzzy
Diberikan X himpunan tak kosong, himpunan fuzzy A pada X
didefinisikan: A = {(x, u5(x))|x € X} di mana pz:X - [0,1] . Selanjutnya
ui(x) disebut derajat keanggotaan dari x, dan fungsi uz; disebut fungsi
keanggotaan dari X . Terdapat tiga operator pada himpunan fuzzy vyaitu
komplemen, irisan, dan gabungan
1. Komplemen
Komplemen dari himpunan fuzzy A dinotasikan sebagai A€. Bentuk umum
dari komplemen ini menunjukkan derajat keanggotaan elemen-elemen yang
tidak termasuk dalam himpunan A. Diberikan X himpunan tak kosong,
himpunan fuzzy A¢ pada X didefinisikan: A¢ = {(x, uzc(x))|xeX} di
mana uz: X — [0,1]. Selanjutnya pzc(x) disebut derajat keanggotaan dari
x, dan fungsi pzc disebut fungsi keanggotaan dari komplemen himpunan
fuzzy A di X, himpunan fuzzy A pada X didefinisikan: A fuzzy X. Berikut
akan dijelaskan sebuah contoh tentang bagaimana himpunan fuzzy bisa

memiliki bagian yang tidak termasuk di dalamnya.



Definisi 2.1 (Zimmermann, 2001)
Fungsi keanggotaan dari himpunan fuzzy A° adalah pz(x) yang
didefinisikan sebagai pzc(x) = 1 — puz(x) .
Contoh 2.1
Diberikan X = {2,3} dengan pzc(x) ={0.3,0.8} , himpunan A =
{(3,0.3), (2,0.8)}. Tentukan Komplemen dari A !
Penyelesaian:
a) Untuk elemen x = 2 dengan u;(2) = 0,8
pac(2) =1 —uz(2)
=1-08=0,2
Sehingga A€ = (2,0.2)
b) Untuk elemen x = 3 dengan u;(3) = 0,3
pac(3) =1 —uz(3)
=1-03=0,7
Sehingga A€ = (3,0.7)
Setelah menghitung derajat keanggotaan setiap elemen, didapatkan bahwa
himpunan fuzzy komplemen dari A , yaitu A° , adalah A° =
{(3,0.7),(2,0.2)}.
Irisan
Didefinisikan A = {(x, uz(x))|x € A} dan B = {(y, us(y))|y € A}, irisan

dua himpunan fuzzy 4 dan B dinotasikan sebagai A = AAB .
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Definisi 2.2 (Zimmermann, 2001)
Diberikan X himpunan tak kosong, fungsi keanggotaan us(x) dari
himpunan fuzzy pada X dinotasikan C = AAB adalah pugs(x) =
min {pz(x), us(x)} untuk semua x € X.
Irisan dari himpunan fuzzy A dan komplemennya A adalah himpunan
kosong, atau secara matematis ditulis A A A¢ = @.
Contoh 2.2
Diberikan X ={1,2,3} dengan pu;(x) ={0.1,0.5,0.7} , wuz(x) =
{0.5,0.6,0.7} himpunan fuzzy A = {(3,0.5),(2,0.1),(1,0.7)} dan B =
{(1,0.7), (3,0.5), (2,0.6)}. Tentukan AAB!
Penyelesaian:
a) Untukx = 1:
na(1) = 0.7
us(1) = 0.7
pue(1) = min {uz(x), uz(x)} = min(0.7,0.7) = 0.7
b) Untuk x = 2:
na(2) = 0.1
us(2) = 0.6
ue(2) = min {puz(x), uz(x)} = min(0.1,0.6) = 0.1
c) Untukx = 3:
ni(3) = 0.5
ug(3) = 0.5

pue(3) = min {uz(x), uz(x)} = min(0.5,0.5) = 0.5
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Berdasarkan perhitungan di atas, himpunan fuzzy hasil irisan AAB adalah
¢ ={(1,0.7), (2,0.1), (3,0.5)}.
Gabungan
Didefinisikan A = {(x, uz(x))|x € A} dan B = {(y,uzs(»)|y € A} ,
gabungan dari dua himpunan fuzzy A dan B dinotasikan sebagai D =
AVB.
Definisi 2.3 (Zimmermann, 2001)
Diberikan X himpunan tak kosong, fungsi keanggotaan uz(x) gabungan
dari himpunan fuzzy pada X dinotasikan D = AVB didefinisikan oleh
ups(x) = max{uz(x), us(x)} untuk semua x € X . Gabungan dua
himpunan 4 dan B yang tidak mempunyai anggota yang sama maka
iV B adalah @.
Contoh 2.3
Diberikan X = {2,3} dengan u;(x) ={0.3,0.4} , uz(x) ={0.1,0.7} ,
himpunan fuzzy 4 = {(2,0.4),(3,0.3)} dan B = {(2,0.7),(3,0.1)} .
Tentukan AV B!
Penyelesaian:
a) Untukx = 2:

pa(2) = 0.4

ug(2) = 0.7

#5(2) = max {uz(x), uz(x)} = max(0.4,0.7) = 0.7

b) Untukx = 3:
pa(3) = 03

us(3) = 0.1
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up(3) = max {uz(x), us(x)} = max(0.3,0.1) = 0.3
Berdasarkan perhitungan di atas, himpunan fuzzy hasil gabungan AVB
adalah D = {(2,0.7),(3,0.3)}.
Contoh 2.4
Misalkan himpunan semesta S = {(1,0.2), (2,0.5), (3,0.6), (4,0.8)}
Tentukan himpunan bagian dengan derajat keanggotaan @ = 0.2,a =
0.4,dana = 0.6!
Penyelesaian:
a) Ay ={x€S|luz(x) =02} ={1,2,3,4}
Ay ,{0.2}: Memuat semua elemen dari S karena semua elemen
memiliki derajat keanggotaan yang > 0.2 yaitu 1, 2, 3,4
b) Ay, = {x € S|uz(x) = 0.4} = {2,3,4}
Ay4{0.4}: Memuat semua elemen dari S karena semua elemen
memiliki derajat keanggotaan yang > 0.4 yaitu 2, 3,4
) Aps ={x € Sluz(x) = 0.6} = {3,4}
Ay6{0.6}: Memuat semua elemen dari S karena semua elemen
memiliki derajat keanggotaan yang > 0.6 yaitu 3,4
Definisi 2.4 (Oktaviana & Juniati, 2013)
1¥ adalah koleksi semua himpunan fuzzy pada X.
Definisi 2.5 (Oktaviana & Juniati, 2013)
Himpunan fuzzy nol pada X dinotasikan 0 adalah himpunan fuzzy di mana
ug (x) = 0,vx € X. Himpunan fuzzy satu pada X dinotasikan 1 adalah

himpunan fuzzy di mana u; (x) = 1,Vx € X.
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Definisi 2.6 (Oktaviana & Juniati, 2014)
Misalkan A]- adalah himpunan fuzzy pada X, Vj € J dengan J adalah himpunan
indeks, maka gabungan dan irisan berturut-turut pada himpunan fuzzy tersebut

didefinisikan:
Vi, 4; = {(x,,uvje]gj(x)):x € X}
di mana x,uvjejgj(x) = sup {,ugj(x) tj e]} ,Vx € X.
Ney 4 = {(x, ,u,\jejgj(x)> X € X}

di mana x, :“/\,-e]ﬁj(x) = sup {ugj(x) t E]} ,Vx € X.
Definisi 2.7 (Oktaviana & Juniati, 2014)
Diberikan fungsi f: X -» Y, A € I¥ dan B € Y. Maka:
1. Peta dari himpunan fuzzy A adalah himpunan fuzzy A pada Y dengan
derajat keanggotaan Vy € Y

. . -1 , -1 @
() = {(S)up pax): x € f (y)’ }J:_l ((3;)) i ’

2. Prapeta dari himpunan fuzzy B adalah himpunan fuzzy f~1(B) pada X
dengan derajat keanggotaan us_; () (x) = pp(f(x),Vx € X
Teorema 2.1 (Oktaviana & Juniati, 2014)

Diberikan fungsi f: X — Y. Maka berlaku:
~ _\C -
1. f~Y(B% = (f‘l(B)) , untuk sebarang himpunan fuzzy B di Y.

2.b) f7Y(BLAB,) = f~Y(By) A f~Y(B,), untuk sebarang himpunan fuzzy

B, dan B, di Y.
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3. f(A; ANAY)) © f(A)) A f(A,), untuk sebarang himpunan fuzzy A, dan
A, di X.

4. f(f~Y(B) c B, untuk sebarang himpunan fuzzy B di Y.

5. 4 c £~1(f(A)), untuk sebarang himpunan fuzzy A di X.

6. Jika B; c B, maka f~1(B;) c f~1(B,), untuk sebarang himpunan fuzzy
B, dan B, diY.

7. Jika A; c A, maka f(4,) c f(A,), untuk sebarang himpunan fuzzy A, dan

A, di X.

2.1.2 Ruang Topologi

Pengertian dari ruang topologi didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 2.8 (Morris, 2011)

Ruang Topologi adalah pasangan terurut (X,t) di mana X adalah himpunan,
dan t adalah koleksi sub himpunan dari X, dikatakan sebagai topologi pada X
jika memenuhi tiga aksioma berikut:

1. Himpunan kosong dan X termasuk dalam X, yaitu @ € T dan X € 7.

2. Gabungan dari elemen-elemen dalam t juga merupakan bagian dari .
Artinya, jika A adalah elemen-elemen di t untuk setiap i dalam suatu
indeks, maka gabungan Ai juga merupakan anggota dari T.

3. Irisan dari dua elemen dalam t juga merupakan bagian dari . Artinya, jika
untuk setiap A; dan Bi adalah elemen dalam 7, maka Ai N Bi juga

merupakan anggota dari .
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Contoh 2.5
X ={1,3,5,6}
7={0,X,{6},{3,6}}
Bukti
1. Jelasbahwa @, X € ¢
2. @ digabung sebarang anggota t adalah himpunan tersebut dan itu adalah
anggota .
Xuf{e}=Xert
Xu{36}=X€rt
{63u{3,6}={36}€T
Maka terbukti 4; € 7, Uj'4; € T
3. @ diiris sebarang anggota t adalah himpunan tersebut dan itu adalah
anggota .
Xn{e}={6}€t
Xn{36}={36}et
{63n{3,6}={6}€T
Maka terbukti 4; € 7, Uj'4; € T

Jadi T adalah topologi pada X.

2.1.3 Himpunan Buka pada Ruang Topologi

Dalam ruang topologi, konsep himpunan terbuka menjadi salah satu
fondasi utama dalam memahami struktur ruang tersebut. Setiap anggota dari
koleksi himpunan dalam topologi, yang dikenal sebagai t, memenuhi sifat-sifat

khusus yang menjadikannya himpunan terbuka. Definisi formal berikut ini
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menjelaskan konsep himpunan terbuka pada ruang topologi menurut Morris

(2011).

Definisi 2.9 (Morris, 2011)

Misalkan (X, t) ruang topologi, maka anggota t dikatakan himpunan terbuka.

Proporsisi 2.1 (Morris, 2011)

Jika (X, 7) adalah setiap ruang topologi, maka

1.

2.

3.

X dan @ merupakan himpunan terbuka
Gabungan dari setiap himpunan terbuka (berhingga atau tak hingga)
bilangan merupakan Himpunan buka.

Irisan setiap himpunan terbuka yang berhingga merupakan Himpunan Buka.

Bukti:

1.

X dan @ adalah himpunan terbuka:
Berdasarkan Definisi 2.7, setiap ruang topologi (X,t) memiliki dua

himpunan terbuka dasar, yaitu X dan @ . Oleh karena itu, X € T dan @ € 7.

. Gabungan dari setiap himpunan terbuka (berhingga atau tak hingga)

bilangan merupakan Himpunan buka:

Misalkan {U,};c; adalah koleksi sembarang himpunan terbuka, yaitu U; €
T untuk semua i € I. Menurut Definisi 2.7, himpunan 7 adalah koleksi
himpunan terbuka yang tertutup di bawah operasi gabungan. Sehingga
Uie; U; € T, yang berarti gabungan dari sembarang jumlah himpunan
terbuka adalah himpunan terbuka.

Irisan setiap himpunan terbuka yang berhingga merupakan Himpunan Buka.
Misalkan U;, U,, ..., U, adalah sejumlah berhingga himpunan terbuka.

Berdasarkan Definisi 2.7, topologi 7 juga tertutup di bawah operasi irisan
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berhingga. Sehingga U; nU, Nn..NU, €T yang berarti irisan dari

sejumlah berhingga himpunan terbuka adalah himpunan terbuka.

2.1.4 Himpunan Tutup pada Ruang Topologi

Suatu himpunan disebut tertutup jika komplemennya dalam ruang tersebut
adalah himpunan terbuka. Pemahaman mengenai himpunan tertutup
memudahkan kita untuk mengkaji sifat-sifat dasar topologi, seperti kekompakan
dan keterurutan, yang memiliki banyak aplikasi dalam analisis dan matematika
modern. Berikut ini adalah definisi formal himpunan tertutup pada ruang

topologi sesuai dengan Morris (2011).

Definisi 2.10 (Morris, 2011)
Misalkan (X,t) adalah ruang topologi. Suatu himpunan bagian S dari X
dikatakan himpunan tertutup di (X, 7) komplemennya di X, yaitu X\S, terbuka
di (X, 7).
Proposisi 2.2 (Morris, 2011)
Jika (X, t) adalah setiap ruang topologi, maka
1. X dan @ merupakan himpunan tertutup
2. Irisan setiap himpunan terbuka (berhingga atau tak terhingga) bilangan
merupakan Himpunan Tutup.
3. Gabungan dari setiap himpunan tertutup yang berhingga merupakan
Himpunan Tutup.
Bukti:

1. @ dan X merupakan himpunan tertutup
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Menurut Proposisi 2.1, @ dan X adalah himpunan terbuka. Berdasarkan
Definisi 2.8, komplemen dari himpunan terbuka adalah himpunan tertutup.
Oleh karena itu, X \ @ = X dan X \ X = @ adalah himpunan tertutup. Jadi,
@ dan X adalah himpunan tertutup.
. Irisan setiap himpunan terbuka (berhingga atau tak terhingga) bilangan
merupakan Himpunan Tutup.
Misalkan {C;},c;, adalah koleksi sembarang himpunan tertutup, yaitu C; €
T untuk semua i€l . Berdasarkan Definisi 2.8, diketahui bahwa
komplemen dari himpunan tertutup adalah himpunan terbuka, yaitu X \ C;
adalah terbuka untuk semua i € I. Karena irisan dari sembarang jumlah
himpunan terbuka adalah terbuka, maka:
x| e |=Joxveo
{ie 1) i€l
adalah terbuka. Dengan demikian, N;e; C; adalah himpunan tertutup karena
komplemennya adalah himpunan terbuka. Jadi, irisan dari sembarang
koleksi himpunan tertutup adalah himpunan tertutup.
. Gabungan dari setiap himpunan tertutup yang berhingga merupakan
Himpunan Tutup.
Misalkan C;,C,, ..., C, adalah sejumlah berhingga himpunan tertutup.
Dibuktikan C; U C, U ...U C,, adalah himpunan tertutup. Berdasarkan
Definisi 2.8, komplemen dari gabungan tersebut adalah
X\(CiVU CU..UC, =(X\CDON(X\C,n..n(X\Cp)
Karena setiap X \ C; adalah himpunan terbuka dan irisan dari sejumlah

berhingga himpunan terbuka adalah terbuka, sehingga
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(X\COHON(X\ CH)n..n (X\ C)
adalah himpunan terbuka. Dengan demikian, X\ (C; U C, U ..U C,)
adalah himpunan terbuka, yang berarti C; U C, U ...U C,, adalah himpunan

tertutup.

2.1.5 Interior pada Ruang Topologi
Definisi 2.11 (Oktaviana & Juniati, 2013)
Misalkan (X, 7) adalah ruang topologi dan A adalah himpunan bagian dari X,
maka interior dari A adalah gabungan dari semua himpunan buka pada X yang
termuat di A. Interior dari A dinotasikan dengan int A
Proposisi 2.3 (Oktaviana & Juniati, 2013)
Misalkan (X, t) adalah ruang topologi dan A himpunan bagian dari X. Jika A
merupakan himpunan buka, maka A = int A
Teorema 2.2 (Oktaviana & Juniati, 2013)
Misalkan (X, t) adalah ruang topologi dengan 4, B < X , maka
1. JikaA c Bmakaint A c int B
2. int (int A) =int A
3.int(AnB)=intAUintB

4. intX =X, intd =09
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2.1.6 Closure (tutupan) pada Ruang Topologi
Definisi 2.12 (Oktaviana & Juniati, 2013)
Misalkan (X, 7) ruang topologi dan A adalah himpunan bagian dari X, maka
closure dari A adalah irisan dari semua himpunan tutup pada X yang memuat A.
Closure dari A dinotasikan dengan cl A.
Proposisi 2.4 (Oktaviana & Juniati, 2013)
Misalkan (X, t) ruang topologi dan A adalah himpuanan bagian dari X. Jika A
merupakan himpunan tutup, maka A = cl A.
Teorema 2.3 (Oktaviana & Juniati, 2013)
Misalkan (X, t) adalah ruang topologi dengan A,B c X , maka

1. JikaAc BmakaclAcclB

2. cl(clA) =clA

3.cl(AuB)=clAuclB

4. clX=X,clop=0
2.1.7 Ruang Topologi-Tri
Definisi 2.13 (Ranu sharma, dkk., 2018)
Ruang topologi-tri didefinisikan sebagai berikut misalkan X adalah himpunan
tak kosong dan t,,7,, 75 adalah tiga topologi di X. Himpunan X bersama-
sama dengan tiga topologi disebut ruang topologi-tri dan dilambangkan dengan
(X, 14,73, 73). Ruang topologi-tri merupakan teori topologi yang mengacu pada
ruang yang dilengkapi dengan tiga topologi yang berbeda pada himpunan yang

sama.
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Contoh 2.6
Misalkan X = {a,b,c,d}, 1, = {@,X}, 1, = P(X) = {@, {a}, {b}, {c}, {d},
{a,b}, {a,c}, {a,d}, {b,c}, {b,d}, {c,d}, {ab,c}, {ab,d}, {acd}
{b,c,d}, X},73 ={0,{a},X}). Buktikan bahwa (X,t,,1,,73) adalah ruang
topologi-tri.
Bukti:
Akan dibuktikan bahwa (X, 74, 75, 73) adalah ruang topologi-tri.
1. (X, t,) adalah ruang topologi
Akan ditunjukkan t, topologi di X, dengan memeriksa tiga aksioma sebagai
berikut:
Aksioma 1
@ € t,dan X € 14, jelas terpenuhi karena t; = {0, X}
Aksioma 2
®UX =X,dan X € t,. Maka terbukti A; € 7,, U} A4; € 74
Aksioma 3
dNX=0,dan @ € 7,. Maka terbukti 4; € 7,, U}' 4; € 74
ketiga aksioma terpenuhi, sehingga t, adalah topologi di X .
2. (X, t,) adalah ruang topologi
Diketahui 7, = P(X) adalah power set dari X, yang berarti seluruh subset
dari X berada dalam T,. dengan memeriksa tiga aksioma sebagai berikut:
Aksioma 1

@ € T, dan X € 1,, jelas terpenuhi karena 7, = P(X)
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Aksioma 2
Gabungan dari sembarang elemen t, akan tetap menjadi subset dari X .
Maka terbukti A; € 7,, U} 4; € 7,
Aksioma 3
Irisan dari sembarang elemen 7, akan tetap menjadi subset dari X. Maka
terbukti 4; € 7,, U} 4; € 7,
Ketiga aksioma terpenuhi, sehingga t, adalah topologi di X
3. (X, t3) adalah ruang topologi:

Akan ditunjukkan 5 topologi di X, dengan memeriksa tiga aksioma sebagai
berikut:
Aksioma 1
@ € 15 dan X € 14, jelas terpenuhi karena 73 = {0, {a}, X}
Aksioma 2
@U{a}= {a},{aJuX =X, dan QU X=X . Maka terbukti 4; €
73, U A; € 14
Aksioma 3
fa}nX={a}, onX =0, dan {a}n@® =@. Maka terbukti A; €
73, U 4; € 15
Ketiga aksioma terpenuhi, sehingga tsadalah topologi di X .
Karena 1,4, 7,, dan 75 topologi di X, maka (X, t,7,,73) adalah ruang
topologi-tri, di mana setiap koleksi z; untuk (i = 1, 2,3) memenubhi sifat-
sifat topologi.

Contoh 2.7

X = {ab,cd}
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71 = {®,{a}, {b},{a b}, X}

7, = {0, {a}, {c},{a, c}, X}

73 = {@,{a},{d},{a, b}, X}

Misalkant =1, N 7, N T3

T = {0,{a}, X}

Bukti:

Akan membuktikan bahwa (X, 7) adalah ruang topologi.

Aksioma 1

@ € Tdan X € t, jelas terpenuhi karenat = {@, {a}, X}

Aksioma 2

@U{a} = {a},{a}JuX =X, dan @ U X = X. Maka terbukti 4; € 7,U}'4; €
T

Aksioma 3

{a}nX={a}, onX =0,dan{a} N @ = @. Maka terbukti 4; € t,U}'4; €T
ketiga aksioma terpenuhi, sehingga t adalah topologi di X .

Karena semua syarat topologi terpenuhi, (X, t) adalah ruang topologi.

2.1.8 Himpunan Buka pada Ruang Topologi-Tri

Definisi 2.14 (Palaniammal S., 2014)

Misalkan (X, t4,7,,73) adalah sebuah ruang topologi-tri. Misalkan A c X. A
disebut sebuah himpunan terbuka-tri di X jika A terbuka di dalam topologi yang

diinduksikan sehingga A € t; N1, N 75
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Teorema 2.4 (Palaniammal S., 2014)
Misalkan (X, t4,7,,73) adalah sebuah ruang topologi-tri. A adalah terbuka-tri
jika dan hanya jika A c 1, int (7, int (13 int A)).
Bukti:
(—) Jika A adalah tri-terbuka, maka A c 7, int (7, int (5 int A)).
Jika A adalah terbuka-tri, maka A adalah terbuka terhadap setiap topologi. Oleh
karenaitu A = t;int Auntuki = 1,2,3.
T int (tyint (t3int A)) =1, int (1, intA) =11intA = A
Maka A c 1, int (1, int (15 int A))
(«)Jika A c 14 int (1, int (73 int A)), maka A adalah tri-terbuka.
misalkan dimiliki A c 7, int (t, int (t3 int A)) . Akan ditunjukkan bahwa
A terbuka dalam setiap topologi 74, 75, T3
Sekarang t, int (7, int (t3int A)) c 1y int (1, int A) c 1, intAc A
ini mengimplikasikan A = t; int A untuk i = 1,2,3 dan oleh karena itu A

adalah terbuka-tri.

2.1.9 Himpunan Tutup pada Ruang Topologi-Tri

Definisi 2.15 (Palaniammal S., 2014)

Misalkan (X, t4,7,,73) adalah sebuah ruang topologi-tri. Misalkan A c X. A
disebut sebuah himpunan tertutup-tri di X jika A tertutup dalam topologi yang
diinduksi.

Teorema 2.5 (Palaniammal S., 2014)

Misalkan (X, t,,1,,73) adalah sebuah ruang topologi-tri. A adalah tertutup-tri

jika A D 1y cl (1, cl (15 cl A)).
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2.1.10 Closure dan Interior pada Ruang Topologi-Tri

Definisi 2.16 (Jeyasudha & Arasi, 2023)

Misalkan (X, t;,7,,73) adalah sebuah ruang topologi-tri dan A € X .
Gabungan dari semua himpunan terbuka-tri berada di A dikatakan sebagai tri-
interior dari A (tri-int A). Irisan dari semua himpunan tertutup-tri yang berada di

A dikatakan tri-closure di A (tri-cl A).

2.1.11 Kontinu
Sub bab ini akan membahas mengenai kekontinuan pada bilangan riil dan
ruang topologi
1. Kontinu di R
Secara umum kekontinuan pada bilangan riil didefinisikan sebagai berikut.
Definisi 2.17 (Bartle & Sherbert, 2011)
Misalkan A € R, misalkan f: A — R, dan misalkan ¢ € A. Dikatakan bahwa
f kontinu pada c jika diberikan sebarang € > 0 terdapat 6 > 0 sedemikian
sehingga jika x adalah titik dari A yang memenuhi |x — ¢| < § maka |f(x) —
fl<e.
Contoh 2.8
Misalkan terdapat fungsi f: R — R dengan f(x) = 5x + 6. Buktikan bahwa f
kontinu pada ¢ = 2.

Bukti:

Ambil sebarang € > 0, dipilih § :E maka berdasarkan Definisi 2.11

&
- 2 < —
|x |<6_5



26

diperoleh

SIx —2|<e

5(x—2)|<e

|5x — 10| < e
5x+6—16|<e¢

di mana

f(2)=5(2) +6=16
sehingga |f(x) — f(2)| < e

Jadi, untuk sebarang e > 0 dipilih & =§ sedemikian sehingga |x — 2| < §

maka |f(x) — f(2)] =5|x—2| <5 G) = ¢&. Terbukti bahwa f kontinu

pada c = 2.
Teorema 2.6 (Bartle & Sherbert, 2011)
Fungsi f:A — R ontinu pada titik ¢ € A jika dan hanya jika diberikan
sebarang persekitaran-e dari f(c) atau V.(f(c)) terdapat persekitaran—& dari
c atau Vg (c) sedemikian sehingga jika x adalah sebarang titik dari A n
Vs (c), maka f(x) memenuhi V.(f(c)), sehingga

fA N Vs(e) € Ve(f(c))
Bukti:
Misalkan f: A € R — R dan misalkan ¢ € A.
(—) Akan dibuktikan bahwa kondisi f(A N Vs (c)) € V.(f(c)) terpenunhi.
Asumsikan bahwa f kontinu pada titik ¢ dan misalkan V5 (c) = {x €
Allx — c| < &} berdasarkan Definisi 2.8, untuk setiap x € A berlaku
bahwa |[f(x) — c| < ¢

Misalkan x € A N Vs(c), makax € Adanx € Vs(c). Sehingga diperoleh
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x €EAdan|x —c| < &
Oleh karena itu, |[f(x) — f(c)| < e vyaitu f(x) € (f(c) — ¢ f(c) + ¢€))
yang berarti bahwa f(x) € V. (f(c)). Kemudian, untuk setiap persekitaran-¢
dari f(c) atau V, (f(c)) terdapat persekitaran-§ dari c¢ atau Vs (c) sedemikian
sehingga untuk setiap x € Vgs(c) dengan x € A berlaku bahwa
f(x) € Vo(f(e))atau f(4 n Vs () € V(f())
(«) Akan dibuktikan bahwa f kontinu di c.
Asumsikan bahwa untuk setiap persekitaran-¢ dari f (c) atau V.(f (c)) terdapat
persekitaran-6 dari c atau Vs (c¢) sedemikian sehingga untuk setiap x € Vs(c)
dengan x € A berlaku bahwa

f(x) € Ve(f())
Misalkan € > 0 dan untuk setiap x € A dengan Vs(c) = {x € A||x — c| <
&} berlaku bahwa

[x —c| <&

< x—-—c<§é6
¢ — & < x < ¢+ 6 yang berakibat bahwa x € Vs (¢) sehingga

f(x) € Ve(f())
maka f(c) — e < f(x) < f(c) + ¢
Oleh karena itu, untuk setiap € > 0 terdapat 6 > 0 sedemikian sehingga untuk

x € Adengan |x — c| < & berlaku bahwa |f(x) — f(c)] < ¢.
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2. Kontinu di Ruang Topologi
Definisi 2.17 (Singh, 2019)
Misalkan (X, t,,) dan (Y, ty) adalah ruang topologi, Suatu fungsi fdari X - Y
atau f: (X, t,) = (Y, ty) dikatakan kontinu jika untuk semua himpunan buka
H € 1y berlaku f~1(H) € tdimana f~1(H) = {x € X, f(x) € H}.
Contoh 2.9
Misalkan X = {a,b,c,d}danY = {w,x,y,z}
x = {X,0,{a},{a, b},{a, b, c}} merupakan topologi pada X
ty ={Y,0,{x}, {y}, {x, v}, {w, x, z}} merupakan topologi pada Y
Diberikan dua fungsi f: X = Y, Apakah f kontinu
Bukti
X ={ab,c,d} tx ={X, 0,{a},{a, b}, {a, b,c}}
Y ={w,x,y,z}, 7y = {¥,0,{x}, {y}, {x, ¥}, {w, x, 2}
Himpunan buka di Y

YET, - fTIY)=Y €1y

PETy > f U (B)=0€E

yery > XD =0€y
ety > fH{xPD=0€1y
yyer - fH{xy) ={a} ek
wxylety > fTH{wxy) =X €k

Jadi, terbukti f kontinu karena himpunan buka Y € t, berlaku f~1(Y) € 7 di

mana f~1(Y) = {x € X, f(x) € Y}.
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2.1.12 Topologi Fuzzy

Definisi 3.18 (Oktaviana & Juniati, 2014)

Sebuah koleksi himpunan fuzzy § < I* disebut topologi fuzzy pada X jika
memenuhi aksioma sebagai berikut:

i. 0es1€6.

i.vA,BeEs=> ANBES.

ii.v{4}cé=> V;4€es

Pasangan berurutan (X, §) disebut ruang topologi fuzzy.

Definisi 3.19 (Oktaviana & Juniati, 2014)

Jika § adalah suatu topologi fuzzy pada X, maka anggota-anggota dari &
disebut himpunan fuzzy buka.

Definisi 3.20 (Oktaviana & Juniati, 2014)

Himpunan fuzzy K dikatakan tertutup jika K € &. Dinotasikan dengan 6¢ untuk
semua koleksi himpunan fuzzy tutup di ruang topologi fuzzy 6.

Definisi 2.21 (Oktaviana & Juniati, 2014)

Interior dari himpunan fuzzy A pada X adalah himpunan fuzzy pada X dengan
derajat keanggotaan pi;,.ay(x) = sup {uz (x):E c A,E € 6} Interior dari
himpunan fuzzy 4 pada X dinotasikan dengan int(A) atau A°.

Definisi 2.22 (Oktaviana & Juniati, 2014)

Closure (tutupan) dari himpunan fuzzy pada X adalah himpunan fuzzy pada X

dengan derajat keanggotaan u4)(x) = inf {uz (x): A c B, B¢ € §} Closure

(tutupan) dari himpunan fuzzy A dinotasikan dengan cl(4) atau A.
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Definisi 2.23 (Oktaviana & Juniati, 2013)

Diberikan X dan Y adalah ruang topologi fuzzy. Fungsi f: X — Y dikatakan
buka fuzzy jika untuk setiap himpunan fuzzy 4 yang buka di X, f(4) adalah
himpunan fuzzy buka di Y.

Definisi 2.24 (Satria & Aini, 2023)

Misalkan (X,t) dan (Y,o) adalah ruang topologi fuzzy. Fungsi f: X —
Y disebut fuzzy terbuka jika untuk setiap himpunan fuzzy terbuka A di X,
prapeta f(4) adalah himpunan fuzzy terbuka di Y.

Definisi 2.25 (Satria & Aini, 2023)

Sebuah fungsi f : (X,7) = (Y,0) antara ruang topologi fuzzy disebut fuzzy
kontinu jika prapeta dari setiap himpunan fuzzy terbuka di Y adalah himpunan
fuzzy terbuka di X.

Teorema 2.7

Misalkan f : (X,t) - (Y,0) adalah pemetaan antara ruang topologi fuzzy.
Maka f bersifat fuzzy kontinu jika dan hanya jika prapeta dari setiap himpunan
fuzzy tertutup di Y adalah himpunan fuzzy tertutup di X.

Bukti

(=) Misalkan f adalah fuzzy kontinu. Berdasarkan definisi, prapeta dari setiap
himpunan fuzzy terbuka di Y adalah fuzzy terbuka di X. Menggunakan sifat
komplemen dalam topologi fuzzy, ini juga berarti bahwa prapeta dari setiap
himpunan fuzzy tertutup di Y adalah fuzzy tertutup di X.

(<) Misalkan prapeta dari setiap himpunan fuzzy tertutup di Y adalah fuzzy

tertutup di X . Karena himpunan fuzzy terbuka adalah komplemen dari
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himpunan fuzzy tertutup, maka prapeta dari setiap himpunan fuzzy terbuka di

Y juga akan fuzzy terbuka di X. Oleh karena itu, f adalah fuzzy kontinu.

2.1.13 Ruang Topologi-Tri pada Himpunan Fuzzy

Untuk membuktikan bahwa (X, t) dan (Y, ") adalah ruang topologi-tri
pada himpunan fuzzy, perlu menunjukkan bahwa ketiga koleksi 7;, T, dan 75
pada X dan 1, 75, dan 5 pada Y masing-masing memenuhi sifat-sifat dasar

dari ruang topologi-tri pada himpunan fuzzy.

Definisi 2.26 (Ranu Sharma, dkk, 2018)
Misalkan X adalah sebuah himpunan, dan misalkan t,, t,, dan 5 adalah tiga
koleksi himpunan fuzzy pada X. Pasangan (X, 7) disebut ruang topologi-tri
pada himpunan fuzzy jika:
1.05y € t;dan 14 € T; untuki = 1,2, 3,
2.JikaA,Bet;,makaANBert;untuki =1,2,3

3. JikaAder;untuk i =1,2,3, maka 15\A4 € 1;.

2.2 Kajian Integrasi Topik dengan Al-Quran/Hadits

Pada bab 1 telah dijelaskan mengenai perintah Allah kepada manusia untuk
merenungi ciptaan-Nya sebagaimana terdapat dalam QS. Al-*Alaq (96:1-5) dan QS.
Al-Mulk (67:3-4). Ayat-ayat tersebut menekankan pentingnya pembelajaran dan
pengamatan terhadap alam semesta sebagai sarana untuk mengenali kebesaran
Allah SWT. Pada subbab ini, akan dibahas lebih lanjut mengenai perintah untuk

melakukan eksplorasi ilmiah dan pengamatan terhadap alam, serta relevansinya
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dengan pengembangan ilmu pengetahuan dan penemuan baru dalam kehidupan

manusia. Sebagaimana firman Allah SWT dalam QS. Al-Ankabut:20

58 e s 8 e B b)Y sl 1 B UG T Sl o301 8 g o
(Kementrian Agama, 2022)
Artinya: "Katakanlah: Jelajahi bumi, kemudian lihatlah bagaimana Allah memulai

penciptaan, kemudian Allah akan mengulangi penciptaan itu. Sesungguhnya Allah
Maha Kuasa atas segala sesuatu. ”

Menurut Ibnu Katsir, ayat ini mendorong manusia untuk berjalan di muka
bumi, melihat tanda-tanda penciptaan Allah, dan merenungi bagaimana Dia
memulai penciptaan makhluk dari yang tidak ada menjadi ada. Allah menegaskan
bahwa penciptaan bisa diulang, mengingat kekuasaan-Nya yang tanpa batas. Al-
Qurtubi menambahkan bahwa ayat ini merupakan seruan kepada manusia untuk
berpikir, mengamati, dan belajar dari fenomena alam sebagai bukti kebesaran dan
kekuasaan Allah. Dengan melakukan perjalanan dan pengamatan, manusia dapat
memahami proses penciptaan dan pembaruan, yang mencerminkan siklus
kehidupan yang terus berlangsung.

Ayat ini juga bisa dihubungkan dengan konsep ijtihad dalam Islam, yang
mendorong upaya keras untuk menemukan solusi baru bagi tantangan yang
dihadapi umat manusia. Dalam konteks ilmu pengetahuan modern, ijtihad berarti
berpikir kritis dan kreatif untuk mengembangkan pengetahuan dan menciptakan
inovasi, termasuk dalam ilmu matematika dan topologi. Proses pengembangan
teori-teori baru di bidang ini bisa dipahami sebagai bentuk ijtihad ilmiah. Surah Al-
Ankabut (29:20) memotivasi kita untuk mengeksplorasi bagaimana sistem-sistem

baru bisa dikembangkan dan diterapkan, khususnya di bidang matematika.
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Teori fuzzy yang dikembangkan oleh Lotfi Zadeh pada pertengahan abad ke-
20 adalah contoh hasil dari ijtihad intelektual yang mendobrak batasan-batasan
pengetahuan tradisional. Dalam ruang topologi-tri, yang merupakan ruang
matematika yang lebih kompleks, konsep kekontinuan fungsi fuzzy menjadi krusial
untuk menjelaskan bagaimana informasi yang tidak pasti atau ambigu dapat
dimodelkan secara logis. Surah ini bisa dianggap sebagai pendorong untuk terus
melakukan eksplorasi dalam ilmu matematika, tidak hanya untuk memahami
ciptaan Allah dalam bentuk fisik, tetapi juga dalam struktur-struktur abstrak yang
berperan penting dalam kehidupan modern dan pengambilan keputusan berbasis
logika fuzzy.

Jadi, ayat ini relevan dengan pengembangan konsep baru seperti fungsi fuzzy
di ruang topologi-tri, karena mendorong manusia untuk melakukan penelitian dan
mengamati alam serta konsep-konsep yang ada. Dengan menggunakan ijtihad,
manusia dapat menciptakan solusi inovatif untuk menghadapi tantangan ilmiah dan
praktis. Berpijak pada observasi dan pemikiran kritis, penelitian ini berpotensi

menghasilkan penemuan yang bermanfaat bagi banyak orang.

2.3 Kajian Topik Dengan Teori Pendukung

Pada bab ini akan membahas tentang teori pendukung untuk membuktikan
kekontinuan fungsi fuzzy di ruang topologi-tri.
Definisi 2.3.1 (Ranu Sharma, dkk, 2018)
Misalkan X adalah himpunan tak kosong dan t,, 7,, 75 adalah tiga topologi di X.
Himpunan X dilengkapi dengan tiga topologi disebut ruang topologi-tri dan

dilambangkan dengan (X, 74, 75, T3).
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Definisi 2.3.2 (Ranu Sharma, dkk, 2018)

Pertimbangkan dua Ruang Topologi-Tri pada Himpunan Fuzzy (X, t;, 7, 73), (Y,
Ty, Ty, 13). Sebuah fungsi fuzzy f: I* — 1”7 dikatakan fungsi fuzzy tri kontinu jika
X adalah fuzzy terbuka-tri di X, Untuk setiap himpunan terbuka tri y, di Y.
Teorema 2.3.1 (Ranu Sharma, dkk, 2018)

Sebuah fungsi f: (X, 7y, 75, 73),~ (Y, 71, T4, 75) adalah fungsi fuzzy tri kontinu
jika dan hanya jika bayangan invers dari setiap fuzzy terbuka-tri diset Y adalah
fuzzy terbuka-tri X.

Teorema 2.3.2 (Ranu Sharma, dkk, 2018)

Misalkan (X, 71, 75 73) dan (Y, 7'y, 75, 7'3) dua Ruang Topologi-Tri pada
Himpunan Fuzzy. Maka, f: 1% — IY adalah fungsi kontinu fuzzy tri jika dan hanya
jika f~1(x,) adalah fuzzy tertutup-tri di X setiap y, adalah fuzzy tertutup-tri di Y.
Teorema 2.3.3 (Ranu Sharma, dkk, 2018)

Misalkan (X, 71, 75 73) dan (Y, 7'y, 7', 7'3) dua Ruang Topologi-Tri pada
Himpunan Fuzzy. Maka, f: 1% — IY adalah fungsi kontinu fuzzy tri jika dan hanya

jika f(cl(a)) < cl(fFO)Vor < Tx

Teorema 2.3.4 (Ranu Sharma, dkk, 2018)
Misalkan (X, 71, 7, 73) dan (Y, 7'y, 75, 7'3) dua Ruang Topologi-Tri pada
Himpunan Fuzzy. Maka, f: 1% — IY adalah fungsi kontinu fuzzy tri jika dan hanya

jikatri—cl (F () < fFH(eri — cl(x) Vaa < Ty
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METODE PENELITIAN

3.1 Jenis Penelitian

Penelitian ini adalah studi kualitatif dengan menggunakan metode penelitian
kepustakaan (library research). Studi kualitatif ini didasarkan pada analisis literatur.
Data dari berbagai sumber perpustakaan dikumpulkan, dibaca, dianalisis, dan
dikelola. Objek penelitian ini adalah Ruang Topologi-tri yang digunakan untuk

menguji sifat kekontinuannya.

3.2 Pra Penelitian

Penulis menyusun daftar referensi dan penelitian sebelumnya sebagai bagian
dari penyelidikan awal. Penelitian yang digunakan berkaitan dengan penelitian
yang diberikan. Sumber informasi utama bersumber dari jurnal Ranu Sharma dkk.

(2018), dan objek penelitiannya adalah Ruang topologi-tri.

3.3 Tahapan Penelitian

Ruang Topologi-tri merupakan Ruang Topologi yang mengacu pada ruang
yang dilengkapi dengan tiga topologi yang berbeda pada himpunan yang sama dan
salah satu sifat penting dalam Ruang Topologi-tri adalah sifat kekontinuan.
Masalah kekontinuan pada Topologi-tri berkaitan dengan apakah Ruang tersebut
memuat semua fungsi yang kontinu di dalamnya. Dalam hal ini, memuat berarti

kondisi yang cukup dan perlu agar fuzzy tertentu termasuk dalam ruang tersebut.
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Maka dari itu, untuk membuktikan sifat kekontinuannya pada Ruang Topologi,
penulis melakukan beberapa tahapan. Antara lain:
1. Mengidentifikasi Ruang Topologi-tri sebagai objek penelitian.
2. Mengumpulkan dan menganalisis teori pendukung yang berhubungan dengan
penelitian tersebut.
3. Memahami definisi dan sifat-sifat Fungsi fuzzy tri kontinu yang relevan
dengan teorema yang dibuktikan.
4. Melakukan pengecekan terhadap syarat-syarat yang terdapat dalam masing-
masing teorema.
5. Menyusun bukti teorema secara formal setelah verifikasi dilakukan.
6. Membuat kesimpulan dari hasil pembahasan dan pembuktian yang telah

dilakukan.
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HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada Bab ini akan dibuktikan mengenai kekontinuan fungsi fuzzy di ruang

topologi-tri
4.1 Fungsi Kontinu Fuzzy di Ruang Topologi-Tri

Pada sub bab ini akan dibahas tentang fungsi kontinu fuzzy di ruang topologi-
tri. Secara umum, topologi pada himpunan fuzzy mengembangkan konsep ruang
topologi pada himpunan biasa dengan memodifikasi beberapa aturan. Berikut
penjelasan tentang definisi dan contoh serta teorema yang akan dibuktikan.
Definisi 4.1 (Ranu Sharma, dkk, 2018)

Diberikan X,Y himpunan fuzzy tak kosong dan (X,7y,75 73), (Y, 71, T3, T5)
adalah dua ruang topologi-tri pada himpunan fuzzy. Diketahui I* dan I koleksi
himpunan fuzzy terbuka-tri pada X dan Y. Didefinisikan fungsi fuzzy f:1* — I
dikatakan fungsi fuzzy tri kontinu X apabila y; adalah fungsi karakteristik dari
himpunan fuzzy terbuka-tri di X, untuk setiap fungsi karakteristik dari himpunan
fuzzy terbuka-tri y, di Y.

Contoh 4.1 (Ranu Sharma, dkk, 2018)

Diberikan X = {p,q,r}, danY = {u, v,w} adalah himpunan fuzzy tri. Misalkan

ruang topologi-tri pada himpunan fuzzy pada X
71 = {in ()X' X{p}}
Ty = {in Ox, Xp.a}

13 = {ix' ()X'X{q}}
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Dan ruang topologi-tri pada himpunan fuzzy pada Y

71 = {1y, Oy, X}

Ty = {iy' GY' X{v}}

3 = {1y, Oy, X, X(wwy)

Himpunan fuzzy terbuka-tri pada ruang topologi-tri adalah gabungan dari semua
topologi-tri. Akibatnya 7; U 7, U 13 = {1y, Ox, X(p}, X{q} X(p,q}} @dalah himpunan
fuzzy terbuka-tri pada X dan 7y U T, Uty = {Ix, 0x, Xup Xiwp Xupy} @dalah
himpunan fuzzy terbuka-tri pada Y. Didefinisikan fungsi f: IX — IV, di mana I*
adalah himpunan fuzzy terbuka-tri di X dan I adalah himpunan fuzzy terbuka-tri
diy.
Bukti:
Akan ditunjukkan bahwa (X,t) dan (Y,t’) adalah ruang topologi-tri pada
himpunan fuzzy.
Pembuktian pada (X, 1)
Diberikan bahwa X = {p,q,r} dan ruang topologi-tri pada himpunan fuzzy
pada X adalah:

T, = {ixl Gx' X{p}}

Ty = {ix, ﬁx' X{p,q}}

13 = {ix; Ox' X{q}}
Akan diperiksa sifat ruang topologi-tri pada himpunan fuzzy untuk (X, 7)
Aksioma 1

0y dan 1y € 74,7, 73 jadi, terbukti 0, € 7; dan 1, € 7; untuk i = 1, 2, 3.
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Aksioma 2
Pada 7,1, 1x N ¥ = Xy, Ox N Xy = Ox dan xgmy N xpy = Xgpy- Jadi, terbukti
ABet,makaANnB et untuki =1,2,3
Pada 7;, Ix N X(p.q) = Xw.ay Ox N Xpqy = Ox AN Yoy N Xpay = Xp.qy- Jadl,
terbukti A,B € t;, makaANB € t;untuki =1,2,3
Pada 73: 1x N X(q; = X(q)» Ox N X1qy = Ox dan x(q; N X(q) = X(qy- Jadi, terbukti
A Bet,makaANnBert;untuki=1,2,3
Jadi, terbukti apabila A,B € t;, maka AN B € t; untuk i = 1, 2, 3.
Aksioma 3
Jika A € t; untuki =1,2,3, maka 1x\A4 € ;.
Padaty: 1y \ Xpy @dalah himpunan fuzzy yang hanya memiliki keanggotaan di
elemen selain p, yang sesuai dengan definisi dari elemen dalam . Jadi, terpenuhi.
Pada7,: 1y \ Xip.qy @dalah himpunan fuzzy yang hanya memiliki keanggotaan di
elemen selain p dan g, yang juga berada dalam t,. Jadi, terpenuhi.
Pada 73: 15 \ Xiq3 dalah himpunan fuzzy yang hanya memiliki keanggotaan di
elemen selain g, yang sesuai dengan definisi dari elemen dalam . Jadi, terpenuhi.
Karena ketiga kondisi terpenuhi untuk (X, t), maka (X, t) adalah ruang topologi-tri
pada himpunan fuzzy.
Pembuktian pada (Y, t")
Diberikan bahwa Y = {u, v, w} dan ruang topologi-tri pada himpunan fuzzy pada
Y adalah:

Ty = {iyf Oy, X{u}},

Ty = {ix, 61/,)({1:}}
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73 = {1x, Oy, X} X )}
Akan dibuktikan (Y, t") adalah ruang topologi-tri pada himpunan fuzzy
Aksioma 1
1, dan 0y € 7}, 75, T5.Jadi, terbukti 0y € 7; dan 1y € 7; untuk i = 1,2, 3.
Aksioma 2
JikaA,B €t;,makaANB € rt;untuki = 1,2,3.
Pada 77: Gabungan yang mungkin adalah 1, N yg,; = xqy, Oy N xpy = Oy, dan
Xa N Xy = Xy Semua hasil ini berada dalam 73, jadi kondisi ini terpenuhi.
Pada 7;: Gabungan yang mungkin adalah 1y N ¥y = Xy, Oy N Xy = Oy, dan
Xy N Xy = Xqwy- S€Mua hasil ini berada dalam 3, jadi kondisi ini terpenuhi.
Pada 75: Gabungan yang mungkin adalah 1y N g3 = Xy Oy 0 Xy = Oy, Xy N
X = X o Iy n Xuv) = Xuv)p Oy N Xuvy = Oy , Xy N Xupy = Xy dan
Xeg N Xuwy = 1y
Aksioma 3
Jika A € t; untuki =1,2,3, maka 1x\A4 € ;.
Padati: 1x\ Xy @dalah himpunan fuzzy yang hanya memiliki keanggotaan di
elemen selain u, yang sesuai dengan definisi dari elemen dalam z,,. Jadi, kondisi
ini terpenuhi.
Pada tj: 1y \ Xy adalah himpunan fuzzy yang hanya memiliki keanggotaan di
elemen selain v, yang juga berada dalam t,. Jadi, kondisi ini terpenuhi.
Pada Ts: 1y \ X,y @dalah himpunan fuzzy yang hanya memiliki keanggotaan di
elemen selain u dan v, yang sesuai dengan definisi dari elemen dalam 5. Jadi,

kondisi ini terpenuhi.
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Karena ketiga kondisi terpenuhi untuk (X, t"), maka (X, t") adalah ruang topologi-
tri pada himpunan fuzzy.
untuk 74, 75,73 € IX dan 7,1, 740 € IV fungsi f: ¥ - [ didefinisikan sebagai
berikut:

70 = X

10wy = X

f ) = X

f71(0y) = 0x

fay) = Ik
Akan diperiksa prapeta dari setiap himpunan fuzzy terbuka-tri pada Y adalah
himpunan fuzzy terbuka-tri pada X:
Prapeta y ¢,
f ‘1()({u}) = X{p) Yang merupakan himpunan fuzzy terbuka-tri pada X.
Prapeta y ¢
f ‘1()({,,}) = X{q) Yang merupakan himpunan fuzzy terbuka-tri pada X.
Prapeta y (1)
f ‘1()({%,,}) = X{p.q) Yang merupakan himpunan fuzzy terbuka-tri pada X.
Prapeta 0,

f~1(0y) = 0x yang merupakan himpunan fuzzy terbuka-tri pada X.

Prapeta 1,

f~1(1y) = 1x yang merupakan himpunan fuzzy terbuka-tri pada X.
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Karena prapeta dari setiap himpunan fuzzy terbuka-tri pada Y adalah himpunan
fuzzy terbuka-tri pada X, maka fungsi f terbukti sebagai fungsi fuzzy tri kontinu.
Dengan demikian, fungsi f adalah fungsi fuzzy tri kontinu karena setiap prapeta
dari himpunan fuzzy terbuka-tri pada Y adalah himpunan fuzzy terbuka-tri pada X.
Teorema 4.1 (Ranu Sharma, dkk, 2018)

Diberikan Fungsi f: (X, ty, 15, 73),~ (Y, 7}, 75, 75") adalah dua ruang topologi-
tri pada himpunan fuzzy, dan f: I* — [” adalah fungsi fuzzy tri kontinu jika dan
hanya jika prapeta dari setiap himpunan fuzzy terbuka-tri di Y adalah himpunan
fuzzy terbuka-tri X.

Bukti:

(=) Jika f fungsi fuzzy tri kontinu, maka akan dibuktikan prapeta dari
setiap himpunan fuzzy terbuka-tri di Y adalah himpunan fuzzy terbuka-tri
di X.

Karena f fungsi fuzzy tri kontinu berdasarkan definisi 1, — y; himpunan
fuzzy tertutup-tri di Y, karena fungsi fuzzy tri kontinu di X maka
Ay —x) = Te— 70w
1x — f~Y(x;) merupakan himpunan fuzzy tertutup-tri di X, sehingga
f~Y(x2) himpunan fuzzy terbuka-tri. Jadi terdapat fL:¥ - X
sedemikian sehingga untuk setiap himpunan fuzzy terbuka-tri di Y.
Memiliki pasangan dari f~! yang merupakan himpunan fuzzy terbuka-tri

di X.
Jadi, terbukti jika f fungsi fuzzy tri kontinu, maka prapeta dari setiap

himpunan fuzzy terbuka-tri di Y adalah himpunan fuzzy terbuka-tri di X
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(<) Jika prapeta dari himpunan fuzzy terbuka-tri di Y adalah himpunan fuzzy
terbuka-tri X maka akan dibuktikan f fungsi fuzzy tri kontinu
Asumsikan f~1(x,) himpunan fuzzy terbuka-tri di X untuk setiap himpunan fuzzy
terbuka-tri y, di Y, Misalkan y, himpunan fuzzy terbuka-tri di ¥ maka 1, — y,
Komplemen dari y, himpunan fuzzy terbuka-tri di Y.
Berdasarkan asumsi, maka berlaku bahwa

Ay =xa) = Ix = ()
1x — £ *(x,) himpunan fuzzy terbuka-tri di X dan komplemennya f~1(x,) juga
himpunan fuzzy terbuka-tri di X.
Dengan demikian terbukti jika f: I* — I adalah fungsi fuzzy tri kontinu jika dan
hanya jika prapeta dari setiap himpunan fuzzy terbuka-tri di Y adalah himpunan
fuzzy terbuka-tri X.
Teorema 4.2 (Ranu Sharma, dkk, 2018)
Misalkan (X,7,, 7, 73) dan (Y,7y, 7'5,7'3) dua ruang topologi-tri pada
himpunan fuzzy. Maka, f: 1% — I' adalah fungsi fuzzy tri kontinu jika dan hanya
jika f ~1(x,) adalah himpunan fuzzy tertutup-tri di X, di mana y,, adalah himpunan
fuzzy tertutup-tri di Y.
Bukti:
(-) Jika f fungsi fuzzy tri kontinu maka akan dibuktikan f~1(y,) adalah
himpunan fuzzy tertutup-tri di X, di mana y, adalah himpunan fuzzy tertutup-tri di
Y.
Misalkan f fungsi fuzzy tri kontinu, dan y, adalah himpunan fuzzy tertutup-tri di
Y. Berdasarkan definisi fungsi fuzzy tri kontinu, prapeta dari setiap himpunan fuzzy

terbuka-tri di Y adalah himpunan fuzzy terbuka-tri di X karena y, himpunan fuzzy
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tertutup-tri, maka komplemennya 1 — y, adalah himpunan fuzzy terbuka-tri di Y.
Berdasarkan definisi, sehingga

F Ay —x) = Ix — 7 (Xa)
adalah himpunan fuzzy terbuka-tri di X. Oleh karena itu, 1y — f~*(x,) adalah
komplemen dari f~1(x,) , yang berarti bahwa f~*(y,) adalah himpunan fuzzy
tertutup-tri di X.
Sehingga, terbukti bahwa jika f fungsi fuzzy tri kontinu maka f~1(y,) adalah
himpunan fuzzy tertutup-tri di X, di mana y, adalah himpunan fuzzy tertutup-tri di
Y.
(<) Jika f~1(x,) adalah himpunan fuzzy tertutup-tri di X, di mana y, adalah
himpunan fuzzy tertutup-tri di Y maka akan dibuktikan f fungsi fuzzy tri kontinu
Diasumsikan bahwa prapeta dari setiap himpunan fuzzy tertutup-tri di Y adalah
himpunan fuzzy tertutup-tri di X. Akan dibuktikan f adalah fungsi fuzzy tri
kontinu.
Misalkan y, adalah himpunan fuzzy terbuka-tri di Y. Komplemen dari y,, yaitu
1, — x, adalah himpunan tertutup fuzzy tri di Y. Dengan asumsi, prapeta dari 1, —
Xe o Yaitu 71y — ) = 1x — £ 1 (x,), adalah himpunan tertutup fuzzy tri di X,
yang berarti bahwa f~1(y,) adalah himpunan fuzzy terbuka-tri di X.
Sehingga, f adalah fungsi fuzzy tri kontinu.
Dengan demikian, terbukti jika f fungsi fuzzy tri kontinu jika dan hanya jika
f~Y(xq) adalah himpunan fuzzy tertutup-tri di X, di mana y, adalah himpunan
fuzzy tertutup-tridi Y.

Teorema 4.3 (Ranu Sharma, dkk, 2018)
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Misalkan (X, 74, 7, 73) dan (Y, ©'4, t'5,7'3) dua ruang topologi-tri pada
himpunan fuzzy. Maka, f: 1% — IY adalah fungsi fuzzy tri kontinu jika dan hanya
jika f(cl(x) < cl(F(x), VYaa < T
Bukti:
(-) Jika f:I¥ - [¥ adalah fungsi fuzzy tri kontinu maka f(cl(xy)) <
c(f)) Vo < Tx
Misalkan f:1¥ — IY adalah fungsi fuzzy tri kontinu. Berdasarkan sifat fungsi
fuzzy tri kontinu, apabila y; € X, maka f(x;) €Y adalah himpunan fuzzy
tertutup-tri. Berdasarkan teorema 4.2 pra peta £~ dari tri-closure suatu himpunan
fuzzy, yaitu

tri —cl(A) = cl1(A) N cl,(A) ncl3(A4)
dengan cl; (A)menyatakan closure dari A dalam topologi z; untuk i = 1,2,3 juga
merupakan himpunan fuzzy tri-tertutup di X. Oleh karena itu, hubungan antara

prapeta dan kontinuitas adalah
ft (tri — cl(f()(l))) 2 tri—cl(f(xp)
Untuk setiap f(x;) € X, maka f‘l(f()(l)) 2 y2, yang memberikan hubungan

antara tri —cl dari f(x;) dan prapetanya. Karena X,lgf‘l(f()(ﬂ)) maka

didapatkan:

tri — cl (f-l (tri- cl(f()(l)))) = f(tri = cl(f () - (D)
Diketahui bahwa relasi fuzzy antara f(x;) dan tutupannya adalah
fOr) < tri = cl(f (X))
Karena x; < f~*(f (x)) maka juga berlaku x; < £~ (tri = cl(f (x)))

Dengan menggunaka persamaan 1, diperoleh bahwa
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tri — cl(f(xy)) < tri —cl (f‘l (tri — cl(ng)))) =f1 (tri — cl(fQ(,l)))
Dari persamaan diatas dapat disimpulkan bahwa

f (tri — cl(f()(,l))) < tri —cl(f(xn)
Karena fungsi f tetap dalam urutan fuzzy pada tutupan dari setiap himpunan y;,
maka dapat disimpulkan bahwa f adalah fungsi fuzzy tri kontinu.

Jadi, terbukti jika f:1¥ — [Y adalah fungsi fuzzy tri kontinu maka f(cl(xz)) <

cl(fGr)) Vo < Tx

() Jdika f(cl(x) < cl(F (x))Vxa < Tx maka f:1¥ - I¥ adalah fungsi fuzzy
tri kontinu

Asumsikan ys merupakan himpunan fuzzy tertutup-tri di Y, sehingga tri —
cl(xs) = xs. Artinya, tutupan fuzzy tri dari ys adalah dirinya sendiri yang
merupakan sifat dasar dari himpunan tertutup.

Pra peta dari ys di X, yaitu f~'(xs) < 1 x berdasarkan asumsi

ftri = cl(f~(s)) < tri— el (F(F(xs))) < tri = cl(xs) = x5.
Dari sifat f~1(s) yang diberikan oleh tutupan fuzzy disimpulkan
tri —cl(f*(xs)) < f(xs)
Karena relasi antara tutupan fuzzy dan himpunan itu tetap berlaku sehingga dapat
disimpulkan bahwa
tri —cl(f*(xs)) = £ (xs)
dan f~1(xs) adalah himpunan fuzzy tertutup-tri di X.
Berdasarkan teorema 4.2, karena f ~(ys) adalah himpunan fuzzy tertutup-tri maka

f adalah fungsi fuzzy tri kontinu.
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Jadi, terbukti jika f:1¥ — IY adalah fungsi kontinu fuzzy tri maka f(cl(xz)) <

cdl(fOIVaa < Ty,

Dengan demikian, terbukti jika f:1¥ — I adalah fungsi fuzzy tri kontinu jika dan

hanya jika f(cl(x2)) < cl(f(xa)), Yxa < Tx.

Teorema 4.4 (Ranu Sharma, dkk, 2018)

Misalkan (X, 74, 75 t5) dan (Y, t'y, 75 7'5) dua ruang topologi-tri pada

himpunan fuzzy. Maka, f:I* — I adalah fungsi fuzzy tri kontinu jika dan hanya

jikatri—cl (f1(x) < fH(eri—cl(xp), Vxa < Ty

Bukti:

(-) Jika f: I* —> IY adalah fungsi fuzzy tri kontinu maka akan dibuktikan tri —

cl (f 7)) < fH(tri = cl()) Vaa < Ty

Misalkan f:1¥ — IY adalah fungsi fuzzy tri kontinu. Berdasarkan definisi fungsi

fuzzy tri kontinu jika y; adalah himpunan fuzzy tertutup-tri di Y, maka prapetanya

yaitu f~1(x;) juga himpunan fuzzy tertutup-tri di Y. Berdasarkan teorema 4.2

prapeta f‘l(tri — cl()(;t)) adalah himpunan fuzzy tertutup-tri di X berlaku

persamaan

tri — cl(f~1(tri — cl(x)) = £ (eri — cl(xp) - (1)

karena tri — cl(y;) < Vyx; maka prapeta dari tutupan memenuhi
fHri—cl(e)) < 71O

Selanjutnya berdasarkan persamaan (1)

tri — cl(f~Y(tri — cl(xy)) < tri —cl(F "1 ((x))
yang menunjukkan bahwa relasi urutan fuzzy tri tutupan berlaku antara prapeta dari

tri tutupan dan tutupan langsung dari prapeta.
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Jadi, terbukti jika f:I*¥ — IY adalah fungsi fuzzy tri kontinu maka tri —

Al (f7* () < 7 (eri— cl(x), Vaxa < Ty

(<) Jdika tri—cl (F72()) < fHtri—cl(x)), Vxa < Ty maka akan
dibuktikan f:I* — IY adalah fungsi fuzzy tri kontinu.
Asumsikan jika tri—cl (f71(x2) < fH(tri — cl(x),Vxa < Ty maka
f:1¥ - I adalah fungsi fuzzy tri kontinu. dan misalkan ys adalah sembarang
himpunan fuzzy tertutup-tri di Y sehingga tri —cl(ys) = xs di mana ys
himpunan fuzzy tertutup-tri di Y. Berdasarkan asumsi berlaku
f(eri = cl(xs)) < tri—cl(f 1 (xs))

Karena tri — cl(ys) = xs, maka

fH(eri—cl(xs)) = £~ (xs)
Oleh karena itu, didapatkan

fH(es) < tri—cl(f ' (xs))
Namun, dalam fuzzy selalu berlaku cl(f‘l()(5)) < f~1(xs) maka disimpulkan

tri — cl(F () = £~ (o) -
karena f~1(xs) adalah fuzzy tertutup-tri di X. Akibatnya, berdasarkan Teorema
4.1, f adalah fungsi fuzzy tri kontinu.
Jadi, terbukti jika f:1¥ — IY adalah fungsi fuzzy tri kontinu maka tri —
e (f () < fH(eri —cl(x)) Y < Ty

Dengan demikian terbukti, jika f: 1X — IY adalah fungsi fuzzy tri kontinu jika dan

hanya jika tri — cl (f71(x) < 71 (tri — cl(xp)), Vxa < 1y
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4.2 Integrasi Ijtihad dengan Topik

Manusia diberi anugerah akal untuk terus mencari ilmu, memahami
fenomena alam, dan berinovasi sebagai bentuk tanggung jawab terhadap potensi
intelektual yang telah diberikan oleh Sang Pencipta. Dalam Al-Qur'an, upaya untuk
terus belajar dan memahami kehidupan dianjurkan sebagai cara untuk mengenal
kebesaran Tuhan, sebagaimana tercermin dalam alam semesta dan keteraturannya.
Penelitian, eksplorasi ilmiah, dan inovasi adalah bagian dari tugas manusia untuk
menggali hikmah di balik penciptaan, tidak hanya untuk memenuhi kebutuhan
hidup, tetapi juga untuk menemukan jawaban dari persoalan yang kompleks.

Pencarian ilmu dan pemahaman mendorong manusia untuk memperkaya
wawasan, meningkatkan kemampuan adaptasi terhadap perubahan, dan
memberikan kontribusi bagi kemajuan umat. Sebagai khalifah di bumi, manusia
dituntut untuk mengembangkan ilmu pengetahuan yang dapat membawa manfaat,
baik dalam kehidupan sosial maupun teknologi, sebagai wujud syukur atas potensi
yang dimiliki dan sebagai cara untuk terus mendekatkan diri kepada-Nya melalui
ilmu yang benar dan bermanfaat. Pada bab sebelumnya telah dibahas mengenai
konsep ijtihad.

Pada bab ini akan dibahas lebih lanjut tentang konsep ijtihad menemukan

pengetahuan baru. Sebagaimana firman Allah SWT dalam QS. Al-Ankabut:20

58 e s 8 e B b)Y sl 1 B UG T G gl o3 8 g o
(Kementrian Agama, 2022)
Artinya: "Katakanlah: Jelajahi bumi, kemudian lihatlah bagaimana Allah memulai

penciptaan, kemudian Allah akan mengulangi penciptaan itu. Sesungguhnya Allah
Maha Kuasa atas segala sesuatu. ”
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Menurut Iman Al-Qurtubi tafsir al-quran tersebut berbunyi, Katakanlah,
wahai Rasul, kepada orang-orang yang mendustakan itu, "Berjalanlah kalian di
muka bumi, dan perhatikanlah bermacam-macam makhluk ciptaan Allah yang ada
di dalamnya. Dan lihatlah bekas orang-orang sebelum kalian yang ada di sana,
setelah mereka mati dan rumah-rumah mereka kosong dari mereka. Ketahuilah
bahwa Allah akan mengembalikan itu semua dengan kekuasaan-Nya di akhirat
nanti dengan kebangkitan, yaitu penciptaan kembali. Begitu pula keadaan kalian.
Sesungguhnya Allah sangat sempurna kekuasaan-Nya atas segala sesuatu. Ayat
suci ini memerintahkan para ilmuwan untuk berjalan di muka bumi guna
menyingkap proses awal penciptaan segala sesuatu, seperti hewan, tumbuhan dan
benda-benda mati. Sesungguhnya bekas-bekas penciptaan pertama terlihat di antara
lapisan-lapisan bumi dan permukaannya. Maka dari itu, bumi merupakan catatan
yang penuh dengan sejarah penciptaan, mulai dari permulaannya sampai sekarang.

Dalam konteks ini, tafsir yang diberikan oleh Al-Qurtubi dapat
diintegrasikan dengan konsep-konsep ilmiah yang sedang berkembang, seperti
dalam kajian matematika dan topologi, yang membahas hubungan antar ruang
dalam konteks kekontinuan dan perubahan. Sebagai contoh, konsep ruang topologi
yang digunakan dalam matematika dapat dianalogikan dengan pemahaman
terhadap keberadaan dan keterkaitan antar makhluk yang ada di bumi. Seperti
halnya dalam teori ruang topologi, segala elemen di dalamnya (baik itu titik,
himpunan, maupun fungsi) saling terkait dan berinteraksi dalam sebuah struktur
yang koheren. Begitu pula, penciptaan dan kehidupan makhluk Allah di bumi ini
tidaklah terlepas dari hubungan dan interaksi yang terus berlangsung, baik dalam

dunia fisik maupun spiritual.
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Dalam kajian matematika modern, teori himpunan fuzzy yang diterapkan
dalam ruang topologi-tri yakni ruang yang terdiri dari tiga elemen atau lebih—dapat
mengilustrasikan dinamika ini. Himpunan fuzzy ini memungkinkan penilaian
terhadap objek yang tidak pasti, atau memiliki banyak kemungkinan status dalam
satu waktu yang bersamaan, mencerminkan keadaan yang berlapis-lapis dan tidak
dapat dipisahkan. Konsep ini sangat relevan dengan pemahaman bahwa penciptaan
dunia ini dan kebangkitan kembali adalah proses yang tidak selalu linier dan penuh
dengan ketidakpastian, sebagaimana yang bisa dipahami dalam berbagai penafsiran
terhadap fenomena alam yang ada. Oleh karena itu, dalam mempelajari fenomena
kebangkitan ini, tidak hanya dibutuhkan kajian tentang perubahan dalam dimensi
fisik, tetapi juga pemahaman tentang dimensi kontemplatif yang lebih dalam, yang
mampu menjelaskan transisi dari satu keadaan ke keadaan lainnya dalam ruang dan
waktu.

Ketika diterapkan pada skripsi yang membahas kekontinuan fungsi fuzzy di
ruang topologi-tri, hal ini membuka wawasan tentang bagaimana matematika dapat
digunakan untuk menggambarkan perubahan yang tidak terhingga atau yang lebih
kompleks dalam penciptaan dan kehidupan. Ruang topologi-tri yang dipadukan
dengan konsep fuzzy, berfokus pada ketidakpastian dan variasi dalam elemen-
elemen ruang yang berinteraksi. Dalam hal ini, kita bisa melihat adanya persamaan
antara ketidakpastian dalam kehidupan manusia, penciptaan yang terjadi dengan
penuh rahasia, dan kebangkitan kembali yang dijanjikan oleh Allah di akhirat.
Fungsi fuzzy dalam konteks ini dapat menjadi alat yang sangat efektif untuk
memodelkan ketidakpastian yang ada dalam ruang waktu baik dalam sains, maupun

dalam dimensi spiritual yang lebih luas, sesuai dengan perspektif tafsir Al-Qurtubi.
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Selain itu, QS. Al-Bagarah (2): 269, yang menyatakan,

AT el 18 LA o g il op 2SHT g
(Kementrian Agama, 2022)
Artinya: "Dia memberikan hikmah kepada siapa yang Dia kehendaki.

Barangsiapa yang diberikan hikmah, sungguh ia telah diberi kebaikan yang
banyak."

Menurut Ibnu Katsir, Allah memberikan hikmah kepada siapa pun yang
dikehendaki-Nya. Hikmah di sini merujuk pada kebijaksanaan dan pengetahuan
yang diberikan Allah kepada hamba-hamba-Nya, yang dengan hikmah tersebut
mereka mampu membedakan antara yang benar dan yang salah, serta mampu
membedakan antara bisikan setan dan ilham dari Allah. Alat untuk mencapai
hikmah ini adalah akal yang sehat dan cerdas, yang digunakan untuk memahami
sesuatu berdasarkan bukti dan dalil, serta mampu melihat kebenaran dari suatu hal.

Orang yang telah mendapatkan hikmah seperti itu memiliki kemampuan
untuk membedakan mana janji Allah dan mana godaan setan. Mereka mempercayai
janji Allah dan menjauhi godaan setan. Allah menegaskan bahwa orang yang
memperoleh hikmah dan pengetahuan ini telah mendapatkan kebaikan yang sangat
besar, baik di dunia maupun di akhirat. Orang-orang seperti ini tidak terpengaruh
olen bisikan setan dan menggunakan seluruh potensi indra, akal, serta
pengetahuannya untuk mengenali mana yang baik dan mana yang buruk,
membedakan petunjuk dari Allah dan bujukan setan, lalu berserah diri sepenuhnya
kepada Allah. Di akhir ayat, Allah memuji orang-orang yang mau berpikir dan
menggunakan akal sehat. Mereka selalu waspada, memahami apa yang bermanfaat,

dan mampu membawa mereka menuju kebahagiaan di dunia dan akhirat.
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Ayat ini memberi dorongan bahwa ilmu merupakan anugerah yang
mengandung hikmah bagi kehidupan. Penelitian fungsi kontinu fuzzy ini, melalui
pendekatan ijtihad, adalah bentuk pencarian hikmah untuk mengembangkan
pemahaman yang lebih dalam.

Ayat ini mengajarkan bahwa ilmu yang benar adalah ilmu yang mengandung
kebaikan. Melalui penelitian pada fungsi kontinu fuzzy di ruang topologi-tri,
peneliti berusaha menemukan hikmah dalam matematika, yang bisa menjadi
landasan bagi aplikasi-aplikasi lain dalam kehidupan. Hal ini menunjukkan
bagaimana setiap penemuan baru dalam ilmu dapat membawa kebaikan yang luas,
sesuai makna QS. Al-Bagarah (2): 269. Semangat mencari ilmu ini menjadi
motivasi besar bagi peneliti untuk terus menggali dan menginterpretasikan data
serta menemukan konsep-konsep baru yang aplikatif dan mendalam.

Dalam QS. Al-Kahfi (18): 109 disebutkan:
83 s W 5 g5 S0 of 45 21 38 o ctalT i, 2T 08§
(Kementrian Agama, 2022)
Artinya: "Katakanlah: Seandainya lautan menjadi tinta untuk menuliskan

kalimat-kalimat Tuhanku, maka akan habislah lautan itu sebelum kalimat-kalimat
Tuhanku habis ditulis, meskipun Kami datangkan tambahan sebanyak itu pula.”

Ibnu Katsir menjelaskan QS Al-Kahfi ayat 109 dengan menekankan
keagungan dan keluasan ilmu Allah yang tidak terbatas. Ayat ini menggambarkan
bahwa meskipun seluruh lautan di bumi dijadikan tinta untuk menuliskan kalimat-
kalimat Allah yang mencakup hikmah, pengetahuan, dan tanda-tanda kekuasaan-
Nya semua tinta itu tidak akan pernah cukup. Bahkan jika lautan tersebut ditambah
sebanyak itu pula, tetap saja tidak akan mampu memuat seluruh ilmu Allah. Dalam

tafsirnya, Ibnu Katsir menekankan bahwa ilmu Allah melampaui batas kemampuan



54

manusia untuk memahami atau mengukurnya. Melalui ayat ini, manusia diingatkan
akan keterbatasan mereka dan diajak untuk merenungi kebesaran Allah yang tak
terhingga. Tafsir ini mengajak umat untuk menyadari bahwa ilmu yang mereka
miliki hanyalah setitik kecil dari ilmu Allah yang tak terbatas, mendorong manusia
untuk tetap rendah hati dan bersyukur atas pengetahuan yang diberikan-Nya.

Ayat ini menandakan bahwa ilmu Allah sangatlah luas, dan manusia terus
dituntut untuk menggali ilmu sebanyak-banyaknya. Dengan inspirasi dari QS. Al-
Kahfi (18): 109, peneliti menyadari bahwa pengetahuan yang ia gali dalam fungsi
kontinu fuzzy hanyalah setitik dari luasnya ilmu Tuhan. Oleh karena itu, penelitian
ini dilakukan dengan kesadaran bahwa matematika hanyalah salah satu jalan kecil
menuju pemahaman atas keteraturan alam yang diciptakan-Nya.

Melalui ayat ini pula, kita belajar bahwa keterbatasan ilmu manusia tak harus
menghentikan upaya pencarian ilmu. Dalam penelitian ini, keterbatasan teori yang
ada justru menjadi motivasi untuk melakukan ijtihad dan menghasilkan gagasan

baru yang lebih relevan dengan konsep ruang topologi-tri.



BAB V

PENUTUP

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan pada Bab 1V, dapat disimpulkan kekontinuan fungsi fuzzy di ruang
topologi-tri sebagai berikut.

1. Padasuatu f: (X, 71, 75 73),— (Y, 71, T5,73') adalah dua Ruang Topologi-
Tri pada Himpunan Fuzzy, dan f: I* — [” adalah fungsi fuzzy tri kontinu
jika dan hanya jika prapeta dari setiap himpunan fuzzy terbuka-tri di Y adalah
fuzzy terbuka-tri X.

2. Padasuatu (X, 7y, 75, 73) dan (Y,7'y, 7’5, 7'3) dua Ruang Topologi-Tri pada
Himpunan Fuzzy. Maka, f:I1* — IY adalah fungsi fuzzy tri kontinu jika dan
hanya jika f~(x;) adalah fuzzy tertutup-tri di X, di mana y, adalah fuzzy
tertutup-tri di Y.

3. Pada suatu (X, 7y, 7, 73) dan (Y, 'y, 7’5 7'5) menjadi dua Ruang
Topologi-Tri pada Himpunan Fuzzy. Maka, f:1X — IY adalah fungsi fuzzy
tri kontinu jika dan hanya jika f(cl(x2)) < cl(f(x2)), Vxa < T«

4. Pada suatu (X, 7y, 75,73) dan (Y, 7'y, T 7'3s) menjadi dua Ruang
Topologi-Tri pada Himpunan Fuzzy. Maka, f:1*X — IY adalah fungsi fuzzy

tri kontinu jika dan hanya jika £ (tri — cl(x)) < cl(FO))Var < Ty
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5.2 Saran

Penelitian ini membuka kesempatan untuk mengembangkan metode baru dalam
analisis ruang topologi-tri fuzzy agar studi dalam bidang matematika topologi
semakin bervariasi. Selain itu, konsep fungsi fuzzy kontinu yang telah dibahas bisa
digunakan secara praktis, misalnya dalam bidang pengolahan citra, sistem kendali,
atau pemodelan data yang memerlukan pendekatan fuzzy untuk menangani data
yang tidak pasti. Oleh karena itu, disarankan agar penelitian selanjutnya melibatkan
kerja sama dengan bidang ilmu lain sehingga konsep topologi-tri fuzzy ini bisa

lebih bermanfaat.
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