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ABSTRAK 

 

Mahdavikia, Muhamad Mehdi. 2024. Sifat-Sifat Fungsi Primitif pada Integral 

Dunford. Skripsi. Program Studi Matematika Fakultas Sains dan Teknologi, 

Universitas Islam negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Dr. 

Elly Susanti, M. Sc. (II) Juhari, M.Si. 

 
Kata Kunci: Ruang Banach, Fungsi Primitif, Integral Dunford. 

 

Penelitian ini membahas sifat-sifat fungsi primitif pada integral Dunford dalam konteks 

ruang Banach dan ruang dual. Integral Dunford merupakan bentuk generalisasi integral 

Lebesgue yang digunakan dalam analisis fungsional, khususnya dalam operator linier. 

Fungsi 𝑓 terhadap ruang Banach 𝑋 dikatakan terintegral Dunford pada [𝑎, 𝑏] jika untuk 

setiap 𝑥∗ ∈ 𝑋∗, 𝑥∗(𝑓) terintegral Lebesgue. Penelitian ini menggunakan pendekatan studi 

pustaka untuk menganalisis definisi, sifat, dan teorema-teorema terkait fungsi primitif 

pada integral Dunford. Beberapa teorema terkait sifat-sifat fungsi primitif pada integral 

Dunford, menjadi dasar utama dalam pembahasan ini. Hasil penelitian menunjukkan 

bahwa fungsi primitif pada integral Dunford memiliki sifat aditif, kontinu, serta 

memenuhi syarat variasi terbatas dan kontinu mutlak dan generalisasinya.   
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ABSTRACT 

 

Mahdavikia, Muhamad Mehdi. 2024. Properties of Primitive Functions on Dunford 

Integral. Thesis. Department of Mathematics, Faculty of Science and 

Technology, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. 

Supervisor: (I) Dr. Elly Susanti, M. Sc. (II) Juhari, M.Si. 

 
Keywords: Banach Space, Primitive Function, Dunford Integral 

 

This research discusses the properties of primitive functions on Dunford integral in the 

context of Banach space and dual space. Dunford integral is a generalized form of 

Lebesgue integral used in functional analysis, especially in linier operators. A function 𝑓 

on  Banach space 𝑋 is said to be Dunford integrable on [𝑎, 𝑏] if for every 𝑥∗ ∈ 𝑋∗, 𝑥∗(𝑓) 

is Lebesgue integrable. This research using a literature study approach to analyze 

definitions, properties, and, theorems related to primitive functions on Dunford integral. 

Some theorems related to the properties of primitif functions on Dunford integral, become 

the main basis in this  discussion. The result show that primitive functions on Dunford  

integral are additive, continuous, and satisfy the conditions of bounded variation, absolute 

continuous and generalization. 
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البحث  مستخلص   
 

مهدي.   محمد  على  .  ۲۰۲٤مهدافيكيا،  بدائية  وظائف  قسم .   دانفورد إنسترالخصائص  العلمي.  البحث 
المشرفة:   ماالنج.  الحكومية  اإلسالمية  إبراهيم  مالك  موالنا  جامعة  والتكنولوجيا،  العلوم  الرياضيات، كلية 

 جوهري, الماجستير) ۲(د ، إ يلي سوسانتي ، الماجستيرة  )۱(
 

 دانفوردإنسترال الدالةالبدائية، فضاءالباناخ،: الكلمات المفتاحية
 

ناقش هذا البحث خصائص الدوال البدائية على تكامل دنفورد في سياق فضاء الباناخ وفضاء المزدوج. تكامل  
 دنفورد هو شكل معمم لتكامل ليبيج المستخدم في التحليل الوظيفي، وخاصة في المشغالت الخطية. يقال إن الدالة 

 𝑓 الباناخ فضاء  دنفورد  𝑋على  للتكامل  ,𝑎] عل قابلة  𝑏]لكل ,𝑥∗(𝑓), إذا كانت  𝑥∗ ∈ 𝑋∗   قابلة
للتكامل ليبيج. إستخدم هذا البحث نهج الدراسة األدبيات لتحليل التعريفات والخصائص والنظرية المتعلقة بالدوال  
دنفورد  تكامل  على  البدائية  الدوال  بخصائص  المتعلقة  النظريات  بعض  أصبحت  دنفورد.  تكامل  على  البدائية 
وتلبي   ومتصلة  دنفورد مضافة  تكامل  البدائية على  الدوال  أن  النتيجة  المناقشة. ظهرت  الرئيسي في هذه  األساس 

 .شروط التباين المحدود والمستمر المطلق والتعميم
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Pada abad ke-17, Isaac Newton dan Gottfried Wilhelm Leibniz 

mengembangkan kalkulus integral dan memberikan dasar untuk menghubungkan 

integral dengan turunan melalui teorema dasar kalkulus. Kalkulus integral 

didefinisikan sebagai cara untuk menghitung luas di bawah kurva suatu fungsi. 

Namun, definisi awal dari integral tidak sepenuhnya ketat dan fungsi 

matematikawan menghadapi masalah ketika berurusan dengan fungsi-fungsi yang 

memiliki diskontinu.  

Selanjutnya Bernhard Riemann, seorang matematikawan asal Jerman, 

memberikan definisi formal integral pada tahun 1854. Riemann mendefinisikan 

integral sebagai limit jumlah Riemann. Ia juga mencetuskan metode yang 

sederhana untuk mendefinisikan suatu integral yang dikenal sampai saat ini yaitu 

integral Riemann (Sinay, 2012). Lalu pada tahun 1894, Thomas Joannes Stieltjes 

memperkenalkan integral yang merupakan generalisasi dari integral Riemann dan 

dikenal dengan nama integral Riemann-Stieltjes. Dengan mengganti panjang 

subinterval dengan fungsi pengintegrasi, integral ini memungkinkan integrasi 

terhadap kelas fungsi yang lebih luas. Integral ini memiliki aplikasi yang luas, 

terutama dalam teori bilangan, teori probabilitas, dan analisis fungsional (Pirade 

dkk., 2017). Berjalannya waktu, Riemann memperkenalkan konsep yang dikenal 

dengan partisi Riemann yang merupakan konsep penting dalam teori integral 

Riemann yang memartisi atau membagi interval pada sumbu 𝑥 menjadi bagian-
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bagian kecil untuk mendefinisikan integral. Melalui pembagian ini, luas di kurva 

dapat dihitung sebagai limit dari jumlah total potongan-potongan yang dihitung 

pada setiap partisi.  

Henri Lebesgue pada tahun 1902 memperkenalkan partisi Lebesgue. 

Konsep ini berbeda secara mendasar dari partisi Riemann karena, alih-alih 

memartisi interval pada sumbu 𝑥, Lebesgue memartisi berdasarkan rentang nilai 

fungsi pada sumbu 𝑦. Pendekatan ini mampu mengatasi berbagai keterbatasan 

yang ada pada integral Riemann, terutama dalam menangani fungsi-fungsi yang 

tidak kontinu (Lesnussa dkk., 2012).  

Pada tahun 1957, dua matematikawan Jaroslav Kurzweil dan Ralph 

Henstock memperkenalkan integral Henstock yang juga dikenal sebagai integral 

Henstock-Kurzweil. Integral Henstock-Kurzweil menjadi generalisasi dari integral 

Riemann yang lebih kuat, sekaligus menawarkan solusi untuk beberapa fungsi 

yang tidak bisa diintegralkan menggunakan metode Riemann atau Lebesgue. Ide 

kunci dari integral Henstock-Kurzweil adalah memperkenalkan partisi yang 

disesuaikan secara halus yang disebut partisi gauge (Sinay, 2012).  

Lalu Edward James Mcshane matematikawan asal Amerika 

memperkenalkan partisi McShane yang merupakan dasar pengembangan integral 

McShane. Seperti partisi Riemann dan integral Henstock-Kurzweil, integral 

McShane didasarkan pada partisi interval yang dipertimbangkan. Namun partisi 

dalam integral McShane lebih fleksibel dibandingkan partisi yang digunakan 

Riemann. Seperti integral Riemann, integral McShane mendefinisikan sebagai 

limit dari jumlah McShane yang ditentukan berdasarkan partisi tertentu dari 

interval. 



3 

 

 

Pada paruh pertama abad ke-20, teori operator dan analisis fungsional 

menjadi bidang yang berkembang pesat, terutama karena pengaruh 

matematikawan seperti David Hilbert, Stefan Banach, dan John Von Neumann. 

Teori ini mempelajari operator linier pada ruang-ruang vektor berdimensi tak 

hingga dan berhubungan erat dengan persamaan diferensial, persamaan integral, 

serta teori kuantum. Dalam konteks ini muncul kebutuhan untuk mengembangkan 

teori spektrum dari operator linier, yang melibatkan studi tentang nilai-nilai 

spektrum. Teori spektrum membutuhkan metode integrasi yang bisa menangani 

fungsi dari operator dan di sini integral Dunford memerankan perannya (Solikhin 

& Aziz, 2022). 

Nelson Dunford matematikawan Amerika berhasil mengembangkan lebih 

lanjut teori integral di bidang analisis fungsional dengan menggunakan integral 

Dunford. Integral Dunford sangat berkontribusi dalam teori operator linier dan 

teori spektrum dan umumnya dikaitkan dengan integrasi dalam konteks operator 

dan merupakan alat penting dalam analisis fungsional, terutama dalam kajian 

operator pada ruang Banach dan Hilbert. Integral Dunford didefinisikan sebagai 

fungsi terukur lemah 𝑓: [𝑎, 𝑏] → 𝑋 sedemikian sehingga fungsi 𝑥∗𝑓 terintegral 

Lebesgue, maka fungsi tersebut dikatakan terintegral Dunford (Solikhin dkk., 

2020).  

Salah satu konsep yang sangat penting di analisis real adalah fungsi. Dan 

salah satu dari sekian banyak jenis fungsi adalah fungsi primitif. Konsep fungsi 

primitif pertama kali diperkenalkan oleh matematikawan asal Jerman, Gottfriend 

Leibniz dan Sir Isaac Newton dari Inggris pada awal abad ke-18. Mereka 
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memperkenalkan integral untuk memecahkan masalah berkaitan dengan 

menghitung luas daerah di bawah kurva tertentu.  

Fungsi primitif atau juga dikenal sebagai anti turunan, adalah fungsi yang 

memiliki turunan sama dengan fungsi yang diberikan. Fungsi primitif 

didefinisikan sebagai fungsi 𝐹 dikatakan sebuah fungsi primitif (anti turunan) dari 

fungsi 𝑓 pada selang 𝐼 jika 𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥), untuk setiap 𝑥 pada selang 𝐼. Kemudian 

dinotasikan 𝐹(𝑥) = 𝐴𝑥(𝑓) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 (Toheri, 2008). Pada awalnya, notasi anti 

turunan dinyatakan dengan 𝐴𝑥. Namun, dengan perkembangan saat ini lebih 

banyak digunakan notasi “integral” atau “ʃ” yang dicetuskan oleh Leibniz di atas, 

yang selanjutnya dikenal sebagai integral tak tentu.   

Pada penelitian terdahulu yang dilakukan oleh (Aziz dkk., 2021), 

dipaparkan bahwa setiap fungsi yang terintegral Dunford, maka fungsi primitifnya 

kontinu, kontinu mutlak, variasi terbatas, dan generalisasinya. Pada penelitian 

tersebut juga menunjukkan beberapa sifat lainnya dan syarat-syarat yang juga 

dipenuhi oleh fungsi primitif tersebut. Sehingga pada penelitian ini, akan 

dijelaskan lebih dalam lagi dan mengkajinya dengan judul “Sifat-Sifat Fungsi 

Primitif pada Integral Dunford”. 

Dalam Al-Qur’an Surat Ali Imron: 102, Allah berfirman: 

َ حَقَّ تُ قٓىتِه وَلََ تََوُْتُنَّ اِلََّ وَانَْ تُمْ مُّسْلِمُوْنَ  يَ ُّهَا الَّذِيْنَ آمَنُوا ات َّقُوا اللّٰٓ   ياآ
Artinya: 

“Wahai orang-orang yang beriman, bertakwalah kepada Allah dengan sebenar-

benar takwa kepada-Nya dan janganlah kamu mati kecuali dalam keadaan 

muslim.” (Q.S. Ali Imron:102)(Kemenag, 2019) 

 

Menurut firman Allah di atas, bahwa manusia dituntut untuk selalu bertakwa 

kepada Allah. Menurut Ali bin Abi Thalhah meriwayatkan dari Ibnu Abbas ia 
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berkata: “Ayat tersebut tidak dinasakh, tetapi yang dimaksud ‘takwa yang 

sebesar-besarnya’ adalah berjihad kepada Allah dengan tidak merasa takut 

terhadap celaan, berlaku adil meskipun terhadap diri mereka sendiri, orang tua dan 

anak-anak mereka.”. Dalam ayat di atas juga menjelaskan agar untuk tetap 

memeluk islam semasa masih hidup di dunia dan meninggal dalam keadaan masih 

memeluk agama islam (Al-Sheikh, 2004). 

Integral Dunford sebagai konsep matematis, mengharuskan adanya 

batasan-batasan tertentu pada fungsi yang akan diintegralkan agar hasil 

integralnya terdefinisi dengan baik. Batasan-batasan ini mirip dengan batasan-

batasan moral yang terdapat dalam konsep ketakwaan. Al-Qur’an memberikan 

batasan-batasan yang jelas tentang perilaku dan sikap seseorang yang bertakwa. 

Sama seperti integral Dunford yang hanya dapat dihitung jika memenuhi syarat-

syarat tertentu, seseorang hanya dapat dikatakan bertakwa jika seluruh tindakan 

dan perilakunya berada dalam batasan nilai-nilai ketakwaan yang telah ditetapkan 

oleh Allah. Baik integral Dunford maupun ketakwaan, keduanya menekankan 

pentingnya adanya batasan dan kriteria yang jelas untuk mencapai suatu tujuan, 

yaitu mendapatkan hasil yang valid dalam perhitungan integralnya dan mencapai 

kesempurnaan moral dalam kehidupan. 

Takwa sendiri memiliki arti selalu tunduk akan perintah-perintah Allah 

dan menjauhi segala larangan-larangan Allah. Dalam kaitan ini Allah berfirman 

pada Surah Al-Baqarah ayat 3: 

هُمْ يُ نْفِقُوْنَ     الَّذِيْنَ يُ ؤْمِنُ وْنَ بِالْغَيْبِ وَيقُِيْمُوْنَ الصَّلٓوةَ وَمَِّا رَزقَْ ن ٓ
Artinya: 
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“(yaitu) orang-orang yang beriman pada yang gaib, menegakkan salat, dan 

menginfakkan sebagian rezeki yang Kami anugerahkan kepada mereka.”(Q.S. 

Al-Baqarah:3)(Kemenag, 2019) 

 

Menurut Kitab Tafsir Ibnu Katsir (2004), orang beriman atau bertakwa adalah 

mereka yang mempercayai dan yakin dalam hati mereka kepada hal-hal yang 

gaib,  seperti Allah, surga, neraka, malaikat. Pada waktu yang sama, mereka 

beribadah kepada Allah dengan melakukan salat, dan mereka juga menginfakkan 

sebagian rezeki mereka yang bermanfaat yang telah dianugerahkan oleh Allah 

kepada mereka hanya untuk beribadah kepada Allah dan mencari ridho-Nya.  

Sangat jelas bahwa ayat di atas menjelaskan bahwa bertakwa memiliki 

batasan-batasan atau syarat-syarat tertentu agar seseorang bisa dikatakan orang 

yang bertakwa, sebagaimana suatu fungsi dikatakan terintegral Dunford pada 

[𝑎, 𝑏] memiliki batasan tertentu untuk dapat dinyatakan terintegral Dunford pada 

[𝑎, 𝑏]. 

 

1.2 Rumusan Masalah 

Dari uraian pada bagian latar belakang di atas, maka rumusan masalah 

pada penelitian ini adalah bagaimana sifat-sifat fungsi primitif pada integral 

Dunford. 

 

1.3 Tujuan Penelitian 

Dari uraian pada bagian rumusan masalah di atas, maka tujuan penelitian 

ini adalah untuk mengetahui sifat-sifat fungsi primitif pada integral Dunford. 
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1.4 Manfaat Penelitian 

Dari uraian tujuan penelitian di atas maka setelah melakukan penelitian 

diharapkan dapat memberikan manfaat sebagai berikut: 

1. Bagi Penulis 

Menambah wawasan serta menerapkan ilmu yang diperoleh mengenai 

sifat-sifat fungsi primitif pada integral Dunford. 

2. Bagi Pembaca 

Penelitian ini dapat dijadikan tambahan ilmu dan bahan materi tentang 

sifat-sifat fungsi primitif pada integral Dunford untuk mempelajari 

matematika, terutama dibidang analisis. 

3. Bagi Universitas 

Penelitian ini dapat menjadi referensi tambahan untuk Universitas Islam 

Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang, terutama pada bidang matematika. 

 

1.5 Batasan Masalah 

Agar penelitian ini tidak keluar dari topik pembahasan serta menghindari 

pembahasan secara luas maka diperlukan batasan masalah yang dibatasi pada 

berikut: 

1. Masalah yang dikaji yakni pembuktian sifat-sifat fungsi primitif pada 

integral Dunford. 

2. Sifat-sifat fungsi primitif yang dikaji yakni fungsi primitif kontinu, kontinu 

mutlak, variasi terbatas, dan generalisasinya. 
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BAB II 

KAJIAN PUSTAKA 

 

2.1 Teori Pendukung 

Pada bab ini akan menjelaskan terkait dasar-dasar teori untuk pembahasan 

selanjutnya, yang meliputi seminorm, ruang bernorma, ruang banach, ruang dual, 

fungsi kontinu, fungsi variasi terbatas, fungsi primitif, fungsi terukur, partisi 

Perron, integral Lebesgue, integral McShane dan integral Dunford. 

2.1.1 Seminorm 

Seminorm merupakan konsep dalam analisis fungsional, yang merupakan 

cabang matematika yang mempelajari ruang-ruang vektor topologi. Seminorm 

merupakan generalisasi dari konsep norm, akan tetapi memiliki sedikit 

perbedaan penting. Berikut akan dijelaskan definisi seminorm. 

Definisi 2.1 (Vasile I. Istratescu, 1981) 

Sebuah seminorm pada suatu ruang linier 𝐿 merupakan sembarang fungsi 

𝑝: 𝐿 → ℝ sedemikian sehingga 

(i). 𝑝(𝑥) ≥ 0 

(ii). 𝑝(𝑥 + 𝑦) ≤ 𝑝(𝑥) + 𝑝(𝑦)   (pertidaksamaan segitiga) 

(iii). 𝑝(𝛼𝑥) = |𝛼| 𝑝(𝑥) 

untuk semua 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿 dan 𝛼 ∈ 𝐾. Seminorm merupakan norma jika 𝑝(𝑥) = 0 

dan hanya jika 𝑥 = 0.  
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Definisi 2.2 (Rynne & Youngson, 2001) 

Misalkan 𝑋 merupakan ruang vektor. Fungsi 𝑝: 𝑋 → ℝ dikatakan seminorm 

pada 𝑋 jika memenuhi aksioma-aksioma sebagai berikut: 

(i). 𝑝(𝑥 + 𝑦) ≤ 𝑝(𝑥) + 𝑝(𝑦), 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋   (pertidaksamaan segitiga) 

(ii). 𝑝(𝛼𝑥) = |𝛼| 𝑝(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑋 , 𝛼 ∈ 𝔽. 

 

2.1.2 Ruang Bernorma 

Dalam matematika, ruang bernorma merupakan ruang vektor yang terdiri 

dengan fungsi norma. Norma adalah fungsi yang memetakan setiap elemen 

dalam ruang vektor ke bilangan real non-negatif, dan memiliki sifat-sifat tertentu 

yang membuatnya berguna untuk mengukur panjang dan ukuran elemen-elemen 

tersebut. Berikut akan dijelaskan terkait ruang bernorma. 

Definisi 2.3 (Rynne & Youngson, 2001) 

Sebuah ruang vektor 𝑉 dikatakan sebagai ruang bernorma apabila terdapat 

pemetaan fungsi norm 𝑉 ke bilangan riil tak negatif, ditulis ‖𝑣‖ untuk setiap 𝑣 ∈

𝑉 dan memenuhi aksioma berikut  

(i). ‖𝑣‖ ≥ 0, untuk setiap 𝑣 ∈ 𝑉 

(ii). ‖𝑣‖ = 0 jika dan hanya jika 𝑣 = 0, 

(iii). ‖𝛼𝑣‖ = |𝛼|‖𝑣‖, untuk setiap 𝑣 ∈ 𝑉 dan 𝛼 ∈ ℝ, 

(iv). ‖𝑢 + 𝑣‖ ≤ ‖𝑢‖ + ‖𝑣‖, untuk setiap 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉. 

Ruang vektor yang terdiri suatu norm disebut ruang bernorma (dinotasikan ‖∙‖). 

 

Contoh 2.1 

Untuk setiap 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) ∈ ℝ𝑛, didefinisikan 
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‖𝑥‖ = ∑ |𝑥𝑖|
𝑛

𝑖=1
, ∀𝑥 ∈ ℝ𝑛. 

Buktikan bahwa (ℝ𝑛, ‖∙‖) adalah ruang bernorma. 

Penyelesaian:  

Diambil 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑛 dan 𝛼 ∈ ℝ. 

(i). Akan ditunjukkan ‖𝑥‖ ≥ 0 

‖𝑥‖ = ∑ |𝑥𝑖|
𝑛

𝑖=1
= |𝑥1| + |𝑥2| + ⋯ + |𝑥𝑛| ≥ 0. 

Jadi, aksioma (i) terpenuhi. 

(ii). Akan ditunjukkan ‖𝑥‖ = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 0. 

⇒ jika ‖𝑥‖ = 0 maka 𝑥 = 0. 

Diketahui ‖𝑥‖ = 0 artinya, 

∑ |𝑥𝑖| = |𝑥1| + |𝑥2| + ⋯ + |𝑥𝑛| = 0
𝑛

𝑖=1
 

𝑥1 = 𝑥2 = ⋯ = 𝑥𝑛 = 0 

𝑥 = 0. 

⇐ jika 𝑥 = 0 maka ‖𝑥‖ = 0. 

Diketahui 𝑥 = 0, artinya 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = (0,0, … ,0). 

Sehingga dapat dituliskan 

‖𝑥‖ = ∑ |𝑥𝑖| = |𝑥1| + |𝑥2| + ⋯ + |𝑥𝑛| = |0| + |0| + ⋯ + |0| = 0.
𝑛

𝑖=1
 

Dengan demikian, aksioma (ii) terpenuhi. 

(iii). Akan ditunjukkan ‖𝛼𝑥‖ = |𝛼|‖𝑥‖. 

‖𝛼𝑥‖ = ∑ |𝛼𝑥𝑖| =
𝑛

𝑖=1
∑ |𝛼||𝑥𝑖| = |𝛼|

𝑛

𝑖=1
(∑ |𝑥𝑖|

𝑛

𝑖=1
) = |𝛼|‖𝑥‖. 

Jadi, aksioma (iii) terpenuhi. 
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(iv). Akan ditunjukkan ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖. 

‖𝑥 + 𝑦‖ = ∑ |𝑥𝑖 + 𝑦𝑖| = |𝑥1 + 𝑦1| + |𝑥2 + 𝑦2| + ⋯ + |𝑥𝑛 + 𝑦𝑛|
𝑛

𝑖=1
 

≤ |𝑥1| + |𝑦1| + |𝑥2| + |𝑦2| + ⋯ + |𝑥𝑛| + |𝑦𝑛| 

= |𝑥1| + |𝑥2| + ⋯ + |𝑥𝑛| + |𝑦1| + |𝑦2| + ⋯ + |𝑦𝑛| 

= ∑ |𝑥𝑖|
𝑛

𝑖=1
+ ∑ |𝑦1| =

𝑛

𝑖=1
‖𝑥‖ + ‖𝑦‖. 

Jadi, aksioma (iv) terpenuhi. 

Karena dari ke-4 aksioma terpenuhi, maka (ℝ𝑛, ‖∙‖) adalah ruang bernorma. 

 

Definisi 2.4 (Solikhin & Aziz, 2022) 

Diberikan dua ruang bernorma 𝑋 dan 𝑌. Fungsi 𝑓: 𝑋 → 𝑌 dikatakan kontinu di 

𝑥 ∈ 𝑋 jika untuk setiap bilangan 𝜀 > 0 dan ada bilangan 𝛿 > 0 sehingga jika 

𝑦 ∈ 𝑋 dan ‖𝑥 − 𝑦‖𝑋 < 𝛿 berakibat 

‖𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)‖𝑌 < 𝜀. 

Selanjutnya fungsi 𝑓 dikatakan kontinu pada 𝐴 ∈ 𝑋 jika 𝑓 kontinu di setiap 𝑥 ∈

𝐴. 

Setiap barisan konvergen di dalam ruang bernorma merupakan barisan 

Cauchy. Akan tetapi setiap barisan Cauchy di dalam ruang bernorma harus 

konvergen. Jika setiap barisan Cauchy di dalam ruang benorma adalah 

konvergen, maka ruang bernorma tersebut dikatakan lengkap. 

 

Definisi  2.5 (Christensen, 2010) 

Sebuah barisan {𝑣𝑘}𝑘=1
∞  pada ruang bernorma 𝑋 konvergen ke 𝑣 ∈ 𝑋 jika untuk 

setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝑁 ∈ ℕ sedemikian sehingga 𝑘 ≥ 𝑁 
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‖𝑣 − 𝑣𝑘‖ ≤ 𝜀 

yang artinya 

‖𝑣𝑘 − 𝑣‖ → 0 untuk 𝑘 → ∞ 

atau bisa ditulis 

𝑣𝑘 → 𝑣 untuk 𝑘 → ∞ 

atau 

𝑣 = lim
𝑘→∞

𝑣𝑘 . 

 

Definisi 2.6 (Christensen, 2010) 

Misalkan 𝑋 merupakan ruang bernorma. Barisan {𝑣𝑘}𝑘=1
∞  merupakan elemen 

dari 𝑋 disebut barisan Cauchy jika untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝑁 ∈ ℕ sehingga 

diperoleh 

‖𝑣𝑘 − 𝑣ℓ‖ ≤ 𝜀, di mana 𝑘, ℓ ≥ 𝑁. 

 

Teorema 2.1 (Solikhin & Aziz, 2022) 

Setiap barisan konvergen pada ruang bernorma 𝑋 merupakan barisan Cauchy. 

Bukti: 

Diambil barisan {𝑥𝑛} ⊂ 𝑋 konvergen ke 𝑥 ∈ 𝑋. Berarti untuk setiap bilangan 

𝜀 > 0 terdapat bilangan asli 𝑛0 sehingga untuk setiap 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ dengan 𝑚, 𝑛 ≥

𝑛0 berlaku 

‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ <
𝜀

3
 dan ‖𝑥𝑚 − 𝑥‖ <

𝜀

3
. 

Berakibat untuk setiap bilangan asli 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ dengan 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑛0 berlaku 

‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑚‖ = ‖𝑥𝑛 − 𝑥 + 𝑥 − 𝑥𝑚‖ 

≤ ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ + ‖𝑥 − 𝑥𝑚‖ 
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<
𝜀

3
+

𝜀

3
 

< 𝜀. 

Jadi, barisan {𝑥𝑛} ⊂ 𝑋 merupakan barisan Cauchy. 

 

Definisi 2.7 (Solikhin & Aziz, 2022) 

Ruang bernorma 𝑋 dikatakan lengkap jika barisan Cauchy di dalamnya 

konvergen. Ruang bernorma yang lengkap disebut ruang Banach. 

 

2.1.3 Ruang Banach 

Ruang Banach dinamai dari matematikawan bernama Stefan Banach asal 

Polandia. Ruang Banach merupakan salah satu struktur dalam analisis 

fungsional. Berdasarkan penjelasan pada bab ruang bernorma dijelaskan bahwa 

ruang Banach adalah ruang bernorma yang lengkap. Ini berarti bahwa setiap 

barisan Cauchy di dalamnya konvergen. Berikut akan dijelaskan ruang Banach. 

Definisi 2.8 (Zakir, 2015) 

Andaikan 𝑋 adalah ruang bernorma pada lapangan 𝐹. Ruang bernorma yang 

lengkap disebut ruang Banach. 

 

Definisi 2.9 (Christensen, 2010) 

Ruang bernorma 𝑋 dengan anggota setiap barisan Cauchy {𝑣𝑘}𝑘=1
∞  di 𝑋 

konvergen ke setiap 𝑣 ∈ 𝑋, disebut ruang Banach. 

 

Dari Definisi 2.9, maka ada dua persyaratan agar dapat disebut ruang Banach: 

(i). Setiap barisan Cauchy elemen di 𝑉 harus konvergen; 
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(ii). Batas barisan Cauchy harus elemen di 𝑋. 

 

2.1.4 Ruang Dual 

Dalam matematika, ruang dual juga disebut ruang konjugat atau ruang 

transposan dari ruang Banach 𝑋, dilambangkan dengan 𝑋∗, adalah ruang semua 

fungsional linier kontinu pada 𝑋. Fungsional linier pada 𝑋 adalah fungsi 𝑓: 𝑋 →

ℝ yang bersifat linier dan kontinu. Berikut akan dibahas definisi ruang dual. 

Definisi 2.10 (Solikhin & Aziz, 2022) 

Diketahui 𝑋 merupakan ruang benorma. Dual dari ruang bernorma 𝑋, ditulis 

dengan 𝑋∗ dengan ℝ sebagai lapangan dari ruang linier 𝑋. Jadi 𝑋∗ merupakan 

koleksi semua fungsional linier dan kontinu di 𝑋. 

 

Definisi 2.11 (Kreyszig, 1978) 

Misalkan 𝑋 ruang bernorma. Maka terdapat fungsi 𝑓: 𝑋 → ℝ yang merupakan 

himpunan semua fungsional linier terbatas pada 𝑋, yang memenuhi 

‖𝑓‖ = sup
𝑥∈𝑋
𝑥≠0

|𝑓(𝑥)|

‖𝑥‖
= sup

𝑥∈𝑋
‖𝑥‖=1

|𝑓(𝑥)|. 

 

Teorema 2.2 (Kreyszig, 1978) 

Ruang dual 𝑋∗ pada ruang bernorma 𝑋 merupakan ruang Banach 

Bukti:  

Akan ditunjukkan bahwa 𝑋∗ lengkap. Misalkan ℓ𝑚 adalah barisan Cauchy. 

Maka untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋 diperoleh 

|ℓ𝑛(𝑥) − ℓ𝑚(𝑥)| ≤ ‖ℓ𝑛 − ℓ𝑚‖‖𝑥‖. 
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Jadi ℓ𝑛(𝑥) merupakan barisan Cauchy. Misalkan  

ℓ(𝑥) = lim
𝑛→∞

ℓ𝑛(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝑋. 

Maka ℓ linier. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa ℓ terbatas. Karena |‖ℓ𝑛‖ −

‖ℓ𝑚‖| ≤ ‖ℓ𝑛 − ℓ𝑚‖, dan diketahui bahwa ‖ℓ𝑛‖ merupakan barisan Cauchy, 

sehingga 

|ℓ(𝑥)| ≤ sup
𝑛

‖ℓ𝑛‖‖𝑥‖ 

Dan ℓ terbatas. Demikian pula,  

|ℓ𝑛(𝑥) − ℓ(𝑥)| ≤ sup
𝑚≥𝑛

‖ℓ𝑛 − ℓ𝑚‖‖𝑥‖ 

Jadi, 

‖ℓ𝑛 − ℓ‖ ≤ sup
𝑚≥𝑛

‖ℓ𝑛 − ℓ𝑚‖ 

dan menunjukkan bahwa ℓ𝑛 → ℓ. 

 

Contoh 2.2 

Jika diberikan ruang Banach 𝑋 = 𝐿1. Tunjukkan bahwa dualnya 𝑋∗ = (𝐿1)∗ =

𝐿∞. 

Penyelesaian: 

Dual dari 𝑋 = 𝐿1 adalah 𝑋∗ = (𝐿1)∗ = 𝐿∞, yaitu 𝐿∞
∗ = 𝐿∞. 

Untuk setiap 𝑦 = {𝑦𝑛} ∈ 𝐿∞ dibentuk fungsional 𝑓𝑦 pada 𝐿1 oleh 

𝑓𝑦(𝑥) = ∑ 𝑥𝑛𝑦𝑛.

∞

𝑛=1

 

Diperoleh bahwa 𝑓𝑦 linier dan kontinu yaitu untuk sebarang 𝑥 = {𝑥𝑛}, 𝑧 =

{𝑧𝑛} ∈ 𝐿1 dan sebarang 𝑥 ∈ 𝑅 berlaku 
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𝑓𝑦(𝑥 + 𝑧) = ∑(𝑥𝑛 + 𝑧𝑛)𝑦𝑛

∞

𝑛=1

= 𝑓𝑦(𝑥) + 𝑓𝑦(𝑧) 

dan 

𝑓𝑦(𝑐𝑥) = ∑(𝑐𝑥𝑛)𝑦𝑛

∞

𝑛=1

= 𝑐𝑓𝑦(𝑥). 

Selanjutnya untuk setiap 𝑥 = {𝑥𝑛} ∈ 𝐿1 berlaku 

|𝑓𝑦(𝑥)| = |∑ 𝑥𝑛𝑦𝑛

∞

𝑛=1

| ≤ ‖𝑥‖1‖𝑦‖∞. 

Jadi setiap 𝑦 = {𝑦𝑛} ∈ 𝐿1 menentukan dengan tunggal fungsional linier kontinu 

𝑓𝑦 pada 𝐿1 atau 𝐿∞ ⊂ 𝐿1
∗ . 

 

2.1.5 Fungsi Kontinu 

Dalam bidang matematika, dijelaskan bahwa fungsi kontinu adalah 

fungsi yang perubahan secara kontinu pada variabel fungsi yang mengakibatkan 

perubahan kontinu pada nilai keluaran fungsi. Berikut ini akan dibahas fungsi 

kontinu. 

Definisi 2.12 (Susila, 2008) 

Misalkan 𝑓 didefinisikan pada suatu interval terbuka yang terdapat 𝑐. Fungsi 𝑓 

dikatakan kontinu di 𝑐, jika 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑐

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑐). 

 

Contoh 2.3 (Susila, 2008) 

Buktikan bahwa 𝑓(𝑥) =
𝑥2−1

𝑥−1
, 𝑥 ≠ 1, kontinu di titik 𝑥 = 3. 
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Penyelesaian:  

Akan dibuktikan lim
𝑥→3

𝑓(𝑥) = 𝑓(3). 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→3

𝑥2 − 1

𝑥 − 1
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→3

(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)

𝑥 − 1
= 𝑙𝑖𝑚

𝑥→3
𝑥 + 1 = 4. 

Di sisi lain,  

𝑓(𝑥) =
𝑥2 − 1

𝑥 − 1
 

𝑓(3) =
32 − 1

3 − 1
=

8

2
= 4. 

Jadi, terbukti bahwa 𝑓 kontinu di 𝑥 = 3. 

 

Teorema 2.3 (Susila, 2008) 

Misalkan 𝑓 dan 𝑔 kontinu di 𝑐, maka begitu juga 𝑘𝑓, 𝑓 + 𝑔, 𝑓 − 𝑔, 𝑓. 𝑔, 𝑓/𝑔 

(asalkan 𝑔(𝑐) ≠ 0), 𝑓𝑛 dan √𝑓𝑛
 (asalkan 𝑓(𝑐) > 0 jika 𝑛 genap). 

Bukti:  

Telah diketahui fungsi 𝑓 dan 𝑔 kontinu di 𝑐, maka 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑐

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑐) dan 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑐

𝑔(𝑥) = 𝑔(𝑐) sehingga 

(i). 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑐

(𝑘𝑓(𝑥)) = 𝑘 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑐

𝑓(𝑥) = 𝑘. 𝑓(𝑐), 𝑘 sebagai konstanta. 

(ii). 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑐

(𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑐

𝑓(𝑥) + 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑐

𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑐) + 𝑔(𝑐). 

(iii). 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑐

(𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑐

𝑓(𝑥) − 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑐

𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑐) − 𝑔(𝑐). 

(iv). 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑐

(𝑓(𝑥). 𝑔(𝑥)) = 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑐

𝑓(𝑥). 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑐

𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑐). 𝑔(𝑐). 

(v). 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑐

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
=

lim
𝑥→𝑐

𝑓(𝑥)

lim
𝑥→𝑐

𝑔(𝑥)
=

𝑓(𝑐)

𝑔(𝑐)
, syarat 𝑔(𝑥) ≠ 0. 

(vi). 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑐

(𝑓(𝑥))
𝑛

= (𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑐

𝑓(𝑥))𝑛 = {𝑓(𝑐)}𝑛. 
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(vii). 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑐

√𝑓(𝑥)𝑛 = √𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑐

𝑓(𝑥)𝑛 , dengan 𝑓(𝑥) > 0. 

 

Teorema 2.4 (Susila, 2008) 

Jika 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑐

𝑔(𝑥) = 𝐿 jika 𝑓 kontinu di 𝐿, maka 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑐

𝑓(𝑔(𝑥)) = 𝑓 (𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑐

𝑔(𝑥)) = 𝑓(𝐿). 

Fungsi komposit 𝑓 ∘ 𝑔 kontinu di 𝑐, apabila fungsi 𝑓 kontinu ke 𝑔(𝑐) dan 𝑔 

kontinu ke 𝑐. 

Bukti: 

Misalkan diketahui 𝜀 > 0. Karena 𝑓 kontinu pada 𝐿, maka terdapat 𝛿1 > 0 yang 

berpadanan sedemikian sehingga  

|𝑡 − 𝐿| < 𝛿1 ⇒ |𝑓(𝑡) − 𝑓(𝐿)| < 𝜀   

Sehingga  

|𝑔(𝑥) − 𝐿| < 𝛿1 ⇒ |𝑓(𝑔)𝑥)) − 𝑓(𝐿)| < 𝜀 

Tetapi karena 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑐

𝑔(𝑥) = 𝐿, untuk 𝛿1 > 0 yang diketahui, terdapat 𝛿2 > 0 yang 

berpadanan sedemikian sehingga  

0 < |𝑥 − 𝑐| < 𝛿2 ⇒ |𝑔(𝑥) − 𝐿| < 𝛿1 

Jika digabungkan dua fakta di atas, maka diperoleh  

0 < |𝑥 − 𝑐| < 𝛿2 ⇒ |𝑓(𝑔(𝑥)) − 𝑓(𝐿)| < 𝜀 

Ini menunjukkan bahwa  

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑐

𝑓(𝑔(𝑥)) = 𝑓(𝐿). 
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Definisi 2.13 (Susila, 2008) 

Fungsi 𝑓 kontinu kanan ke 𝑎 jika 𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑎+

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) dan kontinu kiri ke 𝑏 jika 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→𝑏−

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑏). fungsi 𝑓 dikatakan kontinu jika 𝑓 kontinu pada setiap titik 

dari interval. Fungsi 𝑓 kontinu pada [𝑎, 𝑏] jika kontinu pada (𝑎, 𝑏), kontinu 

kanan dan kontinu kiri masing-masing pada 𝑎 dan pada 𝑏.  

 

Berikut ini akan dibahas fungsi kontinu mutlak (𝐴𝐶), fungsi kontinu mutlak kuat 

(𝐴𝐶∗) dan generalisasinya. 

Definisi 2.14 (Aziz dkk., 2021) 

Misalkan fungsi 𝐹: [𝑎, 𝑏] → 𝑋 dengan ruang Banach 𝑋 dan 𝐴 ⊂ [𝑎, 𝑏]. Fungsi 𝐹 

dikatakan kontinu mutlak pada 𝐴, yang dilambangkan 𝐹 ∈ 𝐴𝐶(𝐴), jika untuk 

setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝛿 > 0 sehingga {(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)} merupakan barisan yang saling 

lepas pada interval [𝑎, 𝑏], 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 ∈ 𝐴 dan ∑ (𝑦𝑖 − 𝑥𝑖) < 𝛿,∞
𝑖=1  maka diperoleh  

∑‖𝐹(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)‖ =

∞

𝑖=1

∑‖𝐹(𝑦𝑖) − 𝐹(𝑥𝑖)‖𝑋 < 𝜀.

∞

𝑖=1

 

 

Definisi 2.15 (Aziz dkk., 2021) 

Misalkan 𝑋 merupakan ruang Banach dan fungsi 𝐹: [𝑎, 𝑏] → 𝑋. Sebuah fungsi 𝐹 

dikatakan kontinu mutlak generalisasi pada 𝐴 ⊂ [𝑎, 𝑏], dilambakan dengan 𝐹 ∈

𝐴𝐶𝐺(𝐴), jika terdapat barisan {𝑎𝑛} sehingga 

𝐴 = ⋃ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  dan 𝐹 ∈ 𝐴𝐶(𝑎𝑛), ∀𝑛. 
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2.1.6 Fungsi Variasi Terbatas 

Fungsi variasi terbatas merupakan fungsi bernilai real yang didefinisikan 

pada suatu interval dan memiliki total variasi yang terikat. Berikut ini akan 

dibahas fungsi variasi terbatas dan generalisasinya. 

Definisi 2.16 (Protter, 1998) 

Misalkan 𝐴 = {𝑥: 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏} menjadi interval dan 𝑓: 𝐴 → ℝ sebuah fungsi 

yang diberikan. Variasi 𝑓 atas 𝐴, dilambangkan dengan 𝑉𝑎
𝑏𝑓, adalah kuantitas 

𝑉𝑎
𝑏𝑓 = sup ∑|𝑓(𝑥𝑖) − 𝑓(𝑥𝑖−1)|,

𝑛

𝑖=1

 

di mana 𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < ⋯ < 𝑥𝑛 = 𝑏 pada 𝐴. Jika 𝑉𝑎
𝑏 terbatas, maka dapat 

dikatakan 𝑓 adalah variasi terbatas pada 𝐴. Jika 𝑓 bukan variasi terbatas, maka 

ditulis 𝑉𝑎
𝑏𝑓 = +∞. 

 

Contoh 2.4 

Diberikan fungsi 𝑓: [𝑎, 𝑏] → 𝐴 di mana 𝐴 = {𝑥: 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏}. Tunjukkan bahwa 

𝑉𝑎
𝑥𝑓 = 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎) untuk semua 𝑥 ∈ 𝐴. 

Penyelesaian: 

Misalkan 𝑥 ∈ 𝐴 dan misalkan Δ merupakan anggota bagian 𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < ⋯ <

𝑥𝑛−1 < 𝑥𝑛 = 𝑥. Maka diperoleh  

∑|𝑓(𝑥𝑖) − 𝑓(𝑥𝑖−1)|

𝑛

𝑖=1

 

= ∑[𝑓(𝑥𝑖) − 𝑓(𝑥𝑖−1)]

𝑛

𝑖=1

 

= 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎). 
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Karena hal di atas berlaku kesetaraan untuk setiap anggota bagian, maka berlaku 

juga supremum. Oleh karena itu 𝑉𝑎
𝑥𝑓 = 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎). 

 

Definisi 2.17 (Aziz dkk., 2021) 

Sebuah fungsi 𝐹 dikatakan variasi terbatas pada 𝐴 ⊂ [𝑎, 𝑏], dilambangkan 

bahwa 𝐹 ∈ 𝐵𝑉(𝐴), jika terdapat 𝑀 ≥ 0 sehingga untuk setiap barisan yang 

saling lepas pada interval {(𝑎𝑗 , 𝑏𝑗)}, ∀ 𝑎𝑗 , 𝑏𝑗 ∈ 𝐴 diperoleh 

∑‖𝐹(𝑏𝑗) − 𝐹(𝑎𝑗)‖
𝑋

∞

𝑗=1

≤ 𝑀. 

  

Definisi 2.18 (Aziz dkk., 2021) 

Misalkan 𝑋 merupakan ruang Banach dan fungsi 𝐹: [𝑎, 𝑏] → 𝑋. Sebuah fungsi 𝐹 

dikatakan variasi terbatas generalisasi pada 𝐴 ⊂ [𝑎, 𝑏], dilambakan dengan 𝐹 ∈

𝐵𝑉𝐺(𝐴), jika terdapat barisan {𝑎𝑛} sehingga 

𝐴 = ⋃ 𝑎𝑛
∞
𝑛=1  dan 𝐹 ∈ 𝐵𝑉(𝑎𝑛), ∀𝑛. 

 

2.1.7 Fungsi Primitif 

Fungsi primitif dalam kalkulus, menurut Newton dan Leibniz merupakan 

konsep yang merujuk pada antiturunan atau integral tak tentu dari suatu fungsi. 

Secara sederhana, fungsi primitif adalah fungsi yang turunan pertamanya sama 

dengan fungsi yang sedang dicari antiturunannya. Newton dan Leibniz 

mengembangkan kalkulus secara independen tetapi pendekatan mereka pada 

fungsi primitif yang berhubungan dengan teori integral. 
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Definisi 2.19 (Toheri, 2008) 

Fungsi 𝐹 dikatakan antiturunan dari 𝑓 pada selang 𝐴 ⊂ [𝑎, 𝑏] jika 𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

untuk semua 𝑥 pada 𝐴. 

 

Pada awalnya, notasi antiturunan dinyatakan dengan 𝐴𝑥, di mana 

𝐴𝑥[2𝑥] = 𝑥2 + 𝐶, 𝐴𝑥[𝑥2 − 2𝑥] =
1

3
𝑥3 − 𝑥2 + 𝐶. Akan tetapi, perkembangan 

saat ini lebih banyak menggunakan notasi integral atau ‘∫  ’ yang dicetuskan 

oleh Newton dan Leibniz. Notasi ini dapat dituliskan menjadi: 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹(𝑥) + 𝐶 

di mana 

𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥). 

Antiturunan di atas selanjutnya dikenal atau disebut sebagai integral  tak tentu. 

 

Definisi 2.20 (Lee, 2011) 

Suatu fungsi bernilai riil 𝑓 dikatakan terintegral Newton pada [𝑎, 𝑏], jika 

terdapat fungsi 𝐹 yang terdefinisi pada [𝑎, 𝑏] sehingga turunannya 𝐹′(𝑥) =

𝑓(𝑥), untuk setiap 𝑥 di [𝑎, 𝑏]. Fungsi 𝐹 disebut fungsi primitif 𝑓 pada [𝑎, 𝑏] 

sehingga ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎).
𝑏

𝑎
 

 

Definisi 2.21 (Lee, 2011) 

Suatu fungsi bernilai riil 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ dikatakan terintegral Riemann ke 𝑅𝑅 jika 

untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝛿 > 0 sehingga untuk setiap partisi 𝑃 lalu diberikan 
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{𝑎 =  𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛 = 𝑏} dan {𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑛}, memenuhi 𝑥𝑖−1 ≤ 𝑡1 ≤ 𝑥𝑖 dan 𝑥𝑖 −

𝑥𝑖−1 < 𝛿. 

|∑ 𝑓(𝑡𝑖)(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) − 𝑅𝑅

𝑛

𝑖=1
| < 𝜀. 

Integral dari 𝑓 pada [𝑎, 𝑏] diberikan oleh 𝑅𝑅 . 

Dari sifat integral Riemann, dijelaskan bahwa 𝐹 pada [𝑎, 𝑏] sehingga 𝐹(𝑥) =

(𝑅𝑅) ∫ 𝑓(𝛼)𝑑𝛼
𝑥

𝛼
 dan jika 𝑓 kontinu, maka 𝐹 merupakan fungsi primitif. 

 

2.1.8 Fungsi Terukur 

Pada subbab ini akan dipaparkan definisi fungsi terukur dan teorema-

teorema yang terkait. 

Definisi 2.22 (Russell A. Gordon, 1994) 

Sebuah fungsi 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ terukur jika 𝐴 ⊂ [𝑎, 𝑏] merupakan himpunan 

terukur dan untuk setiap bilangan real 𝑟, maka himpunan {𝑥 ∈ 𝐴: 𝑓(𝑥) > 𝑟} 

terukur. 

Berdasarkan definisi, domain dari suatu fungsi terukur harus merupakan  

sebuah himpunan terukur. Dan berdasarkan definisi di atas jelas bahwa fungsi 

kontinu dan fungsi monoton merupakan fungsi terukur. 

 

Teorema 2.5 (Solikhin & Aziz, 2022) 

Misalkan 𝐴 ⊂ [𝑎, 𝑏] merupakan himpunan terukur dan misalkan 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ. 

Maka pernyataan di bawah ini ekuivalen: 

(i). Untuk setiap bilangan real 𝑟, maka {𝑥 ∈ 𝐴: 𝑓(𝑥) > 𝑟} terukur. 

(ii). Untuk setiap bilangan real 𝑟, maka {𝑥 ∈ 𝐴: 𝑓(𝑥) ≥ 𝑟} terukur. 
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(iii). Untuk setiap bilangan real 𝑟, maka {𝑥 ∈ 𝐴: 𝑓(𝑥) < 𝑟} terukur. 

(iv). Untuk setiap bilangan real 𝑟, maka {𝑥 ∈ 𝐴: 𝑓(𝑥) ≤ 𝑟} terukur. 

Bukti: 

Diketahui fungsi 𝑓 terukur, maka 

{𝑥 ∈ 𝐴: 𝑓(𝑥) ≥ 𝑟} = ⋂ ({𝑥 ∈ 𝐴: 𝑓(𝑥) < 𝑟 +
1

𝑛
})

∞

𝑛=1

 

adalah terukur untuk setiap bilangan asli 𝑛. Sehingga (𝑖) → (𝑖𝑖). 

Karena {𝑥 ∈ 𝐴: 𝑓(𝑥) ≥ 𝑟} terukur, maka komplemennya adalah 

{𝑥 ∈ 𝐴: 𝑓(𝑥) < 𝑟}  

juga terukur, sehingga (𝑖𝑖) → (𝑖𝑖𝑖). 

Karena diketahui fungsi 𝑓 terukur, maka 

{𝑥 ∈ 𝐴: 𝑓(𝑥) ≤ 𝑟} = ⋂ ({𝑥 ∈ 𝐴: 𝑓(𝑥) > 𝑟 +
1

𝑛
})

∞

𝑛=1

 

adalah terukur untuk setiap bilangan asli 𝑛. Sehingga (𝑖𝑖𝑖) → (𝑖𝑣). 

Karena {𝑥 ∈ 𝐴: 𝑓(𝑥) ≥ 𝑟} terukur, maka komplemennya adalah 

{𝑥 ∈ 𝐴: 𝑓(𝑥) < 𝑟}  

juga terukur, sehingga (𝑖𝑣) → (𝑖). 

 

Definisi 2.23 (Schwabik & Guoju, 2005) 

Sebuah fungsi 𝑓: [𝑎, 𝑏] → 𝑋 dikatakan sederhana jika terdapat sebuah himpunan 

terukur 𝐴𝑚 ⊂ [𝑎, 𝑏], 𝑚 = 1, … , 𝑝 sehingga 

𝐴𝑚 ∩ 𝐴𝑙 = ∅ untuk  𝑚 ≠ 𝑙 

dan  
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[𝑎, 𝑏] = ⋃ 𝐴𝑚

𝑝

𝑚=1

 

Di mana 𝑓(𝑡) = 𝑦𝑚 ∈ 𝑋 untuk 𝑡 ∈ 𝐴𝑚, 𝑚 = 1, … , 𝑝, 

yang berarti 𝑓 konstan pada himpunan terukur 𝐸𝑚. 

Dinotasikan 𝒥(𝜇, 𝑋) merupakan koleksi semua fungsi sederhana pada 𝐼. 

Dan jelas bahwa 𝒥 merupakan ruang linier dan jika 𝑓 fungsi sederhana maka 

‖𝑓‖: [𝑎, 𝑏] → ℝ merupakan fungsi sederhana. 

 

Definisi 2.24 (Schwabik & Guoju, 2005) 

Diberikan 𝑓: [𝑎, 𝑏] → 𝑋 dikatakan terukur jika terdapat sebuah himpunan 

(𝑓𝑛), 𝑓𝑛 ∈ 𝒥, 𝑛 ∈ ℕ sehingga 

lim
𝑛→∞

‖𝑓𝑛(𝑡) − 𝑓(𝑡)‖𝑋 = 0 

untuk semua 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]. 

 

Definisi 2.25 (Schwabik & Guoju, 2005) 

Fungsi 𝑓: [𝑎, 𝑏] → 𝑋 dikatakan terukur lemah jika untuk setiap 𝑥∗ ∈ 𝑋∗ fungsi 

real 𝑥∗(𝑓): [𝑎, 𝑏] → ℝ terukur. 

 

2.1.9 Partisi Perron 

Partisi Perron adalah konsep dalam teori integral yang digunakan dalam 

proses penyempurnaan partisi untuk menghitung integral secara lebih tepat, 

terutama dalam integral Riemann dan generalisasinya seperti integral Riemann-

Stieltjes atau integral Lebesgue. Sebelum diuraikan partisi Perron terlebih 

dahulu dibahas 𝛿 − 𝑓𝑖𝑛𝑒. 
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Diketahui fungsi positif 𝛿: [𝑎, 𝑏] → ℝ. Diberikan sebuah partisi 𝐷 =

{𝑎 = 𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛 = 𝑏; 𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑛} pada [𝑎, 𝑏] yang memenuhi 

𝑡𝑖 − 𝛿(𝑡𝑖) < 𝑥𝑖−1 ≤ 𝛿𝑖 ≤ 𝑥𝑖 ≤ 𝑡𝑖 + 𝛿(𝑡𝑖), 

untuk setiap 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 dinamakan selang 𝛿 − 𝑓𝑖𝑛𝑒 pada [𝑎, 𝑏].  

 

Definisi 2.26 (Solikhin & Aziz, 2022) 

Diberikan 𝐷1, 𝐷2, … , 𝐷𝑛 interval yang saling lepas di dalam [𝑎, 𝑏] ⊂ ℝ dan 

𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 di dalam [𝑎, 𝑏] ⊂ ℝ. Himpunan interval titik dilambangkan dengan 

𝕯 = {(𝐷, 𝑥)} = {(𝐷1, 𝑥1), (𝐷2, 𝑥2), … , (𝐷𝑛, 𝑥𝑛)} disebut partisi McShane pada 

[𝑎, 𝑏] ⊂ ℝ jika 𝐷1 ∪ 𝐷2 ∪ … ∪ 𝐷𝑛 = [𝑎, 𝑏]. 

(i). Jika terdapat fungsi positif 𝛿 pada [𝑎, 𝑏], 𝕯 = {(𝐷, 𝑥)} partisi McShane 

pada [𝑎, 𝑏] sehingga 𝐷𝑖 ⊂ 𝐵(𝑥𝑖 , 𝛿(𝑥𝑖)) untuk setiap 𝑖, disebut partisi 

McShane dengan 𝛿 > 0 pada [𝑎, 𝑏]. 

(ii). Jika 𝕯 = {(𝐷, 𝑥)} partisi McShane dengan 𝛿 > 0 pada [𝑎, 𝑏] dan 𝑥𝑖 ∈ 𝐷𝑖 

untuk setiap 𝑖, maka 𝕯 disebut partisi Perron pada [𝑎, 𝑏]. 

Berdasarkan Definisi 2.30, pada partisi McShane 𝕯 = {(𝐷, 𝑥)}, 𝑥𝑖 tak 

perlu anggota 𝐷𝑖 untuk setiap 𝑖, sedangkan pada partisi Perron haruslah 𝑥𝑖 ∈

𝐷𝑖, ∀𝑖. Hal ini berarti bahwa setiap partisi Perron merupakan partisi McShane. 

Dapat dikatakan juga bahwa himpunan interval 𝕯 = {(𝐷, 𝑥)} =

{(𝐷1, 𝑥1), (𝐷2, 𝑥2), … , (𝐷𝑛, 𝑥𝑛)} disebut 

(i). Partisi Perron dengan 𝛿 > 0 pada [𝑎, 𝑏] jika 𝐷𝑖 ⊂ 𝐵(𝑥𝑖 , 𝛿(𝑥𝑖)) dan 𝑥𝑖 ∈

𝐷𝑖, ∀𝑖 (𝑖 = 1,2, … , 𝑛) dengan 𝐷𝑖
0 ∩ 𝐷𝑗

0 = ∅ dimana 𝑖 ≠ 𝑗 dan ⋃ 𝐷𝑖 =𝑛
𝑖=1

[𝑎, 𝑏]. 
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(ii). Partisi Perron dengan 𝛿 > 0 pada [𝑎, 𝑏] jika 𝐷𝑖 ⊂ 𝐵(𝑥𝑖 , 𝛿(𝑥𝑖)) dan 𝑥𝑖 ∈

𝐷𝑖, ∀𝑖 (𝑖 = 1,2, … , 𝑛) dengan 𝐷𝑖
0 ∩ 𝐷𝑗

0 = ∅ dimana 𝑖 ≠ 𝑗 dan ⋃ 𝐷𝑖 ⊂𝑛
𝑖=1

[𝑎, 𝑏]. 

Selanjutnya titik 𝑥 dengan (𝐷, 𝑥) ∈ 𝕯 dinamakan titik terkait partisi 𝛿-

fine. Jika syarat 𝑥𝑖 ∈ 𝐷𝑖 diabaikan, partisinya dikenal sebagai partisi Mcshane. 

Teorema berikut menyatakan eksistensi partisi Perron pada [𝑎, 𝑏] ⊂ ℝ. 

 

Teorema 2.6 (Solikhin & Aziz, 2022) 

Untuk setiap fungsi positif 𝛿: [𝑎, 𝑏] → ℝ terdapat partisi Perron pada [𝑎, 𝑏]. 

Bukti: 

Diberikan [𝑎, 𝑏] ⊂ ℝ dan fungsi positif 𝛿 pada [𝑎, 𝑏]. 

Selanjutnya dibentuk 𝐺 = {𝐷 − 𝛿(𝑥), 𝐷 + 𝛿(𝑥)} dengan 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. Karena 

[𝑎, 𝑏] tertutup dan terbatas maka [𝑎, 𝑏] kompak sehingga 𝐺 mempunyai 

himpunan bagian hingga, katakan {𝐷𝑘 − 𝛿(𝐷𝑘), 𝐷𝑘 + 𝛿(𝐷𝑘)}, dengan 𝑘 =

1,2, … , 𝑛. 

Diambil 𝑥0 = 𝑎 dan 𝑥𝑛 = 𝑏 

𝑥 ∈ (𝐷𝑖 − 𝛿(𝐷𝑖), 𝐷𝑖 + 𝛿(𝐷𝑖) ∩ (𝐷𝑖 − 𝛿(𝐷𝑖), 𝐷𝑖 + 𝛿(𝐷𝑖)), dengan 𝐷𝑖 ≤ 𝑥𝑖 ≤

𝐷𝑖+1 dan 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 − 1. 

Dari sini diperoleh 𝐷𝑖 ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] ⊂ (𝐷𝑖 + 𝛿(𝐷𝑖), 𝐷𝑖 + 𝛿(𝐷𝑖)) yang berarti 

bahwa 𝕯 = {([𝑥𝑖+1, 𝑥𝑖], 𝐷𝑖)|𝑖 = 1,2, … , 𝑛} partisi Perron. 
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Contoh 2.5 

Misalkan 𝑓(𝑥) = 𝑥2 didefinisikan pada interval [0,4]. Diberikan fungsi gauge 

𝛿(𝑥) = 𝑥 + 1. Tentukan partisi Perron pada interval [0,4] untuk fungsi 𝑓(𝑥) 

dengan gauge 𝛿(𝑥). 

Penyelesaian: 

Fungsi gauge diberikan sebagai 𝛿(𝑥) = 𝑥 + 1. Artinya, panjang subinterval 

{[𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖]}, di mana setiap titik 𝑥𝑖 dipilih sedemikian rupa sehingga |𝑥𝑖 −

𝑥𝑖−1| ≤ 𝛿(𝑡𝑖) untuk 𝑡𝑖 ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖]. 

(i). Misalkan mulai dengan 𝑥0 = 0. 

(ii). Pilih 𝑥1 sehingga |𝑥1 − 𝑥0| < 𝛿(𝑡1) = 𝑡1 + 1, dengan 𝑡1 ∈ [𝑥0, 𝑥1]. 

Karena 𝑡1 ∈ [0, 𝑥1], maka 𝛿(𝑡1) ≤ 𝑥1 + 1. Untuk kesederhanaan, ambil 

𝑥1 = 1. 

(iii). Pilih 𝑥2 sehingga |𝑥2 − 𝑥1| < 𝛿(𝑡2) = 𝑡2 + 1, dengan 𝑡2 ∈ [𝑥1, 𝑥2]. 

Karena 𝑡2 ∈ [1, 𝑥2], maka 𝛿(𝑡2) ≤ 𝑥2 + 1. Untuk kesederhanaan, ambil 

𝑥2 − 𝑥1 = 2. Jadi 𝑥2 = 3. 

(iv). Pilih 𝑥3 sehingga |𝑥3 − 𝑥2| < 𝛿(𝑡3) = 𝑡3 + 1, dengan 𝑡3 ∈ [𝑥2, 𝑥3]. 

Karena 𝑡3 ∈ [3, 𝑥3], maka 𝛿(𝑡3) ≤ 𝑥3 + 1. Untuk kesederhanaan, ambil 

𝑥3 − 𝑥2 = 1. Jadi 𝑥2 = 4. 

Jadi, partisi Perron untuk 𝑓(𝑥) = 𝑥2 pada interval [0,4] dengan fungsi gauge 

𝛿(𝑥) = 𝑥 + 1 adalah {[0,1], [1,3], [3,4]}. 

 

2.1.10 Integral Lebesgue 

Ukuran Lebesgue menjadi dasar untuk membangun integral Lebesgue, 

yang merupakan generalisasi dari integral Riemann. Integral Lebesgue 



29 

 

 

memungkinkan kita mengintegralkan kelas fungsi yang jauh lebih luas 

dibandingkan dengan integral Riemann (Russell A. Gordon, 1994).  

Diberikan sebuah himpunan bilangan real 𝐴 dan ukuran Lebesgue 

dinotasikan 𝜇(𝐴). Sebelum menjelaskan definisi ukuran, akan dijelaskan 

beberapa sifat. 

(i). Jika diberikan interval 𝐴, maka 𝜇(𝐴) = ℓ(𝐴). 

(ii). Jika diberikan interval berturut-turut 𝑃 dan 𝑄, di mana 𝑃 ⊂ 𝑄, maka 

𝜇(𝑃) ≤ 𝜇(𝑄). 

(iii). Diberikan 𝑃 ⊆ ℝ dan 𝑥0 ∈ ℝ, didefinisikan 𝑃 + 𝑥0 = {𝑥 + 𝑥0: 𝑥 ∈ 𝑃}. 

Maka 𝜇(𝑃 + 𝑥0) = 𝜇(𝑃). 

(iv). Jika 𝑃 dan 𝑄 merupakan himpunan tak tumpang tindih, maka 𝜇(𝑃 ∪

𝑄) = 𝜇(𝑃) + 𝜇(𝑄).  

 

Definisi 2.27 (Russell A. Gordon, 1994) 

Diberikan 𝐴 ⊂ ℝ. Ukuran luar Lebesgue pada 𝐴 dinotasikan dengan 𝜇∗(𝐴) yang 

berlaku 

𝑖𝑛𝑓 {∑ ℓ(𝐴𝑘)

∞

𝑘=1

} 

di mana {𝐼𝑘} merupakan barisan pada interval terbuka sehingga 𝐴 ⊂ ∑ 𝐴𝑘 .∞
𝑘=1  

Jadi, jelas bahwa 0 ≤ 𝜇∗(𝐴) ≤ ∞. 

 

Definisi 2.28 (Hong dkk., 2004) 

Misalkan 𝑓 merupakan fungsi terukur yang didefinisikan pada himpunan terukur 

𝐴. Jika 𝑓 tak negatif dan (𝐹𝑘) merupakan penutup ukuran terbatas monoton pada 
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𝐴, maka 𝑓 dikatakan terintegral Lebesgue jika lim
𝑁→∞

∫ [𝑓(𝑥)]𝑁𝑑𝑥
 

𝐹𝑁
 terbatas. 

Dituliskan 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
𝑁→∞

∫ [𝑓(𝑥)]𝑁𝑑𝑥
 

𝐹𝑁

 

𝐸

. 

 

Lemma 2.1 (Hong dkk., 2004) 

Misalkan 𝑓 merupakan fungsi terukur yang didefinisikan pada himpunan terukur 

𝐴. Jika 𝑓 tak negatif dan (𝐹𝑘), (𝐸𝑘) merupakan dua penutup ukuran terbatas 

monoton pada 𝐴, maka 

𝑙𝑖𝑚
𝑘→∞

∫ [𝑓(𝑥)]𝑘𝑑𝑥 = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

∫ [𝑓(𝑥)]𝑛𝑑𝑥
 

𝐸𝑛

 

𝐹𝑘

 

di mana satu dari dua limit tersebut terbatas. 

Bukti: 

Misalkan ℓ𝑘 = ∫ [𝑓(𝑥)]𝑘𝑑𝑥
 

𝐸𝑘
 dan 𝑟𝑛 = ∫ [𝑓(𝑥)]𝑛𝑑𝑥

 

𝐹𝑛
. Maka kedua (ℓ𝑘) dan (𝑟𝑛) 

bukan barisan bilangan real menurun. Jika ℓ = 𝑙𝑖𝑚
𝑘→∞

ℓ𝑘 ada, maka diperoleh 

ℓ𝑘 ≤ ℓ untuk semua 𝑘 ∈ ℕ. 

Sekarang untuk setiap 𝑁, 𝐹𝑁 ⊂ 𝐴 dengan 𝑚(𝐹𝑁) < ∞. Maka 𝐹𝑁\𝐸𝑘 merupakan 

barisan yang menurun pada himpunan terukur. Maka 𝑙𝑖𝑚
𝑘→∞

𝑚(𝐹𝑁\𝐸𝑘) = 0. oleh 

karena itu, diambil limit dengan 𝑘 → ∞ dari pertidaksamaan  

∫ [𝑓]𝑁𝑑𝑥 = ∫ [𝑓]𝑁𝑑𝑥
 

𝐹𝑁∩𝐸𝑘

+ ∫ [𝑓]𝑁𝑑𝑥
 

𝐹𝑁\𝐸𝑘

 

𝐹𝑁

 

≤ ∫ [𝑓]𝑁𝑑𝑥
 

𝐸𝑘

+ 𝑁𝑚(𝐹𝑁\𝐸𝑘) 

≤ ℓ + 𝑁𝑚(𝐹𝑁\𝐸𝑘), 

Lalu diperoleh 
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𝑟𝑁 = ∫ [𝑓]𝑁𝑑𝑥 ≤ ℓ.
 

𝐹𝑁

 

 

Definisi 2.29 (Hong dkk., 2004) 

Misalkan 𝑓 fungsi terukur pada himpunan terukur 𝐴 dan 𝑓+ dan 𝑓− keduanya 

terintegral Lebesgue, maka 𝑓 dikatakan terintegral Lebesgue. ∫ 𝑓 𝑑𝑥
 

𝐴
 

didefinisikan dengan ∫ 𝑓 𝑑𝑥
 

𝐴
= ∫ 𝑓+ 𝑑𝑥

 

𝐴
− ∫ 𝑓− 𝑑𝑥

 

𝐴
. 

 

Lemma 2.2 (Hong dkk., 2004) 

Andaikan 𝑓 ∈ 𝐿(𝐴) dan 𝐴 terukur. Misalkan fungsi terukur 𝑔 pada 𝐴. Jika |𝑔| ≤

𝑓, maka 𝑔 juga di 𝐿(𝐴). 

Bukti: 

Karena |𝑔| ≤ 𝑓, maka diperoleh 𝑔+ ≤ 𝑓 dan 𝑔− ≤ 𝑓. Untuk penutup ukuran 

terbatas monoton (𝐹𝑘) pada 𝐴 dan bilangan positif 𝑘, diperoleh 

0 ≤ ∫ [𝑔+]𝑘  𝑑𝑥
 

𝐹𝑘

≤ ∫ [𝑓]𝑘 𝑑𝑥
 

𝐹𝑘

≤ ∫ 𝑓 𝑑𝑥
 

𝐴

< ∞. 

Oleh karena itu, 𝑔+ terintegral. Demikian pula, 𝑔− terintegral dan 𝑔 juga 

terintegral. 

 

Teorema 2.7 (Solikhin & Aziz, 2022) 

Misalkan 𝑟 dan 𝑠 terintegral Lebesgue pada [𝑎, 𝑏] dan 𝑃, 𝑄 ⊂ [𝑎, 𝑏] masing-

masing himpunan terukur, sehingga berlaku 

(i). Untuk setiap 𝑐 bilangan real, maka ∫ 𝑐𝑓
𝑏

𝑎
= 𝑐 ∫ 𝑓

𝑏

𝑎
; 

(ii). ∫ (𝑟 + 𝑠)
𝑏

𝑎
= ∫ 𝑟

𝑏

𝑎
+ ∫ 𝑠

𝑏

𝑎
; 
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(iii). Jika 𝑟 ≤ 𝑠 hampir di mana-mana pada [𝑎, 𝑏], maka ∫ 𝑟
𝑏

𝑎
≤ ∫ 𝑠

𝑏

𝑎
; 

(iv). Jika 𝑟 = 𝑠 hampir di mana-mana pada [𝑎, 𝑏], maka ∫ 𝑟
𝑏

𝑎
= ∫ 𝑠

𝑏

𝑎
; 

(v). |∫ 𝑠
𝑏

𝑎
| ≤ ∫ |𝑠|;

𝑏

𝑎
 

(vi). Apabila 𝑃 ∩ 𝑄 = ∅, maka ∫ 𝑠
 

𝑃∪𝑄
= ∫ 𝑠

 

𝑃
+ ∫ 𝑠

 

𝑄
; 

(vii). Apabila 𝑠 ≥ 0 dan 𝑃 ⊆ 𝑄, maka ∫ 𝑓
 

𝑃
≤ ∫ 𝑓

 

𝑄
. 

 

Definisi 2. 30 (Solikhin & Aziz, 2022) 

Diberikan [𝑢1, 𝑣1], [𝑢2, 𝑣2], … , [𝑢𝑖 , 𝑣𝑖] interval-interval yang saling lepas di dalam 

interval [𝑎, 𝑏] ⊂ ℝ dan 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑖  di dalam [𝑎, 𝑏] ∈ ℝ. Koleksi pasangan 

interval titik 𝔇 = {[𝑢, 𝑣], 𝑥} = {([𝑢𝑖 , 𝑣𝑖], 𝑥𝑖); 𝑖 = 1,2, … , 𝑛} disebut 

(i). Partisi Lebesgue pada [𝑎, 𝑏] jika ⋃ [𝑢𝑖 , 𝑣𝑖]𝑛
𝑖=1 = [𝑎, 𝑏] 

(ii). Partisi parsial Lebesgue di dalam [𝑎, 𝑏] jika ⋃ [𝑢𝑖 , 𝑣𝑖]𝑛
𝑖=1 ⊂ [𝑎, 𝑏]. 

 

Contoh 2.6 

Misalkan diberikan fungsi 𝑓(𝑥) = 𝑥2 yang didefinisikan pada interval [0,4]. 

Tentukan partisi Lebesgue untuk fungsi 𝑓(𝑥) dengan membagi rentang nilai 𝑓(𝑥) 

ke dalam subinterval [0,4], [4,10], [10,20], [20,30]. 

Penyelesaian: 

Fungsi 𝑓(𝑥) = 𝑥2 memiliki domain [0,4]. Maka, nilai 𝑓(𝑥) pada domain ini 

berkisar dari 0 (ketika 𝑥 = 0) hingga 16 (ketika 𝑥 = 4). 

Untuk setiap subinterval nilai 𝑓(𝑥), cari interval 𝑥 pada domain [0,4] yang 

menghasilkan nilai-nilai dalam subinterval tersebut: 

(i). Subinterval [0,4]: 
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𝑥2 ∈ [0,4] berarti 𝑥 = [0,2]. 

(ii). Subinterval [4,10]: 

𝑥2 ∈ [4,10] berarti 𝑥 = [2, √10]. 

Dengan pendekatan, √10 ≈ 3.16, sehingga 𝑥 ∈ [2,3.16]. 

(iii). Subinterval {10,20]: 

𝑥2 ∈ [10,20] berarti 𝑥 = [√10, √20]. 

Dengan pendekatan, √20 ≈ 4.47, sehingga 𝑥 ∈ [3.16,4]. 

(iv). Subinterval [20,30]: 

Tidak memiliki nilai 𝑥2 dalam interval [20,30], karena 𝑥2 maksimum 

adalah 16 pada 𝑥 = 4. 

 

2.1.11 Integral McShane 

Sebelum mendefinisikan suatu fungsi terintegral McShane, akan 

didefinisikan dulu apa yang dimaksud dengan partisi McShane. 

Jika 𝐴 = [𝑎, 𝑏] adalah interval tertutup dan terbatas di [𝑎, 𝑏], maka partisi 

dari 𝐴 adalah berhingga. Misalkan 𝐷 = {𝑥0, 𝑥1, … , 𝑥𝑛} di mana 𝑥𝑖 ∈ 𝐼, 𝑖 =

1,2, … , 𝑛 sedemikian sehingga 

𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < ⋯ < 𝑥𝑛 = 𝑏 

Titik-titik di 𝐷 digunakan untuk membagi interval 𝑖 = [𝑎, 𝑏] menjadi 

subinterval yang saling lepas. Selanjutnya, akan dinotasikan partisi 𝐷 =

{[𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖]}𝑖−1
𝑛  dan definisikan norm 𝐷, yakni ‖𝐷‖ = 𝑚𝑎𝑘𝑠{[𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖]}𝑖−1

𝑛 . 

Jika titik 𝑡𝑖 diambil sebarang dari setiap interval 𝐴𝑖 = [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖], 𝑖 ≤ 𝑛 

atau dengan kata lain 𝑡𝑖 ∈ 𝐴𝑖 = [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖], 𝑖 ≤ 𝑛, maka 𝑡𝑖 disebut label dari 
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subinterval 𝐴𝑖 dan himpunan 𝐷 = {[𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖], 𝑡𝑖}𝑖−1
𝑛  disebut partisi McShane dari 

interval tertutup [𝑎, 𝑏]. 

Definisi 2.31 (Solikhin & Aziz, 2022) 

Partisi McShane dari interval [𝑎, 𝑏] adalah koleksi berhingga 𝐷 =

{[𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖], 𝑡𝑖}𝑖−1
𝑛  sedemikian sehingga {[𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖], 𝑖 ≤ 𝑛} sehingga koleksi 

subinterval dari interval [𝑎, 𝑏] yang menutupi [𝑎, 𝑏] dan 𝑡𝑖 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑖 ≤ 𝑛. 

 

Jika 𝐷 = {[𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖], 𝑡𝑖}𝑖−1
𝑛  adalah partisi McShane dari interval [𝑎, 𝑏], maka 

didefinisikan 𝑓(𝐷) = ∑ 𝑓(𝑡𝑖)(𝑑𝑖 − 𝑐𝑖).𝑛
𝑖=1  

 

Definisi 2.32 (Solikhin & Aziz, 2022)  

Diberikan fungsi 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ. Fungsi 𝑓 dikatakan terintegral McShane pada 

[𝑎, 𝑏] jika terdapat bilangan real 𝐿, sehingga untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat fungsi 

𝛿 positif sedemikian sehingga untuk setiap partisi yang subordinat ke δ 

dikatakan partisi Lebegue/McShane pada [𝑎, 𝑏] yaitu 𝐷 = {([𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖], 𝑡𝑖): 𝑖 =

1,2, … , 𝑛}, memenuhi 

|𝑓(𝐷) − 𝐿| < 𝜀 

di mana 𝑓(𝐷) = ∑ 𝑓(𝑥𝑖)(𝑑𝑖 − 𝑐𝑖)
𝑛
𝑖=1   merupakan jumlahan Riemann atas partisi 

𝐷. Dan selanjutnya, 𝐿 dikatakan integral dari fungsi 𝑓 pada interval [𝑎, 𝑏] atau 

ditulis 𝐿 = (𝑀) ∫ 𝑓
𝑏

𝑎
 dan 𝑀[𝑎, 𝑏] menyatakan himpunan dari fungsi-fungsi yang 

terintegral McShane pada interval tertutup [𝑎, 𝑏]. 

  



35 

 

 

Definisi 2.33 (Solikhin & Aziz, 2022) 

Didefinisikan fungsi 𝐹: [𝑎, 𝑏] → ℝ dengan rumus 𝐹(𝑎) = 0 dan 𝐹(𝑥) =

(𝑀) ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎
 untuk setiap 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], maka fungsi 𝐹 ini disebut fungsi primitif 

𝑓 pada [𝑎, 𝑏]. 

 

Berdasarkan fungsi primitif ini, untuk 𝑓 ∈ 𝑀[𝑎, 𝑏] di mana 𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < 𝑥2 <

⋯ < 𝑥𝑛 = 𝑏 diperoleh 𝐹(𝑎, 𝑏) = 𝐹(𝑏) − 𝐹(𝑎) = (𝑀) ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎
. 

Seperti hasil di atas maka untuk 𝑓 ∈ 𝑀[𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] dengan 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 berlaku 

𝐹(𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

 

Karena ⋃[𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] = [𝑎, 𝑏] dengan kata lain 

𝐹(𝑎, 𝑏) = (𝑀) ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = ∑ ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥𝑖

𝑥𝑖−1

𝑛

𝑖=1

𝑏

𝑎

= ∑ 𝐹(𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖)

𝑛

𝑖=1

. 

 

Contoh 2.7  

Misalkan 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥  didefinisikan pada interval [0,3]. Diberikan fungsi gauge 

𝛿(𝑥) =
1

𝑥+3
. Tentukan partisi McShane pada interval [0,3] menggunakan fungsi 

gauge tersebut. 

Penyelesaian: 

Fungsi gauge diberikan sebagai 𝛿(𝑥) =
1

𝑥+3
. Maka, panjang setiap subinterval 

|𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1| harus kurang dari 
1

𝑡𝑖+3
, dengan 𝑡𝑖 ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖]. 

(i). Misalkan mulai dengan 𝑥0 = 0. 
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(ii). Pilih 𝑥1 sedemikian sehingga |𝑥1 − 𝑥0| ≤ 𝛿(𝑡1) =
1

𝑡1+3
, dengan 𝑡1 ∈

[𝑥0, 𝑥1]. 

Ambil 𝑡1 = 𝑥0 = 0, sehingga |𝑥1 − 𝑥0| ≤
1

0+3
=

1

3
. Maka, 𝑥1 = 𝑥0 +

1

3
=

0.33. 

(iii). Pilih 𝑥2 sedemikian sehingga |𝑥2 − 𝑥1| ≤ 𝛿(𝑡2) =
1

𝑡2+3
, dengan 𝑡2 ∈

[𝑥1, 𝑥2]. 

Ambil 𝑡2 = 𝑥1 = 0.33, sehingga |𝑥2 − 𝑥1| ≤
1

0.33+3
=

1

3.33
≈ 0.3. Maka, 

𝑥2 = 𝑥1 + 0.3 = 0.63. 

(iv). Pilih 𝑥3 sedemikian sehingga |𝑥3 − 𝑥2| ≤
1

𝑡3+3
, dengan 𝑡3 ∈ [𝑥2, 𝑥3]. 

Ambil 𝑡3 = 𝑥2 = 0.63, sehingga |𝑥3 − 𝑥2| ≤
1

0.63+3
=

1

3.63
≈ 0.275. 

Maka, 𝑥3 = 𝑥2 + 0.275 = 0.905. 

(v). Dengan menggunakan proses di atas hingga mencapai 𝑥𝑛 = 3. 

Partisi McShane untuk 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 pada interval [0,3] dengan gauge 𝛿(𝑥) =
1

𝑥+3
 

adalah koleksi subinterval dengan panjang bervariasi, seperti: 

{[0,0.33], [0.33,0.63], [0.63,0.905], … , [𝑥𝑛, 3]}. 

 

2.1.12 Integral Dunford 

Integral Dunford merupakan jenis integral yang lebih umum daripada 

integral Riemann dan memiliki hubungan dengan integral Lebesgue. 

Dibandingkan dengan integral Riemann yang mensyaratkan fungsi kontinu, 

integral Dunford dapat diterapkan pada fungsi yang lebih luas, meskipun masih 
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lebih terbatas dibandingkan integral Lebesgue. Berikut akan dibahas definisi 

integral Dunford yang akan dipakai di bagian pembahasan. 

Definisi 2.34 (Schwabik & Guoju, 2005) 

Misalkan 𝑓: [𝑎, 𝑏] → 𝑋 terukur lemah dan sehingga fungsi 𝑥∗(𝑓): [𝑎, 𝑏] → ℝ 

terintegral Lebesgue untuk setiap 𝑥∗ ∈ 𝑋∗ maka 𝑓 dikatakan terintegral Dunford. 

 

Definisi 2.35 (Solikhin dkk., 2021) 

Misalkan 𝑓 merupakan fungsi terukur lemah. Jika 𝑥∗(𝑓): [𝑎, 𝑏] → ℝ terintegral 

Lebesgue untuk setiap 𝑥∗ ∈ 𝑋∗, oleh karena itu fungsi 𝑓 disebut terintegral 

Dunford. Integral Dunford (𝐷𝐿) ∫ 𝑓
 

𝐴
 pada fungsi 𝑓 atas himpunan terukur 𝐴 ⊂

[𝑎, 𝑏] didefinisikan oleh vektor 𝑥(𝑓,𝐴)
∗∗ ∈ 𝑋∗∗, yakni 

𝑥(𝑓,𝐴)
∗∗ (𝑥∗) = (𝐷𝐿) ∫ 𝑥∗(𝑓)

 

𝐴

, 

untuk semua 𝑥∗ ∈ 𝑋∗.  

Himpunan semua fungsi 𝑓 terintegral Dunford dilambangkan dengan 

𝐷𝐿[𝑎, 𝑏], dan telah ditunjukkan bahwa 𝐷𝐿[𝑎, 𝑏] memiliki sifat aditif dan sifat 

homogen. 

 

Teorema 2.8 (Solikhin dkk., 2019) 

Jika fungsi 𝑓 adalah fungsi yang terintegral Dunford pada [𝑎, 𝑏], maka untuk 

setiap himpunan terukur 𝐴 ⊂ [𝑎, 𝑏] vektor 𝑥(𝑓,𝐴)
∗∗ ∈ 𝑋∗∗ adalah tunggal (Solikhin 

dkk., 2019). 
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Bukti:  

Ambil sebarang himpunan 𝐴 ⊂ [𝑎, 𝑏]. Misalkan terdapat vektor 𝑥(𝑓,𝐴)
∗∗ ∈ 𝑋∗∗ dan 

𝑧(𝑓,𝐴)
∗∗ ∈ 𝑋∗∗ maka  

𝑥(𝑓,𝐴)
∗∗ ∈ 𝑋∗∗ = (𝐷𝐿) ∫ 𝑥∗(𝑓)

 

𝐴
 dan 𝑧(𝑓,𝐴)

∗∗ ∈ 𝑋∗∗ = (𝐷𝐿) ∫ 𝑥∗(𝑓)
 

𝐴
. 

Lebih lanjut 

𝑥(𝑓,𝐴)
∗∗ (𝑥∗) − 𝑧(𝑓,𝐴)

∗∗ (𝑥∗) = (𝐷𝐿) ∫ 𝑥∗(𝑓)
 

𝐴
− (𝐷𝐿) ∫ 𝑥∗(𝑓)

 

𝐴
= 0, ∀𝑥∗ ∈ 𝑋∗. 

 

Selanjutnya diperlihatkan bahwa koleksi dari semua fungsi yang 

terintegral Dunford, merupakan ruang linier. 

 

Teorema 2.9  

Jika fungsi-fungsi 𝑓 dan g masing-masing terintegral Dunford pada [𝑎, 𝑏] 

dengan demikian maka 𝑓 + 𝑔 dan 𝑐𝑓 untuk 𝑐 bilangan riil juga terintegral 

Dunford pada [𝑎, 𝑏] dan berlaku 

(i). (𝐷𝐿) ∫ (𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥))𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= (𝐷𝐿) ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
+ (𝐷𝐿) ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
 

(ii). (𝐷𝐿) ∫ 𝑐𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= 𝑐(𝐷𝐿) ∫ 𝑐𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
 

Bukti: 

Diberikan sebarang 𝜀 > 0. 

(i). Misalkan  

(𝐷𝐿) ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= 𝐴 dan (𝐷𝐿) ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥

𝑏

𝑎
= 𝐵 

Terdapat fungsi 𝛿1(𝑥) > 0 pada [𝑎, 𝑏] sehingga untuk setiap partisi 

𝔇1 = {[𝑢, 𝑣], 𝑥} pada [𝑎, 𝑏] berlaku 

|∑ 𝑓(𝑥)(𝑣 − 𝑢) − 𝐴| <
𝜀

2
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Dan juga terdapat fungsi 𝛿2(𝑥) > 0 pada [𝑎, 𝑏] sehingga untuk setiap 

partisi 𝔇2 = {[𝑢, 𝑣], 𝑥} pada [𝑎, 𝑏] berlaku 

|∑ 𝑓(𝑥)(𝑣 − 𝑢) − 𝐵| <
𝜀

2
 

Didefinisikan fungsi 𝛿: [𝑎, 𝑏] → ℝ dengan  

𝛿(𝑥) = min{𝛿1(𝑥), 𝛿2(𝑥)}, 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. 

Maka berlaku 

|∑(𝑓 + 𝑔)(𝑥)(𝑣 − 𝑢) − (𝐴 + 𝐵)| 

= |∑((𝑓)(𝑥) + 𝑔(𝑥))(𝑣 − 𝑢) − (𝐴 + 𝐵)| 

= |∑((𝑓)(𝑥)(𝑣 − 𝑢) + ((𝑔)(𝑥)(𝑣 − 𝑢)) − (𝐴 + 𝐵)| 

= |∑(𝑓)(𝑥)(𝑣 − 𝑢) + ∑(𝑔)(𝑥)(𝑣 − 𝑢) − (𝐴 + 𝐵)| 

= |∑(𝑓)(𝑥)(𝑣 − 𝑢) − 𝐴 + ∑(𝑔)(𝑥)(𝑣 − 𝑢) − 𝐵| 

= |∑ 𝑓(𝑥)(𝑣 − 𝑢) − 𝐴| + |∑ 𝑔(𝑥)(𝑣 − 𝑢) − 𝐵| 

=
𝜀

2
+

𝜀

2
= 𝜀 

Sehingga 𝑓 + 𝑔 terintegral Dunford pada [𝑎, 𝑏], ini berarti 𝑓 + 𝑔 

terintegral Dunford ke 𝐴 + 𝐵 dengan  

(𝐷𝐿) ∫ (𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥))𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= 𝐴 + 𝐵 

= (𝐷𝐿) ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

+ (𝐷𝐿) ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

(ii). Jika 𝑐 = 0 maka jelas 𝑐𝑓 terintegral Dunford ke 0. 

Untuk 𝑐 ≠ 0. 

Pilih fungsi 𝛿3(𝑥) > 0 pada [𝑎, 𝑏], 
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Sehingga untuk setiap partisi 𝔇3 = {[𝑢, 𝑣], 𝑥} pada [𝑎, 𝑏] berlaku 

|∑ 𝑓(𝑥)(𝑣 − 𝑢) − 𝐴| <
𝜀

|𝑐|
 

Misalkan 𝔇 = {[𝑢, 𝑣], 𝑥} maka berlaku 

|∑ 𝑐𝑓(𝑥)(𝑣 − 𝑢) − 𝑐𝐴| 

= |𝑐 (∑ 𝑓(𝑥)(𝑣 − 𝑢)) − 𝑐𝐴| 

= |𝑐 (∑ 𝑓(𝑥)(𝑣 − 𝑢) − 𝐴)| 

= |𝑐| |∑ 𝑓(𝑥)(𝑣 − 𝑢) − 𝐴| 

< |𝑐| .
𝜀

|𝑐|
= 𝜀 

Sehingga 𝑐𝑓 terintegral Dunford ke 𝑐𝐴 dengan  

(𝐷𝐿) ∫ 𝑐𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= 𝑐(𝐷𝐿) ∫ 𝑐𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

. 

 

2.2 Kajian Integrasi Topik Dalam Islam 

Pada bab sebelumnya telah dijelaskan mengenai perintah untuk selalu 

bertakwa kepada Allah dengan mengikuti perintah Allah dan menjauhi larangan 

Allah. Selanjutnya akan membahas mengenai karakteristik bertakwa, sebagaimana 

firman Allah dalam Q.S. Al-Ahzab ayat 70 yang berbunyi: 

يَ ُّهَا ا   ياآ َ وَقُ وْلُوْا قَ وْلَا سَدِيْدا الَّذِيْنَ آمَنُوا ات َّقُوا اللّٰٓ   
Artinya: 

“Wahai orang-orang yang beriman, bertakwalah kamu kepada Allah dan 

ucapkanlah perkataan yang benar.”(Kemenag, 2019) 

 

Menurut kitab tafsir Ibnu Katsir (2004), Allah telah memberi perintah kepada 

hambanya untuk bertakwa dan beribadah kepada Allah, serta diikuti dengan 
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perintah untuk berbicara dengan baik dan benar. Karena semua perkataan akan 

dicatat oleh Raqib dan Atid dan akan dipertanggung jawabkan di hadapan Allah 

kelak.  

Ayat di atas menjelaskan batasan bahwa bertakwa adalah mereka yang  

berbicara baik dan benar atau dengan kata lain penting untuk menjaga adab dan 

akhlak dalam kehidupan. Berhubungan dengan hadist Nabi Muhammad yang 

berbunyi: 

   مَنْ كَانَ يُ ؤْمِنُ بِاللَِّّ وَالْيَ وْمِ الْْخِرِ فَ لْيَ قُلْ خَيْراا أَوْ ليَِصْمُتْ 
Artinya: 

“Barangsiapa yang beriman kepada Allah dan hari akhir, hendaklah ia berkata 

baik atau diam.”. (HR. Bukhari dan Muslim)(Baqi, 1959) 

 

Hadist ini memberikan landasan bahwa salah satu ciri keimanan seseorang adalah 

menjaga lisannya. Berbicara dengan kebenaran merupakan cerminan dari kualitas 

keimanan dan ketakwaan seorang muslim. Orang beriman diharapkan selalu 

berkata benar dan menjaga ucapan mereka agar tidak membawa mudarat. 

Dalam Q.S. An-Nahl ayat 128, Allah berfirman: 

َ مَعَ الَّذِيْنَ ات َّقَوْا وَّالَّذِيْنَ هُمْ محُّْسِنُ وْنَ    اِنَّ اللّٰٓ
Artinya: 

“Sesungguhnya Allah bersama orang-orang yang bertakwa dan yang berbuat 

kebaikan.”(Kemenag, 2019) 

 

Pada ayat di atas, Allah memberikan penjelasan alasan mengapa Nabi 

diperintahkan untuk selalu sabar dan dilarang untuk sedih dan cemas karena Allah 

senantiasa bersama orang-orang bertakwa dan orang yang berbuat kebaikan. 

Karena orang bertakwa selalu mendekatkan diri kepada-Nya dan mereka tidak 

kecewa jika kehilangan kesempatan. Demikian pula dengan orang yang senantiasa 
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melakukan kebaikan, karena orang-orang tersebut selalu melakukan kebaikan 

selama hidup dan melaksanakan kewajiban sebagai seorang hamba, dan selalu 

menaati perintah dan menjauhi larangan dari Allah. 

Menurut ayat dan hadist di atas, dapat disimpulkan bahwa takwa memiliki 

batasan-batasan tertentu yaitu mereka yang mampu menjaga lisannya agar selalu 

berbicara dengan perkataan yang baik dan orang-orang yang senantiasa 

melakukan kebaikan semasa hidup di dunia. Apabila batasan-batasan tersebut 

terpenuhi maka orang tersebut bisa dikatakan bertakwa sesuai firman Allah. 

Sebagaimana batasan-batasan dari fungsi yang dikatakan terintegral Dunford yaitu 

jika untuk setiap 𝑥∗ ∈ 𝑋∗ dan  𝑥∗𝑓: [𝑎, 𝑏] → 𝑅 terintegral Lebesgue dan untuk 

setiap interval tertutup 𝐴 ⊂ [𝑎, 𝑏] terdapat 𝑥(𝑓,𝐴)
∗∗ ∈ 𝑋∗∗ maka diperoleh 

𝑥(𝑓,𝐴)
∗∗ (𝑥∗) = ∫ 𝑥∗(𝑓),

 

𝐴
 untuk setiap 𝑥∗ ∈ 𝑋∗. 

 

2.3 Kajian Topik dengan Teori Pendukung 

Penelitian ini berdasarkan beberapa teori pendukung, yaitu fungsi primitif 

pada fungsi terintegral Dunford. Terdapat beberapa penelitian yang membahas 

mengenai fungsi primitif pada integral Dunford, di antaranya oleh (Aziz dkk., 

2021) yang telah membuktikan bahwa setiap fungsi yang terintegral Dunford, 

maka fungsi primitif harus kontinu, kontinu mutlak, variasi terbatas, dan 

generalisasinya.  

Untuk pembahasan yang pertama adalah menjelaskan tentang terkait 

fungsi kontinu mutlak, fungsi variasi terbatas, dan generalisasinya. Pada bab ini 

akan dijelaskan terkait hubungan sifat sifat-sifat fungsi primitif di atas, dengan 

menggunakan definisi-definisi pada bab sebelumnya. 
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Definisi 2.36 (Aziz dkk., 2021) 

Misalkan 𝑋 merupakan ruang Banach dan 𝑋∗ merupakan ruang dual pada 𝑋. 

Sebuah fungsi 𝑓: [𝑎, 𝑏] → 𝑋 terintegral Dunford pada [𝑎, 𝑏], maka diberikan 𝑓 ∈

𝐷𝐿[𝑎, 𝑏], jika untuk setiap 𝑥∗ ∈ 𝑋∗, 𝑥∗(𝑓): [𝑎, 𝑏] → ℝ terintegral Lebesgue dan 

untuk setiap 𝐴 ⊂ [𝑎, 𝑏] himpunan terbatas terdapat 𝑥(𝑓,𝐴)
∗∗ ∈ 𝑋∗∗ maka diperoleh  

𝑥(𝑓,𝐴)
∗∗ (𝑥∗) = (𝐷𝐿) ∫ 𝑥∗(𝑓),

 

𝐴

 

untuk setiap 𝑥∗ ∈ 𝑋∗. 

Diberikan 𝐷𝐿[𝑎, 𝑏] merupakan himpunan semua fungsi yang terintegral Dunford. 

 

Teorema 2.10 (Aziz dkk., 2021) 

Fungsi 𝑓 dikatakan terintegral Dunford pada [𝑎, 𝑏] jika dan hanya jika untuk 

setiap 𝑥∗ ∈ 𝑋∗, 𝑥∗(𝑓) terintegral Lebesgue pada [𝑎, 𝑏]. 

 

Definisi 2.37 (Aziz dkk., 2021) 

Misalkan 𝒥[𝑎, 𝑏] merupakan koleksi untuk semua interval tertutup di [𝑎, 𝑏] dan 

𝑓: [𝑎, 𝑏] → 𝑋. Jika 𝑓 ∈ 𝐷𝐿[𝑎, 𝑏] maka 𝐹: 𝒥[𝑎, 𝑏] → 𝑋 dengan  

𝐹(𝐴) = 𝑥(𝑓,𝐴)
∗∗ = (𝐷𝐿) ∫ 𝑓

 

𝐴

 

dan 𝐹(∅) = 0 untuk setiap 𝐴 ∈ 𝒥[𝑎, 𝑏] dikatakan fungsi primitif Dunford dari 𝑓 

pada [𝑎, 𝑏]. 

 

Definisi 2.38 (Aziz dkk., 2021) 

Fungsi 𝐹 = 𝒥[𝑎, 𝑏] → 𝑋 dikatakan aditif, jika 

𝐹(𝑃 ∪ 𝑄) = 𝐹(𝑃) + 𝐹(𝑄) 
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Untuk setiap 𝑃, 𝑄 ∈ 𝒥[𝑎, 𝑏] dimana 𝑃 ∪ 𝑄 ∈ 𝒥[𝑎, 𝑏] dan 𝑃 ∩ 𝑄 = ∅. 

 

Teorema 2.11 (Aziz dkk., 2021) 

Jika 𝑓 ∈ 𝐷𝐿[𝑎, 𝑏] dengan primitif 𝐹, maka 𝐹 aditif pada [𝑎, 𝑏]. 

Bukti: 

Diberikan 𝐴 ⊂ [𝑎, 𝑏] dan 𝐵 ⊂ [𝑎, 𝑏] masing-masing setiap interval tertutup, 𝐴 ∪

𝐵 ⊂ [𝑎, 𝑏] dan saling lepas, maka untuk setiap 𝑥∗ ∈ 𝑋∗, 𝑥∗𝑓 terintegral Lebesgue 

pada [𝑎, 𝑏] dan terdapat 𝑥(𝑓,𝐴)
∗∗ ∈ 𝑋∗∗ dan 𝑥(𝑓,𝐵)

∗∗ ∈ 𝑋∗∗ sehingga 

𝑥(𝑓,𝐴)
∗∗ ∈ 𝑋∗∗ = (𝐷𝐿) ∫ 𝑥∗𝑓

 

𝐴
 dan 

𝑥(𝑓,𝐵)
∗∗ ∈ 𝑋∗∗ = (𝐷𝐿) ∫ 𝑥∗𝑓.

 

𝐵

 

Oleh karena itu, terdapat 𝑥(𝑓,𝐴∪𝐵)
∗∗ ∈ 𝑋∗∗ sehingga 

𝑥(𝑓,𝐴)
∗∗ (𝑥∗) + 𝑥(𝑓,𝐵)

∗∗ (𝑥∗) = (𝐷𝐿) ∫ 𝑥∗(𝑓)
 

𝐴

+ (𝐷𝐿) ∫ 𝑥∗(𝑓)
 

𝐵

= (𝐷𝐿) ∫ 𝑥∗(𝑓)
 

𝐴∪𝐵

= 𝑥(𝑓,𝐴∪𝐵)
∗∗ (𝑥∗) 

Jadi, 

𝑥(𝑓,𝐴∪𝐵)
∗∗ = 𝑥(𝑓,𝐴)

∗∗ + 𝑥(𝑓,𝐵)
∗∗  atau 𝐹(𝐴 ∪ 𝐵) = 𝐹(𝐴) + 𝐹(𝐵). 

 

Teorema 2.12 (Aziz dkk., 2021) 

Fungsi 𝑓 ∈ 𝐷𝐿[𝑎, 𝑏] jika terdapat fungsi aditif 𝐹 pada [𝑎, 𝑏] sehingga untuk setiap 

𝜀 > 0 dan 𝑥∗ ∈ 𝑋∗ terdapat 𝛿 > 0 pada [𝑎, 𝑏] dan untuk semua 𝐴 ⊂ [𝑎, 𝑏] interval 

tertutup dan partisi McShane 𝔇 = {(𝐷1, 𝑥1), (𝐷2, 𝑥2), … , (𝐷𝑛, 𝑥𝑛)} maka diperoleh  

|∑ 𝑥∗(𝑓(𝑥𝑖)𝛼(𝐷𝑖) − 𝐹(𝐷𝑖))

𝑛

𝑖=1

| < 𝜀 
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atau 

|∑ 𝑥∗𝑓(𝑥𝑖)𝛼(𝐷𝑖) − 𝑥∗𝐹(𝐴)

𝑛

𝑖=1

| < 𝜀. 

 

Teorema 2.13 (Aziz dkk., 2021) 

Fungsi 𝑓 ∈ 𝐷𝐿[𝑎, 𝑏] dan 𝐹 merupakan fungsi primitif sehingga untuk setiap 𝜀 > 0 

dan 𝑥∗ ∈ 𝑋∗ terdapat 𝛿 > 0 pada [𝑎, 𝑏] dan untuk semua 𝐴 ⊂ [𝑎, 𝑏] interval 

tertutup dan partisi McShane 𝔇 = {(𝐷, 𝑥)} maka diperoleh  

|∑ 𝑥∗𝑓(𝑥)𝛼(𝐷) − 𝑥∗𝐹(𝐷)| < 𝜀 

Maka untuk semua jumlah bagian ∑   
1 pada ∑  diperoleh 

|∑ 𝑥∗𝑓(𝑥)𝛼(𝐷) − 𝑥∗𝐹(𝐷)
 

1
| < 𝜀. 

Teorema 2.14 (Aziz dkk., 2021) 

Jika 𝑓 ∈ 𝐷𝐿[𝑎, 𝑏] dengan primitif 𝐹, maka 𝐹 kontinu pada [𝑎, 𝑏]. 

 

Teorema 2.15 (Aziz dkk., 2021) 

Jika 𝑓 ∈ 𝐷𝐿[𝑎, 𝑏] dengan primitif 𝐹, maka 𝐹 ∈ 𝐵𝑉𝐺[𝑎, 𝑏]. 

Bukti: 

Dibentuk himpunan 𝐴𝑛𝑖 yang merupakan koleksi himpunan 𝑥 ∈ [𝑎 +
𝑖+1

𝑛
, 𝑎 +

𝑖

𝑛
] ∩ [𝑎, 𝑏] dengan ‖𝑓(𝑥)‖𝑋 ≤ 𝑛 dan 

1

𝑛
< 𝛿(𝑥) ≤

1

𝑛−1
, maka diperoleh [𝑎, 𝑏] =

⋃ 𝐴𝑛𝑖
∞
𝑖=1
𝑛=2

. 

Diberikan himpunan pada interval tertutup yang saling lepas {[𝑎𝑘 , 𝑏𝑘]}, 𝑎𝑘 , 𝑏𝑘 ∈

𝐴𝑛𝑖 untuk semua 𝑘. Maka diperoleh {(𝑎𝑘, [𝑎𝑘 , 𝑏𝑘])} pada [𝑎, 𝑏]. 
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Sehingga diperoleh  

‖∑ 𝐹([𝑎𝑘 , 𝑏𝑘])

∞

𝑘=1

‖ ≤ 1 + 𝑛(𝑏 − 𝑎). 

Maka diketahui bahwa 𝐹 ∈ 𝐵𝑉(𝐴𝑛𝑖). Jadi, 𝐹 ∈ 𝐵𝑉𝐺[𝑎, 𝑏]. 

 

Teorema 2.16 (Aziz dkk., 2021) 

Jika 𝑓 ∈ 𝐷𝐿[𝑎, 𝑏] dengan primitif 𝐹, maka 𝐹 ∈ 𝐵𝑉[𝑎, 𝑏]. 

Bukti: 

Diketahui 𝑓 ∈ 𝐷𝐿[𝑎, 𝑏] dengan primitif 𝐹, terdapat barisan pada himpunan {𝐴𝑛𝑖} 

sehingga ⋃ 𝐴𝑛𝑖
∞
𝑖=1 = [𝑎, 𝑏] dan 𝐹 ∈ 𝐵𝑉[𝑎, 𝑏](𝐴𝑛𝑖).  𝐹 ∈ 𝐵𝑉[𝑎, 𝑏], ∀𝑛, 𝑖 dan 

[𝑎, 𝑏] = ⋃ 𝐴𝑛𝑖 ,∞
𝑖=1
𝑛=2

 maka diperoleh 𝐹 ∈ 𝐵𝑉[𝑎, 𝑏]. 

 

Teorema 2.17 (Aziz dkk., 2021) 

Jika 𝑓 ∈ 𝐷𝐿[𝑎, 𝑏] dan 𝐹 merupakan fungsi primitif, maka 𝐹 ∈ 𝐴𝐶𝐺[𝑎, 𝑏]. 

Bukti: 

Dibentuk himpunan 𝐴𝑛𝑖 yang merupakan koleksi himpunan 𝑥 ∈ [𝑎 +
𝑖+1

𝑛
, 𝑎 +

𝑖

𝑛
] ∩ [𝑎, 𝑏] dengan ‖𝑓(𝑥)‖𝑋 ≤ 𝑛 dan 

1

𝑛
< 𝛿(𝑥) ≤

1

𝑛−1
, maka diperoleh [𝑎, 𝑏] =

⋃ 𝐴𝑛𝑖
∞
𝑖=1
𝑛=2

. 

Diberikan himpunan pada interval tertutup saling lepas {[𝑎𝑗 , 𝑏𝑗]}, 𝑎𝑗 , 𝑏𝑗 ∈ 𝐴𝑛𝑖 

untuk semua 𝑗. Maka diperoleh {(𝑎𝑗 , [𝑎𝑗 , 𝑏𝑗])} pada [𝑎, 𝑏]. 

Sehingga diperoleh  

‖∑ 𝐹([𝑎𝑗 , 𝑏𝑗])

∞

𝑘=1

‖ ≤
𝜀

2
+ 𝑛 ∑(𝑏𝑗 − 𝑎𝑗)

𝑗

. 
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Maka diketahui bahwa 𝐹 ∈ 𝐴𝐶(𝐴𝑛𝑖). Jadi, 𝐹 ∈ 𝐵𝑉𝐺[𝑎, 𝑏]. 

 

Teorema 2.18 (Aziz dkk., 2021) 

Jika 𝑓 ∈ 𝐷𝐿[𝑎, 𝑏] dan 𝐹 merupakan fungsi primitif, maka 𝐹 ∈ 𝐴𝐶[𝑎, 𝑏]. 

Bukti: 

𝑓 ∈ 𝐷[𝑎, 𝑏] dan 𝐹 merupakan fungsi primitif, terdapat barisan {𝐴𝑛𝑖} pada 

himpunan sehingga [𝑎, 𝑏] = ⋃ 𝐴𝑛𝑖
∞
𝑖=1
𝑛=2

 dan 𝐹 ∈ 𝐴𝐶(𝐴𝑛𝑖), ∀𝑛, 𝑖. Jadi, 𝐹 ∈ 𝐴𝐶[𝑎, 𝑏]. 



 

48 

BAB III 

METODE PENELITIAN 

 

3.1 Jenis Penelitian 

Pada penelitian ini menggunakan metode penelitian kualitatif. Metode 

kualitatif dilakukan dengan mengumpulkan informasi yang berhubungan dengan 

topik penelitian. Hal itu dilakukan di antaranya dengan mengumpulkan artikel, 

jurnal, serta buku agar informasi yang didapatkan semakin lengkap dan relevan. 

 

3.2 Pra Penelitian 

Berikut tahapan sebelum melakukan penelitian: 

1. Mengumpulkan sumber-sumber berupa buku, artikel, jurnal, dan paper-paper 

yang relevan terkait topik yang akan dibahas sebagai acuan penelitian. 

2. Membuat rumusan masalah, tujuan, dan manfaat dari penelitian. 

3. Membuat latar belakang serta memahami konsep dasar pada penelitian ini. 

 

3.3 Tahapan Penelitian  

Tahapan penelitian dalam menentukan sifat-sifat fungsi primitif pada integral 

Dunford, yaitu: 

1. Mendefinisikan integral Dunford dan membuktikan teorema terkait integral 

Dunford. 

2. Mendefinisikan fungsi primitif integral Dunford pada interval [𝑎, 𝑏] dan 

memberikan contoh terkait fungsi primitif integral Dunford pada interval 

[𝑎, 𝑏]. 
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3. Mendefinisikan fungsi primitif integral Dunford bersifat aditif yang nantinya 

akan digunakan dalam pembuktian selanjutnya. 

4. Membuktikan fungsi primitif pada integral Dunford adalah kontinu pada 

[𝑎, 𝑏]. 

5. Membuktikan hubungan fungsi variasi terbatas dan generalisasinya (𝐵𝑉𝐺) 

dengan fungsi primitif pada integral Dunford di [𝑎, 𝑏]. 

6. Membuktikan hubungan fungsi kontinu mutlak (𝐴𝐶) dan generalisasinya 

(𝐴𝐶𝐺) dengan fungsi primitif pada integral Dunford di [𝑎, 𝑏]. 
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BAB IV  

PEMBAHASAN 

 

Pada bab pembahasan ini, akan dibuktikan sifat-sifat fungsi primitif pada 

integral Dunford. 

4.1 Sifat-Sifat Fungsi Primitif pada Integral Dunford 

Pada bab ini akan menjelaskan fungsi primitif pada integral Dunford dan 

sifat-sifat sederhana dari fungsi primitifnya. Selanjutnya akan dijelaskan sifat-sifat 

terkait fungsi kontinu mutlak (𝐴𝐶) dan generalisasinya (𝐴𝐶𝐺). Dan sifat-sifat terkait 

fungsi variasi terbatas (𝐵𝑉) dan generalisasinya (𝐵𝑉𝐺). Berikut akan dijelaskan 

definisi dari integral Dunford. 

Definisi 4.1 (Aziz dkk., 2021) 

Misalkan 𝑋 merupakan ruang Banach dan 𝑋∗ merupakan ruang dual dari 𝑋. 

Diberikan sebuah fungsi 𝑓: [𝑎, 𝑏] → 𝑋 dikatakan terintegral Dunford pada [𝑎, 𝑏] 

yang dinotasikan dengan 𝐷𝐿[𝑎, 𝑏], apabila untuk setiap 𝑥∗ ∈ 𝑋∗, dan 𝑥∗(𝑓): [𝑎, 𝑏] →

ℝ terintegral Lebesgue maka untuk setiap interval tertutup 𝐴 ⊂ [𝑎, 𝑏] terdapat 𝑥∗∗ ∈

𝑋∗∗ maka memenuhi 

𝑥(𝑓,𝐴)
∗∗ (𝑥∗) = (𝐷𝐿) ∫ 𝑥∗(𝑓)

 

𝐴

, 

untuk setiap 𝑥∗ ∈ 𝑋∗. 

 

Teorema 4.1 (Aziz dkk., 2021) 

Fungsi 𝑓 dikatakan terintegral Dunford pada [𝑎, 𝑏] jika dan hanya jika untuk setiap 

𝑥∗ ∈ 𝑋∗, dan 𝑥∗(𝑓) terintegral Lebesgue pada [𝑎, 𝑏]. 
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Bukti:  

(→) Diketahui 𝑓 terintegral Dunford pada [𝑎, 𝑏]. 

Berdasarkan Definisi 4.1, karena 𝑓 terintegral Dunford maka untuk setiap 𝑥∗ ∈ 𝑋∗, 

dan 𝑥∗(𝑓): [𝑎, 𝑏] → ℝ terintegral Lebesgue.  

(←) Diketahui 𝑥∗(𝑓) terintegral Lebesgue pada [𝑎, 𝑏]. 

Berdasarkan Definisi 4.1, jelas bahwa untuk setiap 𝑥∗ ∈ 𝑋∗, dan 𝑥∗(𝑓): [𝑎, 𝑏] → ℝ 

terintegral Lebesgue dan untuk setiap interval tertutup 𝐴 ⊂ [𝑎, 𝑏] ada 𝑥∗∗ ∈ 𝑋∗∗ 

maka diperoleh 

𝑥(𝑓,𝐴)
∗∗ (𝑥∗) = (𝐷𝐿) ∫ 𝑥∗(𝑓)

 

𝐴

. 

Jadi, 𝑓 terintegral Dunford pada [𝑎. 𝑏]. 

 

Definisi 4.2 (Aziz dkk., 2021) 

Diberikan 𝑋 merupakan ruang Banach dan diberikan 𝒥[𝑎, 𝑏] merupakan koleksi 

semua interval tertutup di [𝑎, 𝑏] dan 𝑓: [𝑎, 𝑏] → 𝑋. Apabila 𝑓 terintegral Dunford 

pada [𝑎, 𝑏], maka 𝐹: 𝒥[𝑎, 𝑏] → 𝑋 dengan 

𝐹(𝐴) = 𝑥(𝑓,𝐴)
∗∗ = (𝐷𝐿) ∫ 𝑓

 

𝐴

 

di mana 𝐹(∅) = 0 untuk setiap 𝐴 ∈ 𝒥[𝑎, 𝑏] maka 𝐹 dikatakan primitif Dunford dari 

𝑓 di [𝑎, 𝑏]. 

 

Contoh 4.1 (Aziz dkk., 2021) 

Didefinisikan fungsi 𝑓: [𝑎, 𝑏] → 𝑋 oleh 𝑓(𝑥) = 𝑐. 

Untuk setiap 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] dan konstanta 𝑐 ∈ 𝑋. Maka untuk setiap interval tertutup 𝐴 ⊂

[𝑎, 𝑏], fungsi primitif Dunfordnya adalah 𝐹(𝐴) = 𝑐𝛼(𝐴). 
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Penyelesaian: 

Akan dibuktikan bahwa 𝐹(𝐴) = 𝑐𝛼(𝐴). Diketahui 𝑓(𝑥) = 𝑐 untuk setiap 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] 

dan konstanta 𝑐 ∈ 𝑋. Jika 𝑓 terintegral Dunford maka untuk setiap 𝑥∗ ∈ 𝑋∗ dan 

𝑥∗(𝑓) terintegral Lebesgue maka 𝑥∗(𝑐) juga terintegral Lebesgue pada [𝑎, 𝑏] dan 

untuk setiap interval tertutup 𝐴 ⊂ [𝑎, 𝑏] terdapat 𝑥∗∗ ∈ 𝑋∗∗ sehingga menurut 

Definisi 4.1 diperoleh 

𝑥(𝑓,𝐴)
∗∗ (𝑥∗) = (𝐷𝐿) ∫ 𝑥∗(𝑓)

 

𝐴

 

= (𝐷𝐿) ∫ 𝑥∗(𝑐)
 

𝐴

 

= 𝑥∗𝑐𝛼(𝐴) 

Notasi (𝐿) ∫ 𝑓
 

𝐴
 merupakan terintegral Lebesgue. Jadi untuk setiap 𝑥∗ ∈ 𝑋∗ dan untuk 

setiap 𝐴 ⊂ [𝑎, 𝑏] berlaku 

𝑥(𝑓,𝐴)
∗∗ = 𝑐𝛼(𝐴) 

Jadi, 𝐹(𝐴) = 𝑥(𝑓,𝐴)
∗∗ = (𝐷𝐿) ∫ 𝑓

 

𝐴
= 𝑐𝛼(𝐴). 

 

Definisi 4.3 

Fungsi 𝐹: 𝒥[𝑎, 𝑏] → 𝑋 dikatakan aditif jika 

𝐹(𝑃 ∪ 𝑄) = 𝐹(𝑃) + 𝐹(𝑄), 

untuk setiap 𝑃, 𝑄 ∈ 𝒥[𝑎, 𝑏] di mana 𝑃 ∪ 𝑄 ∈ 𝒥[𝑎, 𝑏] dan 𝑃 ∩ 𝑄 = ∅. 

 

Teorema 4.2 (Aziz dkk., 2021) 

Misalkan diberikan 𝑓 ∈ 𝐷𝐿[𝑎, 𝑏] dengan 𝐹 sebagai primitifnya, maka 𝐹 merupakan 

fungsi aditif pada [𝑎, 𝑏]. 
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Bukti: 

Diketahui 𝑓 merupakan fungsi terintegral Dunford dan primitif 𝐹. Akan dibuktikan 

bahwa 𝐹 merupakan fungsi aditif pada [𝑎, 𝑏]. 

Berdasarkan Definisi 4.3, diambil sebarang 𝑃 ⊂ [𝑎, 𝑏] dan 𝑄 ⊂ [𝑎, 𝑏] dengan 𝑃 ∩

𝑄 = ∅, Maka 𝑃 ∪ 𝑄 ⊂ [𝑎, 𝑏]. Berdasarkan hipotesis teorema bahwa 𝑓 ∈ 𝐷𝐿[𝑎, 𝑏], 

maka menurut Definisi 4.1, untuk setiap 𝑥∗ ∈ 𝑋∗ dengan 𝑥∗(𝑓): [𝑎, 𝑏] → ℝ 

terintegral Lebesgue pada [𝑎, 𝑏] dan untuk setiap 𝑃 ⊂ [𝑎, 𝑏] dan 𝑄 ⊂ [𝑎, 𝑏] terdapat 

𝑥(𝑓,𝑃)
∗∗ ∈ 𝑋∗∗ dan 𝑥(𝑓,𝑄)

∗∗ ∈ 𝑋∗∗ sedemikian sehingga memenuhi 

𝑥(𝑓,𝑃)
∗∗ (𝑥∗) = (𝐷𝐿) ∫ 𝑥∗(𝑓)

 

𝑃

 (1) 

dan  

𝑥(𝑓,𝑄)
∗∗ (𝑥∗) = (𝐷𝐿) ∫ 𝑥∗(𝑓)

 

𝑄

.  (2) 

Karena 𝑃 ∪ 𝑄 ⊂ [𝑎, 𝑏], maka terdapat 𝑥(𝑓,𝑃∪𝑄)
∗∗ ∈ 𝑋∗∗. Perhatikan bahwa 

𝑥(𝑓,𝑃)
∗∗ (𝑥∗) + 𝑥(𝑓,𝑄)

∗∗ (𝑥∗) = (𝐷𝐿) ∫ 𝑥∗𝑓

 

𝑃

+ (𝐷𝐿) ∫ 𝑥∗𝑓

 

𝑄

 (𝑏𝑒𝑟𝑑𝑎𝑠𝑎𝑟𝑘𝑎𝑛 (1)𝑑𝑎𝑛 (2)) 

Berdasarkan sifat integral Lebesgue pada Teorema 2.7, maka  

𝑥(𝑓,𝑃)
∗∗ (𝑥∗) + 𝑥(𝑓,𝑄)

∗∗ (𝑥∗) = (𝐷𝐿) ∫ 𝑥∗𝑓

 

𝑃

+ (𝐷𝐿) ∫ 𝑥∗𝑓

 

𝑄

 

= (𝐷𝐿) ∫ 𝑥∗𝑓

 

𝑃∪𝑄

 

= 𝑥(𝑓,𝑃∪𝑄)
∗∗ (𝑥∗), karena 𝑓 ∈ 𝐷𝐿{𝑃 ∪ 𝑄} 

Jadi,  

𝑥(𝑓,𝑃∪𝑄)
∗∗ (𝑥∗) = 𝑥(𝑓,𝑃)

∗∗ (𝑥∗) + 𝑥(𝑓,𝑄)
∗∗ (𝑥∗) 

𝐹(𝑃 ∪ 𝑄) = 𝐹(𝑃) + 𝐹(𝑄) 
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Sehingga terbukti bahwa 𝐹 merupakan fungsi aditif pada [𝑎, 𝑏]. 

 

Akibat 4.1 (Aziz dkk., 2021) 

Jika 𝑓 ∈ 𝐷𝐿[𝑎, 𝑏] dengan 𝐹 sebagai primitifnya maka 𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑛 merupakan 

interval tertutup pada [𝑎, 𝑏] yang saling lepas dengan ⋃ 𝐴𝑖
𝑛
𝑖=1 = [𝑎, 𝑏], maka 

𝐹 (⋃ 𝐴𝑖

𝑛

𝑖=1

) = ∑ 𝐹(𝐴𝑖)

𝑛

𝑖=1

= ∑ 𝑥(𝑓,𝐴𝑖)
∗∗

𝑛

𝑖=1

. 

Bukti: 

Diketahui 𝑓 terintegral Dunford dan 𝐹 merupakan fungsi primitifnya.  

Diambil sebarang interval tertutup 𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑛 pada [𝑎, 𝑏] di mana ⋃ 𝐴𝑖
𝑛
𝑖=1 ⊂

[𝑎, 𝑏] dengan 𝜇𝛼(𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗) = 0 untuk setiap 𝑖 ≠ 𝑗. Berdasarkan hipotesis bahwa 𝐹 ∈

𝐷𝐿[𝑎, 𝑏], maka menurut Definisi 4.1, untuk setiap 𝑥∗ ∈ 𝑋∗ dengan 𝑥∗(𝑓): [𝑎, 𝑏] → ℝ 

terintegral Lebesgue pada [𝑎, 𝑏] dan untuk setiap ⋃ 𝐴𝑖
𝑛
𝑖=1 ⊂ [𝑎, 𝑏] terdapat 

𝑥(𝑓,𝐴1)
∗∗ , 𝑥(𝑓,𝐴2)

∗∗ , … , 𝑥(𝑓,𝐴𝑛)
∗∗ ∈ 𝑋∗∗ sedemikian sehingga memenuhi 

𝑥(𝑓,𝐴1)
∗∗ (𝑥∗) = (𝐷𝐿) ∫ 𝑥∗𝑓

 

𝐴1

𝑥(𝑓,𝐴2)
∗∗ (𝑥∗) = (𝐷𝐿) ∫ 𝑥∗𝑓

 

𝐴2

⋮
𝑥(𝑓,𝐴𝑛)

∗∗ (𝑥∗) = (𝐷𝐿) ∫ 𝑥∗𝑓
 

𝐴𝑛

 

Karena ⋃ 𝐴𝑖
𝑛
𝑖=1 ⊂ [𝑎, 𝑏] terdapat 𝑥(𝑓,⋃ 𝐴𝑖

𝑛
𝑖=1 )

∗∗ ∈ 𝑋∗∗. Perhatikan bahwa  

𝑥(𝑓,𝐴1)
∗∗ (𝑥∗) + 𝑥(𝑓,𝐴2)

∗∗ (𝑥∗) + ⋯ + 𝑥(𝑓,𝐴𝑛)
∗∗ (𝑥∗)

= (𝐷𝐿) ∫ 𝑥∗𝑓
 

𝐴1

+ (𝐷𝐿) ∫ 𝑥∗𝑓
 

𝐴2

+ ⋯ + (𝐷𝐿) ∫ 𝑥∗𝑓
 

𝐴𝑛

 

Berdasarkan Teorema 2.7 maka 

𝑥(𝑓,𝐴1)
∗∗ (𝑥∗) + 𝑥(𝑓,𝐴2)

∗∗ (𝑥∗) + ⋯ + 𝑥(𝑓,𝐴𝑛)
∗∗ (𝑥∗)

= (𝐷𝐿) ∫ 𝑥∗𝑓
 

𝐴1

+ (𝐷𝐿) ∫ 𝑥∗𝑓
 

𝐴2

+ ⋯ + (𝐷𝐿) ∫ 𝑥∗𝑓
 

𝐴𝑛
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= (𝐷𝐿) ∫ 𝑥∗𝑓
 

𝐴𝑖

 

 = 𝑥(𝑓,⋃ 𝐴𝑖
𝑛
𝑖=1 )

∗∗ (𝑥∗), karena 𝑓 = 𝐷𝐿{𝐴1, 𝐴2, … , 𝐴𝑛} 

Jadi,  

𝑥(𝑓,⋃ 𝐴𝑖
𝑛
𝑖=1 )

∗∗ (𝑥∗) = 𝑥(𝑓,𝐴1)
∗∗ (𝑥∗) + 𝑥(𝑓,𝐴2)

∗∗ (𝑥∗) + ⋯ + 𝑥(𝑓,𝐴𝑛)
∗∗ (𝑥∗) 

 𝐹 (⋃ 𝐴𝑖

𝑛

𝑖=1

) = 𝐹(𝐴1) + 𝐹(𝐴2) + ⋯ + 𝐹(𝐴𝑛) = ∑ 𝐹(𝐴𝑖)

𝑛

𝑖=1

= ∑ 𝑥(𝑓,𝐴𝑖)
∗∗

𝑛

𝑖=1

. 

Sehingga terbukti bahwa 𝐹(⋃ 𝐴𝑖
𝑛
𝑖=1 ) = ∑ 𝐹(𝐴𝑖)𝑛

𝑖=1 = ∑ 𝑥(𝑓,𝐴𝑖)
∗∗𝑛

𝑖=1 . 

 

Teorema 4.3 (Aziz dkk., 2021) 

Fungsi 𝑓 ∈ 𝐷𝐿[𝑎, 𝑏] jika dan hanya jika fungsi aditif 𝐹 pada [𝑎, 𝑏] sehingga untuk 

setiap bilangan 𝜀 > 0 dan 𝑥∗ ∈ 𝑋∗ terdapat 𝛿 > 0 pada [𝑎, 𝑏] dan jika interval 

tertutup  𝐴 ⊂ [𝑎, 𝑏] dan 𝔇 = {(𝐷1, 𝑥1), (𝐷2, 𝑥2), … , (𝐷𝑛, 𝑥𝑛)} merupakan partisi 

McShane pada 𝐴 berlaku 

|∑ 𝑥∗(𝑓(𝑥𝑖)𝛼(𝐷𝑖) − 𝐹(𝐷𝑖))

𝑛

𝑖=1

| < 𝜀 

atau 

|∑ 𝑥∗𝑓(𝑥𝑖)𝛼(𝐷𝑖) − 𝑥∗𝐹(𝐴)

𝑛

𝑖=1

| < 𝜀 

Bukti: 

(→) Diketahui 𝑓 ∈ 𝐷𝐿[𝑎, 𝑏]. 
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Berdasarkan Teorema 4.1, berarti untuk setiap 𝑥∗ ∈ 𝑋∗ dan 𝑥∗(𝑓) terintegral 

Lebesgue. Karena 𝑥∗(𝑓) terintegral Lebesgue, menurut Definisi 2.34 artinya untuk 

setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝛿 positif sedemikian sehingga untuk 𝐴 ⊂ [𝑎, 𝑏] dengan partisi  

𝔇 = {(𝐷1, 𝑥1), (𝐷2, 𝑥2), … , (𝐷𝑛, 𝑥𝑛)} 

pada 𝐴 ⊂ [𝑎, 𝑏] dengan  

𝐷1 ∪ 𝐷2 ∪ … ∪ 𝐷𝑛 = [𝑎, 𝑏] 

dan  

𝐷1 ∩ 𝐷2 ∩ … ∩ 𝐷𝑛 = ∅, 

berdasarkan Definisi 4.3, maka 𝐹 aditif pada [𝑎, 𝑏]. Sehingga memenuhi 

|∑ 𝑥∗(𝑓(𝑥𝑖)𝛼(𝐷𝑖) − 𝐹(𝐷𝑖))

𝑛

𝑖=1

| < 𝜀 

atau 

|∑ 𝑥∗𝑓(𝑥𝑖)𝛼(𝐷𝑖) − 𝑥∗𝐹(𝐴)

𝑛

𝑖=1

| < 𝜀. 

(←)Diketahui 𝐹 aditif pada [𝑎, 𝑏]. 

Berdasarkan  Teorema 4.2, bahwa 𝐹 aditif pada 𝑓 di mana 𝑓 ∈ 𝐷𝐿[𝑎, 𝑏]. Berdasarkan 

Definisi 4.1 untuk setiap 𝑥∗ ∈ 𝑋∗ ada 𝑥∗𝑓 terintegral Lebesgue. Menurut Teorema 

4.1 untuk setiap interval tertutup 𝐴 ⊂ [𝑎, 𝑏] ada 𝑥∗∗ ∈ 𝑋∗∗ maka diperoleh 

𝑥(𝑓,𝐴)
∗∗ (𝑥∗) = (𝐷𝐿) ∫ 𝑥∗(𝑓)

 

𝐴

. 

Jadi, 𝑓 terintegral Dunford pada [𝑎. 𝑏]. 

 

Teorema 4.4 (Aziz dkk., 2021) 

Fungsi 𝑓 ∈ 𝐷𝐿[𝑎, 𝑏] dan 𝐹 merupakan fungsi primitif sehingga untuk setiap 𝜀 > 0 

dan 𝑥∗ ∈ 𝑋∗ terdapat 𝛿 > 0 pada [𝑎, 𝑏] sehingga untuk semua 𝐴 ⊂ [𝑎, 𝑏] merupakan 
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interval tertutup dan 𝔇 = {(𝐷, 𝑥)} merupakan partisi McShane pada 𝐴 maka 

diperoleh  

|∑ 𝑥∗𝑓(𝑥)𝛼(𝐷) − 𝑥∗𝐹(𝐷)| < 𝜀 

Maka untuk semua jumlah bagian ∑   
1 pada 𝒟 ∑  diperoleh 

|∑ 𝑥∗𝑓(𝑥)𝛼(𝐷) − 𝑥∗𝐹(𝐷)
 

1
| < 𝜀. 

Bukti: 

(→) Diketahui 𝑓 ∈ 𝐷𝐿[𝑎, 𝑏]. 

Berdasarkan Teorema 4.1, berarti untuk setiap 𝑥∗ ∈ 𝑋∗ dan 𝑥∗(𝑓) terintegral 

Lebesgue. Karena 𝑥∗(𝑓) terintegral Lebesgue, menurut Definisi 2.34 artinya untuk 

setiap 𝜀 > 0 terdapat 𝛿 positif sedemikian sehingga untuk semua 𝐴 ⊂ [𝑎, 𝑏] dengan 

partisi 𝔇 = {𝐷, 𝑥} pada 𝐴 ⊂ [𝑎, 𝑏] dengan 

𝐷1 ∪ 𝐷2 ∪ … ∪ 𝐷𝑛 = [𝑎, 𝑏] 

dan  

𝐷1 ∩ 𝐷2 ∩ … ∩ 𝐷𝑛 = ∅, 

berdasarkan Definisi 4.3, maka 𝐹 aditif pada [𝑎, 𝑏]. Sehingga memenuhi 

|∑ 𝑥∗𝑓(𝑥)𝛼(𝐷) − 𝑥∗𝐹(𝐷)| < 𝜀. 

Maka untuk setiap jumlahan bagian ∑   
1 atau 𝔇 ∑   sehingga diperoleh 

|∑ 𝑥∗𝑓(𝑥)𝛼(𝐷) − 𝑥∗𝐹(𝐷)
 

1
| < 𝜀. 

(←)Diketahui 𝐹 aditif pada [𝑎, 𝑏]. 

Berdasarkan  Teorema 4.2, bahwa 𝐹 aditif di mana 𝑓 ∈ 𝐷𝐿[𝑎, 𝑏]. Berdasarkan 

Definisi 4.1 untuk setiap 𝑥∗ ∈ 𝑋∗ ada 𝑥∗𝑓 terintegral Lebesgue. Menurut Teorema 

4.1 untuk setiap interval tertutup 𝐴 ⊂ [𝑎, 𝑏] ada 𝑥∗∗ ∈ 𝑋∗∗ maka diperoleh 
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𝑥(𝑓,𝐴)
∗∗ (𝑥∗) = (𝐷𝐿) ∫ 𝑥∗(𝑓)

 

𝐴

. 

Jadi, 𝑓 terintegral Dunford pada [𝑎. 𝑏]. 

 

Teorema 4.5 (Aziz dkk., 2021) 

Jika 𝑓 ∈ 𝐷𝐿[𝑎, 𝑏] dengan primitif  Dunford 𝐹, maka 𝐹 kontinu pada [𝑎, 𝑏]. 

Bukti: 

Berdasarkan Teorema 4.4, untuk setiap 𝜀 > 0 dan 𝑥∗ ∈ 𝑋∗ ada 𝛿 > 0 pada [𝑎, 𝑏] 

sedemikian sehingga untuk suatu interval tertutup 𝐴 ⊂ [𝑎, 𝑏] dan partisi McShane 

𝔇 = {(𝐷, 𝑥)}, pada 𝐴 diperoleh 

|∑ 𝑥∗𝑓(𝑥)𝛼(𝐷) − 𝑥∗𝐹(𝐷)| < 𝜀. 

Maka untuk setiap jumlahan bagian ∑   
1  atau 𝔇 ∑   sehingga diperoleh 

|∑ 𝑥∗𝑓(𝑥)𝛼(𝐷) − 𝑥∗𝐹(𝐷)
 

1
| < 𝜀. 

Berdasarkan Definisi 2.4, untuk setiap 𝜀 > 0 ada 𝛿 > 0 sehingga diberikan 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 

dan ‖𝑥 − 𝑦‖𝑋 < 𝛿 mengakibatkan 

‖𝐹(𝑥) + 𝐹(𝑦)‖𝑋 < ‖𝐹(𝑥) + 𝐹(𝑦) − 𝑓(𝑦)(𝑥 − 𝑦) + 𝑓(𝑦)(𝑥 − 𝑦)‖𝑋 

< ‖𝐹(𝑥) + 𝐹(𝑦) − 𝑓(𝑦)(𝑥 − 𝑦))‖𝑋 + ‖𝑓(𝑦)‖𝑋|𝑥 − 𝑦| 

< 𝜀. 

Jadi, fungsi 𝐹 dikatakan kontinu pada 𝐴 ⊂ 𝑋 jika 𝐹 kontinu di setiap 𝑥 ∈ 𝐴. Hal ini 

menunjukkan bahwa 𝐹 kontinu di [𝑎, 𝑏]. 

 

Berikut ini akan dijelaskan terkait fungsi primitif pada integral Dunford pada 

[𝑎, 𝑏] kaitannya dengan fungsi variasi terbatas (𝐵𝑉)dan generalisasinya (𝐵𝑉𝐺). 
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Teorema 4.6 (Aziz dkk., 2021) 

Jika 𝑓 ∈ 𝐷𝐿[𝑎, 𝑏] dan 𝐹 adalah primitif Dunfordnya, maka 𝐹 ∈ 𝐵𝑉𝐺[𝑎, 𝑏] 

Bukti: 

Diketahui 𝑓 ∈ 𝐷𝐿[𝑎, 𝑏] dan fungsi primitif 𝐹. 

Berdasarkan Teorema 4.3, maka untuk setiap 𝜀 > 0 dan 𝑥∗ ∈ 𝑋∗  terdapat 𝛿 > 0 

pada [𝑎, 𝑏] dan untuk semua interval tertutup 𝐴 ⊂ [𝑎, 𝑏] dan partisi McShane 𝔇 =

{(𝐷1, 𝑥1), (𝐷2, 𝑥2), … , (𝐷𝑛, 𝑥𝑛)} pada 𝐴 maka diperoleh 

|∑ 𝑥∗(𝑓(𝑥𝑖)𝛼(𝐷𝑖) − 𝐹(𝐷𝑖))

𝑛

𝑖=1

| < 𝜀 

atau 

|∑ 𝑥∗𝑓(𝑥𝑖)𝛼(𝐷𝑖) − 𝑥∗𝐹(𝐴)

𝑛

𝑖=1

| < 𝜀. 

Diberikan 𝜀 = 1, 𝛿(𝑥) ≤ 1 dengan ‖𝑥∗‖𝑋 ≤ 1. 

Diberikan himpunan 𝐴𝑛𝑖 dengan 𝑛, 𝑖 ∈ ℕ yang merupakan himpunan semua 𝑥 ∈

[𝑎 +
𝑖−1

𝑛
, 𝑎 +

𝑖

𝑛
] ∩ [𝑎, 𝑏], maka diperoleh 

𝐴𝑛1 = [𝑎, 𝑎 +
1

𝑛
] di mana 𝑥 ∈ 𝑎 +

1

𝑛
 

𝐴𝑛2 = [𝑎 +
1

𝑛
, 𝑎 +

2

𝑛
] di mana 𝑥 ∈ 𝑎 +

2

𝑛
 

⋮ 

𝐴𝑛∞ = [𝑎 +
∞−1

𝑛
, 𝑎 +

∞

𝑛
] di mana 𝑥 ∈ 𝑎 +

∞

𝑛
 

dengan ‖𝑓(𝑥)‖𝑋 ≤ 𝑛 dan 
1

𝑛
< 𝛿(𝑥) ≤

1

𝑛−1
. Diperoleh [𝑎, 𝑏] = ⋃ 𝐴𝑛𝑖.

∞
𝑖=1
𝑛=2

 

Menurut Definisi 2.19, diberikan sebarang himpunan pada interval tertutup yang 

saling lepas {[𝑎𝑘 , 𝑏𝑘]}, dengan 𝑎𝑘 , 𝑏𝑘 ∈ 𝐴𝑛𝑖. 
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Maka diperoleh {(𝑎𝑘 , [𝑎𝑘, 𝑏𝑘])} merupakan partisi Perron di [𝑎, 𝑏]. Oleh karena itu 

diperoleh  

‖∑ 𝐹([𝑎𝑘, 𝑏𝑘])

∞

𝑘=1

‖ ≤ ‖𝑥∗‖𝑋 ‖∑ 𝐹([𝑎𝑘 , 𝑏𝑘])

∞

𝑘=1

‖

𝑋

 

Dengan memanipulasi ‖∑ 𝐹([𝑎𝑘 , 𝑏𝑘])∞
𝑘=1 ‖ maka diperoleh 

= ‖𝑥∗‖𝑋 ‖∑ 𝐹([𝑎𝑘, 𝑏𝑘])

∞

𝑘=1

− 𝑓(𝑎𝑘)(𝑏𝑘 − 𝑎𝑘) + 𝑓(𝑎𝑘)(𝑏𝑘 − 𝑎𝑘)‖

𝑋

 

Lalu menggunakan ketaksamaan segitiga maka diperoleh 

= ‖𝑥∗‖𝑋 ‖∑ 𝐹([𝑎𝑘, 𝑏𝑘])

∞

𝑘=1

− 𝑓(𝑎𝑘)(𝑏𝑘 − 𝑎𝑘)‖

𝑋

+ ‖𝑥∗‖𝑋 ‖∑ 𝑓(𝑎𝑘)(𝑏𝑘 − 𝑎𝑘)

∞

𝑘=1

‖ 

< 1 + 𝑛(𝑏 − 𝑎) 

Hal ini menunjukkan bahwa 𝐹 ∈ 𝐵𝑉(𝐴𝑛𝑖). Karena [𝑎, 𝑏] = ⋃ 𝐴𝑛𝑖
∞
𝑖=1
𝑛=2

, maka 𝐹 ∈

𝐵𝑉[𝑎, 𝑏]. 

Menurut Definisi 2.21 , jika terdapat barisan {𝐴𝑛𝑖} sehingga  

[𝑎, 𝑏] = ⋃ 𝐴𝑛𝑖

∞

𝑖=1
𝑛=2

 

dan 𝐹 ∈ 𝐵𝑉(𝐴𝑛𝑖). Jadi, hal ini menunjukkan bahwa 𝐹 ∈ 𝐵𝑉𝐺[𝑎, 𝑏]. 

 

Akibat 4.2 (Aziz dkk., 2021) 

Jika 𝑓 ∈ 𝐷𝐿[𝑎, 𝑏] dan 𝐹 adalah primitif Dunford, maka terdapat {𝐴𝑛𝑖} merupakan 

barisan himpunan sehingga 

[𝑎, 𝑏] = ⋃ 𝐴𝑛𝑖

∞

𝑖=1
𝑛=2

 

dan 
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𝐹 ∈ 𝐵𝑉(𝐴𝑛𝑖), ∀ 𝑛, 𝑖. 

Bukti: 

Berdasarkan Teorema 4.6, maka untuk setiap 𝜀 > 0 dan 𝑥∗ ∈ 𝑋∗  terdapat 𝛿 > 0 

pada [𝑎, 𝑏] dan untuk semua interval tertutup 𝐴 ⊂ [𝑎, 𝑏] dan partisi McShane 𝔇 =

{(𝐷1, 𝑥1), (𝐷2, 𝑥2), … , (𝐷𝑛, 𝑥𝑛)} pada 𝐴 maka diperoleh 

|∑ 𝑥∗(𝑓(𝑥𝑖)𝛼(𝐷𝑖) − 𝐹(𝐷𝑖))

𝑛

𝑖=1

| < 𝜀 

atau 

|∑ 𝑥∗𝑓(𝑥𝑖)𝛼(𝐷𝑖) − 𝑥∗𝐹(𝐴)

𝑛

𝑖=1

| < 𝜀. 

Diberikan 𝜀 = 1, 𝛿(𝑥) ≤ 1 dengan ‖𝑥∗‖𝑋 ≤ 1. 

Diberikan himpunan 𝐴𝑛𝑖 dengan 𝑛, 𝑖 ∈ ℕ yang merupakan himpunan semua 𝑥 ∈

[𝑎 +
𝑖−1

𝑛
, 𝑎 +

𝑖

𝑛
] ∩ [𝑎, 𝑏], maka diperoleh 

𝐴𝑛1 = [𝑎, 𝑎 +
1

𝑛
] di mana 𝑥 ∈ 𝑎 +

1

𝑛
 

𝐴𝑛2 = [𝑎 +
1

𝑛
, 𝑎 +

2

𝑛
] di mana 𝑥 ∈ 𝑎 +

2

𝑛
 

⋮ 

𝐴𝑛∞ = [𝑎 +
∞−1

𝑛
, 𝑎 +

∞

𝑛
] di mana 𝑥 ∈ 𝑎 +

∞

𝑛
 

dengan ‖𝑓(𝑥)‖𝑋 ≤ 𝑛 dan 
1

𝑛
< 𝛿(𝑥) ≤

1

𝑛−1
. Diperoleh [𝑎, 𝑏] = ⋃ 𝐴𝑛𝑖.

∞
𝑖=1
𝑛=2

 

Menurut Definisi 2.19, diberikan sebarang himpunan pada interval tertutup yang 

saling lepas {[𝑎𝑘 , 𝑏𝑘]}, dengan 𝑎𝑘 , 𝑏𝑘 ∈ 𝐴𝑛𝑖. 

Maka diperoleh {(𝑎𝑘 , [𝑎𝑘, 𝑏𝑘])} merupakan partisi Perron di [𝑎, 𝑏]. Oleh karena itu 

diperoleh  



62 

 

 

‖∑ 𝐹([𝑎𝑘, 𝑏𝑘])

∞

𝑘=1

‖ ≤ ‖𝑥∗‖𝑋 ‖∑ 𝐹([𝑎𝑘 , 𝑏𝑘])

∞

𝑘=1

‖

𝑋

 

Dengan memanipulasi ‖∑ 𝐹([𝑎𝑘 , 𝑏𝑘])∞
𝑘=1 ‖ maka diperoleh 

= ‖𝑥∗‖𝑋 ‖∑ 𝐹([𝑎𝑘, 𝑏𝑘])

∞

𝑘=1

− 𝑓(𝑎𝑘)(𝑏𝑘 − 𝑎𝑘) + 𝑓(𝑎𝑘)(𝑏𝑘 − 𝑎𝑘)‖

𝑋

 

Lalu menggunakan ketaksamaan segitiga 

= ‖𝑥∗‖𝑋 ‖∑ 𝐹([𝑎𝑘, 𝑏𝑘])

∞

𝑘=1

− 𝑓(𝑎𝑘)(𝑏𝑘 − 𝑎𝑘)‖

𝑋

+ ‖𝑥∗‖𝑋 ‖∑ 𝑓(𝑎𝑘)(𝑏𝑘 − 𝑎𝑘)

∞

𝑘=1

‖ 

< 1 + 𝑛(𝑏 − 𝑎) 

Hal ini menunjukkan bahwa 𝐹 ∈ 𝐵𝑉(𝐴𝑛𝑖). 

 

Teorema 4.7 (Aziz dkk., 2021) 

Jika 𝑓 ∈ 𝐷𝐿[𝑎, 𝑏] dan 𝐹 merupakan primitif Dunfordnya, maka 𝐹 ∈ 𝐵𝑉[𝑎, 𝑏]. 

Bukti: 

Diketahui 𝑓 ∈ 𝐷𝐿[𝑎, 𝑏] dan fungsi primitif 𝐹. 

Berdasarkan Akibat 4.2, maka untuk setiap 𝜀 > 0 dan 𝑥∗ ∈ 𝑋∗  terdapat 𝛿 > 0 pada 

[𝑎, 𝑏] dan untuk semua interval tertutup 𝐴 ⊂ [𝑎, 𝑏] dan partisi McShane 𝔇 =

{(𝐷1, 𝑥1), (𝐷2, 𝑥2), … , (𝐷𝑛, 𝑥𝑛)} pada 𝐴 maka diperoleh 

|∑ 𝑥∗(𝑓(𝑥𝑖)𝛼(𝐷𝑖) − 𝐹(𝐷𝑖))

𝑛

𝑖=1

| < 𝜀 

atau 

|∑ 𝑥∗𝑓(𝑥𝑖)𝛼(𝐷𝑖) − 𝑥∗𝐹(𝐴)

𝑛

𝑖=1

| < 𝜀. 

Diberikan 𝜀 = 1, 𝛿(𝑥) ≤ 1 dengan ‖𝑥∗‖𝑋 ≤ 1. 
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Diberikan himpunan 𝐴𝑛𝑖 dengan 𝑛, 𝑖 ∈ ℕ yang merupakan himpunan semua 𝑥 ∈

[𝑎 +
𝑖−1

𝑛
, 𝑎 +

𝑖

𝑛
] ∩ [𝑎, 𝑏], maka diperoleh 

𝐴𝑛1 = [𝑎, 𝑎 +
1

𝑛
] di mana 𝑥 ∈ 𝑎 +

1

𝑛
 

𝐴𝑛2 = [𝑎 +
1

𝑛
, 𝑎 +

2

𝑛
] di mana 𝑥 ∈ 𝑎 +

2

𝑛
 

⋮ 

𝐴𝑛∞ = [𝑎 +
∞−1

𝑛
, 𝑎 +

∞

𝑛
] di mana 𝑥 ∈ 𝑎 +

∞

𝑛
 

dengan ‖𝑓(𝑥)‖𝑋 ≤ 𝑛 dan 
1

𝑛
< 𝛿(𝑥) ≤

1

𝑛−1
. Diperoleh [𝑎, 𝑏] = ⋃ 𝐴𝑛𝑖.

∞
𝑖=1
𝑛=2

 

Menurut Definisi 2.19, diberikan sebarang himpunan pada interval tertutup yang 

saling lepas {[𝑎𝑘 , 𝑏𝑘]}, dengan 𝑎𝑘 , 𝑏𝑘 ∈ 𝐴𝑛𝑖. 

Maka diperoleh {(𝑎𝑘 , [𝑎𝑘, 𝑏𝑘])} merupakan partisi Perron di [𝑎, 𝑏]. Oleh karena itu 

diperoleh  

‖∑ 𝐹([𝑎𝑘, 𝑏𝑘])

∞

𝑘=1

‖ ≤ ‖𝑥∗‖𝑋 ‖∑ 𝐹([𝑎𝑘 , 𝑏𝑘])

∞

𝑘=1

‖

𝑋

 

Dengan memanipulasi ‖∑ 𝐹([𝑎𝑘 , 𝑏𝑘])∞
𝑘=1 ‖ maka diperoleh 

= ‖𝑥∗‖𝑋 ‖∑ 𝐹([𝑎𝑘, 𝑏𝑘])

∞

𝑘=1

− 𝑓(𝑎𝑘)(𝑏𝑘 − 𝑎𝑘) + 𝑓(𝑎𝑘)(𝑏𝑘 − 𝑎𝑘)‖

𝑋

 

Lalu menggunakan ketaksamaan segitiga maka diperoleh 

= ‖𝑥∗‖𝑋 ‖∑ 𝐹([𝑎𝑘, 𝑏𝑘])

∞

𝑘=1

− 𝑓(𝑎𝑘)(𝑏𝑘 − 𝑎𝑘)‖

𝑋

+ ‖𝑥∗‖𝑋 ‖∑ 𝑓(𝑎𝑘)(𝑏𝑘 − 𝑎𝑘)

∞

𝑘=1

‖ 

< 1 + 𝑛(𝑏 − 𝑎). 

Hal ini menunjukkan bahwa 𝐹 ∈ 𝐵𝑉(𝐴𝑛𝑖). Karena [𝑎, 𝑏] = ⋃ 𝐴𝑛𝑖
∞
𝑖=1
𝑛=2

, maka 𝐹 ∈

𝐵𝑉[𝑎, 𝑏]. 
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Berikut ini akan dijelaskan terkait fungsi primitif pada integral Dunford pada 

[𝑎, 𝑏] kaitannya dengan fungsi kontinu mutlak dan generalisasinya. 

Teorema 4.8 (Aziz dkk., 2021) 

Jika 𝑓 ∈ 𝐷𝐿[𝑎, 𝑏] dan 𝐹 merupakan primitif Dunfordnya, maka 𝐹 ∈ 𝐴𝐶𝐺[𝑎, 𝑏]. 

Bukti: 

Diketahui 𝑓 ∈ 𝐷𝐿[𝑎, 𝑏] dan fungsi primitif 𝐹. 

Berdasarkan Teorema 4.3 untuk setiap 𝜀 > 0 dan 𝑥∗ ∈ 𝑋∗  terdapat 𝛿 > 0 pada [𝑎, 𝑏] 

dan untuk semua 𝐴 ⊂ [𝑎, 𝑏] interval tertutup dan partisi McShane 𝔇 =

{(𝐷1, 𝑥1), (𝐷2, 𝑥2), … , (𝐷𝑛, 𝑥𝑛)} pada 𝐴 maka diperoleh 

|∑ 𝑥∗(𝑓(𝑥𝑖)𝛼(𝐷𝑖) − 𝐹(𝐷𝑖))

𝑛

𝑖=1

| <
𝜀

2
 

atau 

|∑ 𝑥∗𝑓(𝑥𝑖)𝛼(𝐷𝑖) − 𝑥∗𝐹(𝐴)

𝑛

𝑖=1

| <
𝜀

2
. 

Misalkan  𝛿(𝑥) ≤ 1 dengan ‖𝑥∗‖𝑋 ≤ 1. 

Dibentuk himpunan 𝐴𝑛𝑖 dengan 𝑛, 𝑖 ∈ ℕ yang merupakan himpunan semua 𝑥 ∈

[𝑎 +
𝑖−1

𝑛
, 𝑎 +

𝑖

𝑛
] ∩ [𝑎, 𝑏] maka diperoleh  

𝐴𝑛1 = [𝑎, 𝑎 +
1

𝑛
] di mana 𝑥 ∈ 𝑎 +

1

𝑛
 

𝐴𝑛2 = [𝑎 +
1

𝑛
, 𝑎 +

2

𝑛
] di mana 𝑥 ∈ 𝑎 +

2

𝑛
 

⋮ 

𝐴𝑛∞ = [𝑎 +
∞−1

𝑛
, 𝑎 +

∞

𝑛
] di mana 𝑥 ∈ 𝑎 +

∞

𝑛
 

dengan ‖𝑓(𝑥)‖𝑋 ≤ 𝑛 dan 
1

𝑛
< 𝛿(𝑥) ≤

1

𝑛−1
.  

Diperoleh [𝑎, 𝑏] = ⋃ 𝐴𝑛𝑖.
∞
𝑖=1
𝑛=2
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Menurut Definisi 2.14, diberikan sebarang himpunan pada interval tertutup yang 

saling lepas {[𝑎𝑗 , 𝑏𝑗]}, dengan 𝑎𝑗 , 𝑏𝑗 ∈ 𝐴𝑛𝑖. 

Maka diperoleh {(𝑎𝑗 , [𝑎𝑗 , 𝑏𝑗])} merupakan partisi Perron di [𝑎, 𝑏]. Oleh karena itu 

diperoleh  

‖∑ 𝐹([𝑎𝑗 , 𝑏𝑗])

∞

𝑗=1

‖ ≤ ‖𝑥∗‖𝑋 ‖∑ 𝐹([𝑎𝑗 , 𝑏𝑗])

∞

𝑗=1

‖

𝑋

 

Dengan memanipulasi ‖∑ 𝐹([𝑎𝑗 , 𝑏𝑗])∞
𝑗=1 ‖ maka diperoleh 

= ‖𝑥∗‖𝑋 ‖∑ 𝐹([𝑎𝑗 , 𝑏𝑗])

∞

𝑗=1

− 𝑓(𝑎𝑗)(𝑏𝑗 − 𝑎𝑗) + 𝑓(𝑎𝑗)(𝑏𝑗 − 𝑎𝑗)‖

𝑋

 

Lalu menggunakan ketaksamaan segitiga maka diperoleh 

= ‖𝑥∗‖𝑋 ‖∑ 𝐹([𝑎𝑗 , 𝑏𝑗])

∞

𝑗=1

− 𝑓(𝑎𝑗)(𝑏𝑗 − 𝑎𝑗)‖

𝑋

+ ‖𝑥∗‖𝑋 ‖∑ 𝑓(𝑎𝑗)(𝑏𝑗 − 𝑎𝑗)

∞

𝑗=1

‖ 

= ‖∑ 𝑥∗𝐹([𝑎𝑗 , 𝑏𝑗])

∞

𝑗=1

− 𝑥∗𝑓(𝑎𝑗)(𝑏𝑗 − 𝑎𝑗)‖

𝑋

+ ‖𝑥∗‖𝑋 ‖∑ 𝑓(𝑎𝑗)(𝑏𝑗 − 𝑎𝑗)

∞

𝑗=1

‖ 

<
𝜀

2
+ 𝑛 ∑(𝑏𝑗 − 𝑎𝑗)

 

𝑗

. 

Ambil 𝜂 ≤
𝜀

2𝑛(𝑏−𝑎)
 dan ∑ (𝑏𝑗 − 𝑎𝑗) 

𝑗 < 𝜂, diperoleh  

‖∑ 𝐹([𝑎𝑗 , 𝑏𝑗])

∞

𝑗=1

‖ <
𝜀

2
+ 𝑛(𝑏 − 𝑎)𝜂 

≤ 𝜀. 

Hal ini menunjukkan bahwa 𝐹 ∈ 𝐴𝐶(𝐴𝑛𝑖). Karena [𝑎, 𝑏] = ⋃ 𝐴𝑛𝑖
∞
𝑖=1
𝑛=2

, maka 𝐹 ∈

𝐴𝐶[𝑎, 𝑏]. 

Menurut Definisi 2.16, jika terdapat barisan {𝐴𝑛𝑖} sehingga  
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[𝑎, 𝑏] = ⋃ 𝐴𝑛𝑖

∞

𝑖=1
𝑛=2

 

dan 𝐹 ∈ 𝐴𝐶(𝐴𝑛𝑖). Jadi, hal ini menunjukkan bahwa 𝐹 ∈ 𝐴𝐶𝐺[𝑎, 𝑏]. 

 

Akibat 4.3 (Aziz dkk., 2021) 

Jika 𝑓 ∈ 𝐷𝐿[𝑎, 𝑏] dan 𝐹 adalah primitif Dunfordnya, maka terdapat {𝐴𝑛𝑖} merupakan 

barisan himpunan sehingga 

[𝑎, 𝑏] = ⋃ 𝐴𝑛𝑖

∞

𝑖=1
𝑛=2

 

dan 

𝐹 ∈ 𝐴𝐶(𝐴𝑛𝑖), ∀ 𝑛, 𝑖. 

Bukti: 

Berdasarkan Teorema 4.8, untuk setiap 𝜀 > 0 dan 𝑥∗ ∈ 𝑋∗  terdapat 𝛿 > 0 pada 

[𝑎, 𝑏] dan untuk semua 𝐴 ⊂ [𝑎, 𝑏] interval tertutup dan partisi McShane 𝔇 =

{(𝐷1, 𝑥1), (𝐷2, 𝑥2), … , (𝐷𝑛, 𝑥𝑛)} pada 𝐴 maka diperoleh 

|∑ 𝑥∗(𝑓(𝑥𝑖)𝛼(𝐷𝑖) − 𝐹(𝐷𝑖))

𝑛

𝑖=1

| <
𝜀

2
 

atau 

|∑ 𝑥∗𝑓(𝑥𝑖)𝛼(𝐷𝑖) − 𝑥∗𝐹(𝐴)

𝑛

𝑖=1

| <
𝜀

2
. 

Misalkan  𝛿(𝑥) ≤ 1 dengan ‖𝑥∗‖𝑋 ≤ 1. 

Diberikan himpunan 𝐴𝑛𝑖 dengan 𝑛, 𝑖 ∈ ℕ yang merupakan himpunan semua 𝑥 ∈

[𝑎 +
𝑖−1

𝑛
, 𝑎 +

𝑖

𝑛
] ∩ [𝑎, 𝑏] maka diperoleh 

𝐴𝑛1 = [𝑎, 𝑎 +
1

𝑛
] di mana 𝑥 ∈ 𝑎 +

1

𝑛
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𝐴𝑛2 = [𝑎 +
1

𝑛
, 𝑎 +

2

𝑛
] di mana 𝑥 ∈ 𝑎 +

2

𝑛
 

⋮ 

𝐴𝑛∞ = [𝑎 +
∞−1

𝑛
, 𝑎 +

∞

𝑛
] di mana 𝑥 ∈ 𝑎 +

∞

𝑛
 

dengan ‖𝑓(𝑥)‖𝑋 ≤ 𝑛 dan 
1

𝑛
< 𝛿(𝑥) ≤

1

𝑛−1
. Diperoleh [𝑎, 𝑏] = ⋃ 𝐴𝑛𝑖.

∞
𝑖=1
𝑛=2

 

Menurut Definisi 2.14, diberikan sebarang himpunan pada interval tertutup yang 

saling lepas {[𝑎𝑗 , 𝑏𝑗]}, dengan 𝑎𝑗 , 𝑏𝑗 ∈ 𝐴𝑛𝑖. 

Maka diperoleh {(𝑎𝑗 , [𝑎𝑗 , 𝑏𝑗])} merupakan partisi Perron di [𝑎, 𝑏]. Oleh karena itu 

diperoleh  

‖∑ 𝐹([𝑎𝑗 , 𝑏𝑗])

∞

𝑗=1

‖ ≤ ‖𝑥∗‖𝑋 ‖∑ 𝐹([𝑎𝑗 , 𝑏𝑗])

∞

𝑗=1

‖

𝑋

 

Dengan memanipulasi ‖∑ 𝐹([𝑎𝑗 , 𝑏𝑗])∞
𝑗=1 ‖ maka diperoleh 

= ‖𝑥∗‖𝑋 ‖∑ 𝐹([𝑎𝑗 , 𝑏𝑗])

∞

𝑗=1

− 𝑓(𝑎𝑗)(𝑏𝑗 − 𝑎𝑗) + 𝑓(𝑎𝑗)(𝑏𝑗 − 𝑎𝑗)‖

𝑋

 

Lalu menggunakan ketaksamaan segitiga maka diperoleh 

= ‖𝑥∗‖𝑋 ‖∑ 𝐹([𝑎𝑗 , 𝑏𝑗])

∞

𝑗=1

− 𝑓(𝑎𝑗)(𝑏𝑗 − 𝑎𝑗)‖

𝑋

+ ‖𝑥∗‖𝑋 ‖∑ 𝑓(𝑎𝑗)(𝑏𝑗 − 𝑎𝑗)

∞

𝑗=1

‖ 

= ‖∑ 𝑥∗𝐹([𝑎𝑗 , 𝑏𝑗])

∞

𝑗=1

− 𝑥∗𝑓(𝑎𝑗)(𝑏𝑗 − 𝑎𝑗)‖

𝑋

+ ‖𝑥∗‖𝑋 ‖∑ 𝑓(𝑎𝑗)(𝑏𝑗 − 𝑎𝑗)

∞

𝑗=1

‖ 

<
𝜀

2
+ 𝑛 ∑(𝑏𝑗 − 𝑎𝑗)

 

𝑗

. 

Ambil 𝜂 ≤
𝜀

2𝑛(𝑏−𝑎)
 dan ∑ (𝑏𝑗 − 𝑎𝑗) 

𝑗 < 𝜂, diperoleh  
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‖∑ 𝐹([𝑎𝑗 , 𝑏𝑗])

∞

𝑗=1

‖ <
𝜀

2
+ 𝑛(𝑏 − 𝑎)𝜂 

≤ 𝜀. 

Hal ini menunjukkan bahwa 𝐹 ∈ 𝐴𝐶(𝐴𝑛𝑖). 

 

Teorema 4.9 (Aziz dkk., 2021) 

Jika 𝑓 ∈ 𝐷𝐿[𝑎, 𝑏] dan 𝐹 merupakan primitif Dunfordnya, maka 𝐹 ∈ 𝐴𝐶[𝑎, 𝑏]. 

Bukti: 

Diketahui 𝑓 ∈ 𝐷𝐿[𝑎, 𝑏] dan fungsi primitif 𝐹. 

Berdasarkan Akibat 4.3, untuk setiap 𝜀 > 0 dan 𝑥∗ ∈ 𝑋∗  terdapat 𝛿 > 0 pada [𝑎, 𝑏] 

dan untuk semua 𝐴 ⊂ [𝑎, 𝑏] interval tertutup dan partisi McShane 𝔇 =

{(𝐷1, 𝑥1), (𝐷2, 𝑥2), … , (𝐷𝑛, 𝑥𝑛)} pada 𝐴 maka diperoleh 

|∑ 𝑥∗(𝑓(𝑥𝑖)𝛼(𝐷𝑖) − 𝐹(𝐷𝑖))

𝑛

𝑖=1

| <
𝜀

2
 

atau 

|∑ 𝑥∗𝑓(𝑥𝑖)𝛼(𝐷𝑖) − 𝑥∗𝐹(𝐴)

𝑛

𝑖=1

| <
𝜀

2
. 

Misalkan  𝛿(𝑥) ≤ 1 dengan ‖𝑥∗‖𝑋 ≤ 1. 

Diberikan himpunan 𝐴𝑛𝑖 dengan 𝑛, 𝑖 ∈ ℕ yang merupakan himpunan semua 𝑥 ∈

[𝑎 +
𝑖−1

𝑛
, 𝑎 +

𝑖

𝑛
] ∩ [𝑎, 𝑏] maka diperoleh 

𝐴𝑛1 = [𝑎, 𝑎 +
1

𝑛
] di mana 𝑥 ∈ 𝑎 +

1

𝑛
 

𝐴𝑛2 = [𝑎 +
1

𝑛
, 𝑎 +

2

𝑛
] di mana 𝑥 ∈ 𝑎 +

2

𝑛
 

⋮ 

𝐴𝑛∞ = [𝑎 +
∞−1

𝑛
, 𝑎 +

∞

𝑛
] di mana 𝑥 ∈ 𝑎 +

∞

𝑛
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dengan ‖𝑓(𝑥)‖𝑋 ≤ 𝑛 dan 
1

𝑛
< 𝛿(𝑥) ≤

1

𝑛−1
. Diperoleh [𝑎, 𝑏] = ⋃ 𝐴𝑛𝑖.

∞
𝑖=1
𝑛=2

 

Menurut Definisi 2.14, diberikan sebarang himpunan pada interval tertutup yang 

saling lepas {[𝑎𝑗 , 𝑏𝑗]}, dengan 𝑎𝑗 , 𝑏𝑗 ∈ 𝐴𝑛𝑖. 

Maka diperoleh {(𝑎𝑗 , [𝑎𝑗 , 𝑏𝑗])} merupakan partisi Perron di [𝑎, 𝑏]. Oleh karena itu 

diperoleh  

‖∑ 𝐹([𝑎𝑗 , 𝑏𝑗])

∞

𝑗=1

‖ ≤ ‖𝑥∗‖𝑋 ‖∑ 𝐹([𝑎𝑗 , 𝑏𝑗])

∞

𝑗=1

‖

𝑋

 

Dengan memanipulasi ‖∑ 𝐹([𝑎𝑗 , 𝑏𝑗])∞
𝑗=1 ‖ maka diperoleh 

= ‖𝑥∗‖𝑋 ‖∑ 𝐹([𝑎𝑗 , 𝑏𝑗])

∞

𝑗=1

− 𝑓(𝑎𝑗)(𝑏𝑗 − 𝑎𝑗) + 𝑓(𝑎𝑗)(𝑏𝑗 − 𝑎𝑗)‖

𝑋

 

Lalu menggunakan ketaksamaan segitiga maka diperoleh 

= ‖𝑥∗‖𝑋 ‖∑ 𝐹([𝑎𝑗 , 𝑏𝑗])

∞

𝑗=1

− 𝑓(𝑎𝑗)(𝑏𝑗 − 𝑎𝑗)‖

𝑋

+ ‖𝑥∗‖𝑋 ‖∑ 𝑓(𝑎𝑗)(𝑏𝑗 − 𝑎𝑗)

∞

𝑗=1

‖ 

= ‖∑ 𝑥∗𝐹([𝑎𝑗 , 𝑏𝑗])

∞

𝑗=1

− 𝑥∗𝑓(𝑎𝑗)(𝑏𝑗 − 𝑎𝑗)‖

𝑋

+ ‖𝑥∗‖𝑋 ‖∑ 𝑓(𝑎𝑗)(𝑏𝑗 − 𝑎𝑗)

∞

𝑗=1

‖ 

<
𝜀

2
+ 𝑛 ∑(𝑏𝑗 − 𝑎𝑗)

 

𝑗

. 

Ambil 𝜂 ≤
𝜀

2𝑛(𝑏−𝑎)
 dan ∑ (𝑏𝑗 − 𝑎𝑗) 

𝑗 < 𝜂, diperoleh  

‖∑ 𝐹([𝑎𝑗 , 𝑏𝑗])

∞

𝑗=1

‖ <
𝜀

2
+ 𝑛(𝑏 − 𝑎)𝜂 

≤ 𝜀. 

Hal ini menunjukkan bahwa 𝐹 ∈ 𝐴𝐶(𝐴𝑛𝑖). Karena [𝑎, 𝑏] = ⋃ 𝐴𝑛𝑖
∞
𝑖=1
𝑛=2

, maka 𝐹 ∈

𝐴𝐶[𝑎, 𝑏]. 
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4.2 Kajian Integrasi Nilai Keagamaan 

Untuk membuktikan fungsi yang terintegral Dunford pada [𝑎, 𝑏] tentunya ada 

syarat atau batasan yang harus dipenuhi agar suatu fungsi dapat dikatakan terintegral 

Dunford. Sama halnya dengan bertakwa yang ada batasan-batasan tertentu agar 

seseorang dapat dikatakan bertakwa di mana Al-Quran memberikan batasan dan 

aturan untuk perilaku seseorang yang bertakwa. Baik integral Dunford maupu 

ketakwaan, terdapat prinsip bahwa hasil yang diinginkan baik dalam matematika 

maupun dalam kehidupan hanya bisa dicapai jika mengikuti aturan yang telah 

ditetapkan. Integral Dunford dan ketakwaan menekankan pentingnya kepatuhan pada 

syarat-syarat tertentu untuk mendapatkan hasil yang benar dan sesuai. 

 Pada bab sebelumnya telah dipaparkan bahwa bertakwa yaitu mereka yang 

senantiasa berbicara dengan baik dan benar. Karena semua perkataannya akan 

dicatat oleh Raqib dan Atid dan akan dipertanggung jawabkan di hadapan Allah 

kelak dan Allah bersama orang-orang yang bertakwa. Dan bab ini akan dibahas 

secara rinci batasan atau syarat bertakwa. Menurut Vera Referina Eka Putri (2021), 

ciri-ciri bertakwa telah dijelaskan oleh Allah dengan jelas dalam Al-Qur’an di Surah 

Al-Baqarah ayat 177: 

وْمِ الَْٓخِرِ  ليَْسَ الْبَِّانَْ تُ وَلُّوْا وُجُوْهَكُمْ قِبَلَ الْمَشْرقِِ وَالْمَغْرِبِ وَلٓكِنَّ الْبَِّ مَنْ آمَنَ بِاللِّٰٓ وَالْي َ 
كَةِ وَالْكِتٓبِ وَالنَّبِيَّٰ ۚ وَآتَى الْمَالَ عَلٓى حُبِٰه ذَوِى الْقُرْبٰٓ وَالْيَ تٓمٓى وَالْمَسٓكِيَّْ وَا ىِٕ

ٰۤ
بِيْلِ  وَالْمَلٓ بْنَ السَّ

لِيَّْ وَفِى الرٰقِاَبِۚ وَاقَاَمَ الصَّلٓوةَ وَآتَى الزَّكٓوةَ ۚ وَالْمُوْفُ وْنَ بِعَهْدِهِمْ اذَِا عَاهَدُوْا ۚ ىِٕ بِيِْنَ فِى  وَالسَّاٰۤ  وَالصٰٓ
كَ الَّذِيْنَ صَدَقُ وْا ِۗ ىِٕ

ٰۤ
ءِ وَحِيَّْ الْبَأْسِِۗ اوُلٓ ءِ وَالضَّرَّاٰۤ كَ هُمُ الْمُت َّقُوْنَ الْبَأْسَاٰۤ ىِٕ

ٰۤ
وَاوُلٓ  

Artinya: 

“Kebajikan itu bukanlah menghadapkan wajahmu ke arah timur dan barat, 

melainkan kebajikan itu ialah (kebajikan) orang yang beriman kepada Allah, hari 

Akhir, malaikat-malaikat, kitab suci, dan nabi-nabi; memberikan harta yang 

dicintainya kepada kerabat, anak yatim, orang miskin, musafir, peminta-minta, dan 

(memerdekakan) hamba sahaya; melaksanakan salat; menunaikan zakat; menepati 

janji apabila berjanji; sabar dalam kemelaratan, penderitaan, dan pada masa 
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peperangan. Mereka itulah orang-orang yang benar dan mereka itulah orang-orang 

yang bertakwa.”(Kemenag, 2019) 

 

Pada ayat di atas menjelaskan orang yang bertakwa adalah mereka yang mengimani 

Allah, hari akhir, Malaikat Allah, Kitab Allah, dan seluruh Nabi serta memberikan 

sebagian rezekinya, melaksanakan sholat, membayar zakat, menepati janji dan sabar. 

Pada ayat di atas juga dijelaskan bahwa orang yang bertakwa adalah orang yang 

yakin dan percaya kepada rukun iman yang enam, dermawan, selalu taat 

mengerjakan sholat 5 waktu, berzakat, selalu menepati janji apabila membuat janji 

serta sabar.(Al-Sheikh, 2004) 

Selain ayat di atas, banyak ayat di dalam Al-Qur’an yang menunjukkan 

syarat orang yang bertakwa. Salah satu contohnya adalah firman Allah pada Q.S. Ali 

Imron ayat 133-136 yang artinya: 

“Dan bersegeralah kamu kepada ampunan dari Tuhanmu dan kepada surga yang 

luasnya seluas langit dan bumi yang disediakan untuk orang-orang yang 

bertaqwa,(yaitu) orang-orang yang menafkahkan (hartanya) baik diwaktu lapang 

maupun diwaktu sempit, dan orang-orang yang menahan amarahnya dan 

mema’afkan (kesalahan) orang. Allah menyukai orang-orang yang berbuat 

kebajikan. Dan (juga) orang-orang yang apabila mengerjakan perbuatan keji atau 

menganiaya diri sendiri, mereka ingat akan Allah, lalu memohon ampun terhadap 

dosa-dosa mereka dan siapa lagi yang dapat mengampuni dosa selain darpada 

Allah? Dan mereka tidak meneruskan perbuatan kejinya itu, sedang mereka 

mengetahui. Mereka itu balasannya ialah ampunan dari Tuhan mereka dan surga 

yang didalamnya mengalir sungai-sungai, sedang mereka kekal didalamnya; dan 

itulah sebaik-baik pahala orang yang beramal.”(Kemenag, 2019) 

 

Dari ayat di atas, dapat dipahami bahwa syarat orang yang bertakwa adalah 

menginfakkan hartanya di jalan kebaikan, mampu menahan amarah atau emosinya, 

memaafkan kesalahan orang lain, segera ingat Allah dan selalu bertaubat atas segala 

yang kesalahan yang telah diperbuat. Dan di akhiri dengan penjelasan bahwa orang-

orang yang seperti itu akan mendapat ampunan dari Allah dan memasuki surga Allah 

yang berisi sungai-sungai di dalamnya.(Al-Sheikh, 2004) 
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Jadi, berdasarkan penjelasan dari Surah Al-Baqarah ayat 177 dan Surah Ali 

Imron ayat 133-136 di atas, sampai pada kesimpulan bahwa batasan atau syarat yang 

harus dipenuhi agar orang tersebut dapat dikatakan bertakwa adalah sebagai berikut: 

1. Beriman, yaitu orang-orang yang percaya dan yakin terhadap enam rukun 

iman, yakni Iman kepada Allah, Iman kepada Malaikat Allah, Iman kepada 

Kitab Allah, Iman kepada Nabi dan Rasul Allah, Iman kepada hari akhir, dan 

Iman kepada qadha dan qadar. 

2. Mengerjakan sholat dan menunaikan zakat, yaitu orang-orang yang 

senantiasa menjaga dan menjalankan kewajiban sebagai muslim sebagaimana 

yang tercantum dalam rukun islam. 

3. Selalu berderma secara terus menerus, yaitu orang-orang yang mempunyai 

sifat dermawan kepada sesama manusia terutama kepada orang-orang yang 

membutuhkan. 

4. Memiliki sifat sabar dan ikhlas, yaitu mereka yang dapat menerima segala 

sesuatu yang telah ditakdirkan oleh Allah dalam hidupnya. 

5. Menepati janji jika berjanji, yaitu orang-orang yang menepati janjinya karena 

janji adalah hutang yang harus dibayar tanpa memandang situasi dan kondisi. 

6. Senantiasa selalu ingat Allah, karena manusia diwajibkan untuk selalu 

mengingat Allah setiap saat, apapun keadaannya. Karena manusia diciptakan 

untuk beribadah kepada Allah. 

Oleh karena itu, orang yang memenuhi batasan-batasan atau syarat-syarat 

dari orang yang bertakwa akan menerima balasan yang sesuai dengan janji Allah 

dalam Al-Qur’an dan hadist, serta dapat dikatakan orang tersebut bertakwa sesuai 

firman Allah tentang batasan atau syarat orang bertakwa dalam Al-Qur’an. Sama 

halnya dengan integral Dunford, fungsi yang akan diintegralkan harus memenuhi 



73 

 

 

syarat-syarat tertentu agar hasilnya valid. Integral Dunford menjelaskan bahwa 

syarat fungsi 𝑓 dikatakan terintegral Dunford pada [𝑎, 𝑏], apabila untuk setiap 𝑥∗ ∈

𝑋∗, dan 𝑥∗(𝑓): [𝑎, 𝑏] → 𝑅 terintegral Lebesgue dan untuk setiap interval tertutup 

𝐴 ⊂ [𝑎, 𝑏] terdapat 𝑥∗∗ ∈ 𝑋∗∗ maka diperoleh 𝑥(𝑓,𝐴)
∗∗ (𝑥∗) = ∫ 𝑥∗(𝑓)

 

𝐴
 untuk setiap 

𝑥∗ ∈ 𝑋∗. Maka fungsi 𝑓 dikatakan terintegral Dunford pada [𝑎, 𝑏]. 
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BAB V 

PENUTUP 

 

5.1 Kesimpulan 

Dari hasil penelitian ini, dapat disimpulkan bahwa untuk setiap fungsi yang 

terintegral Dunford maka fungsi primitifnya akan kontinu, kontinu mutlak, variasi 

terbatas dan generalisasinya terbukti. Penelitian ini juga mengkaji hubungan antara 

takwa dan integral Dunford. Ciri-ciri takwa yang mengharuskan mereka beriman, 

mengerjakan sholat, dermawan, sabar, menepati janji dan selalu ingat Allah memiliki 

kesamaan dengan kondisi yang harus dipenuhi oleh fungsi primitif yang terintegral 

Dunford pada [𝑎, 𝑏]. 

 

5.2 Saran 

Pada penelitian ini hanya berfokus pada sifat-sifat fungsi primitif pada 

integral Dunford pada interval [𝑎, 𝑏]. Diharapkan pada penelitian selanjutnya sifat-

sifat fungsi primitif pada integral Dunford di interval [𝑎, 𝑏] dapat diperluas ke dalam 

ruang dan interval lain. 
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