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ABSTRAK

Mahdavikia, Muhamad Mehdi. 2024. Sifat-Sifat Fungsi Primitif pada Integral
Dunford. Skripsi. Program Studi Matematika Fakultas Sains dan Teknologi,
Universitas Islam negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (1) Dr.
Elly Susanti, M. Sc. (I1) Juhari, M.Si.

Kata Kunci: Ruang Banach, Fungsi Primitif, Integral Dunford.

Penelitian ini membahas sifat-sifat fungsi primitif pada integral Dunford dalam konteks
ruang Banach dan ruang dual. Integral Dunford merupakan bentuk generalisasi integral
Lebesgue yang digunakan dalam analisis fungsional, khususnya dalam operator linier.
Fungsi f terhadap ruang Banach X dikatakan terintegral Dunford pada [a, b] jika untuk
setiap x* € X*, x*(f) terintegral Lebesgue. Penelitian ini menggunakan pendekatan studi
pustaka untuk menganalisis definisi, sifat, dan teorema-teorema terkait fungsi primitif
pada integral Dunford. Beberapa teorema terkait sifat-sifat fungsi primitif pada integral
Dunford, menjadi dasar utama dalam pembahasan ini. Hasil penelitian menunjukkan
bahwa fungsi primitif pada integral Dunford memiliki sifat aditif, kontinu, serta
memenuhi syarat variasi terbatas dan kontinu mutlak dan generalisasinya.
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ABSTRACT

Mahdavikia, Muhamad Mehdi. 2024. Properties of Primitive Functions on Dunford
Integral. Thesis. Department of Mathematics, Faculty of Science and
Technology, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.
Supervisor: (1) Dr. Elly Susanti, M. Sc. (II) Juhari, M.Si.

Keywords: Banach Space, Primitive Function, Dunford Integral

This research discusses the properties of primitive functions on Dunford integral in the
context of Banach space and dual space. Dunford integral is a generalized form of
Lebesgue integral used in functional analysis, especially in linier operators. A function f
on Banach space X is said to be Dunford integrable on [a, b] if for every x* € X*, x*(f)
is Lebesgue integrable. This research using a literature study approach to analyze
definitions, properties, and, theorems related to primitive functions on Dunford integral.
Some theorems related to the properties of primitif functions on Dunford integral, become
the main basis in this discussion. The result show that primitive functions on Dunford
integral are additive, continuous, and satisfy the conditions of bounded variation, absolute
continuous and generalization.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1  Latar Belakang

Pada abad ke-17, lsaac Newton dan Gottfried Wilhelm Leibniz
mengembangkan kalkulus integral dan memberikan dasar untuk menghubungkan
integral dengan turunan melalui teorema dasar kalkulus. Kalkulus integral
didefinisikan sebagai cara untuk menghitung luas di bawah kurva suatu fungsi.
Namun, definisi awal dari integral tidak sepenuhnya ketat dan fungsi
matematikawan menghadapi masalah ketika berurusan dengan fungsi-fungsi yang
memiliki diskontinu.

Selanjutnya Bernhard Riemann, seorang matematikawan asal Jerman,
memberikan definisi formal integral pada tahun 1854. Riemann mendefinisikan
integral sebagai limit jumlah Riemann. la juga mencetuskan metode yang
sederhana untuk mendefinisikan suatu integral yang dikenal sampai saat ini yaitu
integral Riemann (Sinay, 2012). Lalu pada tahun 1894, Thomas Joannes Stieltjes
memperkenalkan integral yang merupakan generalisasi dari integral Riemann dan
dikenal dengan nama integral Riemann-Stieltjes. Dengan mengganti panjang
subinterval dengan fungsi pengintegrasi, integral ini memungkinkan integrasi
terhadap kelas fungsi yang lebih luas. Integral ini memiliki aplikasi yang luas,
terutama dalam teori bilangan, teori probabilitas, dan analisis fungsional (Pirade
dkk., 2017). Berjalannya waktu, Riemann memperkenalkan konsep yang dikenal
dengan partisi Riemann yang merupakan konsep penting dalam teori integral

Riemann yang memartisi atau membagi interval pada sumbu x menjadi bagian-



bagian kecil untuk mendefinisikan integral. Melalui pembagian ini, luas di kurva
dapat dihitung sebagai limit dari jumlah total potongan-potongan yang dihitung
pada setiap partisi.

Henri Lebesgue pada tahun 1902 memperkenalkan partisi Lebesgue.
Konsep ini berbeda secara mendasar dari partisi Riemann karena, alih-alih
memartisi interval pada sumbu x, Lebesgue memartisi berdasarkan rentang nilai
fungsi pada sumbu y. Pendekatan ini mampu mengatasi berbagai keterbatasan
yang ada pada integral Riemann, terutama dalam menangani fungsi-fungsi yang
tidak kontinu (Lesnussa dkk., 2012).

Pada tahun 1957, dua matematikawan Jaroslav Kurzweil dan Ralph
Henstock memperkenalkan integral Henstock yang juga dikenal sebagai integral
Henstock-Kurzweil. Integral Henstock-Kurzweil menjadi generalisasi dari integral
Riemann yang lebih kuat, sekaligus menawarkan solusi untuk beberapa fungsi
yang tidak bisa diintegralkan menggunakan metode Riemann atau Lebesgue. Ide
kunci dari integral Henstock-Kurzweil adalah memperkenalkan partisi yang
disesuaikan secara halus yang disebut partisi gauge (Sinay, 2012).

Lalu Edward James Mcshane matematikawan asal Amerika
memperkenalkan partisi McShane yang merupakan dasar pengembangan integral
McShane. Seperti partisi Riemann dan integral Henstock-Kurzweil, integral
McShane didasarkan pada partisi interval yang dipertimbangkan. Namun partisi
dalam integral McShane lebih fleksibel dibandingkan partisi yang digunakan
Riemann. Seperti integral Riemann, integral McShane mendefinisikan sebagai
limit dari jumlah McShane yang ditentukan berdasarkan partisi tertentu dari

interval.



Pada paruh pertama abad ke-20, teori operator dan analisis fungsional
menjadi  bidang yang berkembang pesat, terutama karena pengaruh
matematikawan seperti David Hilbert, Stefan Banach, dan John Von Neumann.
Teori ini mempelajari operator linier pada ruang-ruang vektor berdimensi tak
hingga dan berhubungan erat dengan persamaan diferensial, persamaan integral,
serta teori kuantum. Dalam konteks ini muncul kebutuhan untuk mengembangkan
teori spektrum dari operator linier, yang melibatkan studi tentang nilai-nilai
spektrum. Teori spektrum membutuhkan metode integrasi yang bisa menangani
fungsi dari operator dan di sini integral Dunford memerankan perannya (Solikhin
& Aziz, 2022).

Nelson Dunford matematikawan Amerika berhasil mengembangkan lebih
lanjut teori integral di bidang analisis fungsional dengan menggunakan integral
Dunford. Integral Dunford sangat berkontribusi dalam teori operator linier dan
teori spektrum dan umumnya dikaitkan dengan integrasi dalam konteks operator
dan merupakan alat penting dalam analisis fungsional, terutama dalam kajian
operator pada ruang Banach dan Hilbert. Integral Dunford didefinisikan sebagai
fungsi terukur lemah f:[a, b] —» X sedemikian sehingga fungsi x*f terintegral
Lebesgue, maka fungsi tersebut dikatakan terintegral Dunford (Solikhin dkk.,
2020).

Salah satu konsep yang sangat penting di analisis real adalah fungsi. Dan
salah satu dari sekian banyak jenis fungsi adalah fungsi primitif. Konsep fungsi
primitif pertama kali diperkenalkan oleh matematikawan asal Jerman, Gottfriend

Leibniz dan Sir Isaac Newton dari Inggris pada awal abad ke-18. Mereka



memperkenalkan integral untuk memecahkan masalah berkaitan dengan
menghitung luas daerah di bawah kurva tertentu.

Fungsi primitif atau juga dikenal sebagai anti turunan, adalah fungsi yang
memiliki turunan sama dengan fungsi yang diberikan. Fungsi primitif
didefinisikan sebagai fungsi F dikatakan sebuah fungsi primitif (anti turunan) dari
fungsi f pada selang I jika F'(x) = f(x), untuk setiap x pada selang I. Kemudian
dinotasikan F(x) = A,(f) = [ f(x)dx (Toheri, 2008). Pada awalnya, notasi anti
turunan dinyatakan dengan A,. Namun, dengan perkembangan saat ini lebih
banyak digunakan notasi “integral” atau “[” yang dicetuskan oleh Leibniz di atas,
yang selanjutnya dikenal sebagai integral tak tentu.

Pada penelitian terdahulu yang dilakukan oleh (Aziz dkk., 2021),
dipaparkan bahwa setiap fungsi yang terintegral Dunford, maka fungsi primitifnya
kontinu, kontinu mutlak, variasi terbatas, dan generalisasinya. Pada penelitian
tersebut juga menunjukkan beberapa sifat lainnya dan syarat-syarat yang juga
dipenuhi oleh fungsi primitif tersebut. Sehingga pada penelitian ini, akan
dijelaskan lebih dalam lagi dan mengkajinya dengan judul “Sifat-Sifat Fungsi
Primitif pada Integral Dunford”.

Dalam Al-Qur’an Surat Ali Imron: 102, Allah berfirman:

Syt 2 W 52 g o G 0 L 0l
Artinya:
“Wahai orang-orang yang beriman, bertakwalah kepada Allah dengan sebenar-

benar takwa kepada-Nya dan janganlah kamu mati kecuali dalam keadaan
muslim.” (Q.S. Ali Imron:102)(Kemenag, 2019)

Menurut firman Allah di atas, bahwa manusia dituntut untuk selalu bertakwa

kepada Allah. Menurut Ali bin Abi Thalhah meriwayatkan dari Ibnu Abbas ia



berkata: “Ayat tersebut tidak dinasakh, tetapi yang dimaksud ‘takwa yang
sebesar-besarnya’ adalah berjihad kepada Allah dengan tidak merasa takut
terhadap celaan, berlaku adil meskipun terhadap diri mereka sendiri, orang tua dan
anak-anak mereka.”. Dalam ayat di atas juga menjelaskan agar untuk tetap
memeluk islam semasa masih hidup di dunia dan meninggal dalam keadaan masih
memeluk agama islam (Al-Sheikh, 2004).

Integral Dunford sebagai konsep matematis, mengharuskan adanya
batasan-batasan tertentu pada fungsi yang akan diintegralkan agar hasil
integralnya terdefinisi dengan baik. Batasan-batasan ini mirip dengan batasan-
batasan moral yang terdapat dalam konsep ketakwaan. Al-Qur’an memberikan
batasan-batasan yang jelas tentang perilaku dan sikap seseorang yang bertakwa.
Sama seperti integral Dunford yang hanya dapat dihitung jika memenuhi syarat-
syarat tertentu, seseorang hanya dapat dikatakan bertakwa jika seluruh tindakan
dan perilakunya berada dalam batasan nilai-nilai ketakwaan yang telah ditetapkan
oleh Allah. Baik integral Dunford maupun ketakwaan, keduanya menekankan
pentingnya adanya batasan dan kriteria yang jelas untuk mencapai suatu tujuan,
yaitu mendapatkan hasil yang valid dalam perhitungan integralnya dan mencapai
kesempurnaan moral dalam kehidupan.

Takwa sendiri memiliki arti selalu tunduk akan perintah-perintah Allah
dan menjauhi segala larangan-larangan Allah. Dalam kaitan ini Allah berfirman

pada Surah Al-Bagarah ayat 3:

751‘}.?; o}‘.a{/ &/:‘@ T o 80wl n/.° /.fo o4 /c'&
O3aal; 4e8)) 5 osliall 03085 el O3l fall

Artinya:



“(yaitu) orang-orang yang beriman pada yang gaib, menegakkan salat, dan
menginfakkan sebagian rezeki yang Kami anugerahkan kepada mereka. ”’(Q.S.
Al-Bagarah:3)(Kemenag, 2019)
Menurut Kitab Tafsir Ibnu Katsir (2004), orang beriman atau bertakwa adalah
mereka yang mempercayai dan yakin dalam hati mereka kepada hal-hal yang
gaib, seperti Allah, surga, neraka, malaikat. Pada waktu yang sama, mereka
beribadah kepada Allah dengan melakukan salat, dan mereka juga menginfakkan
sebagian rezeki mereka yang bermanfaat yang telah dianugerahkan oleh Allah
kepada mereka hanya untuk beribadah kepada Allah dan mencari ridho-Nya.
Sangat jelas bahwa ayat di atas menjelaskan bahwa bertakwa memiliki
batasan-batasan atau syarat-syarat tertentu agar seseorang bisa dikatakan orang
yang bertakwa, sebagaimana suatu fungsi dikatakan terintegral Dunford pada

[a, b] memiliki batasan tertentu untuk dapat dinyatakan terintegral Dunford pada

[a, b].

1.2 Rumusan Masalah
Dari uraian pada bagian latar belakang di atas, maka rumusan masalah
pada penelitian ini adalah bagaimana sifat-sifat fungsi primitif pada integral

Dunford.

1.3 Tujuan Penelitian
Dari uraian pada bagian rumusan masalah di atas, maka tujuan penelitian

ini adalah untuk mengetahui sifat-sifat fungsi primitif pada integral Dunford.



1.4 Manfaat Penelitian
Dari uraian tujuan penelitian di atas maka setelah melakukan penelitian
diharapkan dapat memberikan manfaat sebagai berikut:
1.  Bagi Penulis
Menambah wawasan serta menerapkan ilmu yang diperoleh mengenai
sifat-sifat fungsi primitif pada integral Dunford.
2. Bagi Pembaca
Penelitian ini dapat dijadikan tambahan ilmu dan bahan materi tentang
sifat-sifat fungsi primitif pada integral Dunford untuk mempelajari
matematika, terutama dibidang analisis.
3. Bagi Universitas
Penelitian ini dapat menjadi referensi tambahan untuk Universitas Islam

Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang, terutama pada bidang matematika.

1.5 Batasan Masalah
Agar penelitian ini tidak keluar dari topik pembahasan serta menghindari
pembahasan secara luas maka diperlukan batasan masalah yang dibatasi pada
berikut:
1. Masalah yang dikaji yakni pembuktian sifat-sifat fungsi primitif pada
integral Dunford.
2.  Sifat-sifat fungsi primitif yang dikaji yakni fungsi primitif kontinu, kontinu

mutlak, variasi terbatas, dan generalisasinya.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1  Teori Pendukung
Pada bab ini akan menjelaskan terkait dasar-dasar teori untuk pembahasan
selanjutnya, yang meliputi seminorm, ruang bernorma, ruang banach, ruang dual,
fungsi kontinu, fungsi variasi terbatas, fungsi primitif, fungsi terukur, partisi
Perron, integral Lebesgue, integral McShane dan integral Dunford.
2.1.1 Seminorm
Seminorm merupakan konsep dalam analisis fungsional, yang merupakan
cabang matematika yang mempelajari ruang-ruang vektor topologi. Seminorm
merupakan generalisasi dari konsep norm, akan tetapi memiliki sedikit
perbedaan penting. Berikut akan dijelaskan definisi seminorm.
Definisi 2.1 (Vasile I. Istratescu, 1981)
Sebuah seminorm pada suatu ruang linier L merupakan sembarang fungsi
p: L — R sedemikian sehingga
M. px)=0
@ii). p(x+y) <plx)+p&) (pertidaksamaan segitiga)
(iii). p(ax) = la| p(x)
untuk semua x,y € L dan a € K. Seminorm merupakan norma jika p(x) =0

dan hanya jika x = 0.



Definisi 2.2 (Rynne & Youngson, 2001)
Misalkan X merupakan ruang vektor. Fungsi p: X — R dikatakan seminorm
pada X jika memenuhi aksioma-aksioma sebagai berikut:

). px+y) <px)+ply),x,yeX (pertidaksamaan segitiga)

(ii). plax) = |la| p(x),x € X ,a € F.

2.1.2 Ruang Bernorma
Dalam matematika, ruang bernorma merupakan ruang vektor yang terdiri

dengan fungsi norma. Norma adalah fungsi yang memetakan setiap elemen
dalam ruang vektor ke bilangan real non-negatif, dan memiliki sifat-sifat tertentu
yang membuatnya berguna untuk mengukur panjang dan ukuran elemen-elemen
tersebut. Berikut akan dijelaskan terkait ruang bernorma.
Definisi 2.3 (Rynne & Youngson, 2001)
Sebuah ruang vektor V dikatakan sebagai ruang bernorma apabila terdapat
pemetaan fungsi norm V ke bilangan riil tak negatif, ditulis ||v|| untuk setiap v €
V- dan memenuhi aksioma berikut

(). |lv|l = 0, untuk setiap v € V

(ii). |lv]| = 0 jika dan hanya jika v = 0,

(iii). ||av|| = |a]|llv]|, untuk setiap v € V dan a € R,

(iv). llu + v < |lul] + |lv]|, untuk setiap u,v € V.

Ruang vektor yang terdiri suatu norm disebut ruang bernorma (dinotasikan ||-]).

Contoh 2.1

Untuk setiap x = (xq, x5, ..., x,,) € R™, didefinisikan



n
x|l = Z x|, ¥x € R™
i=1

i=

Buktikan bahwa (R™, ||-||) adalah ruang bernorma.

Penyelesaian:

Diambil x,y € R® dan ¢ € R.

(i).

(ii).

(iii).

Akan ditunjukkan ||x|| = 0

n

10

Il =) fl =l l + [yl + o bl 2 0.
i=1

Jadi, aksioma (i) terpenuhi.
Akan ditunjukkan ||x|| = 0 jika dan hanya jika x = 0.
= jika ||x|| = 0 maka x = 0.

Diketahui ||x|| = 0 artinya,
n
Dbl = il o ] = 0
=

X1 =x,=+=x,=0
x = 0.
< jika x = 0 maka ||x|| = 0.
Diketahui x = 0, artinya x = (x4, x5, ..., x,) = (0,0, ...,0).

Sehingga dapat dituliskan

n
Iell = )" Fril = bl + bl + -+ Ll = 0] + 0] +
-

Dengan demikian, aksioma (ii) terpenuhi.

Akan ditunjukkan ||ax|| = |a|l|x]|.

n n n
ladll =) laxid =) Jalbl =lal (D Il
i=1 i=1 i=1

Jadi, aksioma (iii) terpenuhi.

-410] = 0.

= lalllx|l.
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(iv). Akan ditunjukkan [|x + y|| < |lx]| + [ly]l.

n

eyl =) b+l = b+ gl + oyl + o [ +
i=1

< gl + [yql + x| + 2| + -+ [xn] + |ynl

= |xq| + [xp| + -+ x| + |y1| + |y2| + - + |ynl

n n
=D+ Il =l + Iyl
=1 =1

Jadi, aksioma (iv) terpenuhi.

Karena dari ke-4 aksioma terpenuhi, maka (R", ||-||) adalah ruang bernorma.

Definisi 2.4 (Solikhin & Aziz, 2022)
Diberikan dua ruang bernorma X dan Y. Fungsi f: X — Y dikatakan kontinu di
x € X jika untuk setiap bilangan ¢ > 0 dan ada bilangan § > 0 sehingga jika
y € X dan ||x — y||x < & berakibat
If () = FDly <e.

Selanjutnya fungsi f dikatakan kontinu pada A € X jika f kontinu di setiap x €
A.

Setiap barisan konvergen di dalam ruang bernorma merupakan barisan
Cauchy. Akan tetapi setiap barisan Cauchy di dalam ruang bernorma harus
konvergen. Jika setiap barisan Cauchy di dalam ruang benorma adalah

konvergen, maka ruang bernorma tersebut dikatakan lengkap.

Definisi 2.5 (Christensen, 2010)
Sebuah barisan {v, }x-, pada ruang bernorma X konvergen ke v € X jika untuk

setiap € > 0 terdapat N € N sedemikian sehingga k > N
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lv—vell < e

yang artinya
lvy —v|| = O untuk k - o
atau bisa ditulis
v, > vuntuk k —» oo

atau

v = Ill_r)glo Vg
Definisi 2.6 (Christensen, 2010)
Misalkan X merupakan ruang bernorma. Barisan {v,};-, merupakan elemen
dari X disebut barisan Cauchy jika untuk setiap € > 0 terdapat N € N sehingga
diperoleh

lv, — vpll < &, dimanak,# = N.

Teorema 2.1 (Solikhin & Aziz, 2022)
Setiap barisan konvergen pada ruang bernorma X merupakan barisan Cauchy.
Bukti:
Diambil barisan {x,} c X konvergen ke x € X. Berarti untuk setiap bilangan
€ > 0 terdapat bilangan asli n, sehingga untuk setiap m,n € N dengan m,n >
n, berlaku

|x, — x|l < gdan |, — x|l < §
Berakibat untuk setiap bilangan asli m,n € N dengan m,n > n, berlaku

Ixtn — 2l = lloxn — 2+ x — x|

< e = xIl + [l = x5,
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Jadi, barisan {x,,} © X merupakan barisan Cauchy.

Definisi 2.7 (Solikhin & Aziz, 2022)
Ruang bernorma X dikatakan lengkap jika barisan Cauchy di dalamnya

konvergen. Ruang bernorma yang lengkap disebut ruang Banach.

2.1.3 Ruang Banach

Ruang Banach dinamai dari matematikawan bernama Stefan Banach asal
Polandia. Ruang Banach merupakan salah satu struktur dalam analisis
fungsional. Berdasarkan penjelasan pada bab ruang bernorma dijelaskan bahwa
ruang Banach adalah ruang bernorma yang lengkap. Ini berarti bahwa setiap
barisan Cauchy di dalamnya konvergen. Berikut akan dijelaskan ruang Banach.
Definisi 2.8 (Zakir, 2015)
Andaikan X adalah ruang bernorma pada lapangan F. Ruang bernorma yang

lengkap disebut ruang Banach.

Definisi 2.9 (Christensen, 2010)
Ruang bernorma X dengan anggota setiap barisan Cauchy {v,}p-,; di X

konvergen ke setiap v € X, disebut ruang Banach.

Dari Definisi 2.9, maka ada dua persyaratan agar dapat disebut ruang Banach:

(). Setiap barisan Cauchy elemen di VV harus konvergen;
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(ii). Batas barisan Cauchy harus elemen di X.

2.1.4 Ruang Dual

Dalam matematika, ruang dual juga disebut ruang konjugat atau ruang
transposan dari ruang Banach X, dilambangkan dengan X*, adalah ruang semua
fungsional linier kontinu pada X. Fungsional linier pada X adalah fungsi f: X —
R yang bersifat linier dan kontinu. Berikut akan dibahas definisi ruang dual.
Definisi 2.10 (Solikhin & Aziz, 2022)
Diketahui X merupakan ruang benorma. Dual dari ruang bernorma X, ditulis
dengan X* dengan R sebagai lapangan dari ruang linier X. Jadi X* merupakan

koleksi semua fungsional linier dan kontinu di X.

Definisi 2.11 (Kreyszig, 1978)
Misalkan X ruang bernorma. Maka terdapat fungsi f: X — R yang merupakan

himpunan semua fungsional linier terbatas pada X, yang memenubhi

11l = sup L sup 1700l
xeX ||x|| x€EX
x#0 llxl[=1

Teorema 2.2 (Kreyszig, 1978)

Ruang dual X* pada ruang bernorma X merupakan ruang Banach

Bukti:

Akan ditunjukkan bahwa X* lengkap. Misalkan #,, adalah barisan Cauchy.

Maka untuk setiap x € X diperoleh

[€0(x) = €m ()| < €5 — £mllllx]].
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Jadi #,,(x) merupakan barisan Cauchy. Misalkan

£(x) = Tllim (%), Vx € X.

Maka ¢ linier. Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa ¢ terbatas. Karena |||£,|| —
1201l < |14, — €|l, dan diketahui bahwa ||, || merupakan barisan Cauchy,
sehingga

[2(x)| < supll€,lllx]|
n

Dan ¢ terbatas. Demikian pula,

Wn(x) - f(X)l < SUPllfn - ‘Em””x”

mzn

Jadi,

14, — 21l < supll€, — £l

mza2n

dan menunjukkan bahwa ¢,, — .

Contoh 2.2

Jika diberikan ruang Banach X = L;. Tunjukkan bahwa dualnya X* = (L,)* =
Le.

Penyelesaian:

Dual dari X = L, adalah X* = (L;)* = L, Yaitu L}, = L.

Untuk setiap y = {y,,} € Lo, dibentuk fungsional f, pada L, oleh

o)

ORI AN

n=1

Diperoleh bahwa f, linier dan kontinu yaitu untuk sebarang x = {x,},z =

{z,} € L, dan sebarang x € R berlaku
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fy(x +2z)= Z(xn + Zn)yn = fy(x) + fy(z)
n=1

dan

fy(cx) = Z(an)yn = ny(x)-
n=1

Selanjutnya untuk setiap x = {x,} € L, berlaku

[o9)

1,0 = < xll 1y lloo.

XnYn
n=1

Jadi setiap y = {y,} € L, menentukan dengan tunggal fungsional linier kontinu

fy pada L, atau L, € L.

2.1.5 Fungsi Kontinu

Dalam bidang matematika, dijelaskan bahwa fungsi kontinu adalah
fungsi yang perubahan secara kontinu pada variabel fungsi yang mengakibatkan
perubahan kontinu pada nilai keluaran fungsi. Berikut ini akan dibahas fungsi
kontinu.
Definisi 2.12 (Susila, 2008)
Misalkan f didefinisikan pada suatu interval terbuka yang terdapat c. Fungsi f

dikatakan kontinu di c, jika

Lim f () = f ().

Contoh 2.3 (Susila, 2008)

Buktikan bahwa £ (x) = Z=1, x # 1, kontinu di titik x = 3,
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Penyelesaian:

Akan dibuktikan lirg fx) = fQ@3).
X—

Cox2-1 (x-Dkx+1)
lim = lim =limx+1=4.
x-3 x—1 x—3 x—1 x—3
Di sisi lain,

x2 -1
fO)=——
32-1 8

f@)=37=7=%

Jadi, terbukti bahwa f kontinu di x = 3.

Teorema 2.3 (Susila, 2008)
Misalkan £ dan g kontinu di ¢, maka begitu juga kf,f +g.f —g.f.9.f/g
(asalkan g(c) # 0), f™ dan /f (asalkan f(c) > 0 jika n genap).
Bukti:
Telah diketahui fungsi f dan g kontinu di ¢, maka lim f(x) = f(c) dan
lim g(x) = g(c) sehingga

(i). iigcz(kf(x)) = klimf (x) = k. f(c), k sebagai konstanta.

(i) Lim(f(x) + g(x)) = limf () + limg (x) = £ () + g (o).

(iii). Lim(f () — g(x)) = Limf (x) — limg (x) = f(c) — g(c).

(iv). Lim(f (). g(x)) = limf (x). limg (x) = f(c). g(c).

VORI IO)
(V). iz% 000~ Img® ~ 9@ syarat g(x) # 0.

(vi). tim(f(0)" = (Umf G)™ = {f ()™
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(vii). iii@n‘/f(x) = ”/iiirclf(x), dengan f(x) > 0.

Teorema 2.4 (Susila, 2008)

Jika limg(x) = L jika f kontinu di L, maka
X—C

limf(g(x) = f (iigrgg(x)> = f(L).

Fungsi komposit f o g kontinu di ¢, apabila fungsi f kontinu ke g(c) dan g
kontinu ke c.
Bukti:
Misalkan diketahui € > 0. Karena f kontinu pada L, maka terdapat §; > 0 yang
berpadanan sedemikian sehingga
lt—Ll <& =f() - f)l<e

Sehingga

lgG) — LI <6, = If(@x) —fL)] < ¢
Tetapi karena iifclg(x) = L, untuk 6; > 0 yang diketahui, terdapat §, > 0 yang
berpadanan sedemikian sehingga

0<|x—c|<b,=|gx)—L| <6

Jika digabungkan dua fakta di atas, maka diperoleh

0<Ix—cl<&=>If(g))—fL)l<e
Ini menunjukkan bahwa

lim f(g()) = f(L).
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Definisi 2.13 (Susila, 2008)

Fungsi f kontinu kanan ke a jika lim f(x) = f(a) dan kontinu kiri ke b jika
xX—a

lirgz_ f(x) = f(b).fungsi f dikatakan kontinu jika f kontinu pada setiap titik

X

dari interval. Fungsi f kontinu pada [a, b] jika kontinu pada (a,b), kontinu

kanan dan kontinu kiri masing-masing pada a dan pada b.

Berikut ini akan dibahas fungsi kontinu mutlak (AC), fungsi kontinu mutlak kuat
(AC™) dan generalisasinya.

Definisi 2.14 (Aziz dkk., 2021)

Misalkan fungsi F: [a, b] - X dengan ruang Banach X dan A c [a, b]. Fungsi F
dikatakan kontinu mutlak pada A, yang dilambangkan F € AC(A), jika untuk
setiap € > 0 terdapat § > 0 sehingga {(x;, y;)} merupakan barisan yang saling

lepas pada interval [a, b], x;,y; € A dan X572, (y; — x;) < &, maka diperoleh

D IF Gyl = D IFGD) = FGly < e

Definisi 2.15 (Aziz dkk., 2021)

Misalkan X merupakan ruang Banach dan fungsi F: [a, b] — X. Sebuah fungsi F
dikatakan kontinu mutlak generalisasi pada A c [a, b], dilambakan dengan F €
ACG(A), jika terdapat barisan {a,,} sehingga

A=U%,a,danF € AC(a,),Vn.
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2.1.6 Fungsi Variasi Terbatas

Fungsi variasi terbatas merupakan fungsi bernilai real yang didefinisikan
pada suatu interval dan memiliki total variasi yang terikat. Berikut ini akan
dibahas fungsi variasi terbatas dan generalisasinya.
Definisi 2.16 (Protter, 1998)
Misalkan A = {x:a < x < b} menjadi interval dan f:A — R sebuah fungsi

yang diberikan. Variasi f atas A4, dilambangkan dengan V2 f, adalah kuantitas
n
VOf = sup ) IF () = fCo)l,
i=1

di mana a =x, <x, <--<x,=>hb pada A. Jika V? terbatas, maka dapat
dikatakan f adalah variasi terbatas pada A. Jika f bukan variasi terbatas, maka

ditulis V2 f = +oo,

Contoh 2.4

Diberikan fungsi f:[a,b] - A di mana A = {x:a < x < b}. Tunjukkan bahwa
VXf = f(x) — f(a) untuk semua x € A.

Penyelesaian:

Misalkan x € A dan misalkan A merupakan anggota bagian a = x, < x; < -+ <

Xn-1 < X, = x. Maka diperoleh

PNEORTIC]
i=1

= ) IFC) = f(xis)]

=1

= f(x) = f(a).
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Karena hal di atas berlaku kesetaraan untuk setiap anggota bagian, maka berlaku

juga supremum. Oleh karena itu V' f = f(x) — f(a).

Definisi 2.17 (Aziz dkk., 2021)
Sebuah fungsi F dikatakan variasi terbatas pada A c [a,b], dilambangkan
bahwa F € BV (A), jika terdapat M > 0 sehingga untuk setiap barisan yang

saling lepas pada interval {(a;, b;)}, ¥ a;, b; € A diperoleh

D 1F() = F(a)l, = m.

Definisi 2.18 (Aziz dkk., 2021)

Misalkan X merupakan ruang Banach dan fungsi F: [a, b] — X. Sebuah fungsi F
dikatakan variasi terbatas generalisasi pada A c [a, b], dilambakan dengan F €
BVG(A), jika terdapat barisan {a, } sehingga

A= U, a, dan F € BV(a,),Vn.

2.1.7 Fungsi Primitif

Fungsi primitif dalam kalkulus, menurut Newton dan Leibniz merupakan
konsep yang merujuk pada antiturunan atau integral tak tentu dari suatu fungsi.
Secara sederhana, fungsi primitif adalah fungsi yang turunan pertamanya sama
dengan fungsi yang sedang dicari antiturunannya. Newton dan Leibniz
mengembangkan kalkulus secara independen tetapi pendekatan mereka pada

fungsi primitif yang berhubungan dengan teori integral.
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Definisi 2.19 (Toheri, 2008)
Fungsi F dikatakan antiturunan dari f pada selang A c [a, b] jika F'(x) = f(x)

untuk semua x pada A.

Pada awalnya, notasi antiturunan dinyatakan dengan A,, di mana
A [2x] = x? + C, A, [x? — 2x] = §x3 —x2+ C. Akan tetapi, perkembangan

saat ini lebih banyak menggunakan notasi integral atau ‘[ * yang dicetuskan

oleh Newton dan Leibniz. Notasi ini dapat dituliskan menjadi:

Jf(x)dx =F(x)+C

di mana
F'(x) = f(x).

Antiturunan di atas selanjutnya dikenal atau disebut sebagai integral tak tentu.

Definisi 2.20 (Lee, 2011)
Suatu fungsi bernilai riil f dikatakan terintegral Newton pada [a,b], jika
terdapat fungsi F yang terdefinisi pada [a,b] sehingga turunannya F'(x) =

f(x), untuk setiap x di [a,b]. Fungsi F disebut fungsi primitif f pada [a, b]

sehingga f: f(x)dx = F(b) — F(a).

Definisi 2.21 (Lee, 2011)
Suatu fungsi bernilai riil f:[a, b] - R dikatakan terintegral Riemann ke Ry jika

untuk setiap € > 0 terdapat § > 0 sehingga untuk setiap partisi P lalu diberikan
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{a = xg,xq, ..., X, = b} dan {t,t,, ..., t,}, memenuhi x;_; < t; < x; dan x; —

Xi—1 < 6.

|Z:l=1f(ti)(xi —x-1) — Rg| <.

Integral dari f pada [a, b] diberikan oleh Rp.

Dari sifat integral Riemann, dijelaskan bahwa F pada [a, b] sehingga F(x) =

(Rg) f;f(a)da dan jika f kontinu, maka F merupakan fungsi primitif.

2.1.8 Fungsi Terukur

Pada subbab ini akan dipaparkan definisi fungsi terukur dan teorema-
teorema yang terkait.
Definisi 2.22 (Russell A. Gordon, 1994)
Sebuah fungsi f:[a,b] = R terukur jika A c [a,b] merupakan himpunan
terukur dan untuk setiap bilangan real r, maka himpunan {x € A: f(x) > r}
terukur.

Berdasarkan definisi, domain dari suatu fungsi terukur harus merupakan
sebuah himpunan terukur. Dan berdasarkan definisi di atas jelas bahwa fungsi

kontinu dan fungsi monoton merupakan fungsi terukur.

Teorema 2.5 (Solikhin & Aziz, 2022)
Misalkan A c [a, b] merupakan himpunan terukur dan misalkan f: [a, b] = R.
Maka pernyataan di bawah ini ekuivalen:

(i). Untuk setiap bilangan real r, maka {x € A: f (x) > r} terukur.

(if). Untuk setiap bilangan real r, maka {x € A: f(x) > r} terukur.



(iii). Untuk setiap bilangan real , maka {x € A: f (x) < r} terukur.

(iv). Untuk setiap bilangan real r, maka {x € A: f(x) < r} terukur.

Bukti:

Diketahui fungsi f terukur, maka

(00

{xeA:f(x)Zr}zﬂ({xEA:f(x)<r+%}>

n=1

adalah terukur untuk setiap bilangan asli n. Sehingga (i) — (ii).

Karena {x € A: f (x) = r} terukur, maka komplemennya adalah
(xeAf(x)<r}

juga terukur, sehingga (ii) — (iii).

Karena diketahui fungsi f terukur, maka

[oe)

wear@sn=(xearw>r+))

n=1
adalah terukur untuk setiap bilangan asli n. Sehingga (iii) — (iv).
Karena {x € A: f(x) = r} terukur, maka komplemennya adalah
(xeAf(x)<r}

juga terukur, sehingga (iv) — (i).

Definisi 2.23 (Schwabik & Guoju, 2005)
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Sebuah fungsi f: [a, b] = X dikatakan sederhana jika terdapat sebuah himpunan

terukur 4,, c [a,b],m = 1, ..., p sehingga
AnNA; =0untuk m #1

dan
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p
(0,61 = | ] 4n

m=1
Dimana f(t) = y,, € Xuntukt € 4,, m = 1, ..., p,
yang berarti f konstan pada himpunan terukur E,,,.

Dinotasikan J(u, X) merupakan koleksi semua fungsi sederhana pada I.
Dan jelas bahwa J merupakan ruang linier dan jika f fungsi sederhana maka

II£1l: [a, b] = R merupakan fungsi sederhana.

Definisi 2.24 (Schwabik & Guoju, 2005)

Diberikan f:[a,b] —» X dikatakan terukur jika terdapat sebuah himpunan

(fu), fn € J,n € N sehingga

lim |I£,(6) = F(O)lly = 0

untuk semuat € [a, b].

Definisi 2.25 (Schwabik & Guoju, 2005)
Fungsi f:[a, b] — X dikatakan terukur lemah jika untuk setiap x* € X* fungsi

real x*(f):[a, b] = R terukur.

2.1.9 Partisi Perron

Partisi Perron adalah konsep dalam teori integral yang digunakan dalam
proses penyempurnaan partisi untuk menghitung integral secara lebih tepat,
terutama dalam integral Riemann dan generalisasinya seperti integral Riemann-
Stieltjes atau integral Lebesgue. Sebelum diuraikan partisi Perron terlebih

dahulu dibahas § — fine.
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Diketahui fungsi positif &:[a, b] - R. Diberikan sebuah partisi D =
{a = xgy, X1, ..., xp, = b; tq, t, ..., t,} pada [a, b] yang memenuhi
ti—O6(t) <xi_1<6; <x; <t; +6(¢ty),

untuk setiap i = 1,2, ..., n dinamakan selang § — fine pada [a, b].

Definisi 2.26 (Solikhin & Aziz, 2022)

Diberikan D4, D,, ..., D, interval yang saling lepas di dalam [a,b] € R dan
X1, X5, ..., X, di dalam [a, b] € R. Himpunan interval titik dilambangkan dengan
D ={(D,x)} = {(Dy,x1), (D3, x3), ..., (Dy, x,)} disebut partisi McShane pada
[a,b] c RjikaD, UD, U ..UD, = [a,b].

(i). Jika terdapat fungsi positif § pada [a, b],® = {(D,x)} partisi McShane
pada [a,b] sehingga D; € B(x;, 6(x;)) untuk setiap i, disebut partisi
McShane dengan § > 0 pada [a, b].

(ii). Jika ® = {(D, x)} partisi McShane dengan § > 0 pada [a, b] dan x; € D;
untuk setiap i, maka D disebut partisi Perron pada [a, b].

Berdasarkan Definisi 2.30, pada partisi McShane © = {(D, x)}, x; tak
perlu anggota D; untuk setiap i, sedangkan pada partisi Perron haruslah x; €
D;, Vi. Hal ini berarti bahwa setiap partisi Perron merupakan partisi McShane.
Dapat dikatakan juga bahwa himpunan interval D ={(D,x)}=
{(D1,x1), (D3, %3), ..., (D, %)} disebut

(). Partisi Perron dengan § > 0 pada [a, b] jika D; € B(x;, 8(x;)) dan x; €
D, Vi (i = 1,2,..,n) dengan DY N D) = @ dimana i # j dan UL, D; =

[, b].
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(ii). Partisi Perron dengan & > 0 pada [a, b] jika D; € B(x;,6(x;)) dan x; €
D;, Vi (i =1,2,...,n) dengan D’ N DY = @ dimana i # j dan U}, D; c

[a, b].
Selanjutnya titik x dengan (D, x) € D dinamakan titik terkait partisi &-
fine. Jika syarat x; € D; diabaikan, partisinya dikenal sebagai partisi Mcshane.

Teorema berikut menyatakan eksistensi partisi Perron pada [a, b] c R.

Teorema 2.6 (Solikhin & Aziz, 2022)

Untuk setiap fungsi positif 6: [a, b] — R terdapat partisi Perron pada [a, b].
Bukti:

Diberikan [a, b] c R dan fungsi positif § pada [a, b].

Selanjutnya dibentuk G = {D — 6(x),D + §(x)} dengan x € [a,b]. Karena
[a, b] tertutup dan terbatas maka [a,b] kompak sehingga G mempunyai
himpunan bagian hingga, katakan {D, — 8(Dy), Dy + 6(D})}, dengan k =
1,2,...,n.

Diambil x, = adanx,, = b

x € (D; —6(D;),D; + 6§(D;) n (D; —6(D;),D; + 6(D;)), dengan D; < x; <
Djy;dani=12,..,n—1.

Dari sini diperoleh D; € [x;_1,x;] € (D; + 6(D;),D; + §(D;)) yang berarti

bahwa D = {([x;;1, x;], D))|i = 1,2, ..., n} partisi Perron.
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Contoh 2.5
Misalkan f(x) = x? didefinisikan pada interval [0,4]. Diberikan fungsi gauge
8(x) = x + 1. Tentukan partisi Perron pada interval [0,4] untuk fungsi f(x)
dengan gauge & (x).
Penyelesaian:
Fungsi gauge diberikan sebagai 6(x) = x + 1. Artinya, panjang subinterval
{[xi—1, x;]}, di mana setiap titik x; dipilih sedemikian rupa sehingga |x; —
xi_1| < 8(t;) untuk t; € [x;_q, x;].
(1). Misalkan mulai dengan x, = 0.
(i). Pilih x; sehingga |x; —xo| < &(t;) =t; +1, dengan t; € [xq, x1].
Karena t; € [0,x,], maka 6(t;) < x; + 1. Untuk kesederhanaan, ambil
x, = 1.
(iii). Pilih x, sehingga |x, —x;| < 8(ty) =t, + 1, dengan t, € [xq,x,].
Karena t, € [1,x,], maka 6(t,) < x, + 1. Untuk kesederhanaan, ambil
Xy — X = 2.Jadi x, = 3.
(iv). Pilih x3; sehingga |x3 —x,| < &8(t3) =t; +1, dengan t; € [x,, x3].
Karena t; € [3,x3], maka 6(t3) < x3 + 1. Untuk kesederhanaan, ambil
X3 — x, = 1. Jadi x, = 4.
Jadi, partisi Perron untuk f(x) = x? pada interval [0,4] dengan fungsi gauge

8(x) = x + 1 adalah {[0,1], [1,3], [3,4]}.

2.1.10 Integral Lebesgue
Ukuran Lebesgue menjadi dasar untuk membangun integral Lebesgue,

yang merupakan generalisasi dari integral Riemann. Integral Lebesgue
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memungkinkan kita mengintegralkan kelas fungsi yang jauh lebih luas
dibandingkan dengan integral Riemann (Russell A. Gordon, 1994).

Diberikan sebuah himpunan bilangan real A dan ukuran Lebesgue
dinotasikan u(A). Sebelum menjelaskan definisi ukuran, akan dijelaskan
beberapa sifat.

(i). Jika diberikan interval A, maka u(4) = £(A).
(ii). Jika diberikan interval berturut-turut P dan Q, di mana P c Q, maka

u(P) < u(Q).

(iii). Diberikan P € R dan x, € R, didefinisikan P + x, = {x + x5: x € P}.

Maka u(P + x,) = u(P).

(iv). Jika P dan Q merupakan himpunan tak tumpang tindih, maka u(P U

Q) = u(P) + u(Q).

Definisi 2.27 (Russell A. Gordon, 1994)
Diberikan A c R. Ukuran luar Lebesgue pada A dinotasikan dengan u*(A4) yang

berlaku

inf {Z e(Ak)}
k=1

di mana {I,.} merupakan barisan pada interval terbuka sehingga A c }.7°_, A.

Jadi, jelas bahwa 0 < p*(4) < oo.

Definisi 2.28 (Hong dkk., 2004)
Misalkan f merupakan fungsi terukur yang didefinisikan pada himpunan terukur

A. Jika f tak negatif dan (Fj,) merupakan penutup ukuran terbatas monoton pada



30

A, maka f dikatakan terintegral Lebesgue jika I\IIim fFN[f(x)]Ndx terbatas.

Dituliskan

[ reodx= tim [ 1reotu.

Lemma 2.1 (Hong dkk., 2004)
Misalkan f merupakan fungsi terukur yang didefinisikan pada himpunan terukur
A. Jika f tak negatif dan (F}), (E;) merupakan dua penutup ukuran terbatas

monoton pada A, maka

tim [ 1 @ledx = lim | [F0lndx

k—oo Fi

di mana satu dari dua limit tersebut terbatas.
Bukti:

Misalkan ¢;, = fEk[f(x)]kdx danr, = [. [f(x)],dx. Maka kedua (¢,) dan (r;,)
bukan barisan bilangan real menurun. Jika ¢ = ;éim ¢, ada, maka diperoleh

£, < ¢ untuk semua k € N.
Sekarang untuk setiap N, Fy c A dengan m(Fy) < oo. Maka Fy\E), merupakan

barisan yang menurun pada himpunan terukur. Maka Igim m(Fy\Ey) = 0.oleh

karena itu, diambil limit dengan k — oo dari pertidaksamaan

|

[Flndx = |

FNNEL

[Fluda + f [Flvdx

N FN\Eg

< f [f1ndx + Nm(Fy\Ey)
E

k
< €+ Nm(Fy\Ey),

Lalu diperoleh
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Definisi 2.29 (Hong dkk., 2004)
Misalkan f fungsi terukur pada himpunan terukur A dan f* dan f~ keduanya

terintegral Lebesgue, maka f dikatakan terintegral Lebesgue. [ S dx

didefinisikan dengan [, f dx = [, f*dx — [, f~ dx.

Lemma 2.2 (Hong dkk., 2004)

Andaikan f € L(A) dan A terukur. Misalkan fungsi terukur g pada A. Jika |g| <
f, maka g juga di L(A).

Bukti:

Karena |g| < f, maka diperoleh g* < f dan g~ < f. Untuk penutup ukuran

terbatas monoton (F,) pada A dan bilangan positif k, diperoleh

o< [
F

Oleh karena itu, g* terintegral. Demikian pula, g~ terintegral dan g juga

[gF ], dx < [f]kdXijdx<00.
Fi A

k
terintegral.

Teorema 2.7 (Solikhin & Aziz, 2022)
Misalkan r dan s terintegral Lebesgue pada [a,b] dan P,Q < [a,b] masing-

masing himpunan terukur, sehingga berlaku

(). Untuk setiap c bilangan real, maka f; cf = cf:f;

Q). [Cr+s)=[r+[s;
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(iii). Jika r < s hampir di mana-mana pada [a, b], maka f:r < ffs;
(iv). Jika 7 = s hampir di mana-mana pada [a, b], maka f:r = ffs;

(V). |f:s| < f:lsl;
(vi). ApabilaP N Q =@, maka [, ,,s = [,s+ [,s;

(vii). Apabilas > 0 dan P € Q, maka [, f < fo.

Definisi 2. 30 (Solikhin & Aziz, 2022)
Diberikan [uq, v1], [uy, v2], ..., [u;, v;] interval-interval yang saling lepas di dalam
interval [a,b] € R dan x,x,,..,x; di dalam [a, b] € R. Koleksi pasangan
interval titik © = {[u, v], x} = {([w;, v;],x;); i = 1,2, ..., n} disebut

(i). Partisi Lebesgue pada [a, b] jika Ui-,[u;, v;] = [a, b]

(ii). Partisi parsial Lebesgue di dalam [a, b] jika U, [u;, v;] < [a, b].

Contoh 2.6

Misalkan diberikan fungsi f(x) = x? yang didefinisikan pada interval [0,4].
Tentukan partisi Lebesgue untuk fungsi f(x) dengan membagi rentang nilai f(x)
ke dalam subinterval [0,4], [4,10],[10,20], [20,30].

Penyelesaian:

Fungsi f(x) = x? memiliki domain [0,4]. Maka, nilai f(x) pada domain ini
berkisar dari 0 (ketika x = 0) hingga 16 (ketika x = 4).

Untuk setiap subinterval nilai f(x), cari interval x pada domain [0,4] yang
menghasilkan nilai-nilai dalam subinterval tersebut:

(1). Subinterval [0,4]:
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x? € [0,4] berarti x = [0,2].
(ii). Subinterval [4,10]:
x% € [4,10] berarti x = [2,v10].
Dengan pendekatan, V10 ~ 3.16, sehingga x € [2,3.16].
(iii). Subinterval {10,20]:
x? € [10,20] berarti x = [v'10,v/20].
Dengan pendekatan, v20 ~ 4.47, sehingga x € [3.16,4].
(iv). Subinterval [20,30]:
Tidak memiliki nilai x? dalam interval [20,30], karena x? maksimum

adalah 16 pada x = 4.

2.1.11 Integral McShane

Sebelum mendefinisikan suatu fungsi terintegral McShane, akan
didefinisikan dulu apa yang dimaksud dengan partisi McShane.

Jika A = [a, b] adalah interval tertutup dan terbatas di [a, b], maka partisi
dari A adalah berhingga. Misalkan D = {xg, x4, ..., x,} di mana x; € 1,i =
1,2, ..., n sedemikian sehingga

a=xy<x;<<x,=b

Titik-titik di D digunakan untuk membagi interval i = [a, b] menjadi
subinterval yang saling lepas. Selanjutnya, akan dinotasikan partisi D =
{[xi—1, x;]1}1-; dan definisikan norm D, yakni ||D|| = maks{[x;_1, x;]}}-1-

Jika titik t; diambil sebarang dari setiap interval A4; = [x;_q,x;],i <n

atau dengan Kkata lain t; € A; = [x;_1,x;],i <n, maka t; disebut label dari
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subinterval A; dan himpunan D = {[x;_4, x;], t;}}-; disebut partisi McShane dari
interval tertutup [a, b].

Definisi 2.31 (Solikhin & Aziz, 2022)

Partisi McShane dari interval [a,b] adalah koleksi berhingga D =
{[xi—1, x;], t;3%, sedemikian sehingga {[x;_4,x;],i <n} sehingga koleksi

subinterval dari interval [a, b] yang menutupi [a, b] dan t; € [a, b],i < n.

Jika D = {[x;_q,x;],t;}]=, adalah partisi McShane dari interval [a,b], maka

didefinisikan f(D) = Y-, f(t)(d; — c;)-

Definisi 2.32 (Solikhin & Aziz, 2022)

Diberikan fungsi f:[a,b] - R. Fungsi f dikatakan terintegral McShane pada
[a, b] jika terdapat bilangan real L, sehingga untuk setiap € > 0 terdapat fungsi
6 positif sedemikian sehingga untuk setiap partisi yang subordinat ke o
dikatakan partisi Lebegue/McShane pada [a, b] yaitu D = {([x;_1, x;], t)):i =
1,2, ...,n}, memenuhi

If(D)—Ll<e
dimana f(D) = X%, f(x;)(d; — ¢;) merupakan jumlahan Riemann atas partisi

D. Dan selanjutnya, L dikatakan integral dari fungsi f pada interval [a, b] atau
ditulis L = (M) f:f dan M[a, b] menyatakan himpunan dari fungsi-fungsi yang

terintegral McShane pada interval tertutup [a, b].
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Definisi 2.33 (Solikhin & Aziz, 2022)
Didefinisikan fungsi F:[a,b] » R dengan rumus F(a) =0 dan F(x) =
(M) f:f(t)dt untuk setiap x € [a, b], maka fungsi F ini disebut fungsi primitif

f pada [a, b].

Berdasarkan fungsi primitif ini, untuk f € M[a,b] dimanaa = xy < x; < x, <
- < x, = b diperoleh F(a,b) = F(b) — F(a) = (M) [, f(¢)dL.

Seperti hasil di atas maka untuk f € M|[x;_4,x;] dengani = 1,2, ..., n berlaku

F(xi—q,x;) = f ) f()dt

Xi-1

Karena U[x;_4, x;] = [a, b] dengan kata lain

=1 “Xi-1

F(a,b) = (M) f:f(t)dt = Zn:fxi f®)de = z": FQxi-1, %)

Contoh 2.7
Misalkan f(x) = e* didefinisikan pada interval [0,3]. Diberikan fungsi gauge
§(x) = ﬁ Tentukan partisi McShane pada interval [0,3] menggunakan fungsi

gauge tersebut.

Penyelesaian:

Fungsi gauge diberikan sebagai 6(x) = ﬁ Maka, panjang setiap subinterval
|; — x;_4| harus kurang dari tlﬁ dengan t; € [x;_q, x;].

(i). Misalkan mulai dengan x, = 0.
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(ii). Pilih x; sedemikian sehingga |x; — xo| < 6(t;) = —, dengan ¢, €

[xOJxl]-
. . 1 1 1
Ambil t; = x, = 0, sehingga |x; — x| < Ty Maka, x; = x, + 3=

0.33.

(iii). Pilih x, sedemikian sehingga |x, —x;| < &(t,) =$, dengan t, €
2

[xll xz]-

. . 1 1
Ambil t, = x; = 0.33, sehingga |x, — x;| < “ara 333~ 03 Maka,

(iv). Pilih x5 sedemikian sehingga |x; — x;| < i dengan t; € [xy, x3].
3

1 1
=—= 0.275.
0.63+3  3.63

Ambil t; =x, =0.63, sehingga |x; —x,| <

(v). Dengan menggunakan proses di atas hingga mencapai x,, = 3.

Partisi McShane untuk f(x) = e* pada interval [0,3] dengan gauge &(x) = %

x+
adalah koleksi subinterval dengan panjang bervariasi, seperti:

{{0,0.33],[0.33,0.63], [0.63,0.905], ..., [xy, 3]}

2.1.12 Integral Dunford

Integral Dunford merupakan jenis integral yang lebih umum daripada
integral Riemann dan memiliki hubungan dengan integral Lebesgue.
Dibandingkan dengan integral Riemann yang mensyaratkan fungsi kontinu,

integral Dunford dapat diterapkan pada fungsi yang lebih luas, meskipun masih
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lebih terbatas dibandingkan integral Lebesgue. Berikut akan dibahas definisi
integral Dunford yang akan dipakai di bagian pembahasan.

Definisi 2.34 (Schwabik & Guoju, 2005)

Misalkan f:[a, b] - X terukur lemah dan sehingga fungsi x*(f):[a,b] » R

terintegral Lebesgue untuk setiap x* € X* maka f dikatakan terintegral Dunford.

Definisi 2.35 (Solikhin dkk., 2021)
Misalkan f merupakan fungsi terukur lemah. Jika x*(f): [a, b] = R terintegral
Lebesgue untuk setiap x* € X*, oleh karena itu fungsi f disebut terintegral

Dunford. Integral Dunford (D;) fAf pada fungsi f atas himpunan terukur A c

[a, b] didefinisikan oleh vektor X(f4) € X, yakni
K@) = 00 [0,
A

untuk semua x* € X*.
Himpunan semua fungsi f terintegral Dunford dilambangkan dengan
D;[a, b], dan telah ditunjukkan bahwa D;[a, b] memiliki sifat aditif dan sifat

homogen.

Teorema 2.8 (Solikhin dkk., 2019)
Jika fungsi f adalah fungsi yang terintegral Dunford pada [a, b], maka untuk

setiap himpunan terukur A c [a, b] vektor x; 4y € X** adalah tunggal (Solikhin

dkk., 2019).
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Bukti:

Ambil sebarang himpunan A c [a, b]. Misalkan terdapat vektor X(f4) € X™ dan
Z(s 2y € X*" maka

x(iam € X = (D) [,x"(f) dan 27 4y € X = (D) [, %" (f).
Lebih lanjut

X0y (") = z(; (") = (D) [, x*(f) = (D) [,x*(f) = 0,vx" € X*,

Selanjutnya diperlihatkan bahwa koleksi dari semua fungsi yang

terintegral Dunford, merupakan ruang linier.

Teorema 2.9
Jika fungsi-fungsi f dan g masing-masing terintegral Dunford pada [a,b]
dengan demikian maka f 4+ g dan cf untuk c bilangan riil juga terintegral

Dunford pada [a, b] dan berlaku
(M. (D) [ (FG) + g()dx = (D) [, f(x)dx + (D) [, g(x)dx

(i) (D) [; cf(x)dx = c(D,) [ cf (X)dx
Bukti:
Diberikan sebarang € > 0.
(i). Misalkan
(D) [ f(x)dx = Adan (D) [, g(x)dx = B
Terdapat fungsi 6;(x) > 0 pada [a,b] sehingga untuk setiap partisi

D, = {[u, v],x} pada [a, b] berlaku

> reow-w-a| <2
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Dan juga terdapat fungsi §,(x) > 0 pada [a, b] sehingga untuk setiap

partisi ©, = {[u, v], x} pada [a, b] berlaku

> reow-w-sl<Z
Didefinisikan fungsi 6: [a, b] - R dengan
6(x) = min{6,(x), 5,(x)},x € [a, b].

Maka berlaku
D¢+ p@E-w-@a+8)
= > + 9N -w - 4+ )
=D (W@ -0+ (@@ -w) - (A+B)
_ |Z(f)(x)(v —w) +Z(g)(x)(v—u) —(A+B)|
=D @@ -w -4+ (@@ - - 5|

=D r@e-w-a+]> s w-w -8

+=-—=c¢

£
2

N m

Sehingga f + g terintegral Dunford pada [a,b], ini berarti f+ g

terintegral Dunford ke A + B dengan

b
D) ] (FG) + g(x))dx = A + B

b b
= (DL)f f(x)dx + (DL)f g(x)dx

Jika ¢ = 0 maka jelas cf terintegral Dunford ke 0.
Untuk ¢ # 0.

Pilih fungsi 65(x) > 0 pada [a, b],
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Sehingga untuk setiap partisi ®; = {[u, v], x} pada [a, b] berlaku
|Zf(x)(v—u) —A| <=
|c]
Misalkan D = {[u, v], x} maka berlaku

|Z cf(x)(v—u) — cA|
= |c (Zf(x)(v — u)) — cAl
=[c(D.rew-w-a)|

=lel Y f@w-w - 4|

&

|c]

Sehingga cf terintegral Dunford ke cA dengan

<|c]. £

b b
D) ] ¢f ()dx = c(Dy) f ¢f (X)dx.

2.2  Kajian Integrasi Topik Dalam Islam

Pada bab sebelumnya telah dijelaskan mengenai perintah untuk selalu
bertakwa kepada Allah dengan mengikuti perintah Allah dan menjauhi larangan
Allah. Selanjutnya akan membahas mengenai karakteristik bertakwa, sebagaimana
firman Allah dalam Q.S. Al-Ahzab ayat 70 yang berbunyi:

s 35 wlgds a8 Wl 30 it

Artinya:
“Wahai orang-orang yang beriman, bertakwalah kamu kepada Allah dan
ucapkanlah perkataan yang benar.”(Kemenag, 2019)
Menurut kitab tafsir Ibnu Katsir (2004), Allah telah memberi perintah kepada

hambanya untuk bertakwa dan beribadah kepada Allah, serta diikuti dengan
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perintah untuk berbicara dengan baik dan benar. Karena semua perkataan akan
dicatat oleh Raqgib dan Atid dan akan dipertanggung jawabkan di hadapan Allah
kelak.

Ayat di atas menjelaskan batasan bahwa bertakwa adalah mereka yang
berbicara baik dan benar atau dengan kata lain penting untuk menjaga adab dan
akhlak dalam kehidupan. Berhubungan dengan hadist Nabi Muhammad yang
berbunyi:

KRS °\ pES ‘_}A,l.e f-‘ﬁ\ (‘ﬁ"j\ﬁ 4»\.; Gk 08 i
Artinya:
“Barangsiapa yang beriman kepada Allah dan hari akhir, hendaklah ia berkata
baik atau diam.”. (HR. Bukhari dan Muslim)(Bagi, 1959)
Hadist ini memberikan landasan bahwa salah satu ciri keimanan seseorang adalah
menjaga lisannya. Berbicara dengan kebenaran merupakan cerminan dari kualitas
keimanan dan ketakwaan seorang muslim. Orang beriman diharapkan selalu
berkata benar dan menjaga ucapan mereka agar tidak membawa mudarat.

Dalam Q.S. An-Nahl ayat 128, Allah berfirman:

O3 2h 230 530 30 e dn &)
Artinya:
“Sesungguhnya Allah bersama orang-orang yang bertakwa dan yang berbuat
kebaikan. ”(Kemenag, 2019)
Pada ayat di atas, Allah memberikan penjelasan alasan mengapa Nabi
diperintahkan untuk selalu sabar dan dilarang untuk sedih dan cemas karena Allah
senantiasa bersama orang-orang bertakwa dan orang yang berbuat kebaikan.

Karena orang bertakwa selalu mendekatkan diri kepada-Nya dan mereka tidak

kecewa jika kehilangan kesempatan. Demikian pula dengan orang yang senantiasa
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melakukan kebaikan, karena orang-orang tersebut selalu melakukan kebaikan
selama hidup dan melaksanakan kewajiban sebagai seorang hamba, dan selalu
menaati perintah dan menjauhi larangan dari Allah.

Menurut ayat dan hadist di atas, dapat disimpulkan bahwa takwa memiliki
batasan-batasan tertentu yaitu mereka yang mampu menjaga lisannya agar selalu
berbicara dengan perkataan yang baik dan orang-orang yang senantiasa
melakukan kebaikan semasa hidup di dunia. Apabila batasan-batasan tersebut
terpenuhi maka orang tersebut bisa dikatakan bertakwa sesuai firman Allah.
Sebagaimana batasan-batasan dari fungsi yang dikatakan terintegral Dunford yaitu
jika untuk setiap x* € X* dan x*f:[a,b] » R terintegral Lebesgue dan untuk

setiap interval tertutup A c [a,b] terdapat xir,) € X™* maka diperoleh

x(fay(x*) = [, x*(f), untuk setiap x* € X*.

2.3 Kajian Topik dengan Teori Pendukung

Penelitian ini berdasarkan beberapa teori pendukung, yaitu fungsi primitif
pada fungsi terintegral Dunford. Terdapat beberapa penelitian yang membahas
mengenai fungsi primitif pada integral Dunford, di antaranya oleh (Aziz dkk.,
2021) yang telah membuktikan bahwa setiap fungsi yang terintegral Dunford,
maka fungsi primitif harus kontinu, kontinu mutlak, variasi terbatas, dan
generalisasinya.

Untuk pembahasan yang pertama adalah menjelaskan tentang terkait
fungsi kontinu mutlak, fungsi variasi terbatas, dan generalisasinya. Pada bab ini
akan dijelaskan terkait hubungan sifat sifat-sifat fungsi primitif di atas, dengan

menggunakan definisi-definisi pada bab sebelumnya.
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Definisi 2.36 (Aziz dkk., 2021)

Misalkan X merupakan ruang Banach dan X* merupakan ruang dual pada X.
Sebuah fungsi f:[a, b] — X terintegral Dunford pada [a, b], maka diberikan f €
D, [a, b], jika untuk setiap x* € X*,x*(f): [a,b] » R terintegral Lebesgue dan

untuk setiap A < [a, b] himpunan terbatas terdapat x; 4, € X™* maka diperoleh
K@) = @) [ 2P
A

untuk setiap x* € X™.

Diberikan D, [a, b] merupakan himpunan semua fungsi yang terintegral Dunford.

Teorema 2.10 (Aziz dkk., 2021)
Fungsi f dikatakan terintegral Dunford pada [a, b] jika dan hanya jika untuk

setiap x* € X*, x*(f) terintegral Lebesgue pada [a, b].

Definisi 2.37 (Aziz dkk., 2021)
Misalkan J[a, b] merupakan koleksi untuk semua interval tertutup di [a, b] dan

f:la,b] - X.Jika f € D;[a, b] maka F: J[a, b] - X dengan
F(A) = (i = ) [
A

dan F(@) = 0 untuk setiap A € J[a, b] dikatakan fungsi primitif Dunford dari f

pada [a, b].

Definisi 2.38 (Aziz dkk., 2021)
Fungsi F = Jla, b] — X dikatakan aditif, jika

F(PUQ)=F(P)+F(Q)
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Untuk setiap P,Q € J[a,b] dimanaP U Q € J[a,b]dan P N Q = Q.

Teorema 2.11 (Aziz dkk., 2021)

Jika f € D;[a, b] dengan primitif F, maka F aditif pada [a, b].

Bukti:

Diberikan A c [a, b] dan B c [a, b] masing-masing setiap interval tertutup, A U
B c [a, b] dan saling lepas, maka untuk setiap x* € X*, x*f terintegral Lebesgue
pada [a, b] dan terdapat x 7 4y € X** dan x(f 5y € X™* sehingga

ng*’A) S X** = (DL) fo*f dan
x&kf*,B) € X** s (DL)fx*f
B
Oleh karena itu, terdapat x ¢ 4,5y € X** sehingga

x(r.a) (X)) + x5 gy (x") = (D) L x*(f) + (D) L x*(f)

=D | () = x5 aum (*")
AUB

Jadi,

X{} aum) = X(f.a) + X{; p) ataU F(A U B) = F(A) + F(B).

Teorema 2.12 (Aziz dkk., 2021)
Fungsi f € D, [a, b] jika terdapat fungsi aditif F pada [a, b] sehingga untuk setiap
€ > 0danx* € X* terdapat § > 0 pada [a, b] dan untuk semua A c [a, b] interval

tertutup dan partisi McShane D = {(Dy, x1), (D5, x5), ..., (Dy, x,)} maka diperoleh

n

D X aD) ~ F0)| <&

i=1
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atau

n

Z 2 F)a(Dy) — x*F(A)| < &.

i=1

Teorema 2.13 (Aziz dkk., 2021)
Fungsi f € D, [a, b] dan F merupakan fungsi primitif sehingga untuk setiap € > 0
dan x* € X* terdapat § > 0 pada [a,b] dan untuk semua A c [a,b] interval

tertutup dan partisi McShane © = {(D, x)} maka diperoleh
|Z x*f(x)a(D) — x*F(D)| <e

Maka untuk semua jumlah bagian );; pada ), diperoleh
|Z x*f(x)a(D) — x*F(D)| <e.
1

Teorema 2.14 (Aziz dkk., 2021)

Jika f € D,[a, b] dengan primitif F, maka F kontinu pada [a, b].

Teorema 2.15 (Aziz dkk., 2021)
Jika f € D;[a, b] dengan primitif F, maka F € BVG|a, b].

Bukti:

Dibentuk himpunan A,; yang merupakan koleksi himpunan x € [a+i+71,a+

i

;] N [a, b] dengan ||f(x)|lx < n dan %< §(x) < ﬁ maka diperoleh [a, b] =

UCZ°=1 Ani.

n=2
Diberikan himpunan pada interval tertutup yang saling lepas {[ay, bx1}, ax, by €

A,; untuk semua k. Maka diperoleh {(ay, [ax, bx])} pada [a, b].
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Sehingga diperoleh

o)

> F(lawhi)

k=1

<1+n(-a).

Maka diketahui bahwa F € BV (4,,;). Jadi, F € BVG|a, b].

Teorema 2.16 (Aziz dkk., 2021)

Jika f € D;[a, b] dengan primitif F, maka F € BV[a, b].

Bukti:

Diketahui f € D,[a, b] dengan primitif F, terdapat barisan pada himpunan {4}
sehingga U;2,4,; =[a,b] dan F € BV|[a,b](A,). F € BV[a,b],vn,i dan

[a, b] = UL, A,;, maka diperoleh F € BV[a, b].

n=2

Teorema 2.17 (Aziz dkk., 2021)
Jika f € D;[a, b] dan F merupakan fungsi primitif, maka F € ACG|a, b].

Bukti:

Dibentuk himpunan A,; yang merupakan koleksi himpunan x € [a+i+71,a+

ﬂ N [a, b] dengan ||f(x)|lx < n dan %< S(x) < ﬁ maka diperoleh [a, b] =

UCZ°=1 Ani-

n=2
Diberikan himpunan pada interval tertutup saling lepas {[a;, b;]}, a;, b; € Ay
untuk semua j. Maka diperoleh {(a;, [a;, b;])} pada [a, b].

Sehingga diperoleh

o

z F([aj, bj]

k=1

< - +nZ(b
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Maka diketahui bahwa F € AC(4,;).Jadi, F € BVG|a, b].

Teorema 2.18 (Aziz dkk., 2021)

Jika f € D,[a, b] dan F merupakan fungsi primitif, maka F € AC[a, b].

Bukti:

f € D[a,b] dan F merupakan fungsi primitif, terdapat barisan {A4,;} pada

himpunan sehingga [a, b] = U, 4,; dan F € AC(A,;),Vn,i. Jadi, F € ACl[a, b].

n=2



3.1

BAB 111

METODE PENELITIAN

Jenis Penelitian

Pada penelitian ini menggunakan metode penelitian kualitatif. Metode

kualitatif dilakukan dengan mengumpulkan informasi yang berhubungan dengan

topik penelitian. Hal itu dilakukan di antaranya dengan mengumpulkan artikel,

jurnal, serta buku agar informasi yang didapatkan semakin lengkap dan relevan.

3.2

3.3

Pra Penelitian

Berikut tahapan sebelum melakukan penelitian:

Mengumpulkan sumber-sumber berupa buku, artikel, jurnal, dan paper-paper
yang relevan terkait topik yang akan dibahas sebagai acuan penelitian.
Membuat rumusan masalah, tujuan, dan manfaat dari penelitian.

Membuat latar belakang serta memahami konsep dasar pada penelitian ini.

Tahapan Penelitian

Tahapan penelitian dalam menentukan sifat-sifat fungsi primitif pada integral

Dunford, yaitu:

1.

Mendefinisikan integral Dunford dan membuktikan teorema terkait integral
Dunford.

Mendefinisikan fungsi primitif integral Dunford pada interval [a,b] dan
memberikan contoh terkait fungsi primitif integral Dunford pada interval

[a,b].

48
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Mendefinisikan fungsi primitif integral Dunford bersifat aditif yang nantinya
akan digunakan dalam pembuktian selanjutnya.

Membuktikan fungsi primitif pada integral Dunford adalah kontinu pada
[a, b].

Membuktikan hubungan fungsi variasi terbatas dan generalisasinya (BVG)
dengan fungsi primitif pada integral Dunford di [a, b].

Membuktikan hubungan fungsi kontinu mutlak (AC) dan generalisasinya

(ACG) dengan fungsi primitif pada integral Dunford di [a, b].



BAB IV

PEMBAHASAN

Pada bab pembahasan ini, akan dibuktikan sifat-sifat fungsi primitif pada
integral Dunford.
4.1  Sifat-Sifat Fungsi Primitif pada Integral Dunford

Pada bab ini akan menjelaskan fungsi primitif pada integral Dunford dan
sifat-sifat sederhana dari fungsi primitifnya. Selanjutnya akan dijelaskan sifat-sifat
terkait fungsi kontinu mutlak (AC) dan generalisasinya (ACG). Dan sifat-sifat terkait
fungsi variasi terbatas (BV) dan generalisasinya (BVG). Berikut akan dijelaskan
definisi dari integral Dunford.
Definisi 4.1 (Aziz dkk., 2021)
Misalkan X merupakan ruang Banach dan X* merupakan ruang dual dari X.
Diberikan sebuah fungsi f:[a,b] —» X dikatakan terintegral Dunford pada [a, b]
yang dinotasikan dengan D, [a, b], apabila untuk setiap x* € X*, dan x*(f): [a, b] -
R terintegral Lebesgue maka untuk setiap interval tertutup A c [a, b] terdapat x** €

X** maka memenuhi
K@) = @) [ (),
A

untuk setiap x* € X*.

Teorema 4.1 (Aziz dkk., 2021)
Fungsi f dikatakan terintegral Dunford pada [a, b] jika dan hanya jika untuk setiap

x* € X*, dan x*(f) terintegral Lebesgue pada [a, b].
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Bukti:

(=) Diketahui f terintegral Dunford pada [a, b].

Berdasarkan Definisi 4.1, karena f terintegral Dunford maka untuk setiap x* € X,
dan x*(f): [a, b] - R terintegral Lebesgue.

(<) Diketahui x*(f) terintegral Lebesgue pada [a, b].

Berdasarkan Definisi 4.1, jelas bahwa untuk setiap x* € X*, dan x*(f):[a,b] - R
terintegral Lebesgue dan untuk setiap interval tertutup A c [a,b] ada x™* € X**

maka diperoleh
K@) = 0) [ (),
A

Jadi, f terintegral Dunford pada [a. b].

Definisi 4.2 (Aziz dkk., 2021)
Diberikan X merupakan ruang Banach dan diberikan J[a, b] merupakan koleksi
semua interval tertutup di [a, b] dan f:[a,b] —» X. Apabila f terintegral Dunford

pada [a, b], maka F: J[a, b] - X dengan
P =3 = 00 | £
A

di mana F(@) = 0 untuk setiap A € J[a, b] maka F dikatakan primitif Dunford dari

£ di [a, b].

Contoh 4.1 (Aziz dkk., 2021)
Didefinisikan fungsi f: [a, b] —» X oleh f(x) = c.
Untuk setiap x € [a, b] dan konstanta ¢ € X. Maka untuk setiap interval tertutup A c

[a, b], fungsi primitif Dunfordnya adalah F(4) = ca(A).



52

Penyelesaian:

Akan dibuktikan bahwa F(A4) = ca(A). Diketahui f(x) = c¢ untuk setiap x € [a, b]
dan konstanta c € X. Jika f terintegral Dunford maka untuk setiap x* € X* dan
x*(f) terintegral Lebesgue maka x*(c) juga terintegral Lebesgue pada [a, b] dan
untuk setiap interval tertutup A c [a,b] terdapat x** € X** sehingga menurut

Definisi 4.1 diperoleh

Xt () = (D) j % (f)

= (D) j *(0)
A

= x*ca(4)
Notasi (L) fAf merupakan terintegral Lebesgue. Jadi untuk setiap x* € X* dan untuk
setiap A  [a, b] berlaku
X(r.a) = ca(4)

Jadi, F(A) = x(; 5 = (D) fAf = ca(A).

Definisi 4.3
Fungsi F: J[a, b] —» X dikatakan aditif jika
F(PuQ)=F(P)+F(Q),

untuk setiap P, Q € Jla,b] dimanaP U Q € Jla,b] dan P N Q = @.

Teorema 4.2 (Aziz dkk., 2021)
Misalkan diberikan f € D;[a, b] dengan F sebagai primitifnya, maka F merupakan

fungsi aditif pada [a, b].
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Bukti:

Diketahui f merupakan fungsi terintegral Dunford dan primitif F. Akan dibuktikan
bahwa F merupakan fungsi aditif pada [a, b].

Berdasarkan Definisi 4.3, diambil sebarang P c [a, b] dan Q c [a, b] dengan P N
Q =0, Maka P U Q c [a, b]. Berdasarkan hipotesis teorema bahwa f € D, [a, b],
maka menurut Definisi 4.1, untuk setiap x* € X* dengan x*(f):[a,b] » R
terintegral Lebesgue pada [a, b] dan untuk setiap P < [a, b] dan Q < [a, b] terdapat

X{} py € X* dan x(} o) € X** sedemikian sehingga memenuhi
KinG@) =00 [¥() @
dan
ot =0) [ ¥ (). @

Karena P U Q < [a, b], maka terdapat x(f pyq) € X ™. Perhatikan bahwa
xf]f,P)(x*) + x*f*’Q) (x*) = (D) f x*f + (D) f x*f (berdasarkan (1)dan (2))
p Q

Berdasarkan sifat integral Lebesgue pada Teorema 2.7, maka

i) 435 = ) [ F + @) [ x'f
P Q

~0) [ xf

PUQ
= X(f pug)(x™), karena f € D, {P U Q}
Jadi,
X(r.pu) (X7) = x(rp) (X7) + X(p ) (67

F(PuQ)=F(P)+F(Q)
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Sehingga terbukti bahwa F merupakan fungsi aditif pada [a, b].

Akibat 4.1 (Aziz dkk., 2021)
Jika f € D;[a,b]dengan F sebagai primitifnya maka A4, A,,...,A, merupakan

interval tertutup pada [a, b] yang saling lepas dengan U, 4; = [a, b], maka

n

F (O Ai> g i F(AD = ) x{iap
1 i=1

i= i=1
Bukti:

Diketahui f terintegral Dunford dan F merupakan fungsi primitifnya.

Diambil sebarang interval tertutup A4, 4, ..., A, pada [a,b] di mana UL, A4; c
[a, b] dengan #a(Ai n Aj) = 0 untuk setiap i # j. Berdasarkan hipotesis bahwa F €
D, [a, b], maka menurut Definisi 4.1, untuk setiap x* € X* dengan x*(f): [a,b] - R
terintegral Lebesgue pada [a,b] dan untuk setiap U}, A4; < [a,b] terdapat

X(F.a,) X(f A, 0 X(£.a,) € X" sedemikian sehingga memenuhi

&) = O [, f
K@) = 0 [, x°f

X(fan &) = D) [, x*f
Karena U™, A; < [a, b] terdapat xE;‘.U?:lAi) € X**. Perhatikan bahwa

X(7,a0) (X F (7, () + w0t (7 4, ()

=) | xf+D) | xf+-+D) | x*f
Ay A, An

Berdasarkan Teorema 2.7 maka

k%

X)) + x5 4 (07) 4 o+ x5 4 5 (67)

=) | xf+D) | xf+-+D) | x*f
Ay A, An



55

=) | x*f

Aj
= xg]t'U?=1Ai)(x*)' karena f = D, {A1,A,, ..., Ap}
Jadi,
X(rum, )X = X ap () + X 0,) () + o+ x4 (7)
n n
F (U Al-) = F(A) + F(4y) + -+ F(A,) = Z F(A)
1 i=1

i=
n
= z x&k]t.Ai)'

i=1

Sehingga terbukti bahwa F(UiZ1 4;) = Xitq F(4) = Xit1 X(F 4,

Teorema 4.3 (Aziz dkk., 2021)

Fungsi f € D, [a, b] jika dan hanya jika fungsi aditif F pada [a, b] sehingga untuk
setiap bilangan € > 0 dan x* € X* terdapat § > 0 pada [a, b] dan jika interval
tertutup A c [a,b] dan D = {(D4,x,), (D, x3), ..., (Dyn, x,,)} merupakan partisi

McShane pada A berlaku

<ég&

Y x (faad) - FD))

atau

n

Y xfdad) - x*F ()

i=1

<g

Bukti:

(—) Diketahui f € D,[a, b].
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Berdasarkan Teorema 4.1, berarti untuk setiap x* € X* dan x*(f) terintegral
Lebesgue. Karena x*(f) terintegral Lebesgue, menurut Definisi 2.34 artinya untuk
setiap € > 0 terdapat & positif sedemikian sehingga untuk A < [a, b] dengan partisi
D = {(D1,x1), (D3, x3), e, (D, x)3
pada A c [a, b] dengan
D, UD,U..UD, =|a,b]
dan
D;NnD,N..NnD, =0,

berdasarkan Definisi 4.3, maka F aditif pada [a, b]. Sehingga memenuhi

n

z 2 (Foe)a(Dy) — F(D))| < &
atau

Z x*f(x)a(D;) —x*F(A)| < e.

i=1

(«)Diketahui F aditif pada [a, b].
Berdasarkan Teorema 4.2, bahwa F aditif pada f di mana f € D, [a, b]. Berdasarkan
Definisi 4.1 untuk setiap x* € X* ada x*f terintegral Lebesgue. Menurut Teorema

4.1 untuk setiap interval tertutup A c [a, b] ada x™* € X** maka diperoleh
K@) = 0) [ ()
A

Jadi, f terintegral Dunford pada [a. b].

Teorema 4.4 (Aziz dkk., 2021)
Fungsi f € D;[a,b] dan F merupakan fungsi primitif sehingga untuk setiap € > 0

dan x* € X~ terdapat § > 0 pada [a, b] sehingga untuk semua A < [a, b] merupakan
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interval tertutup dan D = {(D,x)} merupakan partisi McShane pada A maka

diperoleh

|Z x*f(x)a(D) — x*F(D)| <e
Maka untuk semua jumlah bagian );, pada D Y, diperoleh

|le*f(x)a(D) — x*F(D)| <e.
Bukti:
(—) Diketahui f € D,[a, b].
Berdasarkan Teorema 4.1, berarti untuk setiap x* € X* dan x*(f) terintegral
Lebesgue. Karena x*(f) terintegral Lebesgue, menurut Definisi 2.34 artinya untuk
setiap € > 0 terdapat § positif sedemikian sehingga untuk semua A c [a, b] dengan
partisi ® = {D, x} pada A c [a, b] dengan

D;UD,V ..UD, =|a,b]
dan
D,nD,Nn..NnD, =0,

berdasarkan Definisi 4.3, maka F aditif pada [a, b]. Sehingga memenuhi
|Z x*f(x)a(D) — x*F(D)| < e

Maka untuk setiap jumlahan bagian ), atau © ), sehingga diperoleh
|le*f(x)a(D) — x*F(D)| <e&.

(«)Diketahui F aditif pada [a, b].
Berdasarkan Teorema 4.2, bahwa F aditif di mana f € D;[a, b]. Berdasarkan
Definisi 4.1 untuk setiap x* € X* ada x*f terintegral Lebesgue. Menurut Teorema

4.1 untuk setiap interval tertutup A c [a, b] ada x** € X** maka diperoleh
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Xt () = (D) jA x*(f).

Jadi, f terintegral Dunford pada [a. b].

Teorema 4.5 (Aziz dkk., 2021)

Jika f € D,[a, b] dengan primitif Dunford F, maka F kontinu pada [a, b].

Bukti:

Berdasarkan Teorema 4.4, untuk setiap € > 0 dan x* € X* ada § > 0 pada [a, b]
sedemikian sehingga untuk suatu interval tertutup A < [a, b] dan partisi McShane

D = {(D, x)}, pada A diperoleh
|z x*f(x)a(D) — x*F(D)| < e
Maka untuk setiap jumlahan bagian ), atau D), sehingga diperoleh
|zlx*f(x)a(D) — x*F(D)| <e.
Berdasarkan Definisi 2.4, untuk setiap € > 0 ada § > 0 sehingga diberikan x,y € X
dan ||x — y|lx < & mengakibatkan

IFCG) + FOllx < IFG) +FQy) — fFOx =) + F ) (x — »lIx

<|[Fx) +F(y) = f@)&x = yNDllx + IfF W lxlx — vl

<e.
Jadi, fungsi F dikatakan kontinu pada A c X jika F kontinu di setiap x € A. Hal ini

menunjukkan bahwa F kontinu di [a, b].

Berikut ini akan dijelaskan terkait fungsi primitif pada integral Dunford pada

[a, b] kaitannya dengan fungsi variasi terbatas (BV)dan generalisasinya (BVG).
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Teorema 4.6 (Aziz dkk., 2021)

Jika f € D;[a, b] dan F adalah primitif Dunfordnya, maka F € BVG|a, b]

Bukti:

Diketahui f € D;[a, b] dan fungsi primitif F.

Berdasarkan Teorema 4.3, maka untuk setiap € > 0 dan x* € X* terdapat § > 0
pada [a, b] dan untuk semua interval tertutup A c [a, b] dan partisi McShane D =

{(D1,x1), (D3, x3), ..., (Dy, x)} pada A maka diperoleh

<&

Y x (faad) - F0))
i=1

atau

n

z x*f(x)a(D;) — x*F(A)

i=1

<Eé&.

Diberikan e = 1,8(x) < 1 dengan ||x*||x < 1.

Diberikan himpunan A,; dengan n,i € N yang merupakan himpunan semua x €
[a + % a+ ﬂ N [a, b], maka diperoleh
Ap = [a,a+%] di mana x € a+%

1 2 . 2
An2=[a+;,a+z]d| mana x € a +~

co—1 o) . o)
Apeo = [a+T,a+z]d| mana x € a +—

dengan ||f (x)||x < ndan % <68x) < ﬁ Diperoleh [a, b] = Ui, Ay
n=2

Menurut Definisi 2.19, diberikan sebarang himpunan pada interval tertutup yang

saling lepas {[ay, by 1}, dengan ay, by, € A,,;.
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Maka diperoleh {(ay, [ax, bx])} merupakan partisi Perron di [a, b]. Oleh karena itu
diperoleh

D Pl i)
k=1

< llx~llx

z F([ak, be])
k=1

Dengan memanipulasi |[Yz=; F ([ak, b ]) || maka diperoleh

o0}

X

= llx"llx

Z F([ak, bx]) — f(ar) (by — ay) + f(ay)(bx — ax)
k=1

X
Lalu menggunakan ketaksamaan segitiga maka diperoleh

[oe)

= llx"llx

D Pl bi) = £ (@) (b = )

k=1

+11x" Mk

Z f(a)(bx — ai)
k=1

X

<1l4+n(—-a)

Hal ini menunjukkan bahwa F € BV (4,,;). Karena [a,b] = U%; 4,;, maka F €
n=2
BV|a, b].

Menurut Definisi 2.21 , jika terdapat barisan {A,;} sehingga

la,b] = leni

1
2

zﬁ-

dan F € BV (4,;). Jadi, hal ini menunjukkan bahwa F € BVG|a, b].
Akibat 4.2 (Aziz dkk., 2021)

Jika f € D;[a,b] dan F adalah primitif Dunford, maka terdapat {A,;} merupakan
barisan himpunan sehingga

[a,6] = | A

=1
2

T

dan
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F € BV(4,), Y n,i.
Bukti:
Berdasarkan Teorema 4.6, maka untuk setiap € > 0 dan x* € X* terdapat § > 0
pada [a, b] dan untuk semua interval tertutup A c [a, b] dan partisi McShane D =

{(D1,x1), (D3, x3), ..., (Dy, xn)} pada A maka diperoleh

D (faaD) — F(D)| <&
i=1

atau
Z x*f(x)a(D;) —x*F(A)| < e.
i=1

Diberikan e = 1,8(x) < 1 dengan ||x*||x < 1.

Diberikan himpunan A4,,; dengan n,i € N yang merupakan himpunan semua x €
[a + % a+ ﬂ N [a, b], maka diperoleh
Ap = [a,a+%] di mana x € a+%

1 2 . 2
Anzz[a+;,a+;]d| mana x € a +—

co—1 e} . [es)
Apoo = [a+T,a+;]d| manax€a+;

dengan ||f (x)|lx < ndan % <6kx) < ﬁ Diperoleh [a, b] = U, Ap;.
n=2

Menurut Definisi 2.19, diberikan sebarang himpunan pada interval tertutup yang
saling lepas {[ax, b1}, dengan ay, by, € Ay;.
Maka diperoleh {(ay, [ax, bx])} merupakan partisi Perron di [a, b]. Oleh karena itu

diperoleh
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< llx*llx

Z F([ax, bk]) Z F([ax, bk])
k=1 k=1

Dengan memanipulasi ||Yx=; F ([ak, b ]) || maka diperoleh

X

o)

Z F([ay, b)) — f(ax) (b — ay) + f (ay) (b — ax)

k=1

= |lx*Ilx

X

Lalu menggunakan ketaksamaan segitiga

[ee)

D Flabi) = £(@) (b — a)

k=1

= [lx*{lx +1Ix"lx

z f(a) (b — ax)
k=1

X
<1l+n(-—a)

Hal ini menunjukkan bahwa F € BV (A,,).

Teorema 4.7 (Aziz dkk., 2021)

Jika f € D;[a, b] dan F merupakan primitif Dunfordnya, maka F € BV [a, b].

Bukti:

Diketahui f € D;[a, b] dan fungsi primitif F.

Berdasarkan Akibat 4.2, maka untuk setiap € > 0 dan x* € X* terdapat § > 0 pada
[a,b] dan untuk semua interval tertutup A c [a,b] dan partisi McShane D =

{(D4,x1), (D3, x3), ..., (Dy, x,)} pada A maka diperoleh

<&

Y x (faad) - FD))
i=1

atau

n

> % fda(D) — xF(4)

i=1

<é&.

Diberikan e = 1,8(x) < 1 dengan ||x*||x < 1.



63

Diberikan himpunan A4,,; dengan n,i € N yang merupakan himpunan semua x €
[a + % a+ ﬂ N [a, b], maka diperoleh
Ap = [a,a+%] di mana x € a+%

1 2 . 2
Anzz[a+;,a+;]d| manax € a +—

co—1 e} . e}
Apew = [a+T,a+;]d| mana x € a +—

dengan |[f (x)|lx < ndan % <6x) < ﬁ Diperoleh [a, b] = U, Ap;.
n=2

Menurut Definisi 2.19, diberikan sebarang himpunan pada interval tertutup yang
saling lepas {[ay, b, ]}, dengan ay, b, € Ay,;.
Maka diperoleh {(ay, [ax, bx])} merupakan partisi Perron di [a, b]. Oleh karena itu

diperoleh

< ™l

z F([ay, b]) Z F([ay, b ])
k=1 k=1

Dengan memanipulasi |[Yz=; F ([ak, b ]) || maka diperoleh

X

o0}

D ok bid) = (@) (b = @) + £ (@) (b = )

k=1

= llx"llx

X

Lalu menggunakan ketaksamaan segitiga maka diperoleh

o)

Z F([ay, b)) — f(ai) (bx — ay)

k=1

= llx*llx +1Ix"lx

Z fa)(bx — ax)
k=1

X
<1+n(—a).

Hal ini menunjukkan bahwa F € BV (4,;). Karena [a, b] = U2, 4,;, maka F €

n=2

BV|a, b].
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Berikut ini akan dijelaskan terkait fungsi primitif pada integral Dunford pada
[a, b] kaitannya dengan fungsi kontinu mutlak dan generalisasinya.
Teorema 4.8 (Aziz dkk., 2021)
Jika f € D,[a, b] dan F merupakan primitif Dunfordnya, maka F € ACG|a, b].
Bukti:
Diketahui f € D;[a, b] dan fungsi primitif F.
Berdasarkan Teorema 4.3 untuk setiap € > 0 dan x* € X* terdapat § > 0 pada [a, b]
dan untuk semua A c[a,b] interval tertutup dan partisi McShane D =

{(D1,x1), (D3, x3), ..., (Dy, xn)} pada A maka diperoleh

Z x*(f(x)a(D) — F(DY))| < %
i=1

atau
Z x*f(x))a(D;) —x*F(A)| < %
i=1

Misalkan §(x) < 1 dengan ||x*||lx < 1.

Dibentuk himpunan A,; dengan n,i € N yang merupakan himpunan semua x €
[a + % a+ ﬂ N [a, b] maka diperoleh
Ap = [a,a+%] dimana x € a+%

1 2 o 2
An2=[a+;,a+z]dl manax € a + —

Apoo = [a+°°—_1,a+f] dimanax € a +=2
n n n
dengan ||[f(x)]lx < ndan%< 6(x) < ﬁ

Diperoleh [a, b] = U2, Ay

n=2
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Menurut Definisi 2.14, diberikan sebarang himpunan pada interval tertutup yang
saling lepas {[a;, b;]}, dengan a;, b; € A,;.
Maka diperoleh {(a;, [a;, b;])} merupakan partisi Perron di [a,b]. Oleh karena itu

diperoleh

oo}

Z F([a;, b))

j=1

o)

ZF([aj»bj])

j=1

< ™l

X
Dengan memanipulasi || %52, F ([a;, b;])|| maka diperoleh

e

= llx"llx Z F([a;, b]) = f(a;)(b; — @) + f(a;)(b; — )

Lalu menggunakan ketaksamaan segitiga maka diperoleh

[oe)

= llx"llx ZF([aj'bj])—f(aj)(bj—aj) +llx7lx Zf(af)(bf_af)

J=1 X

= ix*F([aj, bi]) —x*f(a;)(bj — a)|| + llx"llx

j=1

if(aj)(bj - a))

&
<S+n ) (- a)
7

€
2n(b—-a)

Ambiln < dan Y, ;(b; — a;) <n, diperoleh

oo

z F([a;, b;])|| < §+ n(b — a)n
=1
<e

Hal ini menunjukkan bahwa F € AC(4,,;). Karena [a,b] = Uj~; 4,;, maka F €
n=2

AC[a, b].

Menurut Definisi 2.16, jika terdapat barisan {4,;} sehingga
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[a,b] = DAni

1
2

T

dan F € AC(Ay;). Jadi, hal ini menunjukkan bahwa F € ACG|a, b].

Akibat 4.3 (Aziz dkk., 2021)
Jika f € D;[a, b] dan F adalah primitif Dunfordnya, maka terdapat {A,;} merupakan

barisan himpunan sehingga

[a,b] = OAni

1
2

SR

dan
F € AC(A,),V n,i.
Bukti:
Berdasarkan Teorema 4.8, untuk setiap € > 0 dan x* € X* terdapat 6 > 0 pada
[a,b] dan untuk semua A c [a,b] interval tertutup dan partisi McShane D =

{(Dq1,x1),(Dy, x3), ..., (D, x5)} pada A maka diperoleh

> x(fa) — F)| <3
i=1

atau
z x*f(x)a(D;) —x*F(A)| < %

Misalkan §(x) < 1 dengan ||x*||x < 1.
Diberikan himpunan A4,,; dengan n,i € N yang merupakan himpunan semua x €

[a + ? a+ ﬂ N [a, b] maka diperoleh

Ap = [a,a+%] di manaan+%
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1 2 . 2
An2=[a+;,a+;]d| manax € a + -

Apeo = [a+Z2a+ 2] dimanax € a+2
n n n

dengan ||f (x)||x < ndan % <6(x) < ﬁ Diperoleh [a,b] = UL, Ap;-
n=2

Menurut Definisi 2.14, diberikan sebarang himpunan pada interval tertutup yang
saling lepas {[a;, b;]}, dengan a;, b; € A,;.
Maka diperoleh {(a;, [a;, b;])} merupakan partisi Perron di [a,b]. Oleh karena itu

diperoleh

o)

Z F(lay b])

j=1

o)

ZF([a,-,b,-])

j=1

< llx*llx

X

Dengan memanipulasi || %52, F([a;, b;])|| maka diperoleh

= [lx*llx

Z F(a;, b)) - £(a)(b; — o)) + £(a;)(b; — ;)

X

Lalu menggunakan ketaksamaan segitiga maka diperoleh

= llx"llx ZF([aj;bj])—f(aj)(bj—aj) +llx"llx Zf(af)(bf_af)
= Zx*F([a,-,b,-])—x*f(a,-)(b,-—aj) + [lx*llx Zf(aj)(bj—af)‘

&
<S+n ) (- a)
;i

&

Ambiln < P —_—"

dan Y, ;(b; — a;) <n, diperoleh
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[o0)

Z F([aj, bjD < §+ n(b —a)n

j=1
<e&.

Hal ini menunjukkan bahwa F € AC(4,;).

Teorema 4.9 (Aziz dkk., 2021)

Jika f € D;[a, b] dan F merupakan primitif Dunfordnya, maka F € AC|a, b].

Bukti:

Diketahui f € D;[a, b] dan fungsi primitif F.

Berdasarkan Akibat 4.3, untuk setiap € > 0 dan x* € X™ terdapat § > 0 pada [a, b]
dan untuk semua A c [a,b] interval tertutup dan partisi McShane D =

{(Dy,x1),(Dy, x3), ..., (Dy, x,)} pada A maka diperoleh

D x (fad) ~ Fo)| <3
i=1

atau
Z x*f(x)a(D;) —x*F(A)| < %
i=1

Misalkan §(x) < 1 dengan ||x*||x < 1.

Diberikan himpunan A4,,; dengan n,i € N yang merupakan himpunan semua x €
[a + % a+ ﬂ N [a, b] maka diperoleh
Ap = [a,a+%] di mana x € a+%

1 2 . 2
Anzz[a+;,a+;]d| mana x € a +—

co—1 e} . e}
Ape = [a+T,a+;]d| mana x € a +—
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dengan ||f (x)|lx < ndan % <6(x) < ﬁ Diperoleh [a, b] = U5, Ap;.
n=2

Menurut Definisi 2.14, diberikan sebarang himpunan pada interval tertutup yang
saling lepas {[a;, b;]}, dengan a;, b; € Ay;.
Maka diperoleh {(a;, [a;, b;j])} merupakan partisi Perron di [a, b]. Oleh karena itu

diperoleh

o)

> F(la b))

Jj=1

o)

> F(la b))

Jj=1

< llx*llx

X

Dengan memanipulasi || %52, F ([a;, b;])|| maka diperoleh

= llx*llx

D Fllab]) = F(@)(ty - o) + £ ()b - )

X

Lalu menggunakan ketaksamaan segitiga maka diperoleh

= llx*llx ZF([aj» bi]) = f(a)(b; — a))|| +llx7llx Zf(aj)(bj - a))
j=1 X j=1
= Z xF([ay, by]) = x°f (a)) (B — @) + %"l Zf(a,-)(bj ) |
j=1 x j=1
< g + nZ(bj - a;).
]
Ambil n < Zn(lf—a) dan ¥ ;(b; — a;) <, diperoleh

Z F([aj,bj]) < §+ n(b —a)n
=

<e.

Hal ini menunjukkan bahwa F € AC(4,,;). Karena [a,b] = U~ 4,;, maka F €
n=2

AC[a,Db].
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4.2 Kajian Integrasi Nilai Keagamaan

Untuk membuktikan fungsi yang terintegral Dunford pada [a, b] tentunya ada
syarat atau batasan yang harus dipenuhi agar suatu fungsi dapat dikatakan terintegral
Dunford. Sama halnya dengan bertakwa yang ada batasan-batasan tertentu agar
seseorang dapat dikatakan bertakwa di mana Al-Quran memberikan batasan dan
aturan untuk perilaku seseorang yang bertakwa. Baik integral Dunford maupu
ketakwaan, terdapat prinsip bahwa hasil yang diinginkan baik dalam matematika
maupun dalam kehidupan hanya bisa dicapai jika mengikuti aturan yang telah
ditetapkan. Integral Dunford dan ketakwaan menekankan pentingnya kepatuhan pada
syarat-syarat tertentu untuk mendapatkan hasil yang benar dan sesuai.

Pada bab sebelumnya telah dipaparkan bahwa bertakwa yaitu mereka yang
senantiasa berbicara dengan baik dan benar. Karena semua perkataannya akan
dicatat oleh Ragib dan Atid dan akan dipertanggung jawabkan di hadapan Allah
kelak dan Allah bersama orang-orang yang bertakwa. Dan bab ini akan dibahas
secara rinci batasan atau syarat bertakwa. Menurut Vera Referina Eka Putri (2021),
ciri-ciri bertakwa telah dijelaskan oleh Allah dengan jelas dalam Al-Qur’an di Surah

Al-Bagarah ayat 177:

AV 3y AL Gl 3 5 BTy Al B e 8 A il ORI o
e Gt Sally el A sp 5 L JW g g a0 ALy
3 el < 5ARG 15) daaday O3bsalis e 55 Hg 55l s S 5 Grblads

O3 44 ELofe 13300 (300 EST SE G (Tallg LU
Artinya:
“Kebajikan itu bukanlah menghadapkan wajahmu ke arah timur dan barat,
melainkan kebajikan itu ialah (kebajikan) orang yang beriman kepada Allah, hari
Akhir, malaikat-malaikat, kitab suci, dan nabi-nabi; memberikan harta yang
dicintainya kepada kerabat, anak yatim, orang miskin, musafir, peminta-minta, dan
(memerdekakan) hamba sahaya; melaksanakan salat; menunaikan zakat; menepati
janji apabila berjanji; sabar dalam kemelaratan, penderitaan, dan pada masa
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peperangan. Mereka itulah orang-orang yang benar dan mereka itulah orang-orang
yang bertakwa.”(Kemenag, 2019)

Pada ayat di atas menjelaskan orang yang bertakwa adalah mereka yang mengimani
Allah, hari akhir, Malaikat Allah, Kitab Allah, dan seluruh Nabi serta memberikan
sebagian rezekinya, melaksanakan sholat, membayar zakat, menepati janji dan sabar.
Pada ayat di atas juga dijelaskan bahwa orang yang bertakwa adalah orang yang
yakin dan percaya kepada rukun iman yang enam, dermawan, selalu taat
mengerjakan sholat 5 waktu, berzakat, selalu menepati janji apabila membuat janji
serta sabar.(Al-Sheikh, 2004)

Selain ayat di atas, banyak ayat di dalam Al-Qur’an yang menunjukkan
syarat orang yang bertakwa. Salah satu contohnya adalah firman Allah pada Q.S. Ali
Imron ayat 133-136 yang artinya:

“Dan bersegeralah kamu kepada ampunan dari Tuhanmu dan kepada surga yang
luasnya seluas langit dan bumi yang disediakan untuk orang-orang yang
bertaqwa,(yaitu) orang-orang yang menafkahkan (hartanya) baik diwaktu lapang
maupun diwaktu sempit, dan orang-orang yang menahan amarahnya dan
mema ‘afkan (kesalahan) orang. Allah menyukai orang-orang yang berbuat
kebajikan. Dan (juga) orang-orang yang apabila mengerjakan perbuatan keji atau
menganiaya diri sendiri, mereka ingat akan Allah, lalu memohon ampun terhadap
dosa-dosa mereka dan siapa lagi yang dapat mengampuni dosa selain darpada
Allah? Dan mereka tidak meneruskan perbuatan kejinya itu, sedang mereka
mengetahui. Mereka itu balasannya ialah ampunan dari Tuhan mereka dan surga
yang didalamnya mengalir sungai-sungai, sedang mereka kekal didalamnya; dan
itulah sebaik-baik pahala orang yang beramal. ”(Kemenag, 2019)

Dari ayat di atas, dapat dipahami bahwa syarat orang yang bertakwa adalah
menginfakkan hartanya di jalan kebaikan, mampu menahan amarah atau emosinya,
memaafkan kesalahan orang lain, segera ingat Allah dan selalu bertaubat atas segala
yang kesalahan yang telah diperbuat. Dan di akhiri dengan penjelasan bahwa orang-

orang yang seperti itu akan mendapat ampunan dari Allah dan memasuki surga Allah

yang berisi sungai-sungai di dalamnya.(Al-Sheikh, 2004)
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Jadi, berdasarkan penjelasan dari Surah Al-Bagarah ayat 177 dan Surah Ali

Imron ayat 133-136 di atas, sampai pada kesimpulan bahwa batasan atau syarat yang

harus dipenuhi agar orang tersebut dapat dikatakan bertakwa adalah sebagai berikut:

1.

Beriman, yaitu orang-orang yang percaya dan yakin terhadap enam rukun
iman, yakni Iman kepada Allah, Iman kepada Malaikat Allah, Iman kepada
Kitab Allah, Iman kepada Nabi dan Rasul Allah, Iman kepada hari akhir, dan
Iman kepada gadha dan gadar.

Mengerjakan sholat dan menunaikan zakat, yaitu orang-orang yang
senantiasa menjaga dan menjalankan kewajiban sebagai muslim sebagaimana
yang tercantum dalam rukun islam.

Selalu berderma secara terus menerus, yaitu orang-orang yang mempunyai
sifat dermawan kepada sesama manusia terutama kepada orang-orang yang
membutuhkan.

Memiliki sifat sabar dan ikhlas, yaitu mereka yang dapat menerima segala
sesuatu yang telah ditakdirkan oleh Allah dalam hidupnya.

Menepati janji jika berjanji, yaitu orang-orang yang menepati janjinya karena
janji adalah hutang yang harus dibayar tanpa memandang situasi dan kondisi.
Senantiasa selalu ingat Allah, karena manusia diwajibkan untuk selalu
mengingat Allah setiap saat, apapun keadaannya. Karena manusia diciptakan
untuk beribadah kepada Allah.

Oleh karena itu, orang yang memenuhi batasan-batasan atau syarat-syarat

dari orang yang bertakwa akan menerima balasan yang sesuai dengan janji Allah

dalam Al-Qur’an dan hadist, serta dapat dikatakan orang tersebut bertakwa sesuai

firman Allah tentang batasan atau syarat orang bertakwa dalam Al-Qur’an. Sama

halnya dengan integral Dunford, fungsi yang akan diintegralkan harus memenuhi
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syarat-syarat tertentu agar hasilnya valid. Integral Dunford menjelaskan bahwa
syarat fungsi f dikatakan terintegral Dunford pada [a, b], apabila untuk setiap x* €
X*, dan x*(f):[a,b] = R terintegral Lebesgue dan untuk setiap interval tertutup
A c [a,b] terdapat x™ € X** maka diperoleh x(; ,(x*) = [, x*(f) untuk setiap

x* € X*. Maka fungsi f dikatakan terintegral Dunford pada [a, b].



BAB V

PENUTUP

51 Kesimpulan

Dari hasil penelitian ini, dapat disimpulkan bahwa untuk setiap fungsi yang
terintegral Dunford maka fungsi primitifnya akan kontinu, kontinu mutlak, variasi
terbatas dan generalisasinya terbukti. Penelitian ini juga mengkaji hubungan antara
takwa dan integral Dunford. Ciri-ciri takwa yang mengharuskan mereka beriman,
mengerjakan sholat, dermawan, sabar, menepati janji dan selalu ingat Allah memiliki
kesamaan dengan kondisi yang harus dipenuhi oleh fungsi primitif yang terintegral

Dunford pada [a, b].

52  Saran

Pada penelitian ini hanya berfokus pada sifat-sifat fungsi primitif pada
integral Dunford pada interval [a, b]. Diharapkan pada penelitian selanjutnya sifat-
sifat fungsi primitif pada integral Dunford di interval [a, b] dapat diperluas ke dalam

ruang dan interval lain.
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RIWAYAT HIDUP

Muhamad Mehdi Mahdavikia, lahir di Jombang pada tanggal
25 Maret 2001. Putra pertama dari dua bersaudara dari Bapak
Baharul Ulum dan Ibu Tri Ismawati. la dilahirkan dan
dibesarkan di rumah sederhana yang terletak di JI. Raya
Brantas RT.03 RW.01 Dusun Tapen Desa Tapen Kecamatan
Kudu Kabupaten Jombang.

Laki-laki dengan sapaan Mehdi ini telah menempuh
pendidikan formal mulai dari taman kanak-kanak di RA Muslimat Tapen yang
lulus pada tahun 2007, kemudian menempuh pendidikan sekolah dasar di Ml
Darul Ulum Tapen. Setelah lulus pada tahun 2013, ia melanjutkan pendidikan di
SMP Negeri 1 Ploso yang lulus pada tahun 2016. Lalu melanjutkan pendidikan di
SMA Negeri 3 Jombang dan lulus pada tahun 2019. Pada tahun yang sama ia
tercatat sebagai mahasiswa di Jurusan Matematika Fakultas Sains dan Teknologi
Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.

Laki-laki asal Jombang ini aktif mengikuti organisasi. la mengikuti organisasi
di antaranya IPNU Desa Tapen dan menjabat sebagai Bendahara pada Tahun 2018
hingga 2020. GP ANSOR Desa Tapen menjabat sebegai Bendahara pada tahun
2022 hingga 2024. Dan pada tahun 2024 hingga sekarang menjabat sebagai
Sekretaris GP ANSOR Desa Tapen.

Mehdi adalah seorang individu yang berdedikasi, adaptif, dan terus berusaha
meningkatkan keahliannya melalui berbagai pengalaman kerja dan pelatihan yang
ia ikuti. la telah mengikuti beberapa pelatihan, di antaranya KKN UIN Malang
pada Desember 2021, magang di bidang mutasi di BKPSDM Kota Malang pada
tahun 2022, PKD ANSOR pada Desember 2023, dan Pelatihan Konten Kreator
Desa Berdaya 2024 di Batu pada tahun 2024, dan ditunjuk sebegai petugas peta
olen BAPENDA Kabupaten Jombang pada tahun 2024.
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