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ABSTRAK

Fithrullah, Muhammad. 2024. Teorema Titik Tetap Schauder. Skripsi. Program Studi
Matematika Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam negeri Maulana
Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Dr. Elly Susanti, M. Sc. (II) M. Nafie
Jauhari, M.Si.

Kata Kunci: Titik Tetap, Multi-Pemetaan, Schauder.

Penelitian ini membahas mengenai pembuktian teorema titik tetap Schauder.
Misalkan X merupakan himpunan bagian kompak konveks tak kosong dari ruang norm
linier E dan misalkan T: X — X merupakan sebuah pemetaan kontiniu maka T memiliki
titik tetap di X. Dalam penelitian ini, akan digunakan pendekatan studi pustaka untuk
menganalisis konsep dan membuktikan teorema titik tetap Schauder. Beberapa konsep
yang mendukung dan memudahkan pembuktian titik tetap Schauder seperti multi-
pemetaan, convex hull, cuasiconcave, dll. Sebagaimana yang dikemukakan oleh S.Park,
menjadi dasar utama dalam pembahasan ini. Hasil penelitian menunjukkan bahwa teorema
titik tetap schauder dapat dibuktikan melalui pendekatan yang lebih sederhana.
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ABSTRACT

Fithrullah, Muhammad. 2024. Schauder's Fixed Point Theorem. Thesis. Mathematics
Study Program, Faculty of Science and Technology, State Islamic University of
Maulana Malik Ibrahim Malang. Advisors: (1) Dr. Elly Susanti, M. Sc. (1) M.
Nafie Jauhari, M.Sc.

Keywords: Fixed Point, Multi-Map, Schauder.

This study discusses the proof of Schauder’s fixed point theorem. Suppose X is a
non-empty convex compact subset of a linear norm space E and suppose T:X — X is a
continuous mapping then T has a fixed point in X. In this study, a literature study approach
will be used to analyze the concept and prove Schauder’s fixed point theorem. Several
concepts that support and facilitate the proof of Schauder’s fixed point such as multi-
mapping, convex hull, cuasiconcave, etc. as proposed by S. Park, are the main basis for this
discussion. The results of the study show that the Schauder fixed point theorem can be
proven through a simpler approach.
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BAB |
PENDAHULUAN
1.1 Latar Belakang

Teorema titik tetap merupakan salah satu konsep dalam analisis matematika
yang memiliki aplikasi luas di berbagai bidang, termasuk teori persamaan
diferensial, teori optimisasi, dan ekonomi. Konsep ini berkembang melalui
kontribusi penting dari beberapa matematikawan terkemuka, seperti Banach,
Brouwer, dan Schauder, yang masing-masing memperkenalkan pendekatan dan
generalisasi yang relevan.

Teorema titik tetap Banach, juga dikenal sebagai Banach Fixed-Point
Theorem atau Contraction Mapping Theorem, diperkenalkan oleh Stefan Banach
pada tahun 1922. Teorema ini menyatakan bahwa setiap pemetaan kontraktif pada
ruang metrik lengkap memiliki tepat satu titik tetap.

Teorema titik tetap Brouwer merupakan hasil signifikan lain yang
diperkenalkan oleh L.E.J. Brouwer pada tahun 1912. Berbeda dengan Banach,
Brouwer berfokus pada ruang-ruang vektor topologi berhingga dimensi. Teorema
ini menyatakan bahwa setiap fungsi kontinu yang memetakan bola tertutup dalam
ruang Euclides ke dirinya sendiri memiliki setidaknya satu titik tetap.

Teorema titik tetap Schauder diperkenalkan pada 1930. Teorema ini
merupakan pengembangan lebih lanjut yang di lakukan oleh Juliusz Schauder.
Schauder memperluas gagasan Brouwer ke ruang vektor topologi berdimensi tak

hingga.



Pada skripsi ini akan diberikan sebuah pembuktian sederhana dari theorema
titik tetap Schauder dengan mengaplikasikan penelitian Park’s mengenai teorema
titik tetap yaitu:

Misalkan (X, D) merupakan ruang convex dan P: X — D sebuah multimap.
Jika terdapat z4, z,, ..., z, € D subset terbuka tak kosong G; < P~ (z;) untuk setiap

i—1,2,...,nsehingga

n
co{zy, 2y, ..., 2y} C U G;
i=1

Maka pemetaan coP: X — X memiliki sebuabh titik tetap x,, € X.
Dalam teorema titik tetap Schauder, konsep jarak berperan penting dalam
konsep kompaksi dan kontinuitas.
Allah SWT. berfirman dalam surah Al-Anbiya ayat 30:

y;w\w\.«bw C;lfyyuw\f)}zf

- e

vl “‘vw“ i i
Artinya:

“Apakah orang-orang kafir tidak mengetahui bahwa langit dan bumi,
keduanya, dahulu menyatu, kemudian Kami memisahkan keduanya dan Kami
menjadikan segala sesuatu yang hidup berasal dari air? Maka, tidakkah mereka
beriman? ”(Kemenag, 2024)

Dalam ayat ini Allah mengungkapkan bahwa kaum musyrikin dan kafir
Mekah tidak memperhatikan keadaan alam ini, dan tidak memperhatikan peristiwa-
peristiwa yang terjadi di alam yang luas ini, padahal dari berbagai peristiwa yang
ada di alam ini dapat diperoleh bukti-bukti tentang adanya Allah serta kekuasaan-
Nya yang mutlak. Langit dan bumi yang dulunya merupakan suatu kesatuan yang

padu, kemudian Allah pisahkan keduanya. Bumi sebelum menjadi tempat hidupnya

berbagai makhluk hidup adalah sebuah satelit yaitu benda angkasa yang mengitari



matahari. Satelit bumi yang semula panas sekali ini karena berputar terus menerus
maka lama kelamaan menjadi dingin dan berembun. Embun yang lama menjadi
gumpalan air. Inilah yang menjadi sumber kehidupan makhluk.(tafsir kemenag)
Dari tafsiran tersebut bisa dilihat bahwa Allah SWT. menciptakan jarak
antara langit dan bumi, Dimana pada awalnya langit dan bumi adalah satu kesatuan
yang berarti bahwa tidak terdapat jarak antara langit dan bumi kemudian Allah
pisahkan keduanya . Dalam penafsiran tersebut Allah SWT. menunjukkan
kekuasaan-Nya terhadap alam semesta dan mengingatkan bahwa kita sebagai
manusia tidak diperbolehkan untuk bersifat sombong dan mengingatkan kepada diri
kita sendiri bahwa kita bukanlah apa-apa dibandingkan kekuasaan Allah yang tidak

bisa diukur.

1.2 Rumusan Masalah
Menurut latar belakang di atas, maka rumusan masalah yang dapat diteliti
dalam penelitian ini adalah “Bagaimana pembuktian Teorema Titik Tetap

Schauder?”

1.3 Tujuan Penelitian
Penelitian ini akan difokuskan untuk melengkapi pembuktian penelitian
sebelumnya mengenai teorema titik tetap dengan tujuan menyempurnakan isi

penelitian tersebut.



1.4 Manfaat Penelitian
Adapun manfaat penelitian ini sebagai berikut:

1. Bagi penulis, dapat menambah wawasan dan juga melatih pola pikir penulis
dalam menyelesaikan masalah pembuktian dalam teorema titik tetap
Schauder.

2.  Bagi pembaca, dapat menambah wawasan dan mempermudah memahami

secara lengkap mengenai teorema titik tetap Schauder.

1.5 Batasan Masalah

Pada penelitian ini hanya membahas mengenai pembuktian dari teorema
titik tetap Schauder yang merupakan generalisasi dari theorema titik tetap Browner.

Teorema Titik Tetap meruapakan sebuah teori yang diperkenalkan pada
tahun 1922 oleh seorang matematikawan asal polandia Bernama Stefan Banach.
Teorema ini sangat populer dan banyak matematikawan yang berusaha
menyempurnakannya. Salah satunya ialah Browner dan Schauder

Teorema titik-tetap Brouwer menyatakan bahwa setiap transformasi kontinu
dari cakram tertutup (termasuk batas) ke dalam dirinya sendiri meninggalkan
setidaknya satu titik tetap. Teorema ini juga berlaku untuk transformasi kontinu
titik-titik pada interval tertutup, dalam bola tertutup, atau dalam himpunan dimensi

abstrak yang lebih tinggi yang analog dengan bola.



BAB Il

KAJIAN TEORI

2.1 Teori Pendukung
Pada sub-Bab Teori Pendukung penulis akan menjelaskan mengenai materi-

materi yang harus dipahami agar dapat membuktikan Theorema titik tetap schauder.

2.1.1 Ruang Metrik

Ruang metrik merupakan himpunan yang mempunyai definisi jarak antara
elemen. Metrik pada X merupakan suatu fungsi yang didefinisikan pada X yang
mendefinisikan jarak antara 2 titik pada X. Ruang metrik adalah konsep yang

penting dalam analisis.

Definisi 2.1(Deepak, 2021)
Ruang metrik adalah sebuah himpunan X dengan sebuah metrik d: X X X —
[0, ) sehingga Vx, v,z € X, d memenuhi persamaan berikut:

1. d(x,y) = 0 untuk semua x,y € X

2. d(x,y) = 0 jika dan hanya jikax = y

3. d(x,y) =d(y,x) untuk semua x,y € X

4. d(x,y) < d(x,z) +d(z,y) untuk semua x,y,z € X

Himpunan X Bersama dengan metrik d disebut ruang metrik dan ditulis

(X, d). Secara intuitif d (x, y) menginterpretasikan jarak dari x ke y.



Contoh.
Fungsi d: Q X Q — R yang di definisikan oleh d(x,y) = |x — y| adalah
metrik pada Q, sehingga (Q, d) adalah ruang metrik.
Bukti.
1. Akan ditunjukkan d(x,y) = 0 untuk setiap x,y € Q. Ambil x, y € Q, maka
d(x,y = 0) untuk setiap x,y € Q
2. Akan ditunjukkan d(x,y) = 0 jika dan hanya jika x =y
(&) jikad(x,y) = 0makax =y. Ambil ,y e Q,d(x,y) =|x—y| =0
makax =y
(=) jika x =y maka d(x,y) = 0. Ambil x,y € Q dengan x = y maka

d(x,y) = |x —y| = 0jadi, d(x,y) = 0 jika dan hanya jika x = y

2.1.2 Himpunan Convex

Himpunan convex adalah himpunan dalam ruang vektor di mana, untuk
setiap dua titik yang terdapat di dalamnya, seluruh garis lurus yang
menghubungkan kedua titik tersebut juga tetap berada di dalam himpunan

tersebut.

Definisi 2.2(Tan, 2019)
Sebuah himpunan € € R™ dikatakan convex jika (1 — A)x + Ay € C untuk

setiap 1 € [0,1].

Teorema 2.2(Tan, 2019)

Misalkan c; € R™ merupakan himpunan convex untuk setiap



i € I, Dimana I merupakan himpunan index sembarang. Maka himpunan

C = Nje; C; convex.

Bukti:
Misalkan x,y € C dan A € [0,1]. Maka x,y € C; untuk setiap i € I dan karena C;

convex maka Ax + (1 — 1)y € C; untuk setiap i € I,

lx+(1—l)yEﬂCi=C.

i€l

2.1.3 Convex hull

Himpunan konveks adalah bentuk yang mendasari konsep convex hull,
karena convex hull adalah himpunan convex terkecil yang mengandung himpunan
tertentu. Misalkan S € R™. Convex hull dari S dinotasikan dengan coS, adalah
irisan semua himpunan convex yang memuat S, atau ekuivalennya, himpunan
convex terkecil yang memuat S. Definisi ini dapat dilihat sebagai karakterisasi
coS dari luar, tetapi tidak langsung jelas bagaimana elemen dalam coS
berhubungan dengan elemen dalam S. Jika himpunan awal sudah convex, maka
convex hull nya adalah himpunan itu sendiri. Namun, jika himpunan awal tidak
convex, maka convex hull nya adalah perluasan minimal yang menjadikannya
konveks. Teorema berikut ini memberikan jawaban untuk pertanyaan ini, dan

memberikan karakterisasi coS dari dalam.

Teorema 2.3(Tan, 2019)
Untuk setiap S € R", coS adalah himpunan dari semua kombinasi convex dari

elemen-elemen di S.



Bukti:
Misalkan C merupakan notasi dari semua kombinasi convex dari elemen-elemen
di S. Karena semua elemen di S ada di dalam coS maka C c coS. Di sisi lain,
ambil setiap y,z € C. Disana terdapat xy,...,X;,, Xm+1, X, €S dan scalar
A1y s A Ama1, An = 0 sehingga
m n m n
y =Z)ljxj,z = Z ijj,dan Z;{j = Z /1] = 1.
j=1 j=m+1 j=1 j=m+1
Untuk setiap u € [0,1], diperoleh
m n n
1-wy+uz=~=1 —u)Zijj +u Z Ajx; :zijj
j=1 j=m+1 j=1
Dengan
m n
ZAJ- =2(1—y)/1j+ z phi=A-w+p=1
j=1 j=1 j=m+1
Sehingga C merupakan himpunan convex. Dan juga, S < C dari definisi C dan

coS cC.

2.1.4 Fungsi Convex dan Concave

Fungsi convex (cembung) dan concave (cekung) adalah dua jenis fungsi
yang memiliki sifat khusus yang berkaitan dengan bentuk grafiknya dan perilaku
nilai-nilainya. Memahami perbedaan antara kedua jenis fungsi ini sangat penting
dalam analisis matematis, optimasi, dan berbagai aplikasi lainnya.

Fungsi convex dan concave adalah konsep dasar dalam analisis matematis

yang membantu kita memahami sifat dan perilaku fungsi.



Definisi 2.4.1 (Kythe, 2018)
Sebuah fungsi f:S ¢ R® - R di definisikan pada sebuah himpunan conveks S
merupakan concave jika untuk setiap dua titik x*,x? € S dan untuk setiap 1 €
[0,1] terdapat:

fQx' + (1 =Dx*) 2 2f (D) + (1= Df (x?)
f dikatakan strictly concave jika untuk setiap dua titik x*, x? € S dan untuk setiap
A € (0,1) terdapat :

Fxl+ (1 = Dx?) > Af (1) + (1 = Df (x?)

Definisi 2.4.2 (Kythe, 2018)

Sebuah fungsi f:S € R™ - R di definisikan pada sebuah himpunan convex S
merupakan convex jika untuk setiap dua titik x*, x2 € S dan untuk setiap A € [0,1]
terdapat :

fQxt+ 1 =Dx?) < Af (D) + (1 = Df (x?)
f dikatakan strictly convex jika untuk setiap dua titik x, x? € S dan untuk setiap
A € (0,1) terdapat:

fFQAxT+ (1 =Dx2) <Af D) + (1 =D f(x?)
Contoh:
Misalkan S = [0, o) dan anggap f(x) = vx dan g(x) = —f(x) = —/x maka f

dikatakan fungsi concave dan g dikatakan fungsi convex.
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Teorema 2.4(Kythe, 2018)
Misalkan f;, f5, ..., fn merupakan fungsi concave (convex), dan misalkan a; >
0,a, =0,...,a, = 0. Maka, kombinasi linier
f=aifi+ -+ anfn

Juga merupakan concave(convex).
Bukti:
misalkan dua titik x*, x? € S dan setiap A € [0,1]. Maka
fFAxT+ (1 —Dx?) = a f;AxT + (1 = D)x?) + - + a, [ AxT + (1 — D)x?)

> a; (MG + A = DAGED) + -+ (A6 + A = Dfu(x?))

= M file) + -+ anf () + (1= D@ fitx?) + -+ + anf(x?))

=Af (M) + (1= 2 (x%)
Ketaksamaan terakhir dari baris pertama dan awal dari baris ke dua berlaku karena
semua f;(j =1,..,n) merupakan fungsi concave sehingga fj(/lx1 +(1-
Dx?) = Afj(x) + (1 =D f;(x*)( =1,..,n) dan juga karena a; =0,a, >
0, ...,a, = 0. Sehingga terbukti bahwa
fFAxt+ (@ =Dx2) =2 Af D)+ (1= Df(x?)

Dan karena itu kombinasi linier dari fungsi concave adalah concave.

2.1.5 Fungsi Quasiconcave dan Quasiconvex
Fungsi quasiconvex dan quasiconcave merupakan jenis fungsi yang lebih
luas dibandingkan fungsi convex dan concave, namun memiliki karakteristik

serupa terkait bentuk kurvanya dalam ranah optimisasi.
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Definisi 2.5(Vila, 2022)
sebuah fungsi f:S c R™ — R didefinisikan pada sebuah himpunan convex S
adalah quasiconcave jika untuk setiap dua titik x1,x2 € S dan untuk setiap 1 €
[0,1] diperoleh:
fQxt+ (1 = Dx?) = min{f (x1), f(x*)}
Sama hal nya, fungsi f merupakan cuasiconvex f untuk setiap dua titik x*, x? dan
untuk setiap A € [0,1] maka terdapat
fQx' + (1 = Dx*) < max{f (), f(x?)}
Bukti:
Misalkan f:S c R™ — R didefinisikan pada himpunan convex S. Asumsikan
bahwa kontur atas himpunan U (x) adalah convex untuk setiap X € R dibutuhkan
untuk membuktikan bahwa untuk setiap dua titik x,y € S dan untuk setiap A €
[0,1] diperoleh:
fQx 4+ (1 = Dy) = min{f (x), f(y)}
Perhatikan setiap dua titik x,y € S dan ambil X = min{f(x), f(y)} = f(x) itu
berarti bahwa
f(x) =% = x € Up(%)
Juga, karena min{f (x), f(¥)} = f(x) maka diperoleh f(y) = f(x) = ¥ maka
diperoleh
fO) =x=>yeU(x)
Karena diasumsikan Uy (x) merupakan sebuah himpunan convex maka diperoleh
x € Ue(x) dany € Ug(%) = Ax + (1 — D)y € Ur(%) untuk setiap A € [0,1]
Maka, berdasarkan definisi dari himpunan kuntor atas, Ax + (1 — 1)y € Uy (x)

yang berarti bahwa
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fAx+ A -Dy)=>x
Karena x = min{f (x), f(y)}, disimpulkan untuk setiap A € [0,1] maka diperoleh

fAx + (1= A)y) = min{f (x), f(y)}

2.1.6 Vektor dan Ruang Vektor

Vektor direpresentasikan sebagai segmen berarah. Vektor ditentukan oleh
panjang dan arah. vektor adalah elemen dari ruang vektor, yang merupakan
himpunan objek yang bisa dijumlahkan dan dikalikan dengan skalar (bilangan real
atau kompleks) sesuai aturan tertentu. Vektor memiliki komponen-komponen
yang menunjukkan posisi atau arah dalam suatu ruang dan didefinisikan oleh
panjang (atau besar) dan arah. Ruang vektor, di sisi lain, adalah kumpulan semua
vektor yang memenuhi beberapa sifat tertentu. Secara formal, ruang vektor adalah
himpunan yang dilengkapi dengan dua operasi: penjumlahan vektor dan perkalian

skalar.

Definisi 2.6.1(Meyer & Stewart, 2023)
Misalkan u = (uy, uy, ..., u) dan v = (vq, vy, ..., v,) merupakan sebuah vektor
pada R™. Penjumlahan dari dua vektor tersebut didefinisikan sebagai vektor
u+v=_(~u +v,u + vy, .., Uy + V).
Untuk sebuah scalar c, perkalian dengan scalar didefinisikan sebagai vektor
cu(cuy, cuy, ..., Cly).
Dan juga untuk negatif u didefinisikan sebagai vektor
—u = (—1)(uy, uy, ..., up) = (—uq, —uy, ..., —uy)

Begitu juga untuk selisih
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u—v=u+(-v) =W — v, Uy — Vqgy o, Up — V).

Definisi 2.6.2(Isaiah L, Bruno N, 2018)
Sebuah ruang vektor F pada himpunan V bersama dengan operasi penjumlahan
V xV — V dan perkalian scalar IF x V — V. Agar himpunan tersebut menjadi
ruang vektor, harus memenuhi beberapa aksioma,
1. Sifat komutatif: u + v = v + u untuk semua u,v € V;
2. Sifat assosiatif: (u+v) +w =u+ (v+w) dan (ab)v + a(bv) untuk
semuau,v,w € Vdana,b € F;
3. Identitas Penjumlahan: terdapat elemen 0 € V sehingga 0 + v = v untuk
semuav € V;
4. Invers Penjumlahan: untuk setiap v € V, terdapat elemen w € V sehingga
v+w=0;
5. ldentitas perkalian: 1v = v untuk setiap v € V;
6. Sifat distributive: a(u + v) = au + av dan (a + b)u = au + bu untuk

semuau,v € Vdana,b € F

2.1.7 Ruang Topologi

Ruang topologi adalah himpunan yang dilengkapi dengan struktur topologi,
yang terdiri dari koleksi himpunan-himpunan terbuka yang memenuhi sifat-sifat
tertentu, seperti tertutup terhadap gabungan dan irisan, serta memenuhi aksioma-

aksioma tertentu seperti kelengkapan dan selimut.



14

Definisi 2.7(James Munkres, 2000)
Sebuah topologi 7 pada sebuah himpunan X merupakan Kumpulan dari subset
pada X sehingga
1. ,XeT
2. Jika 0, € T untuk setiap a € A, maka U 4,40, €T
3. JikaO4,..,0,€T,maka0O, N..N0, €T.
Sebuah himpunan O € X dikatakan terbuka jika 0 € 7. maka (X,7) disebut

sebagai ruang topologi.

2.1.8 Ruang Banach

Ruang Banach merupakan ruang vektor dengan metrik yang
memungkinkan penghitungan panjang vektor dan lengkap dalam arti bahwa
barisan Chauchy vektor selalu konvergen ke limit yang didefinisikan di dalam

ruang.

Definisi 2.8 (Showalter, 1996)
Ruang Banach merupakan ruang linier bernorma yang merupakan ruang metrik

lengkap terhadap metrik yang diturunkan dari normanya.

Contoh 2.8

ruang R™ dan C" adalah ruang lengkap

Ruang R™ diperoleh jika kita mengambil himpunan dari setiap n-tupel berurut
dari bilangan riil.

x:‘fll""gn! 3’2771,---,7771
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Metrik R™ di definisikan dengan

d(x,y) = \/(8;1 - 771)2 + ..+ (gn - 77n)2
Ruang C™ diperoleh jika mengambil himpunan dari setiap n-tupel dari bilangan

kompleks dan di definisikan dengan

dlx,y) = \/l‘fl =M%+t & — 12

Bukti kelengkapan: Diketahui bahwa metrik di R™ didefinisikan dengan

d(x,y) = (Z(a - m)2>

Dimana x = (§;) dan y = (n;). perhatikan setiap barisan Cauchy (x,,) di R",

1/2

ditulis x,, = ( fm), ,(lm)). Karena x,, adalah barisan Cauchy, untuk semua

barisan € > 0 terdapat N sehingga

1/2

) ACmx,) = (Z14 (6 - 5{”)2) <& (mr>N)

Dari persamaan tersebut dikuadratkan maka untuk m,r > N dan

i =1,...,ndiperoleh

2
(8™ &) <e? dan 5™ -] <&

Hal ini menunjukkan bahwa untuk setiap titik i, (1 <i < n), barisan
(Ei(l),fim, ) merupakan barisan Cauchy dari bilangan riil. Diperoleh fi(m) - &

sebagaimana m — c. Dengan menggunakan limit-n ini, didefinisikan x =
(1, -, &) Jelas bahwa x € R™. Dari (1), dengan r — oo

d(x,,x) <e¢ (m > N).
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Ini menunjukkan bahwa x merupakan limit dari (x,) dan membuktikan
kelengkapan dari R™ karena (x,,) merupakan sembarang baris Cauchy.

Kelengkapan dari C™ dibuktikan dengan cara yang sama.

2.1.9 Multi-pemetaan(Multimap)

Multi-pemetaan atau multimap merupakan konsep fungsi yang tidak hanya
memetakan elemen dari domain ke satu elemen dalam kodomain, tetapi
seperangkat elemen dalam kodomain. Dengan kata lain, sebuah multimap adalah
pemetaan yang memungkinkan setiap elemen dari domain memiliki lebih dari satu

nilai atau hasil dari kodomain

Definisi 2.9(Park, 2014)
Misalkan X dan Y adalah dua himpunan. Sebuah multimap F dari X — Y adalah
suatu relasi F € X x 2¥, yang berarti bahwa setiap elemen x € X dipetakan ke

suatu subset dari Y, yaitu F(x) € Y.

Contoh 2.9

Misalkan X = R dan Y = R?, dan misalkan multimap F adalah pemetaan
sebagai berikut:

F(x) = {(x,sin(x)), (x, cos (x))}
Untuk setiap x € R. Dengan kata lain, setiap nilai x dalam R dipetakan ke dua

titik dalam RR?, yaitu titik (x, sin (x)) dan (x, cos (x))
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2.1.10 Barisan Cauchy

Barisan Cauchy adalah barisan (urutan) elemen dalam ruang metrik yang
memiliki sifat bahwa elemen-elemen dari barisan tersebut semakin mendekati satu
sama lain ketika indeksnya semakin besar. Dengan kata lain, elemen-elemen
barisan tersebut menjadi "dekat" satu sama lain tanpa memperhatikan apakah

barisan itu konvergen ke suatu titik dalam ruang tersebut atau tidak.

Definisi 2.10(Bartle & Sherbert, 1927)
Barisan bilangan real (x,) disebut barisan Cauchy jika untuk setiap &€ > 0,
terdapat N € N sedemikian sehingga untuk setiap n,m > N berlaku
|, — x| < e.
Contoh 2.10 Barisan (%)
Bukti:

Diambil sembarang € > 0. Terdapat n, € N sedemikian sehinggani < g Jadi
0

untuk setiap m,n € N dengan m,n = n, berlaku

1 1 1 1 1 1
% — X | = |———| < |—|+|—| <—+—<i+i=¢
n m n m No No 2 2
Teorema 2.10.1

Diketahui (x,,) barisan bilangan riil. Jika (x,) barisan Cauchy, maka (x,)

terbatas.
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Bukti:
Diketahui (x;,,) barisan Cauchy. Diambil € = 1, maka terdapat n, € N sehingga
untuk setiap n, m = n, berlaku |x,, — x,,| < 1. Jadi untuk setiap n = n, berlaku

|xn — %0, | < 1 yang berakibat |x,| < |x,,| + 1.

Diambil M = max{lxll,lle, ) xn0_1|,1 + |xn0|}, maka |x,| <M,

untuk setiap n € N. Dengan kata lain, (x;,,) terbatas.

Teorema 2.10.2
Diberikan barisan bilangan riil (x,,). Barisan (x,) konvergen jika dan hanya jika

(x,) merupakan barisan Cauchy

Bukti:
(=) Diketahui bahwa (x,) konvergen, Misalkan lim(x,) = x. terdapat € > 0
sembarang, maka terdapat bilangan asli K yang berakibat |x,, — x| < /2 untuk
semua n = K. Sehingga untuk semua m,n > K berlaku
%0 — xm| = 106 — 2) + (x — xp)|
S<lx—xp|+x—x, <e/2+¢e/2=c¢.
Terbukti bahwa (x,,) merupakan barisan Cauchy.
(<)Diberikan € > 0 sembarang. Karena (x,,) Cauchy maka terdapat bilangan
asli K; sehingga
|x,, — %] < &/2 untuk semuam,n > K;.

Katakan lim(xrn) = x*. Oleh karena itu terdapat bilangan asli K, sehingga

|x,,, — x| < &/2 untuk semuan, > K,

Jika diambil K := max {K;, K,} maka keduanya berlaku
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%, — x| < /2 dan |x,, — x*| < &/2 untuk semuan,m, 7, > K.
Khususnya untuk m = K = r;,, berlaku
|, — x| < €/2dan |xx — x*| < €/2 untuk semuan > K.
Maka diperoleh untuk semua n > K berlaku
lxn — x| =[x, — x¢ + xx — x|
< lxp, —xgl+lxg —x*| <e/24+¢e/2=¢

Maka (x,,) konvergen ke x

2.1.11 Teorema Titik Tetap

Teori titik tetap berfungsi sebagai alat penting untuk berbagai cabang
analisis matematika dan aplikasinya. Secara umum, ada tiga pendekatan utama
dalam teori ini yakni pendekatan metrik, topologi, dan teoretis urutan, contoh yang

mewakilinya adalah teorema Banach(Almezel et al., 2014).

Definisi 2.11(Kreyzig, 1978)

Misalkan X merupakan sebuah himpunan dan f: X — X merupakan sebuah fungsi
pemetaan X ke dirinya sendiri. Sebuah titik tetap dari f merupakan elemen x € X
untuk setiap f(x) = x.

Contoh 2.11

Misalkan X merupakan himpunan dua elemen {a,b}. Fungsi f:X - X
didefinisikan dengan f(a) = b dan f(b) = a tidak memiliki titik tetap, namun
tiga fungsi lainnya yaitu pemetaan X ke dirinya sendiri masing-masing memiliki
satu atau dua titik tetap. Lebih umum, misalkan X merupakan himpunan

sembarang, setiap konstanta fungsi f: X — X memetakan X ke dirinya sendiri
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memiliki sebuah titik tetap(unik). Dan untuk fungsi identitas f(x) = x, setiap titik
di X merupakan titik tetap.
Katakanlah (X, d) merupakan ruang metrik dan F: X — X merupakan

kontraksi. Jika ¢ € [0,1) merupakan Lipschitz constant dari F maka kita peroleh

AG) S T d(wF@) + A FO)xyex )
Bukti:
Misalkan x,y € X. Gunakan pertidaksamaan segitiga
d(x,y) < d(x, F()) +d(F (), F)) + d(F (), y)
Dengan menggunakan konsep konstanta Lipschitz d(F(x), F(y)) < cd(x,y)
maka dapat ditulis dengan
d(x,y) < d(x, F(x)) + cd(x,y) + d(F(y),y)
Dengan menerapkan perhitungan aljabar sederhana maka diperoleh
d(x,y) = cd(x,y) < d(x, F(x)) + d(y, F ()
(1-0)d(x,y) < d(x,F(x)) + d(y, F(y))

d(x,y) < id(x,F(x)) + d(y,F(y)),x,y EX

2.2 Kajian Integrasi Topik dengan Al-Quran/Hadits

Pada masa era digital seperti ini, berita sangat mudah tersebar luas ke
seluruh dunia. Hanya bermodalkan hp, kita bisa mengetahui apa yang terjadi di
belahan bumi yang lain tanpa mengetahui bahwa berita itu fakta atau hanya berita
palsu(Hoax).

Banyak dampak negatif yang dapat ditimbulkan jika percaya terhadap berita

hoax seperti memicu perpecahan antar individu bahkan antar kelompok, hal
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tersebut disebabkan karenan pengiringan opini terhadap seseorang tanpa
mempedulikan kebenaran dari berita tersebut. Oleh karena itu sangat penting bagi
kita untuk memastikan kebenaran dari berita yang kita peroleh sebelum mengambil
tindakan terhadap berita tersebut.

Sama hal-nya dengan ilmu. Ilmu merupakan hal yang sangat penting dalam
islam, sebagai seorang muslim sudah menjadi kewajiban kita untuk menuntut ilmu.
Hal ini dilakukan semata-mata untuk mendekatkan diri kita pada Allah Swt. llmu
yang baik adalah ilmu yang bisa dipastikan kebenaranya.

Allah Swt berfirman dalam surah Al-Hujurat ayat 6 (Kemenag, 2024):

4

< .1 (0% (os0 R R N AP 2 L R P U
el gy G el O EE8 1 5.0 235 b gl ol it

1 W*" v"l"-’pfa/f L Lo
Artinya:

“Wahai orang-orang yang beriman, jika seorang fasik datang kepadamu
membawa berita penting, maka telitilah kebenarannya agar kamu tidak
mencelakakan suatu kaum karena ketidaktahuan(-mu) yang berakibat kamu
menyesali perbuatanmu itu. ”

Ayat ini menekankan pentingnya ketelitian dan kehati-hatian dalam
menerima dan memproses informasi apa pun yang diperoleh, karena kesalahan
dalam memahami atau menyebarkan informasi bisa berdampak merugikan, baik
bagi diri sendiri maupun orang lain. Prinsip ini sejalan dengan tujuan utama dari
penelitian skripsi ini, yang berfokus pada pembuktian Teorema Titik Tetap
Schauder. Dalam konteks penelitian matematika, khususnya terkait teorema-
teorema fundamental seperti Titik Tetap Schauder, ketelitian dalam setiap langkah
pembuktian menjadi hal yang sangat penting. Teorema ini sendiri memiliki

implikasi yang luas dalam analisis fungsi dan memiliki penerapan dalam berbagai

bidang, seperti dalam pemodelan matematika dan ilmu terapan lainnya. Dengan
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melakukan penelitian yang mendalam, penulis berharap dapat memberikan
kontribusi baru dalam pemahaman teorema tersebut, sekaligus menambah wawasan
serta kecermatan dalam melakukan analisis matematis yang berlandaskan pada

prinsip-prinsip kebenaran yang ketat.

2.3 Kajian Topik Dengan Teori Pendukung

Topik penelitian yang akan di teliti yakni Teorema titik tetap Schauder.
Untuk memahami materi tersebut ada beberapa definisi yang perlu di ketahui, dan
pembuktian berikut akan berfokus pada bilangan real (R). Misalkan A dan B
merupakan himpunan tak kosong. Sebuah pemetaan T: A — B merupakan sebuah

fungsi dari A ke himpunan kuasa 22 dari B. Dinotasikan dengan
() = | Jre:x e ay

Dan misalkan T~: B — A didefinisikan dengan kondisi bahwa x € T~ (y)
jika dan hanya jika y € T (x). Misalkan (A) menunjukkan himpunan dari subset tak
kosong terbatas dari A. Misalkan X adalah ruang vektor dan D subset tak kosong
dari X. Fungsi f: X — R dikatakan quasiconcave pada X jika untuk setiap x,y € X,
berlaku

f(Ax + (1 — A)y) = min{f (x), f(y)} untuk semua A € [0,1]

Convex hull dari D dinotasikan dengan coD.sehingga (X,D) dikatakan

sebuah ruang convex jika coD < X dan X memiliki topologi yang meng-induksi

topologi Euclid pada convex hull daris setiap N € (D).
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Teorema 2.3

Misalkan (X, D) merupakan ruang convex dan P:X — D sebuah multimap. Jika
terdapat z4, z,, ..., z, € D subset terbuka tak kosong G; € P~(z;) untuk setiap i —

1,2, ...,n sehingga

n
co{zy, 2y, ..., Zp} C U G;
i=1

Maka pemetaan coP: X — X memiliki sebuah titik tetap x,, € X.

Dalam penelitian ini akan diperlihatkan pembuktian sederhana dari teorema
titik tetap Schauder dengan menggunakan teorema titik tetap Park’s. kemudian,
akan diperlihatkan sebuah generalisasi ketaksamaan minimax Fan’s dan
generalisasi teorema titik tetap Schauder, dan pada generalisai tersebut asumsi
kekompakan akan diganti dengan penutup terbuka terbatas dan asumsi kontinuitas

dihilangkan.
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BAB 111

METODE PENELITIAN

3.1 Jenis Penelitian

Penelitian ini merupakan penelitian yang bersifat kualitatif. Teknik
pengumpulan data dilakukan dengan kajian pustaka, dilakukan dengan
mengumpulkan buku, jurnal dan artikel dengan tujuan untuk mendapatkan materi

secara lengkap terkait dengan materi skripsi yang di angkat.

3.2 Pra Penelitian

Penelitian ini didasarkan pada journal dari National Kaohsiung Normal
University yang membahas mengenai Teorema Titik Tetap Schauder. Pada
penelitian ini akan difokuskan pada pembuktian materi Teorema titik tetap
Schauder. Pada tahap pra penelitian hal-hal yang dipersiapkan yakni menentukan
latar belakang, rumusan masalah, manfaat dan tujuan penelitian. Selanjutnya
menyiapkan sumber-sumber seperti buku, jurnal dan artikel yang berhubungan

dengan Teorema Titik Tetap Schauder.

3.3 Tahapan Penelitian

Tahapan penelitian yang dilakukan pada penelitian ini adalah mencari
referensi dari berbagai sumber yang berhubungan dengan topik penelitian yang

akan di teliti yakni teorema titik tetap Schauder.
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Hal-hal dasar yang perlu diketahui untuk memahami teorema titik tetap
Schauder adalah mengenai ruang Banach, ruang bernorma, operator kompak, dan
himpunan Konveks yang merupakan unsur penting yang digunakan dalam proses
pembuktian. Setelah memahami hal-hal dasar tersebut selanjutnya adalah
memahami konsep teorema titik tetap.

Setelah mempelajari semua materi yang perlu dipahami, Langkah
selanjutnya adalah memahami dan memebuktikan teorema Park mengenai titik
tetap sebagai pendekatan, selanjutnya membuktikan eksistensi dari teorema titik
tetap Schauder menggunakan teorema yang sudah dibuktikan sebelumnya, langkah

terakhir yakni menyimpulkan keberadaan titik tetap.



BAB IV
PEMBAHASAN
Pada bab ini akan ditunjukkan mengenai pembuktian teorema titik tetap

Schauder kemudian apa hikmah yang dapat diambil dari sudut pandang keagamaan.

4.1 Pembuktian Teorema Titik Tetap Schauder

Pada pembuktian ini akan di tunjukkan pembuktian dari teorema titik tetap
Schauder dengan mengabaikan asumsi kontinuitas dan kekompakannya. Misalkan
A dan B merupakan himpunan-himpunan tak kosong. Untuk mempermudah

pembuktian, akan digunakan konsep multipemetaan (multimap).

Definisi 4.1(Du, 2016)

Misalkan A dan B meruapakan dua himpunan. Sebuah multipemetaan dari A ke B
dapat kita tulis dengan T: A — B yang menetapkan bahwa setidaknya satu elemen
dari B untuk setiap elemen dari A. Dan misalkan T~: B — A di definisikan dengan

kondisi bahwa x € T~ (y) jika dan hanya jika y € T (x).

Sebuah pemetaan multivalued T: A — B merupakan sebuah fungsi dari A ke

himpunan kuasa 2 dari B. Maka di tunjukkan

T(4) = U{T(x):x € 4}

Misalkan (4) menunjukkan sebuah himpunan dari himpunan bagian tak kosong
berhingga dari A. Misalkan X merupakan sebuah ruang vektor dan D merupakan
sebuah himpunan bagian tak kosong dari X. Sebuah fungsi f: X - R dinamakan

quasiconcave di X jika untuk setiap x,y € X,
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fQx + (1 — A)y) = min{f(x), f(y)} untuk semua A € [0,1].
Convex hull dari D ditunjukkan dengan coD. Kita katakana (X, D) sebuah ruang
convex jika coD < X dan X memiliki sebuah topologi yang menginduksi topologi
Euclid pada convex hull dari setiap N € (D). Jika X = D adalah convex, maka X =

(X, X) menjadi sebuah ruang convex.

Theorema 4.1(Du, 2016)

Misalkan (X, D) merupakan sebuah ruang konvex dan P: X — D merupakan sebuah
multi-pemetaan. Jika terdapat z4,z,, ..., z, € D dan terbuka tak kosong subsets
G; € P~(z;) untuk setiap i = 1,2, ..., n sehingga

n
CO{Zl,Zz, ...,Zn} C Ui=1 Gl

Maka pemetaan coP: X — X memiliki sebuah titik tetap x, € X.
Bukti:
Akan ditunjukkan bahwa multi-pemetaan coP: X — X memiliki setidaknya
satu titik tetap x, € X, yaitu x, € coP(x,).
Konveksifikasi dari P adalah:

coP(x) = U co(P(x)),

xXEX
Dimana co(P(x)) adalah himpunan bagian konveks terkecil yang memuat P (x).
Dari teorema tersebut diketahui bahwa untuk setiap x € X, P(x) € D, maka
coP < D. coP(x) bersifat kontinu dan tertutup karena P (x) adalah multi pemetaan
conveks.
Misalkan coP tidak memiliki titik tetap, maka untuk setiap x € X, x & coP(x)

sehingga diperoleh
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?(x) = Zercr(l)lpr%x)llx —z||,

yang berarti terdapat jarak antara x dan himpunan coP(x). Karena coP(x)
merupakan konveks dan kompak maka jarak @(x) > 0 untuk setiap x € X.
Pernyataan tersebut bertentangan dengan co{z,, z,, ..., z,} € U}, G; dan setiap
G; € P 1(z).

Dari co{zy,2,...,2p} ©€ U=, G;, kombinasi konveks dari zj,z,,...,2,
dapat diwakili dengan beberapa elemen x € G;. Karena G; terbuka maka terdapat
X € coP(x). Karena X merupakan ruang konveks maka coP memenuhi kondisi
titik tetap yakni :

Jx, € X, xo € coP(x;)

Theorema 4.2(Du, 2016)
Misalkan (X, D) merupakan sebuah ruang convex dan r € R. Seandainya
f:X x X - R merupakan sebuah fungsi bernilai real sehingga
(1) f(x,x) < runtuk semua x € X
(2) Untuk setiap y € X, x = f(x,y) quasiconcave di X;
(3) Terdapat z;, z,, ..., z, € D dan himpunan bagian tak kosong terbuka
G; c{y € X: f(z;,y) > r}untuk setiap i = 1,2, ..., n sehingga
co{zy,23, ..., Zn} © Ul G;.

Maka terdapat y, € X sehingga f(x,y,) < r untuk semua x € X.
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Bukti:

Akan ditunjukkan bahwa terdapat y, € X sedemikian sehingga f (x,y,) < r
untuk semua x € X.

Definisikan multipemetaan P: X — X dengan

Py)={xeX:f(x,y)>r}

Dengan kata lain, P(y) merupakan himpunan semua x € X yang
menghasilkan f(x,y) > r.

Untuk setiap y € X, P(y) adalah himpunan bagian X yang tidak kosong
(karena G; € {y € X: f(z;,y) > r}). Kemudian P71(z;)) = {y € X: f(z;,y) > r},
dan G; € P~1(z).

Dari teorema 4.1 diperoleh beberapa Kesimpulan yakni terdapat
Z1,Z3,..,Zn €D dan  himpunan terbuka G; € P 1(z;). Kemudian
co{zy,2,, ..., z,} © UL, G;, maka multi-pemetaan coP memiliki setidaknya satu
titik tetap y, € X.

Sehingga y, memenuhi:

Yo € coP(y,)

Dengan kata lain, terdapat x € X sedemikian sehingga f(x,y,) > r untuk

semua x € X. Namun karena f(x,x) <r untuk semua x, maka otomastis

f(x,y0) < r juga untuk semua x.

Corollary 4.3(Du, 2016)
Misalkan X merupakan himpunan bagian kompak konveks tak kosong dari ruang
norm linier E dan misalkan T: X — X merupakan sebuah pemetaan kontiniu maka

T memiliki titik tetap di X.
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Bukti:
Dari teorema 4.2 diperoleh f: X x X —» R dengan f(x, x) < r untuk semua
x € X, x » f(x,y) merupakan quasiconveks di X untuk setiap y € X, dan terdapat

24,2y, ..., Zn, € X dan himpunan terbuka G; < {y € X: f(z;, y) > r} dengan:

n
co{zy, 2y, ..., 2y} S U G;
i=1

Terdapat y, € X sehingga f (x,y,) < r untuk semua x € X.

Dari Corollary 4.3 diberikan T: X — X dimana X € E merupakan himpunan
kompak, konveks, dan tak kosong dalam ruang norm E, dan T adalah pemetaan
kontinu.

Akan dibuktikan bahwa T memiliki titik tetap, yaitu 3x* € X sehingga
T(x*) = x*.

Definisikan fungsi f(x,y) dengan f(x,y) = |lx — T(y)l|
yaitu jarak antara x dan T (y). Karena T kontinu dan norm adalah fungsi kontinu,
maka f (x, y) kontinu terhadap (x, y). Untuk setiapy € X, x = ||x — T(y)|| adalah
quasikonveks karena norma di ruang vektor linier merupakan fungsi konveks, dan
untuk setiap x € X, f(x,x) = |lx — T(x)||. Jika x adalah titik tetap T, maka
f(x,x) = 0, sehingga f (x,x) < r untuk setiap r > 0.

Ambil r = iIEl};”x — T(x)||. Karena X merupakan kompak, maka infimum
X

tersebut terpenuhi.

Ambil titik z4,z,, ...,z, € X sedemikian sehingga kombinasi konveksnya
mencakup nilai f(z;, y) > r untuk setiap i. Karena X kompak dan f kontinu maka
dapat dibentuk subset terbuka G; dalam X.

Dari teorema 4.2 terdapat y, € X sehingga:
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fOx,y0) = llx = T(yo)|l < r untuk semua x € X
Maka untuk x = y, diperoleh
lyo =TIl <7
Karena r merupakan infimum jarak [[x — T'(x)||, maka ||y, — T(yo)ll = .
Jika r > 0, maka kontradiksi dengan asumsi bahwa r adalah jarak minimum. Jika

r = 0 maka y, = T(y,) sehingga y, merupakan titik tetap.

4.2 Kajian Integrasi Nilai Keagamaan

Untuk memperoleh pembuktian dari teorema titik tetap schauder yang
sederhana, terdapat syarat-syarat yang harus dipenuhi yakni membuktikan bahwa
teorema-teorema sebelumnya berlaku dan terbukti benar. Teorema-teorema
tersebut saling berhubungan satu sama lain dengan tetap memenuhi aturan dalam
ruang. Sama halnya seperti ciptaan Tuhan yang memiliki sifat keteraturan dan
keharmonisan.

Seperti yang sudah dijelaskan oleh Allah SWT. dalam surah Ali-Imran ayat

190-191:

ya. SdW LY e JL@.J\j JA\ Yty u@w) VRIS S
G5 *JL‘MS\ %&;} sy 65155855 LG @ uj;/ gy

vay U Soide el Bl SIbg 1dk (u%/‘

Artinya:

“Sesungguhnya dalam penciptaan langit dan bumi serta pergantian malam
dan siang terdapat tanda-tanda (kebesaran Allah) bagi orang yang berakal, (yaitu)
orang-orang yang mengingat Allah sambil berdiri, duduk, atau dalam keadaan
berbaring, dan memikirkan tentang penciptaan langit dan bumi (seraya berkata),
“Ya Tuhan kami, tidaklah Engkau menciptakan semua ini sia-Sia. Maha Suci
Engkau. Lindungilah kami dari azab neraka. ” (Kemenag, 2024)

Orang-orang berakal yaitu orang-orang yang senantiasa memikirkan ciptaan

Allah, merenungkan keindahan ciptaan-Nya, kemudian dapat mengambil manfaat



32

dari ayat-ayat kauniyah yang terbentang di jagat raya ini, seraya berzikir kepada
Allah dengan hati, lisan, dan anggota tubuh. Mereka mengingat Allah sambil berdiri
dan berjalan dengan melakukan aktivitas kehidupan. Mereka berzikir kepada-Nya
seraya duduk di majelis-majelis zikir atau masjid, atau berzikir kepada-Nya dalam
keadaan berbaring menjelang tidur dan saat istirahat setelah beraktivitas, dan
mereka memikirkan tentang penciptaan langit dan bumi sebagai bukti kekuasaan
Allah yang Mahaagung seraya berkata, “Ya Tuhan kami! Kami bersaksi bahwa
tidaklah Engkau menciptakan semua ini sia-sia melainkan mempunyai hikmah dan
tujuan di balik ciptaan itu semua. Mahasuci Engkau, kami bersaksi tiada sekutu
bagi-Mu. Kami mohon kiranya Engkau melimpahkan taufik agar kami mampu
beramal saleh dalam rangka menjalankan perintah-Mu, dan lindungilah kami dari
murka-Mu sehingga kami selamat dari azab neraka.

Dari penafsiran tersebut dapat diambil pelajaran bahwa Allah SWT. tidak
menciptakan sesuatu dengan sia-sia. Jika dihubungkan dengan teorema titik tetap
Schauder maka dapat dikatakan Teorema yang satu tidak akan berlaku jika teorema
yang lain tidak terpenuhi, begitupun sebaliknya. Hal sekecil apapun pasti memiliki
tujuan.

Dalam ayat lain Allah SWT. juga menyebutkan dalam surah Al-Bagarah

ayat 143:

viiwgzjss u;ﬁ:jwu\g&;s.w 3555 lang it 1Cles W3
Lsuumuxd”)\ “/@uﬁwwwg\w\wu@w
A 51238000 a4 08 Gpdh s 30 Je ) 580 a8 g e

VEY S S J&sg
Artinya:
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“Demikian pula Kami telah menjadikan kamu (umat Islam) umat
pertengahan40) agar kamu menjadi saksi atas (perbuatan) manusia dan agar Rasul
(Nabi Muhammad) menjadi saksi atas (perbuatan) kamu. Kami tidak menetapkan
kiblat (Baitulmaqdis) yang (dahulu) kamu berkiblat kepadanya, kecuali agar Kami
mengetahui (dalam kenyataan) siapa yang mengikuti Rasul dan siapa yang
berbalik ke belakang. Sesungguhnya (pemindahan kiblat) itu sangat berat, kecuali
bagi orang yang telah diberi petunjuk oleh Allah. Allah tidak akan menyia-nyiakan
imanmu. Sesungguhnya Allah benar-benar Maha Pengasih lagi Maha Penyayang
kepada manusia. ” (Kemenag, 2024)

Jika Allah menjadikan Ka‘bah sebagai kiblat yang paling utama karena
dibangun oleh bapak para nabi, yaitu Nabi Ibrahim, maka demikian pula Kami telah
menjadikan kamu, umat Islam, umat pertengahan, yaitu umat terbaik yang pernah
ada di bumi ini. Umat yang terbaik sangatlah pantas menjadi saksi. Tujuannya
adalah agar kamu menjadi saksi atas perbuatan manusia, yaitu ketika nanti pada
hari Kiamat jika ada dari mereka yang mengingkari bahwa rasul-rasul mereka telah
menyampaikan pesan-pesan Allah atau adanya penyimpangan pada ajaran mereka.
Di samping itu, juga agar Rasul, Muhammad, menjadi saksi atas perbuatan kamu
yaitu dengan memberikan petunjuk dan arahan-arahannya ketika masih hidup serta
jalan kehidupannya juga petunjuknya ketika sudah meninggal. Allah kemudian
menjelaskan tujuan pengalihan Kiblat, yaitu menguji keimanan seseorang. Kami
tidak menjadikan Kiblat yang dahulu kamu berkiblat kepadanya melainkan agar
Kami mengetahui siapa yang mengikuti Rasul dan siapa yang berbalik ke belakang.
Bagi mereka yang tetap istikamah dengan keimanannya, mereka akan mengikuti
apa pun yang diperintahkan oleh Allah dan Rasul-Nya, baik dalam pengalihan
kiblat atau lainnya. Sebaliknya, bagi yang lain, mereka akan menolak dan enggan
mengikuti perintah Allah dan Rasul-Nya.

Dari penafsiran tersebut dapat di ambil pelajaran bahwa manusia harus

mencari keseimbangan dalam hidup dan menemukan jalan yang benar. Ayat
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tersebut mengajarkan tentang keseimbangan dan tujuan yang jelas dalam hidup
umat islam. Jika di analogikan dalam konsep teorema titik tetap Schauder, maka
seluruh pembuktian teorema yang ada dalam penelitian ini memiliki satu tujuan

yakni mencari keberadaan titik tetap.



BAB V
PENUTUP

5.1 Kesimpulan

Teorema titik tetap Schauder merupakan teorema yang terkait dengan ruang
vektor topologi yang memberikan kondisi dimana pemetaan kontraksi pada ruang
tersebut memiliki titik tetap.

Ada beberapa hal yang dapat kita simpulkan dari teorema titik tetap schauder
yakni:

1. Teorema titik tetap Schauder menyajikan kerangka kerja matematis yang
memastikan keberadaan dan keunikan titik tetap untuk pemetaan kontraksi
pada ruang vektor topologi.

2. Keunikan titik tetap menunjukkan bahwa titik tersebut tidak hanya ada tetapi
juga hanya satu dalam konteks kondisi yang diberikan.

Teorema ini memberikan landasan matematis yang kuat dan berguna untuk
membuktikab keberadaan dan keunikan titik tetap dalam konteks pemetaan

kontraksi pada ruang vektor topologi.

5.2 Saran

Penelitian mengenai teorem titik tetap, terutama dalam konteks Schauder,
dapat memberikan kontribusi yang signifikan terhadap pemahaman struktur
matematika fundamental. Disarankan untuk mulai dengan pemahaman mendalam
terhadap konsep pemetaan kontraksi dan ruang Banach, yang menjadi landasan
teorema ini. Secara khusus, penelitian dapat difokuskan pada pemahaman syarat-

syarat keberadaan titik tetap, seperti ruang vektor norma lengkap dan himpunan

35
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tertutup dan terbatas. Serta, dapat dianjurkan untuk melibatkan contoh kasus
khusus dan penelitian numerik untuk mengilustrasikan penerapan teorema ini

dalam situasi nyata.
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