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ABSTRAK

Mufidah, Siti. 2024. Studi Persamaan Dirac Dalam Ruangwaktu Reissner Nordstrom.
Skripsi. Program Studi Fisika. Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam
Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Dosen Pembimbing: (1) Arista Romadani,
M. Sc (I1) Ahmad Abtokhi M. Pd

Kata kunci: Persamaan Dirac, Partikel Fermion, ruangwaktu Reissner Nordstrom

Persamaan Dirac menggambarkan gerakan partikel berspin setengah yang
mempunyai muatan ¢. Penelitian ini mengkaji formulasi persamaan dirac yang berada
dalam ruangwaktu melengkung Reissner Nordstrom dan bagaimana ketika partikel
berinteraksi dengan medan gravitasi dan elektromagnetik lubang hitam RN pada wilayah
horizon I dan 1, yang mana merupakan solusi dari persamaan dirac dalam ruangwaktu RN.
Dengan dilakukan metode analitik, dalam mencari tujuan pertama, yaitu ditransformasikan
persamaan dirac dalam ruangwaktu datar kedalam ruangwaktu melengkung, yang
kemudian ditentukan metriks RN, sehingga dari metrik RN ini dicari beberapa komponen
yang akan disubsitusikan kedalam persamaan dirac dalam ruangwaktu melengkung yang
menghasilkan persamaan gelombang relativistik untuk partikel berspin setengah yang
berada pada ruangwaktu RN bermuatan. Selanjutnya dilakukan separasi variabel untuk
menghasilkan fungsi gelombang dari bentuk persamaan gelombang dirac. Dengan
menentukan horizon peristiwa wilayah | dan Il yang didapatkan dari sifat geometris lubang
hitam, maka diketahui pergerakan partikel disekitar lubang hitam RN. Wilayah |
menghasilkan gelombang datang dan pantul. Sedangkan wilayah 1l menghasilkan
gelombang transmisi.
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ABSTRACT

Mufidah, Siti. 2024. Study of the Dirac Equation in Reissner-Nordstrom Spacetime.
Thesis. Department of Physics, Faculty of Science and Technology, Maulana
Malik lIbrahim State Islamic University of Malang. Supervisors: (I) Arista
Romadani, M.Sc (I1) Ahmad Abtokhi, M. Pd

Keywords: Dirac Equation, Fermion Particles, Reissner-Nordstrom Spacetime

The Dirac equation describes the motion of spin-half particles with charge qqq.
This study examines the formulation of the Dirac equation in the curved spacetime of a
Reissner-Nordstrom black hole and the interaction of particles with the gravitational and
electromagnetic fields of the RN black hole at horizons | and 11, which are solutions to the
Dirac equation in RN spacetime. Using an analytical method, the first objective is to
transform the Dirac equation from flat spacetime to curved spacetime. Subsequently, the
Reissner-Nordstrom metric is determined, and specific components of this metric are
substituted into the Dirac equation in curved spacetime. This results in a relativistic wave
equation for spin-half particles in charged RN spacetime. Next, variable separation is
performed to derive the wave functions from the Dirac wave equation. By identifying the
event horizons of regions I and 11 based on the geometric properties of the black hole, the
motion of particles around the RN black hole is analyzed. Region | produces incoming and
reflected waves, while region Il produces transmitted waves.

XV



fal) Galis

;,\..J‘}:\ﬂ\ ?.mg C‘);:\“ &_5‘).-14 6_5‘)3.‘.»)‘)_5.'\ il u\.&a‘)ﬂ ‘53 é\):m Ualas :L.u\JA. 2024. ‘53..3.‘.» ¢oldidac
Vi Jf) ) (Caiall, iVl e sSall DY) anal ) @lile LY go drdla clin 5l S 5 glall 3408
il c@f.u\ JA;\) \'( Ofialall c‘;b.bl.a_g‘).

Py ) 5 il u\.&a‘)ﬂ 63.:\..1):\‘4‘)53\ Glaswall ‘d\):m alee: Slaw ) cilalsl)

“aal ‘;_"s\ﬂ\ alll Ol Glapead) 48 ja Caa’ &) yuo Aalag (Spjn_half) Gl ellia &\S\ g. 0dA (yu i
Cilapnd) Je i 458 5 3 50 a5 i ) ie yinal 5 il inial) S 311 8 &l 50 Alslas 42 Lpaa dusl )
3 gu) Bl nlaling 5 3eSN)5 3lad) Cplial) s RN i) die T ]Tc Adabadd cpda oDy oalll
Oy bl RN (6 simsall G831 (pa @l 0 Alalae Jagad sl oy sl 43y ylal) aladiad,y
po N ) sie ylunl ) (el aad AL ey aay | Jaid) Sl (Reissner-Nordstrom)e o
Ailae elld e ity | Andall GlSa 3l 8@l s Aalaa & L) 2l Galitall 138 <l S amy 2] A%
Bl ‘_g 33 93 gall Clual é\.ﬂ\ alll ld Glaveall 4 s 00 RN ¢l 12l Al RE J’-’UM\
Chaall Gl maat A e Aus gall @l o Aalae G (e Aasall Ay e J gaall ¢l sl Jiad
SRLA T ST i) Jpn ilasmand) 48 Qa3 €3 guad) il dpuatigl) ailoadll (o Aaliiinud
2 5u¥) RN, dakaiall T dikiall Loty ¢daSaia 5 53 )l 5 il o i [T 4 siie il so e,

XVi



BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Penemuan konsep kuantum dan ruangwaktu merupakan pencapaian terbesar
dalam fisika. Bermula pada akhir abad 19, ditemukan ada beberapa ketidaksamaan
yang hanya bisa diselesaikan dengan fisika modern. Istilah fisika modern
diperkenalkan karena banyaknya fenomena-fenomena mikroskopis dan hukum-
hukum baru yang ditemukan sejak tahun 1890. Fenomena mikrokopis meliputi
fenomena-fenomena yang tidak dapat dilihat secara langsung, seperti electron,
proton, neutron, atom, dan sebagainya. Dalam penelitian sebelumnya, para ahli
fisika telah mencoba memecahkan persoalan tentang struktur atom, electron, radiasi
dengan fisika klasik. Namun, fisika klasik tidak mampu menjelaskan fenomena
yang terjadi dalam skala kecil. Dengan kelemahan-kelemahan fisika klasik, fisika
modern mampu mengembangkan dan menjawab berbagai permasalahan yang tidak
terjawab oleh fisika klasik.

Dalam pengembangan fisika modern ditemukan dua konsep fisika dalam ranah
berbeda, yaitu teori kuantum dan relativitas. Dalam teori kuantum mengacu pada
persamaan fundamental yang dikenal dengan persamaan Schrodinger. Persamaan
Schrodinger ini dikemukakan oleh Erwin Schrodinger, yang mana menjelaskan
mengenai persamaan gelombang non relativistik. Sedangkan dalam teori relativitas
yang dikemukakan oleh Albert Einstein terbagi menjadi dua yaitu teori relativitas
khusus (TRK) dan teori reativitas umum (TRU). Dalam hal ini yang menjadi
pertanyaan yaitu bagaimana menggabungkan antara teori kuantum dengan teori

relativitas khusus (TRK) yang dikemukakan oleh Oskar Klein dan Walter Gordon
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pada tahun 1920, dengan tujuan untuk menjelaskan elektron yang bergerak sangat
cepat (relativistik). Sehingga ditemukan cara untuk menggabungkan dua teori ini,
yaitu melalui teori kuantum relativistik yang dikenal dengan persamaan Klein
Gordon. Persamaan ini mendeskripsikan partikel skalar yang mempunyai spin-0.
Kemudian, dari persamaan Klein Gordon akan diperluas menjadi persamaan Dirac.
Hal ini disebabkan fungsi gelombang yang berasal dari solusi persamaan Klein
Gordon ini ternyata tidak memenuhi syarat kontinuitas sebab fungsi waktu (t)
dalam persamaan Klein Gordon ialah orde ke 2. Kelemahan dari persamaan Klein
Gordon ini diperbaiki oleh Britania Paul Dirac pada tahun 1928 dengan
merumuskan kembali persamaan gelombang relativistik yang mana fungsi waktu
(t) tetap di orde pertama, sebagaimana persamaan Schrodinger. Adanya perbaikan
dari persamaan ini, bukan berarti menunjukkan bahwa persamaan Klein Gordon
tidak akan digunakan lagi. Namun, persamaan Klein Gordon tetap memiliki peran
yang sangat penting dalam fisika. Kedua persamaan ini, yaitu persamaan Klein
Gordon dan persamaan Dirac memiliki kegunaan yang berbeda tergantung pada
jenis partikel yang digunakan atau yang akan dianalisis.

Persamaan dirac menggambarkan gerakan partikel ber-spin %2 bermuatan yang
dipengaruhi oleh medan elegtromagnetik eksternal, yang mana akan memberikan
dasar untuk mekanika kuantum relativistic dan elektrodinamika kuantum (QED)
(Rizky, 2022).

Kajian teori kuantum membuka batas baru dalam fisika partikel berenergi tinggi.
Didalikan berdasarkan prinsip-prinsip sains islam dan ayat-ayat Al-Qur’an yang
relavan bahwa partikel-partikel dasar sebuah atom terbuat dari muatan. Kajian ini

termaktub dalam QS. An-Nisa’ ayat 40.



3

@ e 15T A0 (e 035 Lahalnd Ai0a 6 (5550 O sl Y ) &)
Artinya: “Sungguh, Allah tidak akan menzalimi seseorang walaupun sebesar

dzarrah, dan jika ada kebajikan (sekecil dzarrah), niscaya Allah akan
melipatgandakannya dan memberikan pahala yang besar dari sisi-Nya. ”

Dalam ayat ini, ma’na “ganda” berarti berpasangan yang mana menjadi
petunjuk dalam partikel sebuah atom atau konstituennya. Kunci penting dalam studi
mengenai fenomena yang diamati di dunia kuantum adalah dualita gelombang-
partikel dari partikel subatomiknya. Elektron dan foton diamati berperilaku sebagai
partikel dan gelombang. Ayat diatas secara khusus menyebutkan ma’na “ganda”
untuk memberikan indikasi tentang adanya dua jenis energi yang berkaitan dengan
perilaku tersebut. Sesuai dengan konsep berpasangan, kedua energi berperilaku
sebagai pasangan dengan cara yang berlawanan. Energi dalam bentuk massa yang
ada dalam partikel subatomic secara intrinsik dibangun di dalamnya. Benda-benda
kecil bisa menjadi alasan perilaku dualita gelombang partikel. Fisikawan dengan
jelas menegaskan keberadaan muatan listrik dan medan magnet yang diinduksi
dalam sebuah electron karena putaran partikel. Analisis lebih lanjut diperlukan
untuk mengetahui bagaimana muatan listrik dan medan magnet di dalam partikel
(Watini & Devana. 2020).

Berdasarkan penemuan konsep kuantum, Einstein memperkenalkan Teori
relativitas umum yang menjelaskan tentang fenomena gravitasi dikaitkan dengan
kelengkungan ruangwaktu. Salah satu penerapan teori relativitas umum yang
menarik adalah untuk menganalisis perilaku gravitasi dari lubang hitam. Bintang
massif yang memiliki kecepatan lepas dengan nilai yang lebih besar dari kecepatan
cahaya, akan menyebabkan cahaya tidak bisa lolos dari tarikan gravitasinya.

Sehingga sesuai dengan gambaran TRU, medan gravitasi yang sangat kuat yang
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dihasilkan oleh sebuah lubang hitam akan menyebabkan ruang waktu disekitarnya
menjadi sangat melengkung yang menyerupai lubang.

Lubang hitam Reissner Nordstrom menggambarkan geometri ruangwaktu yang
mengelilingi lubang hitam berbentuk bola bermuatan tidak berputar. Lubang hitam
RN juga mewakili peralihan antara ruangwaktu Schwarzchild dan Kerr. Dimana
Lubang hitam RN pada tingkat kuantum dengan partikel bermuatan dalam beberapa
hal akan menyerupai atom hydrogen. Keberadaan tingkat energi didalam lubang
hitam membuka kemungkinan, bahwa lubang hitam menggunakan metode
kuantum. Dalam kasus lubang hitam bermuatan, tingkat electron tidak hanya berada
diluar tetapi juga didalam lubang hitam.

Pada penelitian sebelumnya diketahui bahwa solusi dari persamaan dirac dalam
ruangwaktu melengkung ini akan diselesaikan dengan pemisahan variabel.
Ketergantungan waktu dan sudut dari fungsi gelombang spinor akan diperoleh
dengan integrasi eksplisit. Dimana diketahui bahwa medan spinor yang merambat
dalam ruangwaktu melengkung ternyata tidak menghadirkan keadaan terikat
muatan listrik dalam medan gravitasi kuat. Maka dari itu, akan digambarkan
keadaan terikat partikel bermuatan dalam ruangwaktu melengkung. Dalam hal ini
apakah electron mengalami tarikan gravitasi atau tolakan Coulomb yang
ditimbulkan oleh massa dan muatan gravitasi. Lalu, gaya apa yang mempunyai
pengaruh lebih kuat pada partikel bermuatan.

Pada penelitian ini secara teoritis akan dicari bagaimana formulasi persamaan
dirac dalam ruangwaktu melengkung dengan menggunakan koordinat metriks
Reissner Nordstrom. Berangkat dari penelitian sebelumnya yang mengkaji kasus

persamaan Klein Gordon dan persamaan Dirac dalam Ruangwaktu Kerr (Pambudi
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2022), maka dalam penelitian ini akan dilanjutkan dalam kasus ruangwaktu
Reissner Nordstrom. Selanjutnya, dilakukan pemisahan variabel sebagai solusi dari
persamaan dirac dalam ruangwaktu RN secara analitik.
1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang diatas, penelitian ini merumuskan masalah yang
diuraikan sebagai berikut:
1. Bagaimana formulasi persamaan Dirac dalam ruangwaktu melengkung
dengan menggunakan metrik Reissner Nordstrom?
2. Bagaimana solusi persamaan Dirac dalam ruangwaktu Reissner Nordstrom?
1.3 Tujuan Penelitian
Adapun tujuan dari penelitian ini adalah:
1. Untuk mencari formulasi persamaan Dirac dalam ruangwaktu melengkung
dengan menggunakan metrik Reissner Nordstrom.
2. Untuk memperoleh solusi persamaan Dirac dalam ruangwaktu Reissner
Nordstrom.
1.4 Batasan Masalah
Pembatasan yang dilakukan oleh penelitian ini yaitu:
1. Penelitian ini dibatasi pada persamaan dirac dalam ruangwaktu melengkung
dengan menggunakan metric Reissner Nordstrom.
2. Digunakan metriks Reissner Nordstrom yang mempunyai muatan.
1.5 Manfaat Penelitian
Setelah menyelasaikan telaah ini, diharapkan penelitian ini dapat memberikan
manfaat, antara lain:

1. Manfaat Akademis
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Hasil penelitian ini diharapkan dapat menambah pengetahuan dan
wawasan kepada masyarakat dalam mengkaji persamaan Dirac dalam
ruangwaktu melengkung khususnya dengan menggunakan koordinat metric
Reissner Nordstrom.
Manfaat Teoritis
Hasil penilitian ini diharapkan dapat menjadi refrensi dalam
penelitian selanjutnya khususnya dalam bidang fisika kuantum relativistic.
Seperti fenomena-fenomena yang dihasilkan dari lubang hitam, yaitu efek

Casimir dan superradiasi pada partikel fermion.
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DASAR TEORI

2.1 Teori Kuantum

Bermula dari mekanika klasik yang diformulasikan oleh Newton dan
selanjutnya dikembangkan oleh Lagrange, Hamilton dan lain-lainnya sangat sukses
dalam menjelaskan gerak dinamis benda-benda makroskopis. Demikian pula teori
tentang cahaya sebagai gelombang yang dikembangkan oleh A. J. Fresnel, teori
gelombang elektromagnet oleh J. C. Maxwell dan percobaan Hertz tentang emisi
gelombang elektromagnet oleh osilator muatan-muatan listrik. Namun, pada akhir
abad 19 teori-teori klasik tersebut tidak dapat digunakan untuk memberi penjelasan
yang memuaskan bagi sejumlah fenomena interaksi radiasi-materi. Ahli fisika telah
mencoba memecahkan persoalan tentang struktur atom, electron, radiasi dengan
fisika Kklasik. Namun, tidak berhasil menerangkan fenomena-fenomena tersebut.
Karena itu para ahli fisika mencari ilmu dan model-model lain yang baru yang dapat
menerangkan fenomena-fenomena mikroskopis itu (Siregar 2018).

Sejarah perkembangan fisika memiliki karakteristik periode sains modern
dengan sifat pengamatan sangat mikroskopis. Paradigma yang berkembang adalah
paradigma atomic. Fisika modern ditandai dengan pemikiran-pemikiran baru oleh
ilmuwan fisika, dimana pemikiran baru ini lebih luas dari pemikiran di zaman fisika
klasik. Dengan kelamahan fisika klasik, fisika modern mampu mengembangkan
dan menjawab berbagai permasalahan yang tidak terjawab oleh pemikiran fisika
klasik. Fisika modern dikembangkan pada awal abad ke 20, bermula dari sejak Max
Planck yang mengemukakan gagasannya mengenai mekanika kuantum atau fisika

kuantum.



2.2 Teori Kuantum Relativistik
2.2.1 Persamaan Dirac Dalam Ruangwaktu Minkowski

Persamaan dirac merupakan persamaan gelombang relativistic yang
dirumuskan oleh fisiskawan kuantum kebangsaan Inggris, P. A. M. Dirac pada
tahun 1928. Dimana persamaan ini memiliki fungsi yang sama seperti gelombang
yang dirumuskan oleh Erwin Schrodinger yaitu untuk menemukan solusi fungsi
gelombang kuantum yang dapat mendeskripsikan suatu partikel pada skala
mikroskopik ketika sedang berada pada kondisi tertentu (P. W. Atkins 1997).

Pada dasarnya partikel elementer dibagi menjadi dua golongan berdasarkan
sifat spin yang dimilikinya boson dan fermion. Boson merupakan golongan partikel
yang berspin kelipatan bulat, sedangkan fermion adalah partikel yang berspin
kelipatan 2. Ketika partikel bergerak dalam suatu medan dengan kecepatan
relativistic, efek spin partikel yang berasosiasi dengan medan eksternal juga
diperhitungan. Untuk partikel boson, persamaan gelombang yang dapat
mendeskripsikan keadaan partikel dalam kondisi tertentu adalah persamaan Klein
Gordon, sedangkan untuk fermion spin Y2 adalah persamaan Dirac yang solusinya
digunakan untuk meninjau partikel dalam kondisi relativistic. Spin merupakan
momentum sudut intrinsik partikel. Efek spin dapat ditunjukkan secara
eksperimental ketika partikel bergerak dalam suatu medan magnetic homogen,
seperti yang ditunjukkan dalam eksperimen Stern-Gerlach. Efek ini dikarenakan
oleh momen magnetic yang dimiliki akibat rotasi partikel bermuatan terhadap
sumbunya (P. W. Atkins, 1997).

Persamaan Dirac ini muncul sebagai solusi dalam mengatasi beberapa
permasalahan yang ada pada persamaan Klein Gordon. Terdapat beberapa

permasalahan dalam persamaan Klein-Gordon. Pertama, rapat probabilitas (p)
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terdiri dari suku positif (+) dan negative (-) yang mana artinya (p) tidak terjamin
selalu bernilai (+) sehingga tidak selalu memiliki arti fisis. Kedua, persamaan Klein
Gordon diturunkan dari bentuk:

E = m,c?+pc (2.1)

Dimana solusi dari E,

E = +m2c* + p2c2 (2.2)

Adanya kemungkinan munculnya energi negative. Ketiga, persamaan Klein-
Gordon mengandung turunan kedua terhadap waktu sehingga konsekuensinya
dibutuhkan integral 2x untuk mendapatkan x terhadap 2 derajat kebebasan yang
tidak ada di persamaan Schrodinger (Griffiths, 2004).

Dirac mengurangi adanya 2 derajat kebebasan menjadi hanya 1 (dengan
tujuan agar serupa dengan persamaan Schrodinger). Dirac mengganti turunan orde
2 menjadi orde 1. Penurunan persamaannya dimulai dari persamaan Klein Gordon

yang merupakan turunan ke dua terhadap waktu.
mc)?
—C——+v2w=—(—) Y=0 (2.3)

Jika komponen p* disubsitusikan kedalam persamaan diatas, maka
(p*py —m?c?) = (B*pr + me)(y pa — me) (2.4)
Dimana B* dan y* adalah koefisien delapan untuk menentukan +. Jika bagian

kanan dari persamaan dikalikan maka diperoleh nilai

PPy = Yy prpa
@22 = @H%* - @)% - @** = ¢O*@P*)* + ¢H*(p")?

+(r®)*(@H* + (r*)2(3)*?

+ @Y +vvOpors

+ %2 +v*yOpop,

+ &% +v3vOpops

+@'y? + vy Hpip.

+ @'y + vy

+ Y +v3yp2ps (2.5)

Y% =1ldan y)* = > =) =i



10
YY" +y*yY) =0, untuk u # v

(r*y®) = 29"
Bentuk dari tensor g*¥ adalag tensor matriks Minkowski

- (é —01) (2.6)

-1

uv

_[ o
9 0
0

[l =)
SR OO
— O O O

Dengan menggunakan kaidah Bjorken dan Drell yaitu

V0=((1) _01) Vi—<_(;i %i) 2.7)

Dimana ¢‘(i = 1,2,3) adalah bentuk matriks pauli. Hubungan relativitas antara
energi dan momentum memiliki factor
(p*pu —m*c?) = (¥*pi + me)(y*pa —mc) = 0 (2.8)
Jika hasil dari persamaan diatas nol maka nilai salah satu faktornya juga bernilai
nol
V¥ pe +mc) = 0 (2.9)
Jika disubsitusikan operator p,, — ihd, dan fungsi gelombang 1 pada persamaan
diatas maka didapatkan persamaan dirac (Pambudi, 2022).
ihy#o,p —mcyp =0
Atau
ib%—lf = fmc2y — ihavy (2.10)
Jika diturunkan sekali lagi harus memenuhi persamaan Klein Gordon. Karena

apabila persamaan yang telah dimodifikasi, harus tetap memenuhi persamaan

klasiknya. Maka, persamaan umum dirac menjadi

2
i % = fmc? 6_1f — ihaV— (2.11)
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Dengan menggunakan aturan notasi natural unit, ) = 1, ¢ = 1 persamaan (2.11)
menjadi

oP? oY 0y
— = i 2.12
' ot2 pm ot ot ( )

Dari persamaan umum Dirac, dikali -i makah=1,c =1

oY o =
Fri = —ifm— 3t —aVy (2.13)

Kemudian persamaan (2.12) disubsitusikan ke persamaan (2.13)
. alpz . al)[) > P 4 . alp =
iz = pm (—lﬁmﬁ — aV‘P) —iaV (—L,Bm% — aVz/))

oP? - - N
Ll = —ifp*m*yY — mpavy —mapvy — ia*viy

ot?
. l/jz _ YA 2 - - = =4 2
i57 = —ip*myY —m(Ba+ af)Vy — —L(aV) Y
alpz . N 5o L= 2
32 = —B*m?yY — im(Ba + ap)Vy — (aV) Y
Untuk persamaan Klein Gordon
261,02 — 2,2y/2 2.4
—b o — b VY —m Y
oP? .
To T VM
o .

Jika persamaan (2.10) dibandingkan dengan persamaan Klein Gordon (2.14) maka

telah sesuai, namun dengan syarat:
B =1
Ba;+a;f =0 dimana = {1,2,3}

A=y + ayj + A
a = ag;+ ay; + as;
50 0} ok
V=ox T3y oz
aV= ay; + ay; + asg

(V) ( 94 6+ 6) ( 6+ 6+ 6)
« %25y THg,) T\H1g T %2, T NG,



%) = 92 , 02 22 a2 92
(a ) —_ 1 a_ afz a 2+a3 ;‘l‘ 1 266 +a1a3@+a20{1m+
2 2 62
#2350z T 43N 5, T X325,
2
evaluasi (aV)
0(12 = 1
afzz =1
a32 = 1
a;’=1 dimanai=1,2,3

alaz + azal ES 0
a0z +aza; =0
a2a3 + (l36¥2 == O
a;a; + aja; = 0 dimana{i,j} = {1,2,3}, l?fJZO
Sehingga persamaan Dirac menjadi
a —
ib—w = fmc?yP — ihaVy
lb— = (,Bmc - ledV)l/)
. 1/) (2.15)
ih E = Hgirac
Dimana vy dapat direpresentasikan dengan matriks dan dapat terpenuhi jika
matriks min ordo 4x4. Jika dipilih « dan 8 maka dapat jadi matriks sehingga tidak
dapat dibolak balik. Sedangkan posisi @ dan 8 dalam persamaan umum dirac dapat
bertukar tempat sehingga menjadi vector. Maka ¥ menjadi matriks kolom, dimana
harus memenuhi persamaan Klein Gordon (Pambudi 2022).
2.3 Teori Relativitas Umum
Teori Relativitas Umum adalah salah satu teori fisika modern yang cukup
besar peranannya dalam menerangkan struktur ruangwaktu dan jagad raya. Teori
ini memiliki persyaratan matematik berupa analisis tensor. Sebelum teori
Relativitas Umum (TRU) diperkenalkan oleh Einstein pada tahun 1915, orang
mengenal sedikitnya tiga hukum gerak yaitu mekanika Newton, relativitas khusus
dan gravitasi newton. Mekanika Newton sangat berhasil di dalam menerangkan

sifat gerak benda berkelajuan rendah. Namun mekanikan ini gagal untuk benda

yang kelanjuannya mendekati laju cahaya. Di samping itu, transformasi Galileo
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gagal apabila diterapkan pada hukum-hukum seperti persamaan Maxwell yang
sifatnya menjadi tidak kovarian di dalam kerangka inersial. Kekurangan ini ditutupi
oleh Einstein dengan mengemukakan Teori Relativitas Khusus (TRK).

Teori Relativitas Khusus Einstein berhasil menerangkan fenomena benda
saat melaju mendekati laju cahaya. Di samping itu TRK berhasil merumuskan
kekovarianan persamaan Maxwell di sebarang kerangka inersial dengan
menggunakan transformasi Lorentz sebagai pengganti transformasi Galileo.
Hukum gravitasi Newton berhasil menerangkan fenomena gerak benda-benda
langit yang dipengaruhi oleh interaksi gravitasi antar benda-benda tersebut dengan
ketelitian tinggi. Namun sayangnya, hukum ini tidak konsisten dengan TRK Jika
sebuah benda digerakkan maka gaya gravitasi benda tersebut terhadap benda lain
akan berubah dalam sekejap, atau terjadi aksi spontan.

Einstein berkali-kali mencoba merumuskan teori gravitasi yang konsisten
atau kompatibel dengan Teori Relativitas Khusus. Upayanya di tahun 1915
menghasilkan Teori Relativitas Umum (TRU). la mengemukakan saran yang cukup
revolusioner bahwa gravitasi bukanlah seperti gaya-gaya yang lain, namun gravitasi
merupakan efek dari kelengkungan ruangwaktu karena adanya penyebaran massa
dan energi di dalam ruangwaktu tersebut. Teori Relativitas Umum ini dibangun di
atas dua asas, yaitu pertama, asas kesetaraan (principle of equivalence) dan kedua,
kovariansi umum (general covariance) (Weinberg, 1972).

Teori Relativitas Umum meramalkan cahaya bintang yang melewati sebuah
benda langit yang masif, maka cahaya bintang tersebut akan dibelokkan. Gravitasi
bumi bukan menjadi pengaruh membeloknya cahaya bintang melainkan

ruangwaktu di sekitar matahari tersebut melengkung. Perkembangan dalam dunia
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relativitas menghasilkan Teori Relativitas Umum yang mampu memberikan 9
pandangan yang baru mengenai konsep ruang-waktu. Konsep yang menjelaskan
ruang-waktu dapat melengkung jika didalamnya terdapat materi massif (Hernani,
2021).
2.3.1 Teori Relativitas Umum dalam Kajian Islam

Untuk mengetahui adanya hubungan antara Al-Qur’an dengan teori
relativitas maka perlu diselidiki adanya ayat-ayat Al-Qur’an yang mendukung atau
menyatakan hal senada dengan teori relativitas serta apakah teori relativitas dapat
diterapkan dalam Al-Qur’an. Kemudian, dalam melakukan analisis terhadap teori
relativitas khusunya perihal keabsolutan kecepatan cahaya dengan digunakan Al-
Quran sebagai tinjauan, sehingga bila terjadi perbedaan nilai/hasil maka dianggap
konsep yang terdapat pada Al-Quran adalah yang benar. Untuk mengetahui adanya
hubungan antara Al-Qur’an dengan teori relativitas maka perlu diselidiki adanya
ayat-ayat Al-Qur’an yang mendukung atau menyatakan hal senada dengan teori
relativitas serta apakah teori relativitas dapat diterapkan dalam Al-Qur’an.
Kemudian, dalam melakukan analisis terhadap teori relativitas khusunya perihal
keabsolutan kecepatan cahaya dengan digunakan Al-Quran sebagai tinjauan,
sehingga bila terjadi perbedaan nilai/hasil maka dianggap konsep yang terdapat
pada Al-Quran adalah yang benar. Untuk mengetahui adanya hubungan antara Al-
Qur’an dengan teori relativitas, maka perlu diselidiki adanya ayat-ayat Al-Qur’an
yang mendukung atau menyatakan hal senada dengan teori relativitas serta apakah
teori relativitas dapat diterapkan dalam Al-Qur’an.

Kemudian, dalam melakukan analisis terhadap teori relativitas khusunya

perihal keabsolutan kecepatan cahaya dengan digunakan Al-Quran sebagai
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tinjauan, sehingga bila terjadi perbedaan nilai/hasil maka dianggap konsep yang
terdapat pada Al-Quran adalah yang benar. Untuk mengetahui adanya hubungan
antara Al-Qur’an dengan teori relativitas maka perlu diselidiki adanya ayat-ayat
Al-Qur’an yang mendukung atau menyatakan hal senada dengan teori relativitas
serta apakah teori relativitas dapat diterapkan dalam Al-Qur’an. Kemudian, dalam
melakukan analisis terhadap teori relativitas khusunya perihal keabsolutan
kecepatan cahaya dengan digunakan Al-Quran sebagai tinjauan, sehingga bila
terjadi perbedaan nilai/hasil maka dianggap konsep yang terdapat pada Al-Quran
adalah yang benar Untuk mengetahui adanya hubungan antara Al-Qur’an dengan
teori relativitas maka perlu diselidiki adanya ayat-ayat Al-Qur’an yang
mendukung atau menyatakan hal senada dengan teori relativitas serta apakah teori
relativitas dapat diterapkan dalam Al-Qur’an. Kemudian, dalam melakukan
analisis terhadap teori relativitas khusunya perihal keabsolutan kecepatan cahaya
dengan digunakan Al-Quran sebagai tinjauan, sehingga bila terjadi perbedaan
nilai/hasil maka dianggap konsep yang terdapat pada Al-Quran adalah yang benar
Untuk mengetahui adanya hubungan antara Al-Qur’an dengan teori relativitas maka
perlu diselidiki adanya ayat-ayat Al-Qur’an yang mendukung atau menyatakan
hal senada dengan teori relativitas serta apakah teori relativitas dapat diterapkan
dalam Al-Qur’an. Kemudian, dalam melakukan analisis terhadap teori relativitas
khusunya perihal keabsolutan kecepatan cahaya dengan digunakan Al-Quran
sebagai tinjauan, sehingga bila terjadi perbedaan nilai/hasil maka dianggap konsep
yang terdapat pada Al-Quran adalah yang benar.

Untuk mengetahui adanya hubungan antara Al-Qur’an dengan teori

relativitas maka perlu diselidiki adanya ayat-ayat yang mendukung atau
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menyatakan hal senada dengan teori relativitas serta apakah teori relativitas dapat
diterapkan dalam Al-Qur’an. Teori Relativitas Umum (TRU) mampu menjelaskan
fenomena-fenomena astronomis seperti benda-benda massif baik berupa bintang-
bintang, meliputi katai putih (white dwarf), bintang neutron (neutron star), lubang
hitam (black holes) dan quasar termasuk elemen struktur besar objek fisika berupa
jagad raya ini. Namun dalam kasus ini, yang akan dibahas mengenai lubang hitam
yang merupakan bintang massif yang mempunyai gravitasi yang sangat kuat
sehingga cahaya tidak dapat keluar. Dalam QS. An-Nur ayat 35 menjelaskan

kebesaran Allah dalam menciptakan bintang sebagai berikut:

-

« 8 4-0 ¥ % -0 _o0% W “’:. o sn . B o S . @ 3 of sw T
(A il Zlilas g8 5 a8 s )5 (Jia G515 < saldl 3 4

V5 AE Y A5 A0 3088 Ge B3 500 SRR R AR A3

P

o~ & 4 do 7,

- o it 24 P v!g’s'%’.’bzoﬁg/a’,}g Ly e sygd he og
ool Al sam D5 e D3 JL AL Al Blsilaam i) A dn e
Yale g n K A BN OB AN & iy SLEG,

Artinya: “Allah (pemberi) cahaya (kepada) langit dan bumi. Perumpamaan
cahaya-Nya, seperti sebuah lubang yang tidak tembus, yang di dalamnya ada pelita
besar. Pelita itu di dalam tabung kaca (dan) tabung kaca itu bagaikan bintang yang
berkilauan, yang dinyalakan dengan minyak dari pohon yang diberkahi, (yaitu)
pohon zaitun yang tumbuh tidak di timur dan tidak pula di barat, yang minyaknya
(saja) hampir-hampir menerangi, walaupun tidak disentuh api. Cahaya di atas
cahaya (berlapis-lapis), Allah memberi petunjuk kepada cahaya-Nya bagi orang
yang Dia kehendaki, dan Allah membuat perumpamaan-perumpamaan bagi
manusia. Dan Allah Maha Mengetahui segala sesuatu. ”

Bintang yang mempunyai gravitasi yang tinggi tidak dapat bergerak dan tak

nampak. Namun keberadaannya masih dapat diketahui disebabkan mampu menarik
benda-benda yang ada disekitar. Sifat bintang yang memiliki gravitasi yang tinggi
sehingga mampu menarik benda sekitar dijelaskan di QS. At Takwir ayat 15 — 16

sebagai berikut
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Artinya: “Aku bersumpah demi bintang-bintang, yang beredar dan terbenam”.
2.4 Persamaan Medan Einstein

Sehubungan dengan gagalnya mekanika Newton dalam kelajuan tinggi, teori
gravitasi Newton pun hanya dapat menjelaskan fenomena gravitasi dalam limit
nonrelativistik. Hal ini menuntun Albert Einstein untuk membangun teori gravitasi
yang kompatibel dengan relativitas khusus. Berdasarkan relativitas khusus, materi
dan energi adalah setara sehingga energi murni yang tidak memiliki massa diam
sekalipun mesti memberikan efek setara. Karena radiasi dan medan listrik memiliki
energi, maka radiasi, medan listrik, atau bentuk energy lainnya juga menghasilkan
medan gravitasi (Gautama, 2018).

Didasari oleh asas kesetaraan, Einstein berasumsi distribusi materi dan
energy melengkungkan ruangwaktu di sekitarnya. Efek kelengkungan ruangwaktu
inilah yang kita amati sebagai gravitasi. Dengan demikian, gravitasi dalam
relativitas umum ialah efek dari kelengkungan ruangwaktu akibat kehadiran materi-
energi di dalamnya. Dapat pula kita nyatakan dalam ungkapkan materi-energi
melengkungkan ruangwaktu di sekitarnya, sedangkan kelengkungan ruangwaktu
menentukan pergerakan materi di dalamnya. Tentunya, untuk menentukan relasi
kuantitatif antara materi dan energi dengan kelengkungan ruangwaktu (geometri)
yang ditimbulkan, diperlukan suatu persamaan. Berdasarkan postulat relativitas
umum yang telah ia gagas sejak 1911, Einstein berupaya merumuskan persamaan
gravitasi yang memenuhi konservasi energi, kovarian terhadap transformasi
koordinat, dan tentunya mesti tereduksi menjadi bentuk yang setara dengan hukum
gravitasi Newton dalam limit medan lemah. Persamaan medan Einstein
merumuskan jalinan antara geometri ruangwaktu, yang disajikan dalam metrik,
dengan kontribusi materi-energi dan medan di dalamnya. Dengan mengetahui
geometri dari suatu ruangwaktu maka dinamika partikel (masif maupun foton)

dalam di dalamnya dapat diketahui. Kita dapat pula bekerja dengan cara sebaliknya,
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dengan menetapkan geometri ruangwaktu (misalnya berdasarkan dinamika yang
teramati), kita dapat mencari tahu materi dan energi yang hadir di sana. Adapun
bentuk persamaan Medan Einstein dituliskan (Gautama, 2018).

By =~ Gy = BTG, (2.16)
Salah satu implikasi yang cukup spektakuler adalah munculnya gagasan
lubang hitam (black hole) yang dibatasi oleh event horizon dimana segala peristiwa
yang terjadi di dalam event horizon tidak dapat diamati dari luar. Lubang hitam
adalah sebuah konsep matematik yang muncul dari solusi persamaan gravitasi
Einstein dengan memiliki sifat-sifat fisis tertentu. Karena itulah orang berupaya
untuk mencari, adakah lubang hitam di jagad raya ini (Anugraha, 2011).
2.4.1 Aksi Hilbert-Einstein
Tahun 1915, Hilbert mengemukakan gagasannya berdasarkan pekerjaan
Einstein sebelumnya. Keuntungan dari perumusan dengan prinsip aksi adalah kita
dapat memperoleh jalinan sistematis antara tensor stres-energi-momentum dengan
Lagrangian materi; suatu alat yang sangat ampuh dalam menjabarkan dinamika dan
energi sistem serta telah dipahami dengan sangat baik. Dalam mekanika klasik,
besaran aksi adalah integral terhadap waktu dari lagrangian system.
S=/[Ldt (2.17)

Jika lagrangian L diganti menjadi rapat lagrangian, L = :—53, maka besaran aksi
dapat dituliskan kembali, yaitu:

S=[Ldvydt = [L/—gd*x (2.18)
Dengan Lﬁd“x adalah integral volume 4, dimana ﬁ tidak lain adalah

Javobian untuk ruangwaktu setelah menggabungkan komponen ruang (dvs; =

J(x")d3x dan komponen waktu (dt). Lagrangian dan rapat lagrangian adalah skalar.
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Perumusan aksi dalam relativitas umum dapat dilakukan terlebih dahulu
memecah Lagrangian system ke dalam komponen gravitasi dan materi energy.
S=—[(Lg+Lu)J/—gd*x (2.19)

Dengan L = Ly + Ly; Ly adalah rapat Lagrangian materi; dan L, adalah rapat

lagrangian gravitasi, yang mana berupa skalar Ricci:

L R~ RC* R
9" 16nG 2k
atau
SSEH = 6jd4x1/_gR (220)

Persamaan diatas dikenal sebagai aksi dan Lagrangian Hilbert (atau disebut juga

dengan aksi Einstein Hilbert). Persamaan tersebut dapat dipecahkan menjadi:

6Sgn = [ dx*6( =99 Rap
= [d*x/—gg® 6Ryp + [ d*x\/—g SR, g® + 2.21)
[ d*xR6,/—g
Dievaluasi terlebih dahulu suku pertama, dicari nilai 6R,;,, dikarenakan:
Rqp = Rgcb =0, acb — 0I5 + rcfirb% - I—;)Cdra% (2.22)

Maka variasinya:

OSRap = 0.6 acb - abaracc + 1—216(116 cfi + cfié‘rb% - Fa(%a[ioc(‘i -

Fbcdara%
= (ac6 a% + cfié'[;)% - Fadcé‘[bcd - Fb%("‘racd) - (abaracc +
L0 TE — L 6T — Iyt (2.23)

=V.6 acb = VoI
Maka suku pertama variasi aksi:

8Spuy = [ d*x\[—g g® (Ve8I — VO
= fd4xﬁ[vc(gabafa%) - acbvcgab -
vb (gab(y[vacc) + (Sfa%vbgab]
= fd4x\/__g[vc(gab5['acb) - Vb(gabcgracc)] (2'24)
= fd4x\/__gvc[(gab6FaCb) - gacgra%
Menggunakan teorema stokes, didapat:

SSEHl = % permukaand3x\/ _hnc [gab(g[vacb - gacdfa%] (2-25)
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Dimana n, adalah vector normal dari permukaan ruang 4, dan tensor h,;, adalah
metric yang diasosiakan dengan permukaan ruang 4 dimana:
heb = gap +ngny (2.26)
Integral permukaan pada ruang 4 ini bernilai nol, hal ini dikarenakan mengikuti
teorema divergensi, yang mengatakan bahwa variasi di permukaan (tak berhingga)
hilang, atau bernilai nol. Sehingga:
8Sena) =0 (2.27)
Sekarang untuk suku ketiga variasi aksi, dicari nilai 6\/—_g. Variasi ini

menghasilkan:

1
0—g = —El/,/—gdg (2.28)
Telah diketahui sebelumnya dari persamaan, didapat:

1 1 1
5/—g = —Enggabdgab = E\/—ggabdgab (2.29)

Dan dari hubungan, didapat:

85Sgy = fd‘*xJ—gRangab +fd4xR6,/—g
1 2.30
= f d4x\/ -9 (Rab _EgabR) 6gab ( )

Dengan prinsip aksi terkecil §S = 0, ini memberikan persamaan medan Einstein

pada ruang vakum:
1
Ry — E‘g’“’R =0 (2.31)

Dikarenakan suku pertama diselesaikan, maka variasi suku kedua memberikan:

d(v=gLn) d(v=gLy) 2.32
= —2k [ d*x {—6giVM Sg™v +—agf‘1"M nglv} (2.32)
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dghv aghy

[6 (\/_LM)] 6 MV}

— 4 a(\/_LM) _ a(\/__gLM) uv
=-2k[d x{ PP [ o5 a}6g

Dengan lagi-lagi pada integral permukaan & g*¥ = 0, Suku dalam kurung, dilihat

— —Zkfd4x {a(\/_LM) 69'1,“/ [a(\/_LM) 69'1“/]

,a

sebagai persamaan euler-lagrange untuk tensor energy momentum, dimana:

1 0(J=gLu) _ G(HLM)l

2 —9Tw = aghv agﬁv ; 233
sehingga,
85Sy = f d*x\[—g(kT,,)5 9" (2.34)
Maka prinsip aksi terkecil memberikan persamaan medan Einstein:
Ry = —%g,wR = kT, (2.35)

2.5 Ruangwaktu
2.5.1 Ruangwaktu Datar

Dalam makalah ini, digunakan huruf-huruf dari abjad romawi modern (a, b,
c...) untuk menunjukkan indeks ruangwaktu datar yang disebut indeks Lorentz.
Dipertimbangkan sejumlah ruangwaktu dimensi, yang dinyatakan dalam D.

Dengan didefinisikan vector Lorentz kovarian dan kontravarian sebagai berikut:

1

A% = (4, A%, ..., APTH)

-1
Aq = (Ao Ay, oy Ap_y) = (A, =AY, .., —AP ") = 10,7, (2.36)
Dimana n,, adalah metric Minkowski ruangwaktu datar. Setiap indeks yang
berulang akan disingkat menjadi indeks bawah dan satu indeks atas. Sedangkan

koordinat pertama A° berhubungan dengan waktu. Untuk koordinat lainnya



22
berhubungan dengan dimensi ruang (D-1). Dalam ruangwaktu dimensi metriks

Minkowski, yaitu:

1 0 0 0
0 -1 0 0

Nap =N =
0 0 -1 0
0 o0 o0 -1 (2.37)

Dengan mendefinisikan indeks atas dan bawah, menjadi lebih mudah untuk

bekerja dengan besaran relativistic. Sekarang didefinisikan x¢ = (ct, X) dan p®* =
(%,13) menjadi vector posisi dan momentum Lorentz, yang masing-masing

mencakup waktu dan energy. Menurut teori relativistic x% dan p® harus
bertransformasi  sebagai vector Lorentz. Setiap vector Lorentz harus
bertransformasi dengan cara yang sama dengan transformasi Lorentz apapun,
sehingga akan mendapatkan vector Lorentz yang sama dalam kerangka yang
berbeda. Transformasi Lorentz adalah transformasi linear dari koordinat yang
mempertahankan hasil kali dalam dari dua vector Lorentz, A,B¢. Hasil kali ini
adalah skalar, sehingga dapat dikatakan skalar invariant dalam transformasi Lorentz
(Landau, 1968).

Dapat dinyatakan transformasi sebagai dua-tensor A%, dan ditemukan
kondisi diatasnya sehingga produk dalam sama di setiap bidang Lorentz:

A% = A%AD,
Afzncd/lg = Nab (2.38)

Untuk menguji persamaan dirac yang ditemukan adalah invariant Lorentz.
Transformasi yang sangat kecil, Af§ = 6f + €5 dimanaef « 1 sehingga
koordinatnya hanya berubah sedikit. Memasukkan A7 kedalam persamaan tersebut

hingga pada bentuk orde yang pertama &7, yang dinamakan €, adalah antisimetri.



23

€ab = —€pa (2.39)
Ketika efek transformasi Lorentz sangat kecil, vector Lorentz A ditransformasikan
oleh §4% = €/ A%, dimana €,,, adalah parameter kecil antisimetri arbiter konstan.
Turunan terhadap kontravarian berubah seperti vector kovarian dan sebaliknya.

Dengan demikian digunakan notasi kompak:

g 0 g ok 2.40
— 0, — >
axe Y ox, ’ (240)

Disederhanakan notasi dengan menggunakan unith = ¢ = 1.
2.5.2 Ruangwaktu Melengkung

Diketahui bahwa cahaya bergerak dengan mengikuti lintasan geodesiknya,
yaitu lintasan dengan jarak terdekat. Pada ketiadaan medan gravitasi, pengamat
melihat bahwa cahaya melintasi garis lurus antar dua titik, namun, pada saat diberi
medan gravitasi yang kuat, atau ekuivalen dengan roket yang diberi percepatan
yang sangat besar, lintasan cahaya teramati tidak lagi bergerak dengan lintasan garis
lurus. Jika cahaya benar mengikuti lintasan geodesic pada ruang, maka dengan tidak
lurusnya lintasan, ruang itu tidak lagi datar. (Jayawiguna. 2019)

Ruangwaktu melengkung akan dilihat dari metriknya. Pertama, geodesik
suatu ruang dinyatakan sebagai:

ds® =1, dx*dx” (2.41)

Masing-masing pada koordinat Kkartesian, silinder, dan bola adalah 7,, =
diag(—=1,1,1,1); n,, = (=1,1,p%1); n, = diag(—1,1,r?sin* ). Pada
ruangwaktu datar terpenuhi bahwa d,7n,, = 0, namun pada ruang melengkung

deviasi metriknya tidak bernilai nol d,7,, # 0. Sehingga notasi metric ruang
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melengkung ini ditulis 7,,.g,, disebut sebagai Tensor Metrik Riemannian
(Lippoldt n.d.).

2.5.3 Tensor

Tensor adalah perluasan dari vektor, sebagaimana vektor adalah perluasan
dari skalar. Oleh karena itu, tensor juga memiliki bentuk yang tetap dalam
sembarang pemilihan kerangka koordinat sebagaimana halnya vektor. Dengan
menggunakan kuantitas tensor, kita dapat mengkonstruksi persamaan-persamaan
yang menyatakan hukum alam dengan bentuk tetap dalam sembarang pemilihan
koordinat. Sebagian besar penjabaran relativitas umum melibatkan persamaan
tensor. Oleh karena itu, kita perlu mempelajari analisis tensor terlebih dahulu untuk
dapat mempelajari relativitas umum (Gautama, 2018).

Tensor mempunyai indeks lebih dari satu. Dimana banyaknya indeks
disebut dengan rank r dengan jumlah komponen N'. Tensor rank dua kontravarian
A¥?, kovarian A,y, dan campuran AY didefinisikan oleh sifat transformasi
komponennya.

2.5.4 Simbol Chrisstofel

Persamaan symbol christoffel memenubhi:

1 uk <aguv n agau _ agav) (2.42)

Folecv =
2 Ox® axVv OxH

Dimana «, 8, 4, v merupakan indeks =1, 2, 3...
2.5.5 Persamaan Geodesik

Geodesik dalam relativitas diartikan sebagai jarak atau lintasan terpendek yang
ditempuh sebuah partikel dalam suatu geometri atau ruangwaktu tertentu. Pada
ruang datar lintasan terpendek berupa garis lurus, sedangkan pada ruang

melengkung jarak terpendek berupa garis melengkung pada permukaan lengkung.
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Jadi lintasan geodesik bergantung pada bentuk geometri yang dilaluinya. Ditinjau
dua buah titik dalam ruang sembarang berdimensi-N, yang berada pada koordinat
(dalam notasi vector-4) yang itu x* dan x* 4+ dx*. Jarak kedua titik tersebut
memenuhi persamaan:

ds® = g,dxtdx¥ (2.43)

Dengan u,v =1,2,3, ...... ... N dan g,, adalah tensor metriks kovarian. Jika x* =

u (t) dengan t adalah suatu parameter maka diperoleh:

dxH* dx?

2 = —_— 2 2.44
ds Iuv FTRT dt (2.44)
Sehingga jarak kedua titik menjadi:
ta dxH dxV 1/2
Sip = (g — dtz) (2.45)
12 ftl Wodt dt

Syarat stasioner agar jarak kedua titik bernilai ekstrem maka memenuhi prinsip

aksi terkecil dinyatakan dengan:

tz
851, =6 | VFdt=0 (2.46)

21
Dengan §s;, adalah bentuk variasinya. Persamaan merupakan integral aksi fungsi
Lagrange vF dan persamaan lintasan t. Jika dibandingkan persamaan maka:

dx* dx?
F= 9w ar

dt? (2.47)

dengan menggunakan persamaan Euler Lagrange yaitu:

dt\ox+* | oxt

4(0T) -2 249

diuraikan menggunakan turunan partial:

d( 1 6F> 1 a\/F_O

dt \oyF0xt)  2F oxt
1 [( aF) OF 1 OF dF ] _ 0 (2.49)
2WF \oxr) oaxt 2Fdxkdt |
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disini t dapat diambil sama dengan jarak s;, sepanjang kurva lintasan. Untuk
kasus ini karena s parameter sembarang maka:

dF

a0
ds

sehingga dari persamaan (2.50) diperoleh:

oF
P 29 %” (2.51)
dan
— — yapB 2%
dxk ~ F T T (2.52)

maka persamaan menjadi:

d?xV 00,y dxTdx”  0gqp dx®dxP
— = 2.53
2Guv ds? +2 dx" ds ds dx* ds ds 0 (2.53)

dengan menggunakan lambang Christoffel jenis pertama serta mengalikannya
dengan g,.,,, persamaan (12) pada akhirnya dapat dituliskan persamaan geodesic
sebagai berikut:

d*x" . dx® dxP B

r,——= 2.54
g%k b s ds (2.54)
2.6 Geometri Riemannian
2.6.1 Tensor Riemann
Tensor Riemann didefinisikan, sebagai berikut:
Rfuv = (aﬂrvﬂl - avrf/l + F;w 171 - Fvﬁa /10/1)1/)l (2.55)

Tensor Riemann dibangun dari turunan kovarian orde dua dari sebuah vector.
Dimana dalam kalkulus diketahui bahwa turunan orde dua itu menunjukkan

kecekungan dari sebuah kurva. Maka dari itu, tensor Riemann menunjukkan
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kelengkungan dari sebuah manifold. Tensor Riemann ketika dinyatakan dalam

bentuk kovarian:

Roawv = 9paRby, (2.56)

2.6.2 Turunan Kovarian dan Tensor Riemann-Chrisstoffel

Ditinjau turunan terhadap sebuah vector 4 yang secara eksplisit memiliki

komponen v# dan basis e, yaitu:

v ave de,
oxP = 3P S TV 57 (257

karena % adalah vector sehingga dapat dituliskan sebagai kombinasi linier dari

basis vector dengan kata lain:

de

—ax;‘ =Tké, (2.58)

dengan F‘fﬁ adalah symbol Christoffel. Subsitusikan persamaan (2.57) ke
persamaan (2.58):

av v«

ax_ﬁ = mé)a + Val_‘” e (259)

af~u
karena a dan u pada basis adalah indeks boneka maka indeks u bias diganti dengan
a dan sebaliknya pada suku terakhir:

oV _ (Ve e\
57 = (37 VTl

Vig = gV + Tl

ov? : . :
dengan axLB = dgv® sebagai turunan partial dan vg‘ adalah turunan kovarian vector

kontravarian. Sedangkan turunan kovarian untuk vector kovarian adalah:
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Va.g = 0pVe — TigV, (2.61)

selanjutnya, dengan menurunkan kovarian sekali lagi persamaan (2.61) diperoleh:

— n n
V“;BY = 0Oy (V“:BV) B Fay‘/;?;[; - FyﬁVa;n (2.62)
disubsitusikan persamaan (2.61) kedalam persamaan (2.62):

_ n n I n
Vo = 0 (0 ~T2y1) =T (0t~ Ty 14) ~ Ty Ot

(2.63)
- Fo‘éLnVu
dengan menukar indek g dengan y dan sebaliknya diperoleh:
Vayp = 0p (aVVa - F;)’VM) - F;B(E)VV,, - F#Y‘/ll) - ng(anva
(2.64)
- anVu
persamaan (2.64) dikurangi persamaan (2.63) maka:
Vasyg = Vaspy = (ay% - 631“5], + F#VFZZB - F:ﬁf‘;'y) Vi (2.65)

u _ " u 1
RaygVu = (aVFaﬁ — Oplay + Fnyrgc]ﬁ - F#ﬁf‘;’y) Vu

sehingga didapatkan tensor Riemann Christoffel karena dalam bentuk koneksi
metric (symbol Christoffel):

R#

tvg = OyTag — 0pTa, + Ty Ty — LT, (2.66)

Y ny - ap np-ay
keterkaitan antara tensor Riemann-Christoffel dengan tensor kelengkungan

Riemann yaitu:

Rvayp = GvuRayg (2.67)
sehingga dari tensor Riemann-Christoffel ini dapat digunakan untuk menurunkan
beberapa kuantitas matematik yang diperlukan untuk menyelesaikan persamaan

medan Einstein seperti tensor Ricci dan skalar Ricci (Gautama.2018).
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2.7 Tensor Ricci dan skalar Ricci
Untuk mendapatkan tensor Ricci yaitu dengan mengontraksi indek pertama
dan ketiga tensor Riemann-Christoffel ebagai berikut:

Ray = Rbyy = 0,Th, — 0, Toy + T T — T T _ay (2.68)
Berdasarkan persamaan diatas adalah persamaan tensor Ricci yang memiliki sifat
simetri Ry, = R,, sedangkan dalam skalar Ricci diperoleh dengan perkalian
tensor metric kontravarian dengan tensor Ricci:

R =g "Ry (2.69)

2.8 Tetrad

Tetrad merupakan hubungan antara ruang Minkowski dan ruang melengkung,
juga dapat diartikan untuk mendefinisikan torsi dan kelengkungan koneksi affine.
Dalam ruangwaktu melengkung, setiap daerah pada ruang local jika dipandang
akan terlihat seperti ruangwaktu datar. Setiap titik pada ruangwaktu, akan selalu
ada ruang singgung dititik tersebut. Disini, tetrad akan digunakan untuk
mengetahui hubungan ruang singgung dari sebuah koordinat local, yang mana bias
digunakan empat medan vector yang bebas linear (Syaputra, 2020).
2.9 Lubang Hitam Reissner Nordstrom

Lubang hitam merupakan singularitas ruangwaktu. Singularitas ini akibat

kuatnya gravitasi suatu benda yang sangat masif. Benda yang mampu menciptakan
singularitas ruangwaktu tersebut akan menjadi lubang hitam dan wilayah
singularitas (lokal) yang dibuatnya akan menjadi horizon peristiwa (event horizon).
Wilayah singular ini adalah wilayah yang sedemikian rupa sehingga benda apapun

(bahkan cahaya) yang masuk ke dalamnya tidak dapat lolos (Romadani, 2020).
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Hawking dan Penrose menunjukkan bahwa relativitas umum harus terdapat
singularitas berapat dan bekelengkungan ruangwaktu tak hingga di dalam lubang
hitam. Horizon peristiwa merupakan batas daerah ruangwaktu dimana tidak ada
yang mampu ke luar darinya berkelakuan mirip seperti membran searah di sekitar
lubang hitam. Perlu di ingat horizon peristiwa adalah lintasan cahaya dalam
ruangwaktu yang berusaha untuk keluar dari lubang hitam, dan tidak ada sesuatu
yang dapat bergerak lebih cepat dari cahaya. Segala sesuatu yang jatuh melalui
horizon peristiwa akan segera mencapai daerah dengan rapat massa tak-hingga dan
akhir waktu (Romadani, 2020).

Dalam Relativitas Umum, salah satu solusi statis terkenal untuk persamaan
medan Einstein adalah metriks Reissner Nordstrom yang ditemukan pada tahun
1916 dan 1918 oleh Reissner dan Nordstrom. Lubang hitam Reissner Nordstrom
merupakan gambaran ruangwaktu disekitar lubang hitam static, bersimetri bola dan
memiliki muatan listrik. Berbeda dari solusi lubang hitam Schwarzschild yang
merupakan solusi eksak persamaan medan Einstein vakum (semua komponen
tensor energi-momentumnya bernilai nol) dan tak bermuatan, solusi RN diperoleh
dari persamaan medan Einstein dalam ruangwaktu yang memiliki medan
elektromagnetik sehingga komponen tensor energy momentumnya tidak bernilai
nol. Secara fisis, solusi RN ini menggambarkan geometri ruang-waktu di sekitar

lubang hitam sferis bermuatan listrik yang tak-berotasi (Nirwanasari et al., 2020).
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FORMULASI PERSAMAAN DIRAC DALAM RUANGWAKTU

MELENGKUNG DAN METRIK REISSNER NORDSTROM

3.1 Transformasi Persamaan Dirac Dari Ruangwaktu Datar Kedalam

Ruangwaktu Melengkung

Pada bab sebelumnya, telah dibahas persamaan dirac yang dirancang agar
konsisten dengan ruangwaktu datar. Selanjutnya, akan dijelaskan mengenai
persamaan dirac yang diterapkan dalam ruangwaktu melengkung. Dalam Teori
Relativitas Umum, diketahui bahwa materi dapat melengkungkan ruangwaktu.
Oleh karena itu, terdapat hubungan antara persamaan dirac dengan struktur
ruangwaktu yang melengkung. Dalam persamaan (2.15) didapatkan persamaan

dirac dalam ruangwaktu datar yaitu:
(iy#o, —Im)p =0 (3.1)

Dalam membangun persamaan Dirac pada ruangwaktu melengkung. Digunakan
matriks yang bergantung waktu ¥¢ yang berhubungan dengan matriks gamma pada

relativitas khusus y* (Syaputra. 2020).
7e(x) = eq (x)y” 3.2)

sifat antikomutasi matriks gamma yang bergantung ruangwaktu:

{G",G"} = {y%yP} = 2n°1I
7V =77 + 7T
= eqy%e}y” +eyyPegy®
=eley (v v? +yPy®)
=eqep{y*y"}
= el'e}2n?

diperkenalkan spinor i yang merupakan kuantitas yang bertransformasi:

31
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Y = Ly, (3.4)

Dimana L = L(x) adalah representasi spinor bergantung ruangwaktu untuk rotasi
tetrad A = A(x) dan berubah berdasarkan (t, x, y, z):

Do = Ly + Ly (35)

turunan kovarian dari spinor, yaitu:

Dﬂ = Ilp,u + Ful/) (3.6)
= (19, + T,y
dimana I,, adalah koneksi affine spinor, yang mana harus bertransformasi seperti
spinor.

Db =10,
D =Iby+ T
= I(L), + [,

=I1(Loy + L,y) + T,
L(10, +T,)y = (ILo, + IL, + )y
LId, + LT, =ILd, +IL, +T,L
ILd, + LT, —ILd, —IL, =T,L
LT,L™*—IL,L™* =T, (3.7)
dituliskan M sebagai hasil perkalian tensor antara vector dan kovektor, turunan

kovarian dari M didefinisikan:
D,M =V,M + [T, M] (3.8)

dimana M adalah identitas, D,I = 0, turunan kovarian dari metriks:

Dugaﬁ =0 (3.9
ditinjau,
7"} = 29"
D 7", 7'} = D, (77" +7'7*) =0 (3.10)
D, v*¥V + y#D,7¥ + D7 7* + VD, 7" = 0
dipenuhi jika,

ditinjau turunan kovarian dari metriks Minkowski, yaitu:
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Vunab = aunab - wpctanab - w;ibnab
= —Wyap — Wypg = 0 (3.12)

- wuab + wuba
dimanan,, = efjefgaﬁ maka:

Vunab = Vu(egefga/?)
= efvﬂeg‘gaﬁ + egvuef + egefgaﬁ (3.13)
= erueg‘ga/; + egvyefgaﬁ
disubsitusikan persamaan (3.13) ke dalam persamaan (3.12), maka didapatkan:

Wyap + Wypa = efvueggaﬁ + egvuefgaﬁ
= e Vyed + egaVyel (3.14)
Wyab = eabvueg
diketahui,

1

F,u = Z (‘)uabyaYb

1
= ) (3.15)

sehingga didefinisikan Fock Ivanenko, sebagai berikut:

I, =elT, (3.16)

yang kemudian didapatkan turunan kovarian spinor pada koordinat otonormal local:
D,y = (9, + T,y (3.17)

Dimana d,, adalah turunan biasa dalam koordinat Minkowski, dan I, adalah
symbol Chrisstoffel yang menggambarkan efek kelengkungan ruangwaktu.
Sehingga didapatkan persamaan Dirac untuk partikel bebas pada ruangwaktu

melengkung memiliki bentuk:

(iy*D, —m)yp =0 (3.18)
(i7¢et (8, +T,) —myp =0
Dimana y* = y¢e! adalah matrik dirac yang menggambarkan struktur

ruangwaktu melengkung, m adalah massa partikel, dan vy adalah fungsi gelombang

partikel pada ruangwaktu melengkung. Sehingga solusi dari persamaan ini



34
menunjukkan bagaimana partikel yang mempunyai massa rendah berinteraksi
dengan ruangwaktu melengkung, yang mana dengan adanya keberadaan materi dan
energi.

3.2 Metrik Reissner Nordstrom
Metrik Reissner Nordstrom merupakan solusi persamaan medan Einstein yang
menggambarkan ruangwaktu diluar bola pejal yang mempunyai massa M dan
muatan Q. Untuk menentukan bentuk dari metrik Reissner Nordstrom dapat
dilakukan dengan menghitung seluruh komponen dari tensor Einstein dan tensor
energi momentum, yang mana dengan adanya interaksi elegtromagnetik
(Nirwanasari et al. 2020b). Dalam penelitian ini, dimulai dengan digunakan
koordinat bola, yang elemen garisnya sebagai berikut:
ds? = dt? —dr? —r2dn? (3.19)
bentuk umum dari metrik dalam koordinat bola, yaitu:
ds? = e2erDgt?2 — e2BrDgr2 — 124)? (3.20)
dimana d2%adalah metric satuan pada dua bola:
d0? = d6? + sin? 0 d ¢? (3.21)
Sehingga dapat dituliskan:
ds? = e2ergr2 — e2Brgyr2 — 12492 — r2sin 6 d ¢ (3.22)

dari bentuk metrik diatas dapat dituliskan tensor metric dalam bentuk kovarian,

yaitu:
e 0 0
0 —e? 0 0
= 3.23
Iw=lo o g2 0 (3:23)
0 0 0 —r?sin%0

untuk tensor metrik kontravarian:



35

e72¢ 0 0
0 —e 2 0 0
v =| o 0 _rlz 0 (3.24)
1
0 0 0 ~ rZsinZ 6

dari tensor metrik dicari komponen Simbol Christoffel yang memenuhi persamaan

sebagai berikut:

%, = 5 0% (9ugve + 0 — 9:) (3.25)
Dimana o, 7, u, v merupakan indeks 0, 1, 2, 3 dengan 0 untuk koordinat ¢, 1 untuk
koordinat r, 2 untuk koordinat 6, dan 3 untuk koordinat ¢. Berikut komponen

symbol Christoffel yang tidak sama dengan nol: (Lampiran A)

Untuko =0,u=0,v =1,

1
Ty = 5900(00910 + 01900 — 90901)

da _ (3.26)

Untuke=1,u=0,v=20

1
Too = 5911(60901 + 00910 — 91900)

— L 0+0+aeza

B 2( e or

_ oa-2p) 9% (3.27)
or

Untuko =1 u=1v =1,
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1 1 11
I}y = 59 (01911 + 01911 — 01911)
1 5 de?h  0e?F  Qge?F
= —e + —
2 or or or
_08
~oor (3.28)
Untuko =1, u=2,v =2,

1
[ = Eg (02921 + 02912 — 01922)
1 or?
> e (0 +0 o7 )
= —re %P (3.29)
Untuko =1,u=3,v =3,

1 1 11
33 = =9 (03931 + 03913 — 01933)

372
_ 13—20! (0 to- or?sin? 6 )
2 or
= —rsin’@e 2P (3.30)

Untuko =2,u=0,v =3,
. 1 o
I = 59 (01922 + 02921 — 02912)
11 [or?
=-—(=—+0-0

21 (3.31)
Untuko =2,u=3,v =3,

, _ 1 5
I35 = 59 (03932 + 03923 — 02933)

11 040 dor? sin? 6
272 00

= —sinfcos0O (3.32)
Untuko =3,u=1,v =3,

1
I = 5933(61933 + 03931 — 03913)
1 1

=grzsin20 (0+0-0)
T (3.33)
Untuko =3, u=2,v=3,
3 _ 1 4
I35 = 59 (02933 + 03932 — 03923)
1 1 6r251n26+0 0
" 2r2sin20 a0
= cot@ (3.34)

Jadi, didapatkan nilai dari komponen symbol christoffel yang tidak sama dengan
nol yaitu:
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[0 da
00 aat
a
o =—
oL ar
Fl = ez(ﬁ_a)%
a@t
a
1"1 — p2a-2p __
0 Zﬁ or
I ==
00 aaﬁt
4= —
11 ar
I}, = —re?F
3 =-
2 =7
Iy = —rsin®6e=2F
I'Z, = —sinfcosH
I ==
13 =
I3, = cotf

(3.35)
Kemudian dari komponen symbol Christoffel tersebut dihitung tensor

Riemann Christoffel dengan menggunakan hubungan persamaan sebagai berikut:

Ry = 0,1y, — 0T, + DLy, — D07, (3.36)

dari persamaan tensor Riemann Christoffel, didapatkan tensor Ricci dengan
mengontruksi indeks pertama dan ketiga dari persamaan Riemann Christoffel.
Sehingga tensor Ricci dapat dihitung dengan menggunakan persamaan:

R,,_RY

=Ry = a“rj‘y —o,TH + r;argy — Iy, 07, (3.37)

viuy
Untuky =0danv =20

Roo = 0,Tg0 — 0oTng + Do Tod — Tgo Tt
= {atrgo - atr(?o + F(?aro% - F&l’}%}
+{arrolo - atl-‘llo + l—‘11crl-‘0((7) - F()lcrrl%}
+{06T50 — 0130 + T3sT0g — T55T50}
+{a¢1“030 — 0,T355 + T3, Tpg — FSJFBOE)} (3.38)
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={0-0+(0+e**Fa’20+0) - (0
+e2@Pqg'24+0+0)}
+{a"e?@ P + 2a'(a’ — pe? @A) —0
+(0+ 2@ P’ +0+0) — (e2(@Pq'?
+0+40+0)}

al
+{0—0+<0+e2(“‘3)7+0+0>—(0+0
+o+0)}

al
+{0—0+(0+e2(“‘5)?+0+0—(0+0

+0+0)}

= e?(@=F) (a” +a’? + ZTa - a'ﬁ')

Untuky =0danv =1,
ROl = aurllt) - aOF;fO + F;farlg - Flﬂcr /ﬁ)

= {0.Tb — 0:Too + Tos1G — T To}

+{0,Tgp — 0, Ty + I, 1hG — T T}

+{06T5; — 0.5 + I3 1yG — T T30}

+H{0p — 0.5 + 3,19 — I, TS}

={0—-0+(0+0+0+0)—(0+0+0+0)}
+{0+0-0+(0+0+0+0)—(0+0+0

+0)}

+{0-04+(0+0+0+0)—(0+0+0

+0)}

+{0-04+(0+0+0+0—(0+0+0+0)}

=0 (3.39)

Untuky =0danv = 2,
Roz = 0,150 — 0,100 + To 13 — T3 T

= {atrzoo - atr(())o + Ft?arzao - onar&)}

+{arF210 - atrllo + 1—‘1101—‘2((7) - leorf()}

+{69F220 - atFZZO + FZZUFZ% - Fzzorzoo}

+{0pT50 — 0:T30 + 5,159 — T3,T5}

={0—-0+(0+0+0+0)—(0+0+0+0)}
+{0+0-0+(0+0+0+0)—(0+0+0

+ 0)}

+{0-0+(0+0+0+0)—(0+0+0

+0)}

+{0-0+0+0+0+0—-(0+0+0+0)}

=0 (3.40)

Untuky =0danv = 3,
Ros = aurélo - 63F50 + Fﬁar‘fo - Fefta )
= {atFBPO - atF&) + F&FSUO - Fsoar(ﬁ)}
+{0,T30 — 0.T1y + [ T3 — T3, 0} (3.41)
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+{0T3, — 0,T3 + 5,155 — [3,T5,}

+{0p T30 — 0,150 + T3,T55 — T5,T5, }

={0—-0+(0+0+0+0)—(0+0+0+0)}
+{0+0-0+(0+0+0+0)—(0+0+0

+ 0)}
+{0-0+(0+0+0+0)—(0+0+0
+0)}
+{0-0+(0+0+0+0—-(04+0+0+0)}
=0

Untuky =1danv =1,
Ry = 0,y — 0iTy; + Tiolg — Ty T

= {atr101 - arr(% + F(g)crrﬁ - F100F(§T1}

+{arF111 - arrlll + Fllarlg - Fllcrrfl}

+{69F121 - arrzzl + Fzzarlt'{ - Flzcrrzal}

+{6¢F131 - arr331 + 1“3301“11 - r‘130F301}

={0—a"+(0+a'B +0+0)—(a?+0+
0+0)}+{B"—-B"+(0+B%+0+0)—

(0+[>”2+0+0)}+{0+ri2+(0+ﬁ7+0+
0)-©+0+1/r2+0) }+{o+Z+0+

1
0)—(0+0+0+=)}

26

=—a”—a+a’,8’+7

(3.42)
Untuky = 1danv = 2,
Ry = 0,13, — 0,10 + Ty 0 — T T
= {atF201 - 69[‘(?1 + F(?(,Fﬁ - oncrrgl}
+{arF211 - 69F111 + l—‘110'1—‘2(1 - learfl}
+{69F221 - a91—‘121 + Flzarzq - Fzzorzal}
0T — 0131 + 5,07 — [5,T5; }
={0—-0+(0+0+0+0)—(0+0+0+0)}+
{0+0-0+(O0+0+0+0)—(0+0+0+
0)}+{0-0+((0+0+0+0)—(0+0+0+
0)}+{0-0+©0+0+<2+0)—(0+0+
cot@
0+<2}
=0 (3.43)

Untuky = 2danv = 2,
R,, =9, —a,T* +TE T3 —TX T2
22 u-22 2 u2 uo 22 20" p2
= {atrzoz - 69['82 + Fgarzg - onargz}
+{0,T3; — 0pTfy + Ty — 3,11}
+{69F222 - a91—‘322 + F320F2% - F220F3g2}

+{6¢F332 — 0gT3, + I3,1,5 — F;arsgz} (3.44)



={0-0+(0-7a'e?+0+0)—(0+0+0
+0) }
+{—e 2P +2rp'e 2 -0
+(0—7p'e P +0+0)—(0+0—e2%F
+0)}
+{0-0+(0—e2+0+0)—(0—e7%
+0+0)}
+{0+csc20+0—er*—28+0+0)—(0
+ 0+ 0 + cot? 8}

=——e2Pra -1 +1)+1

Untuky = 2danv = 3,
Ryz = ,T3, — 0300, + Typ 0% — T4 T

= {atr??z - ad)ré)z + Fé)af'g‘; - Fspargz}

+{arr312 - 6¢F112 + F110F3% - Fs'larf‘z}

+H0gT3, — 0517, + T7,155 — T5,T5)

+{a¢r332 - adJFB?Z + F330F3g - FS?JFSETZ}

={0-0+0—-0+0+0)—(0+0+0+0)}
+{0+0-0+(0—-0+0+0)—(0+0—-0

+0)}

+{0—-0+(0—-0+0+0)—(0—-0+0

+0)}

+{0+0+(0—-04+0+0)—(0+0+0+0}
=0

Untuky = 3danv =3,
Ry3 = 8,T35 — 03005 + [p T35 — T4 T3
= {atr393 - 8¢F(§)3 + 1“5{,1“;; - F390F(§’3}
+{0,T35 — 0I5 + [{g 55 — [3,T5)
+{69F3‘23 - ad)FZZB + F220F3% - F320F203}
+{0sT3 — 0513, + TE, 5 — 13,15}
={0-0+(0—-ra’'sin?0e 2 +0+0)— (0 +
0+0+0)}+{—sin?0e 2 +
2rsin?0p'e~2F — 0+ (0 — rsin?6p’e2F +
0+0)—(0+0—0+0)}+{—(cos?0 —
sin?6) — 0+ (0 —sin? e ?$ +0+0) —
(0—0+0—cos?0)}+{0+0+(0+0—
cos?6+0) — (0 —sin? fe 2P — cos? 6 + 0}
= —sin?fe 2P (ra’ —rp’ +1) +sin? 4
= sin?0
Didapatkan tensor Ricci yang tidak sama dengan nol sebagai berikut,
_ p , 2a’ ' o
Rgo = %@ ﬁ)(a +a2+7—aﬁ)
Ry=—-a"—a+af’ +%
Ry, =—e?P(ra’ =B’ +1) +1

40

(3.45)

(3.46)

(3.47)
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R33 = sin?6
Dari persamaan diatas didapatkan skalar Ricci:
R = g’“’Rw

= g% Roo + 9" 'Ri1 + 9**Ry; + 9*°R33
= (e~2%)e2(@=p) (a” +a? + 2% - a’,[i”) +
_ " 1or 2B
(—e Zﬂ)(—a —a+a'p +7)+
(- ) (—e2Pra’ —rf' + 1D+ 1)+
(_ r2 silnZ 0) (sin29)
—_ = 144 ! 2 ! ! ! -_— 144
= g 2ata zﬁ(a +a2+%—aﬁ)+(—e ZB)(—a —
a+a'f' + %) +(—r2)(—e@ra' —rf + 1)+ 1)+
(_ r2 siln2 9) (Sinze)
Evaluasi 1

= e 2at2a-2p (a” +a'? + 2%, — a’,B’) + (—e7?F) (—a” —
a+a'f + 273’)

= e 28 (a” +a?+ 2%, - a’ﬁ’) + (—e72F) (—a” —a+
)

=e 2Pa" + e ?Pa'? + e‘zfﬂ%, —e a'B +e?Pa" +

e 2Pg — e Pa'p — 2P 2L
T
=2e (a" +a'? + a?, - g —a'p’
Evaluasi 2
= —rlz(—e_zﬁ(ra’ - +1)+1)+ (— @) (sin?6)
= —riz(—e‘zﬁra’ +e rp —e P+ 1)+ (—riz)

e 2Ba’  e72Bp! o728 1 e 2Bg!  e72Bp! 2B 1
_ _ B + 1 . B + 1

T T r2 T2 T T r2 r2
2e72Bg’ 20728’ 2072 3
= - t—==
r ., r r
- a B 1 2
e (¢ 8 ,1) 2
T T r2 r2

Digabungkan evaluasi 1 dan 2,

—0p-2B(g 4 g2 4 E _B_ i —2p (e _B L 1) _
226 (@' +a”+——=—a'f’ +2e (T T+T2)
rZ

2 1
= —2e7%8 (a” +a?+ ;(a’ -B)—a'B' + r_z(l — ezﬁ)) (3.48)
Kemudian dari tensor Ricci dan skalar Ricci, dicari tensor Einstein dengan

menggunakan persamaan sebagai berikut:
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1
Guv = R;w - Eguv:R (3.49)
Untuk G,:
1
Goo = Roo — 590072
= e2(@=F) (a” +a? 2 a',B") — e2@=p) (a” +a'?+
r

%(a’ -p)—a'p’ +Tiz(1 - e“ﬁ))

Zez(a—B)Bl ez(a—ﬁ) e2a

- r r2 + = (3.50)

untuk G,;:
1
Gy1p = Ry1 — 591172
_ 144 12 1! Zﬁl 123 12 2 12 12
=—a"—-a“+ap +T+(a +a“+-(a' = B') -
1! i _ Zﬁ
aﬁ+$xl e?h))
21 e? 1
=T et (3.51)
Untuszz:

1
Gaz = Ryp — 59227e

=—e2P(ra’ +rB" + 1) + 1+ 2r2e?f (a:” +a'? +
2 ! ! ! ! 1
o - p) - a5 (1- o))

_ Gz3

_ ~ sin2g (3.52)
Selanjutnya dirumuskan tensor energy momentum, namun sebelumnya ditinjau

tensor medan elegtromagmetik:
Fuv = 0,4, — 8,4, (3.53)
Berdasarkan hukum Coulomb, didapatkan hubungan medan listrik:
E, =—0,V (3.54)
Karena medan berupa simetri bola, maka suku sudut medan magnet maupun
medan listrik sama dengan nol dan diambil keadaan dengan B; = 0. Sehingga,
komponen medan elektromagnetik hanyalah E;. Tensor medan elektromagnetiknya

menjadi:
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0 Ei/c 0 0
g o—|"Ei/c 0 00
#v 0 0 00

0 0 0 0 (3.55)

Karena tensor metric ansatz adalah matriks diagonal, maka bisa dibangun tensor

medan elektromagnetik kontravarian F*’ = gt#g""F,,. Sehingga dengan

digunakan persamaan Maxwell, didapatkan:
(F**=g),, = (9"9" Fui/=9) , = 0 (3.56)

untuk komponen F;, = —F,, didapatkan relasi:

d (E
—(—16‘(“‘3)7”2 sin? 6) =0 (3.57)
d,\c
Atau,
e_(a_ﬁ)rz = C
C (3.58)
El = T_Zea+ﬁ'

Dimana C adalah tetapan integrasi. Dibandingkan dengan limit ketika jarak cukup

jauh dari sumber, maka medan listriknya akan kembali ke bentuk ruang Minkowski

dengan:
Q
C = :
dmeg (3.59)
sehingga tensor medan elektromagnetik menjadi:
a+f ]
0 Qe > 0
4meqcr
a+p
By = _Qe— 0 0 0 (3.60)
4meycr?
0 0 0 0
0 0 0 O

Dengan demikian, didapatkan teonsor energi momentum sebagai berikut:

1 1
T = ﬂ_() (I:chl:'/'h/gp)L + Zg/wP;)chpa) (3.61)
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Untuk komponen Ty,

oo = é(”ofmgﬂ +1§ Fo0EpsF*7)
= (F01F10911 + Zgoo(FmFOl + F;oF19) )
_ 1 Qe"“‘ﬁ Qea+ﬁ _
" ko [(4neocr2) (_ 4n60cr2) (e Zﬁ) -

w2
Le2aypp—2(a+p) ( Qe*+h ) l
4

4TEGCT2

Dimana a = —f sesuai dengan syarat asimtotik
Evaluasi 1

_ i Qea+ﬁ ) (_ Qea+B ) —2
o ((4neocr2 4TTEGCT 2 (e )
_ 1 Q __ @ 2a
" Ho ((4neocr2) ( 4neocr2) (e )>
- L(ezfx (=2 )2)

Uo 4TEGCT2

Evaluasi 2
2
= —Lezegge-2(ath) (ﬂ)

4TTEGCT2

z_leza’—Z(Z—Zﬁ( Q )2

2 4TEQCT2

2
1
= ——e_zﬁ (L)
2 4TEGCT2
__1 m( Q )2
= —=e _—
2 4TTEGCT 2
Digabungkan evaluasi 1 dan 2,
_1 Za( Q )2 12a( Q )2
=—|e —) —=e
Lo 4TEQCT 2 2 4TEQCT2

_ eZa( Q )2
T 2u0 \4meger?

1
karena, puo€ey = = maka:

eZa QZ
=— 3.62
00 ™ 32m2¢, 14 (362)
Dengan tensor Einstein untuk suku G,, subsitusikan a = —pf, dengan
menggunakan teonsor energy momentum T,,, didapatkan persamaan medan

Einstein:

1 8mG
Roo — EQOOR = c_4T00 (3.63)
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zale4a e4a eZa GQZ eZa
r _r_2+ r2  4mcte, rt
2
e?® + 2a're®® =1 — _6om
dmcteqr?
a(re**) GQ?
or 1- 4dmctegr?

diintegralkan kedua sisi, sehingga didapatkan:

GQ?
2a — _
re f(l —4nc460r2> dr

P
dmctegr?  r (3.64)
¢ yang merupakan tetapan integrasi, maka didapatkan metriks

dimana € = —
47TEO

Reissner Nordstrom sebagai berikut:

-1
dsZ=(1+5+ 6" )dtz—(1+5+ i 2) dr? —
r r  4mcteyr (3.65)

4mctegr?
r2d0? — r? sin? 8d ¢p?
Dalam kasus ketika muatan dihilangkan dari sumber dalam limitQ = P -
0, maka solusi akan kembali kedalam solusi Schwarzschild. Sehingga didapatkan

Go* = Q2 Dengan demikian,

- _ ZCGZM = —2M.Dengan  menuliskan ~—"C—
didapatkan:
ds? = <1 _ +Q—j> dt? — (1 — %+ Q—22>_1 dr? —r2d6*?
r r r r

— r?sin? 0d ¢? (3.66)
Dimana:
ds? : Elemen jarak ruangwaktu
M : Massa benda pusat

: Muatan benda pusat
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dt,dr,d6,d¢ : Elemen jarak dalam koordinat waktu (t), radial (r), polar (), dan

azimuthal (¢)

G : Konstanta gravitasi
c . Kecepatan cahaya dalam ruang vakum
€o . Permitivitas vakum

Dengan mengamati bentuk metric Reissner Nordstrom, solusi dari metriks tersebut
. . . . 2M | Q2 .

menunjukkan singularitas bila (1 ——+ r—z) = 0 oleh karena ds — —oo. Jika

Q < M singularitas ini muncul pada:

( M2
=M= |=-=Q?

r =1 (3.67)

M2
Tue = M+ |—— 02
\ 2

Adapun jika Q > M, maka lubang hitam Reissner Nordstrom tidak memiliki solusi

horizon yang memungkinkan pengamat luar dapat melihat singularitas dalam

lubang hitam (Gautama. 2018).

3.3 Formulasi Persamaan Dirac Dalam Ruangwaktu Melengkung dengan
Menggunakan Metriks Reissner Nordstrom
Persamaan dirac dalam ruangwaktu Reissner Nordstrom merupakan kerangka
teoritis yang menggambarkan perilaku partikel bermassa rendah yang mempunyai
muatan dalam medan gravitasi dan medan elektromagnetik (Syaputra. 2020).

Sebelumnya telah dicari metriks Reissner Nordstrom, didapatkan sebagai berikut:

dsz=(1—¥+f—2)dt2—(1—¥+()—2

r2

-1
) dr? — r2dg? —
(3.68)

72 sin? 8d¢p?
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dimana metric diatas mempunyai solusi lubang hitam, yang mana posisi horizon

peristiwa adalah solusi radius dari persamaan:

. 2M Q?
fO)=1-—+—5 (3.69)
Jika f(r) = 0, maka:
2
122 o (371)
T T

Sehingga menghasilkan:

M
= M- = Q? (3.70)
v M+ M= Q2

Dimana r, adalah horizon peristiwa bagian luar, dan r_ adalah horizon
peristiwa bagian dalam. Horizon peristiwa adalah sebuah permukaan yang menutup
secara total titik singularitas. Sehingga bentuk metriks Reissner Nordstrom
menjadi:

ds? = fdt? — f~1dr? — r2d6? — r?sin? d ¢p* (3.72)
Untuk membentuk persamaan dirac dalam ruangwaktu Reissner Nordstrom,
dilakukan langkah-langkah sebagai berikut, yaitu dengan menentukan:
3.3.1 Tensor metrik

Tensor metrik digunakan untuk menghitung jarak antara dua titik didalam
ruangwaktu, dimana nantin=ya akan mendapatkan elemen garis invariant. Dari

metric RN dapat dituliskan tensor metric kovariannya:

f 0 0 0
0 —f1 0 0
= 3.73
N P 0 (3:73)
0 0 0 -—r?sin?0

Untuk tensor metric kontravariannya:
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ft 0 0 0
0 —f 0 0
m = 1 3.74
g 0 0 = 0 (3.74)
r

0 0 0 —1/r%sin?@
3.3.2 Tetrad
Tetrad diperlukan untuk menghubungkan antara dua jenis metrik, yaitu

metriks lorentzian dalam ruangwaktu Minkowski (1,,) dan metric ruangwaktu
melengkung (g,,,,)- Sehingga persamaan tetrad dapat dituliskan:

Guv = e (x)e) (Map (3.75)
Tetrad dapat dianggap sebagai sebuah tensor, artinya tetrad merupakan jenis
besaran yang memiliki nilai dan arah serta dapat dihitung menggunakan prinsip
matematika. Sehingga bagian ruang melengkung dapat berubah seperti vector
koordinatnya:

ox”
a — a
eﬂ = m ey (376)

Demikian, tetrad Reissner Nordstrom dapat dituliskan dalam bentuk:

f1/2 0 0 0

_f-1/2
ea=|0 —f 0 0 3.77
# 0 0 —-r 0 (3.77)
0 0 0 —rsinf
inversnya,
Y20 0 0
0 —fY2 0 0
ea =| o 0 -= 0 (3.78)
r
0 0 !
rsing

Dalam penelitian ini agar lebih mudah menganalisis simetri bola dari lubang

hitam digunakan koordinat bola untuk membentuk metrik RN. Sehingga dapat
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didefinisikan bidang vector orthogonal lokal yang diperoleh dari hasil transformasi

dari koordinat kartesian ke koordinat bola: (Vicente, Cardoso, and Lopes. 2018)

Gambar 3.1 Koordinat Bola (David J. Griffiths. 2005)
dari gambar (3.1) analisis bidang zp,
7 = cosO2Z + sinfp
(3.79)
0 = —sinBzcosOp
analisis bidang xy,
p = cospx + singy
(3.80)
¢ = —singx + cospP
disubsitusikan persamaan (3.78) kedalam (3.79) untuk mendapatkan transformasi
koordinat r, 8, ¢:
= c0s0zZ + sinfp

c0s02 + sinf(cospx + singy)
= sinfcos¢px + sinfsin ¢y + cosO2

>
|

0 = —sinfzcos6p
= —sinfBzcosO(cospXx + singy)
= cosOcos¢pX + cosOsingy — sinbZ

¢ = —singpx + cos¢y
Sehingga dapat dituliskan bidang vector koordinat local:
)?r = sinfcos¢pX + sinfsin ¢y + cosOz
)?9 = cosOcospx + cosOsingy — sinfz
)?d, = —sin¢gX + cos¢py (3.81)
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Selanjutnya disubsitusikan kedalam tetrad RN:

el = e’X, (3.82)
dimanapu =t,r,0,pdana =1,x,y,2
untuk koordinat u = t,

= X, (el el ef,ef)

1
= (— 0,0, O>
Jr (3.83)
untuk koordinat u = r,

et =X, (], ¢}, e5,¢])
= (0, \/Tsiné?cosqb ,\/?sinesin q,'),\/?cose) (3.84)
untuk koordinatu o,
XB (er:ex'eyi )
= (0, - cosBcos, - cos@sinq,'), —
untuk koordinat M ¢>
X (e¢ ¢ ¢ ¢)
_ (0’_ smgb cos¢ 0) (3-86)

rsinf’ rsin@’

sinf

—) (3.85)

Sehingga didefinisikan:

Y =7.X, = ylsinfcosg + yisinfsin ¢ + y3cos6
v8 =7.Xy = ylcosOcosg + yicosOsing$ — y3sind
y? =7. )?4, = (—ylsing + y?cos¢)

rsind
dengan,

V=vX+y*y+y’Z
(3.87)
3.3.3 Simbol Christoffel
Dari tensor metrik Reissner Nordstrom dicari komponen Simbol Christoffel

yang memenuhi persamaan sebagai berikut: (Syaputra. 2020)
o 1 oT
Fyv = Eg (augvr + avgru - a‘rguv) (3.88)
Dimana o, 7, u, v merupakan indeks 0, 1, 2, 3 dengan 0 untuk koordinat ¢, 1 untuk

koordinat r, 2 untuk koordinat 8, dan 3 untuk koordinat ¢.

untuk o =0, u=0,v=1,

1
F(?l = 5900(60910 + 01900 — 90901)
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--(1-2e ) (0- 155 o)
(-2 (-G )

_1(zmM 202\ (. _2mM @\ 3.89
_2(r2+r3)(1 r+r2) ( )
untuk e =1, u=0,v=20

1
oo = 5911(60901 + 00910 — 91900)

_2M .02

_ 1 2M . Q2 2M | 202
= —;(1-7+%) (E+%) (3.90)
untuko =1, u=1v=1,

1
F111 = 5911(01911 + 01911 — 01911)

-1

M, Q2

=2 (3.91)

ar
untuk o =1, u=2,v =2,
1
Félz = 5911(62921 + 02912 — 01922)

-2 B oro-2)

—r(1-2+2) (3.92)
untuk o =1, u =3,v =3,

1
I35 = 5911(63931 + 03913 — 01933)

2 2 cin2
_1(1_ﬂ+0_2)(0+0_M)
2 r r or

_ , 2M | Q?
= —rsin?0 (1 -+ r—2> (3.93)
untuk o =2, u=1,v =2,
1
I‘122 = 5922 (01922 + 02921 — 02912)
11 (0r?
=35 (5-+0-0)

212
_1_r2
-y (3.94)

untuk o = 2,u =3,v =3,
1
[§; = ‘922(63932 + 03923 — 02933)
dr2sin26
~ 2z (0 +0-—% )
= —sinfcosH (3.95)
untuk e =3, u=1,v =3,
1
I = ‘933(61933 + 03931 — 03913)

1

- (0+0—0) (3.96)

~ 2r2sin2@ sm2 0
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1

T
untuk o =3, u=2,v=3,
1
I35 = 5933(62933 + 03932 — 03923)

1 1 0r?sin? 6
~ 2r2sin2@ ( 20 +0_0)
= cotf (3.97)

Jadi symbol Christoffel dari metric Reissner Nordstrom yang tidak sama dengan
nol adalah: (Lampiran B)

= () (12 )

2 W T r2 )
1 2M  Q 2M  2Q
o= —3(1-5+%) F+7%)
ry =2
11 or
1 (@
f =-r(1-2+5%) 2
I3 = —rsin?6 (1 — % + 3—2)
1
Y = >
I'% = —sinfcosH
3 _ 1
I3, = cotf

3.3.4 Koefisien koneksi spin

Koefisien koneksi spin ini menggambarkan spin partikel yang termasuk
bagian dari simbol Christoffel yang mempengaruhi komponen matriks dirac.
Sehingga ketika memasukkan efek kelengkungan ruangwaktu kedalam persamaan
dirac, maka diperlukan koefisien koneksi spin sebagai fungsi dari posisi
ruangwaktu untuk mengetahui perubahan spin partikel. Dari tensor metric RN,
komponen symbol Christoffel, dan komponen tetrad yang sudah didapat, dicari

komponen koneksi spin untuk koordinat RN. Ditinjau persamaan:

Wyah = eaﬁvﬂef
(3.99)
= gaﬁef(aﬂef + nyel];)
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Dimana u = koordinat (t,r,6,¢)dan a = f dany yang bergantung pada

indeks a = 0, 1, 2, 3, yang mana 0 menunjukkan koordinat t, 1 untuk koordinat r,

2 untuk koordinat 8, dan 3 untuk koordinat ¢.
untuka =0,b =1,

_ t t Pt T
Weo1 = Gee€o(0ces + Iref)
1

_ _(1_2M Q_Z) _2M 0_2)7

- (1 r +r2 (1 r +r2
1/2M  2Q? 2M . Q? -1
J(E-E)-Tn) (-

_ _1(m  20%

- 2(r2+r3)

untuka =1,b = 0,
W10 = grrelr(ateg + F&elg)
1

-(1-2+8)"(1-

(G022

= 1(m 2¢%
T2 (r2 + r3 )
untuka =1,b = 2,
we12 = grrei (Gge; + Fereeg)

untuka =2,b =1,
Woa1 = Jooes (3gef + Torel)

W13 = grre] (0pes + F£¢e3
. 2m | @2\t 2M | Q?
=(1-2+%) (1-F+%)

. 2M 2 1
rsin®6 (1 - =+ Q—Z) . )
r r4) rsinf

1
2

2M

r

Q2

<0t(0) +

+2))

1

)

(04(0) +

(3.100)

(3.101)

(3.102)

(3.103)

(3.104)
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1
1
= —sinf (1 - % + 3—2)2
untuk a = 2,b = 3,
Wg23 = Joges (0pes + F£¢ef)
=r22 (04, (0) — sinfcosd — )

r rsiné

= —cosf (3.105)
untuk a = 3,b =1,

Wp31 = g¢¢eg’(6¢el¢ + Fgre{)

1
— 12 sin% § —— 1(q_2M_ Q%)
= r*sin 9rsin9<6¢(0)+r(1 —+ 2))

r

1
= sing (1 -2 + f—j) (3.106)
untuk a = 3,b = 2,
Wpzz = g¢,¢e;ﬁ(6¢e§) + Ffeeze)

.2 .2 1 1
= r“sin 9@(6¢(0)+c0t0;)

= cosf (3.107)
Didapatkan komponen koneksi spinorial yang tidak sama dengan nol:(Lampiran C)
1/2M | 2Q?
Wro1 = —Wr10 = _E(T_z + r_s)
M gn\1/2
We12 = —We21 = — (1 _T+r_2)
, 2M | Q2 1/2
0)¢13 = _w¢31 = _Slne (1 - T + T‘_z)
Wpr3 = —Wep3z = —COSO (3.108)

3.3.5 Koefisien Fock Ivanenko

Koefisien fock ivanenko merupakan gambaran dari efek rotasi local yang
disebabkan oleh efek kelengkungan ruangwaktu pada gelombang partikel berspin.
Dari matrik tetrad dan koneksi spinor yang sudah diperoleh, sehingga dapat
dilakukan perhitungan untuk mendapatkan kooefisien fock ivanenco dengan

menggunakan persamaan rumus sebagai berikut:

I, =elT,
1 3.109
= ef (Zwuabyayb) ( )
dengan ketentuan antikomutasi matriks gamma:
~ Gy +yPy®) = g
2 (3.110)

y4y? +yby®) = 2n
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untuk ¢ = 0,

1
Io = €6 (Z weo1Yy* + (Umoylyo)

_ (1_ﬂ+0_2)'”21(_1(ﬂ+£)y0y1 e
2\r

) T r2 4 2\r2 r3
2Q
r3 )ylyo)
2m | ¥\ Y21 f2m | 207
=(1-7+%) /g(r—zﬂ—s)(yly"‘y(’yl)
(g @\ am 207500 a0
_(1 r +r2) /8 (r2+ T3)2(VY n ) (3111)
_1 2M | @\ V2 r2m | 207\ _ 4 o '
=(1-7+5) G+
untuk c =1,
1
N = el (G wrapy )
=0 (3.112)
untuk ¢ = 2,
1
r, = ef (Z we12YY? + 0)921)’2)/1)
1 1
11 _(q_2M 0%\ 12 _2M Q%2 5 1
_r4< (1 r+r2)yy+(1 r+r2)yy
1
1 2M | Q%\z
== (1-Z+2) o - vy
5 1
1 2M | Q%2
=5 (1= +5) 207 =™
.
_ 1 2M Q 2 2.1
== (1-Z+%) vy (3113)
untuk ¢ = 3,
1
I3 = ef (Z Wp13V V> + W31V Y+ weasv iy + w¢3z)/3)/2)
11 . M | @2\Y/? 1.3 )
= rsing;((—smH (1 -+ r_Z) >)/ Yo+ (SmB (1 —
24 1/2
) ))/31/1 + (—cos®)y?y? + (6059)V3y2>
.
__1 ; _2M | Q7)2 3,1 _ 31
" 4rsin® sind (1 r +T2) 20y )+
cos02(y3y? —n%3)
.
1 , 2M | Q72 3 1 3,2
= Trsing (25‘”9 (1= +5) vyt + 2cos0r’y > (3.114)
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1

_Zr(l r+r2 vyt

7)/]/

3.3.6 Turunan Kovarian Spinor

Turunan kovarian spinor digunakan untuk memperhitungkan bagaimana
spinor mengalami transformasi ketika partikel dengan spin bergerak dalam medan
gravitasi yang melengkung. Adapun turunan kovarian spinor dapat dicari setelah
diperolen koefisien Fock Ivanenko, yaitu dengan menggunakan rumus

persamaannya.

Dy =(0,+T,)y
D, =eld, +T, (3.115)
untuk ¢ = 0,
Dy = eld, + T,

=( =) M- ) (e

2 TZ TZ
2Q%
T—g) yly? (3.116)
untukc =1
D1 = 81 ar + Fl
oM Q2 —1/2
=(1-F+35) o (3117)
untuk ¢ = 2,

D2=62969+1-‘2

_1 1 2M | Q*\2 5 4
—;59+;(1—7+r2) Yy (3.118)
untuk ¢ = 3,
D3:e§)a¢+l—‘3
1

1 11 _2M Q%2 3.1 cotd 3 ;
rsing 9 + 2r (1 T + rz) vyt 27‘_)/ )/ (3-119)
Demikian, dari turunan kovarian jika disubsitusikan kedalam persamaan

dirac dalam ruangwaktu melengkung (3.18), maka didapatkan formulasi persamaan
dirac dalam ruangwaktu melengkung dengan menggunakan metrik Reissner

Nordstrom sebagai berikut:
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(iy*D, —m)yp =0
((iy°Dy +¥*Dy +¥?Dy + y3D3) —m) =0
. 2M | Q? -1/2 Q ~1/2 rom
(e (-2 ) ans (e )

-1/2

r%z)ylyo+iy (1—— f—z) 6r+iy2189+%(1—

LA )yy +lyrm66¢ (1——+ )y3y1+

C°tey3yz> m|yp=0 (3.120)
Karena lubang hitam RN itu mempunyai muatan yang berinteraksi dengan
partikel yang bermuatan, maka akan ada potensial Coulomb dari interaksi kedua
muatan. Adapun potensial Coulomb antara dua muatan Q dan q pada jarak r

diberikan oleh:

qQ
4meor (3.121)
Sehingga formulasi persamaaan dirac dalam ruangwaktu Reissner Nordstrom

V(r) =

menjadi:

(iy“D”—yO ae —m)t/) =0

4meqr
(o (1- 24 2) a2 (-2 2) 7 (21
Dy +irt (1-2+ %) o, iyt +—(1-
AR i o+ (1T )
0py) -2 |y -

(3.122)
Dengan mengikuti sifat dari matriks gamma (yi)2 = I, maka persamaan (3.122)

dapat disederhanakan menjadi:
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o1 _2M  @\/? 1oa(q_2m @\ V2w
(l]/ (1 T +r2) at+l 14 (1 T +r2) (r2+
y)+11(1—2M+QZ)_1/26 +iy?=0p +i— 1(1—%+
T31 y T‘Z T y 01 y r
)2 ;Lo 2M N2y pc0t0)
) + ]/ r5196¢+12ry (1 r +r2) +L)/ Zr)
qQ _
ameqr M |P =0 (3.123)

Dengan dikalikan —iy? dari kiri, maka didapatkan bentuk paling sederhana dari
persamaan dirac dalam ruangwaktu melengkung dengan menggunakan metrik

Reissner Nordstrom, sebagai berikut:

((-2eg)

1/2 o —1/2

d; +v°y 11(1—%+S—2)

T

2

r2

2M . Q2 -1/2
@)yt (1- 24 2) 0 1y, 1y (1
M Q 1 2M | Q%2
T+_2) +]/ 14 rsmea +V |4 ;(1_T+r_2) +
0. 2 cotf qQ _
vy 2T>_4-7T€07"_m =0 (3'124)

persamaan (3.124) dalam jurnal lain juga dapat dituliskan sebagai: (Vicente. 2018)

((yo Gor-s5vm)+r (S@z+sE-D+
%S’(r))+ly —+L)/¢ a¢) m>1,l} =0 (3.125)
Dimana S (r) = f(r),V(r) = ;
S (r) :Suku radial
S'(r) :Turunan dari suku radial
e : Muatan
V(r) :Fungsiradial potensial coloumb

yH : Matriks gamma

m : Massa partikel
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M : Massa lubang hitam
Q : Muatan lubang hitam
q : Muatan partikel

Bagian pertama dalam penelitian ini yaitu dengan menggunakan metode
analitik didapatkan formulasi persamaan dirac dalam ruangwaktu melengkung
dengan menggunakan metrics RN yang ditunjukkan pada persamaan (3.124) dan
(3.125). Pertama, dilakukan transformasi dari persamaan dirac dalam ruangwaktu
datar kedalam ruangwaktu melengkung. Kedua, ditentukan metriks Reissner
Nordstrom dengan menggunakan koordinat bola. Selanjutnya, diformulasikan
metriks Reissner Nordstrom dengan mencari komponen-komponennya ke dalam
persamaan dirac dalam ruangwaktu melengkung. Sehingga didapatkan formulasi
persamaan dirac dalam ruangwaktu melengkung Reissner Nordstrom yang
merupakan persamaan gelombang relativistik untuk partikel berspin setengah.

Dengan demikian, dari persamaan gelombang ini menunjukkan bahwa lubang
hitam Reissner Nordstrom mempunyai muatan listrik (Q), maka akan
menghasilkan medan listrik yang akan mempengaruhi partikel fermion bermuatan
q. Sehingga akan ada gaya elektrostatik antara kedua muatan. Dimana interaksi
kedua muatan ini mengikuti hukum Coulomb yang menyatakan bahwa jika ada dua
benda bermuatan akan saling tarik-menarik atau tolak menolak, yang mana
berkaitan dengan tanda masing-masing muatan. Gaya elektrostatik digambarkan
oleh potensial Coulomb, yang menunjukkan bahwa potensial yang terjadi pada
fermion akibat dari medan listrik yang dihasilkan oleh muatan lubang hitam.

Kemudian dari hasil penelitian dibuat plot grafik fungsi f () sebagai berikut:
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Grafik Fungsi f(r) untuk Lubang Hitam Reissner-Nordstrém

M, ®
— fiN=1-F++

—=- Horizon Peristiwa (f(r)=0)

Gambar 3.2 Grafik Fungsi f(r) untuk Lubang Hitam RN

dengan f (r) =1 — % + f—j adalah fungsi f (r) yang menunjukkan struktur lubang

hitam RN, dimana:

M : Massa lubang hitam
Q : Muatan listrik lubang hitam
r : Jarak radial dari pusat lubang hitam

Gambar 3.2 adalah grafik fungsi f(r) untuk lubang hitam RN yang mana,
sumbu x menunjukkan nilai » dan sumbu y menunjukkan nilai f(r). Sedangkan
garis merah pada grafik menandakan nilai f(r) = 0. Untuk nilai f(r) = 0 sebagai
penentu antara posisi horizon luar dan dalam. Titik ini dinamakan radius horizon
lubang hitam. Radius horizon r;, merupakan jarak dari horizon peristiwa ke pusat
lubang hitam, dimana pada titik ini gravitasi menjadi sangat kuat sehingga tidak ada
informasi yang bisa keluar meskipun itu berupa cahaya. Ketika » mendekati horizon
peristiwa, maka nilai f(r) akan berkurang hingga mencapai nol, yang mana akan
menunjukkan batas antara wilayah dalam dan luar lubang hitam. Sedangkan pada
limit muatan dihilangkan yaitu Q — 0, maka ruangwaktu akan kembali kedalam

bentuk Schwarzschild, dan lubang hitam akan hanya bergantung pada massa.
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Begitu juga, jika massa dari lubang hitam dihilangkan yaitu M = 0, maka
tidak ada lubang hitam. Artinya suatu lubang hitam wajib mempunyai massa.
Kemudian jika M = 0 dan Q = 0, maka persamaan akan kembali pada koordinat
bola. Hal ini sesuai dengan sifat bahwa pada jarak yang sangat jauh dari sumber,
kelengkungan disekitar benda massif itu menjadi sangat kecil, sehingga jika
operator turunan kovarian dikembalikan kedalam turunan parsial biasa maka
persamaan akan Kembali kedalam ruangwaktu datar, yang artinya tidak ada benda

massif dalam persamaan dirac dalam ruangwaktu datar.



BAB IV

SOLUSI PERSAMAAN DIRAC DALAM RUANGWAKTU
REISSNER NORDSTROM

Persamaan dirac merupakan salah satu persamaan gelombang yang
digunakan untuk menggabungkan dua teori besar dalam fisika, yaitu mekanika
kuantum dengan teori relativitas khusus. Dimana persamaan dirac ini
menggambarkan perilaku partikel fermion yang mempunyai massa rendah yang
bergerak mendekati kecepatan cahaya. Sedangkan metrik Reissner Nordstrom
merupakan solusi dari persamaan Einstein dalam teori relativitas umum yang
menggambarkan ruangwaktu disekitar lubang hitam yang bermuatan. Dengan kata
lain, metrik Reissner Nordstrom ini tergantung pada medan gravitasi (Neznamov,
Safronov, and Shemarulin 2018).

Pada bagian ini akan dikaji solusi dari persamaan dirac dalam ruangwaktu
melengkung dengan menggunakan metrik Reissner Nordstrom, yang merupakan
salah satu pendekatan yang digunakan untuk menemukan solusi dari kasus
penggabungan mekanika kuantum dengan teori relativitas umum. Dengan
demikian, untuk mempertimbangkan pengaruh medan gravitasi yang dihasilkan
oleh lubang hitam bermuatan maka dalam kasus ini persamaan dirac akan
dimodifikasi. Sehingga dapat menghasilkan persamaan yang menggambarkan
perilaku partikel fermion yang mempunyai muatan listrik berinteraksi dengan
medan gravitasi yang dihasilkan oleh lubang hitam yang bermuatan tersebut.

Pada bab 3 telah dilakukan modifikasi pada persamaan dirac yaitu persamaan
dirac yang berada pada ruangwaktu Reissner Nordstrom yang menghasilkan sebuah

persamaan baru. Sehingga metode selanjutnya yang harus dilakukan agar
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menemukan solusi dari persamaan dirac dalam ruangwaktu Reissner Nordstrom
adalah sebegai berikut: (Vicente n.d.-a)

4.1 Separasi Variabel

Untuk memecahkan persamaan dirac yang telah dimodifikasi, maka
dilakukan separasi variabel yaitu dengan memisahkan variabel menjadi suku waktu,
suku sudut dan suku radialnya. Karena telah diketahui bahwa ruangwaktu Reissner
Nordstrom pada penelitian ini adalah menggunakan koordinat bola, yang artinya
suku sudut pada metrik Reissner Nordstrom sama dengan sudut ruang. Dari
persamaan (3.125) didapatkan persamaan dirac dalam ruangwaktu melengkung

RN, yang dituliskan: (Vicente, 2018)

( 0(££—£V(r))+ r(iS i+£(S —1)+£S’)
V'\53, " s V'A®o ' 2
9] 9]
0 4 i, ) — 4.1
+iy a0+1y 6¢)) m)t/; 0 (4.1)

Dari persamaan diatas, spinor dirac Y diasumsikan dapat dipisahkan menjadi
variabel waktu, sudut dan radial dalam bentuk:

Y (t,7,0,¢) = ()Y (0, $)R(r) 4.2)

Adapun langkah-langkah pemisahan masing-masing variabel adalah sebagai
berikut:

4.1.1 Pemisahan Variabel Waktu

Pertama, dilakukan pemisahan variabel waktu. Karena dalam ruangwaktu
Reissner Nordstrom memiliki simetri waktu yang artinya invarian terhadap waktu.
Maka pemisahan variabel waktu dapat dilakukan pada bagian temporal, yaitu

dengan diasumsikan bahwa spinor dirac v, yaitu:

Y (t,7,0,¢) = e td(r,0,9) (4.3)
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Dimana w adalah energi partikel, dan ®(r, 6, ¢) adalah bagian ruang. Sehingga

pemisahan variabel waktu dari persamaan (4.1) menjadi:

of(LO e
V(5557 0)¥(6r.0.9)
dimana,
d J .
_l/)(t' r, 01 d)) = _e_lwtcb(r! 9' ¢)
0; 0;

= —iwe D (1,0, P) (4.4)
Jika persamaan diatas disubsitusikan kedalam komponen temporal, maka

dihasilkan:

yo (w — €V> e—ia)tq)(r 0 ¢)
S Y (4.5)
Bagian waktu e~‘“t merupakan faktor terpisah, sehingga pada kasus ini hanya

berkaitan pada bagian ruang menjadi:

((yo(w-TW)+yr(is%+;<s_1>+;s')+iye%+

iy? %) - m) ®(r,0,0) =0 (4.6)

Dalam solusi waktu memunculkan w yang merupakan eigenvalue energi.
Eigenvalue ini menggambarkan komponen temporal, yang mana dengan
menggunakan ansatz e ~‘“t menunjukkan bahwa fungsi gelombang spinor akan
berubah seiring waktu. Sehingga solusi umum dari pemisahan variabel waktu pada
persamaan dirac dalam ruangwaktu RN menghasilkan eigenvalue yang merupakan
kuantitas dari spektrum energi partikel fermionik yang berada pada medan gravitasi
dan elektromagnetik yang digambarkan oleh ruangwaktu RN. Selanjutnya,
persamaan dapat disederhanakan menjadi persamaan diferensial untuk bagian

ruang.
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4.1.2 Pemisahan Komponen Sudut (6, ¢)
Dalam pemisahan komponen sudut, diperlukan dekomposisi spinorial
dengan menggunakan harmonik spinor bola Y (8, ¢) yang sesuai dengan simetri

bola dari ruangwaktu Reissner Nordstrom. Sehingga, persamaan menjadi:

( 0 + iy® )Y 6,
iy ae Ly ©,¢)
0

(iv0 g+ v )x,k(e $) = A1 (6,9) @)
Dalam teori spinor, fungsi sudut Y (6, ¢) merupakan eigenfungsi dari operator
momentum sudut total Tyang dituliskan sebagai berikut:

J=L+S (4.8)

Dimana L adalah operator momentum sudut orbital dan S adalah operator

momentum sudut spin. Dituliskan operator momentum sudut orbital (Z) sebagai
berikut:

L=7xp
L=-i(#xV)
Ly=L,+L,
1?=-As?=L,L_+12—L,=L_L, +1%+1L, 4.9)
Dimana
L : Momentum sudut orbital
r : Vektor posisi

: Operator momentum linier
\Y : Operator gradient yang dapat dituliskan menjadi (%,;—9)
As? : Laplasian koordinat bola

Selanjutnya untuk menyatakan solusi dari persamaan laplasian dalam
koordinat bola, ditinjau konstanta dari operator momentum sudut orbital {(l + 1)
dan fungsi harmonik bola Y;* , yang dituliskan:

L?YF = 1(1 + 1Y

k _ k
LY = kN (4.10)
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Ly = \/l(l +1) — k(k £ DY+
Dimana Y¥,1 = 0,1,2,3,dst adalah harmonik bola, k = —1, ....,[. Sehingga Y;*
merupakan fungsi eigen dari L? dan L,, yang mana persamaan tersebut

orthonormal:

Y vk = 5., kK
Lz bl 2 (4.11)

Sedangkan untuk partikel dengan spin % Komponen-komponen dari

operator momentum sudut spin (§‘), dapat diekspresikan dalam bentuk matriks
Pauli yaitu:
0" = 6.X, = alsinfcosp + aisinbsing + o3cosb

0f =6.X, = - (clcosOcos¢p + a?sinbsing — a3sinh)

(—alsing + o%cose)

¢ = %_}_() =
g ? ¢ rsing (412)

)?r = sinfcos¢pX + sinbsin ¢y + cosOzZ
)?9 = cosfcos¢pX + cosOsingy — sinfZz

)_()¢ = —sin¢gX + cospy (4.13)

menunjukkan bidang vector orthogonal local yang dihasilkan dari transformasi
koordinat kartesian ke koordinat bola yang sudah didapatkan dalam bab
sebelumnya pada persamaan (3.82).
Sedangkan a1, 62, o3 adalah matriks Pauli yang mempunyai sifat masing-
masing, yaitu:
o7a® = (o, )?r)(c_f.)?g)
= (olsinfcos¢p + a?sinfsing +

a3cos0) G (olcosOcos¢p + a?sinbsing — 03sin6))
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= %(01sin9cos¢)(alcosecos¢) +
% (o2sinfsing)(c?sinfsing) — % (63cos0)(o3sinh)

= %(01)2 sin 6 cos¢ cosO cosp +
%(02)2 sin? @ sin? ¢ — % (63)?cosB sin 8

= %(01)2 sin 0 cos@ cos? ¢ + % (62)? sin? B sin? ¢ —
% (63)?cosB sin 8

1
= ;sin 0 cosB ((61)? cos? ¢ + (62)?sin? ¢ — (63)?)

(4.14)
Untuk menyederhanakan persamaan digunakan identitas trigonometri,

cos?¢ +sin*¢p =1 (4.15)
Sehingga didapatkan:
1
o"c? = ;sine cosf ((61)? + (62)? — (63)?)

1
= isinB; (@H2 + (6%)? - (6¥)?)
=isinf o? (4.16)
Selanjutnya dari persamaan (4.14) dikalikan antara sigma r dan sigma ¢,

didapatkan:
o"a? = (3.X,)(G.Xp)
= (olsinfcos¢p + a?sinfsing +

a3cos0) (@ (—olsing + azcosdb))

_ 1 1. 1
=—:oIo sinfcos¢p)( —alsing) +

(o2sinfBsing)(c?cosgp) —

rsinf

1 3 2
" (o°cosB)(o“cosdp)

=— ﬁ (61)?sinf sin ¢ cos ¢p +

1 . .
— (62)?sin B sing cos P —
1
rsinf

(63)(0?) cosO cosp
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=— m,lne (61)?sind cos O sin ¢ cos ¢ +

rsilne (62)? sin? 0 sing cos ¢ —
1
rsinf

___1 : 1N2 o
== sinf cos 6 ((6+)*sing cos ¢ +

(63)2sind cos cos¢p

(62)?sing cos p — (03)?) (4.17)
Untuk menyederhanakan persamaan digunakan identitas trigonometri,
: 1.
sin¢g cos¢ = > sin 2¢ (4.18)
Sehingga didapatkan:

r ¢ _ _ L 1. 1\2es 1. 2v\2.; _
o"o? = m_ﬂgsm@cos@ (2(0)51n2¢+2(0)sm2q,')

(0%)?)

= ——sinfcosf (GsinZd)) (@12 + (6% -

rsing

(@%)?)
(4.19)

Untuk mempermudah mengelompokkan suku yang sama digunakan identitas

trigonometri,

sin2¢ = 2 sin ¢ cos ¢ (4.20)
Sehingga,
070 = ———sinf cos 6 (Gsianp) (0% + (02)) -
(@)
= ———sin 6 cos  ((sing cos $)((61)? + (62)?) —
2(0%)?)

- _ % ((61)?sin ¢ cos ¢ cos O +
(62)?sin¢ cos p cosO — 2(a3)? cos 6) (4.21)

Untuk mempermudah persamaan diperkenalkan 26" dan 20°9:
07o? = — % (2(61)?sin ¢ cos ¢ cos O +

2(62)?sin ¢ cos ¢ cos 8 — 4(03)? cos 9)
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= —%2(0’1)2 sin ¢ cos ¢ cos 6 +
%2(02)2 sin ¢ cos ¢ cos O — %4(03)2 cos 6
= —(o1)?sin¢ cos ¢ cos O + (62)? sin ¢ cos ¢ cos § —
2(c3)? cos 8
—__t 9
= “sine ¢ (4.22)

Dengan demikian didapatkan masing-masing sifat dari matrik pauli, yaitu:
0"0? = isinf o®

L

- o
sin @ (423)

o"0® = —

dan juga,
(6")? = (olsinfcos¢p + o?sinfsing + o3cosh)?

= (olsinBcosp)? + (o%sinbsing)? + (c3cosh)? +
2(olsin@ cos ¢p)(a?sinHsind) +
2(0'sin @ sin ¢) (a3 cosB) +
2(0? sin @ sin ¢)(c3cosh)

= (a1)?(sinB)?(cosp)? + (62)?(sinh)?(sing)? +
(63)%(cos0)? + 2010?(sinB)? cos ¢p)(sing) +
(20t03(sin@)(cosp)(cosh) +
+20203(sin 8)(sing)(cos 9)

(4.24)
dimana matriks Pauli memiliki sifat,
(6?2 + (622 + (63)? =1 (4.25)
dan juga,
olo/ + oot = 261 (4.26)

Dengan 5% adalah delta Kronecker yang mempunyai nilai 1 jika i = j dan bernilai
0 jika i # j, sehingga nilai dari:
olo? =clo3 =0%03=0 (4.27)
Sehingga persamaan (4.24) menjadi:
(6")? = I(sinB)?(cos)? + I(sinB)?(sing)? + I(cosh)? +
2.0 (sinB)?(cos ¢p)(sing) +
2.0 (sinB)(cos¢)(cosB) + +2.0 (sin 0)(sing)(cos )
= I((sinfcos)? + (sinbBsing)? + (cosh)?)
= I(sin? 8(cos? ¢ + sin? ¢) + cos? )
= I(sin? 6 (1) + cos? )
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=1(1)
=1
(6T =0 (4.28)
Selanjutnya dari persamaan (4.23) didapatkan hubungan:

¥XV=—-rxV

_ (9, 086sine 3 ¢
- 7‘(61"1‘4_69 r a(l)rsinB)
=—r(rxr)—+(rxH)—sm0+(r><¢))ﬁ%

=—r (0 + (¢)—5m9 +(- )sm9 a¢)

~ 9 6 o
= —7 —_— —_—
(d) a0 sing — sin@ 6¢)

-

Xo 6
=—r —sin6 X
(51 99¢ ¢ ae) (4.29)
Dari persamaan (4.29) didapatkan hubungan:

0"3.(FxV) = —ra (afii)slee_;—eSIHH a¢)(a —+a¢a¢)

L‘I"(O’ —+0¢a¢)

=—ir(aa —+o0 U¢a¢)

i ga)
= —ir(isingo? 2+ - g0 L
' (lS 0o 69+sin90 (o)

= 0 1 ei)
r(sm@a a‘9+Sim90 P

96 ¢6_->—> T
+0 a(p—aV o' 0,

r

=2 @)V -072,)

T

= = (r0, +i6(F x V) = 19,)

o’ -
= —7(0'.L)

(4.30)
Dalam persamaan ini operator diferensial o % + a‘l’% bertindak pada

vektor unit o yang diberikan sebagai K — 1. Sedangkan &.L adalah operasi rotasi

yang bertindak pada vektor unit o yang dapat dijabarkan:
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Lo d d
o.L=—-ro" (09 —+ 09 %> (4.31)

Untuk mendapatkan persamaan bagaimana operator rotasi mempengaruhi
koordinat o dan o?. Sehingga dapat dinyatakan:

d d
_1=49__ ¢ ___
K-1 069+a 2%
d d
K—O’9—+O'¢%+1
K=(6L)+1

(4.32)
Selanjutnya didefinisikan harmonisa spinor bola, sebagai bentuk

penyederhanaan persamaan:

X5(8, ) = Y, '2(6, ) (4.33)
Adapun untuk mendeskripsikan partlkel yang mempunyai momentum sudut

orbital dan spin, diperlukan eigenfungsi serta eigennilai dari (J%) dan komponen
(J,) sebagai spinor dari fungsi harmonik bola. Sehingga dalam pemisahan
komponen sudut diperlukan fungsi-fungsi eigen dari operator momentum sudut
total yang bekerja pada fungsi gelombang. Maka dari itu untuk mendapatkan

eigenfungsi dari (J2) dan (J,) dilakukan penggabungan dari spinor bola X1, dan
harmonik bola Y;,, (8, ¢).

Xji(0,9) = z Clml/Zo' Yim (6, 4)))(10 (4.34)

Dengan j —§ % gdst dan k=—-j,—j+1,(..),j—1,j. Sehingga dari
persamaan didefinisikan dua spinor dari pemisahan komponen sudut, yaitu:

1} 1(6,9) _\[’T." 0,0 () + \/?—jklg’i?(@,@ ()
+1-k +1+k +
X2(60,9) = /’2;2 ARC ®(q) - Jane Vi 6.9) () .35

Dimana dari persamaan diatas ditinjau:

e Kofisien Clebsch Gordan (sz1/za)
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Kofisien Clebsch Gordan digunakan untuk menggabungkan fungsi harmonik
bola dan spinor bola (dua momentum sudut, yaitu orbital dan spin). Dimana

nilainya dituliskan,

/ % dan / % untuk momentum sudut total j = I _%

\/M dan \/ 2K intuk momentum sudut total j =1 + %

2j+2 2j+2 (4.36)
e Harmonik Bola Yy, (0, ¢)
Harmonik bola ditunjukkan Yj'zl/z (6, ¢) dan Yj';l/z (6,¢). Dengan j adalah

2 2
setengah bilangan bulat, dan L adalah bilangan bulat.
e Spinor Bola (x1,)
2
Dari persamaan ditinjau untuk partikel dengan spin % dituliskan,
(4.37)

X+1/2 = (é),szoin up

0 :
X-1/2 = (1),spm down
Dimana memenuhi syarat othonormal harmonic bola, sebagai berikut

_I.
k k _ ’

.I_
LZ (X;;%) Xjre1/24Q = 0 (4.38)

dengan digunakan operasi aljabar, dapat ditunjukkan bahwa:

=jg+ 1))(;;1
2 (4.39)
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Proyeksi momentum sudut total dalam arah z (j,):

]ZX]% - (LZ + %03) X;{%
_ k)(;;% (4.40)
K)(;;% = ((5.3) + 1) )(;‘;%
— (52 2k -
atau dapat dituliskan,
KX;;% - (LZL+ ' —L];_+ 1>X;{¢§ (4.42)

Selanjutnya, perkalian antara ¢” dengan persamaan (4.41) akan menghasilkan
vector eigen K, yaitu:

I(Urjdié =:((5.Z)'+ 1))#1%

d

= (—rar (09%+ o 3%

) +'1)(7rkji%
= —gr)(;‘_% —ro” (09 aa_e +0? %) )(;{_%

=—0"y*1—0"(3.0)x",
1= =3

— (i X\, r k
=-(i+3)oxs (4.43)
Sehingga dari persamaan diatas menunjukkan bahwa solusi dari persamaan

sudut melibatkan harmonik sferis spinorial, yang merupakan solusi dari faktor eigen

)(;‘:1(9, ¢) untuk operator kuadrat momen angular (j2) dan operator komponen
2

momen angular dalam arah z (j,). Dengan demikian, dari persamaan (4.42) dan

(4.43) persamaan ar)(;‘_l harus sebanding dengan XJ{:E' Dengan dipertimbangkan
2 2

faktor normalisasi, diperoleh rumus sederhana, yaitu:

o= xF
J—% Jt3
4.44
O_TX{( — Xk ( )
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4.1.3 Pemisahan Komponen Radial (7)

Selanjutnya, akan dilakukan pemisahan variabel radial (). Dimana dari
komponen temporal dan komponen sudut yang telah didapatkan diatas. Maka
dipertimbangkan dua ansatz, sebagai solusi dari persamaan dirac dalam ruangwaktu
Reissner Nordstrom yang sesuai untuk komponen tempolar, angular, dan radial dari
fungsi gelombang ini, yang mana dapat diperoleh empat komponen spinor yang
memenuhi persamaan dirac dalam ruangwaktu Reissner Nordstrom. Sebagai
berikut:
g7z (X 109) Vo™

T \108) Vi)
2

Yiko(t7,0,¢) =™

(4.45)

5172 [X,10,8) Yo (")
v (t,71,0,p) =e iwt——| "2 _
e T\ 10,6) Viwa ()
2 (4.46)
dengan Y]-J,—’(w adalah dua spinor. Sedangkan )(;‘_l dan )(;11 disebut harmonik bola
2 2

spinor (indeks j dan k adalah setengah bilangan bulat yang memenuhi j > k).
(Vicente et al. 2018)

Komponen radial terbagi menjadi bagian positif Yf,;a, dan bagian negatif

Yjx,,- Hal ini merupakan konsekuensi dari simetri spin dan energi dalam sistem.

Persamaan dirac dalam ruangwaktu RN merupakan persamaan Yyang
menggambarkan partikel yang diasosiasikan kedalam energi positif dan antipartikel
yang diasosiasikan kedalam energi negatif, serta menghubungkan antara dua
komponen spin atas dan spin bawah. Selanjutnya disubtisikan persamaan kedalam
persamaan dirac dalam ruangwaktu Reissner Nordstrom yang telah didapatkan

dalam persamaan (3.125) sehingga didapatkan matriks dari persamaan dirac dalam



75
ruangwaktu Reissner Nordstrom. Dimana fungsi S diberikan: (Finster, Smoller, and

Yau 2000)

2m Q2|"?

Sr) = 1——+—

(4.47)
matriks dari persamaan dirac dalam ruangwaktu Reissner Nordstrom, dituliskan:

((y (L2 —v)+y (i 24 —D+is)+

iy’ +W¢a¢) m>1p=0
6 ) (E-2van)+( 2, f{)r)(is;+;(5_1)+

;)= ( r(z_l) UT(KO_D) ]f"‘“_ (4.48)

Langkah selanjutnya, dengan disubsitusikan persamaan dua anzats (4.45)
dan (4.46) kedalam persamaan dirac dan diterapkan hubungan (4.41), (4.42), (4.43),

dan (4.44). Maka, diperoleh persamaan dirac dua komponen, yaitu:

dvt _ [ _ev(0 =1y, 2j+1/1 0\ _ (0 1\]\+

SEYJ'kw_[w 5(1 o)i 2r (() _1) m(1 0>]ijw (4.49)
sehingga untuk menyederhanakan kedua persamaan menjadi persamaan tunggal
didefinisikan:

3

Yo =522
Yiko = 135
Yk J=555 () 450
i(i)=sign(i)< il + ) 2\(0}

dimana j(j) adalah fungsi yang menunjukkan nilai tertentu berdasarkan tanda dari

j. Untuk sign(j) adalah fungsi tanda yang memberikan nilai +1 jika j > 0 dan —

2|]|+1

1jika j < 0. Sedangkan —— adalah rumus yang nilainya berdasarkan besar j.

Misalnya jika j = % maka j(1/2)=1x (M) =1. Untuk Z\{0}
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menunjukkan bahwa j berada dalam himpunan bilangan bulat Z, yang artinya j +
0. Sehingga persamaan (4.49) menjadi: (Vicente, 2018)
st =fo-20 DG S)-nC Dl ey
Persamaan (4.51) merupakan system gabungan dari dua persamaan
diferensial biasa (ordinary differential equetions atau ODE) yang terdiri dari dua
persamaan linier orde pertama dalam komponen:

@ = () = (610) 02
dimana F;(r) dan G;(r) dituliskan sebagai solusi dari suku radial dalam lubang
hitam Reissner Nordstrom yang terbagi menjadi dua bagian. Dengan F;(r)
menunjukkan bagian energi postif (partikel) dan G;(r) menunjukkan bagian energi
negatif (antipartikel). Hal ini terjadi dikarenakan sifat dari persamaan dirac dalam
ruangwaktu Reissner Nordstrom itu sendiri muncul secara alami yang melibatkan
komponen spinorial partikel dan antipartikel. Untuk mendapatkan nilai dari
diferensial terpisah F; (r) dan G; (r) disubsitusikan ansatz kedalam persamaan dirac.

Dengan mengikuti bentuk umum dari suku radial persamaan dirac dalam

ruangwaktu RN, maka dapat diperoleh solusi umum dari suku radial sebagai

berikut:
d J w—eV
S—Fj——sz—( +m>G]-
dr r (4.52)
5d6+ja—(w_ev )F
ar IR T T TN (4.52)

dimana S adalah faktor metrik, % adalah turunan terhadap radius r yang mengatur

perubahan F; dan G; seiring perubahan jarak radial dari pusat. Sedangkan eV itu
sendiri adalah potensial listrik yang berasal dari interaksi antara partikel bermuatan

e dengan medan listrik V yang dihasilkan oleh muatan Q dari ruangwaktu RN.
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Persamaan (4.53) menghubungkan fungsi radial F;(r) dengan G;(r), dan
menggabungkan frekuensi energi total (w), potensial listrik (eV), massa partikel
(m), dan momentum angular total (j(j)). Dimana persamaan (4.53) menunjukkan
perubahan bagian radial F;(r) akibat dari bagian energi negative G;(r) yang
terhubung dengan potensial listrik dan massa partikel. Sedangkan persamaan (4.54)
sebaliknya menunjukkan bagian energi negatif G;(r) yang dipengaruhi oleh energi
positif. Dengan demikian, persamaan dari solusi radial menunjukkan hubungan
antara partikel dan antipartikel dari persamaan dirac dalam ruangwaktu RN, dan
fungsi S dan eV menunjukkan perubahan dinamika radial partikel spinorial akibat
pengaruh dari perubahan medan elektromagnetik dan kelengkungan ruangwaktu.

Selanjutnya untuk mendapatkan nilai spesifik dari persamaan (4.53) diganti
variabel % menjadi u, (r), maka:

e/ mS
du, 1-"+ (4.55)
dr S2
dengan digunakan operator al-jabar, didapatkan:

2
eV mS

d? d (j s 1-—t 72 s

—F;, — |— |t ——= | — ? o o |4l (> _|[F=0 (4.56)
du? J du, rl_%J,ﬁ &, ms r2 1_%+m_5 J

w w W

Demikian juga, diganti variabel % menjadi v, (r), maka:

eV mS
dv, 11—+ (4.57)

dr S2

Sehingga diperoleh:

eV mS 2
d? d [j S 1-——4—= 72 S
—G; + —(—— + w? Sl +=|—r=) |G =0
dv? ] dv, _ev, ms _ev, ms 2\ _ev, ms J
v P\ 1= 12te/) T\l %ty (4.58)

Dengan hubungan (4.55) menunjukkan bahwa:
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d [j S g s3 j 52 st
du, (; 1_ﬂ+m_5> - _r_2 eV msS\? +; eV mS\2 r_Z(M -
w w (1-5+%) (1-5+%) (4.59)
Q? S eV  mst Q2
T) B 1_%+m75 (E + wr? (M - T))l
Begitu juga dengan hubungan (4.57) menunjukkan bahwa:
d <j S > bi s3 j 52 51 (
L2 | =_2L + < 2 (M-
* _ev. mS 2 eV, ms\? eV  msS\? 2
AN TS TS LT (4.60)

%) (24 2 (- 2))|

Dengan demikian nilai dari F;(r) dan G;(r) harus memenuhi persamaan (4.53)
dan (4.54). Selanjutnya akan ditentukan perilaku asimtotik dari F;(r) dan G;(r).
Perilaku asimtotik digunakan untuk menyederhanakan solusi radial dengan

pendekatan batas solusi dibeberapa wilayah tertentu (Vicente et al. 2018).

4.2 Perilaku Asimtotik dari Solusi Persamaan Dirac dalam Ruangwaktu
Reissner Nordstrom

Selanjutnya untuk mengetahui bagaimana F;(r) dan G;(r) yang merupakan
solusi suku radial persamaan dirac dalam ruangwaktu Rissner Nordstrom
berperilaku dan bagaimana partikel berinteraksi dengan medan gravitasi dan
elektromagnetik lubang hitam, ditentukan perilaku asimtotik atau horizon peristiwa
(batas peristiwa) ketika variabel mendekati batas tak hingga r = +co di wilayah |

dan ketika berperilaku didekat cakrawala r = r, di wilayah II.

4.2.1 Horizon Peristiwa Wilayah I: r = +oo

Horizon peristiwa wilayah | adalah ketika variabel » mendekati batas tak
hingga positif menunjukkan bahwa wilayah tersebut berada pada jarak yang jauh
dari lubang hitam (wilayah berada pada luar lubang hitam). Artinya, dalam wilayah

ini pengaruh dari gravitasi dan muatan listrik lubang hitam akan semakin menurun.
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Karena berada diluar wilayah akibatnya nilai dari potensialnya menjadi lemah
hingga mencapai nol. Sedangkan nilai dari energi kinetiknya diatur sedemikian rupa
agar tetap bernilai positif sehingga partikel dalam wilayah ini akan terus bergerak.
Dengan demikian fungsi gelombang yang dihasilkan dari wilayah | adalah fungsi

gelombang pantul dan datang.

lim S=1

r—+00

lim V=0 (4.61)
r—+0o

Untuk memudahkan analisis dinamika partikel bermassa dan bermuatan
yang mendekati horizon peristiwa lubang hitam, maka digunakan koordinat tortoise
sebagai pengganti dari koordinat radial (r). Sehingga asimptotik limit pada
persamaan (4.56) yaitu:

d? w—m
a2z (B), +o? (w +m) (F), =0 (4.62)

dimana u,(r) = mer dan w? (“’+m) = k2 atau k = w f:’iz yang mempunyai

w—m
persamaan karakteristik 22 + k2 = 0, untuk A = +ik. Sehingga didapatkan solusi
umum dari persamaan (4.62), yaitu:

T (B), + 0t () (5), =0

(F})I — éeiku* +f€_iku*

o Jo—m . . [o—m
(F]) = ge'? ’ u, + fe / u,
1 w+m w+m

) 2 e w—m<w+m )
r)+fe r
w+m

w—m

w+m

(F), = ee®

w—m<w+m
w

w+m w

(4.63)
dengan,

) w_m(w+mr)=\/w2+m2r (4.64)

w+m w

maka, didapatkan solusi umum dari persamaan (4.62), yaitu:
(F})I = é exp [i mr] + fexp [—i mr]
(Fj)l =éexp [i sign(w + m)mr]
+ fexp [—i sign(w + m)\/mr]

(4.65)
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dimana solusi dari nilai (Ff)z diberikan tanda sign (w + m) untuk memastikan

bahwa arah penyebaran gelombang atau solusi eksponensial sesuai dengan
komponen yang diberikan. Dengan cara yang sama untuk asimptotik limit dari

persamaan (4.58), yaitu:

2
27 @)+ (FE) @), =0 (69
dimana v, (1),
_ wWw—m
n == (4.67)

maka,

w+m
) (@), =0

w % d? w+m
(a)—m) W(G/)I_{_wz (a)—m) (GJ')I =0

d2
20z (@), + 7

- - w—m 2
disederhanakan dengan mengalikan kedua ruas dengan (T) :
d? w?(w +m)(w —m)
W(GJ), + (G),=0
dZ

o7 (G,)I + (w? —m?) (G,-)I =0

persamaan karakteristik untuk persamaan ini, yaitu:

K2 = w2 —m?2

w2

K =+ w? — m?
maka, didapatkan solusi umum dari persamaan (4.66) sebagai berikut:

(6), = ge'Namm™ 4 oo
I
= g exp[i sign(w — m)Vw? —m?r| +
SR A Wz — 2
hexp[—i sign(w — m)Vw? — m?r] (4.68)

Solusi tersebut memunculkan empat konstanta yang bernilai kompleks yaitu
é,f,d, h. Dimana diekspresikan bahwa § dan h fungsi dari é dan f. Sehingga
dengan disubsitusikan (F;), dan (G;), maka diperoleh persamaan-persamaan

berikut:
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& expli sign(w + m)Vw? — m?r| — fexp|[—i sign(w +
2 _ 2] = [T (5 -~ —
m)Vw? —m2r| =i |=— (g exp[i sign(w
m)Vw? — m?r| + hexp[—i sign(w — m)Vw? — m?r]|) (4.69)
dan,
& expli sign(w + m)Vw? — m?r| + fexp|[—i sign(w +
Vo?—mz2rl=i ™ (5 i si —
m)Vw? —m r] =1 |- (g exp[L sign(w
m)Vw? — m?r| — hexp[—i sign(w — m)Vw? — m?r]) (4.70)
Selanjutnya dengan membagi masing-masing ruas dengan exp[i sign(w +

m)Vw? — m?r|, maka diperoleh nilai:

54 Fi w+m_ |wt+m
erf =t oI oTm® (4.71)

sehingga,
s L jotm
exl o — mg
o 1
gi = e
w+m 4.72)
w—m
dikalikan masing-masing ruas dengan —i, sehingga diperoleh:
~ _- w - m ~
§="1-7m¢ (4.73)
dan,
. _w+mﬁ
f &t w—m
~ 1 ~
hi =~ — f
® + m (4.74)
w—m
begitu juga dikalikan masing-masing ruas dengan —i, sehingga diperoleh:
=i |27 (4.75)
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Dengan demikian, karena gelombang harus datang dari batas r = +oco. Maka, solusi

dari persamaan (4.49) memenuhi kondisi w € X dengan:

X = {w|w? —m? > 0} (4.76)
Selanjutnya untuk mendapatkan solusi gelombang datang dan pantul dari

persamaan (4.49), maka digunakan kecepatan grup. Adapun fungsi dari kecepatan
grup adalah untuk menggambarkan laju perambatan energi dalam gelombang
tersebut. Bentuk umum dari solusi persamaan diferensial pada (4.49) adalah:

W, (r) = Ae¥T 4 Be~ikTe = AginT 4 po-ikr (4.77)

sehingga diperoleh solusi asimtotik » = +co adalah:

1 1
ij(T‘ - —|—oo) = ]+ —IKT (l w — m) + Rieikr (-i w — m) (4_78)

w+m w+m

maka fungsi gelombang datang dituliskan:

(5 = D1 () + 17 (%) (4.79)

Jk

dengan €= sign (w + m) maka,
k

X. 1
=2
— 2 _ 2
( ) exp (wt+€ Vw m ] 0= mxk 1
w+mjts (4.80)
X;:_l
2
(W k) = exp[ (wt+€\/a)2—m2 ] o=m
No+mi-L
dan digunakan cara yang sama, fungsi gelombang pantul, dituliskan:
(0)F = Y R (W) + R (%)) (4.81)
j.k
dengan,
Xf_l
2 (4.82)

(¥ J,;) exp[ L(wt+E Vv w? —m? ] \/m )
X
w +

1
mojt3
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k

X 1
1 I*2
(Ll’jjc)r =~ exp [—i (a)t+€ Vw? —m? r] [o=m
w+m%i-i

Dengan  demikian, dari persamaan solusi diatas amplitudo
I*,17,R*, dan R~ menunjukkan fungsi bernilai kompleks dari j, k dan w. Dengan
fungsi tanda €, solusi gelombang terdiri dari dua komponen vyaitu gelombang
datang dan pantul yang memiliki masing-masing kecepatan grup yang berlawanan

disepanjang r yang memenuhi kondisi batas masalah (Vicente et al. 2018).

Persamaan dari solusi gelombang datang dan pantul (¥} dan W}) yang
terdiri dari komponen temporal (wt), komponen sudut, dan komponen radial (&
Vw2 —m2?r) menunjukkan bahwa bagaimana partikel yang mempunyai spin
setengah (%) berinteraksi dengan geometri ruangwaktu RN akibat dari massa dan

muatan. Dimana W} menunjukkan partikel yang bergerak menuju horizon lubang
hitam RN. Sedangkan ¥, menggambarkan partikel yang bergerak menjauh dari
dari horizon. Adapun makna fisis dari komponen eksponensial, secara fisis

menggambarkan:

e Evolusi temporal (wt), menunjukkan perubahan fase terhadap waktu.
Semakin besar nilai waktunya, maka energi total partikel akan semakin

kecil.
e Propagasi radial (%), menunjukkan intensitas gelombang yang berkurang

seiring bertambahnya jarak r, akibat dari distribusi energi diruang tiga

dimensi.
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e Fungsi tanda €, yang akan menentukan arah energi, masuk atau menjauh

dari horizon.

4.2.2 Horizon Peristiwa Wilayah Il: r = 1,

Horizon peristiwa wilayah 1l adalah ketika variabel r sama dengan

r, menunjukkan bahwa wilayah tersebut berada dekat dengan lubang hitam

(wilayah berada dalam lubang hitam). Artinya, dalam wilayah ini interaksi dari

gravitasi dan muatan listrik lubang hitam menjadi sangat kuat. Karena berada

didalam wilayah akibatnya nilai dari potensialnya bukan nol. Sedangkan nilai dari

energi kinetiknya mendekati nilai nol sebab dalam wilayah ini lebih dipengaruhi

oleh potensialnya. Dengan demikian fungsi gelombang yang dihasilkan dari

wilayah ini adalah fungsi gelombang transmisi yang nanti akan masuk kedalam

lubang hitam.
limS=0
r-ory
limVv=v,=2<
roT} T+

untuk asimptotik limit pada persamaan (4.56),

d2
uz (B + 025, =0

dimana,
__ vl
u*(r) - (U(T+ _ T_) ((1) e +) 0g (T T‘+)
k=T (w—ety)
T w(ry —1) @ ehy

u,(r) =klog(r —r)

maka didapatkan solusi dari persamaan (4.84):
(Fj)" = del@U: 4 peo-lou.

(1;}) — deiwk log (r—-ry) + Ee—iwklog(r—nr)
11

eiwk log (r-ry) — (T‘ _ r+)—ia)k

(4.83)

(4.84)

(4.85)

(4.86)
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(F )11 =a(r - T+) (“r’+_e:_) +b(r—r) 2(%)
w—eVy (u—eV+)

(F )” =d(r — r+) (r+—r_) +b(r—m)" z(an

Dengan cara yang sama untuk asimptotik limit dari persamaan (4.58), yaitu:
2

d
d—v*z(Gj),, +w?(G), =0

(4.87)
dimana,
1,.2
v,(r)=———(w—eV)log (r —r (4.88)
() = oo =y @ = eVlog (= 1)
maka, solusi dari persamaan (4.78) didapatkan:
(Gj)" = Eeiwu* + de_iwu*
. 2f(w—eV. w—evV.
= et — )5 4 G -y HESE) (4.89)

Selanjutnya, untuk menuliskan & dan d sebagai fungsi dari @ dan b digunakan
persamaan (4.53) dan (4.54) yang disubsitusikan kedalam batas r — r,, maka

diperoleh persamaan:

w—eVy

- [‘W )R -y fml

2 (@=eVs o, (w—eVy (4.90)
—c(r—n,) (r‘r)+d(r—r+) r(r_:,/)

w—eVy

- [‘W o I T (u)l

2 W= . ofw— 491
=c¢é(r— r+)lr+(?erv—+) —d(r - r+)_lr+(r+—er-+) (4.91)

dari persamaan diatas, dengan membagikan masing-masing ruas dengan (r —

i (w eV+) .
r) F\rer—)  maka didapatkan hubungan:
—i(a-b)=¢+d
¢ =—id
- (4.92)
d=ib
langkah selanjutnya didefinisikan koordinat r, (r) sebagai berikut:
2
T, = log (r — r
TS (4.93)

Sehingga dengan menggunakan koordinat radial r, (disebut juga koordinat

tortoise) didapatkan solusi umum dari komponen radial pada persamaan (4.49) di
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wilayah r = r, yaitu jumlah dari dua gelombang yang merambat dengan kecepatan
grup yang simetris, artinya terdapat dua gelombang yang masing-masing bergerak
dalam arah yang berlawanan, dengan kecepatan grup yang berlawanan tanda namun
memiliki besaran yang sama. Dalam peristiwa ini, karena gelombang yang
ditransmisikan harus memasuki peristiwa cakrawala atau horizon peristiwa, maka
gelombang tersebut harus memiliki kecepatan grup negatif sepanjang koordinat

1, (r). Sehingga diperoleh solusi asimtotik » = r, adalah:

ooy = et s
dan fungsi gelombang transmisi adalah:
t _ A\t
() = D I (%) + T (%) (4.95)
j.k
dengan,
k
+\¢ 1 . Xj+§
(W) = Ty oXP [~iwt + (@ — eVi)n)] '
jt3
4.96
N ) . )(;‘% (4.96)
(Lp]k) - Jre =) VA (r-ry)1/4 exp [~i(wt + (w — eV )n)] _Xk )
J+g

T, dan T_ adalah fungsi yang bernilai kompleks dari j, k dan w yang memiliki
kecepatan grup negative sepanjang ., (Vicente n., 2018). Komponen eksponensial
dari solusi tersebut menggambarkan gelombang yang menembus horizon dengan
adanya efek medan elektromagnetik.

Dengan demikian, dengan dilakukan separasi variabel dihasilkan tujuan
akhir dari penelitian ini yaitu diperoleh solusi dari formulasi persamaan dirac dalam
ruangwaktu Reissner Nordstrom yang merupakan fungsi gelombang relativistik
untuk partakel berspin setengah. Karena dalam penelitian ini digunakan lubang

hitam RN yang mempunyai sifat geometris, yaitu horizon peristiwa. Maka
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digunakan horizon peristiwa wilayah | dan 1l untuk mengetahui perilaku partikel
disekitar lubang hitam RN. Pada wilayah | ketika variabel mendekati batas tak
hingga positif (r = co+) yang menunjukkan bahwa wilayah tersebut berada pada
jarak yang jauh dari lubang hitam, akibatnya pengaruh dari gravitasi dan muatan
listrik lubang hitam semakin menurun maka partikel akan bergerak lebih bebas
tanpa adanya pengaruh dari interaksi gravitasi dan muatan listrik lubang hitam.
Sehingga dihasilkan gelombang datang yang menggambarkan partikel bergerak
menuju horizon peristiwa diruangwaktu RN, yang kemudian gelombang akan
terpantul kembali menjauh dari horizon peristiwa.

Sedangkan pada wilayah Il ketika variabel r sama dengan r + (r = r+)
artinya wilayah tersebut berada dekat horizon peristiwa, akibatnya medan gravitasi
dan medan listrik menjadi sangat kuat dan ketika partikel bermuatan q bergerak
dalam medan gravitasi (bergerak mendekati horizon peristiwa) maka partikel akan
dipercepat oleh gravitasi. Sehingga pergerakan percepatan ini menghasilkan
fluktuasi dalam medan listrik dan medan magnetic disekitarnya, yang mana
fluktuasi ini akan memancarkan energi dalam bentuk gelombang elektromagnetik
yang disebut sebagai gelombang transmisi. Berdasarkan hasil akhir dari penelitian
ini, dibuat plot grafik gelombang datang, pantul, dan transmisi pada lubang hitam
RN. Berikut plot grafik hubungan antara fungsi gelombang dengan jarak radialnya

pada tiga gelombang:
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Fungsi Gelombang: Gelombang Datang, Pantul, dan Transmisi pada Lubang Hitam RN

|%| (Magnituda)

Wilayah Datam torizon-{Gelombana Transmisi) Wilayah Luar Horizon Datang & Fantaf

Gambar 4.1 Grafik Fungsi Gelombang Datang, Pantul, dan Transmisi pada
Lubang Hitam Reissner Nordstrom

Grafik pada gambar 4.1 menunjukkan hubungan antara fungsi gelombang
datang, pantul, dan transmisi, dengan jarak radialnya, yang mana dikaitkan dengan
horizon peristiwa dari lubang hitam RN. Sumbu x menunjukkan jarak radial dari
pusat lubang hitam (r) sedangkan sumbu y menunjukkan magnitudo dari masing-
masing fungsi gelombang (), dan garis putus-putus merah menunjukkan horizon
peristiwa dari lubang hitam RN. Dari grafik ini menunjukkan bahwa gelombang
datang dan pantul berada diluar horizon peristiwa yang ditunjukkan pada lokasi
warna biru transparan, artinya pada wilayah I menunjukkan bahwa wilayah ini tidak
terkena dampak medan gravitasi sehingga menghasilkan fungsi gelombang datang
dan pantul. Sedangkan gelombang transmisi berada didalam horizon peristiwa yang
ditunjukkan pada lokasi warna hijau transparan, artinya wilayah Il ini menunjukkan
telah terkena medan gravitasi sehingga menghasilkan fungsi gelombang transmisi
yang akan masuk kedalam lubang hitam. Hal ini sesuai dengan dasar teori dari sifat

geometris lubang hitam.
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4.3 Integrasi Dalam Al-Qur’an

Al-Quran sangat mengutamakan ilmu pengetahuan dengan tujuan agar umat
islam dapat berpikir dan mengkaji alam semesta sehingga menimbulkan suatu
kesadaran akan kebesaran Allah, pencipta alam semesta. Kesadaran tersebut, akan
semakin meningkatkan keimanan dan ketagwaan seiring dengan perkembangan
ilmu pengetahuan. Ilmu pengetahuan harus sesuai dengan Al-Quran agar ilmu
pengetahuan membawa kepada keimanan dan memberi manfaat dalam kehidupan
umat manusia. Wujud nyata dari kemajuan ilmu pengetahuan yaitu adanya berbagai
teknologi yang semakin canggih. Al-Quran tidak hanya menjadi sumber motivasi
dan inspirasi bagi para ilmuwan, tapi juga sebagai penuntun agar ilmu pengetahuan
tidak digunakan untuk tujuan-tujuan yang negatif, membawa kemusyrikan, atau
menghancurkan alam semesta (manusia, hewan, tumbuhan, dan lingkungan) (Akil:
37).

Terbentuknya alam semesta yang indah ini yaitu melalui proses yang
panjang. Keindahan alam semesta tersusun dari berbagai komponen yang saling
berkaitan antara yang satu dengan yang lainnya. Dimulai dari struktur terkecil yaitu
partikel sampai struktur yang terbesar yaitu galaksi yang saling mempengaruhi.
Setiap komponen akan bergerak secara teratur dan seimbang. Dimana
keseimbangan alam semesta dijaga oleh berbagai gaya yang bekerja. Salah satunya
yang mempunyai kontribusi yang cukup besar dalam menjaga keseimbangan alam

semesta yaitu Gravitasi (Pambudi, 2022).
Siail) g B a3l Ga Rl N GIA B (555 L Blla gl g GIA ()

skl O s Ja
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Dewd 3 Unla el Gl G IR el g ) &

Artinya: “Dialah yang menciptakan tujuh langit berlapis-lapis. Kamu sekali-kali
tidak melihat sesuatu yang tidak seimbang pada ciptaan Tuhan Yang Maha
Pengasih. Maka lihatlah sekali lagi, adakah kamu lihat sesuatu yang cacat”

“Kemudian ulangi pandangan (mu) sekali lagi (dan) sekali lagi, niscaya

pandanganmu akan kembali kepadamu tanpa menemukan cacat dan ia
(pandanganmu) dalam keadaan letih” (Q.S. al-Mulk [67]: 3-4)

Sayyid Qutb menjelaskan bahwa ayat tersebut bertujuan agar masyarakat
muslim mempunyai pandangan baru mengenai wujud dan hubungan dengan
pencipta alam semesta (M. Quraish Shihab). Sedangkan Maurice Bucaille dalam
karyanya menafsirkan bahwa “Dialah yang menciptakan tujuh langit berlapis-
lapis”, yang mana angka tujuh dalam Al-Qur’an terdapat 24 kali yang mempunyai
tujuan masing-masing. Dimana dapat diambil pelajaran, bahwa bentuk kekuasaan
Allah SWT ada namun terdapat yang tidak bisa terlihat oleh pandangan manusia
biasa. Namun, Maha besar Allah kita sebagai hambaNya harus mengimani segala

bentuk kekuasaan Allah SWT.

Dalam ayat ini berisi mengenai keseimbangan alam semesta yang
diciptakan oleh Allah SWT. Jika ayat ini dihubungkan dengan fisika, keteraturan
dan keseimbangan alam semesta tercermin dalam ruangwaktu yang ada dalam
hukum-hukum fisika, yaitu relativitas umum dan teori medan kuantum. Dalam
konteks ruangwaktu diatur dalam gravitasi dan elektromagnetik. Sedangkan dalam
ranah partikel mengikuti hukum-hukum yang sangat teratur dan spesifik sesuai

dengan penegasan dalam ayat ini.

Alam semesta itu sendiri tersusun dari beberapa materi. Materi memiliki

susunan yang sangat kecil disebut dengan atom. Atom merupakan bagian terkecil
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dari sebuah benda yang tidak dapat dipisahkan lagi. Atom tersusun dari inti atom
dan elektron yang mengelilingi inti atom. Dimana inti atom ini tersusun oleh dua
bagian yang lebih kecil yaitu proton bermuatan positif dan neutron bermuatan
netral. Sedangkan awan elektron mengandung lapisan energi yang disebut orbital.

Seiring dengan berkembangnya zaman. Para ilmuwan menyatakan bahwa
atom tidak lagi menjadi susunan terkecil dari materi. Hal ini disebabkan karena
didalam inti atom terdapat bagian yang lebih kecil, yaitu proton dan neutron yang

merupakan partikel fermion yang berbeda. Perkembangan struktur terkecil sebagai

penyusun materi dialam semesta sudah dijelaskan dalam Al Qur’an. Seperti
didalam kandungan surat An Nisa’ ayat 40 (Pambudi. 2022).

Lilae 1540 4380 (e iy Lgdatial At &6 (5353 Olie alls Y a0 &)
Artinya: “Sesungguhnya Allah tidak akan menzalimi (seseorang) walaupun
sebesar zarah. Jika (sesuatu yang sebesar zarah) itu berupa kebaikan, niscaya

Allah akan melipatgandakannya dan memberikan pahala yang besar dari sisi-Nya ”
(QS. An-Nisa’ ayat 40).

Ayat tersebut menafsirkan bahwa kebaikan manusia meskipun sebesar
zarah tidak akan berkurang atau bertambah. Niscaya Allah akan melipat
gandakannya dari 10 sampai lebih dari 700 kali lipat. Allah akan melipat gandakan
pahala seorang mukmin bahkan tak dapat diperkirakan oleh seorang sampai berapa
kali lipat pahala yang akan didapatkan. Makna kata dzarrah di sini menunjukkan
bahwa terdapat sesuatu yang sangat besar. Maka hal ini sama dengan energi di

dalam atom yang sangat besar. (Al-Mahalli & As-Suyuthi, 2018)

Dalam ayat 40 surat An-nisa’, Allah kembali mengingatkan tentang
perbuatan baik yang akan diberi pahala dua kali lipat. Namun, jumlah pahala yang
telah dijelaskan dalam surat An-nisa’ ini juga disebutkan dalam berbagai ayat
dengan cara yang berbeda. Dalam ayat yang menjelaskan tentang atom, secara

khusus disebutkan bahwa pahala menjadi dua kali lipat. Sehingga ini bisa menjadi
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petunjuk mengenai properti atom yang berhubungan dengan kata ‘ganda’. Kata
‘ganda’ juga berarti berpasangan. Dalam studi mengenai fenomena yang diamati
dalam dunia kuantum, dualitas gelombang partikel dan partikel subatomik adalah
kunci pentingnya. Elektron dan foton diamati berperilaku sebagai partikel dan
gelombang. Dalam ayat ini jika dikaitkan dengan teori kuantum menyebutkan kata
‘ganda’ memberikan indikasi tentang adanya dua jenis energi yang berkaitan
dengan perilaku tersebut. Berdasarkan konsep berpasangan, kedua energi
berperilaku sebagai pasangan dengan cara yang berlawanan. Dua energi, dalam
bentuk massa yang ada dalam partikel subatomic, secara intrisik dibangun
didalamnya. Benda-benda kecil merupakan perilaku dualitas gelombang partikel.
Fisikawan dengan jelas menegaskan keberadaan muatan Listrik dan medan magnet
yang diinduksi dalam sebuah electron. Dimana induksi ini akibat dari putaran
partikel. Analisis lebih lanjut diperlukan untuk mengetahui bagaimana muatan

Listrik dan medan magnet didalam partikel (Watini and Devana, 2021).



BAB V
PENUTUP

5.1 Kesimpulan
Berdasarkan hasil penelitian ini, maka dapat diambil kesimpulan sebagai

berikut;

1. Formulasi dari persamaan dirac dalam ruangwaktu melengkung dengan

menggunakan koordinat metrik Reissner Nordstrom, sebagai berikut

-1/2 2\ —1/2 2
2M  Q? ! 1 2M  Q 2M 20
<1——+—> 6t+y°y11<1——+— T_2+T'_3

T r2 r 2

2. Solusi dari persamaan dirac dalam ruangwaktu Reissner Nordstrom adalah
e Padawilayah I: r = 400
Pada wilayah ini, solusinya menghasilkan gelombang datang dan pantul
yaitu

Gelombang datang:

W = D () + 17 (%)

Jk

dengan,
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k
X. 1
. j—
(W) = Zexp [—i(wt+€ Vw?Z —m? 1] -
r _ w—m k
\’w+m ]+%
k
1 A3
)
l [—i (wt+€ vw? —m? r] o—m ,
No+ mXJ—%

Gelombang pantul:
D IR () + R ()]

()7 =
ik
dengan,
Xk 1
1 I—2
(t}']',*c)r = —exp [—i (wt+€ Vw? —m? r] _\/m .
w + ij+%
)(k 1
1 . SR I*2
(¥7) = _exp [—l(a)t+€ Jw?—m r] fomm
w + ij—%

e WilayahIl: r =r,
Gelombang yang dihasilkan adalah gelombang transmisi, yaitu
(9 = Y T (%) + T (2)']
Jj.k
dengan,

1
exp [—i(wt + (w — eV, )1)]

pt -
(4 Jre(ry =)V — )V
X1
. Jt3
exp [—i(wt + (w — eV, )1)]

1
yp- =
) = Tt = =y

5.2 Saran
Penelitian selanjutnya dapat menggunakan persamaan dirac dalam

ruangwaktu yang berbeda atau juga dapat meneruskan penelitian ini dengan
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mencari fenomena-fenomena yang dihasilkan dari lubang hitam, seperti efek

casimir, dan superradiasi pada partikel fermion.
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LAMPIRAN
LAMPIRAN A
SIMBOL CHRISTOFFEL KOORDINAT BOLA

Dari tensor metrik dicari komponen Simbol Christoffel yang memenuhi persamaan

sebagai berikut,
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F/Lav = Egm-(augvr + avg‘m - a‘[guv) (A1)
Dimana o, 7, u, v merupakan indeks 0, 1, 2, 3 dengan 0 untuk koordinat ¢, 1 untuk

koordinat r, 2 untuk koordinat 8, dan 3 untuk koordinat ¢.
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SIMBOL CHRISTOFFEL METRIKS REISSNER NORDSTROM
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1 1 0r?sin? 6
_ErzsinZG ( a9 +O_O)
= cotd (B.43)

Untuko =3,u=3,v =3,

1
F333 = 5933(63933 + 03933 — 03933)
1 1
~ 2r2sin%@ (O +0- 0)

=0 (B.44)




LAMPIRAN C
KOEFISIEN KONEKSI SPIN
Kasusl:u=t

Untuka = 0,b =0,

Weoo = gtteg(ate(g + Fttteg) )
2M . Q2 2M | Q%\ 2 2M
-(1-T+5) (- ) <"’t(1—7+
1
Q% 2
=) +°>

=0
Untuka =0,b =1,

_ t t t T
Weo1 = Jre€o(0ceq + Trel)

) (12 ) (12, 2
()
Untuka =0,b = 2,

W0z = Jered(0ces + Tipes
——(1—7+r—2)(1—— Q—z) (3.(0) + 0)
=0

Untuka =0,b = 3,

Wio3 = gtteo(ate3+ tteS

=-(1-Z+9)(1-2+ Q—z) (3:(0) + 0)
Untuk a = 1?)(i 0,

— r T r t
We19 = grre1 (0reg + Tirep)

2 2 2\ —1/2
1(g+0_3(1_ﬁ+0_2)(1_ﬁ+0_2) ))
2\r 2r T r T r

-3+

2\r2 r3

Untuka =1,b =1,

— T T r ,T
we11 = grreq (0ce] + ITiel)
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(C.1)

(C.2)

(C.3)

(C.4)

(C.5)

(C.6)



Untuka =1,b = 2,

_ r r r 6
We12 = Grreg (0ce; + Tiges)
1

2M  Q2\ " 2M  Q%\2
=<1——+—> (1—7+r—2) (9,(0) + 0)

Untuka =1,b = 3,

Wiz = grrel (0ce] + [yed)
1
2M 0%\ 2M  Q%\2
=(1-—+5) (1-—+5) @0 +0)

Untuka =2,b =0,

Wir0 = ggge‘zg(ateg + Ftete(g)
=722 (8,(0) + 0)
=0
Untuka = 2,b =1,
Wi = .94919‘329(atei9 + Ftere{)
=122 (8,(0) + 0)
=0
Untuka =2,b =2,
W22 = .94919‘329(ateé9 + theeg
=17 (2:(0) +0)
=0
Untuka =2,b =3,

W23 = Joges (0pes + Ftaqbe;p)
1
=721 (3,(0) +0)
=0
Untuka =3,b =0,
We3p = g¢¢e§b(6te(§b + Ftdt’eg
— 22 cin2 1 1
= r*sin Hrsina (at( ) + 0)

rsiné
=0

Untuka =3,b =1,
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(C.7)

(C.8)

(C.9)

(C.10)

(C.11)

(C.12)

(C.13)



W31 = g¢¢e3 (ate1 nge{)
= 12 sin? 0% (0:(0) +0)
=0
Untuka =3,b = 2,

Wi3z = g¢¢e§’(0ce§’ + Ft‘f;ez")
— 2 ain2 1
=rosin® 6 — (0:(0) +0)
=0
Untuka =3,b = 3,

Wt33 = g¢¢eg)(6teg) + Ft%e??)
— 22 cin2 1
=r°sin®f —— (0:(0) +0)
=0
Kasus 2: Untuk u = r
Untuka = 0,b =0,

_ t ¢ £t
Wroo = Ger€o(0req + Irep)
1

(-2 )20 (-2

T r2

T2 2r3 T2

Untuka =0,b =1,
Wro1 = gtte(g(arelt + Frtre{)

2M | Q2 Q
—(1-Z+5)(1-2+ —2) (3,(0) + 0)
=0
Untuka =0,b = 2,
Wro2 = grees(Ore; + Frteeze) )
2M . Q2 2M | Q%\ 2
(=T E) (-2 5) T, +0)
=0
Untuka =0,b = 3,

2 2 2y —1
Q_) +l(ﬁ+Q_(1_%+Q_) (1_&+
2 T T
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(C.14)

(C.15)

(C.16)

(C.17)

(C.18)

(C.19)
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Wro3 = gree§(Orel + Tiyed)

=-(1-Z+5)(1-Z+%) "0 +0)
—0 (C.20)
Untuka =1,b =0,

Wr10 = grref(areg + Ffte(g) X
_ oM | @2\ L 2M | Q%\2
=(1-2+%) (1-Z+%) 3,0 +0)

=0 (C.21)
Untuka =1,b =1,

Wr11 = grre{(aref + Ffre{) )
2\~1 2\5
S (1-2, 2 (1_%+Q_2)2<ar(1ﬂ+
r r r r r
1
C) i, 2) (1o Q_Z)‘l( L 2
T2 2 r2+2r3 1 T +r2 1 T +r2

-2 (R (-2

T2 2r3 T2
1
1/2M Q2 2M | Q% 2
() -+ 5) )
=0 (C.22)
Untuka =1,b = 2,
Wy12 = grref(areg + Frreeg) )
. 2M | Q2 -1 2M . Q%\2
=(1-2+%) (1-Z+%) 0,0 +0)
= (C.23)
Untuka =1,b = 3,
wr13 = grref (Orez + F:¢e3?)
1
_ oM | @2\ L 2M | Q%\2
=(1-2+%) (1-Z+%2) 3,0 +0)
= (C.24)
Untuka =2,b = 0,
Wy20 = 9961329 (0ref +Tfred)
=r? - (0-(0) +0)
=0 (C.25)
Untuka =2,b =1,

Wr21 = goses (0ref + el
=72-(3,(0) +0)
~0 (C.26)
Untuka =2,b = 2,



Wy22 = Joo€3 (0 ez + T eez)

1 (0,02

Untuka =2,b = 3,

Wyp3 = 99992 S (0§ +T ¢e3)
=r2= (6 (0)+0)
=0
Untuka = 3,b =0,
Wy30 = g¢¢e3 (6 eO + F¢e
5 (0-(0) +0)

= 12 sin? 9
=0
Untuka =3,b =1,
Wy31 = g¢,¢,e3 (6 81 + Fﬁe
= r? sin? 9 (6 (0)+0)

=0
Untuka = 3,b = 2,

Wy32 = g¢¢€3 (6 ez + F;% $)
=r?sin? 60 m (0,(0) + 0)
=0

Untuka = 3,b = 3,

Wr33 = Jpp€3 (6 e3 + F¢ )
= T‘ sm 6 m (GT(O) + 0)

=0
Kasus3:u=2~6

Untuka =0,b = 0,

_ ¢ t t ot
Weoo = Jereo(dpeg + Igrep)

(-2 5 (-2 8) (00 (1- 24

1

f—z)_E + 0)

=0
Untuka =0,b =1,

— t t t r
Weo1 = Jreeo(dger + Igreq)

(1-2+5) (1-2+5)" G0+

=0
Untuka =0,b = 2,
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(C.27)

(C.28)

(C.29)

(C.30)

(C.31)

(C.32)

(C.33)

(C.34)



_ ¢ t t 6
Weoz = Jereo(dgez + Tgger)

(-2 ) (-2

1

Q% 2

z)*@
=0

Untuka = 0,b = 3,

wgo3 = gereg(dges + F9¢31 )

(-2 ) (-2

=0
Untuka =1,b = 0,

— r r r t
we10 = grrei (Fgeg + Tgeep)
1

- (1-242)" (1-2

Untuka =1,b =1,

— T T r T
wg11 = grrei (Oge] + Tge1)

Untuka =1,b = 2,

_ r r r 0
we12 = grrei (Jge; + Tgger)

T r2 y
2M 2\1/2

= _(1-* Q_z)
T T

Untuka =1,b = 3,

wg13 = grreq (Opes + Ferqseg))
-1
2M
=(1-F+%) (1-
=0
Untuka =2,b =0

We20 = 99932 (6690 + Feteé)
=r -(09(0) +0)

=0
Untuka =2,b =1,

5 (w(1-2

) (35(0) +0)

Z) (04(0) +0)

117

(C.35)

(C.36)

(C.37)

(C.38)

(C.39)

(C.40)

(C.41)



_ 0 0, 0 1
we21 = Jooe; (ge; + Igel)

Untuka = 2,b = 2,

Waz2 = Goses (Fged + Toged)
=722 (95(0) + 0)
=0
Untuka = 2,b = 3,
Waz2 = Goaes (Dged + Toped)
=12-(3(0) +0)
=0
Untuka = 3,b = 0,
W30 = Jppes (Bpeq + Toped)
— 2 ain2 1
=r°sin® 6 — (09(0) 4+ 0)
=0
Untuka =3,b =1,
We31 = g¢¢e§’(aeef’ + Fg}ef)
02 in2 1
= r<sin“ 6 —— (0g(0) +0)
=0
Untuka = 3,b = 2,
We3y = g¢¢ef(age§’ + F9¢9929)
02 ein2 1
= r°sin 9@(69(0) +0)
=0
Untuka = 3,b = 3,
Wg33 = g¢¢e§p(69ef + Fg:pef)

1 1 1
rsiné (69 (rsine) + cotd rsinG)
= rsinf (—cot@,; + cotf ! )

rsiné

rsiné
=0

Kasus 4: u = ¢
Untuka =0,b =0,

=r?sin? @

Wepoo = gtte(g(aq&e(g + F¢t>te(§)

1
2 2\ 75
- (1-242) (1-2+2) 0,0+
=0
Untuka =0,b =1,
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(C.42)

(C.43)

(C.44)

(C.45)

(C.46)

(C.47)

(C.48)

(C.49)



Wpo1 = Jrees(0gpes + ngre{)

1
2 2\ 5
(2 (242 0 4
Untuka =0,b = 2,
Wpoz2 = Jeees(0gpe; + ngeezg)
1
2 Q2 Y
=-(1-2+5) (1-2+5) T(0,0) +0)
Untuka =0,b = 3,
Wgpo3 = Jrreo(Ogpes + F¢t>¢e;p)
1
2 FANEEY
(2242 0 4
=0
Untuka=1,b =0,
Wep10 = grrelr(ad)e(’; + F&eé)
1
2M | Q?%\ 2M | Q%\2
=(1-7+5) (1-T+5) @@ +0)

Untuka =1,b =1,

w11 = grref (Oper + F¢r>re1r)
1
(4 _2M @\ 2M Q%)
- (1 = rz) (1 =+ rz) (84(0) +0)
=0
Untuka =1,b = 2,
We12 = grrei (0pe; + qugef)
1
_(q_2M @\, _2M @2
= (1 = rz) (1 =+ rz) (94(0) +0)
-0
Untuka =1,b = 3,

Wp13 = Grre] (D€} + Thped)
=(1-242) T (1-24 )
rsin?6 (1—¥+Q—2) ! )

12/ rsin@
1

1
2

(04(0) +

— i _2M Q%2
= sm@(l T+T2)
Untuka = 2,b = 0,
W20 = gooes (0ped + Tged)
— 21
=12-(04(0) +0)
=0
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(C.50)

(C.51)

(C.52)

(C.53)

(C.54)

(C.55)

(C.56)

(C.57)



Untuka =2,b =1,

We21 = geees (a(pele + Fgref)
_ .21
=r?= (04(0) +0)
=0
Untuka = 2,b = 2,
Wga2 = goges (0ped +Thged)
_ 21
=r?= (04(0) +0)
=0
Untuka =2,b = 3,
Wg23 = gooes (Dpes + F£¢e:ff)

1 . 1
=r? - (6¢, (0) — sinfBcosH @)
= —cosf

Untuka =3,b =0,

Wg30 = Ggpes (Bpeq +Toel
. 1
=r2sin? 0 — (04(0) +0)
=0
Untuka =3,b =1,

Wep31 = g¢¢ef(6¢ef) + Ffref)

1
— 12 5in2 g —- (1 —2M, &Y
= r*sin 9mn9<6¢(0)+r(1 —+ 2))

r
1

N
= sinf (1 - ¥ + 2—2)2
Untuka = 3,b = 2,
Wep32 = g¢¢eg’(6¢e§) + Ffeeg)
—2ein2pg_ 1 1
=r“sin“ 6 — (6¢(0) + cotf T)

= cos@
Untuka =3,b = 3,

W33 = g¢¢eg’(6¢e;p + I‘fd)eg))
. 1
= r?sin? 9@(6(1)(0) +0)
=0
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(C.58)

(C.59)

(C.60)

(C.61)

(C.62)

(C.63)

(C.64)
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LAMPIRAN D
METODE NUMERIK GRAFIK FUNGSI f(r) DALAM RUANGWAKTU
REISSNER NORDSTROM
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
# Parameter
M = 1.0 # Massa lubang hitam
Q = 0.5 # Muatan lubang hitam
# Rentang nilai r
r = np.linspace(0.1, 5, 100) # Menghindari r=0 untuk menghindari pembagian
dengan nol
# Fungsi f(r)
def f(r, M, Q):
return1- (2* M /r) + (Q**2 / r**2)
# Hitung nilai f(r)
f values = f(r, M, Q)
# Plot
plt.figure(figsize=(10, 6))
plt.plot(r, f_values, label=r'$f(r) = 1 - \frac{2M}{r} + \frac{Q"2}{r"2}$,
color="blue’)
plt.axhline(0, color="red", linestyle="--", label="Horizon Peristiwa (f(r)=0)"
plt.title('Grafik Fungsi f(r) untuk Lubang Hitam Reissner-Nordstrém’)
plt.xlabel('r)
plt.ylabel('f(r)")
plt.ylim(-1.5, 1.5)
plt.xlim(0.1, 5)
plt.grid()
plt.legend()
plt.show()
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LAMPIRAN E

METODE NUMERIK GRAFIK FUNGSI GELOMBANG DATANG,
PANTUL, DAN TRANSMISI PADALUBANG HITAM RN

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

omega = 1.0 # Spektrum energi

m=05 #Massa

r = np.linspace(1, 10, 500) # Jarak radial
t=0 # Waktu

def sign(x):

return np.sign(x)

epsilon = sign(omega + m)

sqrt_term = np.sqrt(omega**2 - m**2)

def psi_jk_plus(r, t):
return (1/r) * np.exp(-1j * (omega * t + epsilon * sqrt_term * r))
def psi_jk_minus(r, t):

return (1 /r) * np.exp(-1j * (omega * t + epsilon * sqrt_term * r))

|_plus =10.0 # Amplitudo untuk 1™+ (diperbesar untuk visibilitas)
I_minus = 10.0 # Amplitudo untuk I"-

psi_incoming = 1_plus * psi_jk_plus(r, t) + I_minus * psi_jk_minus(r, t)

R_plus = 1.0 # Amplitudo untuk R+
R_minus = 1.0 # Amplitudo untuk R"-
psi_reflected = R_plus * psi_jk_plus(r, t) + R_minus * psi_jk_minus(r, t)

r_plus = 2.0 # Horizon peristiwa
eV_plus=0.1



123

r_star = np.log(r - r_plus)
def psi_transmission(r, t):
factor = 1/ (np.sqrt(r_plus) * (r_plus)**(1/4) * (r - r_plus)**(1/4))
phase = np.exp(-1j * (omega * t + (omega - eV_plus) * r_star))
return factor * phase
T_plus =1.0 # Amplitudo untuk T+
T_minus = 1.0 # Amplitudo untuk T"-
psi_transmitted = T_plus * psi_transmission(r, t) + T_minus * psi_transmission(r,

Y

plt.figure(figsize=(16, 12)) # Perbesar ukuran gambar

plt.plot(r, np.abs(psi_incoming), label='|'¥ 1| (Gelombang Datang)', color='blue',
linewidth=2)

plt.plot(r, np.abs(psi_reflected), label="|¥ 1"r| (Gelombang Pantul)',
color='orange’, linewidth=2)

plt.plot(r, np.abs(psi_transmitted), label="|¥ I1"t| (Gelombang Transmisi)',
color="green’, linewidth=2)

plt.axvline(x=r_plus, color="red', linestyle='--', label="Horizon Peristiwa (r = r_+),
linewidth=2)

plt.fill_between(r, 0, np.abs(psi_incoming), where=(r <r_plus), color="blue’,
alpha=0.1, label="Luar Horizon")

plt.fill_between(r, 0, np.abs(psi_transmitted), where=(r >=r_plus), color="green’,
alpha=0.1, label="Dalam Horizon')

plt.text(r_plus + 0.2, 0.5, 'Wilayah Dalam Horizon (Gelombang Transmisi)',
color="green’, fontsize=12)
plt.text(np.max(r) - 4, 0.5, 'Wilayah Luar Horizon (Gelombang Datang & Pantul)’,

color="blue’, fontsize=12)
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y_max = max(np.max(np.abs(psi_incoming)), np.max(np.abs(psi_reflected)),
np.max(np.abs(psi_transmitted)))
plt.ylim(0, y_max * 1.1)

plt.title('Fungsi Gelombang: Gelombang Datang, Pantul, dan Transmisi pada
Lubang Hitam RN', fontsize=16)

plt.xlabel('r (Jarak Radial)’, fontsize=14)

plt.ylabel('|'Y| (Magnitudo)', fontsize=14)

plt.legend(fontsize=12)

plt.grid(True)

plt.tight_layout()

plt.show()
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