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ABSTRAK

Tusaadiah, Halimah. 2024. Sifat-Sifat Dasar Ruang Bernorma Riesz. Skripsi. Jurusan
Matematika Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam negeri Maulana
Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (1) Dr. Elly Susanti, S.Pd., M.Sc. (2) Erna
Herawati, M.Pd.

Kata Kunci: Cone, Cone positif, lattice, norm, Ruang Vektor, Ruang Riesz, Ruang
Bernorma Riesz.

Ruang Bernorma Riesz merupakan konsep perluasan dari Ruang Vektor yang memenubhi
syarat keterurutan, lattice dan norm. Keterurutan yang dimaksudkan dalam hal ini adalah
relasi < yang memenuhi syarat refleksif, antisimetri dan transitif. Lattice adalah suatu
himpunan terurut yang memiliki batas atas terkecil atau supremum dan batas bawah
terbesar atau infimum. Seperti halnya Ruang Vektor yang memiliki sifat-sifat dasar yaitu
tertutup, komutatif, assosiatif, identitas, invers maupun distributif, Ruang Bernorma Riesz
juga memiliki beberapa sifat-sifat dasar yang dibahas dalam penelitian ini. Hasil dari
penelitian ini menunjukkan bahwa operasi lattice pada Ruang Bernorma Riesz bersifat
kontinu, cone positif yang bersifat tertutup dan nilai limit sama dengan nilai supremum.
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ABSTRACT

Tusaadiah, Halimah. 2024. Basic Properties of Normed Riesz space. Thesis. Department
of Mathematics, Faculty of Science and Technology, Universitas Islam Negeri
Maulana Malik Ibrahim, Malang. Supervisor: (1) Dr. Elly Susanti, S.Pd., M.Sc. (2)
Erna Herawati, M.Pd.

Keywords: Cone, lattice, norm, Positive Cone, Riesz Space, Normed Riesz Space, Vector
Space.

Normed Riesz Space is an extended concept of Vector Space that satisfies the conditions
of order, lattice and norm. The order referred to in this case is the < relation that satisfies
the reflexive, antisymmetry and transitive conditions. Lattice is an ordered set that has the
smallest upper limit or supremum, and the largest lower limit or infimum. Like Vector
Space which has basic properties such as closed, commutative, associative, identity, inverse
and distributive, Normed Riesz Space also has some basic properties which are discussed
in this research. The results of this study show that the lattice operation on Normed Riesz
Space is continuous, a positive cone that is closed and the limit value is equal to the
supremum value.
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PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Ruang Vektor V atas lapangan real R adalah himpunan tak kosong yang
terdiri dari elemen-elemen vektor s,t € V dan disertai dua operasi aljabar, operasi
ini adalah penjumlahan antar vektor dan perkalian vektor dengan skalar, dan skalar
anggota dari lapangan real R (Kreyszig, 1979). Ruang Vektor memiliki beberapa
sifat dalam operasinya, antara lain bersifat tertutup terhadap penjumlahan,
komutatif, assosiatif, identitas, dan invers vektor terhadap penjumlahan. Sedangkan
dalam operasi perkalian skalar dengan vektor memiliki beberapa sifat, antara lain
bersifat tertutup terhadap perkalian, assosiatif, identitas, distributif perkalian skalar
terhadap penjumlahan vektor dan distributif penjumlahan terhadap perkalian skalar
(Anton & Rorres, 2017).

Ruang Vektor E atas lapangan real R dikatakan Ruang Vektor terurut apabila
urutan dan struktur Ruang Vektor adalah kompatibel, artinya untuk h, i € E dengan
h < i, memenuhi h +j < i+ j untuk setiap j € E dan mh < mi untuk bilangan
real m tak negatif. Apabila (E, <) adalah lattice, maka E dikatakan Ruang Riesz
(W.A.J, 1971). Dalam hal ini akan disepakati E sebagai Ruang Riesz. Lattice adalah
suatu himpunan terurut yang memiliki batas atas terkecil atau supremum dan batas
bawah terbesar atau infimum. Sedangkan himpunan terurut adalah himpunan tak

kosong M dengan relasi < yang memenuhi syarat refleksif, antisimetri dan transitif.



Ruang Riesz memiliki banyak cabang, salah satunya Ruang Bernorma Riesz.
Ruang Bernorma Riesz merupakan Ruang Riesz yang dilengkapi dengan norm.
Norm merupakan suatu fungsi bernilai real dalam Ruang Vektor yang nilainya
dilambangkan dengan |I. || dan memiliki beberapa sifat antara lain non-negatif,
identitas definit, linearitas skalar atau homogenitas dan ketaksamaan segitiga
(Kreyszig, 1979). Apabila semi-norm p pada E memenuhi p(h) < p(i) ketika
|h| < |i] maka dikatakan lattice semi-norm dan p dikatakan lattice norm apabila p
adalah norm. Dalam kasus lain (E, ||.||) dikatakan Ruang Bernorma Riesz (Meyer-
Nieberg, 1991). Semi norm adalah suatu fungsi pada Ruang Vektor V yang
memiliki tiga sifat yaitu non-negatif, identitas definit dan ketaksamaan segitiga
(Pedro, 1995).

Ruang Bernorma Riesz memiliki beberapa sifat-sifat dasar seperti operasi
latticenya bersifat kontinu, cone positif yang bersifat tertutup dan nilai limit sama
dengan nilai supremum. cone positif adalah himpunan setiap elemen dalam Ruang
Riesz yang memenuhi tiga syarat yaitu positive part, negative part dan absolute
value (Schaefer, 1974).

Seperti dijelaskan dalam hadis Rasulullah Saw, setiap manusia lahir dalam
keadaan suci, dalam artian setiap individu pada dasarnya mempunyai sifat fitrah
pada dirinya, sama halnya dengan Ruang Bernorma Riesz yang juga memiliki sifat-
sifat dasar yang nantinya akan dijelaskan pada penelitian ini. Berikut hadis

Rasulullah Saw yang menjelaskan mengenai sifat dasar yang dimiliki manusia:

/////

B S & Js2g J6 J6 5354 L}jg;cgup L}jg; /,w”i!\ e Bls o 2 A s
Artinya:“Telah menceritakan kepada kami Zubair bin Harb telah menceritakan

kepada kami Jarir dari Al A’masy dan Abu Shalih dari Abu Hurairah dia berkata,
Rasulullah Saw bersabda: Tidaklah seorang bayi yang dilahirkan melainkan dalam



keadaan fitrah, maka bapaknyalah yang menjadikannya Yahudi, atau Nasrani atau
Musyrik” (HR. Muslim 4805).

Hadis tersebut menjelaskan bahwa setiap manusia pada dasarnya lahir dalam
keadaan suci, yang menyebabkan manusia itu bisa melakukan hal-hal negatif
maupun jauh dari norma-norma agama adalah karena lingkungan, baik lingkungan
keluarga, teman maupun lingkungan masyarakat.

Berdasarkan beberapa penjelasan mengenai Ruang Bernorma Riesz dan
integrasinya dalam al-qur’an, maka penelitian ini akan membahas tentang sifat-sifat

dasar Ruang Bernorma Riesz disertai dengan pembuktiannya.

1.2 Rumusan Masalah
Rumusan masalah pada penelitian ini adalah bagaimana sifat-sifat dasar

Ruang Bernorma Riesz dan pembuktiannya?.

1.3 Tujuan Penelitian

Penelitian ini bertujuan untuk mengkaji dan membuktikan sifat-sifat dasar
Ruang Bernorma Riesz.
1.4 Manfaat Penelitian

Penelitian ini diharapkan dapat menjadi referensi bagi penelitian-penlitian

selanjutnya yang berkaitan dengan sifat-sifat dasar Ruang Bernorma Riesz.

1.5 Batasan Masalah
Penelitian ini membahas tentang sifat-sifat dasar Ruang Bernorma Riesz,

dengan domainnya Ruang Vektor atas lapangan Real.



1.6

Definisi Istilah

. Ruang Vektor

Ruang Vektor V atas lapangan Real adalah himpunan tak kosong yang terdiri
dari elemen-elemen vektor s,t yang disertai dengan dua operasi aljabar,
operasi ini adalah penjumlahan terhadap vektor dan perkalian vektor terhadap
skalar (Anton & Rorres, 2017).

Definisi Lattice

Lattice adalah suatu himpunan memiliki supremum dan infimum (Aliprantis,
2003).

Definisi Cone Positif

Cone positif adalah elemen dalam Ruang Riesz yang memenuhi syarat
positive part, negative part dan absolute value (Meyer-Nieberg, 1991).
Definisi Ruang Riesz (Vektor lattice)

Ruang Riesz adalah Ruang Vektor terurut yang memenuhi syarat lattice dan
cone positif (W.A.J, 1971).

Ruang Bernorma

Ruang Bernorma adalah Ruang Vektor disertai dengan sebuah norm yang
memiliki beberapa sifat antara lain non-negatif, identitas definit, linearitas

skalar dan ketaksamaan segitiga (Kreyszig, 1979).

. Definisi Ruang Bernorma Riesz

Ruang Bernorma Riesz adalah adalah Ruang Riesz yang disertai dengan norm

(Meyer-Nieberg, 1991).
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KAJIAN TEORI

2.1 Teori Pendukung
2.1.1 Ruang Vektor
Ruang Vektor adalah himpunan yang terdiri dari dua elemen dan disetrai
dengan dua operasi aljabar. Ruang Vektor memberikan pemahaman penting
sebelum mempelajari sifat-sifat Ruang Bernorma Riesz. Sehingga, dalam
penelitian ini perlu mendefinisikan tentang Ruang Vektor terlebih dahulu.
Definisi 2.1 (Anton & Rorres, 2017)
Ruang Vektor V atas lapangan Real R adalah himpunan tak kosong yang terdiri
dari elemen-elemen s,t € IV (dikatakan vektor) apabila disertai dua operasi
aljabar, operasi ini adalah penjumlahan terhadap vektor dan perkalian vektor
terhadap skalar (Anton & Rorres, 2017).
Operasi penjumlahan vektor memiliki beberapa sifat sebagai berikut.
1. Tertutup terhadap penjumlahan
Vs,t €Vberlaku (s+te€vV)
2. Komutatif terhadap penjumlahan
Vs, teVberlaku(s+t=t+s)
3. Assosiatif terhadap penjumlahan
Vs, t,u€Vberlaku (s+(t+u)=(s+1t)+u)
4. ldentitas terhadap penjumlahan

30 eV30+s=s+0=s5VselV



5. Invers vektor terhadap penjumlahan
A3(—-s) eV 3s+(-s)=(=s)+s=0
Operasi perkalian skalar dengan vektor memiliki beberapa sifat sebagai
berikut.
1. Tertutup terhadap perkalian
Vs eVdank € R berlaku (ks € V)
2. Assosiatif
VseVdank,l € Rberlaku ( k(ls) = (kl)s)
3. ldentitas terhadap perkalian
31 e R31s =5
4. Distributif perkalian skalar terhadap penjumlahan vektor
V s,t € V dengan k € R maka berlaku (k(s + t) = ks + kt)
5. Distributif penjumlahan terhadap perkalian skalar
Vs € Vdank,! € R makaberlaku ((k + )s = ks + s).
Contoh 2.1
Buktikan R? adalah Ruang Vektor atas lapangan R.
Bukti:
Diambil sebarang e, f,g € R? , k,l € R dan 1 € Rdengan e = (ey,e;), f =
(f1, f2) dan g = (g1, 92)-
Akan dibuktikan:
Penjumlahan vektor:
1. e+ f € R? (Tertutup)

Perhatikan:

et f=(enest+fi,f2)



= (e, + fr,e; + f,) € R?
2.e+f=f+e
Perhatikan bahwa:
e+ f=(ene)+ (fu.f2)
=(e1+fi,es+f2)
Dengan menggunakan sifat komutatif pada bilangan Real maka:
=(fiteyfo +ey)
= (fu f2) + (e1, €2)
=f+e
. e+(f+g=(€+f)+g
Perhatikan bahwa:
e+ (f+9) = (erex) + ((f1, f2) + (91, 92))
=(enex) + (it 91,12+ 92)
= tfitguetfatg)
=((es + f1) + g1, (e2 + f2) + 92))
= (e1 + fie2 + f2) + (91, 92)
= ((er,e2) + (1, 2)) + (91, 92)
=(e+f)+g
4. 0+e=e+0=ce
Perhatikan bahwa:
Ada 0 € R? untuk setiap e € R? sehingga0 + e = e+ 0 = e,
0+ e= (00) + (e1,e;)
= (0 + e1,0 + e;)

Dengan menggunakan sifat komutatif pada bilangan Real maka:



= (61 + 0,6’2 + O)

= (81, 62)

5.e+(—e)=0
Perhatikan bahwa:
Terdapat —e € R? untuk setiap e € R? sehinggae + (—e) = e +
(—e)=0
e+ (—e) = (e, e;) + (—ey,—ey)
= (e; + (—e1),e; + (—ey))
Dengan menggunakan sifat komutatif pada bilangan Real maka:
= ((—e) + e, (—e2) + e3)
= (0,0)
=0
Perkalian terhadap skalar:
6. ke € R? (Tertutup)
Perhatikan bahwa:
ke = k(e e;)
= (key, ke,) € R?
7. (k + De = ke + le
Perhatikan bahwa:
(k+ De= (k + D(ey,e)
= (key, key) + (leg, ley)
= (ke + ley, ke, +ley)

= ke + le



8. k(e +f) = ke + kf
Perhatikan bahwa:
k(e +f) = k(e+f)
= k((e1,e2) + (fu. f2))
= k(ey + fues +12)
= (k(ey + f1). k(ez +f2))
= (ke, + kfy, ke, + kfy)
= ke + kf
9. (ke = k(le)
Perhatikan bahwa:
(kDe = (kD)(es,e,)

= (klel, klez)

= k(ley, ley)
= k(le)
10. le=e
Perhatikan bahwa:
le = 1(eq, e;)
= (e, €2)

= e

Karena R? memenuhi sepuluh sifat tersebut, maka terbukti R? adalah Ruang

Vektor atas lapangan R.

10
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2.1.2 Cone
Cone adalah himpunan bagian tak kosong dari Ruang Vektor yang
memenuhi tiga syarat. Berikut definisi lengkap dari cone.
Definisi 2.3 (Charalambos & Rabee, 2007)
Himpunan bagian tak kosong K dari Ruang Vektor dikatakan cone apabila
memenuhi:
1. K+K<cK
2. aK < K untuk setiap a = 0
3. Kn(—K) = {0}
2.1.3 Himpunan Terurut
Himpunan terurut adalah himpunan yang dilengkapi dengan suatu relasi
pembanding. Untuk lebih jelasnya, berikut definisi dari himpunan terurut.
Definisi 2.4 (Schaefer, 1974)
Diberikan himpunan tak kosong M dan e, f, g € M. Diberikan relasi <. relasi <
dikatakan urutan apabila memenuhi:
1. e <euntuksetiape e M
2. e < fdanf <ejikadanhanyajikae = f dan
3. e<fdanf < gjikadan hanyajikae < g.
(M, <) dikatakan himpunan terurut.
Contoh 2.2
Diberikan himpunan semua bilangan rasional Q dengan s, t,u € Q. Himpunan
semua bilangan rasional Q@ merupakan himpunan terurut dengan relasi < yang
didefinisikan sebagai berikut:

s < t jika dan hanya jika s — t suatu bilangan non negatif.
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Bukti.

1. Ambil sebarang s,t € Q
Akan dibuktikan untuk setiap s < s untuk setiap s € Q
Berdasarkan definisi, s < s berarti haruslah bilang positif atau nol
Karena s — s = 0, karena 0 bilangan non-negatif, maka s < s untuk setiap
s € Q terbukti.

2. Akan dibuktikan untuk setiap s,t € Q berlaku apabila s < t dan t < s jika
dan hanya jikas =t
Dari definisi relasi, diketahui s < t, artinya s —t > 0 mengakibatkan dua
kemungkinan, yaitus —t = 0 ataus — t > 0.
Karena t < s artinya t — s > 0 mengakibatkan dua kemungkinan, yaitu t —
s=0ataut—s>0.
Karena akan dibuktikan s = t maka diambil kemungkinans —t = 0 dant —
s =0.

Perhatikan bahwa:

Jadi terbukti bahwa setiap s, t,u € Q berlaku apabilas < tdant < s jika dan
hanya jikas =t

3. Akan dibuktikan untuk setiap s, t,u € Q berlaku apabilas < t dan t < u jika
dan hanya jika s < u.
Ambil sebarang s, t,u € Q.
Dari definisi relasi, diketahui s < ¢t, artinyas —t > 0 dan t < u artinya t —

u=0
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Untuk menunjukan bahwa s < u, maka akan ditunjukkan s —u > 0
Perhatikan bahwa:
s—u=(s—-t)+(t—u)
Karena s — t dan t — u non-negatif makas —u > 0
Berdasarkan poin 1, 2 dan 3 maka terbukti bahwa Q merupakan himpunan terurut
dengan relasi <.
2.1.4 Lattice
Lattice adalah himpunan terurut yang di dalamnnya memiliki supremum
dan infimum. Untuk lebih jelasnya, berikut definisi mengenai batas atas, batas
bawah, supremum, infimum dan lattice.
Definisi 2.5 (Robert G., 2010)
Misalkan S himpunan tak kosong dan subset pada R. Didefinisikan:
1. Himpunan S dikatakan terbatas di atas apabila terdapat bilangan u € R
sehingga s < u untuk setiap s € S. Bilangan u dikatakan batas atas pada S.
2. Himpunan S dikatakan terbatas di bawah apabila terdapat bilangan w € R
sehingga w < s untuk setiap s € S. Bilangan w dikatakan batas bawah pada
S.
Definisi 2.6 (Supremum dan Infimum Pada Himpunan Terurut M)
Misalkan A himpunan tak kosong. A merupakan subset M.
1. Apabila A terbatas di atas, maka suatu bilangan d dikatakan supremum pada
A apabila memenuhi:
(i) d adalah batas atas dari A, dan

(if) Apabila terdapat e batas atas yang lain dari A, maka d < e.
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2. Apabila A terbatas di bawah, maka suatu bilangan f dikatakan infimum pada
A apabila:
(i) f adalah batas bawah pada A
(if) Apabila terdapat g batas bawah yang lain dari A, maka g < f
Contoh 2.3
Misalkan S = (0,1) € R. Tentukan supremum dari S!
Penyelesaian:
Akan dibuktikan:
1. 1 adalah batas atas dari S
Himpunan S = (0,1) memiliki batas atas jika d = h untuk setiap h € (0,1).
Dengan demikian, 1 adalah batas atas dari S, karena:
Vhe (01)h<1
Jadi 1 adalah batas atas dari S.
2. Apabila terdapat e batas atas yang lain dari S, maka d < e.
Akan dibuktikan d = 1 adalah supremum
Akan ditunjukkan bahwa tidak ada e batas atas dari S yang lebih kecil dari 1.
Jadi, jika e adalah batas atas dari S, maka:
Ve (batas atas dari S) (1 < e)
Karena 1 adalah batas atas terkecil yang memenuhi syarat, maka sup(S) = 1.
Contoh 2.4

Misalkan S = (0,1) € R. Tentukan infimum dari S
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Penyelesaian:
Akan dibuktikan:
1. 0 adalah batas bawah dari S
Himpunan S = (0,1) memiliki batas bawah jika f < h untuk setiap h €
(0,1). Dengan demikian, 1 adalah batas atas dari S, karena:
Vh €(01)0<h
Jadi, 0 adalah batas bawah dari S.
2. Apabila g batas bawah yang lain dari S, maka g < f
Akan dibuktikan f = 0 adalah infimum.
Akan ditunjukkan bahwa tidak ada d batas bawah yang lain dari S yang lebih
besar dari O.
Jika g > 0, maka g adalah bilangan yang lebih besar dari O tetapi lebih kecil
dari 1 (karena S = (0,1)
Karena untuk setiap d > 0, maka akan selalu ada x dalam (0,1) yang lebih

kecil dari g. Misalnya, pilih h = 2. Karena 0 < 2 < g < 1, maka h adalah

anggota S dan h < g.
Jadi, jika d adalah batas atas dari S, maka:
Vg (batas bawah dari S) (g < 0)

Karena 0 adalah batas bawah terbesar yang memenuhi syarat, maka inf(S) =

0.
Definisi 2.6 (W.A.J, 1971)
Himpunan terurut (M, <) dikatakan lattice apabila untuk setiap pasangan elemen
(h,i) € M x M, dengan elemen-elemen h Vv i = sup(h,i) dan h Ai = inf (h,i)

ada di M. Lattice memiliki beberapa sifat, sebagai berikut.
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1. ldempoten
Vh € M, berlakuhAh=h, danhVh =nh
2. Komutatif
Vh,i € M,berlaku h Ai =iAh,danhVi=iVh
3. Asosiatif
Vh,i,j € M, berlaku (h Ai) Aj=hA(iA]), dan
Vh,i,j € M, berlaku (hvi)vj=hVv (iVj)
4. ldentitas absorsi
Vh,i,j € M, berlaku hA(iVj)=h,danhV (iAj)=h
Berikut aturan yang dalam Vv dan A.
1. Apabila h < i maka inf(h,i) = hartinypahAi=h
2. Apabila h < i maka sup(h,i) = h artinya h v i = i (George, 1978).
Definisi 2.7 (Schaefer, 1974)
Diberikan S himpunan tak kosong dengan S € R, untuk setiap s € S dan x € R
berlaku:
1. inf(S) = —sup (—S) dengan —S = {—s:s € S}
2. x+sup(S) =sup (x+5)
3. x+inf(S) =inf(x + 5)
Definisi 2.8 (Schaefer, 1974)
Diberikan M himpunan terurut. M dikatakan lattice distribitif apabila untuk setiap
h,i,j € M berlaku.
(hvi)Aj=(hAD)V (RA))
Contoh 2.5

Berdasarkan contoh 2.3 dan 2.4 maka:



17

1. Supremum dari S adalah 1, berdasarkan definisi lattice, maka dapat
dinotasikan sebagai berikut.
sup(S) =latauhvi=1
2. Infimum dari S adalah 0, berdasarkan definisi lattice, maka dapat dinotasikan
sebagai berikut.
inf(S) =0atauh Ai = 0.
2.1.5 Ruang Riesz
Ruang Riesz adalah Ruang Vektor terurut yang dilengkapi dengan lattice.
Ruang Riesz menjadi pondasi utama dalam penelitian “Sifat-sifat Dasar Ruang
Bernorma Riesz”. Sehingga sebelum membahas rinci tentang sifat-sifat tersebut,
maka terlebih dahulu dijelaskan mengenai definisi Ruang Riesz secara lengkap.
Definisi 2.9
Ruang Vektor E atas lapangan Real disebut Ruang Vektor terurut apabila E dapat
diurutkan sedemikian sehingga struktur Ruang Vektor dan struktur urutannya
kompatibel, artinya
1. Apabila s,t € E sedemikian sehingga s <t, maka s +u <t + u untuk
setiapu € E.
2. Apabila s > 0 maka s < St untuk setiap § > 0 di R..
Apabila (E, <) adalah lattice, maka E dikatakan Ruang Riesz.
Contoh 2.6
Misalkan X adalah himpunan tak kosong dan misalkan B(X) koleksi fungsi
bernilai real terbatas pada X. Buktikan bahwa B (X) merupakan Ruang Riesz.
Bukti.

Ambil sebarang s,t € B(X), @ € Rdan x € X.
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Diketahui bahwa B (X) koleksi fungsi bernilai real terbatas pada X.
Akan dibuktikan bahwa:
1. B(X) adalah Ruang Vektor

Karena B(X) koleksi fungsi bernilai real terbatas pada X, maka s,t € B(X)
adalah fungsi terbatas bernilai real pada X.
Akan dibuktikan B(X) adalah Ruang Vektor, maka harus memenuhi dua
operasi, yaitu penjumlahan fungsi dan perkalian fungsi terhadap skalar:
Diambil sebarang s, t,u € B(X) x € X
(i) s+teB(X) (Tertutup)

Perhatikan:

(s + t)(x) = s(x) + t(x) berdasarkan Definisi 2.11, diperoleh:

=s+t€ BX)

(if) Komutatif

Perhatikan bahwa:

(s+t)(x) =s(x)+t(x)
Dengan menggunakan sifat komutatif pada bilangan Real maka:
(s+8)(x) = (t(x) +s(x))
= (t+s)(x)

(ii1) Asosiatif

Perhatikan bahwa:

s() + ((t+9)(x) = s(x) + (t(x) + g(x))
Dengan menggunakan sifat asosiatif pada bilangan Real maka:

= (s(x) + t(x)) + g(x)
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(iv) ldentitas

Perhatikan bahwa:

Ada 0 € B(X) untuk setiap s € B(X) sehingga0 +s= s+0=s,

0+s=0+4 s(x)
Dengan menggunakan sifat komutatif pada bilangan Real maka:
= s(x)+0
= s(x)

(V) s+(—s)=0

Perhatikan bahwa:

Terdapat —s € B(X) untuk setiap s € B(X) sehingga

s+ (=s) =s+(-s)=0

s+ (=5) = s(x) + (=s)(x)

Dengan menggunakan sifat elemen negatif pada bilangan Real maka:

s+ (=s) =0
Perkalian terhadap skalar:
(i) as € B(X) (Tertutup)

Perhatikan bahwa:

as = as(x) berdasarkan definisi 2.11 maka:

= a(x)s(x) € B(X)

(ii) (a+ B)s = as+ PBs

Perhatikan bahwa:

(a+ B)s = (a+ B)(x)s(x) berdasarkan definisi 2.11 maka:
= (a(x) + B(x))s(x)
= (a(@)s(x)) + (B(x)s(x))
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= as+ fBs
(i) a(s +t) = as+ at

Perhatikan Bahwa:

a(s +t) = a(x)(s(x) + t(x)) berdasarkan definisi 2.11 maka:
= a(x)s(x) + a(x)t(x)
= as+ at
(iv) (aB)s = a(Bs)

Perhatikan bahwa:

(aB)s = (aB)(x)s(x) berdasarkan definisi 2.11 maka:
= a(x)B(x)s(x)
= a(x)(B(x)s(x))

a(Bs)

(V) Is=s
Perhatikan bahwa:
1s = 1s(x) berdasarkan sifat identitas perkalian pada bilangan real
maka:
= s(x)
=S
Karena B(X) memenuhi sepuluh sifat tersebut, maka terbukti B(X) adalah
Ruang Vektor atas lapangan R.

2. B(X) adalah Ruang Vektor terurut

Berdasarkan definisi Ruang Vektor terurut, maka akan ditunjukkan bahwa:

untuk setiap s,t € B(X) dengan s < t memenuhi s + j < t + j untuk setiap

j € B(X) dan as < at untuk bilangan real « tak negatif.
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(i) Diambil sebarang a,s,t € B(X),Vx € X
Dengans <t
(s+t)(x) =s(x) + t(x)
Perhatikan bahwa:
s<t=s()<t(x)
Untuk setiap j € E
Berdasarkan teorema 2.2, maka:
s(x) +j(x) < t(x) +j(x) (terbukti)
(if) Untuk setiap a, s,t € B(X), danx € X
Berdasarkan definisi 2.11, maka:
(as)(x) = a(x)s(x)
Karena diketahui s(x) < t(x)
Berdasarkan teorema 2.1 (3)
Maka Va = 0
s(x)a(x) < t(x)a(x) (terbukti)
Berdasarkan poin (i) dan (ii) maka terbukti bahwa B(X) adalah Ruang Vektor
terurut.
3. B(X) adalah Lattice
Diambil sebarang s, t € B(X)
Berdasarkan definisi lattice maka B (X) memiliki supremum dan infimum.
Karena B(X) koleksi fungsi bernilai real terbatas, berdasarkan definisi
himpunan terbatas maka 3M > 0, M € R sedemikian hingga memenuhi:

[s(x)] < Mdan |t(x)|<M
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Perhatikan bahwa:

|s(x)] <M, maka —M <s(x) <M

[t(x)| < M,maka —M < t(x) <M

Sehingga sup(s,t) = sVt

Karena diketahui:

s<t

s(x) < t(x) < M, maka:

sup(B(X)) = max{|t(x)|, M}
Dan
inf(B(X)) = min{|s(x)|, M}
Karena B(X) memiliki supremum dan infimum, maka terbukti B(X) adalah
Lattice.
Berdasarkan poin 1, 2 dan 3 maka terbukti bahwa B (X) merupakan Ruang Riesz.
2.1.6 Cone Positif pada Ruang Riesz
Cone positif adalah setiap anggota dari Ruang Riesz yang lebih besar
sama dengan nol. Berikut definisi lengkap dari Cone positif.
Definisi 2.10 (Meyer-Nieberg, 1991)
Misalkan E adalah Ruang Riesz, misalkan juga E, cone positif pada E yaitu
himpunan semua s € E sedemikian sehingga s = 0.
2.1.7 Ruang Bernorma
Ruang Bernoma adalah Ruang Vektor yang dilengkapi empat syarat.

Berikut definisi lengkap dari Ruang Bernorma.
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Definisi 2.11 (Carlos, 2000)

Diberikan Ruang Vektor V. Didefinisikan fungsi bernilai real pada V. ||. || disebut
norm apabila vV s,t € V dan f € R memenuhi:

(ND)IIslii=0

(N2) Il s lI= 0 jika dan hanya jikas = 0

(N3) I Bs =Bl II's Il

(N4 lIs+tl<lsll+ltll (Triangle inequality), dimana s dan t adalah
sebarang vektor dalam V dan g adalah sebarang skalar.

Dengan demikian (V, II. II) dikatakan Ruang Bernorma

Contoh 2.7

Buktikan bahwa Ruang Euclid (R™, || d |I) adalah Ruang Bernorma dengan norm

yang didefinisikan:

n
Id = (z 14,1 = (i P+ +1dn]?
=1

Bukti:

diambil sebarang d,e € R™ dan f € R dengan d = (d;,d5,...,d,;) dan e =

(e1,€z,---,6n)

Akan dibuktikan:
(N) Il d lI= (T |a;[2)V/2
I dll=|dy|? + |dy|?+... +|dy|?
Karenad,,d,,...,d, € R. maka:
|d;| =0, Vj, |d;]* = 0 dan (X7, |d;]*) = 0, sehingga
i1 1152 = 0, V.

Jadi (N1) Terbukti.
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(N2) (bukti ke Kiri)
diketahui d; = 0, Vj akan dibuktikan |l d II= 0
Selanjutnya
Idll= Xy la;|*)*/?
Id ll= (ST, |0?)"/2
Idll= (5= 0)1/2
I dll=0Y2=0
Jadi I d II=0
(bukti ke kanan)
Diketahui || d ll= 0 akan dibuktikan d = 0
Idll= Xy ld;1HY? =0 (dikuadratkan)
Idll= (X7, 1d;]*) =0
|dy|? + |dy|?+...+|dp]> =0
tinjau : |d;|* = 0, Vj jika dan hanya jika |d;|*> > 0, Vj
Atau |d;|*> = 0, Vj
Andaikan |d;|* > 0, Vj akibatnya sigmanya bernilai positif.
Perhatikan |d;|* = 0, Vj memenuhi d; = 0, Vj
Jadi (N2) Terbukti.
(N3) Akan dibuktikan |B] Il d Il
I Bd 1= (ZF=11Bd12)"? =(1Bdy|* + |Bda|*+... +|Bdn|*) /2 (*)
= (1Bdy|* + |Bd |+ +]Bdn]*)*?
= (IB171dy|* + B |da > +... +1B1%|dn|*) /2

= (UBID)(Idy |2 + |da 2 +... +|dn )1/



1/2
= 1BI22(1de|? + |dp |2+ +]d, D)2

= 1Bl (1ds|? + |da|*+... +]dn|*)*/?

1/2

= 1BI(Z}114;1%)
=gl dl
Jadi (N3) terbukti
(N4) Akan dibuktikan:
Id+el<ldl+lel
Perhatikan :

n
Id+el=() 1d;+el)2 . (r0)
=1

]
Dengan menggunakan ketaksamaan minkowski

n n l/p n
Ol +e < > 1dr | +{ D Il
j=1 j=1 j=1

Untuk p = 2 maka == berlaku

1/p

1/2
n n n
QM+ < D gl | +( D lel
=1 =1 j=1

Id+el<lidll+llel

1/2

Jadi (N4) terpenuhi.

Karena (N1) sampai (N4) terpenuhi maka R™ adalah Ruang Bernorma dengan

normnya.

25
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2.1.8 Ruang Bernorma Riesz

Ruang Bernorma Riesz adalah Ruang Riesz yang dilengkapi dengan norm.
Ruang Bernorma Riesz merupakan objek dalam penelitian “Sifat-sifat Ruang
Bernorma Riesz”. Berikut definisi lengkap dari Ruang Bernorma Riesz.
Definisi 2.12 (Groenewegen, n.d.)
Apabila semi-norm p pada E memenuhi p(s) < p(t) dengan |[s| < |t|] maka
dikatakan latis semi-norm dan dikatakan lattice norm apabila p adalah norm.
Dalam kasus lain (E, ||. ||) dikatakan Ruang Bernorma Riesz.
Contoh 2.8
Buktikan bahwa Ruang Euclid (R™, || d |I) adalah Ruang Bernorma Riesz dengan

norm yang didefinisikan dengan:

n
TE (Z 1d,1)Y? = \1ds 2+ 1dn]?
=1

Bukti.
Diambil sebarang d,e,f € R* dan B € R dengan d = (dy,d,,...,d,), e =
(e, ez...,en) dan f = (fi, fo,.--, f)
Akan dibuktikan (R™, |l d II) adalah Ruang Bernorma Riesz.
Untuk membuktikan (R™, |l d II) Ruang Bernorma Riesz, maka akan ditunjukan:
1. R™ adalah Ruang Riesz
Karena Ruang Riesz adalah Ruang Vektor terurut yang dilengkapi dengan
lattice, maka harus memenuhi syarat-syarat berikut:
(i) Apabila d,e € R" sedemikian sehingga d <e, maka d+ f <e+f

untuk setiap f € R™.
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Misalkan d < e, maka d; < e;, d, < e,,..., d, < e, dapat dikatakan

d; < e; untuk setiapi = 1,2,...,n

Perhatikan bahwa:

di<e=di+fi—fi<e
di + f; < e + fiuntuk setiapi = 1,2,...,n
d+f<e+f

(i) Apabilad > 0 maka fd < Be untuk setiap S > 0di R .
Misalkan d > 0 misalkan pulad < e

Perhatikan bahwa:

Bd; < Be;
pd < Be
(iii) Berdasarkan definisi lattice, maka:
d Ve = (maks(dy, e;), maks(d,, e;),...,maks(d,, e,))
d A e = (min(dq, e;), min(dy, e3),...,min(d,, e,))
karena d v e € R™ dan
d A e € R™, maka (R", <) adalah lattice.
Dari poin (i), (i) dan (iii) terbukti bahwa R™ adalah Ruang Riesz.
2. (R™, <) adalah lattice norm

Diketahui:

n
Id = (Z 14,17 = 1, P+ +1dn]?
j=1
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Sehingga:

n
lel= (Z |ej|2)1/2 = Jlei|?+... +]en|?
j=1

Misalkan [l d lI<Il e Il
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa |d| < |e|

Karena || d [I<Il e Il, maka:

n n
O 12 < () 12
=1 =1

JIdi 12+, +]dn|2 < V]er|2+... +]ep|?

Karena d, e € R™ dan berdasarkan definisi akar kuadrat pada bilangan real
maka:
|di| + |da|+... +|dy| < leq| + |ez]|+... +]en|
|d;| < el
|d| < le|
Dari poin 1 dan 2 maka terbukti bahwa (R"™, || d |I) adalah Ruang Bernorma
Riesz
2.1.9 Sifat Urutan pada R
Berikut ini beberapa sifat urutan pada bilangan real R.
Definisi 2.13 (Robert G., 2010)
Misalkan P c R. [P dikatakan himpunan bilangan real positif apabila memenuhi:
1. Apabilas,t € P,makas +t € P
2. Apabilas,t € P, maka st € P
3. Apabila a € R, maka harus memenuhi salah satu syarat berikut:

seEP,s=0,—seP
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Definisi 2.12 (Robert G., 2010)
misalkan s, t € R
1. Apabilas —t e P, makas >tataut <s

2. Apabilas—t e PU{0}, makas > tataut <s

Teorema 2.1 (Robert G., 2010)
Misalkan s, t,u € R
1. Jikas>tdant <s,makas >u
2. Jikas>t,makas+u>t+u
3. Jikas >t dan u > 0, maka us > ut
4. Jikas > t dan u < 0, maka us < ut
Bukti.
1. Ambil sebarang s,t,u € R
Apabila s—t € P, dan t—u € P berdasarkan definisi 2.9 (1) maka
(s—t)+(t—s) =s—t+t—u=s—u, kemudian berdasarakan definisi
2.10 (1), diperoleh:
s>u
2. Apabila s — t € IP dengan menggunakan manipulasi aljabar, maka:
s—t=s4+u—u-—t
=(Gs+u)—-(t+u)
= (s +u) > (t + u) (berdasarkan definisi 2.10 (1))
3. Apabila s —t € IP dan u € IP berdasarkan definisi 2.9 (2) maka us — ut =

u(s — t). Berdasarkan definisi 2.10 (1) sehingga us > ut dengan u > 0
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4. Apabila u < 0 maka u € P, dengan demikian ut — us = (—u)(s — t) pada

P. Maka ut > us dengan u < 0.

2.1.10 Operasi Fungsi pada R

Definisi 2.15 (Robert G., 2010)

Misalkan A € R. Misalkan f dan g fungsi yang didefinisikan pada A ke R.
Didefinisikan penjumlahan f + g, selisih f — g dan perkalian fg pada A ke R
adalah fungsi yang diberikan, dengan:

f+9@) =) +9x), (f —g)x) = f(x) — g(x), dan

Fo)(x) = fF(g(x),

Untuk setiap x € A. Selanjutnya, apabila b € R, didefinisikan perkalian bf adalah
fungsi yang diberikan, dengan:

(bf)(x) = bf (x) untuk setiap x € A.

Maka, apabila h(x) # 0 untuk x € A, didefinisikan pembagian f/h adalah fungsi

yang diberikan, dengan:
( ) (x) = f(x)  untuk setiap x € A.

2.1.11 Fungsi Kontinu

Definisi 2.16 (Robert G., 2010)

Misalkan A € R. Misalkan f: A — R dan misalkan c € A. f dikatakan kontinu di
c, apabila untuk & > 0 terdapat § > 0 sedemikian hingga untuk setiap x di A
berlaku [x — c| < §, maka |f(x) — f(c)| < e.

Teorema 2.2 (Robert G., 2010)

Fungsi f: A — R adalah kontinu pada titik ¢ € A jika dan hanya jika untuk setiap

x, konvergen ke c dan f(x,,) = f(c)
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2.1.12 Nilai Mutlak pada Bilangan Real

Definisi. 2.17 (Robert G., 2010)

Nilai mutlak a pada bilangan real dinotasikan dengan |a/|, didefinisikan sebagai:
a apabilaa > 0

la]| =4 0 apabilaa =0

—a apabilaa <0

Teorema 2.3 (Robert G., 2010)

|ab| = |a||b| untuk setiap a, b € R.

Bukti.

Perhatikan bahwa:

Misalkan a = 0, b = 0, maka:

lab| = 1(0)(0)| = |0|

Misalkan a > 0, b > 0, maka:

ab > 0, sehingga |ab| = ab = |a||b|

Misalkan a > 0, b < 0, maka:

ab < 0, sehingga |ab| = —ab = |a||b|

2.2 Kajian Integrasi Topik dengan Al-Qur’an
Dalam Al-qur’an dijelaskan bahwasanya manusia pada dasarnya dilahirkan

dalam keadaan suci. Allah SWT berfirman :

3505 4 2300 U5 1 Gl Y e ) o e s ) Bl 36
@opls ¥ 01 1
(Kementrian Agama, 2022)

Artinya: “Maka, hadapkanlah wajahmu dengan lurus kepada agama (Islam sesuai)
fitrah (dari) Allah yang telah menciptakan manusia menurut (fitrah) itu. Tidak ada
perubahan pada ciptaan Allah (tersebut). Itulah agama yang lurus, tetapi
kebanyakan manusia tidak mengetahui.” (QS. Ar-Rum [30]: 30)
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Ayat tersebut menjelaskan bahwasanya setiap manusia diciptakan dalam
keadaan fitrah. Fitrah tersebut mencerminkan kesucian dasar yang Allah SWT
berikan. Sehingga dalam menjalankan kehidupan setiap individu haruslah berusaha
menjaga kesucian dasar yang telah Allah SWT berikan, yaitu dengan berusaha
memperbaiki diri dan selalu melakukan kebaikan. Dengan begitu, manusia dapat
mencapai puncak kesempurnaan dalam berakhlak dan berperilaku. Seperti halnya
dalam konsep supremum, dimana supremum adalah batas atas dari suatu himpunan.
Dengan demikian, setiap individu harus terus berusaha untuk memperbaiki diri
dalam segala aspek kehidupan, baik dalam hubungan sesama manusia, hubungan
dengan Tuhan, dengan lingkungan maupun dengan diri sendiri.

Dalam kehidupan sehari-hari, supremum tercermin pada usaha seseorang
melakukan kebaikan dengan sungguh-sungguh. Contohnya menolong orang yang
membutuhkan. Contoh tersebut dijelaskan dalam Al-Qur’an, Allah SWT berfirman:

@ Sz @ by an g osidlls A ey il 5 e whiuis

(Kementrian Agama, 2022)

Artinya: “Tolong-menolonglah kamu dalam (mengerjakan) kebajikan dan takwa,
dan jangan tolong-menolong dalam berbuat dosa dan permusuhan. Bertakwalah
kepada Allah, sesungguhnya Allah sangat berat siksaan-Nya. ” (QS. Al-Maidah [5]:
2)

Dalam ayat tersebut jelas bahwa Allah SWT memerintahkan agar manusia
saling menolong dalam kebaikan dan jelas melarang manusia untuk saling tolong-
menolong dalam keburukan. Contoh lain konsep supremum yang bisa dilihat dalam
kehidupan sehari-hari adalah menghormati orang yang lebih tua dan menyayangi
yang lebih muda. Rasulullah SAW bersabda:

e Jok b 53 o3 i 06 15 e e 3 o s Gl i 2 A3 s

i G ol dlog wle s Joo 030 0 D vang O g 38 TG o e i S 000 2y
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J6 &l Jfy A o35 55k s g2 o3 B e ol (5 I 6S Bts G 55
55 M o A e T Eaptal 2355 Lo L 138 e
Artinya: “Telah menceritakan kepada kami Muhammad bin Marzug Al Bashari,
telah menceritakan kepada kami Ubaid bin Waqid dari Zarbi ia berkata, saya
mendengar Anas bin Malik berkata; Seorang lelaki tua datang kepada Nabi
shallallahu ‘alaihi wasallam lantas orang-orang memperlambat untuk memperluas
jalan untuknya, maka Nabi shallallahu 'alaihi wasallam bersabda: "Bukan
termasuk dari golongan kami orang yang tidak menyayangi anak kecil kami dan
tidak menghormati orang tua (orang dewasa) kami." Hadits semakna diriwayatkan
dari Abdullah bin Amr, Abu Hurairah, Ibnu Abbas dan Abu Umamah. Berkata Abu
‘Isa: Ini merupakan hadits gharib dan Zarbi memiliki hadits-hadits munkar dari
Anas bin Malik dan selainnya.” (HR. At-Tirmidzi 1842)

Seperti yang dijelaskan sebelumnya, Al-qur’an dan Hadis memberikan
petunjuk mengenai supremum dalam kehidupan antar sesama manusia. Namun,
tidak hanya itu, dalam Al-Qur’an dan Hadis juga menjelaskan bagaimana
supremum antara hubu ngan Allah SWT dengan manusia. Dalam hal ini, supremum
bisa diartikan sebagai batas tertinggi dari perilaku dan ketaatan yang bisa dicapai
oleh seorang hamba. Perintah Allah SWT seperti kewajiban shalat, puasa, zakat dan
haji dapat dikatakan sebagai supremum yang harus diusahakan untuk dicapai oleh
setiap muslim.

Supremum tidak hanya mencakup ibadah yang zahir, tetapi supremum juga
mencakup ihsan (kesempurnaan dalam beramal), yang merupakan tingkat tertinggi
dalam beribadah. lhsan adalah keadaan dimana seseorang beribadah seakan-akan
dia melihat Allah SWT, dan jika dia tidak mampu, maka dia menyadari bahwa
Allah SWT selalu melihatnya. Ihsan bisa diartikan sebagai pencapaian akhir dari
proses keimanan dan keislaman seseorang, sehingga ihsan dapat dianggap sebagai

level tertinggi dalam iman. Orang yang mampu berihsan adalah orang yang sangat

baik agamanya. Sebagaimana Allah SWT berfirman:

O Tolx _o_ (o ab ‘1?', Zo,. o __o i L Se ow b s &,«/c,/’a/‘,“‘ %o ,a/‘,/,
@ ks ) & 32 s i) Al 0 e Bids &gt LT 02 s esl iy
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(Kementrian Agama, 2022)

Artinya: “Siapakah yang lebih baik agamanya daripada orang yang memasrahkan
dirinya kepada Allah, sedangkan dia muhsin (orang yang berbuat kebaikan) dan
mengikuti agama ibrahim yang hanif? Allah telah menjadikan ibrahim sebagai
kekasih-Nya.” (QS. An-Nisa [4]: 125)

Dalam hal hubungan manusia dengan Allah SWT, infimum dapat diartikan
sebagai batas minimal yang harus dijaga oleh manusia agar tetap berada di jalan
yang benar dan tidak melanggar perintah-Nya. Batasan ini bisa berupa larangan-
larangan seperti larangan membunuh, mencuri, berzina maupun berbuat syirik.

Allah SWT menjauhkan manusia dari larangan-Nya untuk melindungi manusia dari

perbuatan dosa besar yang bisa menjauhkan mereka dari Rahmat-Nya.

2.3 Kajian Topik dengan Teori Pendukung

Sebelum menuju ke pembahasan maka perlu didefinisikan tentang Ruang
Vektor terurut, Ruang Riesz, cone positif dan disjoint terlebih dahulu.
Definisi 2.18 (Meyer-Nieberg, 1991)
Ruang Vektor V atas lapangan R dikatakan Ruang Vektor terurut E apabila urutan
dan struktur Ruang Vektor adalah kompatibel, artinya untuk h, i € E dengan h < i,
meenuhi h + j < i + j untuk setiap j € E dan mh < mi untuk bilangan real m tak
negatif. Apabila (E, <) adalah lattice, maka E dikatakan Ruang Riesz.
Definisi 2.19 (Meyer-Nieberg, 1991)
Misalkan E adalah Ruang Riesz, misalkan juga E, cone positif pada E yaitu
himpunan semua s € E sedemikian sehingga s = 0. Misalkan:
st=sv0,s”=(—s)VvO0 dan |s| = sV (—s) maka dikatakan bagian positif,

negatif dan nilai mutlak.
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Definisi 2.20 (Meyer-Nieberg, 1991)

Misalkan E adalah Ruang Riesz dan s, t € E dikatakan disjoint (dinotasikan dengan

s L t)apabila|s|A|t]=0

Teorema 2.1 (Meyer-Nieberg, 1991)

Untuk setiap s, t,u € E dan 8 € R, maka pernyataan berikut ini berlaku:

1.

9.

s+t=sVt+sAt, svVt=—(—s)A(-t), svt+u=(+u)Vv(t+

u),dansAt+u=((G+u)A(t+u)

Is| =s* —s7,1Bs| = |BlIs| dan |s + t| < [s| + |¢]

s 1 s~ dan dekomposisi dari h menjadi selisih dua unsur positif yang lepas
dan unique.

s < t equivalentdengan s* < t*tdans”™ <t~

s L t equivalent dengan |s| Vv |t| = |s| + |t], dimana |s + t]| < |s]| + [t]
svhH)Au=(sAat)v(tAuw)dan(sAt)Vu=(sVt)A(tVu)

E memiliki sifat dekomposisi F. Riesz. Jika s,t,u € E, dan0 < u < s + t,
maka terdapat a, b € E, sedemikian sehinggaa <s,b<tdanu=a+b»b

Untuk setiap s,t,u € E,, maka (s +t) Au<sAu+tAu

10. |s—t|=svt— sAtdan|s—t|=|sVu—tVu|l+|sAu—tAul

Proposisi 2.1 (Meyer-Nieberg, 1991)

Asumsikan A adalah himpunan bagian tak kosong dari E sedemikian sehingga

terdapat sup(A) atau inf(A). Untuk setiap s, t € E, maka:

t + sup(4) = sup(s + t),t +inf(4) = inf(s + t)

t Asup(A) = sup(sAt),dantVinf(A) = inf(s Vv t)



36

Proposisi 2.2 (Meyer-Nieberg, 1991)
Asumsikan bahwa s,..,s,, ti,..,t, € Ex memenuhi s;+...+s, = t;+.. +t,.

Terdapat z; , € E, (i = 1,...,ndan k = 1,...,m) sedemikian sehingga

n

m
s; =Zzi,k €E,(i=1,..,n) dant, =Zzi‘k €E, (k=1,...,m)
k=1 i

i=1
Proposisi 2.3 (Meyer-Nieberg, 1991)
Suatu Ruang Vektor terurut E adalah Ruang Riesz yang dibuktikan dengan E =
E, —E, dansup(s +t) = sV t untuk setiap s,t € E,
Definisi 2.21 (Meyer-Nieberg, 1991)
Apabila semi-norm p pada E memenuhi p(s) < p(t) ketika |s| < |t| dikatakan
latis semi-norm dan lattice norm apabila p adalah norm. Dalam kasus lain (E, ||. ||)
dikatakan Ruang Bernorma Riesz.
Berikut proposisi yang berkaitan dengan Ruang Bernorma Riesz.
Proposisi 2.4 (Meyer-Nieberg, 1991)
Untuk suatu Ruang Bernorma Riesz E maka berlaku pernyataan-pernyataan
berikut:

1. Operasi Lattice adalah kontinu.

2. Cone positif E adalah tertutup.

3. lim s, = sup {s,:n € N} untuk setiap barisan naik yang konvergen
n—->oo

(sp)” CE.



BAB Il

METODE PENELITIAN

3.1 Jenis Penelitian

Jenis penelitian ini adalah penelitian kualitatif. Metode kualitatif merupakan
metode penlitian yang lebih menekankan pada aspek pemahaman secara mendalam
terhadap suatu masalah (Pedro, 1995). Penelitian ini dilakukan berdasar atas studi
pustaka. Studi pustaka adalah proses penyelidikan dan penyusunan ringkasan,
analisis, dan sintesis terhadap literatur, artikel ilmiah, buku, dan sumber-sumber

lain yang relevan dengan sifat-sifat dasar Ruang Bernorma Riesz.

3.2 PraPenelitian

Proses Pra penelitian yang dilakukan antara lain mengumpulkan artikel-
artikel serta buku-buku yang berkaitan dengan sifat-sifat dasar Ruang Bernorma
Riesz, beberapa buku yang dikumpulkan antara lain buku Banach Lattice karya
Peter Meyer-Nieberg, buku Riesz Space karya Luxemburg, Wilhelmus AJ, buku
Complations in Riesz Spacw Theory dan buku Introduction Operator Theory Riesz

Space karya Adriaan C. Zaneen.

3.3 Tahapan Penelitian
Berikut tahapan-tahapan penelitian yang akan dilakukan, antara lain:
1. Mengumpulkan beberapa buku yang membahas sifat-sifat dasar Ruang
Bernorma Riesz.

2. Menganalisa teori pendukung dari sifat-sifat dasar Ruang Bernorma Riesz.
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Membuktikan beberapa teorema dan proposisi dari sifat-sifat dasar Ruang
Bernorma Riesz.
Membuat pembahasan dari sifat-sifat dasar Ruang Bernorma Riesz.

Membuat kesimpulan dari sifat-sifat dasar Ruang Bernorma Riesz.



BAB IV

HASIL DAN PEMBAHASAN

4.1 Ruang Riesz
Ruang Riesz merupakan Ruang Vektor terurut dan memenuhi syarat lattice.
Berikut definisi lattice dan Ruang Riesz.
411 Lattice
Definisi 4.1 (Meyer-Nieberg, 1991)
Suatu himpunan terurut (M, <) dikatakan lattice apabila ada elemen s,t € M
memiliki batas atas terkecil yang dinotasikan dengan s v t = sup (s, t), di mana
v disebut “join” , dan memiliki batas bawah terbesar yang dinotasikan dengan
s/At = inf (s, t), di mana A disebut “meet”.
Berikut notasi supremum dan infimum pada himpunan bagian M. Apabila

v adalah batas atas terkecil pada A ¢ M, maka ditulis dengan:

v =sup(4) = \/s = sup {s:s € A}

SEA

apabila u adalah batas bawah terbesar pada A ¢ M, maka ditulis dengan:

u = inf(4) = /\s = inf {s:s € A}

SEA

4.1.2 Ruang Riesz

Definisi 4.2 (Meyer-Nieberg, 1991)

Ruang Vektor E atas lapangan R dikatakan Ruang Vektor terurut E apabila urutan
dan struktur Ruang Vektor kompatibel, artinya untuk setiap h,i € E dengan h <
i, memenuhi h 4+ j < i+ j untuk setiap j € E dan mh < mi untuk bilangan real

m tak negatif. Apabila (E, <) adalah lattice, maka E dikatakan Ruang Riesz.

38
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Contoh 4.1
Misalkan X c R adalah himpunan tak kosong dan misalkan B (X) koleksi fungsi
bernilai real terbatas pada X. Buktikan bahwa B (X) merupakan Ruang Riesz.
Bukti.
Ambil sebarang s, t € B(X), « € Rdan x € X.
Diketahui bahwa B (X) koleksi fungsi bernilai real terbatas pada X.
Akan dibuktikan bahwa:
1. B(X) adalah Ruang Vektor

Karena B(X) koleksi fungsi bernilai real terbatas pada X, maka s,t € B(X)

adalah fungsi terbatas bernilai real pada X.

Akan dibuktikan B(X) adalah Ruang Vektor, maka harus memenuhi dua

operasi, yaitu penjumlahan fungsi dan perkalian fungsi terhadap skalar:

Diambil sebarang s, t,u € B(X) x € X

Penjumlahan fungsi:

(i) s+teB(X) (Tertutup)

Perhatikan:
(s +t)(x) = s(x) + t(x) berdasarkan Definisi 2.11, diperoleh:
=s+te€ BX)
(i) Komutatif
Perhatikan bahwa:
(s+t)(x) =s(x)+tx)
Dengan menggunakan sifat komutatif pada bilangan Real maka:
(s +8)(x) = (t(x) +sx))
= (t+s)(x)



(ii1) Asosiatif
Perhatikan bahwa:
s() + ((t+9)(x) = s(x) + (t(x) + g(x))
Dengan menggunakan sifat asosiatif pada bilangan Real maka:
= (s(x) +t(x)) + g(x)
(iv) Identitas
Perhatikan bahwa:
Ada 0 € B(X) untuk setiap s € B(X) sehingga0 +s= s+ 0 = s,
0+s=0+4 s(x)
Dengan menggunakan sifat komutatif pada bilangan Real maka:
= s(x)+0
= s(x)
(V) s+(-s)=0
Perhatikan bahwa:
Terdapat —s € B(X) untuk setiap s € B(X) sehinggas + (—s) =
s+ (—s)=0
s+ (=5) = s(x) + (=s)(x)
Dengan menggunakan sifat elemen negatif pada bilangan Real maka:
s+ (=s) =0
Perkalian terhadap skalar:
(i) as € B(X) (Tertutup)
Perhatikan bahwa:
as = as(x) berdasarkan definisi 2.11 maka:

= a(x)s(x) € B(X)
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(i) (a+ B)s = as+ PBs
Perhatikan bahwa:
(a+ B)s = (a+ B)(x)s(x) berdasarkan definisi 2.11 maka:
= (a(x) + p(x))s(x)
= (a(®)s@®) + (B)s)
= as+ Bs
(il a(s+t) = as + at
Perhatikan Bahwa:
a(s +t) = a(x)(s(x) + t(x)) berdasarkan definisi 2.11 maka:
= a(x)s(x) + a(x)t(x)
= as+ at
(iv) (aB)s = a(Ps)
Perhatikan bahwa:
(@aB)s = (aB)(x)s(x) berdasarkan definisi 2.11 maka:
= a(x)B(x)s(x)
= a()(B()s(x))
= a(fs)
(V) Is=s
Perhatikan bahwa:
1s = 1s(x)
berdasarkan sifat identitas perkalian pada bilangan real maka:
= s(x)
=5

Karena B(X) memenuhi sepuluh sifat tersebut, maka terbukti B(X) adalah
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Ruang Vektor atas lapangan R.
2. B(X) adalah Ruang Vektor terurut
Berdasarkan definisi Ruang Vektor terurut, maka akan ditunjukkan bahwa:
untuk setiap s,t € B(X) dengan s < t memenuhi s + j < t + j untuk setiap
j € B(X) dan as < at untuk bilangan real « tak negatif.
(i) Diambil sebarang a,s,t € B(X),Vx € X
Dengans <t
(s+t)(x) =sx)+t(x)
Perhatikan bahwa:
s<t=s()<t(x)
Untuk setiap j € E
Berdasarkan teorema 2.2, maka:
s(x) +j(x) < t(x) +j(x) (terbukti)
(if) Untuk setiap a, s,t € B(X), danx € X
Berdasarkan definisi 2.11, maka:
(as)(x) = a(x)s(x)
Karena diketahui s(x) < t(x)
Berdasarkan teorema 2.1 (3)
Maka Va = 0
s(x)a(x) < t(x)a(x) (terbukti)
Berdasarkan poin (i) dan (ii) maka terbukti bahwa B(X) adalah Ruang Vektor
terurut.
3. B(X) adalah Lattice

Diambil sebarang s, t € B(X)
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Berdasarkan definisi lattice maka B (X) memiliki supremum dan infimum.
Karena B(X) koleksi fungsi bernilai real terbatas, berdasarkan definisi
himpunan terbatas maka 3M > 0, M € R sedemikian hingga memenuhi:
[s(x)]| < Mdan |t(x)|<M
Perhatikan bahwa:
[s(x)] < M, maka —M < s(x) <M
[t(x)| < M,maka —M < t(x) <M
Sehingga sup(s,t) = sVt
Karena diketahui:
s<t
s(x) < t(x) < M, maka:
sup(B(X)) = max{|t(x)|, M}
Dan
inf(B(X)) = min{|s(x)|, M}
Karena B(X) memiliki supremum dan infimum, maka terbukti B(X) adalah
Lattice.
Berdasarkan poin 1, 2 dan 3 maka terbukti bahwa B (X) merupakan Ruang Riesz.
4.1.3 Cone Positif
Definisi 4.3 (Meyer-Nieberg, 1991)
Misalkan E adalah Ruang Riesz. Misalkan E, adalah cone positif pada E. Untuk
setiap s,t € E dengan s > 0. Untuk setiap s € E didefinisikan:
1. s* disebut positive part apabila st =sv 0
2. s~ disebut negative part apabilas™ = (=s) v 0

3. |s| disebut absolute value apabila |s| = s V (—s)
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4. s 1 t dikatakan disjoint apabila [s| A |t] = 0
Contoh 4.2:
Misalkan R3 adalah Ruang Riesz. Buktikan bahwa R3 . cone positif pada R3.
Bukti:
Akan dibuktikan R3 adalah cone positif pada R3
Diambil sebarang s, t,u € R3, dan« € Rdimanas > 0,t > 0,u > 0 dengan s =
(51,52, 53) dan t = (ty, ty, t3) dan u = (uq, Uy, U3).
Berdasarkan definisi 2.3, maka akan ditunjukkan:
1. R*+R3CR3
Perhatikan bahwa:
s+t+u€eRS
Perhatikan bahwa:
SH+t+u=(51,5253+t,ty t3+ Uy, Uy U3)
=(s;+t;+uy, S, +t, + Uy, 55 +t3 +uz) €R3
Jadi, terbukti bahwa R3 + R3 € R3
2. aR3 c R3
Perhatikan bahwa:
as = a(sy,Sy,S3)
= (asy, as,, as,) € R3
Jadi, terbukti bahwa aR3 € R3
3. R®n (—R3) = {0}
Misalkan u € R3 n (—R?), maka:
u € R3 dan u € —R3, dapat diartikan bahwa:

—R3 = {—u:u € R3}
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Karena u € R3 dan u € —R3, maka:
Uy, Uz, Uz = —(Uy, U, U3)
Ug, Uz, Uz = —Uq, —Uz, —U3
(uq +uq,uy +uy,uz +uz) =(0,0,0)
2(uy, uz,uz) = (0,0,0)
Karena 2 # (0,0,0) , maka
(1, U5, u3) = (0,0,0)
u = {0}

Jadi, terbukti bahwa R3 n (—=R3) = {0}

Berdasarkan poin 1,2, dan 3, maka terbukti bahwa R3, adalah cone positif pada

R3.

Teorema 4.1 (Meyer-Nieberg, 1991)

Untuk setiap s, t,u,v € E dan € R, dengan s < t < u berlaku:

1.

(i) s+t=sVt+sAt
(i)svt=—(=s)A(-t),
@iii) svt+u=(G+u)v(t+u)

(iv) sht+u=(+u)A(t+u)

Is| = s* —s7,|Bs| = |BlIs| dan |s + t| < |s| + [¢]

s 1 s~ dan dekomposisi dari h menjadi selisih dua unsur positif yang lepas
dan unique.

s < tequivalentdengan s* < ttdant™ < s~

s L tequivalentdengan |s| V |t] = |s| + |t|, dimana |s + t]| < |s| + |t]

(sAt)vu=(sVt)A(tVu)
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8. E memiliki sifat dekomposisi F. Riesz. Jikas,t,u € E, dan0 <u <s+
t, maka terdapat a, b € E, sedemikian sehinggaa <s,b <tdanu =a +
b
9. Untuksetiaps,t,u€ E,,maka (s +t)Au<sAu+tAu
10. |s—t|=sVvt— sAtdan|s—t|=|sVu—tvVu|l+|sAu—tAul
11. E memiliki sifat dekomposisi F. Riesz. Jika s;, t;,u; € E, dengan i =
1,2,...,n dan 0 <u; <s; +t;, maka terdapat a; b; € E, sedemikian

sehinggaa <s,b<tdanu=a+b

Bukti.
1. Ambil sebarang s,t,u € Edanf € R,dengans <t <u

Akan dibuktikan:

(i) s+t=sVt+sAt
Misalkan ¢ = (—t) vV (—s) dan b = s V t sehingga:
¢ = —t dan ¢ > —s. Dengan menggunakan manipulasi aljabar yaitu
menambahkan s + t pada kedua sisi ¢ > —t maka:
ct+s+t=z—-t+s+t
c+s+t=s
Dengan mengunakan manipulasi aljabar yaitu menambahkan s + t pada
kedua sisi ¢ = —s maka:
ct+s+t=—-s+s+t
c + s+t > t, dengan demikian diperoleh:
ct+s+t=sVvt

Perhatikan bahwa:



c+s+t=sVt
() V(-s)+s+t=sVt
—(tAs)+s+t=sVt
S+t=sVt+tAs
S+t=sVt+sAt
Jadi terbukti bahwa s +t =svt+sAt
(i) svt=—(—sA—-t)
Perhatikan bahwa:
Berdasarkan definisi 2.6, yaitu:
SAt=—(—sV—t), maka:
—(=sA=t) = =(=(=(=5) V=(=1)))
=sVt
Dengan demikian terbukti bahwa svt = —(—s) A (—t)
(ii)svt+u=(s+u)Vv(t+u)
Perhatikan bahwa:
sVt+u=sup(st)+u
= sup((s,t) +u)
=sup((s +u),(t +u))
=(G+u)Vv(t+u)
Jadi terbukti bahwasvt+u = (s+u) v (t +u)
(iV)sht+u=(G+u)A(t+uw)
Perhatikan bahwa:
sAt+u=inf(s,t) +u

= inf((s, t) + u)
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= inf((s + w), (t + u))
=G+u)A(t+u)

Jadi terbukti bahwa s At +u = (s+u) A(t +u)

Perhatikan bahwa:

Berdasarkan definisi 4.3 (1) dan (2), maka:
stT—s7=(Vv0)—(-sVv0)
Berdasarkan definisi dualitas maka:

=(Vv0)+(sAn0)

+ _(sjikas =0
S _(SVO)_{Ojikas<O
_ _(0jikas =0
S _(SAO)_{sjikas<0

Perhatikan bahwa:
Jika s > 0, maka:
(svO)+(sA0)=s+0=s
Jika s < 0, maka:
(sv0)+(sA0)=0+s=s
Jadi terbukti bahwa s = s* — s~
3. Akan dibuktikan:
(i) |s|=s*+s"
Perhatikan bahwa:
Berdasarkan definisi 4.3 (1) dan (2), maka:
sT+s =(Vv0)+(-sVv0)

Perhatikan bahwa:
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+ _(sjikas =0
S _(SVO)_{OjikaS<O
. _(—sjikas <0
s=( SVO)_{OjikasZO

Jika s > 0, maka:
(svO)+(-sv0)=s+0=s
Karena nilai s* + s~ = s, dengan s > 0, maka berdasarkan definisi nilai
mutlak s* 4+ s~ = |s|
Jadi terbukti bahwa |s| = st + s~
(i) 1Bsl = IBllsl
Perhatikan bahwa:
Karenas € Edan f € Rdengan E c R
Berdasarkan teorema nilai mutlak pada bilangan real, maka:
|Bs| = |Bllsl
Jadi terbukti bahwa |Bs| = |B]|s]
(iii) |s + ¢| < |s| + |t]
Berdasarkan teorema 4.1 (3.a) maka:
s+t <|(sT+tH)—(s"+t7)]
=|(st+tH)+(—s" —t7)]
=|(s* —s7) + (t* — t7)| (menggunkan sifat komutatif)
< |(st —=s7)| +|(t*T —t7)| (menggunakan ketaksamaan
segitiga)
< |s| +|t]

Jadi terbukti bahwa |s + t| < |s| + |¢t]



4, st 1 s~

Berdasarkan definisi 4.3 (3), s* L s~ dikatakan disjoint apabila |s*| A
[s”| =0

Selanjutnya akan dibuktikan:

[s*|AlsT|=0

Berdasarkan definisi 4.3 (1) dan (2), maka:

|sVO|A|-sVDO|

Perhatikan bahwa:

+ _(sjikas =0

S _(SVO)_{Ojikas<0

- _ (—sjikas <0

s =( SVO)_{OjikasZO
_(0jikas =0

(SAO)_{sjikas<0

Jika s > 0, maka:
IsVO|A|—-sVvO|=|s|A|0]=0
Jika s < 0, maka:
|sVO|A|—-sVvO|=|0|A|-s|
Berdasarkan definisi nilai mutlak, dan karena s > 0 maka:
[sVO|A|]-sVvO|=sA0=0
Karena |st|A|s7| =0
Jadi terbukti bahwa s* L s~
. s < tequivalentdengan st <t*tdant” < s~
(i) Bukti ke kanan

Akan dibuktikan:

Jikas <tmakast <ttdant~ <s~

50



Berdasarkan teorema 4.1 (2), maka:
s=st—s ,dant=t* —t"
Perhatikan bahwa:
s<t
s—t<0
(st—s)—(tT—t7)<0
(st —t*) + (—s~ +t7) < 0, sehingga:
(st —t*) <0dan (—s~ +t7) < 0, diperoleh:
st<ttdant™ <s~
Jadi terbukti bahwa, jikas < t makas* <t*dant™ <s~
(ii) Bukti ke kiri
Akan dibuktikan:
Jikas* <t*tdant” <s " makas <t
Berdasarkan teorema 4.1 (2), maka:
s=st—s7,sehinggat =t —t~
Perhatikan bahwa:
st <t*dant” <s~, maka:
st¥—t* <0dant™ — s~ <0, sehingga diperoleh:
(st—tH—-(t"—s7)<0
(st—s)—(t*—t7)<0
s—t<0
s<t

Jadi terbukti bahwa, jika s* < tTdant™ <s makas <t
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Dari poin (i) dan (ii), terbukti bahwa s < t equivalent dengan s* < t* dan
t” <s~
6. s L t equivalentdengan |s| v |t] = |s| + |t|, di mana |s + t| < |s| + |t]
(i) Bukti ke kanan
Akan dibuktikan:
Jika |s| V [t| = |s| + |t|],dimana |s + t]| < |s| + |t], makas Lt
Misalkan |s vV t| = |s| vV |t] dan [s A t] = |s| A |t]
Perhatikan bahwa:
Berdasarkan definisi 4.3 (4), maka:
s L tapabila|s|Alt] =0
Berdasarkan teorema 4.1 (3.c), maka:
Isvit|=|s| +[t]
[sVvit]=|s+t]
Isvt|—|s+t] =0
Berdasarkan teorema 4.1 (1.a), maka:
[svtl|]—|svt+sAt]| =0
[svt—(svt+sAt) =0
Bertdasarkan sifat asosiatif, maka:
|[(sVt—sVvt)+sAt]l =0
0] +[sAt] =0
[sAt|=0
[s| Alt] = 0, artinyas L t.
Jadi terbukti bahwa, jika |s| v |t] = |s| + |t], dimana |s + t| < |s| +

|t], makas L t.
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(ii) Bukti ke Kiri
Jikas L t maka |s| V [t| = |s| + |t|, dimana |s + t]| < |s]| + |t]
Diketahui |s| A |t] =0
Perhatikan bahwa:
Is|A]t] =0
[sAt]=0
Dengan menggunakan manipulasi aljabar, maka:
[sAt]+|(svt—svit) =0
Berdasarkan teorema 4.3 (3.c), maka:
[sAt+(svt—svit)|=0
Berdasarkan sifat asosiatif, maka:
|[(sAt+svt)—sVvt|=0
Berdasarkan teorema 4.3 (1.a), maka:
|[s+t)—(svt)|=0
|s+t|—|svt] =0
|s+t] =[sVvt|artinya|sVt| =|s+t]
svit]=|s+t|
Is|v [t = Is| + [¢l
Jadi terbukti bahwa, jika s L t maka |s| v |t] = |s| + |t], di mana
Is +t] < Is| + |¢]
Dari poin (i) dan (ii), terbukti bahwa s L t equivalent dengan |s| V |t]| =
[s| + [t], di mana |s + t| < |s| + |¢t]
7. Akan dibuktikan (sAt)Vu=(sVu) A(tVu)

Misalkan z = s v u
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(svu)A(tVvu)=zA(tVu)

Dengan definisi distributif lattice, maka:
=(zAt)V(zAu)
=((svwAt)V((svu)Au)

Dengan menggunakan sifat asosiatif pada lattice, maka:
=((sVuAt)V(sV(uau))

Berdasarkan sifat infimum, maka:
=((svu)At)v(svu)

Berdasarkan sifat komutatif pada lattice, maka:
=({(svs)At)V (uVvu)

Berdasarkan sifat supremum, maka:
=(sAt)V(u)
=(sAt)Vu

Jadi terbukti bahwa (s At) Vu=(sVu)A(tVu)

. Akan dibuktikan:

Jikas, t,u € E, dan 0 < u < s + t, maka terdapat a, b € E, sedemikian

sehinggaa <s,b<tdanu=a+b

Perhatikan bahwa:

Misalkan a = inf(s,u) danb =u —a

(i) Akanditunjukkana <'s

Karena a = inf(s,u), jadi jelas bahwaa < s
(i) Akan ditunjukkan b <t
Diketahui u < s + t, karena a = inf(s,u) maka a < u dan karena b =

u — a, maka:
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b=u—a<u<t,sehinggab <t
(iii) Akan ditunjukkanu = a + b
Karena b = u — a, jelas bahwau = a + b.
Jadi terbukti bahwa terdapat a, b € E, sedemikian sehinggaa < s,b <t
danu=a+>b
9. Untuk setiap s,t,u € E,, maka (s +t) Au<sAu+tAu
Perhatikan bahwa:
sAu+tAu=inf(s,u+tu)
=inf ((s +t),u)
= inf(s + t) inf(u)
=(+t)Au
Jadi terbukti bahwa Untuk setiap s, t,u € E,, maka (s +t) A u<sAu+
tAu
10. |s—t|=sVvt— sAtdan|s—t|=|sVu—tVu|l+|sAu—tAul
Perhatikan bahwa:
Berdasarkan poin 3 (a), maka:
|s—t|=(GT—tH+ (" —t)
=st+s -t -t~
=stT+s —(t*+t7)
Berdasarkan definisi 4.3 (1) dan (2), maka:
=((sv0)+ (=sVv0))—((tVv0)+ (—tVvO0))
Perhatikan bahwa:

sjikas =0

+ —
S _(SVO)_{Ojikas<0
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_ _ (—sjikas <0
S _(_SVO)_{OjikaSZO
+ _(tjikat=0
t _(tvo)_{Ojikat<0

_ _ (—tjikat<O0
t _(_tvo)_{OjikatZO

Jikas>0dant >0
=(+0)—-(t+0)
=s—t
Karena s > 0 dan t > 0 dan berdasarkan definisi, maka:
s—t=|s—t|
Jadi terbukti bahwa |s —t|=sVt— sAt dan |s—t|=|svVvu—tV
ul+|sAu—tAuj
11. Akan dibuktikan:
Jika s; t;,u; €E, dengan i=12,...,n dan 0<u; <s;+t;, maka
terdapat a;, b; € E, sedemikian sehingga a; < s;, b; < t; danu; = a; + b;
Dengan menggunakan induksi matematika, perhatikan bahwa:
(i) Untukn=1
artinya s;, t;,u; € E, dengan 0 < u; <s; +t;
Misalkan a; = min (s;, u;) dan b; = u; — a4, dengan demikian:
Karena a; = min (s, u;) Jelas bahwa a; < s,

Karenau; < s; +t;danb; = u; —a;, maka b; < t;
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(if) Misalkan pernyataan ini benar untuk n = j
Artinya sy, ...,s; € Ey, ty,...,t; € Ey,uy,...,u; € E; dengan 0 < u; <
s; + t; untuk setiap i = 1,2,...,j maka terdapat a;, b; € E, sedemikian

sehingga a; < s;,b; < t;danu; = a; + bl-sjﬂ,u1

(iii) Akan ditunjukkan n = j + 1 berlaku

Perhatikan bahwa:

Sji+1 L+, Ujpr € Exdengan 0 < wjyq < sjpq + 4

Misalkan a;,; = min (s;;4, tj4+1) dan b; = u; — a;, dengan demikian:

Karena a; = min (s, u;) Jelas bahwa a; < s;

Karenau; < s; +t;danb; = u; —a;, maka b; < t;
Proposisi 4.1 (Meyer-Nieberg, 1991)
Misalkan A himpunan bagian tak kosong dari E yang memiliki sup(A) atau inf(A).
Untuk setiap t € E, maka:

sup

1. t+sup(4) = ;ca(s + 1)

2. t +inf(4) = (s +1t)

sup

3. t Asup(d) = ;c4(tAs)

4. tvinf(A) = H(tvs)
Bukti.
Ambil sebarangt € E dans € A
Diketahui A C E

Akan dibuktikan:
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sup

1. t+sup(4) = ;¢ (s + 1)
Misalkan B = {t + s|s € A}
(i) Akan ditunjukkan bahwa t + sup(A) adalah batas atas dari B.
Karena s € A dan berdasarkan definisi supremum, maka:
s < sup(4)
Dengan menggunakan manipulasi aljabar maka:
s+t—t<sup(4)
s+t<t+sup(4)
Jadi t + sup(A) adalah batas atas dari B.
(if) Akan ditunjukan t + sup(A) adalah batas atas terkecil
Ambil sebarang a € A
Misalkan a batas atas dari B, maka:
B<a
s+t<a
s<a-—t
Berdasarkan definisi supremum, maka sup(A4) adalah batas atas
terkecil, sehingga:
sup(d) <a-—-t
t+sup(4) <a
Dari poin (i) dan (ii) terbukti bahwa t + sup(4) = eh(s + t).
2. t +inf(4) = (s +1t)
Misalkan C = {t + s|s € A}

(i) Akan ditunjukkan bahwa t + inf(A) adalah batas bawah dari C.

Karena s € A dan berdasarkan definisi infimum, maka:
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inf(4) <s
Dengan menggunakan manipulasi aljabar maka:
inf(A) <s+t—t
t+inf(A) <s+t
t+inf(4) <C
Jadi t + inf(A) adalah batas bawah dari C.
(if) Akan ditunjukan t + sup(A) adalah batas bawah terbesar
Ambil sebarang b € A

Misalkan b batas bawah dari €, maka:

Berdasarkan definisi infimum, maka inf(4) adalah batas bawah
terbesar, sehingga:
b — t < inf (4)
b <inf(4) +t

Dari poin (i) dan (ii) terbukti bahwa t + inf(4) = (s + t).

sup
SEA

3.tAsup(4) = ,(tAs)

Misalkan D = {t A s:s € A}

Akan ditunjukkan:

(i) t Asup(4) batas atas dari D
(Kasus 1):

Misalkan s,t > 0

Perhatikan bahwa:
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Karena sup(A) adalah batas atas dari A dan untuk setiap s € A, maka:
s < sup(4)
Karena s, t > 0, maka:
sV(((OAL) —(0AL)) <sup(4)
sV(OAL) <sup(Ad)+ (0AL)
Berdasarkan sifat asosiatif pada lattice, maka:
(svO)At<(sup(A)+0)At
sAt <sup(A) At
Berdasarkan sifat komutatif pada lattice, maka:
tAs <tAsup(4)
(Kasus 2):
Misalkan s, t < 0
Perhatikan bahwa:
Karena sup(A) adalah batas atas dari A dan untuk setiap s € A, maka:
s < sup(4)
Karena s, t < 0, maka:
SA(OAL)—(0AL)) <sup(A)
SAOAL) <sup(Ad)+ (0AL)
Berdasarkan sifat asosiatif pada lattice, maka:
(SAO) At < (sup(A)+0)At
sAt <sup(A) At
Berdasarkan sifat komutatif pada lattice, maka:
tAs <tAsup(4)

Jadi terbukti t A sup(A) batas atas dari D untuk setiap s € A.
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(ii) t A sup(A) batas atas terkecil dari D
Misalkan a adalah batas atas lain dari himpunan t A s, artinya:
tAs<a

karenat As < sdant As < a, maka:

s<a

sup(4) < a

t Asup(4) <a
Jadi t A sup(A) batas atas terkecil dari t A s untuk setiap s € A.

Berdasarkan (i) dan (ii), jadi terbukti bahwa t A sup(4) = S2B(t A s).

SEA
4.t Vinf(A) = P(tvs)
Misalkan G = {t v s:s € A}
Akan ditunjukkan:
(i) tVvinf(A) batas bawah darit Vs
(Kasus 1):
Misalkan s, t > 0
Perhatikan bahwa:
Karena inf(A) adalah batas bawah dari A dan untuk setiap s € A, maka:
s > inf(A)
Karena s,t > 0, maka:
sv((Ovt)—(0Vvt)) =inf(A4)
sv(Ovt)=inf(A)+ 0Vt
Berdasarkan sifat asosiatif pada lattice, maka:
(svO)vt=(inf(A)+0)Vvt

svt=>inf(A) vt
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Berdasarkan sifat komutatif pada lattice, maka:
tVvs =>tVinf(4)
(Kasus 2):
Misalkan s, t < 0
Perhatikan bahwa:
Karena inf(A) adalah batas bawah dari A dan untuk setiap s € A, maka:
s > inf(A)
Karena s, t < 0, maka:
sA(OVvt)—(0Vt)) =inf(A)
sAOVt)=>inf(A)+ 0V
Berdasarkan sifat asosiaif pada lattice, maka:
(sAO)vt=(inf(A)+0)Vvt
svt=inf(A) At
Berdasarkan sifat komutatif pada lattice, maka:
tVs>tVinf(4)
(if) t Vv inf(A) batas bawah terbesar dari t v suntuk setiap s € A
Diketahuis <t Vs
Misalkan a adalah batas bawah lain dari t Vv s, artinya:
astVvs
karenas < tvsdant <t Vs, maka:
ass
a < inf(4)
a <t Vinf(4)

t v inf(A) batas bawah terbesar dari t v s untuk setiap s € A
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Berdasarkan (i) dan (ii), jadi terbukti bahwa t v inf(4) = 2/ (t v s).
Proposisi 4.2 (Meyer-Nieberg, 1991)
Misalkan bahwa sy,s,,...,s,, ti,ts,...,tm € Ex memenuhi s; + s,+...+s, =
t, +t,+...+t,, maka terdapat z;, €E,(i=1,....,.n dan k=1,...,m)
sedemikian  hingga s; =X .z, €E,(i=1,...,n)dant, =} 7, €
E,(k=1,....m)
Bukti.
Diketahui s;, t;, € E, dengan s; = s1,Sy,..., Sy, dan t, = ty, t,,..., t,;, memenuhi
S1+ S+ s, =t H 6+ .
Karena s;, t;, € E,, maka berdasarkan teorema 4.1 (11), terdapat t, € E,
sedemikian hingga 0 < t, < s; + t;
Diasumsikan benar bahwa untuk suatu m € N memenuhi
S1 +Sp+...+s, =ty +t1+... +t,, dengan s;, t, = 0
Dimana t, < s; + s,+...+s, akibatnya terdapat z, o, z5 g, ..., Zn 0 € E+
sedemikian hingga z; o < s;, Vi, dan
to = Z10 + Z20 + -+ Zp
to = Xi=1Zi0
Karena Yi—;s; = to + 2wy tr
Yi=15i — to = Xk=1tk
Misalkan Y7y v; = Yty s; — Xieq Zi o, Maka
Y1 Vi = Ypeq ty, akibatnya
Terdapat z; , > 0 dengan i = 1,2,...,ndan k = 1,2, ..., n sedemikian hingga

Si—Zig=V; =N,z dengani = 1,2, ...,ndan t, = Xz«



Proposisi 4.3 (Meyer-Nieberg, 1991)
Suatu Ruang Vektor terurut E adalah Ruang Riesz jika E=E, —E,
sup(h,i) = h Viuntuk setiap h,i € E,,
Bukti.
Ambil sebarang h,i € E,dans € E
1. Akan dibuktikan bahwa E = E, — E,
Perhatikan bahwa:
Karena h € E,,
Berdasarkan definisi 4.3, maka Yh > 0, berlaku:
h=ht=hv0=h>0
h=h"=-hv0=0
artinya h*,h™ € E,
Berdasarkan teorema 4.1 (2)

s = st — s~ dalam hal ini berartis = h* — h™

Karena s € E dan h*, h~ € E,, maka dapat ditulis:
E=E,—E,
Jadi terbukti bahwa E = E, — E,
2. Akan dibuktikan bahwa sup(h,i) = h Vi
Perhatikan bahwa:
Karena h,i € E,, maka Vh,i > 0, berlaku:
h=h*=hv0=h>0

i=it=iv0o=i>0
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Sehingga,
hvi=h*tvi*
=(hvO)V(iv0)
=hvVi

= sup (h, i)

Jadi terbukti bahwa sup (h,i) = hVi.

4.2 Ruang Bernorma Riesz
Ruang Bernorma Riiesz adalah Ruang Riesz yang dilengkapi dengan norm,
berikut definisi lengkap dari Ruang Bernorma Riesz.
Definisi 4.4 (Meyer-Nieberg, 1991)
Apabila semi-norm p pada E memenuhi p(s) < p(t) ketika |s| < |t| dikatakan
latis semi-norm dan lattice norm apabila p adalah norm. Dalam kasus lain
(E, |].|]) dikatakan Ruang Bernorma Riesz.
Contoh 4.2
Buktikan bahwa Ruang Euclid (R", || d II) adalah Ruang Bernorma Riesz dengan

norm yang didefinisikan dengan:

n
Id = (z 14,1 = (i P+ +1dn]?
j=1

Bukti.

Diambil sebarang d,e,f € R* dan B € R dengan d = (d4,d,,...,d,), e =
(e1,ez,...,ep)dan f = (fi, f2r-oor fn)

Akan dibuktikan (R™, |l d II) adalah Ruang Bernorma Riesz.

Untuk membuktikan (R™, |l d II) Ruang Bernorma Riesz, maka akan ditunjukan:
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3. R™ adalah Ruang Riesz
Karena Ruang Riesz adalah Ruang Vektor terurut yang dilengkapi dengan
lattice, maka harus memenuhi syarat-syarat berikut:
(i) Apabila d,e € R™ sedemikian sehingga d <e, maka d+ f <e+ f
untuk setiap f € R™.
Misalkan d < e, maka d; < e, d, < e;,..., d, < e, dapat dikatakan
d; < e; untuk setiapi = 1,2,...,n
Perhatikan bahwa:
di<e=di+fi—fi<e
d; + fi < e; + fi untuk setiapi = 1,2,...,n
d+f<e+f
(if) Apabilad > 0 maka fd < Se untuk setiap § > 0di R.
Misalkan d > 0 misalkan pulad < e

Perhatikan bahwa:

Bd; < Be;
pd < Pe
(iii) Berdasarkan definisi lattice, maka:
d Ve = (maks(dq, e;), maks(d,, e;),...,maks(d,, e,))
d A e = (min(d4, e;),min(d,, e,),..., min(d,, e,;))
karena d v e € R™ dan

d A e € R™, maka (R", <) adalah lattice.
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Dari poin (i), (it) dan (iii) terbukti bahwa R™ adalah Ruang Riesz.
2. (R™, <) adalah lattice norm

Diketahui:

n
Id = (Z ;|12 = J[d, |7 +... +]d, 2
=1

Sehingga:

n
e ti= () lej)2 = fles P+ Hleal
=1

Misalkan Il d II<Il e I
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa |d| < |e|

Karena |l d II<Il e Il, maka:

n n
O 12 < () 12
=1 =1

JIdi[2+... +|dn|2 < V]er|2+... +|ep|?

Karena d, e € R™ dan berdasarkan definisi akar kuadrat pada bilangan real
maka:
|dy| + |dy|+... +]|dyp| < leq] + |ex|+. .. +]en]
d;| < el
|d| < |e]

Dari poin 1 dan 2 maka terbukti bahwa (R", || d II) adalah Ruang Bernorma Riesz
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Proposisi 4.4 (Meyer-Nieberg, 1991)
Untuk suatu Ruang Bernorma Riesz (E, II. II) maka berlaku pernyataan-pernyataan
berikut:

1. Operasi Lattice adalah kontinu.

2. Cone positif E, adalah tertutup.

3. lim s, =sup {s,:n € N} untuk setiap barisan naik yang konvergen
n—->oo

(sp) CE.
Bukti.

Misalkan s,, - s dan t,, — t dalam norm.

1. Akan dibuktikan:
(i) s,vt,>sVvt

Misalkan u,, = s, Vt,danu =sVvt
Karena s,, —» s dan t,, — t dengan n — co maka untuk setiap € > 0
terdapat N € N sedemikian hingga untuk setiap n = N, berlaku:
lu,—ul<e
Is,Vt,—svtl<e
Dengan menggunakan manipulasi aljabar, maka:
<ls,Vt,(—s,Vt+s,Vt)—sVvtl
<lIs,Vt,—sp,Vtll+lls,vt—svtll
Berdasarkan teorema 2.1, maka:
Shsp—spll+lty,—tlh+ls,—sll+lt—tl
<Il t, —t Il +Il s, — s I, dengan demikian diperoleh:

lt,—tl<edanl|s,—sl<e
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Jadi terbukti bahwa s, vt, > sVt
(i) s, At, = sAtL
Misalkan v,, = s, At,danv =sAt
Karena s,, —» s dan t,, — t dengan n — oo maka untuk setiap ¢ > 0
terdapat N € N sedemikian hingga untuk setiap n = N, berlaku:
lv,—vli<e
I spAt,—sAtl<e
Dengan menggunakan manipulasi aljabar, maka:
SIsp Aty(=sp At+s, At)—sAtll
SIsp Aty —sp At +Hllsp,At—sAtll
Berdasarkan teorema 2.1, maka:
Slhsp—=sp I+t —tll+llsy,—sl+le—tll
<Ilt, —t Il +Il s, — s ll, dengan demikian diperoleh:
lt,—tl<edanlls,—sl<e¢
Jadi terbukti bahwa s, A t,, > sAt
Dari poin (a) dan (b) terbukti bahwa operasi Lattice dalam Ruang Bernorma
Riesz adalah kontinu.
2. Akan dibuktikan bahwa cone positif E, adalah tertutup.
Misalkan s,, € E, untuk setiapn € Ndans, —» s € E dengann — oo
Karena s, € E,, maka s, = 0, artinyas, =s, V0
Berdasarkan proposisi 4.4 (1), maka:
S, =5, V0O—->svO0dengann — oo
sv0=s

Jadi terbukti bahwa cone positif E,adalah tertutup.



70

3. Akan dibuktikan bahwa lim s,, = sup {s,,: n € N} untuk setiap barisan naik
n—->oo

yang konvergen (s,);" C E.
Misalkan (s,,);° < E adalah barisan naik yang konvergen, artinya s,, < s,4+4
dans, — s.
Akan ditunjukkan bahwa s = sup {s,:n € N}
Perhatikan bahwa:
Karena s,, adalah barisan naik yang konvergen ke s, maka s adalah batas
atas dari {s,:n € N}, artinyas > s,
Karena s, —» s dan s > s,, maka:
s =sup {s,:n € N}

lim s, = sup {s,:n € N}
n—-oo

Jadi terbukti bahwa lim s, = sup {s,: n € N} untuk setiap barisan naik yang
n—-oo

konvergen (s,){° C E.

4.3 Ruang Bernorma Riesz dalam Al-Qur’an dan Hadis

Ruang Bernorma Riesz adalah Ruang Riesz yang dilengkapi dengan norm.
Sedangkan Ruang Riesz adalah Ruang Vektor terurut yang dilengkapi dengan
lattice. Sebelum membahas integrasi Ruang Bernorma Riesz dalam Al-Qur’an dan
hadis, terlebih dahulu penulis membahas integrasi kompatibel dalam Ruang Vektor
terurut. Kompatibel dalam Kamus Besar Bahasa Indonesia memiliki banyak arti,
salah satunya kesetaraan. Kesetaraan berarti bahwa semua orang memiliki
kedudukan yang sama dan diperlakukan setara tanpa diskriminasi, baik dalam hak,
kesempatan, maupun perlakuan. Berikut pengertian kesetaraan menurut hukum

yang berlaku di Indonesia dan pengertian keseteraan dalam Agama Islam.
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Kesetaraan menurut hukum di indonesia adalah prinsip bahwa setiap warga
negara berhak mendapatkan perlakuan yang sama dihadapan hukum, tanpa
diskriminasi. Prinsip tersebut termuat dalam pasal 27 Ayat (1) UUD 1945. Pasal ini
menyatakan bahwa: “setiap warga negara bersamaan kedudukannya di dalam
hukum dan pemerintahan dan wajib menjujung hukum dan pemerintahan itu
dengan tidak ada kecualinya .”

Sedangkan dalam islam, kesetaraan berarti bahwa setiap individu dipandang
setara dimata Allah SWT, tanpa melihat perbedaan ras, jenis kelamin, ataupun
status sosial seseorang. Hal tersebut sama dengan konsep kompatibel atau
kesetaraan dalam Ruang Vektor terurut. Maksud dari kompatibel dalam Ruang
Vektor terurut adalah untuk setiap h,i € E dengan h < i, memenuhi h+j <i+j
untuk setiap j € E dan mh < mi. Jadi konsep ini menunjukkan bahwa, walaupun
ada perbedaan antara dua elemen h dan i, kemudian ada penjumlahan dan perkalian
kedua elemen tersebut dengan j dan m bilangan real positif, hal tersebut tidak akan
mengubah urutan antara keduanya. Dengan kata lain, meskipun ada perbedaan jenis
kelamin baik laki-laki maupun perempuan, kaya ataupun miskin, namun dalam hal
ibadah akan tetap sama dimata Allah Swt. Berikut ayat Al-Qur’an yang
menjelaskan hal demikian.

e 2ol i 2o 1K0aks AT 5 55 20 1K e ik a1 Y 0 15 stz
et ole etV nan ak BN s s Lo uhl s tas 2l
@l G2 dhe 85 B e e L Y G

(Kementrian Agama, 2022)

Artinya:  “Maka Tuhan mereka memperkenankan permohonannya (dengan
berfirman), Sesungguhnya Aku tidak menyia-nyiakan amal orang-orang yang
beramal diantara kalian, baik laki-laki ataupun perempuan, (karena) sebagian
kalian adalah turunan dari sebagian yang lain. Maka orang-orang yang berhijrah,
yang diusir dari kampung halamannya, yang disakiti pada jalan-Ku, yang
berperang dan yang dibunuh. Pastilah akan Kuhapus kesalahan-kesalah mereka
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dan pastilah Aku masukkan mereka ke dalam surga yang mengalir sungai-sungai
di bawahnya. Sebagai tanda pahala di sisi Allah. Dan Allah Allah pada sisi-Nya
yang baik.” (QS.Al-Imran [3]:195)

Dalam islam dijelaskan bahwa laki-laki dan perempuan dipandang sama
dalam urusan ibadah, namun ada beberapa hal yang mengharuskan kedudukan laki-
laki lebih tinggi dibandingkan perempuan, seperti dalam pelaksanaan shalat
berjamaah. Dalam hal tersebut sebagian besar ulama bersepakat bahwa imam shalat
berjamaah haruslah kaum laki-laki. Hal tersebut dijelaskan dalam Al-Qur’an.

L LA A 5 1A T ek e 2iiet 0 %8 G Ll B 038 Jisol

2% 0§ ges o\ o e & Bess o G Aol T o5 scohd < od AR 'L,%L [T e w Ly

b SR3hely pxladll 3 EaARY Sagha 5500 0300l glly A Bis G ] Slas
@ 55 e 08 B S el 51 56 K
(Kementrian Agama, 2022)
Artinya: “Kaum laki-laki itu adalah pemimpin bagi kaum wanita, karena Allah
telah melebihkan sebagian mereka (laki-laki) atas sebagian yang lain (wanita), dan
karena mereka (laki-laki) telah menafkahkan sebagian dari harta mereka. Maka
wanita-wanita yang saleh adalah yang taat kepada Allah dan memelihara diri
ketika (suaminya) tidak ada, karena Allah telah memelihara (mereka). Wanita-
wanita yang kamu khawatirkan nusyuznya (membangkang), maka nasihatilah
mereka, pisahkanlah mereka di tempat tidur, dan (kalau perlu) pukullah mereka.
Tetapi jika mereka menaati kamu, maka janganlah kamu mencari-cari jalan untuk
menyusahkannya. Sesungguhnya Allah Maha Tinggi lagi Maha Besar.” (QS. An-
Nisa [4]:34)

Seperti yang dijelaskan sebelumnya, Ruang Bernorma Riesz adalah Ruang
Riesz yang dilengkapi dengan norm. Berikut definisi lengkapnya. Apabila semi-
norm p pada E memenuhi p(s) < p(t) ketika |s| < |t| dikatakan latis semi-norm
dan lattice norm apabila p adalah norm. Dalam kasus lain (E, II. II) dikatakan Ruang
Bernorma Riesz. Konsep Ruang Bernorma Riesz dan lattice semi-norm dapat
dikaitkan dengan ayat-ayat Al-Qur'an yang menegaskan tentang prinsip keadilan,
dan kedekatan seorang hamba kepada Allah Swt melalui amal kebaikan.

Lattice semi-norm dapat dipandang sebagai suatu sistem yang menilai amal

perbuatan setiap orang secara adil berdasarkan tingkat atau bobot amalnya. Al-
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Qur’an mengajarkan bahwa amal seseorang dinilai dengan adil dan proporsional.
Amal yang besar mendapatkan pahala yang besar, dan begitu pula sebaliknya. Hal
ini bisa dikaitkan dengan konsep lattice semi-norm, di mana elemen dengan "norm"
yang lebih besar memiliki kedudukan yang lebih tinggi. Sebagaimana dijelaskan

dalam Al-Qur’an.

<

@ Do B2 55 JUk ead 545 D Dt B 55 JUk ik 15

(Kementrian Agama, 2022)
Artinya: “Barangsiapa yang mengerjakan kebaikan seberat zarrah, niscaya dia
akan melihat (balasan)nya. Dan barangsiapa yang mengerjakan kejahatan seberat

zarrah, niscaya dia akan melihat (balasan)nya pula.” (QS. Al-Zalzalah [99]:7-8)

Ayat ini menggambarkan bahwa setiap amal, sekecil apa pun, memiliki nilai
yang terukur dan adil. Dalam lattice semi-norm, hal ini serupa dengan p(s) < p(t)
ketika |s| < |t|, di mana amal yang lebih besar nilainya akan memiliki posisi atau
kedudukan yang lebih tinggi. Dalam Ruang Bernorma Riesz, norm |[|.|| adalah
suatu fungsi yang mengukur jarak atau kedekatan elemen dalam Ruang tersebut.
Hal ini bisa diibaratkan sebagai kedekatan seorang hamba dengan Allah Swt

melalui amal perbuatannya.
O3 24 o 15y ol i D5 ) 001 685 Linf E55 6 22 gl S 135
@

(Kementrian Agama, 2022)

Artinya: “Dan apabila hamba-hamba-Ku bertanya kepadamu tentang Aku, maka
(Jjawablah), sesungguhnya Aku dekat. Aku mengabulkan permohonan orang yang
berdoa apabila ia memohon kepada-Ku. Maka hendaklah mereka memenuhi
(segala perintah-Ku) dan beriman kepada-Ku, agar mereka memperoleh
kebenaran.” (QS. Al-Bagarah [2]:186)

Ayat ini mengajarkan bahwa jarak seorang hamba dengan Allah Swt adalah
dekat, dan jarak tersebut hanya dapat diukur melalui amal dan doa yang dilakukan
oleh hamba tersebut. Hal demikian sama halnya dengan konsep norm dalam Ruang

Bernorma Riesz, di mana setiap elemen s memiliki nilai norm || s || yang
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memberikan informasi tentang "jarak™ elemen tersebut dari titik nol (atau keadaan

tanpa amal).



BAB V

PENUTUP

5.1 Kesimpulan
Ruang Bernorma Riesz merupakan Ruang Riesz yang dilengkapi dengan
norm. Ruang Bernorma Riesz memiliki sifat-sifat dasar yang dibuktikan dalam
penelitian ini. Sifat-sifat dasar tersebut mencakup operasi latticenya yang kontinu,
cone positif bersifat tertutup, dan ketentuan konvergensi barisan naik yang berada
dalam Ruang Bernorma Riesz. Penelitian ini juga menunjukkan adanya keterkaitan
antara konsep Ruang Bernorma Riesz dengan nilai-nilai dalam Al-Qur’an dan
Hadis
5.2 Saran untuk Penelitian Lanjutan
1. Penelitian selanjutnya dapat mengkaji lebih dalam tentang aplikasi Ruang
Bernorma Riesz.
2. Pengembangan penelitian ini dapat mencakup pembahasan tentang Ruang
Bernorma Riesz dengan struktur yang lebih kompleks, misalnya, dengan

menambahkan operator-operator khusus yang relevan.

75



DAFTAR PUSTAKA

Aliprantis, C. D. (2003). Locally Solid Riesz Spaces with Applications to Economics
(second). Cambridgw Uneversity Press.

Anton, H., & Rorres, C. (2017). Elementary Linear Algebra. In Becmnux
Pocsopasnaozopa (Vol. 4, Issue 1). Anton Textbooks.

Carlos, S. K. (2000). Element of Operator Theory. In Sustainability (Switzerland)
(Vol.11,lIssue
http://scioteca.caf.com/bitstream/handle/123456789/1091/RED2017-Eng-
8ene.pdf?sequence=12&isAllowed=y%0Ahttp://dx.doi.org/10.1016/j.regsciu
rbeco.2008.06.005%0Ahttps://www.researchgate.net/publication/305320484
_SISTEM_PEMBETUNGAN_TERPUSAT_STRATEGI_MELESTARI

Charalambos, D. A., & Rabee, T. (2007). Cones and Duality (C. David, C. Walter,
I.N.V., & G. K. Steven (eds.)). https://doi.org/10.1515/9783110800487.39

George, G. (1978). General Lattice Theory (B. Samuel, Eilenberg and Hyman
(ed.)). Columbia University.

Groenewegen, G. (n.d.). On Spaces of Banach Lattice Valued Functions and
Measures.

Hadits riwayat Muslim no. 4805 dari Abu Hurairah.

Hadits riwayat At-Tirmidzi no. 1842 dari Zarbi.

Kementrian Agama. (2022). Quran Kemenag.

Kreyszig, E. (1979). Introductory Functional Analysis with Applications,. In The
Mathematical Gazette (Vol. 63, Issue 424). https://doi.org/10.2307/3616033

Meyer-Nieberg, P. (1991). Banach Lattice. Springer Science & Business Media.

Pedro, T. (1995). Seminormed spaces. 2, 329-343.

Robert G., B. (2010). INTRODUCTION TO REAL ANALYSIS. In n C. Shanno
(Ed.), Urbana, Illinois (FOURTH, Vol. 11, Issue 1). Laurie Rosatone.

Schaefer, H. H. (1974). Banach Lattices and Positive Operators. Banach Lattices
and Positive Operators.

W.AJ, L. (1971). Riesz Space. North Holland Publishing Company.

76



RIWAYAT HIDUP
Halimah Tusaadiah, lahir di Bima pada tanggal 11 Desember

2001. Putri ke tiga dari tiga bersaudara dari Ayah Alm.
Muhamad dan lbu Fatimah. Sejak kecil ia dibesarkan di
RT.001 RW.001 Dusun Kawinda Desa Sangga Kecamatan

Lambu Kabupaten Bima. Selama berkuliah di Uin Maulana

Malik Ibrahim Malang, Halimah aktif berkegiatan di luar
kampus, yaitu sebagai pengurus PPTQ Ulin Nuha.

Adapun pendidikan formal yang ditempuh Halimah mulai dari taman kanak-kanak
di TK Mulia Satu Atap. Kemudian melanjutakan pendidikan sekolah dasar di SDN
1 Simpasai. Setelah menyelesaikan pendidikan di Tingkat SD, Halimah
melanjutkan pendidikan di Madrasah Tsanawiyah Al-Husainy Kota Bima. Setelah

itu, ia menepuh pendidikan di Madrasah Aliyah Negeri 2 Kota Bima.

Selama menempuh pendidikan di Madrasah Aliyah Negeri 2 Kota Bima, Halimah
aktif mengikuti kegiatan ekstrakurikuler, dan beberapa kali mengikuti lomba.
Berikut beberapa lomba yang pernah diikuti Halimah selama duduk di bangku
SMA. pertama, Lomba Ibnu Sina bidang Matematika pada tahun 2018. Kedua,
Lomba Cerdas Cermat 4 Pilar yang diadakan oleh Majelis Permusyawaratan Rakyat

Republik Indonesia pada tahun 2019.

77



