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ABSTRAK

Husna, Nuril Ma’rifatul. 2024. Sifat-sifat Ruang Topologi Supra Ideal Melalui R-I
Buka. Skripsi. Program Studi Matematika Fakultas Sains dan Teknologi,
Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Dian
Maharani, M.Si. (II) Erna Herawati, M.Pd.

Kata Kunci: Himpunan R-/ buka, ruang topologi supra ideal

Penelitian ini membahas mengenai sifat-sifat ruang topologi supra ideal melalui R-I buka.
Topologi supra memiliki perbedaan yang mendasar dengan topologi biasa pada salah satu
sifatnya yaitu irisan-irisan dari anggota T belum tentu merupakan anggota topologi supra.
Hal tersebut mengakibatkan adanya perbedaan sifat-sifat ruang topologi supra ideal dengan
sifat-sifat ruang topologi ideal biasa. Tujuan utama pada penelitian ini yaitu untuk
membuktikan sifat-sifat ruang topologi supra ideal melalui R-I buka. Hasil penelitian telah
membuktikan sifat-sifat himpunan R-I buka dan himpunan R-I tutup. Selain itu, penelitian
ini juga telah membuktikan aksioma-aksioma yang memenuhi supra R-I-Int(A) dan supra
R-I-Cl(A). Penelitian ini diharapkan dapat bermanfaat dan menjadi referensi tambahan
bagi peneliti selanjutnya yang berkaitan dengan topologi supra ideal melalui R-/ buka.
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ABSTRACT

Husna, Nuril Ma’rifatul. 2024. Properties of Supra Ideal Topological Spaces Via R-I
Open Sets. Thesis. Department of Mathematics, Faculty of Science and Technology,
Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Advisors: (I) Dian
Maharani, M.Si. (II) Erna Herawati, M.Pd.

Keywords: R-I open sets, supra ideal topological space

This research discusses the properties of supra ideal topological spaces via R-I open sets.
Supra topology has a fundamental difference with ordinary topology in one of its properties,
namely the intersection of members 7 is not necessarily a member of supra topology. This
results in differences in the properties of supra ideal topological spaces with the properties
of ordinary ideal topological spaces. The main objective of this research is to prove the
properties of supra ideal topological spaces via R-I open sets. The research results have
proven the properties of R-I open sets and R-I closed sets. Furthermore, this research has
also proven the axioms that satisfy supra R-I-Int(A4) and supra R-I-Cl(A). This research
is expected to be beneficial and serve as an additional reference for future researchers
related to supra ideal topology via R-I open sets.
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Topologi merupakan salah satu cabang matematika yang cukup populer. Pada
tahun 1914, ruang topologi pertama kali dikenalkan oleh Felix Hausdorff (Singh,
2019). Suatu topologi T pada himpunan tak kosong X adalah koleksi himpunan
bagian X yang memenuhi beberapa aksioma tertentu yaitu himpunan kosong @ dan
himpunan X adalah anggota 7, gabungan dari sebarang anggota T juga anggota T,
irisan dari anggota-anggota T juga anggota T sehingga pasangan (X, t) disebut
sebagai ruang topologi (Morris, 2007).

Pada ruang topologi membahas tentang himpunan buka, himpunan tutup,
interior, dan tutupan. Himpunan buka pada ruang topologi merupakan semua
anggota dari T pada ruang topologi (X, t) (Morris, 2007). Sedangkan himpunan
bagian A pada X dikatakan himpunan tutup pada ruang topologi (X, t) apabila
komplemennya di X yaitu X \ A himpunan buka (Morris, 2007). Selanjutnya,
interior himpunan bagian A pada topologi (X,7) merupakan gabungan semua
himpunan buka pada A yang dinotasikan dengan Int(A) atau A" (Singh, 2019).
Sedangkan tutupan himpunan bagian A pada topologi (X, 7) merupakan irisan
semua himpunan tutup pada A dan dinotasikan dengan CI(A) atau A (Singh, 2019).

Seiring berjalannya waktu, penelitian tentang ruang topologi terus mengalami
perkembangan salah satunya yaitu topologi ideal yang pertama kali dikaji oleh
Vaidyanathaswamy pada tahun 1945. Topologi ideal merupakan koleksi himpunan

bagian tak kosong dari X yang memenuhi beberapa aksioma tertentu yaitu apabila



A adalah anggota I dan B adalah himpunan bagian A maka B juga anggota I,
apabila A dan B anggota I maka gabungan dari A dan B juga merupakan anggota [
(Monsef dkk., 1992).

Topologi ideal juga membahas terkait himpunan buka dan himpunan tutup.
Himpunan buka topologi ideal (X,7,I) dan A € X maka A dikatakan [ -buka
apabila A € Int(A") yang dinotasikan dengan /0 (X, t). Sedangkan himpunan
bagian F € (X, t,I) dikatakan [-tutup apabila komplemen dari I-buka (Monsef
dkk., 1992).

Selain membahas topologi ideal, beberapa peneliti juga membahas topologi
supra. Pada tahun 1983, Mashhour memperkenalkan ruang topologi supra. u
merupakan koleksi himpunan bagian X yang memenubhi sifat-sifat tertentu. Suatu
topologi supra u pada himpunan tak kosong X adalah koleksi himpunan bagian X
yang memenuhi beberapa sifat yaitu himpunan X dan himpunan kosong @ adalah
anggota i, gabungan dari A;, A,, ..., A, juga merupakan anggota . Pasangan
(X, u) disebut ruang topologi supra. Anggota dari kumpulan himpunan u disebut
himpunan supra buka di (X, #) dan komplemen dari himpunan buka supra disebut
himpunan tutup supra (Mashhour dkk., 1983).

Ruang topologi supra juga membahas tentang himpunan buka, himpunan
tutup, interior, dan tutupan. Himpunan buka supra di (X, u) merupakan anggota
dari koleksi himpunan u. Sedangkan, komplemen dari himpunan buka topologi
supra disebut himpunan tutup supra (Mashhour dkk., 1983). Interior topologi supra
pada himpunan A dinotasikan dengan supra Int*(A) yang didefinisikan dengan
supra Int#(A) =U {B: B supra buka dan A 2 B}. Tutupan topologi supra pada

himpunan A dinotasikan dengan CI#(A) yang didefinisikan dengan supra



CI*(A) =N {B: B supra tertutup dan A € B}(Pricilla & Maggi, 2016). Pada tahun
2012, Syamapada Modak dan Sukalyan Mistry mengemukakan idenya untuk
mengembangkan topologi supra menjadi ruang topologi supra ideal. Ruang
topologi supra (X, 1) dengan ideal I pada X disebut ruang topologi supra ideal dan
dinotasikan dengan (X, u,I) (Modak & Mistry, 2012).

Ruang topologi supra ideal memiliki beberapa topik pembahsan di antaranya
terdapat himpunan buka, himpunan tutup, interior, dan tutupan. Definisi dari supra
buka ideal merupakan himpunan bagian A pada ruang topologi supra ideal apabila
A c Int* (A™+). Kemudian definisi dari supra tutup ideal merupakan komplemen
dari supra buka ideal. Adapun definisi dari interior supra ideal pada himpunan
bagian A yang dinotasikan dengan Int** (A) merupakan gabungan dari ideal supra
himpunan buka A (Jasim & Zaben, 2015). Sedangkan, definisi dari tutupan supra
ideal pada himpunan bagian A yang dinotasikan dengan Cl** (A) merupakan irisan
dari ideal supra himpunan tutup A (Jasim & Zaben, 2015).

Pada penelitian ini, peneliti akan membahas terkait himpunan ruang topologi
supra melalui R-I-buka dan sifat-sifatnya. Adapun, R-I/-buka merupakan himpunan
A pada ruang topologi supra ideal apabila A = Int* (Cl*(A)). Sedangkan
komplemen dari himpunan supra R-I buka dinamakan himpunan supra R-I tutup.

Suatu himpunan X dalam topologi tidak semuanya dapat dikatakan sebagai
ruang topologi. Dengan kata lain, hanya beberapa anggota himpunan yang
memenuhi beberapa syarat tertentu. Hal tersebut sama halnya dengan semua
perbuatan yang dilakukan oleh manusia tidak langsung dapat diterima oleh Allah
SWT. Amal tersebut dapat diterima oleh Allah SWT harus memenuhi syarat utama

yaitu niat dan ikhlas sebagaimana yang sudah dijelaskan dalam hadis riwayat



bukhari dan muslim:
3R A s Eas U6 a W oy ol ek ads T SRt op
i 8 Q) Bagh g b1 ) s 08505 51 1 90 G ol Sy
(phbly st oly) ) o 1 1) g sl i1 o Wi G s 2067 055
Artinya: “Dari Amirul Mu’minin Abu Hafsh Umar bin Al-Khaththab radhiyallahu
‘anhu ia berkata, Aku mendengar Rasulullah Shallallahu ‘Alaihi wa Sallam
bersabda: Sesungguhnya amal itu tergantung niatnya, dan setiap orang hanya
mendapatkan apa yang diniatkannya. Barangsiapa yang (berniat) hijrah kepada
Allah dan Rasul-Nya, maka hijrahnya kepada Allah dan Rasul-Nya. Barangsiapa
vang (berniat) hijrah karena dunia yang ingin diraihnya atau wanita yang akan
dinikahinya, maka hijrahnya kepada apa yang diniatkannya itu.” (HR. Bukhari No.
1 dan HR. Muslim No. 1907)

Hadis tersebut menjelaskan tentang begitu pentingnya niat dalam melakukan
setiap perbuatan. Pada dasarnya, niat menjadi pondasi untuk melakukan perbuatan
tersebut sehingga jika niat yang tulus dan ikhlas karena Allah SWT maka perbuatan
tersebut akan dinilai oleh Allah SWT dan memiliki nilai sebagai ibadah. Namun,
niat yang tidak tulus dan ikhlas karena Allah SWT maka perbuatannya tidak
memiliki nilai ibadah dan dianggap sia-sia. Hal ini sama dengan himpunan X pada
suatu himpunan tak kosong di mana untuk menjadi ruang topologi harus memenuhi
syarat-syarat tertentu.

Berdasarkan pemaparan mengenai ruang topologi supra ideal dan R-I buka
diatas, sebelumnya telah dilakukan penelitian oleh Sangeetha & Chacko (2019)
yang berjudul “On Supra Ideal Topological Space Via R-1 Open Sets”. Berkaitan

dengan hal tersebut, maka peneliti tertarik untuk mengkaji sifat-sifat ruang topologi

supra ideal melalui R-I buka dan pembuktiannya.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, maka didapatkan rumusan masalah yang



akan dibahas pada penelitian ini yaitu bagaimana sifat-sifat ruang topologi supra

ideal melalui R-I buka?

1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah diatas, maka tujuan penelitian yang akan
dibahas yaitu untuk mengetahui sifat-sifat ruang topologi supra ideal melalui R-I

buka.

1.4 Manfaat Penelitian

Penelitian ini diharapkan menjadi referensi tambahan terkait sifat-sifat ruang
topologi supra ideal melalui R-I buka. Selain itu, penelitian ini diharapkan menjadi
referensi bagi peneliti lainnya untuk meneliti ruang topologi supra lainnya seperti

meneliti sifat-sifat R-I kontinu pada ruang topologi supra ideal.

1.5 Batasan Masalah
Penelitian ini akan membahas tentang sifat-sifat ruang topologi supra ideal

melalui R-I buka yaitu himpunan buka, himpunan tutup, interior , dan tutupan.

1.6 Definisi Istilah
1. Ruang Topologi
Suatu topologi T pada himpunan tak kosong X adalah koleksi himpunan
bagian X yang memenuhi beberapa aksioma tertentu yaitu himpunan kosong
@ dan himpunan X adalah anggota 7, gabungan dari sebarang anggota 7 juga

anggota 7, irisan dari anggota-anggota 7 juga anggota T sehingga pasangan



(X, 7) disebut sebagai ruang topologi (Morris, 2007).

. Ruang Topologi Ideal

Topologi ideal merupakan koleksi himpunan bagian tak kosong dari X yang
memenuhi beberapa aksioma tertentu yaitu apabila A adalah anggota I dan B
adalah himpunan bagian A maka B juga anggota I, apabila A dan B anggota
I maka gabungan dari A dan B juga merupakan anggota I (Monsef dkk.,
1992).

. Ruang Topologi Supra

Suatu u pada himpunan tak kosong X adalah koleksi himpunan bagian X
yang memenuhi beberapa sifat yaitu himpunan X dan himpunan kosong @
adalah anggota u, gabungan dari 44, 4,, ..., A, juga merupakan anggota p.
Pasangan (X, u) disebut ruang topologi supra (Mashhour dkk., 1983).

. Ruang Topologi Supra Ideal

Ruang topologi supra (X, u) dengan ideal I pada X disebut topologi supra
ideal dan dinotasikan dengan (X, u, I) (Modak & Mistry, 2012).

. Definisi Himpunan R-I-buka di topologi supra

Diberikan (X, u,I) merupakan ruang topologi supra ideal. Himpunan A
dikatakan supra R -1buka apabila A = Int* (Cl*(A)) . Komplemen dari
himpunan supra R-I buka dinamakan himpunan supra R-I tutup (Sangeetha

& Chacko, 2019).
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KAJIAN TEORI

2.1 Teori Pendukung
Pada sub bab ini akan dibahas tentang dasar-dasar teori sebelum mengkaji
sifat-sifat ruang topologi supra ideal melalui R-I buka.
2.1.1. Ruang Topologi
Ruang topologi memiliki peranan penting dalam memahami sifat-sifat
ruang topologi supra ideal, terutama dalam supra R-I buka. Oleh karena itu,
sebelum mengkaji sifat-sifat tersebut, penting terlebih dahulu memahami ruang
topologi beserta contohnya yang akan didefinisikan pada definisi 2.1
Definisi 2.1 (Morris, 2007)
Suatu topologi T pada himpunan tak kosong X adalah koleksi himpunan bagian
X yang memenuhi beberapa aksioma tertentu yaitu
1. Himpunan kosong @ dan himpunan X adalah anggota ©
2. Gabungan dari sebarang himpunan 7 juga anggota T
3. Irisan dari himpunan-himpunan 7 juga anggota t
T yang memenuhi aksioma tersebut dikatakan sebagai topologi. Sedangkan,
pasangan (X, t) disebut ruang topologi.
Contoh 2.1 Misalkan (X, 7) adalah ruang topologi
X ={ab,c,d},v={0 X {a}{a b} {acd}}
Bukti
1. Jelas terbuktibahwa @ € tdan X € T

2. PUX=XET;



dufa}={a} e

@ U {a,b} = {a,b} €1,
@U{a,cd} ={acd}ErT,
Xufa}=XEe€r;
XU{ab}=X€ErT;
XU{acd}=XE€rT;
{fa}u{a, b} ={a,b} €T,
{a}u{a,c,d} ={a,cd}er;
{a,b}U{a,c,d} =X €,

3. OnX=0Q€T;
dnf{a}=0€rT;
dn{a,b}=0 €T,
dn{acd}=0€rTt;
Xn{a}={a} e
Xn{a b} ={ab}eErT;
Xnf{acd}={acd}€er;
{a}n{a,b} = {a} € T;
{fa}n{a,c,d} ={a} eT;
{a,b}n{a,c,d} ={a} €

Berdasarkan pembuktian di atas dan memenuhi kondisi 1-3, maka terbukti

bahwa (X, ) merupakan ruang topologi.

2.1.2. Himpunan Buka pada Ruang Topologi

Pada ruang topologi memiliki himpunan buka yang akan didefinisikan



sebagai berikut dan contohnya.
Definisi 2.2 (Morris, 2007)
Diberikan (X, 7) merupakan ruang topologi, sedemikian sehingga anggota dari
T dikatakan sebagai himpunan buka.
Proposisi 2.1 (Morris, 2007)
Apabila (X, ) merupakan ruang topologi, maka
1. Himpunan X dan himpunan @ merupakan himpunan buka t
2. Gabungan dari sebarang himpunan buka 7 juga himpunan buka
3. Irisan dari himpunan — himpunan buka 7 juga himpunan buka
Contoh 2.2 Misalkan (X, 7) adalah ruang topologi
X ={ab,cd},t= {(D, X,{a},{a, b},{a,c, d}}

Himpunan buka dari topologi di atas adalah {(Z), X,{a},{a, b},{a,c, d}}

2.1.3. Himpunan Tutup pada Ruang Topologi
Selain himpunan buka, pada ruang topologi juga memiliki himpunan
tutup yang akan didefinisikan sebagai berikut beserta contohnya.
Definisi 2.3 (Morris, 2007)
Diberikan (X, T)merupakan ruang topologi. Himpunan bagian A di X dikatakan
himpunan tutup pada (X,t) apabila komplemennya di X yang dinotasikan
dengan X \ A merupakan himpunan buka di (X, 7).
Proposisi 2.2 (Morris, 2007)
Apabila (X, ) merupakan ruang topologi, maka
1. Himpunan X dan himpunan kosong merupakan himpunan tutup

2. Gabungan dari sebarang himpunan tutup 7 juga himpunan tutup ©
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3. [Irisan dari himpunan — himpunan tutup t juga himpunan tutup ©
Contoh 2.3 Misalkan (X, 7) adalah ruang topologi
X={ab,cd}, 1= {(D, X,{a},{a, b}, {a,c, d}}

Himpunan tutup dari ruang topologi tersebut adalah {X ,0,{b,c,d},{c,d}, {b}}

2.1.4. Interior pada Ruang Topologi
Interior pada ruang topologi akan didefinisikan sebagai berikut dan
contohnya.
Definisi 2.4 (Singh, 2019)
Diberikan (X, ) merupakan ruang topologi dan A merupakan himpunan bagian
dari X. Himpunan buka terbesar di A dinamakan interior di A € X merupakan
gabungan semua himpunan buka dalam A. Dinotasikan dengan int A atau A°. Int
A didefinisikan sebagai berikut.
Int (A) = U{G|G buka di X dan G S A}
Contoh 2.4 Misalkan (X, 7) adalah ruang topologi dan A € X
X={ab,cd}, 1= {Q), X,{a},{a, b},{a,c, d}}, dan A = {a,d}
Interior dari topologi di atas adalah
1. Himpunan bukanya yaitu {Q), X,{a},{a, b}, {a,c, d}}
2.  Himpunan buka yang merupakan himpunan bagian dari A adalah @, {a}
3. Int(A) =0U{a}={a}
Berdasarkan pembuktian diatas, terbukti bahwa interior dari A adalah {a}.
Proposisi 2.3 (Singh, 2019)
Diberikan (X, ) merupakan ruang topologi dan 4, B € X. Maka,

1. Int(Int(A)) = Int(4)
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2. AS B = Int(A) € Int(B)

3. Int(A) nInt(B) = Int(AN B)

4. Int(A) U Int(B) € Int(AU B)

Bukti

1. Akan dibuktikan bahwa Int(Int(4)) = Int(A), maka harus
membuktikan 2 inklusi yaitu Int(lnt(A)) C Int(A) dan Int(A) S
Int(Int(4))
Inklusi pertama : Int(Int(A4)) € Int(A)
Berdasarkan definisi 2.4, Int(A) merupakan himpunan buka terbesar yang
terkandung dalam A
Karena Int(A) € A, maka setiap titik di Int(Int(A)) juga harus ada di
Int(A) . Artinya setiap x € Int(Int(A)) juga merupakan elemen dari
Int(A)
Dengan demikian, terbukti bahwa Int(lnt(A)) C Int(A)
Inklusi kedua Int(A4) € Int(Int(4))
Berdasarkan definisi 2.4, Int(A) merupakan himpunan buka terbesar yang
terkandung dalam A, maka Int(A) S Int(A)
Dengan demikian, terbukti bahwa Int(A4) < Int(lnt(A))
Dikarenakan telah membuktikan Int(]nt(A)) C Int(A) dan Int(A) <
Int(Int(A)), maka terbukti bahwa Int(]nt(A)) = Int(A)

2. Akan dibuktikan A € B = Int(A) < Int(B)
Ambil sebarang x € Int(A)

Berdasarkan definisi 2.4, x memiliki persekitaran U di dalam A yaitu U ©
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A

Karena A € B, maka U C B, artinya x memiliki persekitaran U di dalam
B. Oleh karena itu, x € Int(B)

Karena telah membuktikan bahwa setiap titik x € Int(A) juga berada
dalam Int(B), maka diperoleh Int(A) < Int(B).

Dengan demikian, terbukti bahwa A € B = Int(A) € Int(B)

. Akan dibuktikan Int(A) nInt(B) =Int(ANB) , maka harus
membuktikan 2 inklusi yaitu Int(A) N Int(B) € Int(AN B) dan
Int(ANn B) € Int(4) n Int(B)

Inklusi pertama: Int(A) N Int(B) < Int(A N B)

Misalkan x € Int(A) N Int(B), maka x € Int(A)dan x € Int(B)
Karena x € Int(A), maka ada persekitaran U € A yang mengandung x
Demikian pula, karena x € Int(B), ada persekitaran V € B yang
mengandung x

Perhatikan bahwa x € U N V adalah persekitaran yang mengandung x
Selain itu, UNV € ANB karena UCS A dan V € B . Artinya, ini
menunjukkan bahwa x € Int(A N B) karena x memiliki persekitaran U N
VEANB

Oleh karena itu, terbukti bahwa Int(4) N Int(B) € Int(A N B)

Inklusi kedua: Int(A N B) € Int(A) N Int(B)

Misalkan x € Int(A N B), maka ada persekitaran W € AN BW yang
mengandung x

KarenaW € ANB,makaW € Adan W € B

Oleh karena itu, x € Int(A) karena ada persekitaran W S A yang
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mengandung x

Demikian pula, x € Int(B) karena ada persekitaran W S B yang
mengandung x

Dengan demikian, diperoleh x € Int(A) N Int(B) yang menunjukkan
bahwa Int(A N B) € Int(A) N Int(B)

Karena telah menunjukkan Int(A) N Int(B) € Int(A N B) dan Int(A N
B) € Int(A) n Int(B), maka diperoleh nt(A) N Int(B) = Int(A N B)

. Akan dibuktikan Int(A) U Int(B) € Int(AU B)

Ambil sebarang x € Int(A) U Int(B), maka memiliki 2 kemungkinan
yaitu x € Int(A) atau x € Int(B)

Jika x € Int(A), maka terdapat persekitaran U € A yang mengandung x
Karena A € AU B, maka juga memiliki U € A U B. Artinya x memiliki
persekitaran U € A U B yang berarti x € Int(A U B)

Jika x € Int(B), maka terdapat persekitaran V' € B yang mengandung x
Karena B € A U B, maka juga memiliki V € A U B. Artinya x memiliki
persekitaran V € A U B yang berarti x € Int(A U B)

Dikarenakan setiap x € Int(A) U Int(B) juga berada di Int(A U B)

diperoleh Int(A) U Int(B) € Int(A U B)

Teorema 2.1 (Adams & Fransoza, 2008)

Diberikan (X, ) merupakan ruang topologi dan A, B € X.
1. Jika U adalah himpunan buka di (X, 7) dan U c A, maka U c Int(A)
2. Jika A € B maka Int(A) c Int(B)

3. A adalah himpunan buka © A = Int(A)
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Bukti
1. Karena U adalah himpunan buka di (X,7) dan U © A maka setiap x € U

memiliki persekitaran yang berada di dalam U
Hal ini menunjukkan bahwa U merupakan himpunan buka yang
seluruhnya terkandung dalam A.
Karena Int(A) adalah himpunan buka terbesar yang terkandung dalam 4,
dan U adalah himpunan buka yang terkandung dalam A, maka U C
Int(A)
Dengan demikian, diperoleh bahwa U < Int(4).

2. Terbukti pada proposisi 2.3 (2)

3. = Jika A adalah himpunan buka, maka A = Int(A)
Karena A merupakan himpunan buka, maka setiap titik di A memiliki
persekitaran di dalam A
Oleh karena itu, seluruh A memenuhi syarat untuk menjadi interior dari 4,
yang berarti Int(A) = A, karena Int(A) adalah himpunan buka terbesar
yang terkandung dalam A.
Dengan demikian, terbukti bahwa Jika A adalah himpunan buka, maka
A = Int(A)
& Jika A = Int(A), maka A adalah himpunan buka
Misalkan A = Int(A)
Karena Int(A) adalah himpunan buka dan memiliki A = Int(A), maka A
adalah himpunan buka.
Dengan demikian, terbukti bahwa Jika A = Int(A), maka A adalah

himpunan buka
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Dikarenakan telah membuktikan 2 arah, maka dapat disimpulkan bahwa A

adalah himpunan buka & A = Int(A)

Teorema 2.2 (Adams & Fransoza, 2008)

Himpunan A dan B pada ruang topologi (X, t), berlaku pernyataan-pernyataan

berikut ini

1.

Int(X \ 4) = X \ Cl(4)

2. CLX\A) =X\ Int(4)

3. Int(A) U Int(B) c Int(AU B)

4. Int(4) n Int(B) = Int(A N B)

Bukti

1.

Akan dibuktikan Int(X \ A) = X \ Cl(4), maka harus membuktikan 2
inklusi Int(X \ A) € X \ Cl(A) dan X \ CI(A) < Int(X \ A)

Inklusi pertama: Int(X \ A) € X \ Cl(A)

Ambil sebarang x € Int(X \ A), maka x memiliki persekitaran U € X \
A yang mengandung x

Karena U € X \ A, maka tidak ada titik dalam U yang berada di A
Dengan demikian, x tidak di dalam Cl(A) yang berarti x € X \ CI(A)
Dikarenakan x dipilih sebarang dalam Int(X \ A), maka didapatkan
bahwa Int(X \ A) € X \ CI(A)

Inklusi kedua: X \ CL(A) € Int(X \ A)

Ambil sebarang titik x € X \ Cl(A)

Karena x ¢ Cl(A), maka x memiliki persekitaran V yang tidak memiliki
titik-titik dari A

Hal ini menunjukkan bahwa V' € X \ 4, sehingga x memiliki persekitaran



16

berada di X \ A. Artinya x € Int(X \ 4)
Karena x dipilih sebarang dalam X \ Cl(A), maka diperoleh X \ Cl(A) €
Int(X\ A)
Dikarenakan telah membuktikan 2 inklusi, maka diperoleh Int(X \ A) =
X\ Cl(4)

2. Akan dibuktikan CI(X \ A) = X \ Int(4)

3. Telah terbukti pada proposisi 2.3 (4)

4. Telah terbukti pada proposisi 2.3 (3)

2.1.5 Tutupan pada Ruang Topologi
Selain interior, pada ruang topologi juga memiliki tutupan yang akan
didefinisikan sebagai berikut beserta contohnya.
Definisi 2.5 (Singh, 2019)
Diberikan (X, t) merupakan ruang topologi dan A € X . Himpunan tutup
terkecil di A dinamakan tutupan di A € X merupakan gabungan semua
himpunan buka di A dan dinotasikan dengan Cl(A) atau A . Cl(A)
didefinisikan sebagai berikut.
Cl (A) = N{F|F tutup di X dan F € A}
Contoh 2.5 Misalkan (X, 7) adalah ruang topologi dan A © X
X={ab,cd},t= {(Z), X,{a},{a, b}, {a,c, d}}, dan A = {a,d}
Tutupan dari topologi tersebut adalah:
1. Himpunan tutupnya yaitu {X ,0,{b,c,d},{c,d}, {b}}
2. Himpunan tutup yang termuat dalam A adalah F = {X, {a, d}}

3. Cl(A) =n{F}=Xn{ad}={ad}
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Berdasarkan pembuktian diatas, terbukti bahwa tutupan dari A adalah {a, d}.
Proposisi 2.4 (Singh, 2019)
Diberikan (X, ) merupakan ruang topologi dan 4, B € X. Maka,
2. clcl)) = cla)
3. ASB=Cl(A) cClB)
4. Cl(A)NClL(B)=ClI(AnB)
5. Cl(A)uCl(B) =Cl(AUB)
Teorema 2.3 (Adams & Fransoza, 2008)
Diberikan (X, ) merupakan ruang top
ologidan 4,B € X.
1. Jika C adalah himpunan tutup di (X, 7) dan A c C, maka CI(A) c C
2. Jika A c B maka Cl(A) c Cl(B)

3. A adalah himpunan tutup © A = CI(A)

2.1.6 Ruang Topologi Ideal
Setelah membahas ruang topologi, selanjutnya akan didefinisikan

tentang ruang topologi ideal serta contohnya.
Definisi 2.6 (Monsef dkk., 1992)
Suatu ideal / pada himpunan tak kosong X di ruang topologi (X, 7) merupakan
koleksi himpunan bagian tak kosong X yang memenuhi beberapa aksioma yaitu

a. A€ldanB € AmakaB €1

b. A€ldanB€ImakaAUBE€E]
I yang memenuhi aksioma tersebut dikatakan topologi ideal pada X dan (X, t, 1)

disebut ruang topologi ideal.
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Contoh 2.6 Diberikan X = {a,b,c,d}, 7= {(ZS,X, {a},{a, b}, {aq,c, d}}, I =
{9,{a}}.
Bukti
Berdasarkan contoh 2.1, (X, 7) merupakan ruang topologi
Akan dibuktikan (X, 7, I) menggunakan 2 aksioma di atas
1. JikkanA=@€ldanB € Amaka B € (. Jadi, B €  karena @ € |
Jika A ={a} €I dan B € A, maka B € {a}. Jadi, B € I karena {a} € |
2. JiknA=0danB =@, makaAUB =0dan® € I.

JikaA = @ dan B = {a}, maka AU B = {a} dan {a} € I.

JikaA ={a}dan B = @, maka AU B = {a} dan {a} € I.

Jika A = {a} dan B = {a}, maka AU B = {a} dan {a} € I.
Karena I = {Q), {a}} memenuhi 2 aksioma di atas dan t adalah ruang topologi
pada X, maka terbukti (X, 7, ) merupakan ruang topologi ideal.
Definisi 2.7 (Sangeetha & Chacko, 2019)
Diberikan (X, 7) adalah ruang topologi dan x € X. Persekitaran x dinotasikan
dengan N(x) = {U € 1: x € U}
Definisi 2.8 (Jasim & Zaben, 2015)
Diberikan (X, t) adalah ruang topologi, I adalah ideal yang didefinisikan pada
X, dan A adalah himpunan bagian dari X. Dinotasikan dengan A*(I, 7) atau yang
disingkat dengan A*, dapat didefinisikan sebagai:

A" ={x€X: UNA ¢&I,untuk setiap U € N(x)}

Selain itu, didefinisikan juga ClI* = A U A*
Contoh 2.7 Diberikan X = {a, b,c,d}, T = {(Z), X,{a},{a, b},{a,c, d}}, I =

{Q), {a}}. Misalkan A = {a, b} adalah himpunan bagian X yang akan dicari A*



Bukti
A" didefinisikan sebagai
A'={xeX: UnA ¢I,VvU € N(x)}
Akan dibuktikan bahwa U N A & [ untuk setiap U € N(x)
Untuk x = a
N(a) = {{a},{a, b}, {a,c,d}, X}
Akan dibuktikan bahwa U N A untuk setiap U di N(a)
{a}n{a,b}={a} €l
{a,b}n{a, b} ={a, b} ¢l
{a,c,d}n{a,b} ={a} €l
Xn{ab}={ab} el
Karena U N A € I pada beebrapa U € N(a), maka a & A*
Untuk x = b
N(b) = {{a, b}, X}
Akan dibuktikan bahwa U N A untuk setiap U di N(b)
{a,b}n{a, b} ={a,b} &1
Xn{ab}={ab}el
Karena U N A & I untuk semua U € N(b), makaa € A"
Untuk x = ¢
N(c) = {{a, c,d}, X}
Akan dibuktikan bahwa U N A untuk setiap U di N(c)
{a,c,d}n{a,b} ={a} €l
Xn{ab}={ab} &l

Karena U N A € I pada beebrapa U € N(c), maka a & A"

19
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Untuk x = d
N(d) = {{a, c,d}, X}
Akan dibuktikan bahwa U N A untuk setiap U di N(d)
{a,c,d}n{a,b} ={a} €l
Xn{ab}={ab} el
Karena U N A € I pada beebrapa U € N(d), maka a & A”

Dengan demikian, diperoleh A* = {b}.

2.1.7 Himpunan Buka pada Ruang Topologi Ideal

Pada ruang topologi ideal juga akan didefinisikan himpunan buka.
Definisi 2.9 (Monsef dkk., 1992)
Diberikan ruang topologi ideal (X, t,1) dan A € X, maka A dikatakan [-buka
apabila A € Int(A"). Biasanya dinotasikan dengan I0(X,7) ={AC X:AC

int(A")} atau secara singkatnya ditulis dengan /0 untuk /0 (X, 7).

2.1.8 Himpunan Tutup pada Ruang Topologi Ideal
Selain himpunan buka, pada ruang topologi ideal juga akan
didefinisikan himpunan tutup.
Definisi 2.10 (Monsef dkk., 1992)
Himpunan bagian dari F € (X, t,1) dikatakan I-tutup apabila komplemen dari

[-buka.

2.1.9 Ruang Topologi Supra

Selanjutnya akan dibahas tentang ruang topologi supra. Ruang topologi
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supra pertama kali dikenalkan oleh Mashhour pada tahun 1983 (Mashhour dkk.,
1983). Berikut definisi dari ruang topologi supra dan contohnya.
Definisi 2.11 (Mashhour, dkk. 1983)
Suatu u pada himpunan tak kosong X adalah koleksi himpunan bagian X yang
memenuhi beberapa aksioma yaitu
1. X,0€u
2. A A, .. A, Eu,makaA; UA, U ..UA, Eu
u1 yang memenuhi aksioma tersebut disebut topologi supra dan pasangan (X, )
disebut ruang topologi supra.
Contoh 2.8 Misalkan (X, ) adalah ruang topologi supra
X={ab,c},u=1{0X%1{ab}{bc}}
Bukti
1. Sudah jelas bahwa @ dan X di u
2. QUX=XE€Eyu
@ U{a,b} = {a,b} € u;
@ U{b,c} ={b,c} € u;
XU{ab}=X€y
Xu{b,c}=X€ey
{a,b}u{b,c}={a,b,c} =X €y,
Berdasarkan pembuktian di atas, terbukti bahwa (X,u) merupakan ruang
topologi supra.
Pada contoh 2.8 di atas merupakan topologi supra pada X, namun y bukan suatu
topologi pada X karena {a, b} N {b,c} = {b} & u.

Contoh 2.9 Misalkan (X, ) adalah ruang topologi supra
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X={ab,c}, u=1{0X/1{a}{b}{a b}}
Bukti
1. Sudah jelas bahwa @ dan X di u
2. QUX=X€Eyu;
@uia} ={a} € p;
@ U {b} = {b} € p;
@ U {a,b} = {a,b} € u;
XU{a}=X € yu;
Xuf{b}=Xe€eyu
XU{a b} =X€Ey
{a} u{b} ={a,b} € p;
{a}u{a b} = {a, b} € p;
{b} U {a, b} = {a,b} € u;
Berdasarkan pembuktian di atas, terbukti bahwa (X,u) merupakan ruang
topologi supra.
Pada contoh 2.9 diatas merupakan topologi supra pada X dan suatu topologi

pada X.

2.1.10 Himpunan Buka pada Ruang Topologi Supra
Pada ruang topologi supra juga terdapat himpunan buka yang akan
didefinisikan dan contohnya sebagai berikut:
Definisi 2.12 (Mashhour dkk., 1983)
Anggota dari koleksi himpunan u disebut himpunan buka supra di ( X, u).

Contoh 2.10 Diberikan ( X, u) adalah ruang topologi supra
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X={ab,c}, u=1{0X1{a}{b} {a b}}

Himpunan buka dari ruang topologi supra di atas adalah {Q), X, {a},{b} {qa, b}}.

2.1.11 Himpunan Tutup pada Ruang Topologi Supra
Selain himpunan buka, ruang topologi supra juga memiliki himpunan
tutup yang akan didefinisikan dan contohnya sebagai berikut.
Definisi 2.13 (Mashhour dkk., 1983)
Komplemen dari himpunan supra buka disebut himpunan tutup supra.
Contoh 2.11 Diberikan ( X, ) adalah ruang topologi supra
X={ab,c}, u=1{0Xx1{a}{b}{a b}}
Himpunan buka dari ruang topologi supra di atas adalah {@, X, {a}, {b},{a, b}}

maka himpunan tutupnya adalah {X ,0,{b,c},{a,c}, {c}}

2.1.12 Interior pada Ruang Topologi Supra
Definisi 2.14 (Pricilla & Maggi, 2016)
Interior supra pada himpunan bagian A dinotasikan dengan Int#(A) yang
didefinisikan dengan supra Int(A) =U {B: B supra buka dan A 2 B}.
Contoh 2.12 Misalkan (X, 4) merupakan ruang topologi supra A 2 B.
X={ab,c}u= {(Z), X, {a},{b} {a, b}}, dan A = {a, b}
Interior pada ruang topologi supra di atas adalah:
1. Himpunan buka supranya yaitu {0, X, {a}, {b}, {a, b}}
2.  Himpunan buka yang merupakan himpunan bagian dari A adalah @, {a, b}
3. Int*(A) =0 U{a, b} = {a, b}

Berdasarkan pembuktian di atas, terbukti bahwa Int*(A) = {a, b}.
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2.1.13 Tutupan pada Ruang Topologi Supra
Definisi 2.15 (Pricilla & Maggi, 2016)
Tutupan supra pada himpunan bagian A dinotasikan dengan CI#(A) yang
didefinisikan dengan supra Cl#(A) =N {B: B supra tertutup dan A € B}.
Contoh 2.13 Misalkan (X, ) merupakan ruang topologi supra A 2 B.
X={ab,c},n=1{0X1{a}{b}{a b}}, dan A = {a, b}
Tutupan pada ruang topologi supra di atas adalah:
1. Himpunan tutup supranya yaitu {X ,0,{b,c},{a,c}, {c}}
2. Himpunan tutup yang merupakan himpunan bagian dari A adalah X dan
{a, b}
3. CI*(A) =Xn{a, b} ={a, b}
Berdasarkan pembuktian di atas, terbukti bahwa CI*(A) = {a, b}.
Teorema 2.4
Diberikan (X, u) merupakan ruang topologi supra, maka
1. Int*(4A) nInt*(B) € Int*(ANB)
2. CIH(A)UCI*(B)<c CI*(AUuB)
Bukti
1. Akan ditunjukkan bahwa Int*(A) U Int*(B) € Int*(A U B)
Ambil sebarang x € Int*(A), maka terdapat persekitaran U C A yang
mengandung x
Ambil sebarang x € Int*(B), maka terdapat persekitaran V c B yang
mengandung x
Karena U dan V merupakan persekitaran x, maka W = U N V merupakan

persekitaran x
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Perhatikan bahwa W c An B karenaW c U c AdanW c U c B
Karena terdapat persekitaran W € A N B yang mengandung x, artinya
x €Int*(ANB) untuk setiap x € Int*(A) Nx € Int*(B) maka
Int*(A) n Int*(B) S Int*(A N B).

2. Akan ditunjukkan bahwa CI*(A) U CI*(B) < CI*(A U B)
Ambil sebarang x € Int*(A), maka x adalah titik limit dari A
Karena A € AU B, makaU N (AU B) # @. Artinya x € CI*(A U B)
Ambil sebarang x € Int*(B), maka x adalah titik limit dari B
Karena B € AU B, makaV N (AU B) # @. Artinya x € CI*(A U B)
Oleh karena itu, diperoleh bahwa x € CI*(A U B). Karena x dipilih
sebarang dalam CI*(A) U CI*(B), maka terbukti bahwa CI*(A) U

CI*(B) € CI*(AU B)

2.1.14 Ruang Topologi Supra Ideal

Definisi 2.16 (Modak & Mistry, 2012)

Ruang topologi supra ideal dinotasikan dengan (X, pu,I), apabila (X,u)
merupakan ruang topologi supra dan [ ideal pada X.

Contoh 2.14 Diberikan X = {a, b, c}, u = {Q), X,{a, b}, {b, c}}, = {(Z), {a}}
Bukti

Berdasarkan contoh 2.8, (X, ) merupakan ruang topologi supra

Berdasarkan contoh 2.6, telah dibuktikan bahwa I = {(Z), {a}} ideal pada X,
sehingga terbukti bahwa (X, i, I) merupakan ruang topologi supra ideal.
Definisi 2.17 (Modak & Mistry, 2012)

Diberikan (X, u, ) merupakan ruang topologi supra ideal. Operator himpunan
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( )™ P(X) - P(X) didefinisikan sebagai:
AFL,w={xeX:UnA¢l, VUE€ ulx)}

Atau biasanya dinotasikan dengan A*#, sehingga didefinisikan CI* = AU A™*

2.1.15 Interior pada Topologi Supra Ideal
Definisi 2.18 (Jasim & Zaben, 2015)
Interior supra ideal pada himpunan bagian A yang dinotasikan dengan Int* (A)

merupakan gabungan dari ideal supra himpunan buka A.

2.1.16 Tutupan pada Topologi Supra Ideal
Definisi 2.19 (Jasim & Zaben, 2015)
Tutupan supra ideal pada himpunan bagian A yang dinotasikan dengan CI** (A)
merupakan irisan dari ideal supra himpunan tutup A.
Contoh 2.15 Buktikan bahwa (X, ) adalah ruang topologi, ruang topologi ideal,
ruang topologi supra, dan ruang topologi supra ideal
X ={ab,cd},t={0X{a}{b}{ab}{acd}}, I ={0{a}}
Bukti
1. Jelas terbuktibahwa @ e tdan X € T
2. QUX=XEer;
@U{a}={a} er;
@ U {b} = {b} € T;
@ U{a,b} = {a,b} €T,
@U{a,cd} ={acd}ErT,

Xufa}=XEe€r;
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Xuf{b}=Xer,

{a}u{a, b} ={a,b} €T
{aju{a,c,d}={acd}er;
{b}u{a b} ={ab) e,
{bp}u{a,c,d} =X €T,
{a,b}U{a,c,d} =X €T,

3. OnX=0Q€T;

dnf{a} =0 €r;
dn{b}=0E€r;
dn{ab}=0€T;

®dn{acd}=0E€ET;
Xn{a}={a} er;
Xn{b}={b}eET;
Xn{ab}={ab}er;
Xnf{acd}={acd}er,
{a}n{b}=0 e
{a}n{a, b} ={a} €
{a}n{a,c,d} ={a} €T,
{b} n{a,b} = {b} € T;
{b}n{a,c,d} =0 €1,
{a,b}n{a,c,d} ={a} €
Berdasarkan pembuktian di atas 1-3 terbukti bahwa (X, 7) merupakan ruang
topologi

Karena (X, T) merupakan ruang topologi, maka juga dikatakan ruang topologi
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supra karena memenubhi persyaratan 1-2.

Karena (X, 7) merupakan ruang topologi dan berdasarkan contoh 2.6 telah
dibuktikan bahwa I = {@,{a}} ideal pada X, sehingga terbukti bahwa (X, 7, I)
merupakan ruang topologi ideal.

Karena (X, T) juga merupakan ruang topologi supra dan berdasarkan contoh 2.6

telah dibuktikan bahwa I = {@, {a}} ideal pada X, schingga terbukti bahwa

(X, u, I) merupakan ruang topologi supra ideal.

2.2 Kajian Integrasi Topik dengan Al-Qur’an/Hadits
Selain dijelaskan dalam hadis, Al-Qur’an juga menjelaskan bahwa tidak
semua amal perbuatan manusia dapat diterima oleh Allah SWT. Beberapa ayat
dalam Al-Qur’an menjelaskan bahwa setiap tindakan sekecil apapun akan
diperhitungkan. Namun, agar amal tersebut dapat diterima oleh Allah SWT maka
harus memenuhi persyaratan tertentu termasuk adanya iman yang benar dan niat
yang ikhlas. Sebagaimana yang difirmankan oleh Allah SWT pada Q.S. Az-
Zalzalah ayat 7-8:
N b 5 55 Uk s s v b5 3 5 e s 1
(Kemenag, 2024a)

Artinya: “Siapa yang mengerjakan kebaikan seberat zarrah, dia akan melihat
(balasan)-Nya (7). Siapa yang mengerjakan kejahatan seberat zarrah, dia akan
melihat (balasan)-Nya (8).”

Ayat tersebut menegaskan bahwa setiap amal yang sekecil apa pun akan
diperhitungkan dan dibalas oleh Allah SWT di hari kiamat. Namun, jika amal

tersebut dapat diterima oleh Allah SWT khususnya bagi orang muslim terdapat

syarat-syarat yang harus dipenuhi. Pertama yaitu iman yang benar kepada Allah
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SWT dan Rasul-Nya, karena amal tanpa iman tidak akan memiliki nilai di sisi-Nya.
Kedua yaitu niat yang ikhlas sangat penting, di mana setiap amal harus dilakukan
semata-mata bertujuan untuk memperoleh keridhaan Allah SWT dan bukan untuk
kepentingan duniawi. Selain itu, amal tersebut harus sesuai dengan syariat islam
agar dapat diterima sehingga setiap perbuatan harus mengacu pada ajaran yang
diajarkan oleh Nabi Muhammad SAW.

Di sisi lain bagi orang kafir, amal yang mereka lakukan tidak akan dihargai
di akhirat. Hal ini karena amal yang mereka lakukan tidak memenuhi syarat dasar
yang diperlukan, yaitu iman kepada Allah SWT dan niat yang tulus. Meskipun
mereka melakukan perbuatan baik di dunia tetapi tanpa landasan iman, maka amal
tersebut tidak akan diterima oleh Allah SWT. Oleh karena itu, sangat penting bagi
setiap manusia untuk menyadari syarat-syarat tersebut agar amal yang
dilakukannya dapat diterima dan mendapatkan balasan baik di sisi Allah SWT.

Pentingnya kesadaran terhadap syarat-syarat amal menjadi kunci agar
tindakan kita diterima oleh Allah SWT. Amal yang dilakukan tanpa niat yang tulus
dan keimanan yang benar akan sia-sia, terutama bagi orang kafir. Allah SWT
menjelaskan hal ini dalam Q.S. Al-Baqarah ayat 264 yang menjelaskan pentingnya
niat dan kualitas amal.
i By Gy T, A 5 0S5 pall (S et i it

FSRES Je LU HPPRb

(Kemenag, 2024b)

Artinya: “Wahai orang-orang yang beriman, jangan membatalkan (pahala)
sedekahmu dengan menyebut-nyebutnya dan menyakiti (perasaan penerima),
seperti orang yang menginfakkan hartanya karena riya (pamer) kepada manusia,
sedangkan dia tidak beriman kepada Allah dan hari Akhir. Perumpamaannya
(orang itu) seperti batu licin yang di atasnya ada debu, lalu batu itu diguyur hujan
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lebat sehingga tinggallah (batu) itu licin kembali. Mereka tidak menguasai sesuatu
pun dari apa yang mereka usahakan. Allah tidak memberi petunjuk kepada kaum
kafir.”

Ayat tersebut memperingatkan tentang pentingnya menjaga keikhlasan dalam
bersedekah dan tidak merusak amal baik dengan mengungkit-ungkit pemberian
atau menyakiti penerima sedekah. Ayat tersebut juga memperingatkan bahwa
sedekah yang dilakukan dengan tujuan pamer (riya’) atau diikuti dengan perbuatan
yang menyakiti hati penerima akan membuat amal tersebut sia-sia. Allah SWT
mengibaratkan amal seperti itu dengan batu yang di atasnya terdapat debu, yang
ketika terkena hujan lebat, debu itu hilang, menyisakan batu yang kosong.

Dalam konteks ayat ini, keikhlasan dan menjaga perasaan penerima sedekah
menjadi syarat utama agar amal kebaikan diterima di sisi Allah SWT. Amal yang
dilakukan dengan tujuan mendapatkan pujian dari manusia, atau disertai dengan
sikap yang menyakiti penerima, tidak akan dihitung sebagai amal yang bermanfaat.
Seperti halnya batu yang hilang debunya setelah terkena hujan, amal yang tidak
didasarkan pada niat yang tulus hanya akan kehilangan nilai dan tidak membekas
di sisi Allah SWT. Hal in1 menekankan bahwa niat dan perilaku yang menyertai
amal sangat penting dalam menentukan amal tersebut akan diterima atau tidak.
Konsep ini dapat dikaitkan dengan topologi dalam matematika, di mana anggota
dari suatu himpunan harus memenuhi syarat-syarat seperti adanya himpunan buka
pada topologi.

Dengan demikian, amal perbuatan manusia sekecil apa pun akan
diperhitungkan oleh Allah SWT seperti yang dijelaskan dalam Q.S. Al-Zalzalah
ayat 7-8. Namun, agar amal diterima, harus memenuhi syarat, yaitu iman yang

benar, niat ikhlas, dan sesuai syariat Islam. Bagi orang kafir, amal baik yang
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dilakukan tanpa iman tidak akan diterima oleh Allah SWT. Selain itu, penting untuk
menjaga keikhlasan dalam amal, seperti yang dijelaskan dalam Q.S. Al-Baqarah
ayat 264, bahwa amal yang disertai riya' atau menyakiti penerima akan sia-sia dan

tidak bernilai di sisi Allah SWT.

2.3 Kajian Topik dengan Teori Pendukung
Definisi 2.19 (Sangeetha & Chacko, 2019)
Diberikan (X, u, I) merupakan ruang topologi supra ideal. Himpunan A dikatakan
supra R-I buka apabila A = Int*(Cl*(A)). Komplemen dari himpunan supra R-I
buka dinamakan himpunan supra R-I tutup.
Remark 2.1 (Sangeetha & Chacko, 2019)
Setiap himpunan R-/ buka merupakan supra R-I buka.
Remark 2.2 (Sangeetha & Chacko, 2019)
Setiap himpunan buka reguler merupakan supra R-I buka.
Teorema 2.1 (Sangeetha & Chacko, 2019)
Setiap himpunan R-I buka merupakan supra buka.
Teorema 2.2 (Sangeetha & Chacko, 2019)
Apabila topologi supra sama dengan topologi diskrit, maka setiap himpunan buka
supra adalah supra R-I buka.
Teorema 2.3 (Sangeetha & Chacko, 2019)
Himpunan supra R-I buka mempunyai sifat-sifat berikut:
1. Gabungan berhingga dari himpunan supra R-I buka tidak harus supra R-I
buka

2. Irisan berhingga dari himpunn supra R-I buka adalah supra R-I buka
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Teorema 2.4 (Sangeetha & Chacko, 2019)
Himpunan supra R-I tutup mempunyai sifat-sifat berikut:
1. Gabungan berhingga dari himpunan supra R-I tutup adalah supra R-I tutup
2. Sebarang irisan dari himpunan supra R-I tutup tidak harus supra R-I tutup
Remark 2.3 (Sangeetha & Chacko, 2019)
Irisan dari himpunan supra R -1 buka dan himpunan supra buka tidak harus
himpunan supra buka.
Definisi 2.20 (Sangeetha & Chacko, 2019)
Tutupan supra R-I pada himpunan A dinotasikan dengan supra R-1-CIl(A) yang
merupakan irisan dari semua himpunan supra R-I tutup termasuk A.
Definisi 2.21 (Sangeetha & Chacko, 2019)
Interior supra R-I pada himpunan A dinotasikan dengan supra R-I-Int(A) yang
merupakan gabungan dari semua himpunan supra R-I buka termasuk A.
Teorema 2.5 (Sangeetha & Chacko, 2019)
Berikut beberapa aksioma yang memenuhi supra R-I-Int(A) dan supra R-I-CL(A):
1. Supra R-I-Int(A) merupakan himpunan supra R-I buka
2. Supra R-I-Cl(A) merupakan himpunan supra R-I tutup
3. Supra R-I-Int(A) € A dan persamaan berlaku jika dan hanya jika A adalah
himpunan supra R-I buka
4. Supra R-I-Cl(A) S A dan persamaan berlaku jika dan hanya jika A adalah
himpunan supra R-I tutup
5. X \supra R-I-Int(A) = supra R-I-CL(X \ A)
6. X \supra R-I-CI(A) = supra R-I-Int(X \ A)

7. Supra R-I-Int(A) N supra R-I-Int(B) = supra R-I-Int(A N B)



8. Supra R-I1-Cl(A) U supra R-I1-Cl(B) = supra R-I-Cl(A U B).
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BAB III

METODE PENELITIAN

3.1 Jenis Penelitian

Penelitian yang dilakukan penulis adalah penelitian yang berjenis kualitatif
berupa kajian pustaka. Kajian pustaka yang dimaksud merupakan penulis
mengumpulkan dan mempelajari beberapa buku, artikel, dan jurnal tertulis terkait

lemma, teorema, dan remark yang berkaitan dengan topik penelitian.

3.2 Pra Penelitian
Pada kegiatan pra-penelitian, peneliti memahami dan mengumpulkan
beberapa sumber rujukan untuk dijadikan referensi yang berkaitan dengan topik

penelitian.

3.3 Tahapan Penelitian
Pada kegiatan penelitian ini, peneliti menggunakan beberapa tahapan-
tahapan penelitian. Adapun tahapan-tahapan tersebut sebagaimana berikut:
1.  Mengumpulkan referensi terkait pembuktian sifat—sifat ruang topologi supra
ideal melalui R-I buka.
2. Mengkaji teori pendukung yang berkaitan dengan sifat—sifat ruang topologi
supra ideal melalui R-I buka.
3. Menentukan integrasi Al-Qur’an/Hadis yang berkaitan dengan penelitian.
4. Membuktikan beberapa teorema terkait sifat—sifat ruang topologi supra ideal

melalui R-I buka.
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5. Membuat kesimpulan terkait sifat—sifat ruang topologi supra ideal melalui R-

I buka.



BAB IV

HASIL DAN PEMBAHASAN

4.1 Himpunan Regular Buka

Dalam topologi ideal, konsep himpunen regular buka berkaitan dengan
interior dan tutupan pada suatu himpunan. Berikut akan didefinisikan definisi
himpunan regular buka pada definisi 4.1.
Definisi 4.1 (Sangeetha & Chacko, 2019)
Himpunan bagian A pada ruang topologi ideal (X, 7, I) dikatakan regular buka jika
Int(Cl(4)) = A.
Contoh 4.1 Diberikan X ={a,b,c,d} , T= {(b, X,{a},{a, b}, {a,c, d}} , I =
{(Z), {a}}. Misalkan A = {a, b}, buktikan bahwa Int(Cl(A)) = A.
Bukti
Akan dibuktikan bahwa Int(Cl(A)) = A = {a, b}
Berdasarkan contoh 2.1 telah terbukti bahwa T merupakan topologi pada X. Oleh
karena itu, himpunan buka dalam t yaitu {(Z),X ,{a},{a,b},{a,c, d}} dan himpunan
tutup dalam 7 yaitu {X, @,{b,c,d},{c,d}, {b}}
Berdasarkan definisi tutupan pada definisi 2.5 adalah irisan dari semua himpunan
tutup dalam 7 yang mengandung A. Himpunan tutup yang mengandung A = {a, b}
adalah X dan {a, b} sendiri sehingga Cl(A) = X n {a, b} = {a, b}.
Berdasarkan definisi interior pada definisi 2.4, interior dari CL(A) adalah gabungan
dari semua himpunan buka dalam 7 yang termasuk di dalam Cl(A) = {a, b}.

Himpunan buka yang termasuk di dalam Cl(A) = {a, b} adalah {(Z), {a},{a, b}}
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sehingga Int(Cl(A)) =@uU{a}U{a b} ={a b}

Dengan demikian, terbukti bahwa Int(C l(A)) = A = {a, b}.

4.2 Himpunan R-I Buka
Dalam hal ini, himpunan R-I buka adalah himpunan regular ideal buka.
Secara mendetail, himpunan ini didefinisikan pada definisi 4.2.
Definisi 4.2 (Modak & Mistry, 2012)
Himpunan bagian A pada ruang topologi ideal (X, t,I) dikatakan R-I buka jika
Int(Cl*(A)) = A . Himpunan bagian A pada ruang topologi ideal (X,7,I)
dikatakan R-I tutup jika komplemen dari R-I buka.
Lemma 4.1 (Modak & Mistry, 2012)
Diberikan A dan B himpunan bagian dari ruang topologi ideal (X,7,I). Maka
berlaku
1. Int (C l*(A)) merupakan R-I buka
2. Jika A dan B merupakan R-I buka, maka A N B juga R-I buka
3. Jika A merupakan regular buka, maka A juga R-I buka
Bukti
1. Berdasarkan definisi 4.2, terbukti bahwa [ nt(C l *(A)) merupakan R-I buka
2. Diketahui A dan B merupakan R-I buka sehingga dapat didefinisikan
A= Int (Cl*(A)) dan B = Int (CI*(B))
Akan ditunjukkan A N B juga R-I buka, yaitu akan ditunjukkan bahwa
ANnB = Int(Cl'(ANB))

Ambil sebarang x € A N B dan akan ditunjukkan x € Int(Cl*(A N B))
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Karenax E ANBmakax € Adanx € B
Karena A dan B merupakan R-I buka maka diperoleh
x € Int (Cl*(A)) dan x € Int (Cl*(B))
Artinya, x merupakan elemen R-I buka A dan B, dengan kata lainANB <
A dan A N B € B didapatkan ClI*(AN B) € ClI*(A) n ClI*(B)
Sehingga, x € Int(Cl*(A)) N Int(Cl*(B)) berimplikasi dengan
x € Int(Cl*(AN B))
Ambil sebarang y € Int(Cl*(A N B)) dan akan ditunjukkan y € AN B
Karena y € ClI*(A N B) ada persekitaran buka U di mana y € U dan U €
Cl"(ANB).
Karena CI*(AN B) € ClI"(A) n Cl*(B), maka U < Cl*(A) dan U < Cl*(B)
Karena A dan B adalah R-I bukadan U €S AN B, makay € ANB
Karena x € AN B berimplikasi dengan x € Int(Cl*"(ANB)) dan y €
Int(Cl*(A N B)) berimplikasi dengan y € A N B, maka
ANB =Int(Cl*'(An B))
Dengan kata lain, terbukti bahwa A N B merupakan R-I buka
Akan ditunjukkan jika A adalah regular buka A = Int(Cl(A)), maka A =
Int(Cl*(4))
Ambil x € A dan akan ditunjukkan x € Int(Cl*(4))
Karena A adalah regular buka, maka x € A = Int(C l(A)) yang berarti ada
persekitaran buka U sedemikian sehingga x € U dan U € CI(A)
Karena Cl*(A) € Cl(A), maka U € Cl*(A). Oleh karena itu:

X € Int(Cl*(A))
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Ambil x € Int(Cl*(A)) dan akan ditunjukkan x € A

Karena x €1 nt(C l*(A)), maka ada persekitaran buka V sedemikian

sehingga x € V dan V € Cl*(A)

Karena Cl*(A) € Cl(A), maka V < CL(A). Oleh karena itu,

x € Int(Cl(A))

Berdasarkan pembuktian di atas, dapat disimpulkan jika A merupakan regular

buka maka A juga merupakan R-I buka dengan kata lain A = | nt(C I (A)).
Contoh 4.2 Diberikan X = {a,b,c,d}, ©={0,X,{a},{a b} {a,c,d}}, I =
{®,{a}}. Misalkan A = {a, b}, buktikan bahwa Int(Cl*(4)) = A
Bukti
Akan dibuktikan bahwa Int(Cl*(4)) = A
Berdasarkan contoh 2.1 telah terbukti bahwa T merupakan topologi pada X.
Berdasarkan contoh 4.1 diperoleh bahwa A* = {b}
Oleh karena itu, ClI*(A) = AU A" = {a,b} U {b} = {a, b}
Berdasarkan definisi interior pada definisi 2.4, interior dari Cl*(A) adalah
gabungan dari semua himpunan buka dalam 7 yang termasuk di dalam CIl*(4) =
{a,b}. Himpunan buka yang termasuk di dalam Cl*(A) = {a, b} adalah
{®,{a},{a, b}} sehingga Int( Cl*(A)) = @ U {a} U {a, b} = {a, b}.
Dengan demikian, terbukti bahwa Int (Cl*(4)) = A = {a, b} adalah himpunan R-

I buka pada ruang topologi ideal (X, t,1).

4.3 Himpunan Supra R-I Buka

Dalam sub bab ini akan dibahas mengenai definisi serta sifat-sifatnya di
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dalam supra R-I buka.
Definisi 4.3 (Sangeetha & Chacko, 2019)
Diberikan (X, u, I) merupakan ruang topologi supra ideal. Himpunan A dikatakan
supra R-I buka apabila A = Int# (C1*(A)). Komplemen dari himpunan supra R-I
buka dinamakan himpunan supra R-I- tutup.
Contoh 4.3  Diberikan (X,u,I) dimana X ={a,b,c} , pu=
{Q), X, {a},{b},{a, b}}, I = {@, {a}}. Maka {a} dan {b} merupakan himpunan supra
R-I buka.
Bukti
Akan dibuktikan bahwa {a} dan {b} yang merupakan himpunan supra R-I buka
dengan A = Int# (Cl*(A)).
Perhatikan bahwa Cl*(4) = A U A™*, dengan A™* didefinisikan sebagai
AP ={xeX|UNA¢I,VU € u(x)} dengan u(x) = {U € ulx € U}
sehingga diperoleh
u(a) = {{a},{a, b}, X}
u(b) = {{b},{a, b}, X}
ulc) =X
Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa U N A € [ YU € u(x) dengan memilih A =
{a} dan A = {b}
1. Untuk A = {a}
u(a) = {{a}, {a, b}, X}
Akan dibuktikan bahwa U N A untuk setiap U di u(a)

{a}nf{a} ={a} el
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{a,b}n{a}={a} el
Xn{a}={a}lel
Karena U N A € I pada U € u(a), maka a € A*™* artinya diperoleh A*™* = @
dan berdasarkan definisi tutupan Cl*(4A) = A U A** sehingga didapatkan
Cl'(A) =AUV A™* ={a} U D ={a}
Dan diperoleh Int*Cl*(A) = {a}
Dengan demikian, terbukti bahwa [ nt“(C l*(a)) = {a} memenuhi syarat
dikatakan sebagai himpunan supra R-I buka.
2. Untuk x = {b}
u(b) = {b,{a, b}, X}
Akan dibuktikan bahwa U N A untuk setiap U di u(b)
{byn{b} ={b} &l
{a,b}n{b} ={b} &1
Xn{b}={b} el
Karena U N A € I pada U € u(b), maka a ¢ A**artinya diperoleh A** = {b}
dan berdasarkan definisi tutupan Cl*(4) = A U A™* sehingga didapatkan
Cl*"(A) =AU A™* = {b}
Dan diperoleh Int*Cl*(A) = {b}
Dengan demikian, terbukti bahwa Int*(Cl*(A)) = {b} yang memenuhi
syarat dikatakan sebagai himpunan supra R-/ buka.
Jadi, terbukti bahwa {a} dan {b} merupakan himpunan supra R-I buka.
Remark 4.1 (Sangeetha & Chacko, 2019)

Setiap himpunan R-I buka merupakan supra R-I buka.
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Bukti
Karena pu merupakan topologi supra dari T dengan t € pu, didapatkan bahwa:
Int (Cl*(A)) € Int* (Cl*(A))

Misalkan A adalah himpunan R-I buka, sechingga A = Int( Ccl (A)), maka:

A = Int( Cl* (A)) € Int* (CI*(A))
Karena A merupakan R-I buka dan memenuhi A = Int(C l*(A)) , maka A juga
memiliki sifat terbuka pada topologi supra . Oleh karena itu, tidak hanya A <
Int* (Cl*(A)), tetapi juga memiliki kesetaraan:

A = Int* (Cl*"(4))
Dengan demikian, terbukti bahwa setiap himpunan R-I buka merupakan supra R-
[-buka.
Remark 4.2 (Sangeetha & Chacko, 2019)
Setiap himpunan buka regular merupakan supra R-I/-buka
Bukti
Karena u merupakan topologi supra dari T dengan 7 € u, didapatkan bahwa:
Int(CL(A)) < Int*(Cl*(A))

Misalkan A adalah himpunan regular buka, sehingga A = Int( Cl (A)) maka:

A =Int( CL(A)) € Int* (CI"(A))
Karena A merupakan himpunan buka reguler dan memenuhi A = | nt(C l (A)),
maka A juga memiliki sifat buka pada topologi supra u. Oleh karena itu, tidak
hanya A € Int* (Cl*(A)), tetapi juga memiliki kesetaraan:

A = Intt(Cl*(4))

Dengan demikian, terbukti bahwa setiap himpunan buka reguler merupakan supra
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R-I buka.
Teorema 4.1 (Sangeetha & Chacko, 2019)
Setiap himpunan R-I buka merupakan supra buka.
Bukti
Karena p adalah topologi supra dari 7, maka diperoleh bahwa :

Int(Cl*(4)) <€ Intt(Cl*(A))
Asumsikan bahwa A = | nt(C I (A)), maka didapatkan

A < Intt(Cl* (A))

Karena A € Int(Cl*(A)), A terbuka dalam 7, dan A = Int(Cl*(A)), maka A juga
memenuhi A = Int*(A)
Dengan demikian terbukti bahwa A = Int*(A) yang menunjukkan bahwa A
adalah supra buka, maka setiap himpunan R-/ buka juga merupakan supra buka.
Remark 4.3 (Sangeetha & Chacko, 2019)
Tidak berlaku untuk kebalikan teorema 4.1 sehingga setiap himpunan supra buka
belum tentu merupakan himpunan R-I buka
Contoh 4.4  Diberikan X,u,I) dimana X ={a,b,c} , pu=
{(Z), X,{a},{b} {a, b}} , I = {(Z), {a}} . Akan dibuktikan bahwa {a, b} merupakan
supra buka namun tidak supra R-I buka.
Bukti
Akan dibuktikan bahwa {a, b} bukan merupakan himpunan supra R-I buka dengan
A = Intt (Cl*(4)).
Berdasarkan contoh 2.8 bahwa p merupakan topologi supra dan diketahui bahwa

I = {(D, {a}}, maka akan dibuktikan bahwa Cl*(A4) yang berisi himpunan {a, b}.
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Berdasarkan definisi 2.17, C1*(A) = A U A™*, sehingga akan mencari A™*
Dalam hal ini, A*"={x€X|[UNA¢&I,VU € u(x)} dengan pu(x)=
{U € u|x € U} sehingga diperoleh
u(a) = {{a, b}, X}
u(b) = {{b},{a, b}, X}
u(e) = {X3
Akan dibuktikan bahwa U & I untuk setiap U di u(x)
. x=a
w(a) = {{a, b}, X}
Akan dibuktikan bahwa U N A untuk setiap U di u(a)
{a,b}n{a, b} ={a, b} ¢l
Xn{ab}={ab} ¢l
Karena U N A ¢ I untuk setiap U € u(a), makaa € A™
2. x=b
u(b) = {b,{a, b}, X}
Akan dibuktikan bahwa U N A untuk setiap U di u(b)
{b}n{a,b}=1{b} ¢l
{a,b}n{a, b} ={a, b} ¢l
Xn{ab}={ab} ¢l
Karena U N A & I untuk setiap U € u(b), maka b € A™
3. x=c¢
u(e) = {x}
Akan dibuktikan bahwa U N A untuk setiap U di u(c)

Xn{ab}=1{ab} &l
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Karena U N A & I untuk setiap U € u(c), makac € A™
Jadi A** = {a, b, c}
Dikarenakan berdasarkan definisi ClI*(A) = AU A** , maka diperoleh
Cl*(A) ={a,b}u{a,b,c}={ab,c} =X
Dan diperoleh Int*Cl*(A) = X
Karena A = {a, b} # X # Int*Cl"(A), maka A bukan merupakan supra R-/
buka namun A = {a, b} merupakan himpunan supra buka karena termasuk
dalam pu.
Teorema 4.2 (Sangeetha & Chacko, 2019)
Apabila topologi supra sama dengan topologi diskrit, maka setiap himpunan buka
supra adalah supra R-I buka.
Bukti
Dalam topologi diskrit, setiap himpunan terbuka adalah R -I buka sehingga
pernyataan tersebut telah terbukti.
Teorema 4.3 (Sangeetha & Chacko, 2019)
Himpunan supra R-I buka mempunyai sifat-sifat berikut:
1. Gabungan berhingga dari himpunan supra R-I buka tidak harus supra R-I-
buka
2. Irisan berhingga dari himpunan supra R-I-buka adalah supra R-I/-buka
Bukti
1. Pada contoh 4.1 telah terbukti bahwa {a} dan {b} merupakan supra R-I buka
tetapi pada contoh 4.4 {a, b} tidak supra R-I buka
2. Misalkan A dan B adalah himpunan supra R-I buka dalam ruang topologi

supra-ideal (X, u, I), sehingga:
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A = Int*(Cl*(A)) dan B = Int*(Cl*(B))
Akan dibuktikan bahwa A N B supra R-I buka, yaitu akan ditunjukkan A N
B = Int*(Cl"(AN B))
Karena CI* tutupan ideal sehingga memiliki sifat CI*(A N B) < Cl*(A) n
(Cl*(B) maka didapatkan
Int*(Cl*(ANn B)) € Int*(Cl*(4) n (Cl*(B))
Dalam topologi supra p, interior 2 irisan himpunan dapat dinyatakan sebagai

irisan dari interiornya sehingga diperoleh
Int*(Cl*(4) n (CI*(B)) = Int*(Cl*(A)) N Int*(Cl*(B))
Berdasarkan pemisalan di atas, A = Int*(Cl*(4)) dan B = Int*(Cl*(B))
maka diperoleh
Int*(Cl*(A) n (ClI*(B)) =ANB
Karena Int*(Cl*(A N B)) € Int#(Cl*(A) n (CI*(B)) dan Int*(Cl*(A) N
(cl*(B)) = A n B didapatkan bahwa
Int*(Cl'(AnB))=ANB
Dengan demikian, terbukti bahwa A n B = Int*(Cl*(A n B)), sehingga
A N B juga merupakan himpunan supra R-I buka
Teorema 4.4 (Sangeetha & Chacko, 2019)
Himpunan supra R-I-tutup mempunyai sifat-sifat berikut:
1. Gabungan berhingga dari himpunan supra R-I tutup adalah supra R-I tutup

2. Sebarang irisan dari himpunan supra R-I tutup tidak harus supra R-I tutup
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Bukti

Diberikan € € X dikatakan supra R-I tutup, maka komplemen dari C adalah X \

C dan dapat dikatakan R-I buka

1.

Diberikan 2 himpunan supra R-I tutup C dan D dengan himpunan supra R-1
buka berupa X \ C dan X \ D.
Berdasarkan sifat himpunan buka, jika 2 himpunan supra R-I buka maka
irisan kedua himpunan tersebut juga supra R-I buka. Perhatikan bahwa
(X\ C) N (X\ D) juga supra R-I buka
Berdasarkan sifat operasi himpunan, didapatkan bahwa

X\ (CuD)=X\ONn&\D)
Dikarenakan (X \ C) N (X \ D) adalah supra R-I buka, maka X \ (C U D)
juga supra R-I buka
Dengan demikian, terbukti bahwa C U D merupakan supra R-I tutup
Berdasarkan contoh 4.3, diperoleh bahwa
{a, c} merupakan komplemen dari {b} di mana {b} merupakan supra R-I
buka. Oleh karena itu, {a, c} merupakan supra R-I tutup
{b, c} merupakan komplemen dari {a} di mana {a} merupakan supra R-I
buka. Oleh karena itu, {b, c} merupakan supra R-I tutup
{c} merupakan komplemen dari {a, b} di mana {a, b} bukan merupakan
supra R-I buka. Oleh karena itu, {c} bukan merupakan supra R-I tutup
Dengan demikian, terbukti bahwa sebarang irisan dari himpunan supra R-I

tutup tidak harus supra R-I tutup
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Remark 4.4 (Sangeetha & Chacko, 2019)

Irisan dari himpunan supra R-I buka dan himpunan supra buka tidak selalu
merupakan himpunan supra buka

Contoh 4.2 Diberikan X = {x,y,z}, I = {(Z), {x}}, U= {(Z), X, {x},{x, 2z}, {y, Z}}.
Perhatikan bahwa {x} dan {x, z} merupakan himpunan supra R-I buka. namun

{x,z} n{y, z} = {z} bukan merupakan supra buka.

4.4 Interior dan Tutupan pada Supra R-I

Pada subbab ini akan dibahas 2 pembahasan yang merupkan konsep dasar
yaitu interior dan tutupan pada supra R-I serta sifat-sifatnya.
Definisi 4.3 (Sangeetha & Chacko, 2019)
Tutupan supra R-I pada himpunan A dinotasikan dengan supra R-1-CIl(A) yang
merupakan irisan dari semua himpunan supra R-I tutup termasuk A.
Definisi 4.4 (Sangeetha & Chacko, 2019)
Interior supra R-I pada himpunan A dinotasikan dengan supra R-I-Int(A) yang
merupakan gabungan dari semua himpunan supra R-/ buka termasuk A.
Contoh 4.5 Diberikan (X, u,I) dimana X = {a, b,c}, u = {Q), X, {a},{a,c},{b, c}},
I = {Q), {b}}. Maka supra R-I1-CL({b}) = {b, ¢} dan supra R-I-Int({b}) = @.
Bukti
Akan dibuktikan bahwa supra R-I-CL({b}) = {b, c}
Himpunan dalam u yang mencakup {b} adalah {b, c} dan X
Berdasarkan definisi 4.3, R-I-Cl(A) yang merupakan irisan dari semua himpunan
supra R-I tutup termasuk A maka {b,c} N X = {b, c}

Akan dibuktikan bahwa supra R-I-Int({b}) = @
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Karena pada {b} tidak memiliki himpunan terbuka dalam u yang sepenuhnya

terdapat dalam {b}, maka Int*({b}) = @

Berdasarkan pembuktian di atas, didapatkan:

Supra R-1-CL({b}) = {b, c} dan supra R-I-Int({b}) = @

Teorema 4.5 (Sangeetha & Chacko, 2019)

Berikut beberapa aksioma yang memenuhi supra R-I-Int(A) dan supra R-I1-Cl(A):

1. Supra R-I-Int(A) merupakan himpunan supra R-I buka

2. Supra R-I1-CI(A) merupakan himpunan supra R-I tutup

3. Supra R-I-Int(A) € A dan persamaan berlaku jika dan hanya jika A adalah
himpunan supra R-I buka

4. Supra R-I-Cl(A) € A dan persamaan berlaku jika dan hanya jika A adalah
himpunan supra R-I tutup

5. X \supra R-I-Int(A) = supra R-I-CI(X \ A)

6. X \supra R-I-CI(A) = supra R-I-Int(X \ A)

7. Supra R-I-Int(A) N supra R-I-Int(B) = supra R-I-Int(A N B)

8. Supra R-I-Cl(A) U supra R-I-Cl(B) = supra R-I-Cl(A U B).

Bukti

1.

Supra R-I-Int(A) merupakan himpunan supra R-I buka.

Berdasarkan definisi 4.4, interior supra R-I dari 4, yaitu supra R-1-Int(A)
adalah gabungan dari semua himpunan supra R-I buka yang termasuk A.
Karena gabungan dari himpunan-himpunan supra R-I buka adalah supra R-I

buka, maka supra R-I-Int(A) juga merupakan himpunan supra R-I buka.
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Supra R-I-Cl(A) merupakan himpunan supra R-I tutup.

Berdasarkan definisi 4.3, tutupan supra R-I dari A, yaitu supra R-I-CI(4),
adalah irisan dari semua himpunan supra R-I tutup yang mencakup A. Karena
irisan dari himpunan-himpunan supra R-I tutup adalah supra R-I tutup, maka
supra R-I-Cl(A) juga merupakan himpunan supra R-I tutup.

Supra R-I-Int(A) € A dan persamaan berlaku jika dan hanya jika A adalah
himpunan supra R-I buka.

Karena supra R-I-Int(A) adalah gabungan dari semua himpunan supra R-/
buka yang termasuk dalam A, maka setiap elemen dalam supra R-I-Int(A)
juga merupakan elemen dari A, sehingga supra R-I-Int(A) € A.

Jika A adalah himpunan supra R-I-buka, maka A sudah merupakan gabungan
dari dirinya sendiri sebagai himpunan supra R-I buka yang termasuk A,
sehingga supra R-I-Int(4) = A.

Supra R-I-CI(A) € A dan persamaan berlaku jika dan hanya jika A adalah
himpunan supra R-I-tutup.

Karena supra R-I-Cl(A) adalah irisan dari semua himpunan supra R-I tutup
yang mencakup A, setiap elemen dari supra R-1-CI(A) juga merupakan
elemen dari A, sehingga supra R-I-Cl(A) S A.

Jika A adalah himpunan supra R-I tutup, maka A sudah merupakan irisan
dari dirinya sendiri sebagai himpunan supra R-I tutup yang mencakup A,
sehingga supra R-I-Cl(A) = A.

X \supra R-I-Int(A) = supra R-I-CI(X \ A).

Berdasarkan definisi 4.4, supra R-I-Int(A) adalah gabungan dari semua

himpunan supra R-I buka yang termasuk A. Komplemen dari gabungan
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semua himpunan supra R-I buka yang termasuk A adalah irisan dari semua
himpunan supra R - tutup yang mencakup X \ A. Oleh karena itu,
X \supraR-I-Int(A) = supra R-I-CI(X \ A).

X \supra R-I-CI(A) = supra R-I-Int(X \ A)

Berdasarkan definisi 4.3, supra R-I-CI(A) adalah irisan dari semua himpunan
supra R-I tutup yang termasuk A. Komplemen dari irisan semua himpunan
supra R-I tutup yang termasuk A adalah gabungan dari semua himpunan
supra R-I buka yang mencakup X \ A. Oleh karena itu,

X \supra R-I - C1(A) = supra R-I-Int(X \ A).

Supra R-I-Int(A) N supra R-I-Int(B) = supra R-I-Int(A N B)

Akan dibuktikan menggunakan 2 inklusi yaitu Supra R-I -Int(A) N Supra R-
I -Int(B) S Supra R-I -Int(A N B) dan Supra R-I -Int(A N B) < Supra R-I
-Int(A) N Supra R-1-Int(B)

Inklusi pertama yaitu Supra R-I-Int(A) N Supra R-I-Int(B) S Supra R-I -
Int(ANB)

Ambil sembarang x € Supra R-I-Int(A) N Supra R-I-Int(B)

Maka x € Supra R-I-Int(A) dan x € Supra R-1-Int(B)

Karena x € U(dengan U € A) dan x € V (dengan V € B), makax e UNV
di mana U NV adalah himpunan R-I-buka (karena irisan dua R-I-buka juga
R-I -buka). Sehingga diperoleh U NV €S AN B

Dengan demikian, diperoleh x € Supra R-I-Int(A N B)

Inklusi kedua yaitu supra R-I-Int(A N B) < supra R-I1-Int(A) N supra R-I-
Int(B)

Ambil sembarang x € supra R-I -Int(A N B)
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Maka, x berada dalam gabungan himpunan R-/ buka W € AN B
Karena W € ANB, maka W € A dan W S B sehingga diperoleh x €
Supra R-I -Int(A) dan x € Supra R-I-Int(B)
Dengan demikian, diperoleh x € Supra R-I -Int(A) N Supra R-I-Int(B)
Jadi, dapat disimpulkan bahwa supra R-I -Int(A) N supra R-1-Int(B) =
supra R-I -Int(A N B).
Supra R-1-CI(A) U supra R-I-Cl(B) = supra R-I1 -Cl(A U B)
Akan dibuktikan menggunakan 2 inklusi yaitu Supra R-I-CI(A) U supra R-I-
Cl(B) Ssupra R-1-CIl(AU B) dan supra R-1-CI(AUB) S Supra R-1I-
CL(A) U supra R-I-Cl(B)
Inklusi pertama yaitu Supra R-1-Cl(A) U supra R-1-Cl(B) S supra R-I-
CI(AUB)
Ambil sembarang x € Supra R-1-CI(A) U supra R-1-Cl(B), maka x €
Supra R-I-Cl(A) atau x € Supra R-I-CL(B)
Karena Supra R -1 - Cl(A) merupakan himpunan supra R -1 tutup yang
mencakup A maka setiap x € Supra R-1-Cl(A), begitu pula setiap x €
Supra R-I-CI(A) yang mencakup B
Maka, setiap elemen dari Supra R-I1-CI(A) U supra R-I1-Cl(B) mencakup
AU B, dan

Supra R-I-CI(A) U supra R-I-Cl(B) < supra R-I-Cl(A U B)
Inklusi kedua yaitu supra R-I-CI(A U B) € Supra R-1-CL(A) U supra R-1-
Cl(B)
Ambil sebarang x € supra R-I1-CI(A U B), maka x terdapat dalam semua

himpunan supra R-I tutup yang mencakup A U B
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Karena A € AU B dan B € AU B, maka setiap himpunan supra supra R-/
tutup yang mencakup A U B mencakup A dan B
Oleh karena itu, x juga berada dalam supra R-I-Cl (A) atau supra R-I-Cl (B),
sehingga:
supra R-1-CI(A U B) < supra R-I-CL(A) U supra R-1-Cl(B)
Dengan demikian, terbukti bahwa supra R-1-Cl(A) U supra R-1-Cl(B) =
supra R-I-CI(A U B).
Contoh 4.6 Diberikan (X, u,I) dimana X = {a, b,c}, u = {(D, X, {a},{a,c},{b, c}},
I = {(D, {b}}, A = {a}, B = {b}. Buktikan dan tentukan supra R-I-Int(A), supra R-
I-Int(B) supra R-I-Cl(A), supra R-I1-CI(B).
Bukti
Akan dibuktikan supra R-I-Int(A)
Karena tidak ada himpunan terbuka dalam I yang mencakup A = {a}, maka
gabungan dari himpunan-himpunan tersebut adalah @
Dengan demikian, terbukti bahwa supra R-I-Int(A) = @
Dapat dilihat pada teorema 4.5 (1) bahwa sesuai dengan pembuktian teorema
tersebut
Akan dibuktikan supra R-I-Int(B)
Telah terbukti pada contoh 4.4 bahwa bahwa supra R-I-Int(B) = @
Dapat dilihat pada teorema 4.5 (1) bahwa sesuai dengan pembuktian teorema
tersebut
Akan dibuktikan supra R-I-CI(A)
Himpunan-himpunan dalam y yang mencakup {a} adalah {a, c} dan X

Berdasarkan definisi 4.3, R-I-Cl(A) yang merupakan irisan dari semua himpunan
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supra R-I tutup termasuk A maka {a,c} N X = {a, c}

Dengan demikian, terbukti bahwa supra R-1-CL(A) = {a, c}

Dapat dilihat pada teorema 4.5 (2) bahwa sesuai dengan pembuktian teorema
tersebut

Akan dibuktikan supra R-I-Cl(B)

Telah terbukti pada contoh 4.4 bahwa bahwa supra R-I-CI(B) = {b, c}

Dapat dilihat pada teorema 4.5 (2) bahwa sesuai dengan pembuktian teorema
tersebut

Perhatikan bahwa A N B = @ dan supra R-1-Int(A N B) = @ maka supra R-I-
Int(A) N supra R-I-Int(B) = @

Dapat dilihat pada teorema 4.5 (7) bahwa sesuai dengan pembuktian teorema
tersebut

Perhatikan bahwa AU B = (a,b) dan supra R-1-CI(AU B) = X,{a, b} maka
supra R-1-CI(A) U supra R-I-CI(B) = {a,b,c} =X

Dapat dilihat pada teorema 4.5 (8) bahwa sesuai dengan pembuktian teorema

tersebut.

4.5 Kajian Penelitian dalam Prespektif Islam

Pada penjelasan di atas telah dijelaskan pengertian dari topologi ideal dengan
memenuhi syarat-syarat tertentu. Syarat-syarat dari topologi ideal tersebut sama
halnya dengan orang yang paling bertakwa di kehidupan sehari-hari dan juga
dijelaskan dalam Q.S Al-Hujurat ayat 13:
S e ST 8y el (5 bsah iy Bl S 23 i B 0 L
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(Kemenag, 2024c¢)

Artinya: “Wahai manusia, sesungguhnya Kami telah menciptakan kamu dari
seorang laki-laki dan perempuan. Kemudian, Kami menjadikan kamu berbangsa-
bangsa dan bersuku-suku agar kamu saling mengenal. Sesungguhnya yang paling
mulia di antara kamu di sisi Allah adalah orang yang paling bertakwa.
Sesungguhnya Allah Maha Mengetahui lagi Maha Teliti.”

Ayat ini menegaskan bahwa Allah SWT menciptakan manusia dari seorang
laki-laki dan seorang perempuan kemudian menjadikan mereka berbangsa-bangsa
dan bersuku-suku agar mereka dapat saling mengenal, bukan untuk saling
menghina. Allah SWT menekankan bahwa perbedaan yang ada di antara manusia
bukanlah alasan untuk bermegah-megahan, melainkan sarana untuk saling
memahami dan menghargai. Allah SWT juga menegaskan bahwa nilai seseorang
tidak diukur dari asal usul atau kedudukan sosialnya, tetapi dari tingkat
ketakwaannya. Dengan kata lain, mereka yang paling mulia di sisi Allah SWT
adalah yang paling bertakwa.

Dalam konteks konsep ideal dalam topologi, himpunan manusia yang
berbeda-beda (seperti bangsa atau suku) dapat diasumsikan sebagai subhimpunan
dari himpunan umat manusia X. Setiap individu atau kelompok yang memiliki sifat
takwa dapat dikatakan menjadi elemen dari koleksi ideal / yang memenuhi syarat
keanggotaan dalam himpunan tersebut. Secara matematis, jika A dan B adalah dua
subhimpunan yang memenuhi sifat ideal (takwa), maka gabungan A U B juga
menjadi bagian dari ideal /, karena takwa tetap menjadikan mereka mulia meskipun
berasal dari kelompok yang berbeda. Demikian pula, jika suatu kelompok kecil B <
A juga memiliki sifat takwa, maka kelompok B tetap menjadi bagian dari himpunan

ideal 1. Jadi, takwa berfungsi sebagai syarat umum untuk "keanggotaan ideal,"

meskipun manusia memiliki latar belakang yang beragam. Hal ini sejalan dengan
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prinsip bahwa setiap manusia memiliki kesempatan untuk diakui dan dihargai oleh
Allah SWT berdasarkan amalnya. Sebagaimana firman Allah SWT pada Q.S. Ali

Imron ayat 195:

e 306 St ba 2t 1 5 35 23 15 L ol ¥ i 1 s
e i i ey aale ie SNl lSs oo o iy 2a s oe 322

G120 B 1 e s s 13 0 91
(Kemenag, 2024d)

Artinya: “Maka, Tuhan mereka memperkenankan permohonannya (dengan
berfirman), “Sesungguhnya Aku tidak menyia-nyiakan perbuatan orang yang
beramal di antara kamu, baik laki-laki maupun perempuan, (karena) sebagian
kamu adalah (keturunan) dari sebagian yang lain. Maka, orang-orang yang
berhijrah, diusir dari kampung halamannya, disakiti pada jalan-Ku, berperang,
dan terbunuh, pasti akan Aku hapus kesalahan mereka dan pasti Aku masukkan
mereka ke dalam surga-surga yang mengalir di bawahnya sungai-sungai sebagai
pahala dari Allah. Di sisi Allahlah ada pahala yang baik.”

Surah Ali Imran ayat 195 menekankan bahwa Allah SWT tidak menyia-
nyiakan amal kebaikan siapa pun, baik laki-laki maupun perempuan. Ayat ini
menjelaskan bahwa setiap amal yang dilakukan dengan niat ikhlas akan
mendapatkan balasan dari Allah SWT, tanpa perbedaan gender, latar belakang, atau
kondisi sosial. Allah SWT menegaskan bahwa setiap orang memiliki kesempatan
yang sama dalam memperoleh pahala, asal memenuhi kriteria keikhlasan dan
ketakwaan dalam beramal. Ayat ini menggambarkan keadilan dan kasih sayang
Allah SWT dalam menghargai setiap usaha manusia menuju kebaikan, yang
menghapus batasan sosial atau perbedaan dalam penghargaan amal.

Dalam konteks topologi ideal, ayat ini dapat dihubungkan dengan konsep
himpunan ideal I di mana setiap amal baik dianggap sebagai elemen dalam

himpunan ideal tersebut, terlepas dari siapa pelakunya. Secara matematis, jika A

adalah himpunan amal baik yang dilakukan oleh laki-laki dan B adalah himpunan
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amal baik yang dilakukan oleh perempuan, maka baik A maupun B termasuk dalam
himpunan ideal I, karena keduanya memenuhi sifat kebaikan. Selain itu, gabungan
amal dari A U B, yang mencakup seluruh amal baik tanpa memandang pelakunya,
tetap menjadi anggota himpunan ideal I, karena gabungan amal kebaikan tersebut
juga diterima dan dihargai oleh Allah SWT. Jika C € A adalah himpunan kecil dari
amal tertentu dalam A, maka C juga termasuk dalam I, selama amal tersebut
memenuhi kriteria kebaikan yang diinginkan. Ini mencerminkan bahwa amal baik
dalam berbagai bentuk tetap menjadi bagian dari himpunan ideal, sejalan dengan
prinsip keadilan Allah SWT. Hal ini juga sejalan dengan pesan dalam Q.S. Al-
Baqarah ayat 148, di mana Allah SWT menjelaskan bahwa setiap umat memiliki
arah atau kiblatnya sendiri, dan di dalam keberagaman tersebut terdapat tujuan yang

sama untuk beramal dan beribadah kepada-Nya.

it O e A B Tes B i S S 1 o S R G 5 ek %
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(Kemenag, 2024e)
Artinya: “Bagi setiap umat ada kiblat yang dia menghadap ke arahnya. Maka,

berlomba-lombalah kamu dalam berbagai kebajikan. Di mana saja kamu berada,
pasti Allah akan mengumpulkan kamu semuanya. Sesungguhnya Allah Maha Kuasa
atas segala sesuatu.”

Ayat tersebut menyatakan bahwa setiap kelompok memiliki arah atau tujuan
tertentu, namun Allah SWT mengingatkan bahwa umat manusia hendaknya
berkompetisi dalam melakukan kebaikan. Dalam setiap aspek kehidupan, orang
akan menghadapi banyak jalan dan pilihan. Arah dan tujuan itu bisa berbeda
tergantung pada situasi dan pemahaman masing-masing individu atau kelompok,

tetapi kebaikan merupakan hal yang harus senantiasa diperjuangkan bersama. Ayat

ini menunjukkan bahwa, terlepas dari perbedaan dalam pandangan atau jalan yang
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ditempuh, usaha menuju kebaikan dan kemuliaan tetaplah menjadi tujuan utama.
Ayat ini dapat dikaitkan dengan konsep himpunan ideal / dalam topologi, di
mana kebaikan menjadi karakteristik ideal yang dapat dimiliki oleh setiap
subhimpunan dari suatu himpunan umat manusia X. Jika A dan B adalah dua
himpunan yang melambangkan jalan atau arah berbeda yang ditempuh oleh
kelompok-kelompok manusia, maka A dan B tetap menjadi bagian dari himpunan
ideal I selama mereka mengarahkan anggotanya menuju kebaikan. Secara
matematis, gabungan dari dua himpunan A U B, yang mencakup semua usaha
kebaikan dari arah mana pun, juga termasuk dalam himpunan ideal I karena tetap
memenuhi karakteristik kebaikan. Dengan demikian, setiap jalan yang mengarah
pada kebaikan, meskipun berbeda, tetap memiliki nilai yang ideal, menunjukkan
bahwa dalam pandangan Allah SWT, keragaman ini memperkaya amal baik dalam

himpunan yang lebih luas.



BAB YV

PENUTUP

5.1 Kesimpulan
Berdasarkan pembahasan bab 4, dapat disimpulkan bahwa topologi supra
adalah koleksi himpunan bagian X yang memenuhi beberapa sifat yaitu himpunan
X dan himpunan kosong @ adalah anggota u, gabungan dari A4, 4,, ..., 4, juga
merupakan anggota . Sedangkan ruang topologi supra ideal merupakan ruang
topologi supra dengan ideal I pada X . Ruang topologi supra ideal melalui R-I buka
didefinisikan sebagai ruang topologi supra ideal dimana A = Int# (Cl*(A)).
Adapun aksioma-aksioma yang menyatakan sifat dari ruang topologi supra ideal
melalui R-I buka yaitu:
1. Gabungan berhingga dari himpunan supra R-I buka tidak harus supra R-I-
buka
2. Irisan berhingga dari himpunan supra R-I-buka adalah supra R-I/-buka
Pada pembahasan di atas juga menunjukkan beberapa aksioma yang
berkaitan dengan interior dan tutupan supra R-/. Tutupan supra R-I pada himpunan
A dinotasikan dengan supra R - -Cl (A) yang merupakan irisan dari semua
himpunan supra R -I tutup termasuk A. Interior supra R-I pada himpunan A
dinotasikan dengan supra R-1I Int(A) yang merupakan gabungan dari semua

himpunan supra R-I buka termasuk A.
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5.2 Saran untuk Penelitian Lanjutan

Topik penelitian mengenai sifat-sifat ruang topologi supra ideal masih banyak
yang belum dibuktikan. Penulis menyarankan kepada peneliti selanjutnya untuk
meneliti sifat-sifat ruang topologi supra ideal melalui R-/ fungsi kontinu atau
meneliti sifat-sifat ruang topologi supra ideal melalui R-I pemetaan buka dan

pemetaan tertutup.
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