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ABSTRAK

Solicha, Kharisma Mufidatus. 2024. Dekomposisi Primer Modul Z, atas Z. Skripsi.
Program Studi Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam
Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing (1) Intan Nisfulaila,
M.Si., (2) Erna Herawati, M.Pd.

Kata Kunci: dekomposisi modul, dekomposisi primer, modul Z,, atas Z

Modul merupakan generalisasi dari ruang vektor yang mana memungkinkan lapangan
digantikan oleh ring sebagai skalarnya. Modul atas daerah ideal utama merupakan modul
dimana skalarnya berupa daerah ideal utama. Modul Z,, atas Z merupakan salah satu contoh
modul atas daerah ideal utama, yang terdiri atas bilangan bulat modulo n. Untuk
menganalisis suatu struktur yang lebih mendalam, dapat digunakan dekomposisi.
Dekomposisi diartikan sebagai proses penguraian, yang bertujuan untuk dapat
menganalisis dengan lebih detail. Dekomposisi modul berarti memecah struktur modul
menjadi bentuk yang lebih sederhana. Dekomposisi primer pada modul menunjukkan
bahwa suatu modul dapat dipecah menjadi submodul-submodul primer.

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah pendekatan studi literatur. Adapun
tahapan yang dilakukan dalam penelitian ini yaitu diawali dengan melengkapi pembuktian
teorema dekomposisi primer. Sebelum melakukan proses dekomposisi, terlebih dahulu
ditunjukkan bahwa modul Z,, atas Z merupakan modul torsi atas daerah ideal utama dan
dengan order yang dapat dinyatakan dalam faktorisasi prima. Proses dekomposisi modul
Z, atas Z dilakukan dalam empat tahapan. Berdasarkan hasil dari penelitian yang
dilakukan, hasil dekomposisi modul Z,, atas Z untuk n bilangan dengan satu faktor prima
didapatkan modul Z, atas Z dapat dinyatakan sebagai jumlah langsung submodul-
submodul primer Z, = Z,. Sedangkan untuk n bilangan dengan lebih dari satu faktor
prima dapat dinyatakan sebagai jumlah langsung submodul-submodul primer Z, =

n n n
TlZn @ Tzzn @ ...@Tan.
pl pz pk
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ABSTRACT

Solicha, Kharisma Mufidatus Solicha. 2024. Primary Decomposition of Modules Z,, over
Z. Undergraduate Thesis. Mathematics Departement, Faculty of Science and
Technology, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.
Advisors: (1) Intan Nisfulaila, M.Si., (2) Erna Herawati, M.Pd.

Keywords: modules decomposition, primary decomposition, modules Z,, over Z

Modules is a generalization of vector space that allows fields to be replaced by rings as
scalars. A module over a principal ideal domain is a module where the scalar is a principal
ideal domain. The module Z,, over Z is an example of such a module, consisting of integers
modulo n. To analyze a structure in greater depth, decomposition can used. Decomposition
is defined as the process of breaking down a structure to facilitate detailed analysis. Module
decomposition refers to breaking down a module structure into simpler forms. Primary
decomposition of a module indicates that a module can be decomposed into primary
submodules.

The method used in this research is a literature review. The research process begins with
completing the proof of the primary decomposition theorem. Before perfoming the
decomposition process, it is first demonstrated that the module Z, over Z is a torsion
module over a principal ideal domain with an order that can be expressed in prime
factorization. The process of module Z,, over Z is carried out in four steps. Based on the
results of research conducted, the results of the decomposition of the module Z,, over Z for
n numbers with one prime factor obtained the module Z,, over Z can be expressed as a
direct sum of primary submodules Z,, = Z,e. Meanwhile, for n numbers with more than

one prime factor, it can be expressed as a direct sum of primary submodules Z,, = % Z, D
1

n n
TZZTL @ @ Tan-
b, Dy
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Struktur aljabar merupakan himpunan takkosong yang dilengkapi oleh satu
operasi biner atau lebih (Andari, 2017). Struktur aljabar yang sering dijumpai pada
saat ini yaitu grup, ring, dan modul. Pada masing-masing struktur tersebut, memiliki
kemiripan sifat dan struktur satu sama lain. Sehingga, hal ini memungkinkan
adanya keterkaitan dari masing-masing struktur. Struktur aljabar yang paling
sederhana adalah struktur grup (Gilbert & Gilbert, 2013).

Grup merupakan suatu himpunan takkosong yang dilengkapi satu operasi
biner dan memenuhi empat aksioma (Andari, 2017). Aksioma yang harus dipenuhi
pada struktur grup diantaranya yaitu operasi biner tertutup pada himpunan,
himpunan bersifat asosiatif terhadap operasi, mempunyai unsur kesatuan, serta
setiap unsurnya memiliki invers. Jika suatu grup memenuhi aksioma komutatif
terhadap operasi, maka grup tersebut dikatakan grup komutatif atau grup abelian
(Andari, 2017).

Selain struktur grup, terdapat struktur gelanggang atau lebih dikenal dengan
istilah ring. Ring merupakan suatu himpunan takkosong yang dilengkapi dengan
dua operasi biner yang memenuhi tiga aksioma (Andari, 2017). Aksioma pertama
memenuhi aksioma grup komutatif terhadap operasi pertama. Aksioma kedua yaitu
himpunan yang dilengkapi operasi kedua tertutup dan operasinya bersifat asosiatif.

Aksioma ketiga yaitu operasi kedua bersifat distributif terhadap operasi pertama.



Pada dasarnya, modul merupakan hasil dari generalisasi dari ruang vektor
aljabar linier yang mana memperbolehkan mengganti lapangan dengan ring sebagai
skalar (Adkins & Weintraub, 1995). Roman (2008) mendefinisikan R-modul
(modul atas R) sebagai grup abelian yang dilengkapi dengan dua operasi, yaitu
penjumlahan dan perkalian skalar serta memenuhi aturan-aturan tertentu. Aturan
pertama memenuhi sifat distribusi perkalian scalar terhadap penjumlahan pada
modul. Aturan kedua memenuhi sifat distribusi perkalian scalar terhadap
penjumlahan pada ring. Aturan ketiga memenuhi sifat asosiatif perkalian skalar.
Dan aturan terakhir adalah terdapat unsur identitas skalar 1 dalam ring. Pada
struktur modul, ring dianggap sebagai gelanggang tumpuan suatu modul.

Bagian-bagian dari suatu himpunan dikenal sebagai himpunan bagian atau
subhimpunan. Subhimpunan takkosong dari suatu modul yang membentuk modul
pula dengan operasi perkalian skalar yang sama dikenal sebagai submodul
(Wahyuni, 2016). Submodul memenuhi aturan-aturan tertentu, yaitu tertutup
terhadap operasi penjumlahan dan perkalian skalar pada modul induknya. Selain
itu, submodul juga harus memiliki unsur identitas dari modul induknya. Dengan
demikian, submodul mempertahankan struktur modul dengan operasi yang sama
seperti modul induknya.

Submodul memiliki peranan yang cukup penting dalam menganalisis suatu
modul. Submodul dapat membantu mengidentifikasi struktur internal pada modul
dengan memecah modul menjadi bagian-bagian yang lebih kecil dan sederhana.
Dengan menguraikannya, struktur modul dapat dianalisis lebih detail bagaimana
elemen-elemennya berinteraksi dengan operasi yang berlaku pada modul tersebut

sehingga dapat menambah wawasan terkait sifat-sifat modul yang lebih besar.



Secara bahasa, dekomposisi diartikan suatu proses penguraian menjadi
bentuk yang lebih sederhana (Kemendikbud, 2016). Dalam matematika,
dekomposisi sangat diperlukan untuk mengenali sifat pada suatu struktur aljabar,
salah satunya pada struktur modul. Dengan menguraikannya menjadi submodul-
submodul, dimaksudkan dapat mempermudah dalam mengkaji suatu modul dengan
berbagai jenis operasi yang berlaku pada modul. Dengan demikian, dapat dilihat
pula keteraturan dan keterkaitan antara submodul dan modul induknya.

Dekomposisi juga dapat membantu dalam memahami bagaimana modul
dapat dibangun dari bagian-bagian yang lebih kecil dan sederhana, sehingga
memudahkan dalam analisis sifat dasar modul tersebut. Misalnya, dengan melihat
modul sebagai jumlah langsung dari submodul-submodulnya, sehingga dapat
mudah meneliti sifat-sifat seperti kestabilan, ketertutupan terhadap operasi, dan
hubungan antar elemen dalam struktur modul secara keseluruhan. Proses ini
menjadikan dekomposisi menjadi konsep yang penting dalam matematika aljabar
dalam menyederhanakan struktur modul dan hubungan antar bagian-bagiannya.
Konsep dekomposisi pada modul ini memiliki keterkaitan dengan ajaran di dalam
Al-Qur’an khususnya pada Q.S. Al-Bayyinah ayat 6-7 (Kemenag, 2024).

GV B 22 b B s s 6 g gl S0 it 1B 0 )
£V £ 55 2h AT il lass ke T 8y
Artinya: “Sesungguhnya orang-orang kafir dari golongan ahli kitab dan orang-
orang musyrik (akan masuk) ke dalam neraka Jahannam; mereka kekal di
dalamnya. Mereka itulah seburuk-buruk makhluk (6). Sesungguhnya orang-orang
vang beriman dan mengerjakan amal saleh, mereka itulah sebaik-baik
makhluk.(7)”(Al-Bayyinah: 6-7)
Pada wahyu Allah tersebut dijelaskan bahwa manusia dikelompokkan

menjadi dua golongan berdasarkan keimanan dan amal perbuatan manusia. Pada



ayat 6, Allah mengelompokkan mereka yang menolak kebenaran setelah datangnya
risalah Islam. Mereka yang termasuk kelompok ini diancam akan kekal dalam
neraka Jahannam sebagai hukuman atas ketidaktaatan dan penolakannya atas
kebenaran. Pada ayat selanjutnya, Allah mengelompokkan orang-orang yang
beriman dan memperkuat keimanannya dengan amal shaleh sebagai sebaik-baiknya
makhluk. Hal ini menunjukkan penghargaan dari Allah bagi mereka yang
menjalankan perintah-Nya dan berpegang teguh pada keimanan yang kuat.
Pemisahan ini mengindikasikan bagaimana tindakan manusia di dunia membentuk
nasib kehidupan yang kekal nantinya, yakni kehidupan di akhirat. Allah
menunjukkan secara tegas bahwa keimanan dan perbuatan amal manusia dia dunia
menentukan nasib akhir mereka. Hal ini serupa dengan konsep dimana dekomposisi
modul, dimana struktur modul dipisah-pisah dengan tujuan untuk dapat memahami
sifat-sifatnya.

Pada penelitian sebelumnya telah dibahas dekomposisi modul yang dibangun
secara hingga atas beberapa ring khusus (Nataprawira, 2022) dan (Wardhana,
2022). Pada penelitian keduanya, disimpulkan bahwa modul yang dibangun atas
ring berupa daerah ideal utama selalu dapat didekomposisikan menjadi submodul
bebas dan submodul torsi. Sedangkan modul yang dibangun secara hingga oleh
daerah Dedekind, dapat diuraikan menjadi submodul proyektif dan submodul torsi.
Penelitian lainnya yaitu penelitian Diana Amalia yang membahas dekomposisi
siklis dari modul yang dibangun secara hingga. Pada penelitian lainnya,
disimpulkan bahwa untuk mendekomposisikan modul yang dibangun secara hingga
dengan empat langkah yaitu dengan mendekomposisikan modul yang dibangun

secara hingga atas ideal wutama, mendekomposisikan modul bebas,



mendekomposisikan modul torsi, dan mendekomposisikan modul primer menjadi
jumlah langsung submodul-submodul siklis (Amalia, 2018). Terlihat bahwa pada
penelitian-penelitian sebelumnya berfokus pada dekomposisi modul yang masih
umum, belum dijelaskan secara khusus untuk dekomposisi modul tertentu. Oleh
karena itu, peneliti ingin melakukan suatu kajian mengenai dekomposisi pada
modul Z,, atas Z sehingga penelitian ini berjudul “Dekomposisi Primer Modul Z,,

atas 7.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan uraian yang telah dipaparkan pada latar belakang sebelumnya
maka penelitian ini akan membahas terkait bagaimana hasil dekomposisi modul Z,,

atas Z sebagai jumlah langsung submodul-submodul primer.

1.3 Tujuan Penelitian
Berlandaskan latar belakang dan permasalahan yang akan dibahas, maka
penelitian ini bertujuan untuk mengetahui hasil dekomposisi modul Z,, atas Z

sebagai jumlah langsung submodul-submodul primer.

1.4 Manfaat Penelitian
Sesuai dengan tujuan penelitian, maka manfaat penelitian ini dibedakan
berdasarkan kepentingan beberapa pihak, yaitu:
1. Bagi Penulis
Penelitian ini memberikan penulis pemahaman yang lebih mendalam

mengenai teori modul, khususnya dalam menganalisis dekomposisi modul.



Dengan penelitian ini, penulis dapat mengasah kemampuan dalam
menerapakan konsep-konsep aljabar abstrak dalam pemecahan masalah serta
mengasah kemampuan berpikir kritis dan sistematis dalam memecahkan

suatu persoalan.

Bagi Mahasiswa

Penelitian ini dapat menjadi referensi tambahan bagi mahasiswa yang tertarik
untuk mempelajari lebih lanjut mengenai struktur aljabar, khususnya struktur
modul. penelitian ini dapat membantu dalam memperjelas konsep abstrak
dalam persoalan yang lebih kompleks, sehingga mahasiswa dapat mengetahui
relevansi mengenai dekomposisi dalam pembelajaran aljabar.

Bagi Lembaga

Penelitian ini dapat menjadi salah satu kontribusi literatur akademik di bidang
matematika, khususnya pada aljabar. Penelitian ini dapat membuka peluang
untuk eksplorasi lebih lanjut pada penelitian lanjutan mengenai struktur

aljabar khusunya pada struktur modul.



BAB 11

KAJIAN TEORI

2.1 Teori Pendukung
Pada subbab ini akan dikaji beberapa teori mengenai struktur aljabar meliputi
grup, ring, modul, dan jumlah langsung pada modul. Pada teori-teori tersebut akan

dibahas definisi dan diberikan contohnya.

2.1.1 Bilangan Prima
Sebelum membahas struktur aljabar, perlu dikenal terlebih dahulu
mengenai bilangan prima untuk lebih memahami teori di subbab selanjutnya.
Bilangan prima didefinisikan sebagai berikut.
Definisi 2.1. Bilangan prima merupakan suatu bilangan bulat g > 1 yang tidak
memiliki pembagi a dari g sehingga memenuhi 1 < a < q. Jika bilangan bulat
n > 1 tidak memenuhi kondisi prima, maka n disebut bilangan komposit (Niven
dkk., 1991).
Sebagai contoh, 2,3,5 merupakan bilangan prima. Karena 2 > 1 dan tidak
memiliki pembagi a sehingga 1 < a < 2. Begitu pula dengan 3 dan 5, keduanya
tidak memiliki pembagi b dan ¢ sehinggal1 < b <3danl1 <c <5.
Selanjutnya, bilangan komposit yang lebih dari satu memiliki keterkaitan
tersendiri dengan bilangan prima, yaitu sebagai berikut.
Teorema 2.2. Setiap bilangan bulat m > 1 dapat diekspresikan sebagai
perkalian bilangan prima (mungkin hanya dengan satu faktor) (Niven dkk.,

1991).



Bukti:
Misalkan m bilangan prima, maka m merupakan hasil kali dari satu faktor prima,
yaitu dirinya sendiri. Misalkan m bukan prima, maka m dapat difaktorkan
menjadi bilangan bulat lainnya, yaitu misalkan m; dan m, sehinggam = m;m,
dimana 1 <m; <m dan 1 < m, < m. Selanjutnya akan diperiksa untuk m,
dan m,. Jika m; dan m, prima, maka sudah ditemukan faktor primanya. Jika
salah satunya bukan prima, maka dapat difaktorkan kembali menjadi bilangan
bulat lainnya. Misalkan m; = my;m, dimana 1 < ms,m, <m,. Proses
penulisan setiap bilangan komposit yang muncul sebagai hasil perkalian factor-
faktor harus diberhentikan, karena setiap faktor-faktornya lebih kecil dari
bilangan komposit itu sendiri dan lebih dari 1. Dengan demikian, m dapat
dituliskan sebagai hasil kali bilangan prima, dan karena faktor-faktor prima
tersebut belum tentu berbeda, maka m dapat dituliskan dalam bentuk
m=pipy” ot
dimana pq, py, ..., Pi bilangan prima dan a4, a,, ..., a; bilangan bulat positif.
Representasi pada teorema tersebut dikenal sebagai faktorisasi prima.

Setelah mempelajari terkait dengan bilangan prima, selanjutnya akan
dibahas mengenai struktur aljabar. Struktur aljabar merupakan suatu himpunan
takkosong bersama satu atau lebih operasi biner yang terdefinisi di dalamnya
(Andari, 2015). Beberapa struktur aljabar yang perlu dikenal adalah grup, ring,

dan modul.



2.1.2 Himpunan Bilangan Bulat Modulo n

Pada subbab ini, diperkenalkan himpunan bilangan bulat modulo n, yang
merupakan himpunan kelas-kelas residu modulo n. Untuk memulai,
didefinisikan suatu relasi ekuivalensi pada himpunan bilangan bulat Z sebagai
berikut.

Definisi 2.3. Misalkan diberikan n bilangan bulat positif tetap. Didefinisikan
suatu relasi pada himpunan bilangan bulat Z, yaitu

a~b
jika dan hanya jika n membagi b — a. Dengan kata lain, a~b jika selisih antara
b dan a merupakan kelipatan dari n (Dummit & Foote, 2004).

Relasi ini bersifat reflektif, yaitu untuk setiap a € Z berlaku a~a. Selain
itu, relasi ini juga bersifat simetris, yaitu untuk setiap a, b € Z, a~b berlaku pula
b~a. Jika a~b dan b~c maka n membagi a — b dan n membagi b — c. Oleh
karena itu, n juga membagi (a — b) + (b — ¢) = a — c sehingga diperoleh a~c.
Hal ini menunjukkan bahwa relasi bersifat transitif. Relasi yang demikian,
disebut dengan relasi ekuivalensi (Dummit & Foote, 2004). Jika a~b dapat
ditulis dengan a = b(mod n). Untuk setiap k € Z, kelas ekuivalensi dari a
dapat dilambangkan dengan a, yaitu kelas sisa dari a modulo n, mencakup
semua bilangan bulat berbeda dari a dengan kelipatan integral dari n. Kelas sisa
dari a secara matematis dituliskan sebagai berikut.

a=1{a+knl|k e}
={a,atna+x2na+t3n,..}

Terdapat kelas-kelas ekivalensi mod n yang berbeda, yaitu

0,1,2,..,n—1
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yang ditentukan oleh sisa-sisa yang mungkin setelah pembagian dengan n dan
kelas residu ini membagi bilangan bulat Z. Selanjutnya, himpunan kelas
ekivalensi dibawah relasi ekivalensi ini dilambangkan dengan Z,,.
Berikut diberikan contohnya.
Misalkan n = 7, maka Z, merupakan himpunan kelas residu 7, yaitu
7, =1{0,1,2,3,4,5,6}

Operasi yang berlaku pada himpunan bilangan bulat modulo n, yaitu Z,

adalah operasi penjumlahan dan operasi perkalian. Operasi penjumlahan dalam

Z,, merupakan penjumlahan kelas-kelas residu, yaitu untuk setiap kelas residu

modulon @, b € Z., berlaku

a+b=a+bE€Z,.
Sedangkan perkalian pada himpunan bilangan bulat modulo n, yaitu Z,, yaitu
untuk setiap @, b € Z,, berlaku
a-b=ab€Z,.
Berikut ditunjukkan sifat-sifat aljabar operasi penjumlahan dan perkalian
skalar pada himpunan bilangan bulat modulo n, yaitu Z,,. Operasi penjumlahan

pada Z,, memiliki sifat tertutup, yaitu untuk setiap @, b € Z,, hasil penjumlahan

S|

a+b =a+ b juga merupakan elemen Z,. Demikian pula, operasi perkalian
pada Z,, memiliki sifat tertutup, yaitu untuk setiap @, b € Z,, hasil perkalian a -
b = ab juga merupakan elemen Z,,. Dengan demikian, himpunan bilangan bulat
modulo n, yaitu Z,, tertutup terhadap operasi penjumlahan dan perkalian.

Selanjutnya, operasi penjumlahan pada Z,, bersifat asosiatif, karena untuk

setiap a, b, ¢ € Z,,, berlaku
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(@+b)+c=(a+b)+¢
=(a+b)+c

=a+(b+c)

=a+(b+c)
=a+(b+0)

Operasi perkalian juga bersifat asosiatif, yaitu untuk setiap a, b, ¢ € Z,,, berlaku

Selain itu, operasi penjumlahan pada Z,, bersifat komutatif, karena untuk setiap
a,b €z, berlaku @+ b = b + a. Operasi perkalian juga bersifat komutatif,
yaitu untuk setiap @, b € Z,, berlaku @-b = b - a. Dengan demikian, operasi
penjumlahan dan perkalian memenuhi sifat asosiatif dan sifat komutatif pada

himpunan bilangan bulat modulo n, yaitu Z,,.

2.1.3 Grup dan Subgrup

Grup merupakan struktur aljabar yang paling sederhana, karena hanya
dilengkapi dengan satu operasi biner. Untuk memperjelas, berikut adalah definisi
struktur grup.
Definisi 2.4 Grup merupakan pasangan berurutan (G,*) dengan G himpunan
takkosong yang dilengkapi operasi biner * dan memenuhi empat aksioma

berikut.
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1. Himpunan G tertutup terhadap operasi biner *
Vg heG,g+hea
2. Operasi biner = bersifat asosiatif di G
Vg,he G, (g+h)*i=gx(hxi)
3. Himpunan G memiliki elemen identitas
deeG,VgeEG,exg=g=g=*e
4. Setiap elemen di G mempunyai invers
Vg€EGIAgleG,gxgl=e=g1xg
(Gilbert & Gilbert, 2013).
Lebih lanjut, jika operasi biner * yang berlaku pada struktur grup bersifat
komutatif, maka struktur tersebut dikatakan grup abelian. Berikut diberikan
contoh dari grup.
Akan ditunjukkan bahwa (Z,,, +) merupakan grup abelian.
Perlu diketahui bahwa, Z, = {0,1,2,3,...,n — 1}. Berdasarkan pada subbab
sebelumnya, Z, tertutup terhadap operasi penjumlahan. Operasi penjumlahan
pada Z, bersifat asosiatif dan bersifat komutatif. Perhatikan bahwa, terdapat
elemen 0 € Z,, untuk setiap elemen @ € Z, sehingga 0 + @ = @ = @ + 0. Dan
setiap elemen @ € Z, terdapat —a € Z, sehingga @+ (—a) = 0. Dengan
demikian, Z, yang dilengkapi oleh operasi penjumlahan merupakan grup
abelian.
Selanjutnya, pada struktur grup memiliki himpunan bagian yang disebut
dengan subgrup. Subgrup merupakan subhimpunan dari grup yang memenuhi
grup dan dengan operasi yang sama dengan grup induknya, sebagaimana

didefinisikan sebagai berikut.
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Definisi 2.5. Himpunan takkosong H dan H € G dikatakan subgrup jika
dilengkapi dengan operasi yang sama dengan G. Himpunan H ini juga
merupakan grup (Andari, 2015).

Menurut Gilbert & Gilbert (2013) subgrup dibagi menjadi dua, yaitu
subgrup sejati dan subgrup tak sejati. Subgrup tak sejati dari suatu grup G
meliputi himpunan elemen identitas dari grup dan grup itu sendiri. Dan subgrup
sejati meliputi subgrup selain himpunan elemen identitas dan himpunan dari
grup itu sendiri. Berikut contoh dari subgrup.

Himpunan bilangan real R yang dilengkapi operasi penjumlahan, yaitu
(R, +) merupakan grup. Himpunan bilangan bulat Z merupakan subhimpunan
dari himpunan bilangan real R. (Z, +) juga merupakan grup. Karena himpunan
bilangan bulat Z subhimpunan dari himpunan bilangan real R dan dengan
operasi biner yang sama yaitu penjumlahan, maka dapat disimpulkan (Z,+)
merupakan subgrup dari (R, +).

Teorema 2.6. Himpunan takkosong H dimana H € G merupakan subgrup dari
grup (G,*) jika dan hanya jika memenuhi Vg,h € H berlaku g *h™' € H
(Andari, 2015).

Bukti:

Misalkan (G,*) merupakan grup, H subhimpunan dari G, dan p,q € H.

Untuk membuktikan Teorema 2.5. akan dibuktikan dua arah, yaitu jika H
merupakan subgrup dari G, maka Vg,h € H berlaku g x h™! € H, dan jika
Vg,h € H berlaku g * h™! € H, maka H merupakan subgrup dari G.

1. Akan dibuktikan Vg, h € H berlaku g x h™* € H
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Ambil sebarang g, h € H. Karena H subgrup dari G maka H merupakan
grup pula. Karena h € H dan H merupakan grup maka h~! € H, Ksrena
H grup, maka H tertutup, sehingga g xh~! € H. Dengan demikian
terbukti Vg, h € H berlaku g * h™1 € H.
2. Akan dibuktikan H subgrup dari G.

Berdasarkan yang telah diketahui, Vg,h € H berlaku g * h™1 € H. S. jika
diambil g,g € H maka berlaku g=*g~! =e € H. Selanjutnya, jika
diambil e, g € H, maka berlaku e x g™ = g~! € H. Jadi, untuk setiap
g € H terdapat g~ € H sehingga g * g~ = e. Demikian juga diambil
e,h € H, maka berlaku e+*h™! = h™! € H. Selanjutnya jika diambil
g,h™t € H, maka berlaku g = (h™1)™* = g« h € H. Dari penjabaran
tersebut, diperoleh Vg, h € H berakibat g * h € H dan Vg € H berakibat
g teH

Berdasarkan poin 1 dan 2 maka Teorema 2.5 terbukti.

2.1.4 Ring dan Subring

Setelah memahami struktur grup, akan dibahas mengenai struktur aljabar
lain yang merupakan perluasan dari grup, yaitu suatu himpunan yang dilengkapi
dengan dua operasi atau sering disebut dengan ring sebagaimana didefinisikan
sebagai berikut.
Definisi 2.7. Himpunan takkosong R yang dilengkapi dengan dua operasi biner
yang dinotasikan dengan + dan X atau dapat dituliskan (R, +,X) disebut dengan
ring jika memenuhi kondisi berikut.

1. (R, +) merupakan grup abelian
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2. (R,x) memenuhi kondisi berikut.
a. Himpunan R tertutup terhadap operasi x
b. Operasi x bersifat asosiatif di himpunan R

3. Operasi kedua bersifat distributif terhadap operasi pertama, atau secara
matematis dapat dituliskan sebagai berikut.

Vx,y,ZER (x +y)z=xy+yz

Vx,y,ZERx(y+2z)=xy+xz
(Andari, 2017).

Lebih lanjut, suatu ring dikatakan sebagai ring dengan elemen satuan jika
himpunan R memiliki elemen identitas terhadap operasi kedua. Dan ring
dikatakan sebagai ring komutatif jika operasi kedua memenuhi hukum komutatif
pada himpunan (Adkins & Weintraub, 1995). Jika (R,x) memenuhi kedua
kondisi tersebut, maka ring (R, +,%x) disebut dengan ring komutatif dengan
elemen satuan. Berikut diberikan contoh dari ring.

Diberikan Z, = {0,1, 2,3, 4, 5, 6}, dan Z, yang dilengkapi operasi penjumlahan,
yaitu (Z,,+) merupakan grup abelian. Akan ditunjukkan bahwa Z, yang
dilengkapi dengan operasi penjumlahan dan perkalian, yaitu (Z,,+,X)
merupakan ring.
Penyelesaian.

1. Akan ditunjukkan operasi perkalian berlaku hukum asosiatif di himpunan

17

Diberikan sebarang a, b, ¢ € Z, dengana = a + 7p,b = b + 7q,dan ¢ =

¢+ 7rdimanaa,b,c,p,q,r € Z. Perhatikan bahwa,

(@xb)xc=[(a+7p) x (b+7q)]x¢
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=[(a+7p) X (b+7q)] X (c+7r)
=(a+7p)x(b+7q) %X (c+7r)
=(a+7p)x[(b+7q) X (c+7r)]
=ax(bXxc)
karena (a x b) x ¢ = @ x (b x ), maka terbukti bahwa operasi perkalian
bersifat asosiatif di himpunann Z,.
2. Akan ditunjukkan himpunan Z, memenuhi hukum distributif.
Diberikan sebarang @, b, ¢ € Z, dengana = a + 7p,b = b + 7q,dan¢ =
¢ + 7r dimana a, b, ¢, p, q,r € Z. Perhatikan bahwa,
(@+b)xc=[(a+7p)+ (B +7q9)]% (c+7r)
=[(a+b)+7(p+q)]x(c+7r)
=(a+b)c+7(@a+b)r+7(p+q)c+ 7%+ ¢r
=ac + bc + 7ar + +7br + 7pc + 7qc + 49pr + 49qr
= (ac + 7ar + 7pc + 49pr) + (bc + 7br + 7qc + 49qr)
=(a+7p)X(c+7r)+(b+7q) X (c+7r)
=axc+bxc
ax(b+¢)=(a+7p)x[(b+7q)(c+7r)]
=(a+7p) x[(b+c)+7(q+T1)]
=ab+c)+7p(b+c)+7a(q+71)+7%p(q+7)
=ab + ac + 7pb + 7pc + 7aq + 7ar + 49pq + 49pr
= (ab + 7pb + 7aq + 49pq) + (ac + 7pc + 7ar + 49pr)
=(a+7p)x(b+7q)+ (a+7p)x(c+7r)
=axb+axc

Berdasarkan poin 1 dan 2, maka terbukti bahwa (Z-, +,%X) merupakan ring.
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Perhatikan bahwa, himpunan bilangan real R yang dilengkapi dengan
operasi penjumlahan dan pergandaan atau (IR, +,%) merupakan suatu ring. Jelas
bahwa himpunan bilangan bulat Z dan himpunan bilangan asli N merupakan
subhimpunan dari himpunan bilangan real R. (Z, +,%x) merupakan subring dari
(R, +,%), karena memenuhi ring dengan operasi yang sama. Namun, berbeda
dengan (N, +,x) bukan merupakan subring dari (R, +,X) karena himpunan
bilangan asli N tidak memiliki elemen identitas terhadap operasi penjumlahan.
Hal ini menunjukkan bahwa tidak semua subhimpunan takkosong dari ring juga
merupakan ring. Dengan demikian, terdapat struktur lain di dalam struktur ring
yang dikenal sebagai subring.

Definisi 2.8. Misalkan diberikan ring (R, +,X) dan subhimpunan takkosong S
dari R. Himpunan S dikatakan subring dari ring R jika S merupakan ring dengan
operasi yang berlaku juga pada ring R (Andari, 2017).

Berikut diberikan contoh subring.

(Z,+,x) dan (2Z, +,X) merupakan ring. Karena himpunan bilangan genap 27
subhimpunan dari himpunan bilangan bulat Z dan himpunan bilangat genap 27
dilengkapi oleh operasi yang sama dengan himpunan bilangan bulat Z , maka

(2Z, +,%) merupakan subring dari (Z, +,X).

2.1.5 Ideal

Selain subring, terdapat struktur lain di dalam suatu ring yang melibatkan
kondisi tambahan, yaitu ideal. Ideal tidak hanya memenubhi sifat-sifat subring,
tetapi memiliki karakteristik lain terkait operasi perkalian dengan elemen-

elemen dari ring induknya. Struktur ideal didefinisikan sebagai berikut.
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Definisi 2.9. Suatu ideal I merupakan suatu subhimpunan takkosong dari ring R
yang memenuhi aksioma berikut.

1. Vp,q€lberlakup—-qgel

2. Vpel,reRberlakurp € I danpr €I
(Wahyuni, 2016).
Berikut diberikan contoh untuk ideal.
Misalkan diberikan ring (Zg, +,%X) dengan Zg = {ﬁ, 1.2,3,4, g}, kemudian I =
{0, 3} € Z. Akan ditunjukkan bahwa I merupakan ideal untuk (Zg, +,X).
Penyelesaian.

1. Jelas bahwa himpunan I takkosong dan I € Z,.

2. Akan ditunjukkan untuk setiap x, y € I maka berlaku x —y € I.
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d.
Terbukti untuk setiap x,y €  makax —y € I.

3. Akan ditunjukkan untuk setiap x € I dan r € Z¢ berlaku xr € I.

a. 0,3€1,0€Z,,0:-0=0€ldan0-3=0€1
b.0,3€1,1€Z¢,1-0=0€ldan1-3=1€1
c. 0,3€1,2€7Z,,2:-0=0€ldan2-3=0€1
d 0,3€1,3€Z,,3-0=0€ldan3:-3=3€]
e. 0,3€1,4€Z,,4-0=0€ldan4-3=0€1]
f. 0,3€l,5€Z,,5-0=0€ldan5-3=3€1
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Karena ring (Z¢, +,%) bersifat komutatif, maka berlaku pula untuk setiap

x € I dan r € Zg berlaku rx € I. Dengan demikian, terbukti untuk setiap

x € I danr € Zg berlaku rx € I dan xr € I.

Jadi terbukti bahwa I= {0, 3 } merupakan ideal untuk (Zg, +,X).

Setelah mempelajari struktur ring dan struktur lain dalam ring, terdapat
struktur aljabar lain yang juga dilengkapi dengan dua operasi biner. Struktur ini
merupakan struktur yang memiliki karakteristik yang lebih kuat dari ring.
Struktur ini memungkinkan menjadi langkah awal dalam pemahaman struktur

lainnya yang lebih kompleks.

2.1.6 Daerah Integral

Seperti yang telah dijelaskan sebelumnya, daerah integral memiliki
karakteristik yang lebih kuat dibandingkan dengan ring. Daerah integral
merupakan ring komutatif dengan elemen satuan, dimana elemen tak nol
didalamnya tidak memiliki pembagi nol. Sebelum pada definisi daerah integral,
terlebih dahulu mengetahui definisi pembagi nol, yaitu sebagai berikut.
Definisi 2.10. Diberikan ring komutatif R dengan elemen satuan. Suatu elemen
tak nol x € R disebut pembagi nol sejati jika dan hanya jika terdapat elemen tak
nol y € R sehingga xy = 0 (Andari, 2017).
Berikut diberikan contoh dari pembagi nol.

Diberikan ring matriks

u={y ollac}

Akan ditunjukkan bahwa ring (M, +,%) memiliki pembagi nol sejati.

Penyelesaian.
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Misalkan dipilih matriks A # 0 dan B # 0 dimana
[0 31, [0 —4
a=|, O],B_[O O]eM

Perhatikan bahwa,

= oIl
=[5 o

=y 510 o
=[5 o

Karena untuk matriks tak nol A € M terdapat B € M yang tak nol sehingga
memenuhi AB = 0 = BA, maka terbukti bahwa ring M memiliki pembagi nol,

0 3].

yaitu matriks A = [O 0

Perhatikan bahwa jika diberikan sebarang x,y € Z dengan xy = 0 maka
diperoleh x = 0 atau y = 0. Namun, berbeda halnya jika berbicara pada ring
Z1o. Jika %,y € Z,;, dengan x.y = 0, maka dapat dimungkinkan mendapatkan
¥x=2+0 dan y =5 # 0 sehingga 2.5 = 0. Dari kedua fenomena ini, dapat
disimpulkan bahwa pada ring himpunan bilangan bulat Z tidak dapat ditemukan
pembagi nol. Sedangkan pada ring himpunan Z, , dapat ditemukan pembagi nol.
Dalam hal ini, ring komutatif dengan elemen satuan yang tidak memuat pembagi
nol dikelompokkan menjadi struktur ring tersendiri, yaitu daerah integral
(Wahyuni, 2016). Daerah integral didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 2.11. Ring komutatif dengan elemen satuan yang tidak memiliki

pembagi nol disebut dengan daerah integral (Gallian, 2016).
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Sebagai contoh, ring himpunan bilangan bulat Z yang dilengkapi dengan
operasi penjumlahan dan pergandaan (Z, +,X) merupakan daerah integral. Hal
ini dikarenakan pada himpunan Z tidak dapat ditemukan pembagi nol. Jika
diambil sebarang x, y € Z dengan xy = 0 maka diperoleh x = 0 atau y = 0. Hal
ini berarti ring (Z, +,X) tidak memiliki pembagi nol. Akibatnya, (Z,+,X)
merupakan daerah integral.

Selain daerah integral, terdapat jenis struktur ring lainnya, yaitu daerah
ideal utama. Pada daerah integral, terdapat fenomena khusus yaitu jika setiap
ideal dari daerah integral dibangun oleh satu elemen, maka daerah integral yang

demikian disebut dengan daerah ideal utama (Wahyuni, 2016).

2.1.7 Daerah Ideal Utama

Pada subbab sebelumnya, telah dibahas mengenai ideal, pada subbab ini
akan dibahas terlebih dahulu mengenai ideal yang lebih khusus, yaitu ideal
utama. Istilah ideal utama muncul dari sifat daerah integral pada himpunan
bilangan bulat Z (Wahyuni, 2016). Pada ring Z, sebarang bilangan bulat k, kZ
atau dapat didefinisikan sebagai kZ = {kx|x € Z} merupakan ideal yang
dibangun oleh satu elemen, yaitu {k}. Lebih sederhananya, ideal kZ dapat
dihasilkan oleh elemen k. Untuk lebih jelasnya, ideal utama didefinisikan
sebagai berikut.
Definisi 2.12. Misalkan I ideal dari ring R. Ideal I disebut sebagai ideal utama
atau ideal pokok jika terdapat x € R sehingga [ = {xr|r € R} atau lebih
sederhananya I dapat dihasilkan atau dibangun oleh satu elemen. Lebih lanjut,

ideal utama I dapat dituliskan dengan notasi
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I = (x) = {xr|r € R}
maka x disebut sebagai pembangun dari suatu ring R (Andari, 2017).
Berikut diberikan contoh dari ideal utama.
Misalkan diberikan ring komutatif dengan elemen satuan (Z;,, +,X) dimana
Z., =1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11} dan ideal A ={0,3,6,9} S Z;,. Akan
ditunjukkan bahwa ideal A dibangun oleh 3.
Penyelesaian.
Perhatikan bahwa, elemen-elemen pada ideal A dapat dituliskan sebagai
A = [3E|k € Z,,)
= (3)
Karena dapat ditemukan 3 € Z,, sehingga ideal A dapat dihasilkan dari elemen
3 € Z,,, maka dapat dikatakan bahwa ideal A dibangun oleh 3.

Perlu diketahui, tidak semua ideal pada ring merupakan ideal utama. Pada
ring himpunan bilangan bulat Z, setiap idealnya merupakan ideal utama. Hal ini
dikarenakan setiapa ideal pada ring himpunan bilangan bulat Z berbentuk nZ.
Oleh karenanya, setiap ideal pada ring himpunan bilangan bulat Z dapat

dituliskan dalam bentuk nZ = {nk|k € Z} = (n). Namun, ideal I =

{(Z g) |a,b € R} C M,(R) bukan merupakan ideal utama. Hal ini

dikarenakan tidak dapat ditemukan elemen di M,(R) sehingga dapat
membangun ideal I. Fenomena inilah yang menjadi motivasi definisi daerah

ideal utama.
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Definisi 2.13. Daerah ideal utama merupakan daerah integral yang setiap
idealnya dibangun oleh satu elemen, atau setiap idealnya merupakan ideal utama
(Wahyuni, 2016).

Contoh sederhana dari daerah ideal utama adalah (Z, +,X). Sebelumnya telah
dibahas bahwa setiap ideal di ring (Z, +,X) merupakan ideal utama. Dan telah
diketahui pula pada subbab sebelumnya bahwa himpunan bilangan bulat Z yang
dilengkapi operasi penjumlahan dan pergandaan merupakan daerah integral.
Dengan demikian, dapat disimpulkan bahwa (Z, +,X) merupakan daerah ideal
utama.

Pada daerah ideal utama, konsep elemen prima atau unsur prima memiliki
peran penting dalam memahami struktur elemen di dalamnya. Konsep ini
merupakan perluasan dari bilangan prima dalam bilangan bulat, tetapi berlaku
pada domain yang lebih umum. Elemen prima berkaitan erat dengan struktur
ideal utama dan dapat mendeskripsikan sifat faktorisasi unik dari elemen-elemen
tak nol dan bukan elemen identitas dalam daerah ideal utama. Berikut diberikan
definisi dari unsur prima dalam daerah integral.

Definisi 2.14. Misalkan R merupakan daerah integral. Elemen tak nol p € R
disebut prima di R jika ideal (p) yang dibangun oleh p merupakan ideal prima.
Dengan kata lain, elemen tak nol p merupakan elemen prima jika p bukan
elemen identitas dan untuk setiap a,b € R, jika p|ab maka p|a atau p|b
(Dummit & Foote, 2004).

Berikut diberikan contoh untuk unsur prima di daerah integral.

Polinomial x? + 1 € Q[x] adalah unsur prima karena tidak dapat difaktorkan

lebih lanjut dalam doamain Q[x]. Jika x? 4+ 1 dapat difaktorkan, maka
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faktorisasi tersebut harus berupa dua polinomial berderajat satu dalam Q[x].
Tetapi, polinomial x? + 1 = (x —a)(x — b) untuk a,b € Q tidak mungkin
memiliki solusi karena x2 + 1 = 0 tidak memiliki akar dalam bilangan rasional.
Dengan demikian, x? + 1 tidak dapat difaktorkan lebih lanjut.

Pada teori grup, telah dikenal grup abelian yaitu himpunan yang dilengkapi
dengan satu operasi biner dan memenubhi sifat komutatif. Pada teori ring, dapat
ditemukan struktur yang lebih banyak dengan dua operasi biner (penjumlahan
dan perkalian). Akan tetapi, terdapat beberapa kasus yang tidak dapat ditangani
oleh kedua teori ini seperti dalam mempertimbangkan tindakan elemen-elemen
pada suatu ring terhadap himpunan. Oleh karenanya, terdapat struktur modul

yang menggabungkan ide dari teori grup dan teori ring.

2.1.8 Modul
Seperti yang telah dijelaskan sebelumnya, modul menggabungkan ide
pada teori grup dan teori ring yang tidak hanya mempelajari operasi penjumlahan
saja, tetapi juga bagaimana menganalisis elemen di ring dapat mengubah elemen
pada modul dengan perkalian skalar.
Definisi 2.15. Diberikan ring (R, +,X) dengan elemen satuan.
1. R — modul kiri atau modul kiri atas R merupakan grup abelian M yang
dilengkapi dengan pemetaan perkalian skalar
o:RXM->M
yang memenuhi aksioma-aksioma berikut.
a.ac(m+n)=aom+aon

b.(a+b)em=aom+bon
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c. (ab)om =ao (bm)

d.lem=m

untuk setiap a,b € Rdanm,n € M

2. R — modul kanan atau modul kanan atas R merupakan grup abelian M
yang dilengkapi dengan pemetaan perkalian skalar
ot MXR->M

yang memenuhi aksioma-aksioma berikut.

a. (m+n)ea=moa+noa

b.mo(a+b)=moa+mob

c. mo(ab) = (ma)ob

dmoel=m

untuk setiap a,b € Rdanm,n € M
(Adkins & Weintraub, 1995).
Pada dasarnya modul kiri dan modul kanan sama, yang membedakan keduanya
adalah perkalian terhadap skalarnya dari arah kiri atau kanan. Selanjutnya, pada
penelitian ini akan berfokus pada R-modul kiri yang kemudian disebut dengan
R-modul. Berikut diberikan contoh untuk R-modul.

Diberikan suatu ring (Z, +,%) dan grup abelian M, dimana

w=(i esees
dengan perkalian skalar
XM ->M
merupakan suatu Z — modul.

Penyelesaian.
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Jelas bahwa M merupakan grup abelian. Kemudian dimisalkan a,b € Z dan
[ _ [l my . ..
P,Q € M dengan P = [k O]’ Q= [n 0] dimana i,j,k,l,m,n € Z. Akan

ditunjukkan bahwa Z — modul M memenuhi aksioma-aksioma berikut.

1. a(P+Q)=aP+aQ

a(P+Q)=a([,i é]+[fl i),

K (PRERANS)

fa(i+1) a(G+m)
la(k+n) a(0+0)

fai +al aj+am
lak +an a0+ a0

o~

_[ai aj [al am

lak a0 an a0
=af, ol+al, 7
=aP + aQ

2. (a+b)P =aP + bP
(a+b)P=(a+b)[li {)]

__[(a+b)i (a+b)j
~ lla+b)k (a+b)O

=[ai+bi aj + bj

ak + bk a0+ b0

=[ai aj]_l_[bi bj

ak a0 bk b0
=af, o+l ol
=aP + bP

3. (ab)P = a(bP)
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(ab)P = (ab) [;{ {)]

_[(ab)i (ab)j
"~ l(ab)k (ab)0

_[a(bi) a(bj)
~ la(bk) a(b0)

bi bj
-4 bllc b{)
=a(s[, 7))
= a(bP)
4, 1P =P
1P=1[li {)]
1 1j
:[1k 1(0)
1

=P
Dengan demikian, terbukti bahwa Z — modul M merupakan suatu modul.
Jika pada grup dan ring terdapat subgrup dan subring, begitu pula pada modul,
yang dikenal sebagai submodul sebagaimana didefinisikan sebagai berikut.
Definisi 2.16. Himpunan bagian takkosong S dari R —modul M adalah submodul
jika S merupakan subgrup dari M terhadap operasi yang sama pada M dan S
merupakan modul atas R terhadap operasi pergandaan skalar yang sama dengan
dengan operasi pergandaan pada R —modul M (Roman, 2008).
Berikut juga diberikan teorema syarat cukup dan perlu untuk menjadi submodul,

yaitu sebagai berikut.
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Teorema 2.17. Subhimpunan takkosong S dari R-modul M merupakan
submodul jika dan hanya jika S tertutup terhadap kombinasi linier, yaitu
Va,f €R,uve€Sberlakuau+ v es
(Roman, 2008).
Teorema 2.18. Jika M, dan M, submodul dari M, maka M; + M, dan M; N M,
merupakan submodul dari M (Roman, 2008).
Bukti.
Misalkan M; dan M, submodul dari M, kemudian akan ditunjukkan
1. M; + M, submodul di M
a. Akan ditunjukkan M; + M, = M
Ambil u € M; + M,, artinya u = u; + u, dengan u; € M; € M dan
u, € M, € M. Perhatikan bahwa karena M tertutup terhadap operasi
penjumlahan maka
u=u t+tu, €M
Jadi, M; + M, € M.
b. Akan ditunjukkan M; + M, takkosong.
Berdasarkan yang telah diketahui, M; dan M, merupakan submodul dari
M. Hal ini mengakibatkan M; dan M, merupakan modul. Pilih 0 € M,
dan 0 € M,, sehingga diperoleh
0=0+0€M, +M,
Jadi, M; + M, # Q.

c. Akan ditunjukkan syarat cukup dan perlu untuk suatu submodul.
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Ambil a, 8 € R danu, v € M; + M,. Artinyau = u; + u, dimana u; €
M; dan u, € M, serta v=v; +v, dimana v; € M;dan v, € M,.
Perhatikan bahwa,

au + v = a(u, + u,) + f(v, + v,)

= qu; + au, + fv, + v,

(auy + Bvy) + (auy + fv,)
Karena u;,v; € M; dan u,,v, € M, maka auy,fv, € M; dan
au,, Bv, € M,. Akibatnya, au; + fv; € M; dan au, + fv, € M,
sehingga (au; + Bvy) + (au, + Bv,) € My + M,.
Jadi, M; + M, submodul dari M.
Berdasarkan uraian dari a-c, maka terbukti bahwa M; + M, submodul dari M.
2. M;NnM,
a. Akan ditunjukkan M; " M, € M
Ambil u € M; N M,, artinya u € M, dan u € M,. Karena M; € M dan
M, € M makau € M.
Jadi, M, N M, € M.
b. Akan ditunjukkan M; N M, # @
Pilih 0 € M, dan 0 € M,, sehingga M; N M, = 0.
Jadi, M; N M, + @.
c. Akan ditunjukkan syarat cukup dan perlu untuk suatu submodul.
Ambil @, € R dan u,v € M; N M,. u € M; N M, artinya u € M; dan
u € M, serta ve M; N M, artinya v € M; dan v € M,. Berdasarkan

yang telah diketahui, M; submodul dari M dan u, v € M; maka
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au+ fv € M, (2.1)
Berdasarkan yang diketahui, M, submodul dari M dan u,v € M, maka
au+ fv € M, (2.2)
Dari persamaan (2.1) dan (2.2) diperoleh
au+ v € My N M,
Berdasarkan uraian dari a-c, maka terbukti bahwa M; + M, submodul dari M.
Berikut diberikan contoh dari submodul.
Himpunan bilangan bulat Z dapat dipandang sebagai Z —modul. Pada subbab-
subbab sebelumnya telah diketahui bahwa subhimpunan nZ = {np|p € Z} € 7Z
yang dilengkapi operasi penjumlahan merupakan subgrup dari (Z,+). Oleh
karenanya dengan mudah dapat disimpulkan bahwa himpunan bilangan bulat
kelipatan n nZ merupakan submodul dari himpunan bilangan Z sebagai Z —
modul.

Setelah mengenal konsep struktur modul secara umum sebagai fondasi utama
dalam teori modul, pembahasan akan dilanjutkan dengan mengeksplorasi
berbagai struktur lain pada modul. Beberapa struktur penting yang akan dibahas
meliputi modul primer, modul bebas, modul torsi, dan beberapa konsep-konsep

yang terkait dalam struktur modul.

2.1.7.1 Modul Z,, atas Z
Sebelum lanjut pada pembahasan, akan dibahas terlebih dahulu
mengenai contoh lain terkait modul atas ring. Pada subbab sebelumnya telah

dibahas bahwa Z,, yang dilengkapi oleh operasi penjumlahan merupakan grup
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abelian. Selanjutnya, akan dibentuk modul Z,, atas Z dengan menambahkan
perkalian skalar dengan himpunan bilangan bulat Z, yaitu
ot 7 X Ly = L.

Operasi perkalian skalar dilakukan dengan bilangan bulat pada
himpunan bilangan bulat Z, yaitu untuk setiap a € Z,, dan suatu scalar k € Z
berlaku

koa=ka
Selanjutnya ditunjukkan bahwa modul Z,, atas Z memenuhi aksioma-aksioma
pada modul, yaitu sebagai berikut.
Untuk setiap a, b € Z dan x, y € Z, berlaku,
1. aec(k+y)=ackx+acy
Perhatikan bahwa,
ao(X+y)=a°(x+y)
— A+
—axtay
=ax + ay
=aox+aoy
2. (a+b)ox=aox+box
Perhatikan bahwa,

(a+b)ox=(a+b)x

3. (ab)ex=ao(box)
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Perhatikan bahwa,

(ab) o x = (ab)x

= a(bx)
=aobx
=ao(boX)
4., lox=x
Perhatikan bahwa,
lox=1x
=X

Berdasarkan uraian 1-4, terlihat bahwa Z, sebagai Z-modul memenuhi

aksioma-aksioma modul.

2.1.7.2 Annihilator

Setelah mengenal mengenai submodul, terdapat beberapa kasus
dimana elemen-elemen ring yang ketika dikalikan dengan elemen tertentu
pada modul selalu menghasilkan nol. Sebagai contoh pada modul 2Z atas Z
dimana 2Z merupakan himpunan bilangan genap. Perhatikan bahwa jika
2,3 € Z dikalikan dengan 8 € 2Z, maka 2-8 =16 € 2Z dan 3-8 =24 €
27. Namun, jika diambil 0 € Z dikalikan dengan sebarang elemen z = 2k €
27 menghasilkan 0. Fenomena ini yang membawa pada konsep annihilator
yang merupakan himpunan elemen-elemen ring yang dapat mengenolkan
sebarang elemen di modul. Annihilator didefinisikan sebagai berikut.
Definisi 2.19. Annihilator dari elemen x € M sebagai R —modul adalah

ann(x) = {r € R|rx = 0}
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dan annihilator dari submodul S dari M adalah
ann(S) = {r € R|rS = {0}}
dimana rS = {rs|s € S} (Roman, 2008).
Sebagai contoh dari annihilator adalah misalkan diberikan modul Z¢ sebagai
Z, — modul. Annihilator dari 3 € Z, sebagai Z, —modul adalah

anng (3) = {r € Zs|r3 = 0} = {0, 2,4}

2.1.7.3 Modul Primer
Pada subbab ini akan dibahas mengenai modul primer. Modul primer
merupakan modul yang memiliki order perpangkatan dari bilangan prima.
Untuk lebih jelasnya, modul primer didefinisikan sebagai berikut.
Definisi 2.20. Misalkan diberikan R daerah integral dan p merupakan unsur
prima di R. Suatu R-modul M disebut modul primer (p-primer) jika ann(M)
adalah perpangkatan dari p (Adkins & Weintraub, 1995).
Berikut diberikan contoh dari modul primer.
Himpunan bilangan bulat modulo 4, yaitu Z, yang dipandang sebagai Z-
modul merupakan modul primer. Hal ini dikarenakan annihilator dari Z,
dibangun oleh perpangkatan dari bilangan prima p = 2. Untuk lebih jelasnya,
perhatikan uraian berikut.
ann(Z,) = 47
= (4)
= (22)
Karena ann(Z,) = (22), maka terbukti bahwa Z, merupakan suatu modul

2 — primer.
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2.1.7.4 Modul Bebas

Pada subbab ini akan dibahas mengenai modul bebas. Sebelum
mengenal modul bebas, terlebih dahulu akan dibahas mengenai himpunan
pembangun pada modul dan modul yang bebas linier. Berikut didefinisikan
himpunan pembangun dari suatu modul.
Definisi 2.21. Modul yang dibangun oleh subhimpunan S dari modul M
adalah himpunan semua kombinasi linier dari elemen di S, atau dapat ditulis
dengan

(S)={nu, +nuy, + -+ nu, | €R,u; €S}

Subhimpunan S € M disebut pembangun M atau M = (S) (Roman, 2008).
Berikut diberikan contoh dari himpunan pembangun.
Misalkan Z sebagai Z-modul dan subhimpunan S = {3,6,9,12} € Z. Pada
subbab-subbab sebelumnya dapat dilihat bahwa submodul dari himpunan
bilangam bulat Z berbentuk nZ dengan n € Z. Hal in1 berarti submodul-
submodul dari himpunan bilangan bulat Z yang memuat himpunan S adalah
himpunan bilangan bulat kelipatan tiga 3Z dan Z. Oleh karena itu, submodul
yang dihasilkan oleh S adalah himpunan bilangan bulat kelipatan tiga, yaitu
3Z.
Kemudian didefinisikan pula untuk modul yang bebas linier, yaitu sebagai
berikut.
Definisi 2.22. Misalkan M adalah R —modul, dan S himpunan bagian M.
Himpunan S dikatakan bebas linier jika untuk setiap r; € R dan v; € S untuk
semua memenuhi

v, + -+ 10, = 0makar; = O untuk semuai =1,2,..,n
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(Roman, 2008).
Berikut diberikan contoh untuk himpunan yang bebas linier. Misalkan
diberikan himpunan A = {(0,1),(1,0)} di Z X Z sebagai Z — modul.
Perhatikan bahwa,
r,(0,1) + r,(1,0) = (0,0)
(0,m1) + (15,0) = (0,0)
(r2,m1) = (0,0)
sehingga diperoleh r; = 0 dan r, = 0 dan berakibat 7,(0,1) + r,(1,0) =
(0,0). Dengan demikian, himpunan A bebas linier.
Setelah mengenal himpunan yang membangun dan bebas linier pada modul,
selanjutnya akan didefinisikan modul bebas. Modul bebas merupakan modul
yang memiliki basis, yaitu subhimpunan yang bebas linier dan membangun.
Definisi 2.23. Misalkan diberikan modul N atas R. Subhimpunan B € N
disebut suatu basis bagi N jika B bebas linier dan membangun N. N dikatakan
R —modul bebas jika N = {0} atau dalam arti himpunan N memiliki basis
(Roman, 2008).
Sebagai contoh dari modul bebas yaitu setiap ring komutatif dengan elemen
satuan dan jika R adalah daerah integral, R adalah R —modul bebas dengan

basis {1}.

2.1.7.5 Modul Torsi
Pada subbab sebelumnya telah diketahui bahwa himpunan Z
merupakan daerah integral, sehingga tidak dapat ditemukan pembagi nol.

Namun, berbeda pada Z;5 yang dipandang sebagai Z modul, dimana dapat
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ditemukan 3 € Z dan 5 € Z;s sehingga mengakibatkan 3 -5 = 0. Elemen-

elemen yang mengakibatkan hasil perkaliannya dengan elemen di modul

menjadi nol disebut elemen torsi. Untuk memperjelas, berikut definisi modul

torsi.

Definisi 2.24. Unsur tak nol v € M sebagai suatu R —modul disebut unsur

torsi jika ada unsur tak nol r € R sehingga rv = 0. Modul dikatakan modul

bebas torsi jika tidak memiliki unsur torsi. Modul torsi adalah modul yang

setiap unsur tak nolnya merupakan unsur torsi. Gabungan dari semua unsur

torsi dan unsur {0} dilambangkan dengan M,,,., atau dapat ditulis dengan
M, = {0} U {v € M|v unsur torsi}

(Roman, 2008).

Lebih lanjut, modul yang tidak memiliki unsur torsi disebut dengan modul

bebas torsi.

Contoh dari modul torsi adalah Z —modul Z, , karena setiap unsur tak nol di

Z, ={0,1,2,3,4,5, 6} dikalikan dengan 0 # 7 € Z menghasilkan 0 € Z,.

2.1.7.6 Modul atas Daerah Ideal Utama

Pada subbab-subbab sebelumnya telah mengenal berbagai macam
struktur modul. Pada subbab ini akan dibahas struktur modul yang lebih
kompleks, yaitu struktur modul atas daerah ideal utama.
Definisi 2.25. Misalkan R adalah daerah ideal utama dan M merupakan R-
modul. Jika N submodul dari M, maka setiap pembangun dari ann(N)
disebut sebagai order dari N. Sedangkan orde dari v € M adalah orde dari

submodul (v) (Roman, 2008).
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Berikut diberikan contoh order.

Misalkan diberikan Z;, sebagai Z-modul, dan N = (4)={0,4,8]}.
Annihilator dari N adalah himpunan unsur di Z yang mengenolkan setiap
elemen pada N, yaitu 3 € Z. Dengan demikian, annihilator dari N adalah ideal
yang dibangun oleh 3, yaitu ann(N) = (3) = 3Z.

Setelah memahami konsep order dari suatu submodul dan peran annihilator
dalam mendeskripsikan elemen-elemen yang mengenolkan submodul dapat
dilihat sifat khusus yang muncul dalam modul dengan elemen torsi. Elemen
torsi merupakan elemen yang memiliki annihilator bukan nol. Namun,
terdapat struktur modul dimana satu-satunya elemen yang memiliki
annihilator nol, yaitu elemen nol itu sendiri. Untuk lebih jelasnya, struktur
yang demikian didefinisikan sebagai berikut.

Definisi 2.26. Misalkan R daerah ideal utama dan M merupakan R-modul.
Jika unsur torsi pada M hanyalah unsur 0, maka M disebut sebagai modul
bebas torsi (Wardhana, 2022).

Contoh dari modul bebas torsi adalah Z sebagai Z-modul. Karena tidak

ditemukan unsur tak nol r, v € Z sehingga rv = 0.

2.1.7.7 Jumlah Langsung

Pada subbab ini akan dibahas mengenai jumlah langsung suatu
modul dari submodul-submodulnya. Jumlah langsung didefinisikan sebagai
berikut.
Definisi 2.27. Suatu modul M atas R —modul merupakan jumlah langsung

(dalam) dari suatu kumpulan H = {S;|i € I} dari submodul di M, ditulis



38

M =@ H atau M zeaiel Si
jika memenubhi syarat-syarat berikut:

1. M merupakan jumlah dari himpunan H

V:Z.Sl

i€l
2. Uuntuk setiap i € I, berlaku
S;n z s, | =0
j#i
(Roman, 2008).

Pada kasus ini, setiap S; dikatakan sebagai direct summand dari M.
Jika H = {S,, ..., S} merupakan kumpulan yang berhingga, maka direct sum
juga dapat dituliskan dengan

M=5®&..®S,

Dengan demikian, jika M = S @ T, maka S dikatakan sebagai terkomplemen
dan T dikatakan sebagai komplemen dari S di M (Roman, 2008).
Berikut diberikan contoh untuk jumlah langsung dari suatu modul.
Misalkan diberikan modul M = Zg sebagai modul atas Z, submodul S; =
{0,2,4} merupakan penjumlahan langsung dari Zg . Hal ini dikarenakan
terdapat submodul S, = {0, 3} sedemikian sehingga S; + S, = Z¢ dan S; N
S, = {0}. Dengan demikian, modul M dapat dituliskan sebagai jumlah
langsung dari submodul S; dan S, atau dapat dituliskan sebagai

M=S5 @S,
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2.1.7.8 Dekomposisi Modul

Dekomposisi secara bahasa berarti suatu proses penguraian menjadi
bentuk yang lebih sederhana (Kemendikbud, 2016). Dekomposisi modul
berarti menguraikan atau memecah struktur modul menjadi bentuk yang lebih
sederhana, yaitu submodul. Suatu modul yang dibangun secara hingga atas
daerah ideal utama dapat didekomposisikan menjadi jumlah langsung
submodul-submodul siklis, sebagaimana pada teorema berikut.

Teorema 2.28. Misalkan diberikan modul M # 0 yang dibangun secara
hingga atas daerah ideal utama R. Jika u(M) = n atau bilangan terkecil yang
membangun R — modul M adalah n, maka M isomorfik ke jumlah langsung
submodul-submodul siklik
M = Rw; @ Rw, @ ... D Rw,

sehingga memenuhi

R # ann(w;) 2 ann(w,) 2 -- 2 ann(w,) = ann(M)
(Adkins & Weintraub, 1995).

Terdapat beberapa langkah dalam mendekomposisikan modul
tersebut. Langkah pertama dalam mendekomposisikannya adalah dengan
memecah modul menjadi modul bebas dan modul torsi, sebagaimana teorema
berikut.

Teorema 2.29. Jika M merupakan modul yang dibangun secara hingga atas
daerah ideal utama R, maka

M = Meor © Mpyee
dimana Mg, merupakan submodul bebas dari M dan M, merupakan

submodul torsi dari M (Wardhana, 2022).
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Lebih lanjut, submodul bebas dengan suatu basisnya misalkan
{wy,w,, ...,w,} maka dapat menuliskan modul M dalam bentuk jumlah
langsung

M = (w;) D (wy) D ... D (wy,) D M,
dimana submodul siklik {(w;) memiliki annihilator nol (Roman, 2008).
Sedangkan modul torsi atas daerah ideal utama dapat didekomposisikan

menjadi submodul-submodul primer.

2.2 Kajian Topik dengan Al-Qur’an

Dekomposisi secara bahasa diartikan sebagai suatu proses penguraian
menjadi bentuk yang lebih sederhana (Kemendikbud, 2016). Pada penelitian ini,
dekomposisi diterapkan pada struktur modul, yaitu mendekomposisikan modul Z,,
menjadi submodul-submodul siklis. Tujuan dari dekomposisi ini adalah untuk dapat
melihat sifat struktur modul dan keterkaitan antara submodul-submodulnya. Setiap
submodul ini jika disatukan akan membentuk suatu kesatuan struktur modul.
Konsep dekomposisi tidak hanya digunakan pada matematika, tetapi juga dalam
konteks spiritual, sebagaimana firman Allah SWT pada Q.S Al-Bayyinah ayat 6-7
yang memecah golongan manusia berdasarkan keimanan dan amal perbuatannya.
Dalam firman tersebut manusia terbagi menjadi dua golongan, yakni golongan
orang-orang kafir dan orang-orang yang beriman serta beramal saleh.

Konsep amal saleh yang dijelaskan pada ayat tersebut tidak hanya
menunjukkan keutamaan manusia sebagai makhluk terbaik, tetapi juga
menunjukkan bagaimana keteraturan dan keselarasan kehidupan tercipta melalui

amal dan iman. Allah SWT mengapresiasi amal-amal tersebut dengan rahmat dan



41

pahala berupa surga dan kedudukan mulia. Rahmat Allah SWT ini dijelaskan lebih
luas dalam firman-Nya Q.S Al-Fatihah ayat 1 melalui sifat-Nya sebagai Ar-Rahman

dan Ar-Rahim (Kemenag, 2024).

G 2 AN D s
Artinya: “Dengan menyebut nama Allah yang Maha Pengasih lagi Maha
Penyayang”

Firman Allah SWT ini mengandung makna mendalam tentang kasih sayang
dan kekuasaan Allah SWT. Wahyu tersebut menegaskan bahwa setiap aktivitas
hendaknya dimulai dengan menyebut nama Allah SWT. Hal ini dilakukan sebagai
wujud ketergantungan dan kesadaran manusia terhadap kekuasaan-Nya. Dengan
mengucapkan kalimat basmalah menunjukkan bahwa seseorang menyerahkan
segala urusannya kepada Allah SWT. Para ulama’ menyebutkan bahwa dalam
memulai suatu pekerjaan diharapkan pekerjaan tersebut dapat kekal disisi Allah
SWT, yang diharapkan kekal disini adalah pahala, dengan begitu dapat diraih di
hari kiamat (Shihab, 2000).

Sifat Allah SWT Ar-Rahman dan Ar-Rahim pada firman ini menunjukkan
betapa luasnya kasih sayang Allah SWT kepada hamba-Nya. Ar-Rahman merujuk
pada kasih sayang Allah SWT secara umum dan mencakup seluruh makhluk-Nya
tanpa terkecuali, baik yang beriman maupun tidak beriman. Rahmat ini diberikan
oleh Allah SWT sebagai bentuk kemurahan Allah SWT pada semua makhluk-Nya.
Setiap makhluk hidup, meliputi manusia, hewan, dan tumbuhan merasakan rahmat
ini dalam bentuk rezeki, kesehatan, udara, dan segala kenimatan hidup. Meskipun
seseorang berada dalam kekufuran dan maksiat, rahmat Ar-Rahman tetap

menyentuhnya selama ia hidup.inilah bentuk kasih sayang yang tidak terbatasi oleh
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kondisi dan perbuatan manusia. Sebagai contoh, orang kafir yang tidak
mempercayai atau mengimani Allah SWT juga mendapatkan rahmat Ar-Rahman
sekalipun dapat menikmati harta, keberhasilan, dan kenikmatan dunia. Hal ini
menunjukkan bahwa rahmat Allah SWT mencakup seluruh makhluk tanpa kecuali.
Akan tetapi, rahmat ini hanya berlaku dalam kehidupan dunia, rahmat Ar-Rahman
ini tidak berlanjut jika kehidupan dunia telah berakhir bagi mereka yang tidak
beriman dan menolak kebenaran. Dengan demikian, rahmat Ar-Rahman Allah SWT
meliputi keseluruhan makhluk bersifat sementara di dunia. Sedangkan yang kekal
adalah sifat Ar-Rahim Allah SWT sampai di kehidupan selanjutnya (Shihab, 2000).

Rahmat Rahim Allah SWT hanya dapat dinikmati di kehidupan akhirat. Sifat
Ar-Rahim Allah SWT menggambarkan kasih sayang Allah SWT yang bersifat
khusus yang hanya diberikan kepada orang-orang yang beriman dan taat kepada-
Nya. Kasih sayang ini meliputi petunjuk atau hidayah, ketenangan jiwa, ampunan
dosa, dan perlindungan Allah SWT dalam menghadapi kesulitan hidup. Berbeda
dengan rahmat Ar-Rahman, rahmat Ar-Rahim hanya diberikan kepada mereka yang
berusaha mendekatkan diri kepada Allah SWT dengan iman dan amal saleh. Oleh
karena itu, rahmat Ar-Rahim Allah SWT bersifat lebih khusus, sebagai bentuk kasih
sayang Allah SWT yang paling sempurna dan hanya didapatkan oleh mereka yang
mendapatkan ridho-Nya. Rahmat inilah yang dinantikan di hari kiamat kelak,
berupa keselamatan akan siksa neraka dan kenikmatan surga bagi mereka yang
disebut dengan sebaik-baiknya makhluk pada Q.S Al-Bayyinah ayat 7. Sifat Ar-
Rahim memberikan jaminan bahwa hamba yang taat tidak hanya akan memperoleh

kebaikan di dunia, tetapi juga di akhirat.
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Sifat Ar-Rahman dan Ar-Rahim Allah SWT memperlihatkan betapa luas dan
adilnya kasih sayang-Nya dalam mengatur kehidupan makhluk-Nya. Rahmat-Nya
tidak terbatas pada orang-orang yang beriman, melainkan menjangkau seluruh
makhluk tanpa terkecuali sebagai bentuk kemurahan-Nya. Akan tetapi, ketika
kehidupan dunia berakhir hanya mereka yang beriman yang mendapatkan rahmat
khusus di akhirat. Konsep inilah yang ditegaskan kembali pada firman yang lain,
yaitu Q.S Al-Mukminun ayat 109-110 (Kemenag, 2024).

HEEE ) ape Gl e SIUEREEEG I S5k teabe 15 5 0804

Artinya: “Sesungguhnya segolongan dari hamba-hamba-Ku berdoa, “Ya Tuhan
kami, kami telah beriman, maka ampunilah kami dan berilah kami rahmat. Engkau
adalah sebaik-baik pemberi rahmat.”(109) Lalu, kamu jadikan mereka bahan
ejekan sehingga itu membuatmu lupa mengingat-Ku dan kamu (selalu)
menertawakan mereka”

Pada firman Allah SWT tersebut diperlihatkan dua golongan manusia, yaitu
orang-orang beriman yang selalu memohon rahmat dan ampunan serta orang-orang
kafir yang mengejek dan meremehkan mereka. Pada ayat 109 ditunjukkan bahwa
di dunia terdapat hamba-hamba Allah SWT yang beriman dan memohon ampunan
serta rahmat-Nya. Mereka tidak hanya mengakui keimanan dengan lisan, tetapi juga
memohon ampunan dan rahmat dari Allah SWT. Hal ini menunjukkan bahwa
mereka memahami bahwa iman saja tidak cukup tanpa ampunan dan rahmat Allah
SWT. Permohonan dalam ayat ini mengisyaratkan kesadaran bahwa meskipun telah
beriman dan berbuat baik, manusia tetap rentan melakukan dosa dan kesalahan.
Mereka mengandalkan kasih sayang Allah dengan penuh kesadaran bahwa hanya

dengan iman dan ampunan Allah SWT mereka dapat selamat. Doa-doa yang

dipanjatkan tersebut menjadi cerminan ketaatan dan harapan untuk mendapatkan
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rahmat Allah SWT yang berlanjut di kehidupan akhirat. Selain itu, penyebutan
“Engkau (Allah SWT) adalah sebaik-baiknya pemberi rahmat” menunjukkan
pengakuan terhadap kesempurnaan kasih sayang Allah SWT. Hal ini menekankan
betapa pentingnya rahmat Ar-Rahim yang bersifat khusus bagi orang yang beriman
dan berlanjut di kehidupan akhirat.

Pada ayat selanjutnya dijelaskan orang-orang munafik, yaitu mereka yang
mengejek dan merendahkan orang beriman. Ejekan tersebut menunjukkan
keangkuhan dan kesombongan mereka karena merasa lebih tinggi dari segi status
sosial, kekayaan, atau keyakinan. Akibat dari mereka yang sering mengejek dan
menertawakan orang beriman, mereka lalai dari mengingat Allah SWT dan semakin
jauh dari petunjuk yang Allah SWT berikan. Kaum kafir menjadi lalai dan terasing
dari kebenaran karena memusuhi ajaran Islam dengan mengejek kaum yang
menganutnya (Shihab, 2002c). Sikap mereka ini menunjukkan tidak hanya
merendahkan manusia, tetapi juga penghinaan secara tidak langsung pada ajaran
Allah SWT. Hal ini menunjukkan bahwa mereka terlena dengan kehidupan duniawi
dan mengabaikan konsekuensi kehidupan di akhirat. Akhirnya, mereka menyesal
karena rahmat Allah SWT di akhirat hanya diberikan pada orang-orang beriman.
Sedangkan bagi mereka yang menolak atas kebenaran risalah Islam terhalang dari

rahmat Ar-Rahim Allah SWT.

2.3 Kajian Topik dengan Teori Pendukung
Pada penelitian ini, digunakan teorema untuk mendekomposisikan modul Z,,

atas 7Z, yaitu sebagai berikut.
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Teorema 2.30. Misalkan diberikan modul torsi M atas daerah ideal utama R yang
memiliki order
H=prips” Dy
dimana p; merupakan bilangan prima berbeda dan tidak saling terkait di R. M dapat
didekomposisikan menjadi jumlah langsung
M=M, &M, & ..06M,,
dimana

MpizﬁMz{vEMmiei-v:O}

l

merupakan submodul primer yang memiliki order pf ', Dekomposisi pada modul M
ini disebut dengan dekomposisi primer dari M (Roman, 2008).
Pada penelitian ini akan ditunjukkan bahwa modul Z, atas Z dapat

didekomposisikan menjadi jumlah langsung submodul-submodul primer.



BAB III

METODE PENELITIAN

3.1 Jenis Penelitian

Metode yang diterapkan dalam penelitian ini adalah studi literatur. Studi
literatur merupakan proses sistematis untuk mengumpulkan, meninjau, dan
menganalisis informasi dari berbagai sumber yang relevan dengan topik penelitian
(Creswell & Creswell, 2003). Penelitian ini dilakukan dengan menganalisis
berbagai sumber literatur seperti artikel, buku dan lain-lain yang membahas tentang

dekomposisi modul, khususnya pada dekomposisi primer modul Z,, atas Z.

3.2 Pra Penelitian
Langkah-langkah yang dilakukan oleh peneliti sebelum menulis penelitian ini
adalah :
1. Mempelajari konsep dasar dari ring.
2.  Mempelajari konsep dasar modul atas ring.
3. Mempelajari dan memahami konsep yang berhubungan dengan modul Z,
atas Z.

4. Mempelajari mengenai konsep dekomposisi primer pada modul.

3.3 Tahap Penelitian
Pada penelitian ini akan dilakukan beberapa langkah, yaitu:

1. Melengkapi pembuktian teorema dekomposisi primer dari modul torsi.

46
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Menunjukkan modul Z,, atas Z merupakan modul torsi atas daerah ideal

utama.

Mengidentifikasi langkah-langkah mendekomposisikan modul Z, atas Z

berdasarkan teorema dekomposisi primer.

a.

b.

Menentukan annihilator dari modul Z,, atas Z.

Menentukan order u dari modul Z,, atas Z dan menentukan faktorisasi
prima dari u sebagai p = p;*ps? ...p ¥ dimana py, ps, .., pr Merupakan
bilangan prima berbeda di himpunan bilangan bulat Z.

Menentukan submodul-submodul primer dari modul Z, atas Z, yaitu
_ K _ K _Hu
M, = Ezn,Mm = Ezn, oy My, = ﬁzn

Menyimpulkan modul Z,, atas Z sebagai jumlah langsung submodul-

submodul primer, yaitu Z,, = -5 Z, ® 57y, @ ... ® % Zy,.
P vs Dy



BAB IV

HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini terlebih dahulu akan dipaparkan teorema dekomposisi primer
yang akan digunakan untuk mendekomposisikan modul Z,, atas Z sebgaai jumlah
langsung submodul-submodul primer. Pada subbab selanjutnya, akan ditunjukkan
bahwa modul Z,, atas Z merupakan modul torsi atas daerah ideal utama. Kemudian
dilanjutkan dengan menjabarkan proses dekomposisi modul Z, atas Z sebagai
jumlah langsung submodul-submodul primer untuk beberapa n tertentu yang
kemudian dapat dilihat hasil jumlah langsung submodul-submodul primer dari

modul Z,, atas Z secara umum.

4.1 Teorema Dekomposisi Primer

Pada subbab ini akan dipaparkan teorema dekomposisi primer. Teorema ini
selanjutnya diterapkan untuk mendekomposisikan modul Z,, atas Z menjadi jumlah
langsung submodul-submodul primer, sebagaimana terangkum pada teorema
berikut.
Teorema 4.1. Misalkan diberikan modul torsi M atas daerah ideal utama R yang
memiliki order

TES O DS
dimana p; merupakan unsur prima berbeda di R. M dapat didekomposisikan
menjadi jumlah langsung
M=M, &M, & .0 M,,

dimana

48
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MpizﬁMz{vEMmiei-v:O}

l

merupakan submodul primer yang memiliki order pie ', Dekomposisi pada modul M
ini disebut dengan dekomposisi primer dari M (Roman, 2008).
Bukti:
Pada teorema tersebut diberikan bahwa modul M merupakan modul torsi atas
daerah ideal utama R yang memiliki orde y = p;*p3? ...p,", dimana p; merupakan
unsur prima dan e; merupakan bilangan bulat positif. Dalam pembuktian teorema
dekomposisi primer, akan ditunjukkan beberapa hal, yaitu M,,, = y; M, submodul
M,,. merupakan submodul primer, dan modul M dapat dituliskan sebagai jumlah
langsung M =M, ©M,, & ..DO M, .

1. Akan ditunjukkan bahwa M, = u;M

Untuk menunjukkan bahwa M,,. = u; M, maka perlu ditunjukkan p;M <

M, dan M,, < u;M . Misalkan y; = %.

a. ,LllM c Mpi

Ambil sebarang u;x € u;M. Perhatikan bahwa

pluix = (pi' - wi)x

= ux
Karena u merupakan pembangun dari annihilator M, maka ux = 0 untuk
semuax € M.

Jadi, ux € Mp,. Hal ini berarti y; M € M.
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Setelah terbukti bahwa w;M S M, , selanjutnya akan ditunjukkan
sebaliknya, yaitu u;M < M.
b. M, <wuM
Perhatikan bahwa, u; dan pf " relatif prima. Akibatnnya, terdapat a, b €
R sehingga
ap;' + by; = 1
Misalkan x € M,,, maka berdasarkan definisi M,, , p/ix = 0.
Tulis x sebagai
x=1-x
= (apie" + b/xi)x
= (ap{")x + (bu;)x
= a(p;{'x) + (u;bx)
= a(0) + p;(bx)
=0 + u;(bx)
= pi(bx) € ;M
Jadi terbukti bahwa M,,, < ;M.
Berdasarkan uraian a) dan b) didapatkan y;M < M,, dan M, < u;M,
maka terbukti bahwa My, = ;M.

2. Akan ditunjukkan bahwa M, merupakan submodul primer. Berdasarkan
definisi 2.20, modul primer merupakan modul yang memiliki order dari
perpangkatan prima. Oleh karena itu, akan ditunjukkan bahwa anng (M,,) =
(pf"). Untuk menunjukkan hal tersebut, maka perlu ditunjukkan bahwa M,,

submodul dari M, (p;*) € anng(M,,), dan anng(M,,) < (p;").
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M,,, submodul dari M
Berdasarkan teorema 2.17, untuk menunjukkan bahwa M, merupakan
submodul dari M, maka perlu ditunjukkan bahwa M, tertutup terhadap
operasi penjumlahan dan perkalian skalar. Ambil sebarang v,w € M,,
dan r € R. Perhatikan bahwa,
pt-(w+w)=p v +pw

=040

=0
Oleh karena itu, M, tertutup terhadap penjumlahan. Selanjutnya akan
ditunjukkan bahwa M, tertutup terhadap perkalian skalar. Perhatikan
bahwa,

pt-(r-v)=r-(p'v)

Oleh karena itu, M), tertutup terhadap perkalian skalar. Dengan

demikian, M, merupakan submodul dari M.

(p") € anng(My)

Misalkan a € (p;*), maka a dapat dituliskan sebagai a = p;* - s untuk

suatu s € R dan ambil sebarang v € M,, . Perhatikan bahwa,
r-v=_(p's) v

=s-(p*v)
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Jadi terbukti bahwa (p;*) € anng(M,,).
C. annR(Mpi) < (p;")
Misalkan b € anng (M, ), maka untuk setiap v € M,, berlaku b - v = 0.
Akan ditunjukkan bahwa b € (pf"). Karena b € anng(Mp,), maka untuk
setiap v € M,,, berlaku b - v = 0. Perhatikan juga bahwa, untuk setiap
v € My, berlaku p;’ - v = 0. Hal ini berarti p;* merupakan elemen di R
yang mengenolkan semua elemen v € M,,.. Karena b € annR(Mpi),
maka b haruslah elemen dari ideal (pf"). Artinya, ada ¢ € R sedemikian
sehingga b = p;* - c. Karena b adalah sebarang elemen di anng(M,,),
maka annng(M,,) S (p;*).
Berdasarkan uraian poin b dan c, didapatkan (p;’) S anng(M,, ) dan
anng(M,,) € (p;"). Hal ini berarti anng(M,,) = (p;*). Dengan demikian,
terbukti bahwa submodul M,, merupakan submodul primer dari M.
Akan ditunjukkan bahwa M dapat dinyatakan dalam bentuk jumlah langsung
dari submodul-submodul primer, yaitu M = M,, & M,,, ® .. D M,, .
Akan ditunjukkan bahwa M memenuhi syarat jumlah langsung, yaitu sebagai
berikut.
a M=3YIM,
Akan ditunjukkan bahwa };i' M, € M dan M € }I' M, .
Jelas bahwa ' M, € M, selanjutnya akan ditunjukkan M < ' M,, .
Perhatikan bahwa p; merupakan bilangan prima berbeda dan tidak
sekawan untuk setiap i=1,2,...,n maka (U, Uy, ..., Uy) = 1.

Akibatnya,
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ajps + axply + -+ appy =1
untuk suatu a4, a,, ...,a, € R.
Ambil sebarang x € M. Perhatikan bahwa,
x=1-x

= (a1 + Azt + -+ + apup)x

= (a1u)x + (ap2)x + -+ + (apin)x

= (H1a1)x + (Uza2 )x + -+ + (Hpan)x

= py(a1x) + pp(azx) + -+ + pp(apx)

Jelas bahwa y;(a;x) € M, , Vi = 1,2,...,n. Hal ini berakibat

n
pr(a1x) + pp(azx) + -+ + up(apx) = x € 2 M,,
i

Jadi terbukti bahwa M = Y1 M,, .

My, 0 (Zj2: My, ) = {0}

Ambil sebarang x € M, N (Zj::iij)a artinya x € M,,, dan x €
(Ziii Mpf)'

Karena x € M,,, maka pfix = 0. Disisi lain, karena x dapat dituliskan
sebagai kombinasi linier elemen-elemen dari M, dengan j # i, yaitu

X =Wyr + Uy + ot pic1YVi-1 t HivaYier T Unn
maka operasi pf ' pada x mengakibatkan
pix = pi (uays + oy + -+ Bim1Yict F HieaVier o F )
= p; () + 07 (W2y2) + =+ 07 (Uim1yict) + 07 (is1Yier)

+ oo p ()
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Karena pf " hanya berkaitan langsung dengan p;y;, sedangkan elemen-
elemen lain dari u;y; dengan j # i tidak memiliki hubungan langsung

dengan p;, maka kombinasi linier dari x hanya dapat menghasilkan 0 jika

x = 0. Oleh karena itu, satu-satunya elemen di M, N (Z;#ij) adalah

elemen nol, sehingga
My n( D M, | =0}
J#i
Berdasarkan uraian 1) 2), dan 3) terbukti bahwa modul torsi atas daerah ideal utama
dapat didekomposisikan sebagai jumlah langsung submodul-submodul primer M,,
dengan order p;".
Proses dekomposisi primer pada suatu modul torsi M atas daerah ideal utama
R berdasarkan teorema 4.1 adalah sebagai berikut.
1. Menentukan annihilator dari M
2. Menentukan order dari modul M, yaitu u dan menentukan faktorisasi prima
dari u sebagai pu = p;*p,>2 ...p;k dimana p; merupakan unsur prima berbeda
di R.

3. Menentukan submodul-submodul primer dari M, yaitu M,, = %M, M,, =
1

L M,.. M, =-LM.
2 Pk k
pz pk

4. Menyimpulkan modul M sebagai jumlah langsung submodul-submodul

primer M = M @ 5M @ ... D = M.
Py D, Dy
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4.2 Dekomposisi Modul Z,, atas Z

Pada subbab ini akan diperlihatkan dekomposisi modul Z, atas Z dengan
menerapkan teorema 4.1 yang telah dibuktikan sebelumnya. Namun, sebelum
menunjukkan dekomposisi modul Z, atas Z, terlebih dahulu akan ditunjukkan
bahwa modul Z, atas Z memenuhi syarat Teorema 4.1, yaitu modul yang
didekomposisikan merupakan modul torsi atas daerah ideal utama. Oleh karena itu,
berikut akan ditunjukkan bahwa modul Z,, atas Z merupakan modul torsi yang atas
daerah ideal utama.

Modul Z,, atas Z merupakan modul torsi karena setiap elemen a € Z,, dapat
ditemukan elemen tak nol r € Z yang memenuhi r - @ = 0. Dalam hal ini, untuk
setiap a € Z,, dapat dipilih r=n€Z, karena n-a=n-a=0. Hal ini
menunjukkan bahwa setiap elemen dalam Z, adalah elemen torsi. Perhatikan
bahwa, elemen-elemen pada himpunan bilangan bulat modulo n, yaitu Z,
merupakan himpunan kelas-kelas residu sebanyak n elemen, yakni
{0,1,2,..,n—1}. Selain itu, setiap elemen @ € Z,, memiliki order yang terkait
dengan annihilatornya. Berdasarkan Definisi 2.25, setiap submodul yang dibangun
oleh @, yaitu (@) memiliki order yang ditentukan oleh pembangun dari ideal
ann({a)). Untuk setiap elemen a € Z,, dapat dipilih r = n yang mengakibatkan
n-a = 0. Hal ini berarti order dari @ adalah n.

Modul Z,, atas Z memiliki order n yang dapat dikaitkan dengan faktor prima
dari n, yaitu dalam bentuk faktorisasi prima dari n. Order dari modul Z, dapat
dianggap sebagai hasil perkalian dari order submodul-submodul yang dibangun
oleh elemen-elemen a € Z,. Mengingat bahwa Z,, merupakan modul torsi, setiap

submodul (@) yang dibangun oleh elemen @ memiliki order yang terkait dengan
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faktor prima dari n. Oleh karena itu, secara keseluruhan order u dari Z,, sebagai
modul torsi atas Z dapat diekspresikan dalam bentuk faktorisasi prima u =
plelp;22 p,i". Dengan demikian, Z,, sebagai modul torsi memiliki order u dalam
bentuk faktorisasi prima u = py'ps? ... pp¥. Setelah mengetahui bahwa modul Z,
atas Z memenuhi syarat yang diberikan pada teorema, maka selanjutnya akan
ditunjukkan dekomposisi modul Z, atas Z sebagai jumlah langsung submodul-
submodul primer.

Proses dekomposisi dimulai dengan mencari annihilator dari Z, dan
ditentukan pembangun dari annihilatornya. Berdasarkan definisi 2.25, order dari Z,,
merupakan pembangun dari annihilatornya. Dan berdasarkan teorema 2.2, order u
dari Z,, dapat dinyatakan sebagai faktorisasi prima dari bilangan prima berbeda di
Z, yaitu p = p;'ps?...p.x. Setelah annihilator dan order dari Z, ditentukan,
langkah berikutnya adalah menentukan submodul-submodul primer M), dari Z,.
Submodul M), merupakan elemen-elemen di Z, yang jika dikalikan dengan pf !
menghasilkan 0 € Z,,. Langkah terakhir adalah menyimpulkan modul Z, atas Z

sebagai jumlah langsung submodul-submodul primer M), = Lel Z.,. Pada penelitian
p;

ini, akan ditinjau dari dua kelompok Z,,, yaitu untuk n bilangan dengan satu faktor

prima, dan untuk n bilangan dengan lebih dari satu faktor prima.
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4.2.1 Dekomposisi Modul Z,, atas Z untuk n Bilangan dengan Satu Faktor
Prima
Pada subbab ini akan diperlihatkan dekomposisi modul Z,, atas Z dengan
n bilangan dengan satu faktor prima. Berikut diperlihatkan proses

dekomposisinya.

4.2.1.1 Dekomposisi Modul Z, atas Z
Elemen pada modul Z, terdiri dari dua elemen, yaitu Z, = {0, 1}.
Modul Z, akan didekomposisikan menjadi jumlah langsung submodul-
submodul primer dengan menerapkan teorema dekomposisi primer. Langkah
pertama yaitu dengan menentukan annihilator dari Z, dan order dari Z,.
anny(Z,) = {r € Z |rZ, = {0}
={..,—2,0246,..}
= 27 = (2)
Perhatikan bahwa, annihilator dari Z, dibangun oleh 2. Oleh karena itu, order
dari Z, adalah u = 2.
Langkah selanjutnya adalah dengan menentukan submodul primer

M, dari Z,. Pilih pfl = 2, maka submodul M,, adalah

U 2 _
Mpl =EZZ =EZZ = ZZ ={0,1}

Submodul-submodul primer dari Z, hanyalah dirinya sendiri. Oleh karenanya
modul Z, atas Z dapat dinyatakan sebagai jumlah langsung submodul-

submodul primer, yaitu
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4.2.1.2 Dekomposisi Modul Z3 atas Z
Elemen pada modul Z; terdiri dari tiga elemen, yaitu Z5; = {0, 1, 2}.
Modul Z; akan didekomposisikan menjadi jumlah langsung submodul-
submodul primer dengan menerapkan teorema dekomposisi primer. Langkah
pertama yaitu dengan menentukan annihilator dari Z; dan order dari Zs.
anny(Z3) = {r € Z |rZ; = {0}
={...,—3,03609,..}
= 3Z = (3)
Perhatikan bahwa, annihilator dari Z; dibangun oleh 3. Oleh karena itu, order
dari Z5 adalah yu = 3.
Langkah selanjutnya adalah dengan menentukan submodul primer

M, dari Z3. Pilih pfl = 3, maka submodul M,, adalah

3 — =
M =L23=%Z3=§Z3=Z3 ={0,1,2}

P1 €1
1

Submodul-submodul primer dari Z; hanyalah dirinya sendiri. Oleh karenanya
modul Z; atas Z dapat dinyatakan sebagai jumlah langsung submodul-

submodul primer, yaitu

4.2.1.3 Dekomposisi Modul Z, atas Z
Elemen pada modul Z, terdiri dari empat elemen, yaitu Z, =
{0,1,2,3}. Modul Z, akan didekomposisikan menjadi jumlah langsung

submodul-submodul primer dengan menerapkan teorema dekomposisi
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primer. Langkah pertama yaitu dengan menentukan annihilator dari Z, dan
order dari Z,.
anny(Z,) = {r € Z |rZ, = {0}

={..,—4,048,12, ..}

= 47 = (4)
Perhatikan bahwa, annihilator dari Z, dibangun oleh 4. Oleh karena itu, order
dari Z, adalah u = 4 = 22,

Langkah selanjutnya adalah dengan menentukan submodul primer

My, dari Z,. Pilih p;* = 22, maka submodul M,,, adalah

a Z4=ﬁz4=

M 52

P1 = €1
Py

_Z4 = Z4_ = {ﬁ,i,z, g}

Submodul-submodul primer dari Z, hanyalah dirinya sendiri. Oleh karenanya
modul Z; atas Z dapat dinyatakan sebagai jumlah langsung submodul-
submodul primer, yaitu

Ly = Tp2
Perhatikan bahwa, modul Z,. dibangun oleh 1 € Z,2, sehingga hasil
dekomposisi modul Z, atas Z dapat dituliskan dengan

Ly = (i)

4.2.1.4 Dekomposisi Modul Zg atas Z
Elemen pada modul Zjs terdiri dari lima elemen, yaitu Zgs =

{0,1,2,3,4}. Modul Zs akan didekomposisikan menjadi jumlah langsung

submodul-submodul primer dengan menerapkan teorema dekomposisi
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primer. Langkah pertama yaitu dengan menentukan annihilator dari Zs dan
order dari Zs.
anny(Zs) = {r € Z |rZs = {0}

={..,-50510,15, ...}

= 5Z = (5)
Perhatikan bahwa, annihilator dari Zs dibangun oleh 5. Oleh karena itu, order
dari Zs adalah y = 5

Langkah selanjutnya adalah dengan menentukan submodul primer

M, dari Zs. Pilih pfl = 5, maka submodul M,, adalah

U 5  _ __ __
Mpl = EZS = gZS = ZS = {O, 1,2,3,4‘}

Submodul-submodul primer dari Zs hanyalah dirinya sendiri. Oleh karenanya
modul Zs atas Z dapat dinyatakan sebagai jumlah langsung submodul-
submodul primer, yaitu

ZSZZS

4.2.1.5 Dekomposisi Modul Z, atas Z

Elemen pada modul Z, terdiri dari tujuh elemen, yaitu Z, =
{6, 1,2,3,4,5, 6}. Modul Z, akan didekomposisikan menjadi jumlah
langsung submodul-submodul primer dengan menerapkan teorema
dekomposisi primer. Langkah pertama yaitu dengan menentukan annihilator
dari Z, dan order dari Z,.

anny(Z,) = {r € Z |rZ, = {0}

={..,=7,07,14,21, ...}
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=7Z =(7)
Perhatikan bahwa, annihilator dari Z, dibangun oleh 7. Oleh karena itu, order
dari Z, adalah p = 7
Langkah selanjutnya adalah dengan menentukan submodul primer

M,, dari Z,. Pilih p;* = 7, maka submodul M,, adalah

u 7 - __
M, = 717 = 727 =7Z,=1{0,1,2,3,4,5,6}

Submodul-submodul primer dari Z, hanyalah dirinya sendiri. Oleh karenanya
modul Z, atas Z dapat dinyatakan sebagai jumlah langsung submodul-
submodul primer, yaitu

Z7:Z7

4.2.1.6 Dekomposisi Modul Zg atas Z
Elemen pada modul Zg terdiri dari delapan elemen, yaitu Zg =
{0,1,2,3,4,5,6,7}). Modul Zg akan didekomposisikan menjadi jumlah
langsung submodul-submodul primer dengan menerapkan teorema
dekomposisi primer. Langkah pertama yaitu dengan menentukan annihilator
dari Zg dan order dari Zg.
anny(Zg) = {r € Z |rZg = {0}

={..,—8,0,8,16,24, ...}

= 8Z = (8)
Perhatikan bahwa, annihilator dari Zg dibangun oleh 8. Oleh karena itu, order

dari Zg adalah u = 8 = 23,
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Langkah selanjutnya adalah dengan menentukan submodul primer
M, dari Zg. Pilih pfl = 23, maka submodul M, adalah

_u U _4 _ JpTEp—— Eg 7
Mp1 __6128 _2_3Z8 _FZS _ZS _{01112F3l4l :6p7}
Py

Submodul-submodul primer dari Zg hanyalah dirinya sendiri. Oleh karenanya
modul Zg atas Z dapat dinyatakan sebagai jumlah langsung submodul-

submodul primer, yaitu

ZS = Z23

4.2.1.7 Dekomposisi Modul Zq atas 7Z
Elemen pada modul Zg terdiri dari sembilan elemen, yaitu Zg =
{0,1,2,3,4,5,6,7,8}. Modul Z, akan didekomposisikan menjadi jumlah
langsung submodul-submodul primer dengan menerapkan teorema
dekomposisi primer siklik. Langkah pertama yaitu dengan menentukan
annihilator dari Zg dan order dari Zg.
anny(Zy) = {r € Z |rZy = {0}
={..,—9,09,18,27,...}
= 9Z = (9)
Perhatikan bahwa, annihilator dari Zq dibangun oleh 9. Oleh karena itu, order
dari Zg adalah yu = 9 = 32,
Langkah selanjutnya adalah dengan menentukan submodul primer

My, dari Zy. Pilih p;* = 32, maka submodul M,, adalah

9 ________
My, = Lelz'a = %Z‘? =37Lo=1%s={0,1,2,3,4,56,7,8}
|21
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Submodul-submodul primer dari Zg hanyalah dirinya sendiri. Oleh karenanya
modul Zg atas Z dapat dinyatakan sebagai jumlah langsung submodul-
submodul primer, yaitu

Zg = Z32

4.2.1.8 Dekomposisi Modul Z, atas Z
Elemen pada modul Z,; terdiri dari sebelas elemen, yaitu Z;; =
jumlah langsung submodul-submodul primer dengan menerapkan teorema
dekomposisi primer. Langkah pertama yaitu dengan menentukan annihilator
dari Z, dan order dari Z4;.
anng(Zy,) = {r € Z|rZ;, = {0}
={..,—11,0,11,22,23, ...}
=11Z = (11)
Perhatikan bahwa, annihilator dari Z;,; dibangun oleh 11. Oleh karena itu,
order dari Z,, adalah u = 11.
Langkah selanjutnya adalah dengan menentukan submodul primer

M, dari Z,,. Pilih pfl = 11, maka submodul M,, adalah

7 U 11
Mp1 = p_flzll = HZH = HZH = L1

Submodul-submodul primer dari Z;; hanyalah dirinya sendiri. Oleh
karenanya modul Z,; atas Z dapat dinyatakan sebagai jumlah langsung
submodul-submodul primer, yaitu

Zy1 =1y,



64

4.2.1.9 Dekomposisi Modul Z,5 atas Z
Elemen pada modul Z,s terdiri dari dua puluh lima elemen, yaitu
Zys = {ﬁ, 1,2,3,..,23, 2_} Modul Z,s akan didekomposisikan menjadi
jumlah langsung submodul-submodul primer dengan menerapkan teorema
dekomposisi primer. Langkah pertama yaitu dengan menentukan annihilator
dari Z,5 dan order dari Z,z.
anng(Zys) = {r € Z |rZ,5 = {0}

={...,—25,0,25,50,75, ...}

= 257 = (25)
Perhatikan bahwa, annihilator dari Z,5 dibangun oleh 25. Oleh karena itu,
order dari Z, adalah u = 25 = 52,

Langkah selanjutnya adalah dengan menentukan submodul primer

M, dari Z,s. Pilih p;* = 5%, maka submodul M,, adalah

U U 25 - =
My, = —7Zy5 = §225 = ¥ZZS =7Z,5 ={0,1,2,3,...,23,24}
Py
Submodul-submodul primer dari Z,s hanyalah dirinya sendiri. Oleh
karenanya modul Z,s atas Z dapat dinyatakan sebagai jumlah langsung

submodul-submodul primer, yaitu

4.2.1.10 Dekomposisi Modul Z,q atas Z
Elemen pada modul Z,q terdiri dari 49 elemen, yaitu Zjq =
{0,1,2,3,...,47,48}. Modul Z,, akan didekomposisikan menjadi jumlah

langsung submodul-submodul primer dengan menerapkan teorema
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dekomposisi primer. Langkah pertama yaitu dengan menentukan annihilator
dari Z,9 dan order dari Z,q.
anng(Zye) = {r € Z |14 = {0}
={...,—49,0,49,98,147, ...}
= 497 = (49)
Perhatikan bahwa, annihilator dari Z,q dibangun oleh 49. Oleh karena itu,
order dari Z,q adalah u = 49 = 72,
Langkah selanjutnya adalah dengan menentukan submodul primer

My, dari Z,q. Pilih p;* = 7%, maka submodul M), adalah

U 7 49
M, = Ly Lyo = ﬁ

P1 p_fl =7 Lyg = Ly

Submodul-submodul primer dari Z,¢ hanyalah dirinya sendiri. Oleh
karenanya modul Z,q atas Z dapat dinyatakan sebagai jumlah langsung
submodul-submodul primer, yaitu
Ly = L2

Berdasarkan uraian dari dekomposisi modul Z,, atas Z untuk n bilangan

dengan satu faktor prima, dapat dilihat modul Z,, atas Z dapat dinyatakan sebagai
jumlah langsung submodul-submodul primer dirinya sendiri, yaitu

Ly = Lye

dimana p merupakan faktor prima dari n dan e bilangan bulat positif. Berikut

diperlihatkan hasil dekomposisi modul Z,, atas Z untuk n bilangan dengan satu

faktor prima.



Tabel 4.1 Dekomposisi Modul Z,, atas Z untuk n Bilangan dengan Satu Faktor

Prima
n | Modul M, Hasil Dekomposisi
2
2 | Z, atas Z M,, EZZ =17, Ly =T, = (1)
3
3 Z3 atas Z ]\4p1 = §Z3 = Z3 Z3 = Z3 = (1)
4
4 | Z,atasZ M, = ?Z‘} =174 Ly = Ly
5
5 | Zsatas Z M, §Z5 = Zs Ls = Ls
7
7 | Z;atasZ M, = 727 =17, Z, =17,
8
8 | Zg atas Z M, ﬁzg =Zg Zg = T3
9
9 | Zgatas Z M, = ﬁzg =Zq Lo =12
11
11 le a'[aS Z Mpl Hle le le = le
25
25 | ZysatasZ | M, = ¥ZZS = Z,s Loys = L2
49
49 | Zy4q atas Z M, = 7—2249 = Z49 Lyg = L2

Berdasarkan tabel 4.1, dapat dilihat bahwa hasil dekomposisi untuk n
bilangan dengan satu faktor prima, modul Z, atas Z dapat dinyatakan dalam

jumlah langsung submodul primer dirinya sendiri, yaitu Z,, = Z,,.
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4.2.2 Dekomposisi Modul Z, atas Z untuk n Bilangan dengan Lebih dari
Satu Faktor Prima
Pada subbab ini akan diperlihatkan dekomposisi modul Z,, atas Z dengan
n bilangan dengan lebih dari satu faktor prima. Berikut diperlihatkan proses

dekomposisinya untuk beberapa n bilangan dengan lebih dari satu faktor prima.

4.2.2.1 Dekomposisi Modul Zg atas Z
Elemen pada modul Zg terdiri dari enam elemen, yaitu Zg =
{0,1,2,3,4,5}. Modul Z¢ akan didekomposisikan menjadi jumlah langsung
submodul-submodul primer dengan menerapkan teorema dekomposisi
primer. Langkah pertama yaitu dengan menentukan annihilator dari Zg dan
order dari Zg.
anny(Zg) = {r € Z |rZs = {0}
={..,—6,0,6,12, ...}
= 6Z = (6)
Perhatikan bahwa, annihilator dari Z¢ dibangun oleh 6. Oleh karena itu, order
dari Z¢ adalah p = 6. Order dari Zg dapat dinyatakan sebagai y =6 =2-3
dimana 2 dan 3 merupakan bilangan prima berbeda.
Langkah selanjutnya adalah dengan menentukan submodul primer
M, dari Zg.
Pilih p;* = 2, maka submodul M, adalah

U 6 —
Mp1 == _elZ6 == EZ6 = SZ6 == {0,3}
Py

Pilih p;? = 3, maka submodul M,,, adalah
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My, = orlle = 32, = 22, = (8,2,1)
p;
Dengan demikian, modul Z¢ atas Z dapat dinyatakan dalam jumlah langsung
submodul-submodul primer, yaitu
Ze = 37 @ 27,
Perhatikan bahwa, submodul 3Z, dibangun oleh 3 € Z¢ dan submodul 27Z,
dibangun oleh 2 € Z, sehingga hasil dekomposisi modul Zg atas Z dapat

dituliskan dengan

Ze = (3) @ (2)

4.2.2.2 Dekomposisi Modul Z;, atas Z
Elemen pada modul Z,, terdiri dari sepuluh elemen, yaitu Z;, =
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Modul Z,, akan didekomposisikan menjadi jumlah
langsung submodul-submodul primer dengan menerapkan teorema
dekomposisi primer. Langkah pertama yaitu dengan menentukan annihilator
dari Z;, dan order dari Z4,.
anng(Z,o) = {r € Z |rZ,, = {0}

={...,—10,0,10,20, ...}

= 10Z = (10)
Perhatikan bahwa, annihilator dari Z;, dibangun oleh 10. Oleh karena itu,
order dari Z, adalah u = 10. Order dari Z,, dapat dinyatakan sebagai yu =
10 = 2 - 5 dimana 2 dan 5 merupakan bilangan prima berbeda.

Langkah selanjutnya adalah dengan menentukan submodul primer

M, dari Z,,.
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Pilih p;* = 2, maka submodul M,, adalah

1l 10 — —
Mpl = Fzm = 7Z10 = 5Zyo = {0: 5}

1

Pilih p;? = 5, maka submodul M,, adalah

1 0. _

My, = =210 = ?Zw = 2740 = {0,2,4,6,8}
p;

Dengan demikian, modul Z, , atas Z dapat dinyatakan dalam jumlah langsung

submodul-submodul primer, yaitu

L1y = 5749 ® 274

4.2.2.3 Dekomposisi Modul Z4, atas Z
Elemen pada modul Z,, terdiri dari 12 elemen, yaitu Z;, =
jumlah langsung submodul-submodul primer dengan menerapkan teorema
dekomposisi primer. Langkah pertama yaitu dengan menentukan annihilator
dari Z4, dan order dari Z4,.
anng(Z3) = {r € Z|rZ,, = {0}
={..,—12,0,12,24, ...}
= 127 = (12)
Perhatikan bahwa, annihilator dari Z;, dibangun oleh 12. Oleh karena itu,
order dari Z,, adalah u = 12. Order dari Z,, dapat dinyatakan sebagai u =
12 = 22 - 3 dimana 2 dan 3 merupakan bilangan prima berbeda.
Langkah selanjutnya adalah dengan menentukan submodul primer

M, dari Z, .
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Pilih p;* = 22, maka sumodul M,, adalah

12 — = = =
Lyy = 551y = 3L ={0,3,6,9}

il
M 22

P1 = €1
1251

Pilih p;? = 3, maka submodul M,, adalah

1l 12 _
Mp2 = _eZZlZ = ?212 = 4Z,, = {0,4,8}
P,

Dengan demikian, modul Z,, atas Z dapat dinyatakan dalam jumlah langsung

submodul-submodul primer, yaitu

L1y = 37y, ® 474,

4.2.2.4 Dekomposisi Modul Z,g atas Z
Elemen pada modul Z;g terdiri dari 18, vyaitu Z;g=
{6, 1,2,3,..,16, ﬁ} Modul Z;g akan didekomposisikan menjadi jumlah
langsung submodul-submodul primer dengan menerapkan teorema
dekomposisi primer. Langkah pertama yaitu dengan menentukan annihilator
dari Z,g dan order dari Zg.
anng(Z,g) = {r € Z |rZ,g = {0}

={...,—18,0,18,36, ...}

= 18Z = (18)
Perhatikan bahwa, annihilator dari Z;g dibangun oleh 18. Oleh karena itu,
order dari Z,g adalah u = 18. Order dari Z,g dapat dinyatakan sebagai u =
18 = 2 - 32 dimana 2 dan 3 merupakan bilangan prima berbeda.

Langkah selanjutnya adalah dengan menentukan submodul primer

Mpi dari ZlS'
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Pilih p;* = 2, maka submodul M,, adalah

1l 18 -
Mpl = sz = 7Z18 =975 = {0: 9}

1

Pilih p;? = 3%, maka submodul M,,, adalah

18 o
M =%Zm=§le=2218={0,2,4,6,8,10,1 14, 76)
2

Dengan demikian, modul Z, g atas Z dapat dinyatakan dalam jumlah langsung

submodul-submodul primer, yaitu

Lyg = 943 ® 2748

4.2.2.5 Dekomposisi Modul Z3, atas Z
Elemen pada modul Zj, terdiri dari 30 elemen, yaitu Zj;, =
{6, 1,2,3,..,28, ﬁ} Modul Z3, akan didekomposisikan menjadi jumlah
langsung submodul-submodul primer dengan menerapkan teorema
dekomposisi primer. Langkah pertama yaitu dengan menentukan annihilator
dari Z3, dan order dari Z3.
anng(Zso) = {r € Z |rZs, = {0}

={...,—30,0,30,60,90, ...}

= 30Z = (30)
Perhatikan bahwa, annihilator dari Z;, dibangun oleh 30. Oleh karena itu,
order dari Z3, adalah u = 30. Order dari Z3, dapat dinyatakan sebagai u =
30 = 2-3 -5 dimana 2, 3, dan 5 merupakan bilangan prima berbeda.

Langkah selanjutnya adalah dengan menentukan submodul primer

Mpi dari Z30.



72

Pilih p;* = 2, maka submodul M,, adalah

U 30 _
Mpl = FZBO = 7Z30 = 15230 = {0,1 }

1

Pilih p;? = 3, maka submodul M,, adalah

7 30 —
My, = FZM = ?Zso = 10Z3, = {0,10, 20}

2

Pilih p;* = 5, maka submodul M,,, adalah

30
Z30 = _Z30 == 6Z30 == {O, 6, 12, 18, 24}

M 5

Pz €3
P3

Dengan demikian, modul Z3 atas Z dapat dinyatakan dalam jumlah langsung

submodul-submodul primer, yaitu

Z30 = 15230 @ 1OZ3O @ 6Z3O

4.2.2.6 Dekomposisi Modul Zg, atas Z
Elemen pada modul Zg, terdiri dari 60 elemen, yaitu Zg, =
{0,1,2,3,...,58,59}. Modul Zg, akan didekomposisikan menjadi jumlah
langsung submodul-submodul primer dengan menerapkan teorema
dekomposisi primer. Langkah pertama yaitu dengan menentukan annihilator
dari Zg dan order dari Zg.
anng(Zzo) = {r € Z |rZeo = {0}

={...,—60,0,60,120,180, ... }

= 60Z = (60)
Perhatikan bahwa, annihilator dari Zg, dibangun oleh 60. Oleh karena itu,
order dari Zgy adalah u = 60. Order dari Z¢, dapat dinyatakan sebagai u =

60 = 22 - 35 dimana 2,3, dan 5 merupakan bilangan prima berbeda.
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Langkah selanjutnya adalah dengan menentukan submodul primer
Mpi dari Z60'
Pilih p;* = 22, maka submodul M, adalah

u 60 = o= 3R TT
My, = Fzéo = ?Zeo = 15Zgo = {0, 15, 30,45}

Pilih p;? = 3, maka submodul M,,, adalah

u 60 = 5= ——
My, =~z Leo = 5 Leo = 20Zeo = {0, 20,40}
p;

Pilih p;* = 5, maka submodul M,,, adalah

60 __ _ __ __
Mp3 = L83Z60 = ?ZGO == 12260 == {O, 12, 24’, 36, 48}
P3
Dengan demikian, modul Ze atas Z dapat dinyatakan dalam jumlah langsung

submodul-submodul primer, yaitu

ZGO = 15260 @ ZOZGO @ 12260

4.2.2.7 Dekomposisi Modul Z;,¢ atas Z
Elemen pada modul Z,,¢ terdiri dari 126 elemen, yaitu Zi,¢ =
{6, 1,2,3,...,124, ﬁ} Modul Z,,¢ akan didekomposisikan menjadi jumlah
langsung submodul-submodul primer dengan menerapkan teorema
dekomposisi primer. Langkah pertama yaitu dengan menentukan annihilator
dari Z;,¢ dan order dari Z,»¢.
anng(Zyz¢) = {r € L |rZy56 = {0}

={..,—126,0,126,252,378, ...}

= 126Z = (126)
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Perhatikan bahwa, annihilator dari Z,,¢ dibangun oleh 126. Oleh karena itu,
order dari Z;,¢ adalah u = 126. Order dari Z,,¢ dapat dinyatakan sebagai
u =126 = 2-3%-7 dimana 2,3, dan 7 merupakan bilangan prima berbeda.

Langkah selanjutnya adalah dengan menentukan submodul primer

Mpi dari 2126'
Pilih p;* = 2, maka submodul M,, adalah

p 126 —
My, = leze = =5 L126 = 63L126 = {0,63}
1

Pilih p;? = 3%, maka submodule M, adalah

u 126

Mp2 = p_zezzns = 32 Ly26 = 1473126

Pilih p§3 = 7, maka submodule M,,, adalah

126 N
M, = %2126 = == T1g6 = 18Ty = {0, T6,36,54,72,90, 708}
3
Dengan demikian, modul Z;,¢ atas Z dapat dinyatakan dalam jumlah
langsung submodul-submodul primer, yaitu

L1326 = 6374356 ©® 147126 ©® 18Z136

4.2.2.8 Dekomposisi Modul Z,,( atas Z

Elemen pada modul Z,;, terdiri dari 210 elemen, yaitu Z,;o =
{6, 1,2,3,...,208, W} Modul Z,, akan didekomposisikan menjadi jumlah
langsung submodul-submodul primer dengan menerapkan teorema

dekomposisi primer. Langkah pertama yaitu dengan menentukan annihilator

dari Z4( dan order dari Z,.
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anng(Zy1o) = {r € L |rZy,o = {0}

=1{...,—210,0,210,420,630, ... }

= 210Z = (210)
Perhatikan bahwa, annihilator dari Z,,, dibangun oleh 210. Oleh karena itu,
order dari Z,,, adalah u = 210. Order dari Z,,, dapat dinyatakan sebagai
u=210=2-3-5-7 dimana 2,3,5, dan 7 merupakan bilangan prima
berbeda.

Langkah selanjutnya adalah dengan menentukan submodul primer

Mpi dari ZZlO'

Pilih pfl = 2, maka submodul M,, adalah

u 210 —
My, = =1 Z210 = 72210 = 105Z;10 = {0,105}

1
Pilih p;? = 3, maka submodul M,, adalah

u 210 o
Mp2 = _622210 = TZZIO = 702210 = {O, 70, 1 O}
2

Pilih p3* = 5, maka submodul M,,, adalah

L 210 o
Mp3 = _832210 = TZZlO = 4'2Z210 = {O, 42, 84’, 126, 168}
3

Pilih p,* = 7, maka submodul M,,, adalah

210 o
M, = T%Zm = T30 = 30710 = {0,30,60,90, 120, 150, T80}
4

Dengan demikian, modul Z,;, atas Z dapat dinyatakan dalam jumlah

langsung submodul-submodul primer, yaitu

Zy10 = 105Zy10 @ 70Zy19 D 427310 D 30Z;19
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4.2.2.9 Dekomposisi Modul Zggo atas Z
Elemen pada modul Zgy, terdiri dari 900 elemen, yaitu Zggy =
{6, 1,2,3,..,898, @} Modul Z,, akan didekomposisikan menjadi jumlah
langsung submodul-submodul primer dengan menerapkan teorema
dekomposisi primer. Langkah pertama yaitu dengan menentukan annihilator
dari Zgoo dan order dari Zgg.
anng(Zogo) = {r € L |rZego = {0}
={...,—900,0,900,1800,2700, ...}
= 900Z = (900)
Perhatikan bahwa, annihilator dari Zg(q dibangun oleh 900. Oleh karena itu,
order dari Zgyy adalah u = 900. Order dari Zgy, dapat dinyatakan sebagai
u=900=22-32-52 dimana 2,3, dan 5 merupakan bilangan prima
berbeda.
Langkah selanjutnya adalah dengan menentukan submodul primer

Mpi dari Zgoo.

Pilih p;* = 2%, maka submodul M,, adalah

i 900 .
1‘4p1 = FZQOO = ?Zgoo = 2252900 = {0, 225, 450, 67 }
1

U 900
Mp2 = _eZZ9OO = _22900 = 100Zg0

P, 3

= {0,100, 200,300, 400,500, 600,700,800}

I 900

Mp3 = _832900 = ?Zgoo = 362210 = {6, 36, 72, ,828, 86 }
3

Dengan demikian, modul Z,;, atas Z dapat dinyatakan dalam jumlah

langsung submodul-submodul primer, yaitu
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Zooo = 2257900 D 100Zggo D 36Zgg
Berdasarkan uraian dekomposisi modul Z,, atas Z untuk n bilangan dengan
faktor prima lebih dari satu dapat dilihat bahwa modul Z, atas Z dapat

didekomposisikan menjadi jumlah langsung submodul-submodul primer M), =

%Zn. Berikut diperlihatkan hasil dekomposisi modul Z, atas Z untuk n
D

14

bilangan dengan lebih dari satu faktor prima.

Tabel 4.2 Dekomposisi Modul Z,, atas Z untuk n Bilangan dengan Lebih dari
Satu Faktor Prima
n Modul M,, Hasil Dekomposisi

6
Mpl = EZG = 3Z6
6 ZG atas 7Z ZG = 326 @ ZZG

6
Mpz == §Z6 - ZZG

10
My, == L1

= 5Z19
10 Zlo atas Z ZlO = 5210 @ ZZ]_O

10
Mpz = ?210

= 2210

12

Mp1 = ? VAP

= 3212

12 le atas Z le = 3212 @ 4212

12

Mpz = ? Ly

= 4‘212

18
My, =~ s
18 | Z,g atas Z

== 9218
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Lanjutan Tabel 4.2 Dekomposisi Modul Z,, atas Z untuk n Bilangan dengan
Lebih dari Satu Faktor Prima

n Modul M, Hasil Dekomposisi

Lyg = 943 @ 2743

30 | Zs, atas Z 3 Lo = 15730 @ 10730 D 6Zs,

= _Z6O Z60 = 1SZ6O @ 20Z60
60 | Zgy atas Z
= 207, © 12Zgo

= 12260

126

P T 126
126 | Z,5¢ atas Z

== 632126
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Lanjutan Tabel 4.2 Dekomposisi Modul Z,, atas Z untuk n Bilangan dengan

Lebih dari Satu Faktor Prima

n

Modul

Mpi

Hasil Dekomposisi

126
p2 ~ T3z “126

= 142126

126
Mp3 = T L6

= 182126

Liy6 = 63Z136 D 147,76

D 18Z1,6

210

Zyq, atas Z

210
Mp1 = 72210

= 105Z,1,

210
Mp2 = Tzzm

= 70Z210

210
Mp3 = Tzzw

= 4‘22210

210
Mp4 = 72210

= 302210

Z310 = 105Z31, ® 70Z310

900

Zgoo atas Z

900
Mp, = =7 ZLo0o

= 2252900

900
v, = 37 Looo
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Lanjutan Tabel 4.2 Dekomposisi Modul Z,, atas Z untuk n Bilangan dengan
Lebih dari Satu Faktor Prima

900
M

D3 = ? 900 Zgoo == 2252900 @ 1002900

900 Zgoo atas Z
= 36131 ® 36Za00

Berdasarkan tabel 4.2, dapat dilihat bahwa hasil dekomposisi untuk n

bilangan dengan lebih dari satu faktor prima, modul Z,, atas Z dapat dinyatakan

dalam jumlah langsung submodul-submodul primer, yaitu
n n n
Zn = —elzn @ _eZZTl @ @ —ean.
pl pz pk

4.3 Kajian Al-Qur’an terhadap Dekomposisi Modul

Penelitian ini menunjukkan dekomposisi suatu modul sebagai jumlah
langsung submodul-submodul. Selain dalam matematika, konsep dekomposisi juga
diterapkan dalam konsep spiritual, sebagaimana firman Allah SWT dalam Q.S Al-
Fatihah ayat 1. Pada firman Allah SWT tersebut menjelaskan bahwa rahmat Allah
SWT terbagi menjadi dua, yakni rahmat Ar-Rahman dan rahmat Ar-Rahim. Rahmat
Ar-Rahman diberikan Allah SWT kepada seluruh makhluknya tanpa terkecuali di
kehidupan dunia, dan rahmat ini tidak berlanjut jika kehidupan dunia berakhir.
Sedangkan rahmat Ar-Rahim Allah SWT hanya diberikan di kehidupan akhirat
kepada mereka yang beriman dan beramal saleh. Pengelompokan rahmat ini
menunjukkan bahwa keduanya tidak memiliki irisan, tetapi keduanya tetap
memiliki kesinambungan dalam kerangka rahmat Allah SWT sebagai bentuk kasih
sayang-Nya. Konsep ini dipertegas oleh Allah SWT pada firmannya dalam Q.S Al-

Mukminun ayat 109-110 yang menjelaskan hanya golongan tertentu yang
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mendapatkan rahmat Allah SWT di kehidupan akhirat. Selanjutnya, konsep
pemisahan ini dijelaskan juga pada firman Allah SWT yang lain, yaitu pada Q.S Al-

Kafirun ayat 6 (Kemenag, 2024).

§pess 4 i

Artinya: “Untukmu agamamu dan untukku agamaku.”

Firman Allah SWT tersebut menegaskan sikap tegas Nabi Muhammad SAW
terhadap kaum musyrikin Mekkah. Ketika orang kafir mengajukan tawaran untuk
berbagi ibadah dengan saling menyembah Tuhan masing-masing secara bergantian,
Allah SWT memerintahkan Nabi Muhammad SAW untuk menyatakan sikap tegas
bahwa tidak ada ruang untuk mencampuradukkan keimanan kepada Allah SWT
dengan kemusyrikan. Firman ini menegaskan prinsip tauhid yang menolak segala
kompromi dalam hal akidah.

Pada kalimat “Untukmu agamamu’ terdapat penegasan bahwa kaum kafir
dipersilahkan untuk tetap menjalankan kepercayaan mereka jika mereka memilih
untuk tidak menerima kebenaran Islam. Hal ini menunjukkan bentuk penolakan
tanpa paksaan, melainkan menyerahkan pilihan kepada masing-masing individu.
Firman ini menetapkan cara kehidupan bermasyarakat dalam toleransi beragama,
yaitu setiap kelompok bertanggungjawab atas pilihannya sendiri (Shihab, 2009).
Kemudian pada kalimat “Dan untukku agamaku” ditekankan bahwa Nabi
Muhammad SAW sebagai pembawa risalah Islam akan tetap teguh pada keimanan
dan syariat yang telah Allah SWT tetapkan. Tidak ada ruang untuk kompromi dalam
tauhid, karena Islam berdiri kokoh di atas dasar akidah yang murni. Firman Allah

SWT ini mencerminkan pemisahan yang jelas antara keyakinan kaum muslimin
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dengan keyakinan kaum kafir. Islam menegaskan kebebasan beragama tetapi tidak
mengizinkan pencampuran akidah.

Konsep pemisahan yang tegas pada ayat ini selaras dengan konsep
dekomposisi modul dimana memecah struktur modul menjadi submodul-submodul
yang saling terpisah dan tidak beririsan. Dekomposisi ini memberikan kejelasan
dalam memahami struktur modul secara keseluruhan dengan membaginya ke dalam
bagian-bagian yang lebih sederhana dan terstruktur. Analoginya, keyakinan tauhid
yang dipegang oleh umat Islam dan keyakinan syirik yang dianut oleh kaum kafir
dapat dipandang sebagai dua submodul yang terpisah dalam struktur besar
kehidupan manusia. Sebagaimana dalam modul, submodul-submodul yang
terbentuk tidak memiliki irisan tetapi tetap berada dalam satu sistem yang lebih
besar. Begitu pula keyakinan umat Islam dan kaum kafir tidak beririsan dalam hal
akidah. Namun, keduanya tetap berada dalam ruang lingkup kehendak Allah SWT
yang mencakup seluruh makhluk-Nya. Konsep pemisahan ini ditegaskan Kembali
dalam firman Allah SWT yang lain, yaitu pada Q.S Yunus ayat 41 (Kemenag, 2024).

§erp 3laxs G 3 Uy el T o 281 e &0 e o] s Apis o
Artinya: “Jika mereka mendustkanmu (Nabi Muhammad), katakanlah, “Bagiku
perbuatanku dan bagimu perbuatanmu. Kamu berlepas diri dari apa yang aku
perbuat dan aku pun berlepas diri dari apa yang kamu perbuat.”

Firman Allah SWT ini merupakan lanjutan dari ayat sebelumnya yang
menjelaskan bahwa kaum musyrikin ada yang percaya kepada Nabi Muhammad
SAW tetapi menolak kebanaran al-Qur’an disebabkan mereka keras kepala akan
kedudukan sosial mereka dan ada juga yang lahir batin menolak serta tidak
memeperhatikan Nabi Muhammad SAW (Shihab, 2002a). Firman ini menegaskan

sikap yang harus diambil Nabi Muhammad SAW dalam menghadapi penolakan dari
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kaum musyrikin atas dakwahnya. Allah SWT memerintahkan Nabi untuk
mengatakan kepada kaum musyrikin bahwa setiap orang bertanggungjawab atas
amal perbuatannya sendiri. Nabi Muhammad SAW hanya bertugas untuk
menyampaikan risalah Islam, sementara tanggung jawab atas penerimaan atau
penolakan ajaran Islam sepenuhnya ada apada individu yang bersangkutan.
Pernyataan “Bagiku perbuatanku, dan bagimu perbuatanmu” menunjukkan
penegasan prinsip tanggung jawab individu dalam akidah, dimana tidak ada
pemaksaan untuk menerima Islam. Firman ini mencerminkan nilai toleransi
beragama, dimana kebebasan memilih keyakinan dihormati, meskipun Islam
menegaskan kebenarannya. Selain itu, juga mencerminkan nilai otonomi dalam
bertindak dan kebebasan dalam memilih keyakinan, tetapi dengan konsekuensi
tanggungjawab pribadi. Seperti halnya dalam dekomposisi struktur modul, dimana
memecah modul menjadi submodul-submodul yang mana setiap submodulnya
memiliki karakteristik masing-masing.

Analogi ini menggambarkan bahwa sebagaimana dalam dekomposisi modul,
setiap submodulnya mencerminkan bagian terpisah dengan perannya masing-
masing, begitu pula dalam kehidupan manusia. Pilihan keyakinan individu dapan
dipandang sebagai submodul yang mencerminkan tanggungjawab pribadi terhadap
apa yang diyakini dan dilakukan. Firman Allah SWT ini memperkuat konsep bahwa
keyakinan seseorang tidak dapat dicampur atau dipaksakan oleh pihak lain,
sebagaimana submodul tidak bisa digabungkan sembarangan tanpa merusak
struktur dasar modul. Dengan demikian, firman ini tidak hanya menegaskan
pentingnya tanggungjawab individu dalam konteks spiritual, tetapi juga

menggabarkan harmoni pada konsep dekomposisi modul. Dekomposisi membantu
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memahami struktur yang lebih kompleks dengan memisahkan elemen-elemen yang
memiliki karakteristik masing-masing, sebagaimana dalam Islam setiap individu
memikul tanggungjawab masing-masing atas perbuatannya sendiri di hadapan
Allah SWT. Hal ini selaras dengan firman Allah SWT dalam Q.S Saba’ ayat 25
(Kemenag, 2024).
o o3less 1ze A Vg unpi e et ¥ o
Artinya: “Katakanlah, “Kamu tidak akan dimintai pertanggungjawaban atas apa
yvang kami kerjakan dan kami tidak akan dimintai pertanggungjawaban atas apa
vang kamu kerjakan.”™
Firman ini menegaskan prinsip tanggung jawab individu atas perbuatannya
masing-masing, baik dalam dosa maupun amal kebaikan. Allah SWT
memerintahkan Nabi Muhammad SAW untuk menyampaikan kepada kaum
musyrikin bahwa mereka tidak akan menanggung dosa kaum muslimin, begitupun
sebaliknya. Setiap individu bertanggungjawab penuh atas amal perbuatannya
sendiri tanpa campur tangan pihak lain. Ayat ini juga mencerminkan keadilan Allah
SWT, dimana tidak ada seseorang yang akan dibebani dengan dosa orang lain.
Selain itu, ayat ini menjadi pengingat akan kebebasan dan otonomi dalam memilih
jalan hidup, tetapi setiap pilihan tersebut memiliki konsekuensi yang harus
ditanggung sendiri oleh pelakunya. Prinsip ini menjadi dasar penting dalam
kehidupan bermasyarakat yang menghargai kebebasan beragama dan
tanggungjawab individu terhadap pilihan hidupnya di hadapan Allah SWT. Karena
pada dasarnya tidak dapat dipungkiri bahwa setiap penganut agama termasuk
agama Islam, sepenuhnya meyakini kebenaran dalam agamanya (Shihab, 2002b).
Namun, hal tersebut tidak perlu ditonjolkan ditengah-tengah masyarakat umum.

Ayat ini mengajarkan sikap yang tegas tetapi adil dalam dakwah. Nabi Muhammad
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SAW hanya bertugas menyampaikan risalah dan tidak bertanggungjawab atas
penolakan atau penerimaan orang lain terhadap kebenaran. Dengan demikian, Islam
menghormati  kebebasan individu, tetapi juga menegaskan pentingnya
tanggungjawab penuh atas amal perbuatan masing-masing.

Konsep tanggung jawab yang dijelaskan dalam Q.S Saba’ ayat 25 ini
memiliki analogi yang selaras dengan prinsip dekomposisi struktur modul. Dalam
dekomposisi modul, struktur modul dipecah menjadi submodul-submodul yang
memiliki karakteristik serta perannya masing-masing tanpa bercampur dengan
submodul lain. Setiap submodul mempertahankan karakteristiknya masing-masing
dalam struktur modul secara keseluruhan, tanpa mempengaruhi atau dipengarauhi
oleh elemen dari submodul lain.

Analogi ini menggambarkan bagaimana setiap individu bertanggungjawab
atas amalnya sendiri, sebagaimana setiap submodul berfungsi secara terpisah dalam
struktur modul. Misalnya, dalam modul Z, atas Z, elemen-elemen dapat
dikelompokkan ke dalam submodul-submodul primer sehingga masing-masing
bagian menyumbang pada pemahaman yang lebih jelas tentang keseluruhan
struktur modul. Dalam konteks spiritual, individu-individu adalah bagian dari
struktur sosial, tetapi setiap orang bertanggungjawab atas amalannya sendiri, tanpa
campur tangan atau pengaruh langsung dari orang lain. Sebagaimana dekomposisi
modul dapat membantu menyederhanakan pemahaman struktur kompleks,
tanggung jawab individu yang dijelaskan pada ayat ini menyederhanakan hubungan
manusia dengan Allah SWT, dimana setiap orang akan diadili secara adil

berdasarkan amal perbuatannya masing-masing.



BABV

PENUTUP

5.1 Kesimpulan
Berdasarkan pembahasan pada bab sebelumnya, dapat diambil kesimpulan
bahwa hasil dari dekomposisi modul Z,, atas Z untuk n bilangan dengan satu faktor

prima adalah

Sedangkan untuk untuk n bilangan dengan lebih dari satu faktor prima, modul Z,

atas Z dapat dinyatakan sebagai jumlah langsung submodul-submodul primer

n n n
Zn = —elzn EB—QZZn EB EBTan
pl pz pk

5.2 Saran untuk Penelitian Lanjutan

Pada skripsi ini dilakukan mengenai bagaimana hasil dekomposisi modul Z,,
atas 7Z sebagai jumlah langsung submodul-submodul primer. Pada penelitian
selanjutnya diharapkan dekomposisi primer dapat diterapkan pada modul yang
lebih kompleks, seperti pada modul M,,,,(Z,,) dan dilihat bagaimana pola untuk

hasil dekomposisinya.
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