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ABSTRAK

Cahyani, Dera. 2024. Kekomutatifan pada Aljabar Lie dan Sifat-Sifat Ideal
dari Aljabar Lie. Skripsi. Program Studi Matematika, Fakultas Sains dan
Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.
Pembimbing: (1) Intan Nisfulaila, M. Si. (11) Erna Herawati, M. Pd.

Kata Kunci: Aljabar Lie, Kekomutatifan aljabar Lie, Ideal Aljabar Lie.

Struktur aljabar adalah himpunan yang diberikan satu atau lebih operasi dan aksioma
tertentu. Salah satu struktur aljabar tersebut adalah aljabar Lie. Aljabar Lie pertama kali
diperkenalkan oleh Sophus Lie. Aljabar Lie merupakan ruang vektor L atas lapangan F
dengan operasi bracket Lie dan memenuhi beberapa aksioma yaitu pemetaan bilinier,
[x,x] = 0, dan memenuhi identitas Jacobi. Tujuan dalam penelitian ini adalah untuk
membuktikan kekomutatifan pada aljabar Lie, subaljabar Lie dan ideal pada aljabar Lie
serta memberikan contoh aljabar Lie. Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah
kajian pustaka, yaitu kumpulan teori yang didapatkan dari berbagai macam sumber yang
digunakan sebagai bahan rujukan. Terdapat dua lema mengenai kekomutatifan pada
aljabar Lie yaitu Lema 4.1 Suatu aljabar Lie L disebut komutatif jika dan hanya jika
[x,y] = 0, untuk setiap x,y € L dan Lema 4.2 Misalkan L adalah aljabar Lie, Z(L) =
L jika hanya jika L abelian. Selanjutnya terdapat beberapa lema tentang subaljabar Lie
dan ideal pada aljabar Lie yaitu Lema 4.3 Misalkan I merupakan ideal di L maka I
merupakan suatu subaljabar Lie, lema selanjutnya yaitu Lema 4.4 Misalkan I dan J
merupakan ideal dari aljabar Lie L maka irisan I nJ merupakan ideal dari L. Lema
berikutnya yaitu Lema 4.5 Misalkan I dan J merupakan ideal dari aljabar Lie L maka
I + ] merupakan ideal dari L. Dan lema selanjutnya yaitu Misalkan L, dan L, adalah
aljabar Lie atas lapangan F. Jika ¢: L; — L, adalah homomorfisma, maka kernel dari ¢
adalah ideal dari L4, dan image dari ¢ adalah subaljabar Lie dari L,. Selanjutnya
memberikan contoh aljabar Lie dalam R3. Penelitian ini memberikan pemahaman
mengenai kekomutatifan pada aljabar Lie dan sifat-sifat ideal dari aljabar Lie serta contoh
aljabar Lie dalam R3.
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ABSTRACT

Cahyani, Dera. 2024. Commutativity in Lie Algebras and Ideal Properties of
Lie Algebras. Thesis. Mathematics Study Program, Faculty of Science and
Technology, Universitas Islam Negeri Maulana Malik lbrahim Malang.
Supervisor: (1) Intan Nisfulaila, M. Si. (1) Erna Herawati, M. Pd.

Keywords: Lie algebras, Commutativeness of Lie algebras, Ideal Lie Algebra

An algebraic structure is a set given one or more specific operations and axioms. One
such algebraic structure is the algebra of Lie. Lie's algebra was first introduced by Sophus
Lie. Algebra Lie is a vector space L over the field F with surgery bracket Lie and fulfill
several axioms, namely billiard mapping, [x,x] = 0, and fulfill Jacobi’s identity. The
purpose of this study is to prove commutaticity in Lie algebra, Lie subalgebra and ideal in
Lie algebra and provide examples of Lie algebra. The method used in this study is a
literature review, which is a collection of theories obtained from various sources used as
reference materials. There are two lemmas regarding commutaticity in the Lie algebra,
namely Lemma 4.1 An algebra Lie L called commutative if and only if [x,y] = 0, for
each x,y € L and Lema 4.2 Suppose L is the algebra of Lie, Z(L) =L if only if L
abelian. Furthermore, there are several lemmas about the subalgebra Lie and the ideal for
the algebra Lie is Lemma 4.3 Suppose I is ideal in L so I is a subalgebra of Lie, the next

lemma is Lema 4.4 Suppose I and ] is the ideal of the algebra Lie L then the intersection
I nJ is the ideal of L. The next lemma is Lema 4.5 Suppose I and J is the ideal of the
algebra Lie L so I + ] is the ideal of L. And the next lemma is suppose L and L, is the
algebra of Lie over the field F. If ¢: L; - L, is homomorphism, then the kernel of ¢ is
ideal of Ly, and an image from ¢ is the subalgebraic of Lie from L,.. Next gives an
example of the algebra Lie in R3. This research provides an understanding of
commutativeness in Lie algebras and ideal properties of Lie algebras as well as examples
of Lie algebras in R3.
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BAB 1
PENDAHULUAN
1.1 Latar Belakang

Aljabar adalah hukum-hukum operasi bilangan (Lolang, 2013). Aljabar
abstrak merupakan salah satu bidang matematika yang mempelajari struktur
aljabar, seperti himpunan, teori grup, ring, modul, lapangan, dan ruang vektor
(Fraleigh, 2003). Istilah aljabar abstrak dikembangkan pada awal abad ke-20
untuk membedakannya dari bidang yang lebih umum dikenal sebagai aljabar,
yang fokus pada aturan manipulasi rumus dan ekspresi aljabar yang melibatkan
variabel serta bilangan riil atau kompleks, yang sekarang dikenal sebagai aljabar
elementer (Nugroho et al., 2017).

Aljabar abstrak memegang peranan penting dalam perkembangan ilmu lain,
seperti pada ilmu persandian (cryptography) dan teori pengkodean (coding
theory). Peran aljabar abstrak terhadap perkembangan ilmu dalam bidang lainnya
mengakibatkan kajian aljabar abstrak semakin meluas. Kajian aljabar abstrak
meluas dengan cepat berkat penerapan sifat-sifat dari berbagai struktur aljabar, ini
sangat berguna untuk mengembangkan cara menyelesaian permasalahan abstrak
dan sulit dipresentasikan dengan operasi aljabar biasa (Manik, 2011).

Struktur aljabar merupakan himpunan yang memuat satu atau lebih operasi
dan aksioma tertentu (Arifin, 2012). Contoh dari struktur aljabar seperti itu adalah
aljabar Lie. Pada abad ke-19 seorang matematikawan Norwegia bernama Sophus
Lie pertama kali memperkenalkan aljabar Lie untuk mengkaji mengenai konsep
Grup Transformasi Kontinu atau disebut grup Lie (Utama et al., 2021) dan

ditemukan secara independen oleh Wilhelm Killing pada tahun 1880-an. Pada



tahun 1873, Sophus Lie melakukan penelitian yang kemudian dikenal dengan
nama Grup Lie, setelah itu diperluas menjadi aljabar Lie. Grup Lie mempelajari
tentang kesimetrian persamaan diferensial (Winter, 2024). Sebelum ditemukannya
teori kuantum, grup Lie banyak digunakan di bidang fisika. Setelah lebih dari satu
abad penemuan mengenai Lie, terdapat beberapa hal yang berkaitan dengan
aljabar Lie yang masih dikembangkan, misalnya struktur konstan, Weyl groups,
teori representasi dan sebagainya, yang menunjukkan pentingnya teori Lie dalam
matematika modern (Utama et al., 2021).

Aljabar Lie adalah struktur aljabar yang terdapat di berbagai bidang
matematika dan fisika. Salah satu aspek penting dari aljabar Lie adalah sifat
kekomutatifan, yang berkaitan dengan operasi biner yang didefinisikan di
dalamnya. Aljabar Lie didefinisikan dengan dua sifat utama yaitu adanya operasi
biner yang disebut komutator dan memenuhi identitas Jacobi. Kekomutatifan
dalam aljabar Lie menunjukkan bahwa urutan operasi dapat mempengaruhi
hasilnya.

Di sisi lain, sifat-sifat ideal dalam aljabar Lie juga sangat penting. Ideal
adalah substruktur yang memungkinkan membangun aljabar Lie baru dengan
sifat-sifat tertentu. Ideal dalam aljabar Lie memberikan cara untuk mempelajari
sifat-sifat aljabar Lie yang lebih kompleks. Dengan mempelajari kekomutatifan
dan sifat ideal dalam aljabar Lie tidak hanya membantu memahami struktur
aljabar tersebut, tetapi juga membuka jalan untuk aplikasi lebih lanjut di berbagai
bidang matematika dan fisika. Sehingga penelitian dalam bidang ini akan semakin

berkembang dalam mengembangkan ilmu pengetahuan dan teknologi modern.



Aljabar Lie merupakan suatu ruang vektor atas lapangan F yang dilengkapi
dengan pemetaan bilinier yang disebut bracket lie (dilambangkan [-,-]). Dalam
ayat-ayat Al-Qur’an terdapat konsep mengenai vektor, vektor merupakan sesuatu
yang mempunyai orientasi yang dapat diibaratkan seperti manusia (Kusumastuti,
2008). Manusia diibaratkan seperti vektor yang berawal dan berujung. Maksud
dari berawal adalah manusia mempunyai asal-usul penciptanya, sedangkan
berujung memiliki arti manusia akan mencapai pada suatu fase yaitu kematian.
Konsep tersebut juga ada pada surat Al-Alaqg ayat 2 (Kementrian Agama, 1971)

(I _ o © P
Lgle G oY) Gl

Artinya: “Dia telah menciptakan manusia dari segumpal darah”

Dalam ayat tersebut berisi tentang asal mula manusia yaitu berasal dari
gumpalan darah yang bergantung di dinding rahim. Istilah “alag” di pada kamus
bahasa Arab artinya segumpal darah, tetapi ada juga yang mengartikan Al-Alag
adalah sesuatu yang bergantung pada dinding rahim (Maskhuroh et al., 2020).
Manusia merupakan makhluk ciptaan Allah SWT yang luar biasa yang memiliki
peran dalam memanfaatkan seluruh ciptaan Allah SWT lainnya untuk
kepentingan bersama (Husaini, 2020).

Konsep yang ada pada aljabar Lie hampir sama dengan grup dan ring (Dwi
et al., 2019). Merujuk pada hal tersebut, penulis tertarik untuk melakukan
penelitian tentang kekomutatifan pada aljabar Lie serta subaljabar Lie dan ideal
dari aljabar Lie. Dengan demikian, judul pada penelitian ini adalah Kekomutatifan

pada Aljabar Lie dan Sifat-Sifat Ideal dari Aljabar Lie.



1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang yang telah dipaparkan, maka rumusan masalah
pada penelitian ini adalah

1.  Bagaimana kekomutatifan pada aljabar Lie?

2.  Bagaimana sifat-sifat ideal dari aljabar Lie?

1.3 Tujuan Penelitian

Berdasarkan rumusan masalah tersebut, penelitian ini bertujuan untuk
mengetahui tentang kekomutatifan pada Aljabar Lie dan sifat-sifat ideal dari
aljabar Lie.
1.4 Batasan Masalah

Dalam penelitian ini memiliki batasan masalah yaitu membahas
kekomutatifan pada aljabar Lie dan sifat-sifat ideal dari aljabar Lie.
1.5 Manfaat Penelitian

Manfaat dari penelitian ini adalah sebagai berikut.

1. Penelitian ini diharapkan dapat menambah pengetahuan, keilmuan dan
wawasan tentang aljabar Lie yang berkaitan dengan kekomutatifan pada
aljabar Lie dan ideal dari aljabar Lie.

2. Dengan adanya penelitian ini diharapkan dapat menambah pustaka untuk
referensi penelitian ke depannya dan bahan di bangku perkuliahan
khususnya tentang materi aljabar Lie.

3. Penelitian ini diharapkan dapat digunakan sebagai bahan pembelajaran
dan informasi tentang aljabar Lie serta sebagai dasar referensi untuk

penelitian ke depannya.



BAB Il

KAJIAN TEORI

2.1 Field (Lapangan)

Lapangan adalah suatu struktur aljabar yang terdiri dari dua operasi biner,

yaitu penjumlahan dan perkalian, strukturnya adalah grup abelian, himpunan

bukan nol dengan operasi perkalian merupakan grup abelian, dan operasi

perkalian bersifat distributif terhadap operasi penjumlahan. Suatu lapangan

(F,+,X) adalah suatu himpunan tidak kosong F dengan operasi

biner

penjumlahan (+) dan perkalian (x) pada F yang memenuhi aksioma-aksioma

berikut (Manik & Tasman, 2014).

1.

Himpunan F tertutup terhadap operasi penjumlahan

untuk setiap a,b € F,makaa + b € F.

Operasi penjumlahan di F bersifat asosiatif

untuk setiap a,b,c € F, maka (a + b) + c =a + (b + ¢).

Himpunan F mempunyai unsur kesatuan terhadap operasi penjumlahan
Terdapat elemen identitas a sehinggaa + a = a +a = a.

Setiap unsur di F memiliki invers terhadap operasi penjumlahan

untuk setiap a € F terdapat invers yang dilambangkan a~! sedemikian

sehingga

Operasi penjumlahan di F bersifat komutatif
untuk setiap a,b € F,makaa+b=b+a
Himpunan F tertutup terhadap operasi perkalian

untuk setiap a,b € F,makaa X b € F.



7. Operasi perkalian di F bersifat asosiatif
untuk setiap a, b,c € F, maka (a X b) X ¢ = a X (b X c).

8.  Himpunan F mempunyai unsur kesatuan terhadap operasi perkalian
Terdapat elemen identitas § sehinggaa X f = X a = a.

9.  Setiap unsur di F taknol memiliki invers terhadap operasi perkalian
untuk setiap a € F-{0} terdapat invers yang dilambangkan a1
sehingga

axal=alxa=p

10. Operasi perkalian di F bersifat komutatif
untuk setiap a,b € F,makaa X b =b X a

11. Pada F berlaku sifat distributif kiri perkalian terhadap penjumlahan
untuk setiap a, b,c € F memenuhia X (b +¢) = (ax b) + (a X ¢)

12. Pada F berlaku sifat distributif kanan perkalian terhadap penjumlahan
untuk setiap a, b,c € F memenuhi (a +b) X c=(aXxc)+ (b Xc)
Maka F bersifat distributif perkalian terhadap penjumlahan.

Contoh:
Himpunan bilangan kompleks (C) yang dilengkapi operasi penjumlahan dan
perkalian merupakan lapangan.
Akan dibuktikan (C, +,x) merupakan lapangan.
Misalkan z;, z,, z; € C, dengan
Zy = aq + bqi, z, = a, + byi, z3 = az + b3l
Va,b € Rdani = v—1, memenuhi aksioma berikut:
1. Himpunan C tertutup terhadap operasi penjumlahan

Zq +ZZ = (a1 +b1l) + (az +b2l) eC



2.

3.

4.

5.

6.

7.

Operasi penjumlahan di C bersifat komutatif
zy + z, = (a; + byi) + (a, + byi)
= (a; + byi) + (a; + byi)
=2Z,+ 7z
Operasi penjumlahan di C bersifat asosiatif
(21 + 25) + 23 = ((ay + byi) + (az + byi)) + (az + bsi)
= (a; + b1) + ((ag + byi) + (az + bsi))
=2z, + (2, + z3)
Terdapat 0 + 0i € C, sehingga
042z, = (0+00) + (a; + byi)
= (a; + byi) + (0 + 0i)
= (a; + 0) + (byi + 0i)
= a, + byl
=2z
Untuk setiap z; € C terdapat —z; = —a, — b,i € C, sehingga
7z, + (=z) = (ay + byi) + (—aq — byi)
= (—ay — byi) + (ay + byi)
= (—ay + ay) + (=byi + byi)
=0
Himpunan C tertutup terhadap operasi perkalian
7y X z; = (ay + byi)(a, + byi) € C
Operasi perkalian di C bersifat komutatif
zy X zy = (aq + byi)(ay, + byi)

= (az + bzi)(al + bll)



=Zy X 71
8.  Operasi perkalian di C bersifat asosiatif
(21 X 23) X z3 = ((ay + byi) X (az + byi)) X (as + bsi)
= (a, + byi) X ((az + byi) x (az + bsi))
=2, X (2, X z3)
9. Terdapat 1 = 1+ 0i € C, sehingga
1xz, =(1+0i)(a, + byi)
= (a; + by i)(1 + 0i)
= (a; + byi)l
= a; + byi
=z
10. Misalkan z! = x + yi, maka
zxz1=1
(a+ bi)(x +yi) = (1 + 0i)
= (ax — by) + (bx + ay)i = (1 + 0i)
Asumsikan sistem persamaan dua variabel x dan y, dengan koefisien a

dan b, sehingga

ax—by =1
bx +ay =20
didapatkan
Zibz dany = 2-|b-b2
Dengan demikian
a b

= - i
a? + b?%2 a? + b2



11. Terdapatz~' = =2 — —2 i € ¢, sehingga

a?+b?%2  a2+b?

_ , aq by .
z; Xz7t = (a1+b11)<a2+b2—a2+b21>
1t+01 aj+b;

_ a b,
a?+b? a?+

% i) (a; + byi)

a% ab; ab; b12i2
= i— i—
2 2 2 2 2 2 2 2
aj + by ai+bj aji + bj aj + bj

=1+0
=1
12. Pada C berlaku sifat distributif perkalian terhadap penjumlahan
21(z5 + z3) = (a1 + b1)((az + byi) + (as + bsi))
= (a; + byi)(a, + byi) + (aq + byi)(as + bsi)
= Z1Zy + 2123
Jadi terbukti bahwa (C, +,%) adalah field.
2.2 Ruang Vektor dan Transformasi Linier
2.2.1 Ruang Vektor
Pada bagian ini akan membahas konsep tentang ruang vektor dan
subruang serta sifat-sifat ruang vektor. Untuk mengetahui lebih jelasnya
mengenai ruang vektor, maka berikut akan disajikan definisi mengenai ruang
vektor dan sifat-sifat pada ruang vektor.
Definisi Ruang Vektor
Misalkan F merupakan suatu lapangan, anggota atau unsurnya disebut skalar.
Ruang vektor V atas lapangan F merupakan himpunan yang tidak kosong, di
mana unsur-unsurnya disebut vektor dan dilengkapi dengan dua jenis operasi.

Operasi pertama, yang disebut penjumlahan dan dilambangkan +,
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menggabungkan setiap pasangan vektor (u,v) dalam V menjadi suatu vektor
u+v dalam V. Operasi kedua, dikenal sebagai perkalian skalar,
mengoperasikan setiap pasangan (r,u) € F XV ke suatu vektor ru di V.
Beberapa sifat berikut harus dipenuhi: (Gozali, 2010)
1. Operasi penjumlahan di V bersifat asosiatif, untuk semua u, v,w € V,
ut+@+w)=u+v)+w
2. Operasi penjumlahan di V bersifat komutatif, untuk semua u,v € V,
ut+tv=v+u
3. Keberadaan vektor nol, terdapat suatu vektor nol yaitu 0 € V dengan
sifat
O+u=u+0=uvuelvlV
4.  Keberadaan invers terhadap operasi penjumlahan, untuk semua u € V,
terdapat suatu vektor di V, dinotasikan dengan —u , dengan sifat
u+(—u)=_CFu)+u=0
5.  Sifat perkalian skalar, untuk semua a, b € F dan semuau,v € V,
a(u+v) = au+av
(a+b)u = au+bu

(ab)u

a(bu)
lu=u
Contoh:

Diberikan V = R? dan didefinisikan sebagai berikut
X1 Xy _ X1 + Xo
(}’1) + (}’2) B (}’1 + 3’2)

<G2) = (i)



Akan dibuktikan bahwa V merupakan ruang vektor atas lapangan.

Bukti

Ambil sebarang u, v,w € R? dan k, [ € R, dengan

w=(y,)v=(1)w=()
Maka berlaku

1. Himpunan V tertutup terhadap operasi penjumlahan
_ (%1 X2
u+v= (}’1) + (}’z)

=Gyay))e®

2. Operasi penjumlahan di V bersifat komutatif
urv=(3,)+ ()
~Gatr)
=Gt )
=)+ ()
=v+u

3. Operasi penjumlahan di V bersifat asosiatif,
(u+v)+w= ((;ﬁi) + (;Z)) + (;z)
= Gaeo)+ ()

-(G )

_ (xl + (x, + x3)>
yi+ Q2 +y3)

11



G+ Gotse)
Go+(GD+G)

=u+@+w)

Misalkan bahwa (g) adalah elemen identitas di V, maka

o)+ () =60 = () +G)
Sehingga (8) adalah elemen identitas di V.

Ambil sebarang u € R? dan anggap bahwa —u € R?, maka
(B X1\ _ (%1 T (_xl)) _ (0
ut(-u)= (yl) + (—yl) - (y1 +(=y)) ~ (0)
_ _(Tx X1\ _ ((=x1) + x1) _ (0
Cwtu= (—yl) * (yl) - ((—yl) +y.) " (0)
Sehingga - u € R? merupakan invers dari sebarang u € R?

Perhatikan bahwa V: R x R? —» R?

ku = k (;1) - (:g‘;) € R?

Berlaku k(u+v) =k <(;i) + (;Z))

=G40

(ko 133)

(kx1 + kxz)
ky, + ky,

kx1> (kxz)
+
(k)ﬁ ky,

12



=k(3)++ (1)
= ku+ kv

8. Berlaku (k + Du = (k + ) (;1)

= (o)

_ (kx1 + lxl)
kyi + Ly,

kxl) (lxl)
= +
(kJ’1 Ly,

A

=ku+lu

9. Berlaku k(lu) =k <l (;2))
- <kl (;1))

= 6D ;)
= (kDu

10. Berlaku 1u =1 (;1)

- (131
= ()

=u

Jadi terbukti bahwa V merupakan ruang vektor.

13
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Pada ruang vektor terdapat subruang vektor. Subruang vektor merupakan
himpunan bagian dari ruang vektor V. Untuk lebih jelasnya maka akan
disajikan definisi mengenai subruang vektor.

Definisi Subruang Vektor

Misalkan ¥V merupakan ruang vektor atas R, dan W C V,(W # 0). W
dapat disebut subruang dari V jika W adalah ruang vektor atas R terhadap
operasi penjumlahan vektor dan perkalian skalar ¥V (Gozali, 2010).

Selanjutnya diberikan pernyataan yang menunjukkan syarat-syarat suatu
subruang dari suatu ruang vektor juga merupakan ruang vektor.
Teorema Subruang Vektor

Jika W adalah suatu himpunan bagian satu atau lebih vektor dari suatu
ruang vektor V, maka W adalah subruang dari V jika dan hanya jika memenuhi
dua syarat berikut (Syarifuddin et al., 2016).
1. Jikau,ve W, makau+vew
2. Jika k skalar, dan u € W, maka ku € W
Contoh:
Diberikan S = {(a4, a,, a3)|a, = a3), S merupakan subruang dari R3, karena:
1. Ambil sebarang a = (a,,a,,a,) dan b = (by, by, b,) mMasing-masing

merupakan elemen dari S, maka

a+b = (ay,a, a;)+ (by,by,by) =(a; +by,a, +by,a, +by) €S

2. Ambil sebarang a = (a4, a,, a,) € S, maka

aa = a(aq,a,,a,) = (aaq, aa,, aa,) € S, untuk setiap a € R
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2.2.2 Transformasi Linier
Transformasi linier merupakan dasar dari aljabar linier yang berbentuk
fungsi. Salah satu pembahasan dalam transformasi linier adalah fungsi yang
dapat memetakan suatu ruang vektor ke ruang vektor lainnya, sehingga operasi
standar pada ruang vektor (penjumlahan dan perkalian skalar) masih berlaku
(Syafnuri et al., 2018).
Tranformasi (pemetaan atau fungsi) T dari V (domain) ke W (kodomain)
dapat dituliskan sebagai
T:V->W
(Syafnuri et al., 2018)
dengan, w = T (v)
V dan W merupakan vektor atas lapangan F.

|4 14

Gambar 2.1 Transformasi Linier V ke W

Untuk mengetahui lebih jelasnya mengenai definisi transformasi linier
maka akan disajikan definisi transformasi linier sebagai berikut.
Definisi Transformasi Linier
Transformasi T: V — W disebut transformasi linier jika:
1. Tu+v)=Tu)+Tw),Vu,vev.
2. T(ku) =kT(u), Vvu € Vdanskalark € F.

(Syafnuri et al., 2018)



16

Contoh:

Diketahui T: R - R3 dengan T (;) = (x;y)
y
Akan dibuktikan bahwa T( ) = (x;y ) merupakan transformasi linier.
y

x
y

Misalkan u = (%), v = (%2

1. u+v= (xl”z) maka

yity2
X1+ x2—(V1+ ¥2) B B
T(u+v)=T (x1+ xz) — Xq+ %o _ X1x1y1 + xzxzyz
Y1ty Y1tz V1 v
=T+ TW)

2. Untuk sebarang skalar k, ku = (’;zi) maka

kx1 - kyl xl —_ yl

K
T(kw) = T( xl) = ka okl u |=kTW
ky1 ky; Y1

x-y

Karena kedua syarat terpenuhi, maka T (;) = ( X ) merupakan transformasi
y

linier.

Dalam transformasi linier terdapat himpunan bagian vektor yang
dipetakan ke wvektor nol yang dinamakan kernel atau nullspace. Untuk
mengetahui lebih jelasnya maka akan disajikan definisi mengenai kernel
sebagai berikut.

Definisi Kernel Transformasi Linier

Misalkan T:V — W merupakan transformasi linier, maka himpunan

bagian dari vektor-vektor di V yang dipetakan T ke 0 dinamakan kernel atau

ruang null dari T dan dinyatakan ker(T).
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Berdasarkan definisi, maka
ker(T) ={v e V|T(v) =0,}
(Syafnuri et al., 2018)

Selain terdapat kernel, terdapat juga yang dinamakan jangkauan.
Selanjutnya akan disajikan definisi mengenai jangkauan sebagai berikut.
Definisi Jangkauan (Range)

Himpunan semua vektor-vektor di W yang merupakan bayangan T
paling sedikit satu vektor di V disebut sebagai jangkauan dari T dan
dinotasikan dengan R(T).

Berdasarkan definisi di atas, maka
R(T)={weW|T(v) =w € W,untuk v € V}
Himpunan R(T) bukan merupakan himpunan kosong, paling tidak memuat
0Oew.
(Syafnuri et al., 2018)
Contoh
Berikut merupakan sebuah transformasi linier.

T ([,]) -

X1+ %y
—x1 + X,
X1 + 2x,

Tentukan ker(T) dan R(T)
(Syafnuri et al., 2018)
Penyelesaian
1. Untuk mencari ker(T) berarti mencari vektor (x;, x,) yang petanya
sama dengan 0 sehingga T (xy, x;) = (X1 + X3, —X1 + X2, X1 + 2X,) =

(0,0,0) maka
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x1+x2 =0
_X1+xZ=0
x1+2x2 :0

Dengan menggunakan metode eliminasi Gauss-Jordan maka didapatkan
penyelesaian x; = 0 dan x, = 0
Jadi ker(T) = {(0,0)}
2. Untuk mencari R(T) berarti vektor (y;, ¥, y3) memenuhi persamaan
berikut
(3’1»372,3’3) = (x1 + X2, —x1 + X3, X1 + 2X3)
maka
Y1=%t+Xx;
Y2 = —X1tXx;
Y3 = X1 + 2%,

Dari persamaan di atas maka dapat dibentuk menjadi matriks

(L1
=l e
Y1 1 1
[J’z =x =1+ x |1
Y3 1 2

Sehingga vektor (y,, y, ¥ ) menjadi anggota R(T) jika vektor (y, v, ys)

1 1
menjadi anggota dari ruang kolom matriks [—1 1]
1 2

2.3 Pemetaan Bilinear
Salah satu konsep yang hampir dikenal di semua cabang matematika adalah

konsep mengenai himpunan dan pemetaan (fungsi). Pada cabang matematika
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seperti aljabar abstrak, istilah pemetaan lebih umum digunakan daripada istilah
fungsi. Pada dasarnya fungsi adalah suatu relasi atau hubungan dengan sifat-sifat
khusus (Rosjanuardi, 2014). Berikut akan disajikan definisi mengenai suatu
pemetaan.
Definisi Pemetaan

Diketahui A dan B himpunan tidak kosong. Sebuah pemetaan ¢ dari
himpunan A ke himpunan B merupakan suatu aturan yang mengaitkan setiap
unsur dari himpunan A dengan tepat satu unsur dalam himpunan B (Ruhama,
2012).

Jika ¢ merupakan suatu pemetaan dari himpunan A ke himpunan B, maka

pemetaan tersebut dilambangkan dengan ¢:A — B atau 4% Himpunan A
dikatakan domain atau daerah asal dari ¢ dan dilambangkan dengan D(¢) dan
himpunan B dikatakan kodomain atau daerah kawan dan dilambangkan dengan
C(¢). Jika ¢ menghubungkan a € A ke b € B, maka b disebut sebagai bayangan
dari a oleh pemetaan ¢ dan dilambangkan dengan ¢(a) = b. Sedangkan untuk
himpunan range atau daerah hasil dapat ditulis R(¢) = {@(a):a € D(p)}
(Ruhama, 2012).
Contoh:
Relasi f:R — R dengan f(x)=2x —3. Tunjukkan bahwa relasi tersebut
merupakan fungsi.
Bukti

1. Ambil sebarang x € R pilih y = 2x — 3 € R akan ditunjukkan y = f(x)

Karenax € Rmaka f(x) =2x -3 =y € R.
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2. Ambil sebarang x;,x, € R dengan x; = x, akan ditunjukkan f(x;) =
f(x2).
Perhatikan bahwa
f(x1) =2x; -3
f(x2) =2x, =3
Dengan x; = x, maka f(x;) = f(x,).
Jadi f(x) = 2x — 3 merupakan fungsi.
Setelah mengetahui tentang definisi dari pemetaan kemudian akan disajikan
definisi mengenai pemetaan bilinier.
Definisi Pemetaan Bilinear
Misalkan U,V,W merupakan ruang vektor. ¢@:U xV — W dikatakan
bilinear jika memenuhi:
1. oy +uyv) =euy,v)+e(u,,v), Yuj,u, e Udanv e V.
2.  @(Au,v) = Ap(u,v), Yu € U,v € V dan A adalah sebarang skalar.
3. ouvy+vy) =ewv)+eu+vy),VueUdan vy,v, €EV.
4.  @(u,Av) = lo(u,v),vu € U,v € V dan A adalah sebarang skalar.
(Ruhama, 2012)
Contoh:
Himpunan R merupakan ruang vektor atas lapangan R. Didefinisikan pemetaan
@:RXR - R dengan rumus ¢(x,y) = 2xy. Pemetaan ¢ adalah pemetaan
bilinier.
Bukti

Akan dibuktikan bahwa pemetaan ¢ merupakan pemetaan bilinier.
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1. Untuk setiap x4, x5,y € R berlaku
@(x1 +x2,¥) = 2(x1 + x2)y = 261y + 25y = @(x1,¥) + @(x2, y).
2. Untuk setiap x,y € R berlaku
e(Ax,y) = 2Axy = A2xy = Ao(x,y), VA € R.
3. Untuk setiap x, y;, v, € R berlaku
@(x,y1+y2) = 2x(y1 + y2) = 2xy1 + 2xy; = (%, y1) + @ (%, y2).
4.  Untuk setiap x, y € R berlaku
@(x,Ay) = 2xAy = A2xy = Ap(x,y), VA € R.
Sehingga terbukti bahwa pemetaan ¢ merupakan pemetaan bilinier.
(Rasiman et al., 2018)
2.4 Ring dan Subring
Sistem bilangan seperti bilangan bulat, bilangan rasional, dan bilangan
kompleks memiliki dua operasi yang didefinisikan padanya, yaitu penjumlahan
dan perkalian. Operasi terhadap perkalian himpunan bilangan-bilangan tersebut
merupakan grup abelian. Sistem aljabar dengan dua operasi seperti di atas
termasuk ke dalam sistem aljabar yang disebut ring (Setiawan, 2014). Berikut
akan disajikan definisi mengenai ring.
Definisi Ring
Misalkan R merupakan himpunan yang tidak kosong yang dilengkapi
dengan dua buah operasi, yaitu + (operasi penjumlaan) dan x (operasi perkalian),
serta disimbolkan dengan (R, +,X). (R, +,%) disebut ring jika memenuhi aksioma

berikut:
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1.  (R,+) grup abelian
a. Tertutup terhadap operasi penjumlahan
Va,b € R,a+b ER
b. Assosiatif terhadap operasi penjumlahan
Va,b,c €ER,(a+b)+c=a+(b+c)
c. Tedapat elemen identitas yaitu e € R
VaeERa+e=e+a=a
d. Setiap elemen memiliki invers
Ya € R,da ' €R

sehingga

e. R bersifat komutatif terhadap operasi penjumlahan
Va,b ER,a+b=b+a

2. (R,x) semigrup

a. Tertutup terhadap operasi perkalian

Va,b € R,axb€R
b. Assosiatif terhadap operasi perkalian
Va,b,c ER,(axb)Xc=ax(bXc)

3. Sifat distributif kiri dan kanan

VYa,b,c € R maka,

a.ax(b+c)=(axb)+ (axc)

b. (a+b)xc=(axc)+(bXxc)

(Rasiman et al., 2018)

Selanjutnya akan disajikan definisi mengenai ring yang bersifat komutatif.
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Definisi Ring Komutatif

Ring R disebut sebagai ring komutatif jika operasi perkalian pada R bersifat
komutatif (Rasiman et al., 2018).

Selanjutnya akan disajikan definisi mengenai subring.
Definisi Subring

Misalkan (R, +,%) adalah suatu ring, S # @ adalah himpunan bagian dari R
(S € R). Apabila operasi yang sama dengan (S, +,X) membentuk suatu ring
maka S disebut subring dari R (Rasiman et al., 2018).

Di dalam ring terdapat subring khusus yang memiliki sifat-sifat istimewa
yaitu tertutup terhadap perkalian unsur di luar subring, subring tersebut
dinamakan suatu ideal (Rasiman et al., 2018). Pada ring dikenal dengan ideal
kanan dan ideal kiri. Dikatakan ideal kiri apabila tertutup terhadap perkalian unsur
di sebelah kiri dan dikatakan ideal kanan apabila tertutup terhadap perkalian unsur
di sebelah kanan. Untuk lebih jelas terdapat definisi berikut.

Definisi Ideal

Misalkan (R, +,x) merupakan suatu ring dan I < R dengan I # @, I disebut

ideal dua sisi (ideal kiri sekaligus ideal kanan) dari R jika

1. Untuk setiap a, b € I berlaku (a + (—=b)) € 1.

2. Untuksetiapaeldanr e R=>ra€ldanar €.
Terdapat beberapa ideal yaitu:

1. Ideal I disebut ideal trivial jika I = {0}.

2. ldeal I disebut ideal sejati jika I # R.

3. Ideal I disebut ideal tak sejati jika I = R.

(Rasiman et al., 2018)
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2.5 Aljabar

Aljabar adalah salah satu cabang yang terdapat di dalam matematika yang
mempunyai peran yang sangat penting dalam kehidupan. Tanpa disadari, aljabar
sering digunakan dalam kehidupan sehari-hari. Seorang pedagang yang menjual
barang-barang akan menghadapi masalah tentang keuangan. Permasalahan
tersebut merupakan salah satu penerapan aljabar dalam kehidupan sehari-hari.
Berikut diberikan definisi mengenai aljabar.
Definisi Aljabar

Misalkan X merupakan himpunan tak kosong dan " =" merupakan operasi
biner di F. Pasangan terurut (X,*) disebut aljabar.
2.6 Aljabar Lie

Aljabar Lie abstrak adalah struktur aljabar yang digunakan dalam
mempelajari grup Lie. Yang merupakan endomorfisme ruang vektor dari
tranformasi linier yang memiliki operasi baru yang bukan asosiatif, tetapi disebut
bracket atau commutator. Aljabar asosiatif mengawetkan perkalian bilinier antar
elemen dalam ruang vektor V atas lapangan F, di mana V x V — V didefinisikan
oleh (x,y) — xy untuk x,y € V. Operasi bracket menghasilkan pemetaan bilinier
yang baru, di atas ruang vektor yang sama, yang mengubah aljabar asosiatif
menjadi aljabar Lie, di mana V x V — V didefinisikan oleh [x,y] = (xy — yx)
(Talley, 2007). Berikut akan disajikan definisi mengenai aljabar Lie untuk
memperjelas.
Definisi Aljabar Lie
Suatu aljabar Lie adalah ruang vektor L atas lapangan F dengan operasi [—, —] :

L x L — L (disebut bracket Lie) yang memenuhi aksioma-aksioma berikut:
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1.  Pemetaan bilinier pada bracket Lie [—, —]
2. [x,x] = 0 untuk setiap x € L
3. [x, [y, Z]] + [y, [z, x]] + [z, [x,y]] = 0 untuk setiap x,y,z € L
(Imani, 2012)
Aksioma (3) disebut juga sebagai identitas Jacobi. Perhatikan bahwa bracket Lie
merupakan pemetaan bilinear sehingga aksioma (2) ekivalen dengan
O0=[x+yx+y]
=[x, x] + [yl + [y, x] + [, y]
=0+ [x,y]+[y,x]+0
=[x, y]+ [y, ]
Dengan demikian diperoleh
[x,y] = —[y, x] untuk setiap x,y € L
Bracket Lie [x, y] atau disebut commutator dari x dan y. Definisi dari komutator
(commutator) akan diberikan sebagai berikut.
Definisi Komutator (Commutator)
Diberikan x,y € R dan R merupakan ring dengan pusat Z(R). Commutator
xy — yx dinotasikan dengan [x, y] atau dapat didefinisikan sebagai berikut
[x,y] = xy —yx,Vx,y €ER
Sehingga penulisan komutator xy — yx ditulis xy — yx (Halim Mahmud et al.,
2013). Selanjutnya akan disajikan definisi mengenai subaljabar Lie
Definisi Subaljabar
Misalkan L adalah aljabar Lie. Subruang K dari L disebut subaljabar Lie
jika

[x,y] € K
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untuk setiap x, y € K (Erdmann & Wildon, 2006)
Definisi Ideal
Suatu subruang I dari aljabar Lie L disebut ideal dari L jika
[x,y] €1
untuk setiap x € L,y € I (Erdmann & Wildon, 2006).
Definisi Pusat
Pusat dari aljabar Lie L adalah himpunan
Z(L)={x€Ll|[x,z] =0,Vz €L}

(Erdmann & Wildon, 2006)
Definisi Pemetaan Homomorfisma
Misalkan L, dan L, adalah aljabar Lie atas lapangan F. Suatu pemetaan ¢:L; —
L, disebut homomorfisma jika ¢ adalah pemetaan linear dan

o([x,yD = [@(x), o], Vx,y € Ly

(Erdmann & Wildon, 2006)

2.7 Kajian Aljabar Lie dalam Perspektif Islam
Aljabar merupakan salah satu cabang matematika. Aljabar dibagi menjadi

dua berdasarkan periodenya yaitu aljabar klasik dan aljabar abstrak atau aljabar
modern. Pada penelitian ini membahas tentang aljabar abstrak. Aljabar abstrak
mengkaji tentang struktur aljabar, seperti himpunan, teori grup, ring, modul,
lapangan, dan ruang vektor. Selain itu dalam struktur aljabar juga membahas
mengenai aljabar Lie, dimana aljabar Lie merupakan topik pembahasan pada
penelitian ini. Aljabar Lie merupakan suatu ruang vektor atas lapangan F yang
dilengkapi dengan pemetaan bilinier. Dalam Al-Qur’an terdapat konsep mengenai

vektor. Suatu vektor memiliki nilai dan arah sehingga dalam vektor terdapat titik
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pangkal dan ujung. Dalam surat Al-Mu’minun ayat 12-14 (Kementrian Agama,

1971)
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Artinya: “Dan sesungguhnya Kami telah menciptakan manusia dari saripati
(berasal) dari tanah. Kemudian Kami jadikan saripati itu air mani (yang
disimpan) dalam tempat yang kokoh (rahim). Kemudian air mani itu Kami
jadikan segumpal darah, lalu segumpal darah itu Kami jadikan segumpal daging,
dan segumpal daging itu Kami jadikan tulang belulang, lalu tulang belulang itu
kami bungkus dengan daging. Kemudian Kami jadikan dia makhluk yang
(berbentuk) lain. Maka Maha sucilah Allah, Pencipta Yang Paling Baik”

Dengan memahami konsep vektor dengan benar dan memahami tentang
asal-usul manusia dari surat di atas, maka konsep terciptanya manusia dapat
dimisalkan sebagai titik awal atau titik pangkal sebuah vektor. Dimana manusia
diciptakan dari tanah. Titik awal tersebut juga dapat dimisalkan seorang bayi yang
baru lahir dalam keadaan suci dan tidak mengerti apa-apa sehingga diarahkan
orang tuanya untuk menjadi orang yang rendah hati dan mensyukuri nikmat Allah
SWT (Kusumastuti, 2008). Allah SWT berfirman seraya memberitahukan tentang
asal mula penciptaan manusia dari saripati (berasal) dari tanah, yaitu Adam, Allah
SWT menciptakannya dari tanah liat kering yang berasal dari lumpur hitam yang
dibentuk (Al-Sheikh, 2003). Dalam hadist yang telah diriwayatkan Abu Dawud
dan at-Tirmidzi juga disampaikan mengenai asal mula penciptaan manusia (Al-
Sheikh, 2003). Dalam hadist itu disampaikan
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Artinya: “Telah menceritakan kepada kami [Muhammad bin Basyar] telah
menceritakan kepada kami [Yahya bin Sa’id] dan [Ibnu Abu Adi] dan
[Muhammad bin Ja'far] dan [Abdul Wahhab], mereka berkata; telah
menceritakan kepada kami [ ‘Auf bin Abu Jamilah Al-A’rabi] dari [Qasamah bin
Zuhair] dari [Abu Musa Al Asy’ari] ia berkata; Rasulullah shallallahu ‘alaihi
wasallam bersabda: “Sesungguhnya Allah Ta’ala menciptakan Adam dari satu
genggaman tanah yang digenggam-Nya dari seluruh permukaan bumi. Kemudian
anak-anak Adam datang sesuai dengan kadar warna tanah. Di antara mereka ada
yang merah, putih, hitam,dan di antara hal tersebut, juga ada yang jahat dan ada
juga yang baik, serta diantara keduanya” Abu Isa berkata; Hadist ini hasan
shahih.

Vektor juga dapat diibaratkan sebagai sebuah garis yang memiliki titik awal,
maka dari titik awal itu akan terjadi perkembangan hingga menjadi sebuah bentuk,
bentuk tersebut yang disebut garis, sehingga dapat diibaratkan sebagai manusia
yang melakukan proses perkembangan (Kusumastuti, 2008). Konsep tersebut

terdapat pada surat Ar-Rum ayat 20 (Kementrian Agama, 1971)

O3pas g 28 DY E o 2 Gl O Do) fag
Artinya: “Dan di antara tanda-tanda kekuasaan-Nya ialah Dia menciptakan
kamu dari tanah, kemudian tiba-tiba kamu (menjadi) manusia yang berkembang
biak”

Selain terdapat titik awal atau titik pangkal, vektor juga memiliki ujung atau
titik akhir. Konsep tersebut ada di dalam surat Al-Jumu’ah ayat 8 (Kementrian

Agama, 1971)
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Artinya: “Sesungguhnya kematian yang kamu lari dari padanya, ia pasti
menemui kamu, kemudian kamu akan dikembalikan kepada (Allah), yang
mengetahui yang gaib dan yang nyata, lalu Dia beritakan kepadamu apa yang
telah kamu kerjakan”

Sama halnya seperti vektor yang memiliki titik akhir, dalam proses

kehidupan manusia sebaiknya memiliki tujuan yang jelas untuk mencapai atau
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menuju ke titik akhir tersebut. Titik akhir yang dimaksudkan dari manusia adalah
kematian. Dan bekal untuk mencapai tujuan dengan sebaik-baiknya sampai akhir

proses adalah ridha Allah SWT (Kusumastuti, 2008).



BAB I11
METODE PENELITIAN

3.1 Jenis Penelitian

Jenis atau pendekatan yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi
pustaka atau riset pustaka. Menurut Embun, penelitian kepustakaan adalah
penelitian yang dilakukan semata-mata atas dasar karya tulis, termasuk hasil
kajian yang dipublikasikan dan tidak dipublikasikan (Melfianora, 2019). Studi
pustaka atau kepustakaan juga dapat dipahami sebagai rangkaian kegiatan yang
berkaitan dengan metode pengumpulan data pustaka, membaca, mencatat dan
mengolah bahan penelitian (Supriyadi, 2016).
3.2 PraPenelitian

Pada tahap pra penelitian ini, yang pertama dilakukan peneliti adalah
mempelajari mengenai konsep dasar tentang aljabar Lie dan mempelajari konsep-
konsep yang masih berkaitan dengan aljabar Lie seperti konsep mengenai
lapangan, ruang vektor, transformasi linier, pemetaan bilinier, ring, dan aljabar.
Kemudian peneliti akan membuktikan sifat aljabar Lie yang berkaitan dengan
kekomutatifan pada aljabar Lie dan sifat ideal dari aljabar Lie.
3.3 Tahapan Penelitian

Penelitian ini merupakan penelitian studi pustaka sehingga langkah yang
dilakukan dalam penelitian ini adalah mempelajari buku-buku dan jurnal untuk
mendapatkan data-data penelitian. Adapun langkah-lagkah yang peneliti gunakan
untuk membahas penelitian ini adalah sebagai berikut:

1.  Membuktikan lema terkait kekomutatifan pada Aljabar Lie yaitu suatu

aljabar Lie L disebut komutatif jika dan hanya jika [x,y] = 0, untuk
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setiap x,y € L dan membuktikan bahwa Z(L) = L jika hanya jika
L abelian.

Membuktikan lema terkait sifat ideal dari aljabar Lie yaitu ideal
merupakan suatu subaljabar Lie dan membuktikan bahwa irisan I NJ
merupakan ideal dari L serta membuktikan bahwa I + J merupakan ideal
dari L.

Memberikan contoh aljabar Lie.

Menarik kesimpulan dari lema dan contoh aljabar Lie.



BAB IV
PEMBAHASAN
Dalam bab ini akan dibahas tentang kekomutatifan pada aljabar Lie dan

sifat-sifat ideal dari aljabar Lie. Serta pada bagian akhir terdapat integrasi Aljabar
Lie dalam Al-Qur’an. Pada bagian awal dituliskan mengenai kekomutatifan pada
aljabar Lie dan akan dituliskan lema mengenai kekomutatifan pada aljabar Lie
serta membuktikan lema tersebut.
4.1 Kekomutatifan pada Aljabar Lie

Misalkan L merupakan ruang vektor berdimensi hingga atas lapangan F.
Setiap ruang vektor tersebut dapat disebut aljabar Lie jika [x,y] = 0. Aljabar Lie
dengan kondisi tersebut disebut aljabar Lie yang komutatif. Berikut akan disajikan
lema mengenai kekomutatifan pada Aljabar Lie.
Lema 4.1
Suatu aljabar Lie L disebut komutatif jika dan hanya jika [x, y] = 0, untuk setiap
x,y € L (Erdmann & Wildon, 2006).
Bukti
Akan ditunjukkan bahwa aljabar Lie L komutatif jika dan hanya jika [x, y] = 0.

(=) Akan ditunjukkan bahwa jika aljabar Lie L komutatif maka [x,y] = 0

Misalkan L adalah aljabar Lie komutatif, maka [x, y] = [y, x]

Ambil sebarang x,y € L

Akibat dari aksioma (2) diperoleh

0=[x+yx+y]

=[x, x] + [x,y] + [y, x] + [y, ¥]
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=0+ [x,y]+[y,x]+0
=[x, y] + [y, x]
Dengan demikian diperoleh
[x,y] = —[y, x] untuk setiap x,y € L
[y, x] = [x,y] = =[y,x]
Sehingga diperoleh [y, x] = —[y, x]
Kondisi ini terpenuhi jika [y, x] = 0,Vx,y € L
(<) Akan ditunjukkan bahwa jika [x,y] =0 maka L adalah aljabar Lie

komutatif.
Misalkan terdapat aljabar Lie L, untuk semua elemen x,y € L, berlaku

[x,y] =0
Ambil sebarang x € Ldany € L.
Berdasarkan asumsi maka diperoleh

[x,y] = 0 untuk sebarang x,y € L

Pilih x dan y sebarang dari L. Misalkan x = a dan y = b, untuk sebarang
a, b € L maka diperoleh

[a,b] =0
Untuk menunjukkan bahwa L adalah aljabar Lie komutatif, maka perlu
ditunjukkan bahwa

[a,b] = [b,a] Va,b €L

Dengan asumsi [a, b] = 0, maka diperoleh

[b,a] =0
Karena [a,b] = 0 dan [b,a] = 0 untuk semua a, b € L, maka didapatkan

[x,y] = 0 untuk setiap x,y € L.
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Sehingga terbukti bahwa jika [x,y] =0 maka L adalah aljabar Lie
komutatif.
Aljabar lie dapat dikatakan sama dengan pusat dari aljabar Lie jika memenuhi
lema sebagai berikut
Lema 4.2
Misalkan L adalah aljabar Lie. Z(L) = L jika hanya jika L abelian (Erdmann &
Wildon, 2006).
Bukti
Akan ditunjukkan Z (L) = L jika hanya jika L abelian.
(=) Misalkan Z(L) = L berarti bahwa setiap elemen x € L merupakan elemen
pusat, sehingga
Z(L)={x€L|[x,yl]=0,vyelL}=1L
Perhatikan bahwa, untuk setiap x € L maka
[x,y]=0,Vvy €L
Ambil sebarang elemen x,y € L.
Karena x € Z(L), maka berdasarkan definisi diperoleh
[x,y] =0
untuk sebarang y € L.
Selanjutnya ambil y = x maka
[x,x] =0
Karena y merupakan elemen dari L dan berada dalam pusat, maka untuk
sebarang y
[y,x] =0

Dengan demikian diperoleh bahwa [x, y] = 0 untuk setiap x,y € L.
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Jadi terbukti bahwa Z (L) = L jika hanya jika L abelian.
(<) Akan ditunjukkan bahwa jika L abelian maka Z(L) = L
Misalkan L abelian maka [x,y] = [y, x],Vx,y € L
Karena [x,y] = —[y,x] dan [x, y] = [y, x] diperoleh [y, x] = —[y, x]
Sehingga [y,x] = 0dan [x,y] =0
Akibat dari [x,y] = [y,x] = 0,Vx,y € Lmakax,y € Z(L)
Jelas bahwa x € Z(L) maka x € L.
Jadi terbukti bahwa jika L abelian maka L = Z(L).
4.2 ldeal dari Aljabar Lie
Dalam subbab ini akan membahas tentang sifat-sifat ideal dari aljabar Lie.
Berikut akan diberikan lema mengenai suatu ideal di L adalah subaljabar Lie di L.
Lema 4.3
Misalkan I adalah ideal di aljabar Lie L. I merupakan suatu subaljabar Lie
(Erdmann & Wildon, 2006).
Bukti
Akan ditunjukkan bahwa jika ideal I merupakan suatu subaljabar Lie
1. IcLdanl#¢@
Perhatikan bahwa I adalah subaljabar Lie, sehingga memuat elemen nol.
Diasumsikan bahwa aljabar Lie memiliki elemen nol. Jika I adalah ideal
dan I tidak kosong, maka terdapat satu elemen pada /.
Misalkan x adalah elemen nol pada I. Maka dengan menggunakan sifat
ideal, dapat ditunjukkan bahwa
[x,y] € ,Vy €L

Misalkan dipilih y sebagai elemen nol dari L, maka diperoleh



36

[y,x] = [B,x] =0€l
Jadi terdapat elemen nol pada I sehinggal c L dan [ # @.
2. Akan ditunjukkan bahwa [x,y] € I,Vx,y € I
a. ldeal I tertutup terhadap operasi penjumlahan
Ambil x, y € I. Akan ditunjukkan bahwa x + y € I.
Berdasarkan definisi ideal, [x,y] € I karena I merupakan subaljabar
Lie, sehingga
[x,yl €1
Untuk menunjukkan x 4+ y € I, perhatikan bahwa ideal [ harus
memenuhi sifat penjumlahan sehingga I merupakan subaljabar Lie.
b. Ideal I tertutup terhadap operasi bracket
Ambil x,y € 1
Karena I merupakan ideal, untuk setiap x € I dan y € L, maka
diperoleh
[y,x] el
Dengan sifat antisimetri dari bracket dalam aljabar Lie diperoleh
[x,y] = —[y,x]
Diketahui bahwa [y, x] € I. Karena I ideal maka didapatkan
—[y,x] €1
Sehingga dapat ditunjukkan bahwa [ tertutup terhadap operasi
bracket.
Jadi ideal I merupakan suatu subaljabar Lie L.

Selanjutnya diberikan lemma mengenai irisan dari suatu ideal pada aljabar Lie.
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Lema 4.4

Misalkan I dan J adalah ideal dari aljabar Lie L. Maka irisan I nJ adalah ideal

dari L (Erdmann & Wildon, 2006).

Bukti

Akan dibuktikan bahwa irisan I n J adalah ideal dari L di mana I dan J adalah

ideal dari aljabar Lie L.

1.

Akan ditunjukkanbahwaInjc LdanInj # @
Irisan I N J didefinisikan sebagai
INJ={x€eL|xeldanx €]}
Berarti bahwa I N J terdiri dari elemen yang terdapat pada kedua ideal I
dan J. Karena I merupakan ideal dari aljabar Lie L maka I c L dan
karena J merupakan ideal dari aljabar Lie L maka J c L.
Oleh karena itu, setiap elemen x € I N J merupakan elemen dari L.
Ideal dari aljabar Lie memuat elemen nol, sehingga diperoleh
0€ldan0 € ]

Karena elemen nol terdapat dalam ideal I dan J, maka didapatkan

0elnJ
Dengan demikian irisan I N ] # @.
Akan ditunjukkan bahwa [x,y] e InJ,vx €,y eIn]
Misalkanx e Idany € I n].
Karenay e InJmakay € I dany € ].

Akibat I merupakan ideal, x € I dan y € I, maka diperoleh

[x,y]l €1
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Kemudian, karena y € ] dan x € I, maka akan ditunjukkan bahwa
[x,y] €]
Karena /] merupakan ideal diperoleh
ly.x] €]
Dengan menggunakan sifat asimetri dari operasi bracket
[x,y] = —[y,x]
Sehingga [y, x] € J berakibat —[y, x] € J.
Maka didapatkan [x,y] € J.
Oleh karena itu diperoleh [x,y] € I n]J.
Sehingga terbukti bahwa irisan I n J adalah ideal dari L.
Selanjutnya akan diberikan lema mengenai I + J adalah ideal dari L.
Lema 4.5
Misalkan I dan J adalah ideal dari aljabar Lie L. Maka I + J adalah ideal dari L
dimana
I+]={x+y:x€l,y€]}
(Erdmann & Wildon, 2006)
Bukti
Akan dibuktikan bahwa I + ] merupakan ideal dari L dimana
I+]={x+y:x€l,y€]}
1. Akanditunjukkanbahwal+ /] c Ldan I +] # @
Misalkan z € I + J, dimana terdapat elemen x € I dan y € J sehingga
z=x+y
Karena I merupakan ideal di L maka x € I dan x € L dan karena J

merupakan ideal di L maka y € J berartiy € L.
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Dengan demikian diperoleh
z=x+y€lL
Maka setiap elemen I + J merupakan elemen dari L.
Karena I dan J merupakan ideal dari aljabar Lie L maka terdapat elemen
nol
0€eldan0 € ]

Sehingga dapat ditulis

ol
+
ol

el+]
berarti
Oel+]
Sehingga diperoleh bahwa I + ] # @.
Akan ditunjukkan bahwa [x,y] € I + J,Vx € L,y €I +]
Misalkan y € I + J. Berdasarkan definisi dapat ditulis
y=a+b, a€ldanb €]
Dengan menggunakan substitusi maka diperoleh
[x,v] = [x,a + b]
= [x,a] + [x, b]
Karena a € I dan I adalah ideal dari aljabar Lie L, maka [x, a] adalah
elemen dari 1
[x,a] €1
dan karena b € J dan J adalah ideal dari aljabar Lie L, maka [x, b] adalah
elemen dari |
[x,b] €]

Dengan [x, a] € I dan [x, b] € ] maka diperoleh bahwa [x,y] € I +].
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Selanjutnya akan disajikan lema mengenai kernel dan image

Lema 4.6

Misalkan L4 dan L, merupakan aljabar Lie atas lapangan F. Jika ¢:L; — L,

merupakan pemetaan homomorfisma, maka kernel dari ¢ merupakan ideal dari

L4, dan image dari ¢ merupakan subaljabar Lie dari L, (Erdmann & Wildon,

2006).

Bukti

Misalkan L; dan L, merupakan aljabar Lie atas lapangan F. Jika ¢ merupakan

pemetaan homomorfisma Ly — L,, maka akan ditunjukkan bahwa kernel dari ¢

adalah ideal dari L;.

1.

Akan ditunjukkan ker(¢) c L; dan ker(p) # @
Perhatikan bahwa definisi kernel dari ¢ sebagai berikut:
ker(¢) = {x € L1|p(x) = 0}

Karena kernel ¢ merupakan himpunan semua elemen x dalam L; yang
dipetakan ke elemen nol dalam L,, maka untuk setiap x € ker(¢p)
berlaku

px) =0
Karena x merupakan elemen dari ker(p) dan ker(¢p) didefinisikan
sebagai semua elemen x yang memenuhi ¢(x) = 0. Maka jelas bahwa
setiap x berasal dari L4.
Sehingga diperoleh bahwa ker(¢) c L;.
Selanjutnya elemen nol untuk setiap homomorfisme ¢, berlaku

9(0) =0

Karena 0 merupakan elemen dari L;maka didapatkan 0c L.
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Dan karena ¢(0) = 0, maka diperoleh
0 € ker (o)
Sehingga diperoleh bahwa ker(¢) # 0.
Akan ditunjukkan [x, y] € ker(@),Vx € L4,y € ker(¢p)
a. ker(¢) tertutup terhadap penjumlahan
Ambil x, y € ker(¢), berarti bahwa
@(x) =0danp(y) =0
Ditunjukkan bahwa x + y € ker(¢p)
p(x+y) =)+ o)
=0+0
=0
Dengan demikian, x + y € ker(¢) yang menunjukkan bahwa ker(¢)
tertutup terhadap penjumlahan.
b. ker(¢) tertutup terhadap operasi bracket
Misalkan x € ker(¢) maka
p(x) =0
Ambil sebarang elemen y € L;.
Kemudian berdasarkan homomorfisme aljabar Lie diperoleh
([x,yD) = () + o)
=0+ 9()

=)

Jika y merupakan elemen dari ker(¢), maka ¢(y) = 0.
Sehingga diperoleh ¢([x,y]) = 0.

Dengan demikian ker(¢) tertutup terhadap operasi bracket.
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Jadi terbukti bahwa [x, y] € ker(¢@),Vx € L1,y € ker(¢).

Misalkan L; dan L, merupakan aljabar Lie atas lapangan F. Jika ¢ merupakan

pemetaan homomorfisma L; — L,, maka akan ditunjukkan bahwa image dari ¢

adalah subaljabar Lie dari L.

1.

Akan ditunjukkan Im(¢) c L, dan Im(¢) # @
Perhatikan bahwa definisi image dari ¢ sebagai berikut:
Im(e) ={p()|x € Lz}
Karena ¢ merupakan pemetaan L; — L, maka untuk setiap elemen
x € Lq, hasil pemetaan ¢(x) adalah elemen dari L,. Sehingga setiap
elemen di Im(¢) adalah hasil dari pemetaan ¢ yang berada di L,, maka
Im(p) c L,
Dengan demikian diperoleh Im(¢) < L.
Selanjutnya, karena ¢ merupakan homomorfisme pada aljabar Lie, maka
diketahui
¢(0) = 0,
dimana 0, merupakan elemen nol di L.
Karena 0;, merupakan hasil dari pemetaan ¢ untuk elemen nol di L,
maka
0r, € Im(¢p)
Dengan demikian diperoleh bahwa Im(¢p) # @.
Akan ditunjukkan bahwa [x, y] € Im(¢p),Vx,y € Im(¢p)
Misalkan x,y € Im(¢).

Terdapat elemen a, b € L4 sehingga

x =¢@(a)dany = @(b)
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Ditunjukkan bahwa [x, y] € Im(¢)
[x, ] = [¢(a), p(b)]
Dengan menggunakan sifat homomorfisma aljabar Lie
¢(la,b]) = ¢(a) + ¢(b)
Selanjutnya dengan sifat bracket diperoleh
[x, y] = [¢(a), ()]
= ¢(la,b])
Karena [a, b] € Ly, maka ¢([a, b]) terdapat dalam Im(¢).
Dengan demikian diperoleh bahwa [x, y] € Im(¢p).
4.3 Contoh Aljabar Lie
Di bagian ini akan diberikan contoh mengenai aljabar Lie yang dapat
membantu memahami lebih dalam tentang topik ini.
Contoh Aljabar Lie pada Ruang Vektor Berdimensi 3
Misalkan L = R3 dan misalkan [—, —]: R® x R® - R3 yang didefinisikan sebagai
berikut
[x,y] =x xy
x X y merupakan perkalian silang (cross product). Maka L adalah aljabar Lie.
Bukti

1.  Akan ditunjukkan bahwa [x, y] merupakan pemetaan bilinear

a. [xa + xb'y] = [xa'y] + [xb'y]'vxaﬂxbﬂy € ]R:g

(ox

Naaxe, ¥l = ayxq, ¥], Vo, € R Vg, y € R?

. %,y +ypl =[x Yal + [%¥5], VY0, yp, ¥y € R3

d. [x,ayy,] = az[x,v,],Va, € R,Vx,y, € R3
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Pertama-tama misalkan x, = (x11,%21,%X31), Xp = (X12,X2,2,%X32),
x = (x1,%2,%3),  Ya= V10Y20Y31) Vb= V12:Y22,Y32), V=
(1, Y2, y3) maka didapatkan

Xq +Xp = (X110 + X12, X271 + X22,X31 + X32)

Yat Vo = V11 + Y12, Y21 + Y22, Y31 + ¥32)
a. Untuk sebarang x,, x;, v € R3 maka

[xq +xp,¥] = ((x2,1 + xz,z))’3 - (x3,1 + x3,2)y2, (x3,1 + x3,2))’1 -

(x1,1 + x1,2)3’3: (x1,1 + x1,2)3’2 - (x2,1 + xz,z))’1)
= (x2,13’3 —X31YV2,X31Y1 — X11YV3, X11YV2 — x2,13’1) +
(x2,23’3 — X32Y2,X32Y1 — X12YV3,X12Y2 — x2,23’1)
= [xa, ] + [xp, Y], VX4, xp, ¥ € R®
b. Untuk sebarang a; € R dan x,,y € R3
[a1xq,y] = (“1x2,13’3 — A1X3,1Y2, X1X3,1Y1 — X1%X1,1YV3, X1X1,1Y2 —
a1x2,1)’1)

=0 (x2,13’3 —X3,1Y2,X31YV1 — X1,1Y3, X1,1Y2 — x2,1)’1)
= a;[xg, v],Va,; € R, Vx,,y € R3

c. Untuk sebarang y,, yp, y € R3
[, Y0 + ] = (V21 + Y2.2)%5 = (731 + ¥32)%2, (Va1 + Ya2)21 —
11+ y12)xs (10 +12)702 = (V21 + 3’2,2)x1)
= (Y21%3 = ¥31%2, ¥3.1%1 — ¥1,1%3, Y1,1%2 — Y21%1) +

(3’2,2x3 = Y3,2X2,Y32%1 — Y1,2X3,Y1,2X2 — y2,2x1)

= [x’ya] + [x'yb]1 vya'yb'x € ]R3
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d. Untuk sebarang a, € Rdan x,y, € R3
[x, @zya] = (a2y2,1x3 — A2Y3,1X2, A2Y3,1X1 — A2Y1,1X3, A2Y1,1X2 —
az)’z,lx1)
=a; (3’2,1x3 — V31X2,¥Y31X1 ~ YV1,1%X3,Y1,1%2 — J’2,1x1)
= a,[x,v,],Va, € R, Vx,y, € R3
Selanjutnya akan ditunjukkan [x, x] = 0 untuk setiap x € L
[x, x] = (%23 — X323, X3%; — X1 X3, X1 X3 — X2%X1)
= (0,0,0)
Kemudian akan ditunjukkan [x, [y, z]] + [v, [z, x]] + [z [x,¥]] = 0
Misalkan x = (xq,x5,x3), ¥ = (V1,¥2,V3), Z = (21,2,23) maka akan
ditunjukkan
[x, [y, Z]] = [(x1, %2, X3), (V223 — Y322, Y321 — Y123, Y122 — Y2Z1)]
= (xz (V122 — ¥221) — x3(¥321 — ¥123), X3 (V223 — ¥322) —
X1 (V122 — ¥221), X1 (V321 — y123) — X2 (¥223 — )’322))
= (X2Y122 — X2Y221 — X3Y3Z1 + X3Y123,X3Y223 — X3Y3Z5 —
X1Y12Z2 + X1Y221, X1Y3Z1 — X1Y123 — X2Y223 + X2Y372)
= (X29122 + X3Y123 + X1Y121 — X1V171 — X2Y271 —
X3Y3Z1,X3Y223 t X1Y221 + X2Y225 — X3Y2Z3 — X3Y3Z2 —
X1Y122,X1Y3Z1 + X2Y3Z2 + X3Y323 — X3Y323 — X1Y123 —
X2Y273)
= (X2y122 + X3Y123 + X1Y171, X3Y273 + X1Y271 +

X2Y2Z2,X1Y3Z1 + X232 + X3Y323) — (X1Y121 + X3, +
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X3Y3Z1,X2Y2Z2 + X3Y3Zp + X1Y1Z2,X3Y3Z3 + X1Y12Z3 +

X2Y223)

= (X225 + X323 + X121)(V1, Y2, ¥3) — (X1Y1 + x2¥, +

x3Y3) (21,23, 23)

=x-z2)y—(xy)z

dengan operator - merupakan hasil kali titik di R3

Sehingga

[x, [y, z1] + [y, [z, x]] + [z, [x,¥]] = (x - 2)y — (x - )z + (y - 0)z -

Contoh Pusat Aljabar Lie

Tentukan Z(L) dimana L = sl(2,F)

Penyelesaian

Berdasarkan definisi mengenai pusat

2x+@-y)x—(z-x)y=0

Z(L) = {x €sl(2,F)|[x,z] =0,vz € sl(2,F)}

Misalkan x € sl(2,F) dan z € sl(2,F)

Misalkan
SRATE

maka [x,z] =0
xz—2zx =20
XZ = ZX

Kemudian

<

Sl L

=L L6 2

[au+bw av — bu :[ua+cv ub—av]
cu—aw cv+au

wa —cu wb+ au
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diperoleh

bw = cv, 2av = 2bu

2cu = 2aw, cv = wb

Jika char F = 2, maka bw = cv memenuhi persamaan berikut

b = ¢ = 0, untuk sebarang w, v

Sehingga x = [g _Oa] dimanaa € F

Jadi diperoleh Z(L) = {[g _Oa] ,a€F)

Jika char # 2 maka bw = cv, cu = aw, av = bu

sehingga a = b = ¢ = 0, untuk sebarang u, v, w

Jadi diperoleh Z(L) = {[g 3]}

Contoh Ideal pada Aljabar Lie
Tunjukkan bahwa sl(n, F) adalah ideal dari gl(n, F)
Bukti
Akan ditunjukkan bahwa sl(n, F) adalah ideal dari gl(n, F)
Misalkan x € gl(n,F) dan z € sl(n, F)
maka
tr{x, z] = tr(xz — zx)
= tr(xz) — tr(zx)
=0
Sehingga [x, z] € sl(n, F).
4.4 Kajian Aljabar Lie dalam Perspektif Islam
Dalam ruang semesta ini, terdapat kompenen yang terdiri dari vektor dan

skalar yang, yang bersama-sama membentuk suatu ruang vektor yang disimbolkan
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V berdasarkan suatu lapangan (field) yang disimbolkan F. Vektor dan skalar
dalam ruang vektor ini akan menghasilkan kombinasi linear. Dari kombinasi
linear tersebut, dapat ditentukan apakah vektor-vektor itu bebas linear atau
bergantung linear. Jika himpunan vektor yang bebas linear ditambahkan dengan
satu vektor tambahan menjadi bergantung linear, maka himpunan tersebut
dianggap sebagai basis dari ruang vektor V berdasarkan lapangan F. Jumlah
vektor yang membangun suatu basis disebut dimensi.

Misalkan V; merupakan ruang vektor dengan dimensi satu (dim(V;) = 1)
atas lapangan F, maka V, hanya terdiri dari satu vektor yang berfungsi sebagai
vektor basis disimbolkan {v;}. Misalkan V, merupakan ruang vektor berdimensi
dua atas lapangan F yang mencakup V4, dengan {v,, v,} sebagai basis V,. Ini
berarti ruang vektor berdimensi satu dapat terkandung dalam ruang vektor
berdimensi dua. Begitupula untuk ruang vektor berdimensi tiga, misalkan V3
merupakan ruang vektor berdimensi tiga atas lapangan F yang mencakup V,
dengan {v;, v,,v3} sebagai basis V3. Dengan demikian, V, dapat dianggap
sebagai subruang dari V3, yang berarti V, terkandung dalam V3, dan V4 juga
termasuk dalam V3. Sehingga untuk ruang vektor berdimensi n yaitu V,, atas
lapangan F maka V,_; termuat di dalam V,,. Dan V, termuat di dalam V,, 4.
Sehingga diperoleh Vy cV,cVic..c V1V, Vprt ..

Diberikan definisi d(V;,V;) adalah jarak V; dan V; , i < j. Misalkan pada
ruang vektor berdimensi satu atas lapangan F adalah V;, karena V; < V, maka
d(V4,V,) = 0. Demikian pula V, < V3 maka d(V,,V3) = 0, dan untuk V,,_; <
V, maka d(V,-1, V) =0, dan untuk V, < V,,q maka d(V,,V,s1) = 0.

Sehingga untuk setiap ruang vektor V; dan V; atas lapangan F dengan i < j dan
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Vi c V; berlaku d(Vi, V]-) = 0. Sehingga jika suatu ruang vektor berdimensi i
terkandung di dalam ruang vektor berdimensi j, artinya jarak antara V; dan V;
adalah nol.

Allah SWT mengisi dan menguasai suatu ruang vektor dengan dimensi yang
Maha Besar karena keagungan dan kebesaran Allah SWT melampaui segala
sesuatu yang terdapat dalam ciptaan Allah SWT. Oleh karena itu, dapat
disimpulkan bahwa Allah SWT mengisi dan menguasai suatu suatu ruang vektor
yang Maha Besar, di mana seluruh ruang vektor yang ada di ruang semesta ini
terdapat dalam ruang vektor yang Maha Besar tersebut. Dengan demikian, setiap
ruang vektor dari ciptaan Allah SWT, berapa pun dimensi besarnya, pasti akan
selalu terkandung dalam ruang vektor yang Maha Besar milik Allah SWT.
Dengan demikian, jarak antara ciptaan Allah SWT, yang merupakan bagian dari
suatu ruang vektor, dengan Allah SWT adalah nol. Ini sejalan dengan ayat dalam
Al Qur’an yang menyatakan bahwa Allah SWT itu dekat, yang terdapat dalam

surat Al-Bagarah ayat 186 (Kementrian Agama, 1971)

R o, N P S, 2 o 2 é e N N
G 15805 L 13andl OS5 gl 65en L) L35 (b o Leole S 13

O3i aglal
Artinya: “Apabila hamba-hamba-Ku bertanya kepadamu (Nabi Muhammad)
tentang Aku, sesungguhnya Aku dekat. Aku mengabulkan permohonan orang yang
berdoa apabila dia berdoa kepada-Ku. Maka, hendaklah mereka memenuhi
(perintah)-Ku dan beriman kepada-Ku agar mereka selalu berada dalam
kebenaran”

Dari surat Al-Bagarah ayat 186 ini Allah SWT menyatakan bahwa Dia
dekat kepada setiap hamba-hamba-Nya sehingga dapat dikatakan jarak antara
ciptaan Allah SWT dengan Allah SWT sama dengan nol. Dan setiap ciptaan Allah
SWT yang terdapat di ruang semesta ini pasti akan selalu terkandung dalam Maha

ruang vektor Allah SWT.
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Abu Musa al-Asy’ari diriwayatkan oleh Imam Ahmad, yang menceritakan
bahwa saat kami bersama Rasulullah SAW dalam sebuah peperangan, kami selalu
mengumandangkan takbir setiap kali mendaki tanjakan, menaiki bukit, atau
menuruni lembah. Setelah itu, Rasulullah SAW menghampiri kami dan berkata,
“Wahai sekalian manusia, sayangilah diri kalian, sesungguhnya kalian tidak
berdo’a kepada Dzat yang tuli dan jauh. Tetapi kalian berdo’a kepada Rabb yang
Maha mendengar lagi Maha melihat. Sesungguhnya yang kalian seru itu lebih
dekat kepada seorang di antara kalian dari pada leher binatang tunggangannya”
(Al-Sheikh, 2003). Dari riwayat tersebut, kita juga dapat mengetahui bahwa Allah
SWT dekat dengan setiap hamba-Nya. Kita tidak berdo’a kepada Dzat yang tuli

dan jauh, melainkan kepada Dzat yang Maha mendengar Maha melihat.



BAB V
PENUTUP

5.1 Kesimpulan

Dari penjelasan pada bab IV maka dapat disimpulkan bahwa aljabar Lie
dapat dikatakan komutatif jika memenuhi [x,y] = 0 dan pusat pada aljabar Lie
akan sama dengan aljabar Lie jika aljabar Lie tersebut abelian. Dalam aljabar Lie
juga terdapat subaljabar Lie dan ideal pada aljabar Lie dimana jika I merupakan
ideal di L maka I adalah subaljabar dari L. Misalkan terdapat ideal pada aljabar
Lie maka irisan dari kedua ideal tersebut merupakan ideal pada aljabar Lie, begitu
pula pada penjumlahan ideal pada aljabar Lie yang juga merupakan ideal di L.
Kemudian pada pemetaan homomorfisma pada aljabar Lie menghasilkan kernel
dari ¢ adalah ideal dari L4, dan image dari ¢ adalah subaljabar Lie dari L.
5.2 Saran

Pada penelitian ini, pembahasan tepatnya memfokuskan untuk sifat
kekomutatifan pada aljabar Lie dan sifat-sifat ideal dari aljabar Lie. Maka untuk

penelitian selanjutnya dapat membahas mengenai aplikasi pada aljabar Lie.
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