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BAB 1 

PENDAHULUAN 

 

 

1.1 Latar Belakang 

Alam di sekitar manusia tidak  hanya berfungsi sebagai tempat hidup, akan 

tetapi juga dapat digunakan sebagai sarana ibadah seorang hamba kepada 

Tuhannya, salah satunya yaitu mencari ilmu. Akal adalah anugerah Tuhan yang 

hanya diberikan kepada manusia. Oleh karena itu, manusia harus menggunakan 

akal yang telah Allah berikan. Allah telah memberikan  tanda-tanda kepada 

manusia yang dapat digunakan untuk menjadikan bidang pengetahuan lebih maju  

yaitu dengan cara berpikir. Sebagaimana firman Allah dalam surat Al-Jaatsiyah 

ayat 13: 

                               

        

Artinya: Dan Dia telah menundukkan untukmu apa yang di langit dan 

apa yang di bumi semuanya, (sebagai rahmat) daripada-Nya. Sesungguhnya 

pada yang demikian itu benar-benar terdapat tanda-tanda (kekuasaan Allah) 

bagi kaum yang berfikir. 

 

Segala fenomena yang terjadi dalam kehidupan sehari-hari, sebenarnya 

sudah terpola dengan rapi dengan beberapa aturan-aturan yang saling berkaitan. 

Dengan pola-pola tersebut dapat disusun suatu formula atau rumus yang 

digunakan untuk manusia. Ahli matematika atau ilmuwan lain tidak membuat 

suatu rumus sedikitpun, mereka hanya menangkap fenomena yang terjadi, 

kemudian diteliti dan merumuskan dalam bentuk bahasa mereka sendiri. Sehingga 
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ditemukanlah rumus-rumus atau teori-teori. Hal ini sesuai dengan firman Pencipta 

Alam ini dalam surat Al-Furqan ayat 2:  

                                    

              

 

Artinya: Yang kepunyaan-Nya-lah kerajaan langit dan bumi, dan Dia 

tidak mempunyai anak, dan tidak ada sekutu baginya dalam kekuasaan(Nya), dan 

Dia telah menciptakan segala sesuatu, dan Dia menetapkan ukuran-ukurannya 

dengan serapi-rapinya.  

 

Dalam ilmu matematika, terdapat ilmu graf yang jika dikerjakan dengan 

proses aljabar akan menemukan suatu pola-pola tertentu yang sesuai dengan ayat 

di atas. Namun, sebelum pola ditentukan, ada proses yang harus dilewati. Hal ini 

analog dengan proses terciptanya manusia, yang tertuang dalam surat Al-

Mu’minun ayat 12-16:  

                                          

                                       

                                    

          

 

Artinya: Dan sesungguhnya Kami telah menciptakan manusia dari suatu 

sari pati (berasal) dari tanah. Kemudian Kami jadikan saripati itu air mani (yang 

disimpan) dalam tempat yang kokoh (rahim). Kemudian air mani itu Kami 

jadikan segumpal darah, lalu segumpal darah itu Kami jadikan segumpal daging, 

dan segupal daging itu Kami jadikan tulang-belulang, lalu tulang belulang itu 

Kami bungkus dengan daging. Kemudian Kami jadikan dia makhluk yang 

(berbentuk) lain. Maka Maha Sucilah Allah, Pencipta Yang Paling Baik. 

Kemudian, sesudah itu, sesungguhnya kalian benar-benar mati. Kemudian, 

sesungguhnya kalian akan dibangkitkan (dari kubur kalian) dihari kiamat. 

 



 

 

 

3 

 Penelitian ini sejalan dengan ayat tersebut, untuk memperoleh polinomial 

karakteristik mulanya berawal dari teori graf, kemudian diperoleh matriks dari 

graf tersebut sehingga setelah diolah secara aljabar akan menghasilkan polinomial 

karakteristik. Polinomial tersebut harus memenuhi ( ) det( )p A I   . Akar dari 

( ) 0p    disebut nilai eigen (Demmel, 1997:140). 

Pada paper yang ditulis oleh Dragos Cvetkovic dan penelitian lain yang 

mencari spektrum matriks Adjacency, matriks Laplace, dan matriks Signless-

laplace dari graf G diperlukan persamaan karakteristik dan nilai eigen. Oleh 

karena itu, dalam skripsi ini dibahas polinomial karakteristik matriks Adjacency, 

matriks Laplace, dan matriks Signless-Laplace dari graf G sehingga diperoleh 

bentuk polinomial karakteristik dan nilai eigen secara umum. Kemudian penulis 

memilih judul “Polinomial Karakteristik Matriks Adjacency, Matriks Laplace, dan 

Matriks Signless-Laplace dari Graf Multipartisi Komplit 
1 2 3( , , ,..., )nK     ” 

untuk penelitian ini. 

 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang tersebut, masalah yang ingin diselesaikan 

dalam penelitian ini adalah bagaimana menentukan bentuk umum persamaan 

polinomial karakteristik : 

1. Matriks Adjacency Graf  , , ,...,K n n n n   

2. Matriks Adjacency Graf
 

 , 1K m m   

3. Matriks Laplace Graf
 

 , , ,...,K n n n n   
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4. Matriks Laplace Graf
 

 , 1K m m   

5. Matriks Laplace Graf
 ( , , ,..., 1)K m m m m   

6. Matriks Laplace Graf
 

 1,2,3,...,K n   

7. Matriks Signless-Laplace Graf
 

 ,K n n   

8. Matriks Signless-Laplace Graf
 

 , ,K n n n  

9. Matriks Signless-Laplace Graf
 

 , 1K m m  

 

1.3 Tujuan Penelitian 

Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka penelitian yang dibahas dalam 

penelitian ini bertujuan untuk menentukan bentuk umum persamaan polinomial 

karakteristik : 

1. Matriks Adjacency Graf
 

 , , ,...,K n n n n   

2. Matriks Adjacency Graf
 

 , 1K m m   

3. Matriks Laplace Graf
 

 , , ,...,K n n n n   

4. Matriks Laplace Graf
 

 , 1K m m   

5. Matriks Laplace Graf
 ( , , ,..., 1)K m m m m   

6. Matriks Laplace Graf
 

 1,2,3,...,K n   

7. Matriks Signless-Laplace Graf  ,K n n   

8. Matriks Signless-Laplace Graf
 

 , ,K n n n  

9. Matriks Signless-Laplace Graf
 

 , 1K m m  
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1.4 Batasan Masalah 

Pada penelitian ini, masalah yang dibatasi adalah matriks Adjacency, 

Laplace, dan Signless-laplace dari graf multipartisi komplit 

       

 

, , ,..., ,  , 1 ,  , , ,..., ,  , 1 ,  ( , , ,..., 1),

1,2,3,..., .

K n n n n K m m K n n n n K m m K m m m m

K n

  

 

 

1.5 Manfaat Penelitian 

Adapun manfaat penulisan penelitian ini adalah: 

1. Bagi Penulis 

Penelitian ini digunakan sebagai tambahan informasi dan wawasan 

pengetahuan tentang polinomial suatu keterhubungan graf. 

2. Bagi Lembaga 

Hasil penelitian ini dapat digunakan sebagai tambahan kepustakaan yang 

dijadikan sarana pengembangan wawasan keilmuan khususnya di jurusan 

matematika untuk mata kuliah aljabar linear dan teori graf. 

3. Bagi Pengembangan Ilmu 

Hasil penelitian ini dapat dijadikan sebagai bahan kajian keilmuan untuk 

menambah wawasan keilmuan. 

 

1.6 Metode Penelitian 

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode penelitian 

kepustakaan, yaitu dengan mengumpulkan data dan informasi dari berbagai 

sumber seperti buku atau jurnal. Prosedur perhitungan dan pencarian pola 
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dilakukan dengan menggunakan program komputer yaitu Maple 12 untuk 

perhitungan matriks dengan masukan simbol maupun masukan numerik. 

Adapun tahapan-tahapan yang akan dilakukan dalam penelitian ini adalah : 

1. Menggambarkan pola graf n-Partisi Komplit. 

2. Menentukan Matriks Adjacency dari graf n-Partisi Komplit, matriks Laplace 

dari graf n-Partisi Komplit, matriks Signless -Laplace dari graf n-Partisi 

Komplit. 

3. Mencari nilai eigen dari matriks Adjacency, matriks Laplace, dan matriks 

Signless -Laplace dari graf n-partisi Komplit. 

4. Merumuskan pola persamaan polinomial karakteristik dan nilai eigen matriks 

Adjacency, matriks Laplace, dan matriks Signless-Laplace dari graf n-partisi 

Komplit. 

5. Pola yang didapatkan dijadikan teorema. 

6. Membuktikan teorema. 

7. Memberikan kesimpulan akhir dari hasil penelitian. 

 

1.7 Sistematika Penulisan 

Skripsi ini terdiri dari empat bab dengan sistematika penulisan sebagai 

berikut: 

BAB 1 Pendahuluan 

Bab ini mendeskripsikan skripsi secara keseluruhan, meliputi latar 

belakang masalah, rumusan masalah, tujuan penelitian, batasan 
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masalah, manfaat penelitian, metode penelitian, dan sistematika 

penulisan. 

BAB II Kajian Pustaka 

Pada bab ini terdiri atas teori-teori yang mendukung pembahasan. Teori 

tersebut meliputi graf, matriks, dan terema-teorema yang bersangkutan 

dengan graf dan matriks. 

BAB III Pembahasan 

Bab ini akan menguraikan keseluruhan langkah yang disebutkan dalam 

metode penelitian. 

BAB IV Penutup 

Pada bab ini akan memaparkan kesimpulan dan saran untuk penelitian 

selanjutnya. 
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BAB II 

KAJIAN PUSTAKA 

 

 

2.1 Analisis Graf 

2.1.1 Graf 

Definisi 1  

Graf G adalah suatu himpunan tak kosong berhingga dari obyek yang 

disebut titik-titik (vertice) bersama dengan suatu himpunan (mungkin kosong) 

dari pasangan tak berurutan titik-titik dari G  yang disebut sisi (edges). Himpunan 

titik dari G dinyatakan dengan ( )V G  dan himpunan sisi dinyatakan dengan ( )E G

(Chartrand dan Lesniak, 1996:1). 

Contoh 1 :  

 ( ) , , , ,V G A B C D E  

              ( ) , , , , , , , , , , , , ,E G A B A C A D A E B C B D C E  

Maka graf G dapat digambarkan sebagai berikut : 

 

A B

C D

E

 

Gambar 1. Contoh graf 
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2.1.2 Adjacent dan Incident 

Definisi 2 

Sisi   ,e u v  dikatakan menghubungkan titik u dan v . Jika  ,e u v

adalah titik dari G , maka u dan v  adalah terhubung titik (adjacent vertices), jika 

u  dan e adalah terkait,  begitu juga dengan v  dan e . Lebih lanjut jika 1e  dan 2e

adalah dua sisi yang berbeda dalam G yang terkait dengan sebuah titik sekutu, 

maka 1e  dan 2e adalah (adjacent edges). Adalah memudahkan untuk menyatakan 

sebuah sisi dalam bentuk  atau  uv vu dalam bentuk  ,e u v  (Chartrand dan 

Lesniak, 1996:1). 

Contoh 2 :  

Pada graf berikut ini 𝑣1 dan 𝑣2disebut adjacent. Sedangkan 𝑣1 dan 𝑎 

disebut incident. 

    

 

 

 

Gambar 2. Contoh Adjacent dan Incident 

2.1.3 Derajat Titik 

Definisi 3 

Derajat dari titik v di graf G, ditulis degG(v), adalah banyaknya sisi di G 

yang terkait langsung dengan v. Dalam konteks pembicaraan hanya terdapat satu 

graf G, maka tulisan degG(v) disingkat menjadi deg(v). Sebuah titik dikatakan 

𝑏 

𝑣1 

𝑣2 𝑣3 

𝑎 
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ganjil atau genap bergantung apakah titik itu berderajat ganjil atau genap. Titik 

yang berderajat 0 disebut titik terasing atau titik terisolasi. Titik yang berderajat 1 

disebut titik ujung atau titik akhir.  Derajat maksimum titik di G dilambangkan 

dengan (G) dan derajat minimum titik di G dilambangkan dengan (G) 

(Chartrand dan Lesniak, 1996:2). 

Teorema 1 

Misalkan G graf dengan order p dan ukuran q, dengan  

 V(G) = { v1, v2, v3, …, vp}. Maka  

qv
p

i

i 2)deg(
1




 

Bukti 

Setiap menghitung derajat suatu titik di G, maka suatu sisi dihitung 1 kali. 

Karena setiap sisi menghubungkan dua titik berbeda maka ketika menghitung 

derajat semua titik, sisi akan terhitung dua kali. Dengan demikian diperoleh 

bahwa jumlah semua derajat titik di G sama dengan 2 kali jumlah sisi di G. 

Terbukti bahwa 

qv
p

i

i 2)deg(
1




.    (Abdussakir, dkk, 2009:9). 

Contoh 3: 

Gambar di bawah ini menunjukkan bahwa derajat semua titiknya adalah 2. 

 

 

 

Gambar 3. Derajat Titik 

𝑣1 

𝑣2 𝑣3 
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2.1.4 Macam-Macam Graf 

1. Graf Komplit 

Definisi 4 

Graf G dikatakan komplit jika setiap dua titik yang berbeda saling 

terhubung langsung (adjacent). Graf komplit dengan order n dinyatakan dengan 

Kn. Dengan demikian, maka graf Kn merupakan graf beraturan-(n – 1) dengan 

order p = n dan ukuran 












22

)1( nnn
q  (Abdussakir, dkk, 2009:21). 

Contoh 4: 

 

 

 

Gambar 4. Contoh Graf Komplit 

2. Graf Bipartisi  

Definisi 5 

Graf G dikatakan bipartisi jika himpunan titik pada G dapat dipartisi  

menjadi dua himpunan tak kosong V1 dan V2 sehingga masing-masing sisi pada 

graf G tersebut menghubungkan satu titik di V1 dengan satu titik di V2. Jika G 

adalah graf bipartisi beraturan-r, dengan r  1, maka  21 VV  . Graf G dikatakan 

partisi-n jika himpunan titiknya dapat dipartisi menjadi sebanyak n himpunan tak 

kosong V1, V2, …, Vn, sehingga masing-masing sisi pada graf G menghubungkan 

titik pada Vi dengan titik pada Vj, untuk i  j. Jika n = 3, graf partisi-n disebut graf 

tripartisi (Abdussakir, dkk, 2009:21). 

𝑣1 

𝑣2 𝑣3 
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3. Graf Bipartisi Komplit 

Definisi 6 

Suatu graf G disebut bipartisi komplit jika G adalah graf bipartisi dan 

masing-masing titik pada suatu partisi terhubung langsung dengan semua titik 

pada partisi yang lain. Graf bipartisi komplit dengan m titik pada salah satu partisi 

dan n titik pada partisi yang lain ditulis Km,n. Graf bipartisi komplit K1,n disebut 

graf bintang (star) dan dinotasikan dengan Sn. Jadi, Sn mempunyai order (n – 1) 

dan ukuran n (Abdussakir, dkk, 2009:22). 

Contoh 5:  

 

 

 

Gambar 5. Contoh Graf Bipartisi Komplit 

4. Graf n partisi Komplit 

Definisi 7 

Graf G dikatakan partisi-n komplit jika G adalah graf partisi-n dengan 

himpunan partisi V1, V2, …, Vn, sehingga jika u  Vi dan v  Vj, i  j, maka uv  

E(G). Jika ii pV  , maka graf ini dinotasikan dengan 
npppK ..., ,,

21
. Urutan p1, p2, 

…, pn tidak begitu diperhatikan. Graf partisi-n komplit merupakan graf komplit Kn 

jika dan hanya jika pi = 1 untuk semua i.  Jika pi = t untuk semua i, t  1, maka 

graf partisi-n komplit ini merupakan graf beraturan dan dinotasikan dengan Kn(t). 

Jadi, Kn(1) tidak lain adalah Kn.  Berikut ini adalah contoh graf tripartisi komplit 
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K2, 3, 5.  Perhatikan bahwa titik dalam satu partisi tidak boleh terhubung langsung 

(Abdussakir, dkk, 2009:23). 

Contoh 6: 

 

 

 

 

 

 

Gambar 6. Contoh Graf Tripartisi Komplit 

2.2 Analisis Matriks 

2.2.1 Matriks 

Definisi 8 

Matriks adalah susunan empat persegi panjang dari bilangan. Jika matriks 

mempunyai m baris dan n  kolom, kita katakan ukuran dari matriks adalah m  

dengan n , ditulis m n . Suatu matriks disebut persegi jika m n . Bilangan di 

baris ke- i  dan kolom ke- j  disebut dengan entri ke ( , )i j dari matriks (Spence, 

dkk, 2008:5). 

Dari definisi diatas, yang terdiri dari baris dan kolom adalah susunannya 

saja, misalkan A adalah matriks dengan ukuran m n , dimana m dan n adalah 

bilangan asli, dapat ditulis : 

K2, 3, 5 : 
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11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

...

n

n

m n

m m mn

a a a

a a a
A

a a a



 
 
 
 
 
 

  
atau 

11 12 1

21 22 2

1 2

...

...

...

n

n

m n

m m mn

a a a

a a a
A

a a a



 
 
 
 
 
 

  

 

 

2.2.2 Jenis-jenis Matriks 

Definisi  9 (Matriks Persegi) 

Matriks persegi adalah matriks dimana banyaknya baris dan banyaknya 

kolom sama. Matriks diagonal adalah matriks persegi yang semua elemen kecuali 

diagonal utama adalah nol. Matriks persegi yang semua entri di atas diagonal 

utamanya adalah nol disebut matriks segitiga bawah dan matriks persegi yang 

semua entri di bawah diagonal utamanya adalah nol disebut matriks segitiga atas. 

Suatu matriks, baik segitiga bawah atau segitiga atas disebut matriks segitiga 

(Anton, 2004:76). 

 

Definisi  10 (Transpose) 

Jika 𝐴 adalah matriks 𝑚 × 𝑛, maka transpose dari 𝐴, dinyatakan dengan 

𝐴𝑇 , didefinisikan sebagai matriks 𝑛 × 𝑚 yang didapatkan dengan 

mempertukarkan baris dan kolom dari 𝐴, sehingga  kolom pertama dari 𝐴𝑇  adalah 

baris pertama dari 𝐴, kolom kedua adalah baris kedua dari 𝐴, dan seterusnya 

(Anton, 2004:67). 

Contoh 7 

𝐴 =  
1 2 4
2 7 1
5 9 6

  



 

15 
 

 

𝐴𝑇 =  
1 2 5
2 7 9
4 1 6

  

 

Definisi  11 (Matriks Persegi) 

Suatu matriks persegi 𝐴 disebut matriks simetri jika matriks tersebut 

sama dengan transposnya  𝐴 = 𝐴𝑇  (Anton, 2004:78). 

 

Definisi 12 (Matriks Identitas) 

Identitas matriks adalah matriks persegi yang memiliki 1 pada diagonal 

utama, dan 0 untuk yang lain. Ketika ordo suatu matriks tidak diketahui, kita tulis 

n , dan dinotasikan dengan nl  atau lebih simpelnya l  (Rol dan David, 2009:65). 

Jika ditulis : 

1 0 0 ... 0

0 1 0 ... 0

0 0 1 ... 0

0 0 0 ... 1

nl

 
 
 
 
 
 
 
 

   

 

 

2.2.3 Operasi pada Matriks 

Definisi 13  (Perkalian Skalar) 

Jika ( )ijA a  dan k  adalah skalar, maka ( )ijkA ka  (Kuttler, 2009: 41-

46). 
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Contoh 8: 

4 5

7 3
A

 
  
 

, 7k  ,maka kA 
4 5 28 35

7
7 3 49 21

   
   

     

 

Definisi 14  (Penjumlahan) 

Jika ( )ijA a  dan ( )ijB b adalah dua matriks yang ukurannya m n . 

Maka A B C   dimana )( ( )ij ij ijC a b c    (Kuttler, 2009:41-46). 

Contoh 9 : 

5 2 3 8 2 4
, ,

9 4 6 3 5 1

5 2 3 8 2 4 13 0 7

9 4 6 3 5 1 12 1 7

A B

A B C

   
    

   

     
         

     

 

 

Definisi 15 (Perkalian pada Matriks) 

Matriks dengan 1n  atau 1 n  disebut vektor. Matriks 1n  ditulis 

1

n

a

A

a

 
 

  
 
 

  disebut vektor kolom. Matriks 1 n ditulis  1 ... nA a a  disebut 

vektor baris.  

Definisi diatas penting digunakan untuk menyelesaikan perkalian matriks 

dengan vektor. Misalkan pada matriks 2 3  dan 3 1  yang secara umum ditulis : 

1

11 12 13 11 1 12 2 13 3

2

21 22 23 21 1 22 2 23 3

3

b
a a a a b a b a b

b
a a a a b a b a b

b

 
     

          
 
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Untuk perkalian matriks selanjutnya, dapat disimpulkan bahwa perkalian 

matriks m n  dengan matriks n p  akan menghasilkan matriks m p . Jika 

kolom matriks pertama tidak sama dengan baris  matriks kedua, maka kedua 

matriks tersebut tidak dapat dikalikan (Kuttler, 2009:41-46). 

 

2.2.4 Determinan Matriks 

Definisi 16 

Misalkan 𝐴 adalah matriks persegi. Fungsi determinan dinyatakan oleh 

𝑑𝑒𝑡, dan didefinisikan 𝑑𝑒𝑡 𝐴  sebagai jumlah hasil kali elementer bertanda dari 

𝐴. Jumlah 𝑑𝑒𝑡 𝐴  dinamakan determinan 𝐴 (Anton, 1997:63). 

Contoh 10: 

Misalkan 𝐴 matriks berordo 2 × 2 

 𝐴2×2 =  
𝐴11 𝐴12

𝐴21 𝐴22
 , maka det 𝐴 =  

𝐴11 𝐴12

𝐴21 𝐴22
 = 𝐴11 𝐴22 − 𝐴12  𝐴21  

 

Definisi 17 

Jika matriks 𝐴 berukuran 𝑛 × 𝑛, determinan matriks 𝐴 didefinisikan 

sebagai  det   𝐴 =  𝑎1𝑗 (−1)1+𝑗 det  (𝑀1𝑗)
𝑛
𝑗=1   

dan   
𝑎11 𝑎12

𝑎21 𝑎22
 = 𝑎11 𝑎22 − 𝑎12𝑎21     (Cullen, 1993:106). 

Untuk matriks yang berukuran 3 × 3, maka akan diperoleh persamaan 

berikut ini, 

det 𝐴 =  

𝑎11 𝑎12 𝑎13

𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33
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             = 𝑎11(−1)1+1𝑑𝑒𝑡(𝑀11) + 𝑎12(−1)1+2 det 𝑀12 + 𝑎13(−1)1+3𝑑𝑒𝑡(𝑀13) 

            = 𝑎11  
𝑎22 𝑎23

𝑎32 𝑎33
 − 𝑎12  

𝑎21 𝑎23

𝑎31 𝑎33
 + 𝑎13  

𝑎21 𝑎22

𝑎31 𝑎32
  

sehingga diperoleh rumus 

det 𝐴 = 𝑎11 𝑎22𝑎33 − 𝑎23𝑎32 − 𝑎12 𝑎21𝑎33 − 𝑎23𝑎31 + 𝑎13(𝑎21𝑎32 − 𝑎22𝑎31) 

      = 𝑎11𝑎22𝑎33 + 𝑎12𝑎23𝑎31 + 𝑎13𝑎21𝑎32 − 𝑎11𝑎23𝑎32−𝑎12𝑎21𝑎33 − 𝑎13𝑎22𝑎31 

yang terdiri dari enam suku (Cullen, 1993:106-107). 

Contoh 11: 

                                         𝐴 =  
4 5 3
2 3 2
0 1 1

  

                                   det 𝐴 = 4  
3 2
1 1

 − 5  
2 2
0 1

 + 3  
2 3
0 1

  

                                                  = 4 3 ∙ 1 − 2 ∙ 1 − 5 2 ∙ 1 − 2 ∙ 0 + 3 2 ∙ 1 − 3 ∙ 0                          

                                            = 4 − 10 + 6 

                                            = 0 

Teorema 3 

Jika A adalah suatu matriks segitiga 𝑛 × 𝑛 (segitiga atas, segitiga bawah, 

atau diagonal), maka det⁡(𝐴) adalah hasil kali dari entri-entri pada diagonal utama 

matriks tersebut, yaitu det 𝐴 = 𝑎11𝑎12 …𝑎𝑛𝑛 (Anton & Rorres, 2004:98). 

Untuk sederhananya, perhatikan suatu  matriks segitiga bawah 4 × 4 

𝐴 =  

𝑎11 0 0 0
𝑎21 𝑎22 0 0
𝑎31 𝑎32 𝑎33 0
𝑎41 𝑎42 𝑎43 𝑎44
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Bukti: 

Satu-satunya hasil kali dasar dari A yang bisa tak nol adalah 

𝑎11 𝑎22 𝑎33 𝑎44.  Untuk melihat bahwa hal ini juga tinjauan hasil kali dasar umum 

𝑎1𝑗 𝑎2𝑗 𝑎3𝑗 𝑎4𝑗. Karena  𝑎12 = 𝑎13 = 𝑎14 = 0, maka harus mempunyai 𝑗1 = 1  

agar mempunyai hasil kali dasar tak nol. Jika 𝑗1 = 1, maka harus mempunyai 

 𝑗2 ≠ 1, karena tidak ada dua faktor yang berasal dari kolom yang sama. Lebih 

jauh lagi, karena 𝑎23 = 𝑎24 = 0, maka harus mempunyai  𝑗2 = 2 agar diperoleh 

hasil kali tak nol. Dengan meneruskan cara ini, diperoleh 𝑗3 = 3 𝑑𝑎𝑛 𝑗4 = 4. 

Karena  𝑎11 𝑎22 𝑎33 𝑎44 dikalikan +1 dalam  membentuk hasil kali dasar, 

diperoleh 

det 𝐴 = 𝑎11 𝑎22 𝑎33 𝑎44 

Contoh 12: 

 

2 2 3 7
0 3 4 5
0 0 4 6
0 0 0 5

 =  2  3  4  5 = 120 

 

2.2.5 Polinomial Karakteristik dan Nilai Eigen 

Definisi 18 (Polinomial Karakteristik) 

Polinomial ( ) det( )p A I    disebut polinomial karaktaristik. Akar 

dari ( ) 0p    adalah nilai eigen dari A (Demmel, 1997:140). 

Contoh 13:  

Misal 

0 1 1

1 0 0

1 0 0

A

 
 

  
 
 
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3

3

0 1 1 0 0

( ) det( ) det 1 0 0 0 0

1 0 0 0 0

1 1

                              det 1 1 3 2

1 1

( ) 3 2 0

p A I

p



  





  



  

    
    

       
    
    

  
 

      
   

   

 

3 2( ) 3 2 ( 1) ( 2) 0p             

Akar dari ( ) 0p    adalah 1 dan 2 , sehingga nilai eigennya adalah 

1 dan 2 . 

 

2.2.6 Matriks Adjacency 

Definisi 19 (Matriks Adjacency) 

Matriks adjacency dari   adalah matriks n n  dengan ( )A A   dimana 

entri ija  : 

1 jika  dan  terhubung langsung

0, lainnya
i jv v

ija   (Biggs, 1974:9). 

Misalkan G graf dengan order p (p  1) dan ukuran q serta himpunan titik 

V(G) = {v1, v2, …, vp}. Matriks keterhubungan titik (atau matriks 

keterhubungan) dari graf G, dinotasikan dengan A(G), adalah matriks (p  p) 

dengan unsur pada baris ke-i dan kolom ke-j bernilai 1 jika titik vi terhubung 

langsung dengan titik vj serta bernilai 0 jika titik vi tidak terhubung langsung 

dengan titik vj. Dengan kata lain, matriks keterhubungan dapat ditulis A(G) = [aij], 

1  i, j  p, dengan 
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










)( jika,             0

)( jika,             1

GEvv

GEvv
a

ji

ji

ij  

Matriks keterhubungan suatu graf G adalah matriks simetri dengan unsur 0 

dan 1 dan memuat nilai 0 pada diagonal utamanya. Hal ini karena graf tidak 

memuat lup dan tidak memuat sisi paralel (Abdussakir, dkk, 2009:73). 

 

2.2.7 Matriks Laplace 

Definisi 20 (Matriks Laplace) 

Misal ( , )G V E  adalah graf dengan himpunan titik V  dan himpunan sisi E

, dikonversi menjadi | |V n  dan | |E m . Jadi, G  adalah graf dengan n  titik dan 

m  sisi. 

Laplace dari G  adalah matriks ( ) ( ) ( )L G D G A G  . Dengan ( )D G  

adalah diagonal matriks dimana entrinya adalah deraja titik dari G dan ( )A G

adalah matriks Adjacency dari G  (B. Turker, dkk, 2007:15). 

 

2.2.8 Matriks Signless-Laplace 

Definisi 21 

Matriks Signless-Laplace dari G  adalah matriks ( ) ( ) ( )S G D G A G  . 

Dengan ( )D G  adalah diagonal matriks dimana entrinya adalah deraja titik dari G 

dan ( )A G adalah matriks Adjacency dari G ( Menurut Dragos,) 
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2.3 Kajian Polinomial pada Al-Qur’an 

Ilmu pengetahuan yang kita dapat saat ini, sebenarnya sudah lama tertuang 

dalam Al-Qur’an. Salah satunya yaitu tentang penciptaan manusia. Para dokter 

ahli seringkali menceritakan bahwa seorang bayi berkembang dari setitik darah 

yang kemudian berkembang dari waktu ke waktu. Hal ini sudah tertuang dalam 

Al-Qur’an surat Al-Mu’minun ayat 12-16:  

                                          

                                       

                                   

          

 

Artinya: Dan sesungguhnya kami telah menciptakan manusia dari suatu 

sari pati (berasal) dari tanah. Kemudian kami jadikan saripati itu air mani (yang 

disimpan) dalam tempat yang kokoh (rahim).Kemudian air mani itu kami jadikan 

segumpal darah, lalu segumpal darah itu Kami jadikan segumpal daging, dan 

segupal daging itu kami jadikan tulang-belulang, lalu tulang belulang itu kami 

bungkus dengan daging. Kemudian Kami jadikan dia makhluk yang (berbentuk) 

lain. Maka Maha Sucilah Allah, Pencipta Yang Paling Baik. Kemudian, sesudah 

itu, sesungguhnya kalian benar-benar mati. Kemudian, sesungguhnya kalian akan 

dibangkitkan (dari kubur kalian) dihari kiamat. 

 

Ayat tersebut menunjukkan bahwa adanya tahapan-tahapan dalam 

penciptaan manusia mulai dari sperma sampai menjadi seorang bayi. “Kehidupan 

dalam rahim memiliki tiga tahapan: pre-embrionik; dua setengah minggu pertama, 

embrionik; sampai akhir minggu ke delapan, dan janin; dari minggu ke delapan 

sampai kelahiran.” (Williams, 1984: 64.) 
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Fase-fase ini mengacu pada tahap-tahap yang berbeda dari perkembangan 

seorang bayi. Ringkasnya, ciri-ciri tahap perkembangan bayi dalam rahim adalah 

sebagaimana berikut: 

1. Tahap Pre-embrionik 

Terjadi pada 2,5 minggu pertama. Pada tahap pertama, zigot tumbuh 

membesar melalui pembelahan sel, dan terbentuklah segumpalan sel yang 

kemudian membenamkan diri pada dinding rahim. Seiring pertumbuhan zigot 

yang semakin membesar, sel-sel penyusunnya pun mengatur diri mereka sendiri 

guna membentuk tiga lapisan (bahasa biologinya disebut lapisan lembaga 

ektoderm, mesoderm, endoderm). Hal  ini juga dibahas oleh Ahliana (2007). 

2. Tahap Embrionik 

Dimulai dari minggu ke-5 sampai minggu ke-8. Tahap kedua ini 

berlangsung selama lima setengah minggu. Pada masa ini bayi disebut sebagai 

embrio. Pada tahap ini, organ dan sistem tubuh bayi mulai terbentuk dari lapisan- 

lapisan sel tersebut. pada tahap ini juga terjadi pembentukan organ2 tubuh. dan 

pengaturan posisi, sumbu tubuh, dan pembentukan tubuh.  

3. Tahap Fetus 

Dimulai dari tahap ini dan seterusnya, bayi disebut sebagai “fetus”. Tahap 

ini dimulai sejak kehamilan bulan kedelapan dan berakhir hingga masa kelahiran. 

Ciri khusus tahapan ini adalah terlihatnya fetus menyerupai manusia, dengan 

wajah, kedua tangan dan kakinya. Meskipun pada awalnya memiliki panjang 3 

cm, kesemua organnya telah nampak. Tahap ini berlangsung selama kurang lebih 
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30 minggu, dan perkembangan berlanjut hingga minggu kelahiran (Kiptiyah, 

2007:2). 

Proses tersebut analog dengan proses terciptanya manusia. Untuk mencari 

persamaan polinomial karakteristik dan nilai eigen diperlukan proses-proses 

secara aljabar. Pada mulanya harus ada sebuah graf, kemudian dari graf tersebut 

dibentuk suatu matriks, kemudian dicari determinannya. Setelah itu diperoleh 

persamaan polinomial dan nilai eigen.  
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BAB III 

PEMBAHASAN 

 

3.1 Polinomial Karakteristik Matriks Adjacency dari Graf Bipartisi Komplit 

( , )K n n
 

3.1.1 Polinomial Karakteristik Matriks Adjacency dari Graf Bipartisi 

Komplit (2,2)K  

Gambar Graf Komplit K(2,2) 

 

Matriks Adjacency dari (2,2)K : 

 

0 0 1 1

0 0 1 1
(2,2)

1 1 0 0

1 1 0 0

A K

 
 
 
 
 
 

 

Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

  det (2,2)I A K  dan nilai eigennya adalah   det (2,2) 0.I A K  
 

Sehingga dengan menggunakan program Maple-12 diperoleh matriks Jordan yang 

ukurannya sama dengan matriks adjacency yang berukuran 4 4 , yaitu: 

0 0 0

0 0 0

0 0 2 0

0 0 0 2









 
 
 
 
 

   

Jadi determinannya, yaitu: 

2( 2)( 2)     

2 

1 

1 
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Nilai eigennya yaitu:  

0  dan  2    

 

3.1.2 Polinomial Karakteristik Matriks Adjacency dari Graf Bipartisi 

Komplit (3,3)K  

Gambar Graf Komplit K(3,3) 

 

Matriks Adjacency dari (3,3)K : 

 

0 0 0 1 1 1

0 0 0 1 1 1

0 0 0 1 1 1
(3,3)

1 1 1 0 0 0

1 1 1 0 0 0

1 1 1 0 0 0

A K

 
 
 
 

  
 
 
  
   

Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

  det (3,3)I A K  dan nilai eigennya adalah   det (3,3) 0.I A K  
 

Sehingga dengan menggunakan program Maple-12 diperoleh matriks Jordan yang 

ukurannya sama dengan matriks adjacency yang berukuran 6 6 , yaitu: 

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 3 0

0 0 0 0 0 3













 
 
 
 
 
 
 
   

 

4 

1 

1 



 

 

27 
 

Jadi determinannya, yaitu: 

4( 3)( 3)     

Nilai eigennya yaitu:  

0  dan  3    

 

3.1.3 Polinomial Karakteristik Matriks Adjacency dari Graf Bipartisi 

Komplit (4,4)K  

Gambar Graf Komplit K(4,4) 

 

Matriks Adjacency dari (4,4)K : 

 

0 0 0 0 1 1 1 1

0 0 0 0 1 1 1 1

0 0 0 0 1 1 1 1

0 0 0 0 1 1 1 1
(4,4)

1 1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 1 0 0 0 0

A K

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

  det (4,4)I A K  dan nilai eigennya adalah   det (4,4) 0.I A K  
 

Sehingga dengan menggunakan program Maple-12 diperoleh matriks Jordan yang 

ukurannya sama dengan matriks adjacency yang berukuran 8 8 , yaitu: 
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0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 4 0

0 0 0 0 0 0 0 4

















 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 

Jadi determinannya, yaitu: 

6( 4)( 4)     

Nilai eigennya yaitu:  

0   dan 4    

 

3.1.4 Pola Polinomial Karakteristik Matriks Adjacency dari Graf Bipartisi 

Komplit ( , )K n n
 

Berdasarkan penelitian polinomial karakteristik matriks adjacency dari 

graf bipartisi komplit ( , ) dapat dibuat tabel sebagai berikut :K n n
  

Tabel 3.1 Pola Polinomial Karakteristik Matriks Adjacency Graf K(n,n) 

No Graf Multipartisi Komplit Polinomial Karakteristik  ( , )A K n n  

1 (2,2)K  2( 2)( 2)     

2 (3,3)K  4( 3)( 3)     

3 (4,4)K
 

6( 4)( 4)     

 

Dari tabel tersebut dapat diperoleh kesimpulan bahwa bentuk umum 

polinomial karakteristik matriks adjacency dari graf bipartisi ( , )K n n  adalah: 

  2 2( )( )np n n       dengan n . Sehingga dapat diberikan: 

6 

1 

1 
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Teorema 3.1 : 

Jika ( , )K n n adalah graf bipartisi komplit dengan n , maka polinomial 

karakteristik matriks adjacency dari graf bipartisi komplit adalah: 

  2 2( )( )np n n      , sehingga nilai eigennya yaitu: 

0  , n     

Bukti: 

Matriks Adjacency dari ( , )K n n : 

 

0 0 1 1

0 0 1 1
( ( , ))

1 1 0 0

1 1 0 0

A K n n

 
 
 
 

  
 
 
  
 

 

   

 

 

   

 
 

Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

  det ( , )I A K n n  dan nilai eigennya adalah   det ( , ) 0.I A K n n  

Sehingga dengan menggunakan program Maple-12 diperoleh matriks Jordan yang 

ukurannya sama dengan matriks adjacency yang berukuran 2 2n n , yaitu: 

 

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

n

n











 
 
 
 
 
 
 
   





    







 

 

2 2n  

2 2n  

1  

1  

n n 

n 

n 

2 2n  

2 2n  

1  1  
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Jadi determinannya, yaitu: 

  2 2( )( )np n n       

Nilai eigennya yaitu:  

0  dan n    

 

3.2 Polinomial Karakteristik Matriks Adjacency dari Graf Tripartisi 

Komplit ( , , )K n n n
 

3.2.1 Polinomial Karakteristik Matriks Adjacency dari Graf Tripartisi 

Komplit (2,2,2)K  

Gambar Graf  Komplit K(2,2,2) 

 

Matriks Adjacency dari (2,2,2)K : 

 

0 0 1 1 1 1

0 0 1 1 1 1

1 1 0 0 1 1
(2,2,2)

1 1 0 0 1 1

1 1 1 1 0 0

1 1 1 1 0 0

A K

 
 
 
 

  
 
 
  
   

Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

  det (2,2,2)I A K  dan nilai eigennya adalah   det (2,2,2) 0.I A K  
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Sehingga dengan menggunakan program Maple-12 diperoleh matriks Jordan yang 

ukurannya sama dengan matriks adjacency yang berukuran 6 6 , yaitu: 

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 2 0 0

0 0 0 0 2 0

0 0 0 0 0 4













 
 
 
 
 

 
 
   

 

Jadi determinannya, yaitu: 

3 2( 2) ( 4)     

Nilai eigennya yaitu:  

0  , 2   dan 4   

 

3.2.2 Polinomial Karakteristik Matriks Adjacency dari Graf Tripartisi 

Komplit (3,3,3)K  

Gambar Graf Komplit K(3,3,3) 

 

 

 

 

 

3 

2 

1 
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Matriks Adjacency dari (3,3,3)K : 

 

0 0 0 1 1 1 1 1 1

0 0 0 1 1 1 1 1 1

0 0 0 1 1 1 1 1 1

1 1 1 0 0 0 1 1 1

(3,3,3) 1 1 1 0 0 0 1 1 1

1 1 1 0 0 0 1 1 1

1 1 1 1 1 1 0 0 0

1 1 1 1 1 1 0 0 0

1 1 1 1 1 1 0 0 0

A K

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

  det (3,3,3)I A K  dan nilai eigennya adalah   det (3,3,3) 0.I A K  

Sehingga dengan menggunakan program Maple-12 diperoleh matriks Jordan yang 

ukurannya sama dengan matriks adjacency yang berukuran 9 9 , yaitu: 

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 3 0 0

0 0 0 0 0 0 0 3 0

0 0 0 0 0 0 0 0 6



















 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 

 

Jadi determinannya, yaitu: 

6 2( 3) ( 6)     

Nilai eigennya yaitu:  

0  , 3   dan 6   

6 

2 

1 
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3.2.3 Polinomial Karakteristik Matriks Adjacency dari Graf Tripartisi 

Komplit (4,4,4)K  

Gambar Graf Komplit K(4,4,4) 

 

Matriks Adjacency dari (4,4,4)K : 

 

0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1

1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1
(4,4,4)

1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1

1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0

A K

 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

  det (4,4,4)I A K  dan nilai eigennya adalah   det (4,4,4) 0.I A K  

Sehingga dengan menggunakan program Maple-12 diperoleh matriks Jordan yang 

ukurannya sama dengan matriks adjacency yang berukuran 12 12 , yaitu: 
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0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 4 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 4 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 8

























 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
  

 

Jadi determinannya, yaitu: 

9 2( 4) ( 8)     

Nilai eigennya yaitu:  

0  , 4   dan 8   

 

3.2.4 Pola Polinomial Karakteristik Matriks Adjacency dari Graf Tripartisi 

Komplit ( , , )K n n n
 

Berdasarkan penelitian polinomial karakteristik matriks adjacency dari 

graf tripartisi komplit ( , , ) dapat dibuat tabel sebagai berikut :K n n n
  

Tabel 3.2 Pola Polinomial Karakteristik Matriks Adjancency Graf K(n,n,n) 

No Graf Multipartisi Komplit Polinomial Karakteristik  ( , , )A K n n n  

1 (2,2,2)K  3 2( 2) ( 4)     

2 (3,3,3)K  6 2( 3) ( 6)     

3 (4,4,4)K
 

9 2( 4) ( 8)     

 

9 

2 

1 
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Dari tabel tersebut dapat diperoleh kesimpulan bahwa bentuk umum 

polinomial karakteristik matriks adjacency dari graf tripartisi ( , , )K n n n  adalah: 

  3 3 2( ) ( 2 )np n n      . Sehingga dapat diberikan: 

Teorema 3.2 : 

Jika ( , , )K n n n
 

adalah graf tripartisi komplit dengan n , maka 

polinomial karakteristik matriks adjacency dari graf tripartisi komplit adalah: 

  3 3 2( ) ( 2 )np n n      , sehingga nilai eigennya yaitu: 

0  , n    dan 2n   

Bukti: 

Matriks Adjacency dari ( , , )K n n n : 

 

 

0 0 1 1 1 1

0 0 1 1 1 1

1 1 0 0 1 1

( ( , , ))

1 1 0 0 1 1

1 1 1 1 0 0

1 1 1 1 0 0

A K n n n

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

     

  

  

     

  

  

     

  

 

Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

  det ( , , )I A K n n n  dan nilai eigennya adalah   det ( , , ) 0.I A K n n n  

Sehingga dengan menggunakan program Maple-12 diperoleh matriks Jordan yang 

ukurannya sama dengan matriks adjacency yang berukuran 3 3n n , yaitu:  

 

n 

n 

n 

n n n 
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Jadi determinannya, yaitu: 

  3 3 2( ) ( 2 )np n n       

Nilai eigennya yaitu:  

0  , n   dan 2n   

 

3.3 Pola Polinomial Karakteristik Matriks Adjacency dari Graf Multipartisi 

Komplit ( , , ,..., )K n n n n  

Dari teorema 3.1 dan teorema 3.2 yang menyatakan bahwa untuk ( , )K n n  

memiliki polinomial karakteristik   2 2( )( )np n n     
 

dan bentuk 

( , , )K n n n  memiliki polinomial karakteristik   3 3 2( ) ( 2 )np n n      dapat 

disimpulkan bahwa ( , , ,..., )K n n n n  memiliki polinomial karakteristik 

1( ) ( ) ( ( 1) ),an a ap n a n n          dan a adalah banyak partisi. Sehingga 

dapat diberikan : 

Teorema 3.3 

Jika ( , , ,..., )K n n n n
 

adalah graf multipartisi komplit dengan n  , 

maka polinomial karakteristik matriks adjacency dari graf multipartisi komplit 

adalah: 

1
 

2  

3 3n  

2  

1  

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 2

n

n

n















 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 

 

 

      

 

 

 

 

 

 

3 3n  



 

 

37 
 

1( ) ( ) ( ( 1) ),an a ap n a n n           dan a adalah banyak partisi, sehingga 

nilai eigennya yaitu: 

0  , n   dan ( 1)a n    

Bukti: 

Matriks Adjacency dari ( , , ,..., )K n n n n : 

 

 

0 0 1 1 1 1 1 1

0 0 1 1 1 1 1 1

1 1 0 0 1 1 1 1

1 1 0 0 1 1 1 1

1 1 1 1 0 0 1 1

( ( , , ,..., ))

1 1 1 1 0 0 1 1

1 1 1 1 1 1 0 0

1 1 1 1 1 1 0 0

A K n n n n

















      

       

      

      

       

      

      

       

      

     

     

     

      

       

      













 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

  det ( , , ,..., )I A K n n n n 
 

dan nilai eigennya adalah 

  det ( , , ,..., ) 0.I A K n n n n  
 
Sehingga dengan menggunakan program Maple-

12 diperoleh matriks Jordan yang ukurannya sama dengan matriks adjacency yang 

berukuran   , banyak partisian an a   , yaitu: 

n 

n 

n 

n 

a 

n n n n 

a 
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Jadi determinannya, yaitu: 

. 

Nilai eigennya yaitu:  

0  , n   dan ( 1) .a n    

 

3.4 Polinomial Karakteristik Matriks Adjacency dari Graf Bipartisi Komplit 

( , 1)K m m
 

3.4.1 Polinomial Karakteristik Matriks Adjacency dari Graf Bipartisi 

Komplit (1,2)K
 

Gambar Graf Komplit K(1,2) 

 

 

1  an a  1a   

1( ) ( ) ( ( 1) ),  dan  adalah banyak partisian a ap n a n n a         

an a  

1a   

1   

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1

n

n

a n



















 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


 
 
 

 
   

  

  

        

        

  

  

  

  

  

 

  

  
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Matriks Adjacency dari (1,2)K : 

 

0 1 1

(1,2) 1 0 0

1 0 0

A K

 
 

  
 
 

 Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

  det (1,2)I A K  dan nilai eigennya adalah   det (1,2) 0.I A K   Sehingga 

dengan menggunakan program Maple-12 diperoleh matriks Jordan yang 

ukurannya sama dengan matriks adjacency yang berukuran 3 3 , yaitu: 

0 0

0 2 0

0 0 2







 
 

 
 

 
 

Jadi determinannya, yaitu: 

  2 2     

Nilai eigennya yaitu:  

0  , 2  dan 2    

 

3.4.2 Polinomial Karakteristik Matriks Adjacency dari Graf Bipartisi 

Komplit (2,3)K  

Gambar Graf Komplit K(2,3) 

 

Matriks Adjacency dari (2,3)K : 

1 

1 

1 
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 

0 0 1 1 1

0 0 1 1 1

(2,3) 1 1 0 0 0

1 1 0 0 0

1 1 0 0 0

A K

 
 
 
 
 
 
 
 

 

Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

  det (2,3)I A K  dan nilai eigennya adalah   det (2,3) 0.I A K  

Sehingga dengan menggunakan program Maple-12 diperoleh matriks Jordan yang 

ukurannya sama dengan matriks adjacency yang berukuran 5 5 , yaitu: 

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 6 0

0 0 0 0 6











 
 
 
 
 

 
 

 
 

Jadi determinannya, yaitu: 

  3 6 6     

Nilai eigennya yaitu:  

0  , 6  dan 6    

 

3.4.3 Polinomial Karakteristik Matriks Adjacency dari Graf Bipartisi 

Komplit (3,4)K  

Gambar Graf Komplit K(3,4) 

 

3 

1 

1 
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Matriks Adjacency dari (3,4)K : 

 

0 0 0 1 1 1 1

0 0 0 1 1 1 1

0 0 0 1 1 1 1

(3,4) 1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 0 0 0 0

A K

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

 

Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

  det (3,4)I A K  dan nilai eigennya adalah   det (3,4) 0.I A K  

Sehingga dengan menggunakan program Maple-12 diperoleh matriks Jordan yang 

ukurannya sama dengan matriks adjacency yang berukuran 7 7 , yaitu: 

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 12 0

0 0 0 0 0 0 12















 
 
 
 
 
 
 
 
 
     

 

Jadi determinannya, yaitu: 

  5 12 12     

Nilai eigennya yaitu:  

0  , 12  dan 12    

 

 

 

5 

1 

1 
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3.4.4 Pola Polinomial Karakteristik Matriks Adjacency dari Graf Bipartisi 

Komplit ( , 1)K m m
 

Berdasarkan penelitian polinomial karakteristik matriks adjacency dari 

graf tripartisi komplit ( , 1) dapat dibuat tabel sebagai berikut :K m m
  

Tabel 3.3 Pola Polinomial Karakteristik Matriks Adjacency Graf K(m,m+1) 

No Graf Multipartisi Komplit Polinomial Karakteristik 

 ( , 1)A K m m  

1 (1,2)K    2 2     

2 (2,3)K    3 6 6     

3 (3,4)K
   5 12 12     

 

Dari tabel tersebut dapat diperoleh kesimpulan bahwa bentuk umum 

polinomial karakteristik matriks adjacency dari graf bipartisi ( , 1)K m m  adalah : 

  2 1( ( 1)( ( 1)  ,mp m m m m m          . Sehingga dapat diberikan: 

Teorema 3.4 : 

Jika ( , 1)K m m
 

adalah graf bipartisi komplit dengan m , maka 

polinomial karakteristik matriks adjacency dari graf tripartisi komplit adalah : 

  2 1( ( 1)( ( 1),mp m m m m m          , sehingga nilai eigennya 

yaitu: 

0  , ( 1)m m    dan  ( 1)m m     

Bukti: 

Matriks Adjacency dari ( , 1)K m m : 
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0 0 1 1

0 0 1 1

( ( , 1)) 1 1 0 0 0

1 1 0 0 0

A K m m

 
 
 
 
 

   
 
 
 
 
 

  

   

  

 

    

    

   

Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

  det ( , 1)I A K m m  
 

dan nilai eigennya adalah 

  det ( , 1) 0.I A K m m    Sehingga dengan menggunakan program Maple-12 

diperoleh matriks Jordan yang ukurannya sama dengan matriks adjacency yang 

berukuran    2 1 2 1m m   , yaitu: 

 

 

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 ( 1) 0

0 0 0 0 0 ( 1)

m m

m m













 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
   





     









 

Jadi determinannya, yaitu: 

    2 1 ( 1 ( 1mp m m m m         

Nilai eigennya yaitu:  

0  , ( 1)m m    dan  ( 1)m m   
 

 

1  1  2 1m  

2 1m  

1  

1  

m m+1 

m 

m+1 
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3.5 Polinomial Karakteristik Matriks Laplace dari Graf Bipartisi Komplit 

( , )K n n
 

3.5.1 Polinomial Karakteristik Matriks Laplace dari Graf Bipartisi Komplit 

Komplit (2,2)K  

Matriks Adjacency (2,2)K : 

 2,2

0 0 1 1

0 0 1 1

1 1 0 0

1 1 0 0

A K

 
 
 
 
 
   

 

          Matriks derajatnya yaitu :

2 0 0 0

0 2 0 0
(2,2)

0 0 2 0

0 0 0 2

Sehingga matriks Laplacenya yaitu :

D K

 
 
 
 
 
   

     (2,2) (2,2) (2,2)L K D K A K   

Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

  det (2,2)I L K  dan nilai eigennya adalah   det (2,2) 0.I L K  

Sehingga dengan menggunakan program Maple-12 diperoleh matriks Jordan yang 

ukurannya sama dengan matriks adjacency yang berukuran 4 4 , yaitu: 

0 0 0

0 4 0 0

0 0 2 0

0 0 0 2









 
 

 
 
 

   

Jadi determinannya  yaitu: 

2( 2) ( 4)     

 

1 

1 

2 
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Nilai eigennya : 

0  , 2  dan 4   

 

3.5.2 Polinomial Karakteristik Matriks Laplace dari Graf Bipartisi Komplit 

Komplit (3,3)K  

Matriks Adjacency (3,3)K : 

 

0 0 0 1 1 1

0 0 0 1 1 1

0 0 0 1 1 1
(3,3)

1 1 1 0 0 0

1 1 1 0 0 0

1 1 1 0 0 0

A K

 
 
 
 

  
 
 
  
   

Matriks derajatnya yaitu :

 

 

3 0 0 0 0 0

0 3 0 0 0 0

0 0 3 0 0 0
(3,3)

0 0 0 3 0 0

0 0 0 0 3 0

0 0 0 0 0 3

D K

 
 
 
 

  
 
 
  
   

Sehingga matriks Laplacenya yaitu :

      (3,3) (3,3) (3,3)L K D K A K 

 Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

  det (3,3)I L K  dan nilai eigennya adalah   det (3,3) 0.I L K  

Sehingga dengan menggunakan program Maple-12 diperoleh matriks Jordan yang 

ukurannya sama dengan matriks adjacency yang berukuran 6 6 , yaitu: 
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0 0 0 0 0

0 6 0 0 0 0

0 0 3 0 0 0

0 0 0 3 0 0

0 0 0 0 3 0

0 0 0 0 0 3













 
 

 
 
 

 
 
   

 

Jadi determinannya  yaitu: 

4( 3) ( 6)     

Nilai eigennya : 

0  , 3  dan 6   

 

3.5.3 Polinomial Karakteristik Matriks Laplace dari Graf Bipartisi Komplit 

Komplit (4,4)K  

Matriks Adjacency (4,4)K : 

 

0 0 0 0 1 1 1 1

0 0 0 0 1 1 1 1

0 0 0 0 1 1 1 1

0 0 0 0 1 1 1 1
(4,4)

1 1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 1 0 0 0 0

A K

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Matriks derajatnya yaitu: 

1 

1 

4 
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 

4 0 0 0 0 0 0 0

0 4 0 0 0 0 0 0

0 0 4 0 0 0 0 0

0 0 0 4 0 0 0 0
(4,4)

0 0 0 0 4 0 0 0

0 0 0 0 0 4 0 0

0 0 0 0 0 0 4 0

0 0 0 0 0 0 0 4

D K

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Sehingga matriks Laplacenya yaitu: 

     (4,4) (4,4) (4,4)L K D K A K 

 Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

  det (4,4)I L K  dan nilai eigennya adalah   det (4,4) 0.I L K  

Sehingga dengan menggunakan program Maple-12 diperoleh matriks Jordan yang 

ukurannya sama dengan matriks adjacency yang berukuran 8 8 , yaitu: 

0 0 0 0 0 0 0

0 8 0 0 0 0 0 0

0 0 4 0 0 0 0 0

0 0 0 4 0 0 0 0

0 0 0 0 4 0 0 0

0 0 0 0 0 4 0 0

0 0 0 0 0 0 4 0

0 0 0 0 0 0 0 4

















 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 
  

 

Jadi determinannya  yaitu: 

6( 4) ( 8)     

Nilai eigennya : 

0  , 4  dan 8   

 

1 

1 

6 
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3.5.4 Pola Polinomial Karakteristik Matriks Laplace dari Graf Bipartisi 

Komplit ( , )K n n
 

Berdasarkan penelitian polinomial karakteristik matriks adjacency dari 

graf bipartisi komplit ( , ) dapat dibuat tabel sebagai berikut :K n n
  

Tabel 3.4 Pola Polinomial Karakteristik Matriks Laplace Graf  K(n,n) 

No Graf Multipartisi Komplit Polinomial Karakteristik  ( , )L K n n  

1  2,2K  
2( 2) ( 4)     

2  3,3K  
4( 3) ( 6)     

3  4,4K
 

6( 4) ( 8)     

 

Dari tabel tersebut dapat diperoleh kesimpulan bahwa bentuk umum 

polinomial karakteristik matriks laplace dari graf bipartisi ( , )K n n  adalah: 

  2( 1)( ) ( 2 )np n n       dengan n  . Sehingga dapat diberikan: 

Teorema 3.5 

Jika ( , )K n n adalah graf bipartisi komplit dengan n , maka polinomial 

karakteristik matriks laplace dari graf bipartisi komplit adalah: 

  2( 1)( ) ( 2 )np n n      , sehingga nilai eigennya yaitu: 

0  , n   dan 2n   

Bukti: 

Matriks Adjacency ( , )K n n : 
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0 0 1 1

0 0 1 1
( ( , ))

1 1 0 0

1 1 0 0

A K n n

 
 
 
 

  
 
 
  
 

 

   

 

 

   

 
 

Matriks derajatnya yaitu: 

 

 

0 0 0

0 0 0

0 0 0
( , )

0 0 0

n

n

n
D K n n

n

 
 
 
 

  
 
 
  
 

 

 

 

   

   

 
 

Sehingga matriks Laplacenya yaitu: 

     ( , ) ( , ) ( , )L K n n D K n n A K n n 

 

Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

  det ( , )I L K n n  dan nilai eigennya adalah   det ( , ) 0.I L K n n  

Sehingga dengan menggunakan program Maple-12 diperoleh matriks Jordan yang 

ukurannya sama dengan matriks adjacency yang berukuran 2 2n n , yaitu: 

 

0 0 0

0 2 0 0

0 0 0

0 0 0

n

n

n









 
 

 
 
 
 
 
   

 

 

 

   

   

 
 

2 2n  

1  

1  

2 2n  

n 

n 

2n 

n n 

2n 

1  1  
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Jadi determinannya yaitu: 

  2( 1)( ) ( 2 )np n n       

Nilai eigennya : 

0  , n   dan 2n   

 

3.6 Polinomial Karakteristik Matriks Laplace dari Graf Tripartisi Komplit 

( , , )K n n n
 

3.6.1 Polinomial Karakteristik Matriks Laplace dari Graf Tripartisi Komplit 

Komplit (2,2,2)K  

Matriks Adjacency (2,2,2)K : 

 

0 0 1 1 1 1

0 0 1 1 1 1

1 1 0 0 1 1
(2,2,2)

1 1 0 0 1 1

1 1 1 1 0 0

1 1 1 1 0 0

A K

 
 
 
 

  
 
 
  
 

 

Matriks derajatnya yaitu:

  

 

4 0 0 0 0 0

0 4 0 0 0 0

0 0 4 0 0 0
(2,2,2)

0 0 0 4 0 0

0 0 0 0 4 0

0 0 0 0 0 4

D K

 
 
 
 

  
 
 
  
 

 

Sehingga matriks Laplacenya yaitu: 

     (2,2,2) (2,2,2) (2,2,2)L K D K A K 
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Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

  det (2,2,2)I L K  dan nilai eigennya adalah   det (2,2,2) 0.I L K  

Sehingga dengan menggunakan program Maple-12 diperoleh matriks Jordan yang 

ukurannya sama dengan matriks adjacency yang berukuran 6 6 , yaitu: 

0 0 0 0 0

0 6 0 0 0 0

0 0 6 0 0 0

0 0 0 4 0 0

0 0 0 0 4 0

0 0 0 0 0 4













 
 

 
 
 

 
 
   

 

Jadi determinannya  yaitu: 

3 2( 4) ( 6)     

Nilai eigennya : 

0  , 4  dan 6   

 

3.6.2 Polinomial Karakteristik Matriks Laplace dari Graf Tripartisi Komplit 

Komplit (3,3,3)K  

Matriks Adjacency (3,3,3)K : 

 

0 0 0 1 1 1 1 1 1

0 0 0 1 1 1 1 1 1

0 0 0 1 1 1 1 1 1

1 1 1 0 0 0 1 1 1

(3,3,3) 1 1 1 0 0 0 1 1 1

1 1 1 0 0 0 1 1 1

1 1 1 1 1 1 0 0 0

1 1 1 1 1 1 0 0 0

1 1 1 1 1 1 0 0 0

A K

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

1 

2 

3 
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Matriks derajatnya yaitu :

 

 

6 0 0 0 0 0 0 0 0

0 6 0 0 0 0 0 0 0

0 0 6 0 0 0 0 0 0

0 0 0 6 0 0 0 0 0

(3,3,3) 0 0 0 0 6 0 0 0 0

0 0 0 0 0 6 0 0 0

0 0 0 0 0 0 6 0 0

0 0 0 0 0 0 0 6 0

0 0 0 0 0 0 0 0 6

D K

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Sehingga matriks Laplacenya yaitu: 

     (3,3,3) (3,3,3) (3,3,3)L K D K A K 

 Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

  det (3,3,3)I L K  dan nilai eigennya adalah   det (3,3,3) 0.I L K  

Sehingga dengan menggunakan program Maple-12 diperoleh matriks Jordan yang 

ukurannya sama dengan matriks adjacency yang berukuran 9 9 , yaitu: 

0 0 0 0 0 0 0 0

0 9 0 0 0 0 0 0 0

0 0 9 0 0 0 0 0 0

0 0 0 6 0 0 0 0 0

0 0 0 0 6 0 0 0 0

0 0 0 0 0 6 0 0 0

0 0 0 0 0 0 6 0 0

0 0 0 0 0 0 0 6 0

0 0 0 0 0 0 0 0 6



















 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 

 

 

Jadi determinannya  yaitu: 

6 2( 6) ( 9)     

 

1 

2 

6 
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Nilai eigennya : 

0  , 9  dan 6   

 

3.6.3 Polinomial Karakteristik Matriks Laplace dari Graf Tripartisi Komplit 

(4,4,4)K  

Matriks Adjacency (4,4,4)K : 

 

0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1

1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1
(4,4,4)

1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1

1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0

A K

 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Matriks derajatnya yaitu: 
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 

8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 8 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 8 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 8 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 8 0 0 0 0 0 0
(4,4,4)

0 0 0 0 0 0 8 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 8 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 8 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 8 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 8 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 8

D K

 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Sehingga matriks Laplacenya yaitu: 

     (4,4,4) (4,4,4) (4,4,4)L K D K A K 

 

Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

  det (4,4,4)I L K  dan nilai eigennya adalah   det (4,4,4) 0.I L K  

Sehingga dengan menggunakan program Maple-12 diperoleh matriks Jordan yang 

ukurannya sama dengan matriks adjacency yang berukuran 12 12 , yaitu: 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 12 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 12 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 8 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 8 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 8 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 8 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 8 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 8 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 8 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 8 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 8

























 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 




 



  








 

 

1 

2 

9 
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Jadi determinannya  yaitu: 

   
9 2

8 12     

Nilai eigennya : 

0  , 8  dan 12   

 

3.6.4 Pola Polinomial Karakteristik Matriks Laplace dari Graf Tripartisi 

Komplit ( , , )K n n n
 

Berdasarkan penelitian polinomial karakteristik matriks laplace dari 

graf tripartisi komplit ( , , ) dapat dibuat tabel sebagai berikut :K n n n
  

Tabel 3.5 Pola Polinomial Karakteristik Matrks Laplace K(n,n,n) 

No Graf Multipartisi Komplit Polinomial Karakteristik 

 ( , , )L K n n n  

1 (2,2,2)K     
3 2

4 6     

2 (3,3,3)K     
6 2

6 9     

3 (4,4,4)K
    

9 2
8 12     

 

Dari tabel tersebut dapat diperoleh kesimpulan bahwa bentuk umum 

polinomial karakteristik matriks laplace dari graf tripartisi ( , , )K n n n  adalah: 

     
3( 1) 2

2 3
n

n n    


    dengan n . Sehingga dapat diberikan: 

Teorema 3.6 

Jika ( , , )K n n n adalah graf tripartisi komplit dengan n , maka 

polinomial karakteristik matriks laplace dari graf tripartisi komplit adalah: 

     
3( 1) 2

2 3
n

n n    


   , sehingga nilai eigennya yaitu: 

0  , 2n   dan 3n   
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Bukti: 

Matriks Adjacency ( , , )K n n n : 

 

0 0 1 1 1 1

0 0 1 1 1 1

1 1 0 0 1 1

( ( , , ))

1 1 0 0 1 1

1 1 1 1 0 0

1 1 1 1 0 0

A K n n n

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

     

  

  

     

  

  

     

  

 

Matriks derajatnya yaitu: 

 

 

2 0 0 0 0 0

0 2 0 0 0 0

0 0 2 0 0 0

( , , )

0 0 0 2 0 0

0 0 0 0 2 0

0 0 0 0 2

n

n

n

D K n n n

n

n

n

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

  

  

     

     

     

  

  

   

 

Sehingga matriks Laplacenya yaitu: 

     ( , , ) ( , , ) ( , , )L K n n n D K n n n A K n n n 

 

n 

n 

n 

3n 

n n n 

3n 
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Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

  det ( , , )I L K n n n  dan nilai eigennya adalah   det ( , , ) 0.I L K n n n  

Sehingga dengan menggunakan program Maple-12 diperoleh matriks Jordan yang 

ukurannya sama dengan matriks adjacency yang berukuran 3 3n n , yaitu: 

 

 

0 0 0 0 0 0

0 3 0 0 0 0 0

0 0 3 0 0 0 0

0 0 0 2 0 0 0

0 0 0 0 2 0 0

0 0 0 0 0 2 0

0 0 0 0 0 0 2

n

n

n

n

n

n















 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

      

      

 

 

 

Jadi determinannya  yaitu: 

     
3( 1) 2

2 3
n

p n n   


    

Nilai eigennya : 

0  , 2n   dan 3n   

 

3.7 Pola Polinomial Karakteristik Matriks Laplace dari Graf Multipartisi 

Komplit ( , , ,..., )K n n n n  

Dari teorema 3.5 dan teorema 3.6 yang menyatakan bahwa untuk matriks 

laplace dari ( , )K n n  memiliki polinomial karakteristik 

  2( 1)( ) ( 2 )np n n     
 

dan bentuk ( , , )K n n n  memiliki polinomial 

karakteristik      
3( 1) 2

2 3
n

p n n   


  
 

dapat disimpulkan  bahwa 

( , , ,..., )K n n n n  memiliki polinomial karakteristik 

2  1

 

1

 
2  

3 3n  

3 3n  
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    
 

 
 1 1

1
a n a

p a n an   
 

   
 

dengan n  dan a adalah banyak 

partisi. 

 Sehingga dapat diberikan : 

Teorema 3.7 

Jika ( , , ,..., )K n n n n
 
adalah graf multipartisi komplit dengan n , maka 

polinomial karakteristik matriks laplace dari graf multipartisi komplit adalah: 

  
 

 
 1 1

( ) 1 ,
a n a

p a n an n   
 

       dan a adalah banyak 

partisi,  sehingga nilai eigennya yaitu: 

0  ,  1a n   dan an   

Bukti: 

Matriks Adjacency ( , , ,..., )K n n n n : 

 

 

0 0 1 1 1 1 1 1

0 0 1 1 1 1 1 1

1 1 0 0 1 1 1 1

1 1 0 0 1 1 1 1

1 1 1 1 0 0 1 1

( ( , , ,..., ))

1 1 1 1 0 0 1 1

1 1 1 1 1 1 0 0

1 1 1 1 1 1 0 0

A K n n n n

















      

       

      

      

       

      

      

       

      

     

     

     

      

       

      













 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

n 

n 

n 

n 

a 

n n n n 

a 
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Matriks derajatnya yaitu: 

 

 

2 0 0 0 0

0 2 0 0 0

0 0 2 0 0

( , , ,..., )

0 0 0 2 0

0 0 0 0 2

n

n

n

D K n n n n

n

n

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   

   

   

    

    

    

    

   

   

 

Sehingga matriks Laplacenya yaitu: 

     ( , , ,..., ) ( , , ,..., ) ( , , ,..., )L K n n n n D K n n n n A K n n n n 

 Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

  det ( , , ,..., )I L K n n n n 
 

dan nilai eigennya adalah 

  det ( , , ,..., ) 0.I L K n n n n  
 

Sehingga dengan menggunakan program 

Maple-12 diperoleh matriks Jordan yang ukurannya sama dengan matriks 

adjacency yang berukuran an an , yaitu: 

 

 

 

 

an 

an 
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 
 

 

0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

a n

a n

a n

an

an

an















 
 

  
  
 
 
 
 
 
  
 

 
 


 
 
 
 
  

    

    

    

      

      

      

    

    

    

  

  

    

Jadi determinannya  yaitu: 

  
 

 
 1 1

( ) 1 ,
a n a

p a n an n   
 

       dan a  adalah banyak 

partisi. 

Nilai eigennya : 

0  , ( 1)a n     dan an  . 

 

3.8 Polinomial Karakteristik Matriks Laplace dari Graf Bipartisi Komplit 

 , 1K m m
 

3.8.1 Polinomial Karakteristik Matriks Laplace dari Graf Bipartisi Komplit 

(1,2)K  

Matriks Adjacency (1,2)K : 

 

0 1 1

(1,2) 1 0 0

1 0 0

A K

 
 

  
 
 

 

1 

a(n-1) 

a-1 

1 
a(n-1) 

a-1 
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Matriks derajatnya yaitu: 

 

2 0 0

(1,2) 0 1 0

0 0 1

D K

 
 

  
 
 

 

Sehingga matriks Laplacenya yaitu: 

     (1,2) (1,2) (1,2)L K D K A K 

 

Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

  det (1,2)I L K  dan nilai eigennya adalah   det (1,2) 0.I L K   Sehingga 

dengan menggunakan program Maple-12 diperoleh matriks Jordan yang 

ukurannya sama dengan matriks adjacency yang berukuran 3 3 , yaitu: 

0 0

0 1 0

0 0 3







 
 

 
    

 

Jadi determinannya  yaitu: 

  1 3     

Nilai eigennya : 

0  ,  3  dan 1   

 

3.8.2 Polinomial Karakteristik Matriks Laplace dari Graf Bipartisi Komplit 

(2,3)K  

Matriks Adjacency (2,3)K : 
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 

0 0 1 1 1

0 0 1 1 1

(2,3) 1 1 0 0 0

1 1 0 0 0

1 1 0 0 0

A K

 
 
 
 
 
 
 
 

 

Matriks derajatnya yaitu: 

 

3 0 0 0 0

0 3 0 0 0

(2,3) 0 0 2 0 0

0 0 0 2 0

0 0 0 0 2

D K

 
 
 
 
 
 
 
 

 

Sehingga matriks Laplacenya yaitu: 

     (2,3) (2,3) (2,3)L K D K A K 

 

Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

  det (2,3)I L K 
 

dan nilai eigennya adalah   det (2,3) 0.I L K  

Sehingga dengan menggunakan program Maple-12 diperoleh matriks Jordan yang 

ukurannya sama dengan matriks adjacency yang berukuran 5 5 , yaitu: 

0 0 0 0

0 5 0 0 0

0 0 3 0 0

0 0 0 2 0

0 0 0 0 2











 
 

 
 
 

 
  

 

Jadi determinannya  yaitu: 

    
2

2 3 5     
 

 

1 

1 

2 

1 
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Nilai eigennya : 

0  , 2  , 3  dan 5   

 

3.8.3 Polinomial Karakteristik Matriks Laplace dari Graf Bipartisi Komplit 

(3,4)K  

Matriks Adjacency (3,4)K : 

 

0 0 0 1 1 1 1

0 0 0 1 1 1 1

0 0 0 1 1 1 1

(3,4) 1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 0 0 0 0

A K

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

 

Matriks derajatnya yaitu: 

 

4 0 0 0 0 0 0

0 4 0 0 0 0 0

0 0 4 0 0 0 0

(3,4) 0 0 0 3 0 0 0

0 0 0 0 3 0 0

0 0 0 0 0 3 0

0 0 0 0 0 0 3

D K

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

 

Sehingga matriks Laplacenya yaitu: 

     (3,4) (3,4) (3,4)L K D K A K 

 

Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

  det (3,4)I L K  dan nilai eigennya adalah   det (3,4) 0.I L K  

1 
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Sehingga dengan menggunakan program Maple-12 diperoleh matriks Jordan yang 

ukurannya sama dengan matriks adjacency yang berukuran 7 7 , yaitu: 

0 0 0 0 0 0

0 7 0 0 0 0 0

0 0 4 0 0 0 0

0 0 0 4 0 0 0

0 0 0 0 3 0 0

0 0 0 0 0 3 0

0 0 0 0 0 0 3















 
 

 
 
 

 
 
 

 
  

 

Jadi determinannya  yaitu:

      
3 2

3 4 7       

Nilai eigennya : 

0  , 3  , 4  dan 7   

 

3.8.4 Pola Polinomial Karakteristik Matriks Laplace dari Graf Bipartisi 

Komplit ( , 1)K m m
 

Berdasarkan penelitian polinomial karakteristik matriks laplace dari 

graf bipartisi komplit ( , 1) dapat dibuat tabel sebagai berikut :K m m
 

 Tabel 3.6 Pola Polinomial Karakteristik Matriks Laplace K(m,m+1) 

No Graf Multipartisi Komplit Polinomial Karakteristik 

 ( , 1)L K m m  

1  1,2K    1 3     

2  2,3K      
2

2 3 5       

3  3,4K
 

     
3 2

3 4 7       

 

Dari tabel tersebut dapat diperoleh kesimpulan bahwa bentuk umum 

polinomial karakteristik matriks laplace dari graf bipartisi ( , 1)K m m  adalah: 

1 

2 

3 
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         
1

1 2 1
mm

m m m     


       dengan m . Sehingga dapat 

diberikan: 

Teorema 3.8 

Jika ( , 1)K m m
 

adalah graf bipartisi komplit dengan n , maka 

polinomial karakteristik matriks laplace dari graf bipartisi komplit adalah: 

         
1

1 2 1
mm

m m m     


      , sehingga nilai eigennya yaitu: 

0  , m  , 1m    dan 2 1m    

Bukti: 

Matriks Adjacency ( , 1)K m m : 

 

0 0 1 1

0 0 1 1

( ( , 1)) 1 1 0 0 0

1 0 0 0

A K m m

 
 
 
 
 

   
 
 
 
 
 

  

   

  

 

    

    

  

 

Matriks derajatnya yaitu: 

 

 

 

m 

m+1 

m m+1 
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 

1 0 0 0

0 1 0 0

( , 1) 0 0 0

0 0 0

m

m

D K m m m

m

 
 
 
 
 

   
 
 
 
 
 

  

   

  

  

   

   

  

 

Sehingga matriks Laplacenya yaitu: 

     ( , 1) ( , 1) ( , 1)L K m m D K m m A K m m    

 

Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

  det ( , 1)I L K m m   dan nilai eigennya adalah   det ( , 1) 0.I L K m m   

Sehingga dengan menggunakan program Maple-12 diperoleh matriks Jordan yang 

ukurannya sama dengan matriks adjacency yang berukuran    2 1 2 1m m   , 

yaitu: 

 

 

 

 
 

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 2 1

m

m

m

m

m













 
 

 
 
 

 
  
 
 
  
 
   

 

 

     

 



     





 

 

 

1 

m 

m-1 

1 

m m+1 

1 1 m m-1 

m 

m+1 
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Jadi determinannya  yaitu: 

         
1

1 2 1
mm

m m m     


       

Nilai eigennya : 

0  , m  , 1m    dan 2 1m    

 

3.9 Polinomial Karakteristik Matriks Laplace dari Graf Multipartisi 

Komplit  1,1,1,...1,2K
 

3.9.1 Polinomial Karakteristik Matriks Laplace dari Graf Bipartisi Komplit 

 1,2K
 

Gambar Graf Komplit K(1,2) 

 

Matriks Adjacency  1,2K : 

  
0 1 1

1,2 1 0 0

1 0 0

A K

 
 

  
 
 

 

Matriks derajatnya yaitu :

  
  

2 0 0

1,2 0 1 0

0 0 1

D K

 
 

  
 
 

 

Sehingga matriks Laplacenya yaitu:

         1,2 1,2 1,2L K D K A K   
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Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

   det 1,2I L K  dan nilai eigennya adalah    det 1,2 0.I L K  
 

Sehingga dengan menggunakan program Maple-12 diperoleh matriks Jordan yang 

ukurannya sama dengan matriks adjacency yang berukuran 3 3 , yaitu: 

0 0

0 3 0

0 0 1







 
 

 
  

 

Jadi determinannya  yaitu: 

( 3)( 1)     

Nilai eigennya : 

0  , 3  dan 1   

 

3.9.2 Polinomial Karakteristik Matriks Laplace dari Graf Tripartisi Komplit  

 1,1,2K
 

Gambar Graf Komplit K(1,1,2) 

 

Matriks Adjacency  1,1,2K : 

  

0 1 1 1

1 0 1 1
1,1,2

1 1 0 0

1 1 0 0

A K

 
 
 
 
 
   

Matriks derajatnya yaitu :
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  

3 0 0 0

0 3 0 0
1,1,2

0 0 2 0

0 0 0 2

D K

 
 
 
 
 
   

Sehingga matriks Laplacenya yaitu: 

     (1,1,2) (1,1,2) (1,1,2)L K D K A K   

Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

  det (1,1,2)I L K  dan nilai eigennya adalah   det (1,1,2) 0I L K  
 

Sehingga dengan menggunakan program Maple-12 diperoleh matriks Jordan yang 

ukurannya sama dengan matriks adjacency yang berukuran 4 4 , yaitu: 

0 0 0

0 2 0 0

0 0 4 0

0 0 0 4









 
 

 
 
 

   

Jadi determinannya  yaitu: 

2( 2)( 4)     

Nilai eigennya : 

0  , 2  dan 4   

 

3.9.3 Polinomial Karakteristik Matriks Laplace dari Graf Multiipartisi 

Komplit  1,1,1,2K
 

Gambar Graf Komplit K(1,1,1,2) 

1 

1 

2 
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Matriks Adjacency  1,1,1,2K : 

  

0 1 1 1 1

1 0 1 1 1

1,1,1,2 1 1 0 1 1

1 1 1 0 0

1 1 1 0 0

A K

 
 
 
 
 
 
 
 

 

Matriks derajatnya yaitu : 

  

  

4 0 0 0 0

0 4 0 0 0

1,1,1,2 0 0 4 0 0

0 0 0 3 0

0 0 0 0 3

D K

 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Sehingga matriks laplacenya yaitu :

  
        1,1,1,2 1,1,1,2 1,1,1,2L K D K A K   

Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

   det 1,1,1,2I L K 
 
dan nilai eigennya adalah    det 1,1,1,2 0I L K  

 

Sehingga dengan menggunakan program Maple-12 diperoleh matriks Jordan yang 

ukurannya sama dengan matriks adjacency yang berukuran 5 5 , yaitu: 

0 0 0 0

0 3 0 0 0

0 0 5 0 0

0 0 0 5 0

0 0 0 0 5











 
 

 
 
 

 
  

 

1 

1 

3 
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Jadi determinannya  yaitu: 

3( 3)( 5)     

Nilai eigennya : 

0  , 3  dan 5   

 

3.9.4 Pola Polinomial Karakteristik Matriks Laplace dari Graf Multipartisi 

Komplit  1,1,1,...1,2K
 

Berdasarkan penelitian polinomial karakteristik matriks laplace dari 

 graf multipartisi komplit 1,1,1,...1,2  dapat dibuat tabel sebagai berikut :K
  

Tabel 3.7 Pola Polinomial Matriks Laplace Graf K(1,1,1,...,1,2) 

No 
Graf Multipartisi Komplit 

Polinomial Karakteristik 

  1,1,1,...1,2L K  

1  1,2K  ( 1)( 3)     

 

2  1,1,2K  
2( 2)( 4)     

3  1,1,1,2K
 

3( 3)( 5)     

 

Berdasarkan penelitian polinomial karakteristik matriks Laplace dari graf 

multipartisi 
 komplit 1,1,1,...,1,2  dapat dibuat tabel sebagai berikut :K

  

  ( )( 2)ap a a        dengan banyaknya angka 1a   . Sehingga dapat 

diberikan: 

Teorema 3.9 

Jika  1,1,1,...,1,2K adalah graf multipartisi komplit dengan n , maka 

polinomial karakteristik matriks laplace dari graf multipartisi komplit adalah: 
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  ( )( 2)ap a a       , dengan banyaknya angka 1a  . 

Sehingga nilai eigennya yaitu: 

0  , a   dan 2a    

Bukti: 

Matriks Adjacency  1,1,1,...1,2K : 

 

 

0 1 1 1 1

1 0 1 1 1

( 1,1,1,...1,2 )
1 1 0 1 1

1 1 1 0 0

1 1 1 0 0

A K

 
 
 
 

  
 
 
  
 





    






 

Matriks derajatnya yaitu: 

 

  

1 0 0 0

1,1,1,...1,2 0 1 0 0

0 0 0

0 0 0

a

D K a

a

a

 
 
 
  
 
 
 
 



   






 

Sehingga matrik laplacenya yaitu :

  
        1,1,1,...1,2 1,1,1,...1,2 1,1,1,...1,2L K D K A K 

 

Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

   det 1,1,1,...1,2I L K  dan nilai eigennya adalah 

   det 1,1,1,...1,2 0.I L K  
 
Sehingga dengan menggunakan program Maple-

a 

2 

a 

2 

a 2 

a 2 
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12 diperoleh matriks Jordan yang ukurannya sama dengan matriks adjacency yang 

berukuran    2 2a a   , yaitu: 

 

0 0 0

0 0 0

0 0 2 0

0 0 0 2

a

a

a









 
 

 
  
 
 
   







   

  

Jadi determinannya  yaitu: 

  ( )( 2)ap a a        

Nilai eigennya : 

0  , n   dan 2n   

 

3.10 Polinomial Karakteristik Matriks Laplace dari Graf Multipartisi 

Komplit  2,2,2,...,2,3K
 

3.10.1 Polinomial Karakteristik Matriks Laplace dari Graf Bipartisi Komplit 

 2,3K
 

Gambar Graf Komplit K(2,3) 

 

Matriks Adjacency  2,3K : 

a
 

1 1 

a
 

1  

1  
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  

0 0 1 1 1

0 0 1 1 1

2,3 1 1 0 0 0

1 1 0 0 0

1 1 0 0 0

A K

 
 
 
 
 
 
 
 

 

Matriks derajatnya yaitu :

 

  

3 0 0 0 0

0 3 0 0 0

2,3 0 0 2 0 0

0 0 0 2 0

0 0 0 0 2

D K

 
 
 
 
 
 
 
 

 

Sehingga matriks Laplacenya yaitu: 

        2,3 2,3 2,3L K D K A K   

Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

   det 2,3I L K  dan nilai eigennya adalah    det 2,3 0.I L K  
 

Sehingga dengan menggunakan program Maple-12 diperoleh matriks Jordan yang 

ukurannya sama dengan matriks adjacency yang berukuran 5 5 , yaitu: 

 

0 0 0 0

0 5 0 0 0

0 0 3 0 0

0 0 0 2 0

0 0 0 0 2











 
 

 
 
 

 
  

 

Jadi determinannya  yaitu: 

 
2

2 ( 3)( 5)       

 

 

1 

1 

1 

2 
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Nilai eigennya : 

0  , 2  dan 5   

 

3.10.2 Polinomial Karakteristik Matriks Laplace dari Graf Tripartisi 

Komplit Komplit  2,2,3K
 

Gambar Graf Komplit K(2,2,3) 

 

Matriks Adjacency  2,2,3K : 

  

0 0 1 1 1 1 1

0 0 1 1 1 1 1

1 1 0 0 1 1 1

2,2,3 1 1 0 0 1 1 1

1 1 1 1 0 0 0

1 1 1 1 0 0 0

1 1 1 1 0 0 0

A K

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

 

Matriks derajatnya yaitu: 

  

5 0 0 0 0 0 0

0 5 0 0 0 0 0

0 0 5 0 0 0 0

2,2,3 0 0 0 5 0 0 0

0 0 0 0 4 0 0

0 0 0 0 0 4 0

0 0 0 0 0 0 4

D K

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 
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Sehingga matriks laplacenya yaitu :

 
        2,2,3 2,2,3 2,2,3L K D K A K   

Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

   det 2,2,3I L K  dan nilai eigennya adalah    det 2,2,3 0.I L K  
 

Sehingga dengan menggunakan program Maple-12 diperoleh matriks Jordan yang 

ukurannya sama dengan matriks adjacency yang berukuran 7 7 , yaitu: 

0 0 0 0 0 0

0 4 0 0 0 0 0

0 0 4 0 0 0 0

0 0 0 5 0 0 0

0 0 0 0 5 0 0

0 0 0 0 0 7 0

0 0 0 0 0 0 7















 
 

 
 
 

 
 
 

 
  

 

Jadi determinannya  yaitu: 

2 2 2( 4) ( 5) ( 7)       

Nilai eigennya : 

0  , 4  , 5  dan 7   

 

3.10.3 Polinomial Karakteristik Matriks Laplace dari Graf Multipartisi 

Komplit  2,2,2,3K
 

Gambar Graf Komplit K(2,2,2,3) 

 

2 

1 

2 

2 
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Matriks Adjacency  2,2,2,3K : 

  

0 0 1 1 1 1 1 1 1

0 0 1 1 1 1 1 1 1

1 1 0 0 1 1 1 1 1

1 1 0 0 1 1 1 1 1

2,2,2,3 1 1 1 1 0 0 1 1 1

1 1 1 1 0 0 1 1 1

1 1 1 1 1 1 0 0 0

1 1 1 1 1 1 0 0 0

1 1 1 1 1 1 0 0 0

A K

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

  

Matriks derajatnya yaitu :

 

 

 

  

7 0 0 0 0 0 0 0 0

0 7 0 0 0 0 0 0 0

0 0 7 0 0 0 0 0 0

0 0 0 7 0 0 0 0 0

2,2,2,3 0 0 0 0 7 0 0 0 0

0 0 0 0 0 7 0 0 0

0 0 0 0 0 0 6 0 0

0 0 0 0 0 0 0 6 0

0 0 0 0 0 0 0 0 6

D K

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Sehingga matriks Laplacenya yaitu: 

        2,2,2,3 2,2,2,3 2,2,2,3L K D K A K   

Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

   det 2,2,2,3I L K 
 

dan nilai eigennya adalah 

   det 2,2,2,3 0.I L K  
 
Sehingga dengan menggunakan program Maple-12 
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diperoleh matriks Jordan yang ukurannya sama dengan matriks adjacency yang 

berukuran 9 9 , yaitu: 

0 0 0 0 0 0 0 0

0 6 0 0 0 0 0 0 0

0 0 6 0 0 0 0 0 0

0 0 0 7 0 0 0 0 0

0 0 0 0 7 0 0 0 0

0 0 0 0 0 7 0 0 0

0 0 0 0 0 0 9 0 0

0 0 0 0 0 0 0 9 0

0 0 0 0 0 0 0 0 9



















 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 

 

 

Jadi determinannya  yaitu: 

2 3 3( 6) ( 7) ( 9)       

Nilai eigennya : 

0  , 6, 7   dan 9   

 

3.10.4 Pola Polinomial Karakteristik Matriks Laplace dari Graf Multipartisi 

Komplit  2,2,2,...,2,3K
 

Berdasarkan penelitian polinomial karakteristik matriks laplace dari 

 graf multipartisi komplit 2,2,2,...,2,3  dapat dibuat tabel sebagai berikut :K
  

Tabel 3.8 pola polinomial karakteristik matriks laplace Graf K(2,2,2,...,2,3) 

No Graf Multipartisi Komplit Polinomial Karakteristik 

  2,2,2,...,2,3L K  

1  2,3K   
2

2 ( 3)( 5)       

2  2,2,3K  
2 2 2( 4) ( 5) ( 7)       

3  2,2,2,3K
 

2 3 3( 6) ( 7) ( 9)       

1 

2 

3 

3 
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Dari tabel tersebut dapat diperoleh kesimpulan bahwa bentuk umum 

polinomial karakteristik matriks laplace dari graf multipartisi (2,2,2,...,2,3)K  

adalah: 

    2( 2 ) ( 2 1) 2 3
aap a a a          , banyaknya angka 2a   . 

Sehingga dapat diberikan: 

Teorema 3.10 

Jika (2,2,2,...,2,3)K adalah graf multipartisi komplit, maka polinomial 

karakteristik matriks laplace dari graf multipartisi komplit adalah: 

    2( 2 ) ( 2 1) 2 3
aap a a a          , banyaknya angka 2a   

Sehingga nilai eigennya yaitu: 

0  , 2a  , 2 3a    dan 2 1a    

Bukti: 

Matriks Adjacency (2,2,2,...,2,3)K : 

 

 

0 0 1 1 1 1 1

0 0 1 1 1 1 1

1 1 0 0 1 1 1

1 1 0 0 1 1 1
( (2,2,2,..., 2,3))

1 1 1 1 0 0 0

1 1 1 1 0 0 0

1 1 1 1 0 0 0

A K

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 









      







 

 

 

2 

2 

3 

a 

2 2 3 

a 
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Matriks derajatnya yaitu: 

 

 

2 1 0 0 0 0 0

0 2 1 0 0 0 0

(2,2,2,..., 2,3) 0 0 2 1 0 0 0

0 0 0 2 0 0

0 0 0 0 2 0

0 0 0 0 0 2

a

a

D K a

a

a

a

 
 

 
 
 

  
 
 
 
 
 





     









 

Sehingga matrik laplacenya yaitu :

  
     (2,2,2,...,2,3) (2,2,2,...,2,3) (2,2,2,...,2,3)L K D K A K 

 

Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

  det (2,2,2,...,2,3)I L K  dan nilai eigennya adalah 

  det (2,2,2,...,2,3) 0.I L K   Sehingga dengan menggunakan program 

Maple-12 diperoleh matriks Jordan yang ukurannya sama dengan matriks 

adjacency yang berukuran    2 3 2 3a a   , yaitu: 

 

 

 

 

0 0 0 0 0 0

0 2 0 0 0 0 0

0 0 2 0 0 0 0

0 0 0 2 1 0 0 0

0 0 0 0 2 1 0 0

0 0 0 0 0 2 3 0

0 0 0 0 0 0 2 3

a

a

a

a

a

a















 
 

 
 
 

  
 
 

  
  
 
 
 

  

 

 

 

 

      

 

 

      

 

 

 

a
 

a
 

2  1
 

2  

1
 

a
 

a  

2a 

3 

2a 3 
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Jadi determinannya  yaitu: 

    2( 2 ) ( 2 1) 2 3
aap a a a          , banyaknya angka 2a  . 

Nilai eigennya : 

0  , 2a  , 2 3a    dan 2 1a    

 

3.11 Polinomial Karakteristik Matriks Laplace dari Graf Multipartisi 

Komplit  3,3,3,...,3,4K
 

3.11.1 Polinomial Karakteristik Matriks Laplace dari Graf Bipartisi Komplit 

 3,4K
 

Gambar Graf Komplit K(3,4) 

 

Matriks Adjacency  3,4K : 

  

0 0 0 1 1 1 1

0 0 0 1 1 1 1

0 0 0 1 1 1 1

3,4 1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 0 0 0 0

A K

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

 

 

Matriks derajatnya yaitu :
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  

4 0 0 0 0 0 0

0 4 0 0 0 0 0

0 0 4 0 0 0 0

3,4 0 0 0 3 0 0 0

0 0 0 0 3 0 0

0 0 0 0 0 3 0

0 0 0 0 0 0 3

D K

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

 

Sehingga matriks Laplacenya yaitu: 

        3,4 3,4 3,4L K D K A K   

Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

   det 3,4I L K  dan nilai eigennya adalah    det 3,4 0.I L K  
 

Sehingga dengan menggunakan program Maple-12 diperoleh matriks Jordan yang 

ukurannya sama dengan matriks adjacency yang berukuran 7 7 , yaitu: 

0 0 0 0 0 0

0 7 0 0 0 0 0

0 0 4 0 0 0 0

0 0 0 4 0 0 0

0 0 0 0 3 0 0

0 0 0 0 0 3 0

0 0 0 0 0 0 3















 
 

 
 
 

 
 
 

 
  

 

 

Jadi determinannya  yaitu: 

2 3( 7)( 4) ( 3)       

Nilai eigennya : 

0  , 7, 4   dan 3   

 

1 

1 

2 

3 
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3.11.2 Polinomial Karakteristik Matriks Laplace dari Graf Tripartisi 

Komplit  3,3,4K
 

Gambar Graf Komplit K(3,3,4) 

 

Matriks Adjacency  3,3,4K : 

  

0 0 0 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 0 0 0 1 1 1 1

1 1 1 0 0 0 1 1 1 1
3,3,4

1 1 1 0 0 0 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 0 0 0 0

A K

 
 
 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Matriks derajatnya yaitu: 

  

7 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 7 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 7 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 7 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 7 0 0 0 0 0
3,3,4

0 0 0 0 0 7 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 6 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 6 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 6 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 6

D K

 
 
 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
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Sehingga matriks laplacenya yaitu :

 
        3,3,4 3,3,4 3,3,4L K D K A K   

Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

   det 3,3,4I L K  dan nilai eigennya adalah    det 3,3,4 0I L K  
 

Sehingga dengan menggunakan program Maple-12 diperoleh matriks Jordan yang 

ukurannya sama dengan matriks adjacency yang berukuran 10 10 , yaitu: 

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 10 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 10 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 6 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 6 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 6 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 7 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 7 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 7 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 7





















 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 


 
  

 

Jadi determinannya  yaitu: 

2 3 4( 10) ( 6) ( 7)       

Nilai eigennya : 

0  , 10, 6   dan 7   

 

3.11.3 Polinomial Karakteristik Matriks Laplace dari Graf Multipartisi 

Komplit  3,3,3,4K
 

Gambar Graf Komplit K(3,3,3,4) 

4 

3 

2 

1 
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Matriks Adjacency  3,3,3,4K : 

  

0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1

3,3,3,4 1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0

A K

 








































 

Matriks derajatnya yaitu : 

 

  

10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 10 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 10 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 10 0 0 0 0 0 0 0

3,3,3,4 0 0 0 0 0 0 10 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 10 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 10 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 9 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 9 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 9 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 9

D K



























 
 
 
 
 
 
 
 


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Sehingga matriks laplace yaitu :

 
        3,3,3,4 3,3,3,4 3,3,3,4L K D K A K   

Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

   det 3,3,3,4I L K  dan nilai eigennya adalah    det 3,3,3,4 0.I L K  
 

Sehingga dengan menggunakan program Maple-12 diperoleh matriks Jordan yang 

ukurannya sama dengan matriks adjacency yang berukuran 13 13 , yaitu: 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 9 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 10 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 10 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 10 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 10 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 10 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 10 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 13 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 13 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

















































13

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   

 

Jadi determinannya  yaitu: 

3 6 3( 9) ( 10) ( 13)       

Nilai eigennya : 

0  , 9  , 10   dan 13   

 

 

 

3 

6 

3 

1 
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3.11.4 Pola Polinomial Karakteristik Matriks Laplace dari Graf Multipartisi 

Komplit  3,3,3,...,3,4K
 

Berdasarkan penelitian polinomial karakteristik matriks laplace dari 

 graf multipartisi komplit 3,3,3,...,3,4  dapat dibuat tabel sebagai berikut :K
  

Tabel 3.9 Pola Polinomial Karakteristik Matriks Laplace Graf K(3,3,3,...,3,4) 

No 
Graf Multipartisi Komplit 

Polinomial Karakteristik 

  3,3,3,...3,4L K  

1  3,4K  
2 3( 7)( 4) ( 3)       

 

2  3,3,4K  
2 4 3( 10) ( 7) ( 6)       

3  3,3,3,4K
 

3 6 3( 9) ( 10) ( 13)       

 

Dari tabel tersebut dapat diperoleh kesimpulan bahwa bentuk umum 

polinomial karakteristik matriks laplace dari graf multipartisi (3,3,3,...,3,4)K  

adalah: 

    3 2( 3 ) ( 3 1) 3 4
aap a a a          , banyaknya angka 3a   . 

Sehingga dapat diberikan: 

Teorema 3.11 

Jika (3,3,3,...,3,4)K adalah graf multipartisi komplit, maka polinomial 

karakteristik matriks laplace dari graf multipartisi komplit adalah: 

    3 2( 3 ) ( 3 1) 3 4
aap a a a          , banyaknya angka 3a   . 

Sehingga nilai eigennya yaitu: 

0  , 3a  , 3 1a    dan 3 4a    
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Bukti: 

Matriks Adjacency (3,3,3,...,3,4)K : 

 

 

0 0 0 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 1 1 1 1 1 1

0 0 0 1 1 1 1 1 1 1

1 1 0 0 0 1 1 1 1

0 0 0

1 1 0 0 0 1 1 1 1

( (3,3,3,...,3, 4)) 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 0 0 0 0

A K

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 









 

  



  

   

     

   

    

     

    

  

     

     

  











 

Matriks derajatnya yaitu: 

 

a

 
3  3  

4  

3

 

3

 

a

 

4  
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 

3 1 0 0 0 0 0 0 0

0 3 1 0 0 0 0 0 0

0 0 3 1 0 0 0 0 0

(3,3,3,...,3, 4)

0 0 0 3 1 0 0 0 0

0 0 0 0 3 0 0 0

0 0 0 0 0 3 0 0

0 0 0 0 0 0 3 0

0 0 0 0 0 0 0 3

a

a

a

D K

a

a

a

a

a

 



 

















 

    

    

    

       

       

       

       

       

    

    

    

    

    




















 

Sehingga matrik laplacenya yaitu :

          3,3,3,...,3,4 3,3,3,...,3,4 3,3,3,...,3,4L K D K A K 

 

Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

   det 3,3,3,...,3,4I L K 
 

dan nilai eigennya adalah 

   det 3,3,3,...,3,4 0.I L K   Sehingga dengan menggunakan program 

Maple-12 diperoleh matriks Jordan, yaitu: 

 

 

 

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 3 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 3 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 3 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 3 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 3 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 3 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 3 4 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 3 4 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

a

a

a

a

a

a

a

a



























 

 

 

 

 

  

  

  

  

  

  

           

  

  

  



  

    3 4a

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    

 

2a 

3a  

4  

3a  

4  

a 

2a 

3 

1 

1 3 a 
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Jadi determinannya  yaitu: 

    3 2( 3 ) ( 3 1) 3 4
aap a a a          , banyaknya angka 3a   . 

Sehingga nilai eigennya yaitu: 

0  , 3a  , 3 1a    dan 3 4a    

 

3.12 Polinomial Karakteristik Matriks Laplace dari Graf Multipartisi 

Komplit ( , , ,..., , 1)K m m m m m
 

Dari teorema 3.9, teorema 3.10 dan teorema 3.11 yang menyatakan bahwa 

untuk  1,1,1,...,1,2K  memiliki polinomial karakteristik 

  ( )( 2)ap a a      
 

, untuk (2,2,2,...,2,3)K  memiliki polinomial 

karakteristik     2( 2 ) ( 2 1) 2 3
aap a a a         

, 
dan untuk 

(3,3,3,...,3,4)K  memiliki polinomial karakteristik 

    3 2( 3 ) ( 3 1) 3 4
aap a a a          dapat disimpulkan bahwa 

( , , ,..., , 1)K m m m m m  memiliki polinomial karakteristik 

  ( 1)( ) ( ) ( 1) ( 1) 1 ,
am a mp am am a m n              dan a  adalah 

banyaknya m . Sehingga dapat diberikan teorema berikut: 

Teorema 3.12 

Jika ( , , ,..., , 1)K m m m m m
 

adalah graf multipartisi komplit dengan 

n  , maka polinomial karakteristik matriks laplace dari graf multipartisi 

komplit adalah: 
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  ( 1)( ) ( ) ( 1) ( 1) 1 ,
am a mp am am a m n              dan a  adalah 

banyaknya m , sehingga nilai eigennya yaitu:  

0  , am  , 1am   dan  ( 1) 1a m     

Bukti: 

Matriks Adjacency ( , , ,..., , 1)K m m m m m : 

 

 

0 0 1 1 1 1 1 1

0 0 1 1 1 1 1 1

1 1 0 0 1 1 1 1

1 1 0 0 1 1 1 1

1 1 1 1 0 0 1 1
( ( , , ,..., , 1))

1 1 1 1 0 0 1 1

1 1 1 1 1 1 0 0 0

1 1 1 1 1 1 0 0 0

A K m m m m m











 












     

       

     

     

       

     

    

       

    

    

    

        

        

    






















 


 

Matriks derajatnya yaitu: 

m 

m 

m 

m+1 

a 

a 

m m m 
m+1 
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 

1 0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

( , , ,..., , 1) 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0

am

am

D K m m m m m

am

am

am

 
 

 
 
 
 
  
 

 
 
 
 
 
 

   

    

    

    

   

   

   

   

   

Sehingga matrik Laplacenya yaitu :

 

 

     ( , , ,..., , 1) ( , , ,..., , 1) ( , , ,..., , 1)L K m m m m m D K m m m m m A K m m m m m    

  

Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

  det ( , , ,..., , 1)I L K m m m m m  
 

dan nilai eigennya adalah 

  det ( , , ,..., , 1) 0.I L K m m m m m   
 

Sehingga dengan menggunakan 

program Maple-12 diperoleh matriks Jordan yang ukurannya sama dengan 

matriks adjacency yang berukuran    1 1am m am m     , yaitu: 

 

 
 

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 ( 1) 1 0

0 0 0 0 0 0 ( 1) 1

am

am

am

am

a m

a m















 
 

 
 
 

 
  
 
 
  
 

   
 

   

 

  

      

 

 

      

 

 

 

 

 

 

a  ( 1)a m  m  

m  

1  

( 1)a m  

a  

m 

am+1 

m am+1 

1 
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Jadi determinannya  yaitu: 

  ( 1)( ) ( ) ( 1) ( 1) 1 ,
am a mp am am a m m              dan a  adalah 

banyaknya m . Nilai eigennya : 

0  , am  , 1am   dan  ( 1) 1a m     

 

3.13 Polinomial Karakteristik Matriks Laplace dari Graf Multipartisi 

Komplit (1,2,3,..., )K n
 

3.13.1 Polinomial Karakteristik Matriks Laplace dari Graf Bipartisi Komplit 

Komplit  1,2K
 

Gambar Graf Komplit K(1,2) 

 

Matriks Adjacency  1,2K  :  

  
0 1 1

1,2 1 0 0

1 0 0

A K

 
 

  
 
 

 

Matriks derajatnya yaitu :

 
  

2 0 0

1,2 0 1 0

0 0 1

D K

 
 

  
 
 

 

Sehingga matriks laplacenya yaitu :

 
        1,2 1,2 1,2L K D K A K   
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Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

   det 1,2I L K  dan nilai eigennya adalah    det 1,2 0.I L K  

Sehingga dengan menggunakan program Maple-12 diperoleh matriks Jordan yang 

ukurannya sama dengan matriks adjacency yang berukuran 3 3 , yaitu: 

0 0

0 3 0

0 0 1







 
 

 
  

 

 Jadi determinannya  yaitu: 

( 1)( 3)     

Nilai eigennya : 

0  , 1  dan 3   

 

3.13.2  Polinomial Karakteristik Matriks Laplace dari Graf Tripartisi 

Komplit  1,2,3K
 

Gambar Graf Komplit K(1,2,3) 

 

Matriks Adjacency
 

 1,2,3K : 

  

0 1 1 1 1 1

1 0 0 1 1 1

1 0 0 1 1 1
1,2,3

1 1 1 0 0 0

1 1 1 0 0 0

1 1 1 0 0 0

A K

 
 
 
 

  
 
 
  
 
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Matriks derajatnya yaitu :

 

  

5 0 0 0 0 0

0 4 0 0 0 0

0 0 4 0 0 0
1,2,3

0 0 0 3 0 0

0 0 0 0 3 0

0 0 0 0 0 3

D K

 
 
 
 

  
 
 
  
 

 

Sehingga matriks Laplacenya yaitu: 

        1,2,3 1,2,3 1,2,3L K D K A K    

Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

   det 1,2,3I L K  dan nilai eigennya adalah    det 1,2,3 0.I L K  

Sehingga dengan menggunakan program Maple-12 diperoleh matriks Jordan yang 

ukurannya sama dengan matriks adjacency yang berukuran 6 6 , yaitu: 

0 0 0 0 0

0 4 0 0 0 0

0 0 6 0 0 0

0 0 0 6 0 0

0 0 0 0 3 0

0 0 0 0 0 3













 
 

 
 
 

 
 
   

 

Jadi determinannya  yaitu: 

22( 3) ( 4)( 6)       

Nilai eigennya : 

0  , 3  dan 4  6   

 

 

1 

1 

2 

2 
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3.13.3  Polinomial Karakteristik Matriks Laplace dari Graf Tripartisi 

Komplit  1,2,3,4K  

Matriks Adjacency
 

 1,2,3,4K : 

  

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 0 0 1 1 1 1 1 1 1

1 0 0 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 0 0 0 1 1 1 1

1 1 1 0 0 0 1 1 1 1
1,2,3,4

1 1 1 0 0 0 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 0 0 0 0

A K

 
 
 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Matriks derajatnya yaitu: 

  

9 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 8 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 8 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 7 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 7 0 0 0 0 0
1,2,3,4

0 0 0 0 0 7 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 6 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 6 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 6 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 6

D K

 
 
 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Sehingga matriks Laplacenya yaitu: 

        1,2,3,4 1,2,3,4 1,2,3,4L K D K A K    
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Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

   det 1,2,3,4I L K  dan nilai eigennya adalah    det 1,2,3,4 0.I L K  

Sehingga dengan menggunakan program Maple-12 diperoleh matriks Jordan yang 

ukurannya sama dengan matriks adjacency yang berukuran 10 10 , yaitu: 

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 6 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 6 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 6 0 0 0 0 0 0

0
0 0 0 0 7 0 0 0 0

0

0 0 0 0 0 7 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 8 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 10 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 10 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 10





















 
 

 
 
 

 
 

 
 
 
 

 
 


 
 
 

 

 

Jadi determinannya  yaitu: 

      
3 2 3

6 7 8 10         

Nilai eigennya : 

0  , 6  , 7  , 8   10   

 

3.13.4 Pola Polinomial Karakteristik Matriks Laplace dari Graf Multipartisi 

Komplit (1,2,3,..., )K n
 

Berdasarkan penelitian polinomial karakteristik matriks Laplace dari graf 

tripartisi komplit 
(1,2,3,..., )K n

dapat dibuat tabel sebagai berikut:  

 

 

 

1 

3 

2 

1 

3 
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Tabel 3.10 Pola Polinomial Karakteristik Matriks Laplace K(1,2,3,...,n) 

No Graf Multipartisi Komplit Polinomial Karakteristik 

 (1,2,3,..., )L K n  

1  1,2K  ( 1)( 3)     

2  1,2,3K  
22( 3) ( 4)( 6)       

3  1,2,3,4K
       

3 2 3
6 7 8 10         

 

Dari tabel tersebut dapat diperoleh kesimpulan bahwa bentuk umum polinomial 

karakteristik matriks Laplace dari graf multipartisi (1,2,3,..., )K n  adalah: 

 
1 2 1

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
( ) 1 ...  2 , 1

2 2 2 2

n n n
n n n n n n n n

p n n n     

  
               

                       
            

   

Sehingga dapat diberikan konjektur berikut: 

Konjektur 3.13 

Jika (1,2,3,..., )K n adalah graf multipartisi komplit dengan n , maka 

polinomial karakteristik matriks laplace dari graf multipartisi komplit adalah: 

 
1 2 1

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
( ) 1 ...  2 , 1

2 2 2 2

n n n
n n n n n n n n

p n n n     

  
               

                       
            

   

sehingga nilai eigennya yaitu: 

0  , 
( 1)

2

n n
n

 
  
 

,  
( 1)

1
2

n n
n

 
   
 

,   ... , 
( 1)

2
2

n n


 
  
 

 ,

( 1)

2

n n



  
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3.14 Polinomial Karakteristik Matriks Signless-Laplace dari Graf Bipartisi 

Komplit  ,K n n
 

3.14.1 Polinomial Karakteristik Matriks Signless-Laplace dari Graf Bipartisi 

Komplit Komplit  2,2K  

Matriks Adjacency  2,2K : 

  

0 0 1 1

0 0 1 1
2,2

1 1 0 0

1 1 0 0

A K

 
 
 
 
 
   

Matriks derajatnya yaitu: 

  

2 0 0 0

0 2 0 0
2,2

0 0 2 0

0 0 0 2

D K

 
 
 
 
 
   

Sehingga matriks Signless-Laplacenya yaitu: 

        2,2 2,2 2,2S K D K A K   

Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

   det 2,2I S K  dan nilai eigennya adalah    det 2,2 0.I S K  

Sehingga dengan menggunakan program Maple-12 diperoleh matriks Jordan yang 

ukurannya sama dengan matriks adjacency yang berukuran 4 4 , yaitu:  

0 0 0

0 4 0 0

0 0 2 0

0 0 0 2









 
 

 
 
 

   

1 

2 

1 



 

 

100 
 

Jadi determinannya  yaitu: 

2( 2) ( 4)     

Nilai eigennya : 

0  , 2  dan 4   

 

3.14.2 Polinomial Karakteristik Matriks Signless-Laplace dari Graf Bipartisi 

Komplit Komplit  3,3K  

Matriks Adjacency  3,3K : 

  

0 0 0 1 1 1

0 0 0 1 1 1

0 0 0 1 1 1
3,3

1 1 1 0 0 0

1 1 1 0 0 0

1 1 1 0 0 0

A K

 
 
 
 

  
 
 
  
 

 

Matriks derajatnya yaitu: 

  

3 0 0 0 0 0

0 3 0 0 0 0

0 0 3 0 0 0
3,3

0 0 0 3 0 0

0 0 0 0 3 0

0 0 0 0 0 3

D K

 
 
 
 

  
 
 
  
 

 

Sehingga matriks Signless-Laplacenya yaitu: 

        3,3 3,3 3,3S K D K A K 
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Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

   det 3,3I S K  dan nilai eigennya adalah    det 3,3 0.I S K  

Sehingga dengan menggunakan program Maple-12 diperoleh matriks Jordan yang 

ukurannya sama dengan matriks adjacency yang berukuran 6 6 , yaitu:  

0 0 0 0 0

0 6 0 0 0 0

0 0 3 0 0 0

0 0 0 3 0 0

0 0 0 0 3 0

0 0 0 0 0 3













 
 

 
 
 

 
 
   

 

Jadi determinannya  yaitu: 

4( 3) ( 6)     

Nilai eigennya : 

0  , 3  dan 6   

 

3.14.3 Polinomial Karakteristik Matriks Signless-Laplace dari Graf Bipartisi 

Komplit Komplit  4,4K  

Matriks Adjacency  4,4K : 

  

0 0 0 0 1 1 1 1

0 0 0 0 1 1 1 1

0 0 0 0 1 1 1 1

0 0 0 0 1 1 1 1
4,4

1 1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 1 0 0 0 0

A K

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

1 

4 

1 
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Matriks derajatnya yaitu: 

  

4 0 0 0 0 0 0 0

0 4 0 0 0 0 0 0

0 0 4 0 0 0 0 0

0 0 0 4 0 0 0 0
4,4

0 0 0 0 4 0 0 0

0 0 0 0 0 4 0 0

0 0 0 0 0 0 4 0

0 0 0 0 0 0 0 4

D K

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Sehingga matriks Signless-Laplacenya yaitu: 

        4,4 4,4 4,4S K D K A K 

 Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

   det 4,4I S K  dan nilai eigennya adalah    det 4,4 0.I S K  

Sehingga dengan menggunakan program Maple-12 diperoleh matriks Jordan yang 

ukurannya sama dengan matriks adjacency yang berukuran 8 8 , yaitu:  

0 0 0 0 0 0 0

0 8 0 0 0 0 0 0

0 0 4 0 0 0 0 0

0 0 0 4 0 0 0 0

0 0 0 0 4 0 0 0

0 0 0 0 0 4 0 0

0 0 0 0 0 0 4 0

0 0 0 0 0 0 0 4

















 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 
  

 

Jadi determinannya  yaitu: 

6( 4) ( 8)     

 

1 

6 

1 
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Nilai eigennya : 

0  , 4  dan 8   

 

3.14.4 Pola Polinomial Karakteristik Matriks Signless-Laplace dari Graf 

Bipartisi Komplit  ,K n n
 

Berdasarkan penelitian polinomial karakteristik matriks signless-laplace 

dari 
 graf bipartisi komplit ,  dapat dibuat tabel sebagai berikut :K n n

  

Tabel 3.11Pola Polinomial Matriks Signless-Laplace K(n,n) 

No Graf Multipartisi Komplit Polinomial Karakteristik   ,S K n n  

1  2,2K  
2( 2) ( 4)     

2  3,3K  
4( 3) ( 6)     

3  4,4K
 

6( 4) ( 8)     

 

Dari tabel tersebut dapat diperoleh kesimpulan bahwa bentuk umum 

polinomial karakteristik matriks Signless-Laplace dari graf bipartisi ( , )K n n  

adalah: 

  2( 1)( ) ( 2 )np n n       dengan n  . Sehingga dapat diberikan teorema 

sebagai berikut: 

Teorema 3.14 

Jika ( , )K n n adalah graf bipartisi komplit dengan n , maka polinomial 

karakteristik matriks Signless-Laplace dari graf bipartisi komplit adalah: 
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  2( 1)( ) ( 2 )np n n      , sehingga nilai eigennya yaitu: 0  , n   dan 

2n   

Bukti: 

Matriks Adjacency ( , )K n n : 

 

 

0 0 1 1

0 0 1 1
( ( , ))

1 1 0 0

1 1 0 0

A K n n

 
 
 
 

  
 
 
  
 

 

   

 

 

   

 
 

Matriks derajatnya yaitu:  

 

 

0 0 0

0 0 0

0 0 0
( , )

0 0 0

n

n

n
D K n n

n

 
 
 
 

  
 
 
  
 

 

 

 

   

   

 
 

Sehingga matriks Signless-Laplacenya yaitu: 

     ( , ) ( , ) ( , )S K n n D K n n A K n n 

 

Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

  det ( , )I S K n n  dan nilai eigennya adalah   det ( , ) 0I S K n n    

n 

n 

n n 

2n 

2n 
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Sehingga dengan menggunakan program Maple-12 diperoleh matriks Jordan yang 

ukurannya sama dengan matriks adjacency yang berukuran 2 2n n , yaitu: 

 

 

0 0 0

0 2 0 0

0 0 0

0 0 0

n

n

n









 
 

 
 
 
 
 
   

 

 

 

   

   

 
 

  2( 1)

Jadi determinannya yaitu :

( ) ( 2 )np n n     
 

Nilai eigennya : 

0  , n   dan 2n   

 

3.15 Polinomial Karakteristik Matriks Signless-Laplace dari Graf Tripartisi 

Komplit  , ,K n n n
 

3.14.1 Polinomial Karakteristik Matriks Signless-Laplace dari Graf 

Tripartisi Komplit Komplit  2,2,2K  

Matriks Adjacency  2,2,2K : 

  

0 0 1 1 1 1

0 0 1 1 1 1

1 1 0 0 1 1
2,2,2

1 1 0 0 1 1

1 1 1 1 0 0

1 1 1 1 0 0

A K

 
 
 
 

  
 
 
  
 

 

2 2n  

1  

1  

2 2n  

1  1  
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Matriks derajatnya yaitu: 

  

4 0 0 0 0 0

0 4 0 0 0 0

0 0 4 0 0 0
2,2,2

0 0 0 4 0 0

0 0 0 0 4 0

0 0 0 0 0 4

D K

 
 
 
 

  
 
 
  
 

 

Sehingga matriks Signless-Laplacenya yaitu: 

        2,2,2 2,2,2 2,2,2S K D K A K 

 Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

   det 2,2,2I S K  dan nilai eigennya adalah    det 2,2,2 0.I S K  

Sehingga dengan menggunakan program Maple-12 diperoleh matriks Jordan yang 

ukurannya sama dengan matriks adjacency yang berukuran 6 6 , yaitu: 

8 0 0 0 0 0

0 2 0 0 0 0

0 0 2 0 0 0

0 0 0 4 0 0

0 0 0 0 4 0

0 0 0 0 0 4













 
 

 
 
 

 
 
   

 

Jadi determinannya  yaitu: 

 
2 3( 8) 2 ( 4)      

Nilai eigennya : 

8  , 4  dan 2   

 

1 

2 

3 
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3.15.2 Polinomial Karakteristik Matriks Signless-Laplace dari Graf 

Tripartisi Komplit Komplit  3,3,3K  

Matriks Adjacency  3,3,3K : 

  

0 0 0 1 1 1 1 1 1

0 0 0 1 1 1 1 1 1

0 0 0 1 1 1 1 1 1

1 1 1 0 0 0 1 1 1

3,3,3 1 1 1 0 0 0 1 1 1

1 1 1 0 0 0 1 1 1

1 1 1 1 1 1 0 0 0

1 1 1 1 1 1 0 0 0

1 1 1 1 1 1 0 0 0

A K

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Matriks derajatnya yaitu: 

  

6 0 0 0 0 0 0 0 0

0 6 0 0 0 0 0 0 0

0 0 6 0 0 0 0 0 0

0 0 0 6 0 0 0 0 0

3,3,3 0 0 0 0 6 0 0 0 0

0 0 0 0 0 6 0 0 0

0 0 0 0 0 0 6 0 0

0 0 0 0 0 0 0 6 0

0 0 0 0 0 0 0 0 6

D K

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Sehingga matriks Signless-Laplacenya yaitu: 

        3,3,3 3,3,3 3,3,3S K D K A K 

 Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

   det 3,3,3I S K  dan nilai eigennya adalah    det 3,3,3 0.I S K  



 

 

108 
 

Sehingga dengan menggunakan program Maple-12 diperoleh matriks Jordan yang 

ukurannya sama dengan matriks adjacency yang berukuran 9 9 , yaitu: 

12 0 0 0 0 0 0 0 0

0 3 0 0 0 0 0 0 0

0 0 3 0 0 0 0 0 0

0 0 0 6 0 0 0 0 0

0 0 0 0 6 0 0 0 0

0 0 0 0 0 6 0 0 0

0 0 0 0 0 0 6 0 0

0 0 0 0 0 0 0 6 0

0 0 0 0 0 0 0 0 6



















 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 

 

 

 

Jadi determinannya  yaitu: 

  2 612 ( 3) ( 6)      

Nilai eigennya : 

12  , 3  dan 6   

 

3.15.3 Polinomial Karakteristik Matriks Signless-Laplace dari Graf 

Tripartisi Komplit  4,4,4K  

Matriks Adjacency  4,4,4K : 

1 

2 

6 



 

 

109 
 

  

0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1

1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1
4,4,4

1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1

1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0

A K

 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Matriks derajatnya yaitu: 

  

8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 8 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 8 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 8 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 8 0 0 0 0 0 0
4,4,4

0 0 0 0 0 0 8 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 8 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 8 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 8 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 8 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 8

D K

 
 
 
 
 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Sehingga matriks Signless-Laplacenya yaitu: 

        4,4,4 4,4,4 4,4,4S K D K A K 
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Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

   det 4,4,4I S K  dan nilai eigennya adalah    det 4,4,4 0.I S K  

Sehingga dengan menggunakan program Maple-12 diperoleh matriks Jordan yang 

ukurannya sama dengan matriks adjacency yang berukuran 12 12 , yaitu: 

16 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 8 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 8 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 8 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 8 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 8 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 8 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 8 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 8 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 8

























 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 






 



  









 

Jadi determinannya  yaitu: 

    
2 9

16 4 8      

Nilai eigennya : 

16  , 8  dan 4   

 

3.15.4 Pola Polinomial Karakteristik Matriks Signless-Laplace dari Graf 

Tripartisi Komplit  , ,K n n n
 

Berdasarkan penelitian polinomial karakteristik matriks signless-laplace 

 dari graf tripartisi komplit , ,  dapat dibuat tabel sebagai berikut :K n n n
  

 

1 

2 

9 
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Tabel 3.12 Pola Polinomial Karakteristik Matriks Signless-Laplace K(n,n,n) 

No Graf Multipartisi Komplit Polinomial Karakteristik   , ,S K n n n  

1  2,2,2K      
2 3

8 2 4      

2  3,3,3K      
2 6

12 3 6      

3  4,4,4K
 

    
2 9

16 4 8      

 

Dari tabel tersebut dapat diperoleh kesimpulan bahwa bentuk umum 

polinomial karakteristik matriks signless-laplace dari graf tripartisi ( , , )K n n n  

adalah: 

      
 2 3 1

4 2
n

n n n    


     dengan n . Sehingga dapat diberikan: 

Teorema 3.15 

Jika ( , , )K n n n adalah graf tripartisi komplit dengan n , maka polinomial 

karakteristik matriks signless-laplace dari graf tripartisi komplit adalah: 

      
 2 3 1

4 2
n

n n n    


    , sehingga nilai eigennya yaitu: 

4n  , n   dan 2n   

Bukti: 

Matriks Adjacency ( , , )K n n n : 
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0 0 1 1 1 1

0 0 1 1 1 1

1 1 0 0 1 1

( ( , , ))

1 1 0 0 1 1

1 1 1 1 0 0

1 1 1 1 0 0

A K n n n

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

     

  

  

     

  

  

     

  

 

Matriks derajatnya yaitu:  

\ 

 

2 0 0 0 0 0

0 2 0 0 0 0

0 0 2 0 0 0

( , , )

0 0 0 2 0 0

0 0 0 0 2 0

0 0 0 0 2

n

n

n

D K n n n

n

n

n

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

  

  

     

     

     

  

  

   

 

Sehingga matriks Signless-Laplacenya yaitu: 

     ( , , ) ( , , ) ( , , )S K n n n D K n n n A K n n n 

 

Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

  det ( , , )I S K n n n  dan nilai eigennya adalah   det ( , , ) 0.I S K n n n    

n 

n 

n 

n n n 

3n 

3n 
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Sehingga dengan menggunakan program Maple-12 diperoleh matriks 

Jordan yang ukurannya sama dengan matriks adjacency yang berukuran 3 3n n , 

yaitu:  

 

 

0 0 0 0 0 0

0 3 0 0 0 0 0

0 0 3 0 0 0 0

0 0 0 2 0 0 0

0 0 0 0 2 0 0

0 0 0 0 0 2 0

0 0 0 0 0 0 2

n

n

n

n

n

n















 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

      

      

 

 

 

 

Jadi determinannya  yaitu: 

      
 2 3 1

4 2
n

n n n    


     

Nilai eigennya : 

4n  , n   dan 2n   

 

3.16 Polinomial Karakteristik Matriks Signless-Laplace dari Graf Bipartisi 

Komplit  , 1K m m
 

3.16.1 Polinomial Karakteristik Matriks Signless-Laplace dari Graf Bipartisi 

Komplit  1,2K
 

Matriks Adjacency  1,2K : 

2  1

 

1

 
2  

3 3n  
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  
0 1 1

1,2 1 0 0

1 0 0

A K

 
 

  
 
 

 

Matriks derajatnya yaitu: 

  
2 0 0

1,2 0 1 0

0 0 1

D K

 
 

  
 
 

 

Sehingga matriks Signless-Laplacenya yaitu: 

        1,2 1,2 1,2S K D K A K 

 

 

Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

   det 1,2I S K  dan nilai eigennya adalah    det 1,2 0.I S K  

Sehingga dengan menggunakan program Maple-12 diperoleh matriks Jordan 

ukurannya sama dengan matriks adjacency yang berukuran 3 3 , yaitu: 

0 0

0 1 0

0 0 3







 
 

 
  

 

Jadi determinannya  yaitu: 

  1 3     

Nilai eigennya : 

0  ,  3  dan 1   
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3.16.2 Polinomial Karakteristik Matriks Signless-Laplace dari Graf Bipartisi 

Komplit  2,3K
 

Matriks Adjacency  2,3K : 

  

0 0 1 1 1

0 0 1 1 1

2,3 1 1 0 0 0

1 1 0 0 0

1 1 0 0 0

A K

 
 
 
 
 
 
 
 

 

Matriks derajatnya yaitu: 

  

3 0 0 0 0

0 3 0 0 0

2,3 0 0 2 0 0

0 0 0 2 0

0 0 0 0 2

D K

 
 
 
 
 
 
 
 

 

Sehingga matriks Signless-Laplacenya yaitu: 

        2,3 2,3 2,3S K D K A K 

 

Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

   det 2,3I S K  dan nilai eigennya adalah    det 2,3 0.I S K  

Sehingga dengan menggunakan program Maple-12 diperoleh matriks Jordan yang 

ukurannya sama dengan matriks adjacency yang berukuran 5 5 , yaitu: 
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0 0 0 0

0 5 0 0 0

0 0 3 0 0

0 0 0 2 0

0 0 0 0 2











 
 

 
 
 

 
  

 

Jadi determinannya  yaitu: 

    
2

2 3 5       

Nilai eigennya : 

0  , 2  , 3  dan 5   

 

3.16.3 Polinomial Karakteristik Matriks Signless-Laplace dari Graf Bipartisi 

Komplit  3,4K
 

Matriks Adjacency  3,4K : 

  

0 0 0 1 1 1 1

0 0 0 1 1 1 1

0 0 0 1 1 1 1

3,4 1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 0 0 0 0

1 1 1 0 0 0 0

A K

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

 

Matriks derajatnya yaitu: 

1 

1 

2 

1 
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  

4 0 0 0 0 0 0

0 4 0 0 0 0 0

0 0 4 0 0 0 0

3,4 0 0 0 3 0 0 0

0 0 0 0 3 0 0

0 0 0 0 0 3 0

0 0 0 0 0 0 3

D K

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

 

Sehingga matriks Signless-Laplacenya yaitu: 

        3,4 3,4 3,4S K D K A K 

 

Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

   det 3,4I S K  dan nilai eigennya adalah    det 3,4 0.I S K  

Sehingga dengan menggunakan program Maple-12 diperoleh matriks Jordan 

berukuran 7 7 , yaitu:  

0 0 0 0 0 0

0 7 0 0 0 0 0

0 0 4 0 0 0 0

0 0 0 4 0 0 0

0 0 0 0 3 0 0

0 0 0 0 0 3 0

0 0 0 0 0 0 3















 
 

 
 
 

 
 
 

 
  

 

Jadi determinannya  yaitu: 

     
3 2

3 4 7       

Nilai eigennya : 

0  , 3  , 4  dan 7   

 

1 

2 

3 

1 
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3.16.4 Pola Polinomial Karakteristik Matriks Signless-Laplace dari Graf 

Bipartisi Komplit  , 1K m m
 

Berdasarkan penelitian polinomial karakteristik matriks Laplace dari graf 

tripartisi komplit 
 , 1K m m

dapat dibuat tabel sebagai berikut:  

Tabel 3.13 Pola Polinomial Karakteristik Matriks Signless-Laplace Graf 

K(m,m+1) 

No Graf Multipartisi Komplit Polinomial Karakteristik 

  , 1L K m m  

1  1,2K    1 3     

2  2,3K      
2

2 3 5       

3  3,4K
 

     
3 2

3 4 7       

 

Dari tabel tersebut dapat diperoleh kesimpulan bahwa bentuk umum 

polinomial karakteristik matriks signless-laplace dari graf bipartisi  , 1K m m  

adalah: 

         
1

1 2 1
mm

m m m     


       dengan m . Sehingga dapat 

diberikan: 

Teorema 3.16 

Jika  , 1K m m adalah graf bipartisi komplit dengan n , maka 

polinomial karakteristik matriks signless-laplace dari graf bipartisi komplit 

adalah: 

         
1

1 2 1
mm

m m m     


      , sehingga nilai eigennya yaitu: 

0  , m  , 1m    dan 2 1m    
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Bukti: 

Matriks Adjacency  , 1K m m : 

 

0 0 1 1

0 0 1 1

( ( , 1)) 1 1 0 0 0

1 0 0 0

A K m m

 
 
 
 
 

   
 
 
 
 
 

  

   

  

 

    

    

  

 

Matriks derajatnya yaitu:  

 

 

1 0 0 0

0 1 0 0

( , 1) 0 0 0

0 0 0

m

m

D K m m m

m

 
 
 
 
 

   
 
 
 
 
 

  

   

  

  

   

   

  

 

Sehingga matriks Signless-Laplacenya yaitu: 

        , 1 , 1 , 1S K m m D K m m A K m m    

 

Definisi 16 menyatakan bahwa polinomial karakteristik adalah 

   det , 1I S K m m  
 

dan nilai eigennya adalah 

   det , 1 0.I S K m m   
 
Sehingga dengan menggunakan program Maple-12 

m 

m+1 

m m+1 

m m+1 

m 

m+1 
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diperoleh matriks Jordan yang ukurannya sama dengan matriks adjacency yang 

berukuran    2 1 2 1m m   , yaitu:  

 

 

 

 
 

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 2 1

m

m

m

m

m













 
 

 
 
 

 
  
 
 
  
 
   

 

 

     

 



     





 

 

Jadi determinannya  yaitu: 

         
1

1 2 1
mm

m m m     


       

Nilai eigennya : 

0  , m  , 1m    dan 2 1m    

  

1 

m 

m-1 

1 

1 1 m m-1 
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3.17 Hikmah Mencari Polinomial Karakteristik Matriks Adjacency, Matriks 

Laplace, dan Matriks Signless-Laplace Graf Multipartisi Komplit 

 Untuk mencari polinomial karakteristik, mulanya harus ada graf komplit. 

Setelah itu dibentuk matriks dari graf tersebut. Kemudian dicari determinan dan 

dari determinan tersebut diperoleh polinomial karakteristik. Setelah polinomial 

karakteristik diperoleh, maka nilai eigen pun dapat diperoleh. Singkatnya, 

diperlukan proses-proses untuk memperoleh polinomial karakteristik. Hal ini 

analog terhadap proses penciptaan manusia seperti yang telah dijelaskan pada 

BAB II.  

 Hikmah yang dapat diambil adalah semua yang ada atau yang terjadi di 

dunia ini tidak ada yang instan. Ada proses-proses yang harus dilalui. 
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BAB IV 

PENUTUP 

 

4.1 Kesimpulan 

Berdasarkan pembahasan, diperoleh pola umum persamaan polinomial 

karakteristik : 

1. Matriks Adjacency  , , ,...,K n n n n  yaitu: 

1( ) ( ) ( ( 1) )  ,  dan banyak partisian a ap n a n n a            

2. Matriks Adjacency  , 1K m m  yaitu: 

  2 1( ( 1)( ( 1)  ,mp m m m m m           

3. Matriks Laplace  , , ,...,K n n n n  yaitu: 

  
 

 
 1 1

( ) 1   ,  dan banyak partisi
a n a

p a n an n a   
 

      
 

4. Matriks Laplace  , 1K m m  yaitu: 

         
1

1 2 1   ,
mm

p m m m m    


       
 

5. Matriks Laplace ( , , ,..., 1)K m m m m  yaitu: 

  ( 1)( ) ( ) ( 1) ( 1) 1 ,  dan banyak m
am a mp am am a m m a             

 

6. Matriks Laplace  1,2,3,...,K n  yaitu: 

 
1 2 1

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
( ) 1 ...  2 , 1

2 2 2 2

n n n
n n n n n n n n

p n n n     

  
               

                       
            


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7. Matriks Signless-Laplace  ,K n n  yaitu: 

 
 

 
2 1

( ) 2 ,   
n

p n n n   


      

8. Matriks Signless-Laplace  , ,K n n n  yaitu: 

      
 2 3 1

4 2   ,
n

p n n n n   


     
 

9. Matriks Signless-Laplace  , 1K m m  yaitu: 

         
1

1 2 1    ,
mm

p m m m m    


       
 

 

4.2 Saran 

Pada penulisan skripsi selanjutnya dapat dibahas mengenai polinomial 

karakteristik dari matriks graf lain selain yang telah ditemukan penulis. Penelitian 

juga dapat dilakukan untuk membuktikan konjektur dalam penelitian ini. 
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Persamaan Polinomial Karakteristik Matriks 

Adjacency, Matriks Laplace, dan Matriks Signless-

Laplace Graf Multipartisi Komplit 

K���� ��� ��� � � ��	 

 

    Malang, 11 Januari 2013 

    Mengetahui 

    Ketua Jurusan Matematika 

 

 

 

Abdussakir, M.Pd 

NIP. 19751006 200312 1 001 
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