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Persamaan Riccati yaitu persamaan diferensial biasa nonlinier yang muncul 

dalam masalah-masalah klasik dari kalkulus variasi, kontrol optimum, dan pemrograman 

dinamik. Penelitian ini mempresentasikan suatu metodologi untuk mengkonstruksi solusi 

umum persamaan Riccati yang terdiri dari empat tahap. Pertama, menganalisis persamaan 

Riccati. Kedua, menganalisis eksistensi solusi umum persamaan Riccati dengan beberapa 

solusi partikular dan tanpa solusi partikular. Ketiga, menganalisis ketunggalan solusi 

umum persamaan Riccati. Keempat, menganalisis kekonvergenan solusi persamaan 

Riccati.  

Hasil dari penelitian ini diberikan solusi umum persamaan Riccati dengan 

beberapa solusi partikular hingga tiga solusi partikular. Solusi umum yang diperoleh: 

1. Diberikan solusi partikular 𝑦0 = 𝑦0(𝑥) terhadap persamaan Riccati. Solusi umum 

persamaan Riccati memiliki bentuk 𝑦(𝑥) = 𝑦0(𝑥) ± 𝑤(𝑥) yang dapat ditemukan 

melalui dua pengintegralan: 

  

 

dengan 

 

 

dan 𝐶 konstanta sebarang. 

2. Diberikan solusi partikular 𝑦0 = 𝑦0(𝑥) terhadap persamaan Riccati. Solusi umum 

persamaan Riccati memiliki bentuk 𝑦(𝑥) = 𝑦0(𝑥) ± ,𝑤(𝑥)-−1 yang dapat ditemukan 

melalui dua pengintegralan dan diperoleh persamaan diferensial biasa linier: 

 

 

di mana 𝑈(𝑥) = 𝑓1(𝑥) + 2𝑓2(𝑥)𝑦0, yaitu: 

 

 

 

 

 

dan 𝑦 = 𝑦(𝑥). 𝐶 konstanta sebarang. 

3. Diberikan 𝑦1 = 𝑦1(𝑥) dan 𝑦2 = 𝑦2(𝑥) dua solusi partikular yang berbeda untuk 

persamaan Riccati. Solusi umum persamaan Riccati dapat ditemukan dengan hanya 

satu pengintegralan: 
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𝑈(𝑥) = exp   𝑓2(𝑦1 − 𝑦2) 𝑑𝑥  

𝑦 − 𝑦2

𝑦 − 𝑦1

𝑦3 − 𝑦1

𝑦3 − 𝑦2
= 𝐶 

𝑦(𝑥) = −
𝑢′

𝑢(𝑥)𝑓2(𝑥)
 ,   

𝑓2(𝑥)𝑢
′′ − ,𝑓2

′ + 𝑓1(𝑥)𝑓2(𝑥)-𝑢
′ + 𝑓0(𝑥),𝑓2(𝑥)-

2𝑢 = 0, 

di mana 

 

 

 

dan 𝐶 konstanta sebarang. 

4. Diberikan 𝑦1 = 𝑦1(𝑥), 𝑦2 = 𝑦2(𝑥), 𝑦3 = 𝑦3(𝑥) tiga solusi partikular yang berbeda 

untuk persamaan Riccati. Maka solusi umum persamaan Riccati dapat ditemukan 

tanpa pengintegralan: 

 

 

 

untuk 𝐶 konstanta sebarang. 

Sedangkan untuk bentuk solusi umum persamaan Riccati tanpa solusi partikular 

dapat ditemukan dengan mengubah peubah terikat persamaan Riccati dari 𝑦 = 𝑦(𝑥) 

menjadi 𝑢 = 𝑢(𝑥), yaitu: 

 

 

 

mereduksi persamaan Riccati menjadi persamaan diferensial biasa linier homogen orde 

dua: 

 

 

yang sering kali lebih mudah diselesaikan daripada persamaan Riccati yang asli. 
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The Riccati equation is a nonlinear ordinary differential equation appear in the 

classical problems of the calculus of variations, optimal control, and dynamic 

programming. This research present a methodology for constructing general solutions of 

the Riccati equation was done by four steps. First, analyze of the Riccati equation. 

Second, analyze to the existence of general solutions of the Riccati equation with some 

particular solutions and without particular solution. Third, analyze to the uniqueness of 

general solutions of the Riccati equation. Fourth, analyze to the convergence solution of 

the Riccati equation. 

The result of this research is given the general solution of the Riccati equation 

with some particular solutions until three particular solutions. The general solutions are 

obtained:  

1. Let a particular solution 𝑦0 = 𝑦0(𝑥) of the Riccati equation. The general solution of 

the Riccati equation has the form 𝑦(𝑥) = 𝑦0(𝑥) ± 𝑤(𝑥) can be found by two 

integration: 

  

 

 

with 

 

 

 

and 𝐶 is arbitrary constant. 

2. Let a particular solution 𝑦0 = 𝑦0(𝑥) of the Riccati equation. The general solution of 

the Riccati equation has the form 𝑦(𝑥) = 𝑦0(𝑥) ± ,𝑤(𝑥)-−1 can be found by two 

integration and be obtained linear ordinary differential equation: 

 

 

where 𝑈(𝑥) = 𝑓1(𝑥) + 2𝑓2(𝑥)𝑦0, is 

 

 

 

 

 

 

and 𝑦 = 𝑦(𝑥). 𝐶 is arbitrary constant. 

3. Let 𝑦1 = 𝑦1(𝑥) dan 𝑦2 = 𝑦2(𝑥) be two different particular solutions to the Riccati 

equation. The general solution of the Riccati equation can be found with only one 

integration:  
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′ + 𝑓0(𝑥),𝑓2(𝑥)-
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where 

 

 

 

and 𝐶 is arbitrary constant. 

4. Let 𝑦1 = 𝑦1(𝑥), 𝑦2 = 𝑦2(𝑥), 𝑦3 = 𝑦3(𝑥) be three distinct particular solutions to the 

Riccati equation. The general solution of the Riccati equation can be found without 

integration:  

 

 

 

for 𝐶 is arbitrary constant. 

Whereas to the form of general solution of the Riccari equation without particular 

solution can be found with change the dependent variable of the Riccati equation from 

𝑦 = 𝑦(𝑥) to 𝑢 = 𝑢(𝑥), is:  

 

 

 

reduces the Riccati equation to a second order linear homogenous ordinary differential 

equation: 

 

which often may be easier to solve than the original Riccati equation. 
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 ملخص

 

كهٍة انعهىو وانحكُى . شعبة انزٌاضٍة.  بحث انجايعً.تي  ريجاللمعادلة م حل عاالتحليل . ٢٠١٣. أونىل. و, بابال

. جايعة يىلاَا يانك إبزاهى الإسلايٍة انحكىيٍة يالاَج. نىجً

 وحٍى هُكً إراواٌ، انًاجسحٍز انحج )١ (:يشزٌف

 انًاجسحٍز ،اري كىسىياسحىجً) ٢(

 

 عاو حم ، حم يعٍٍ،يُأجم اثٍٍُ انخطٍة انحفاضهٍة انعادٌة يحجاَسة  انًعادنة،يعادنة رٌجاجً :الكلمات الأساسية

 

يُحساب  نكلاسٍكٍة انًشاكلا انحً جُشأفً جانحفاضهٍة انعادٌة انًعادلا  هًرٌجاجًجغٍز انخطٍة  انًعادلا

 يُهجٍة نبُاء انًعادنة  هذِ انذراسة.انحفاضم وانحكايهًٍ الاخحلافات، وانححكى الأيثم، وانبزيجة انذٌُايٍكٍة جقذو

 نهًعادنة حم عاو  وجىدانححهٍم  ثاٍَا،. رٌجاجًنًعادنة انححهٍم أولا، .أربع يزاحم جحكىٌ يٍ  انحم انعاورٌجاجً

حهىل  انححهٍمانزابعة، . انعاية انذاب  رٌجاجًانًعادنةانحفزد  حم انححهٍم ثانثا.حم يعٍٍ وحم يعٍٍ دوَأي رٌجاجً

  . رٌجاجًانحقاربانًعادنة

ٌحى انحصىل .حهًعبعض انحهىنخاصة نثلاثة حهىل يعٍُة رٌجاجًَحائجهذِ انذراسةبانُظز إنىانًعادنةانعاية

 :انحم انعاو عهى

𝑦0  حم يعٍٍ أعطٍث.  ١ = 𝑦0(𝑥) نذٌهشكم  يعادنة رٌجاجًضذ انحم انعاو𝑦(𝑥) = 𝑦0(𝑥) ± 𝑤(𝑥)            
 انحًٍٍكُانعثىرعهٍهايُخلالاثًٍُُُانحكاو     

 

 

 يع

 

 

 .ثابحانحعسفً C و

𝑦0  حم يعٍٍ أعطيت.  ٢ = 𝑦0(𝑥)  نذٌهشكم يعادنة رٌجاجًانحم انعاوضذ𝑦(𝑥) = 𝑦0(𝑥) ± ,𝑤(𝑥)-−1 

 انحًٍٍكُانعثىرعهٍهايُخلالاثًٍُُُانحكاو     

 

𝑈(𝑥)وهً = 𝑓1(𝑥) + 2𝑓2(𝑥)𝑦0حٍث 

 

 

 

 

 

𝑦و = 𝑦(𝑥) و  Cًثابحانحعسف. 

𝑦1 أعطيت.  ۳  = 𝑦1(𝑥) و 𝑦2 = 𝑦2(𝑥) انًعادنةثًحم عايًٍكٍ انعثىر رٌجاجًخاصةرٌجاجًحلاًًَُخحهفانًعادنة

 :عهٍها يعحكايهىاحذفقط

 

 

 حٍث

 

 

 .ثابحانحعسفCً و 

𝑦1  أعطيت. ٤ = 𝑦1(𝑥)،𝑦2 = 𝑦2(𝑥)،𝑦3 = 𝑦3(𝑥) رٌجاجٍزٌجاجً نًعادنة حهىلا خاصة ثلاثة يخحهفة 

 :ثًحم عايًٍكٍ انعثىر عهٍهادوَانحكايم انًعادنة

 

 

 

 نحعسفً ثابحا C إنى

حهذوَحم يعًٍٍُكُانعثىر عهٍها عٍ رٌجاجًأيا بانُسبة نهشكم انعايانًعادنة

𝑦  يعادنةرٌجاجًطزٌقحغٍٍزانًحغٍزاجًهزية = 𝑦(𝑥) إنى𝑢 = 𝑢(𝑥)ًوه ،: 



 

 

xix 

𝑦(𝑥) = −
𝑢′

𝑢(𝑥)𝑓2(𝑥)
 ,   

𝑓2(𝑥)𝑢
′′ − ,𝑓2

′ + 𝑓1(𝑥)𝑓2(𝑥)-𝑢
′ + 𝑓0(𝑥),𝑓2(𝑥)-

2𝑢 = 0, 

 

 

 

 

 :يُأجم اثٍٍُ انخطٍة انحفاضهٍة انعادٌة يحجاَسة انًعادنة إنى رٌجاجً ٌقهم انًعادنة

 

 

 .الأصهًرٌجاجًانحً غانبا يا جكىَأسهم فٍحهًُانًعادنة
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BAB I 

PENDAHULUAN 

  

1.1 Latar Belakang 

Firman Allah dalam surat Ali Imran ayat 186: 

                                

                          

 

 “Kamu benar-benar akan diuji terhadap hartamu dan dirimu. Dan (juga) 

kamu benar-benar akan mendengar dari orang-orang yang diberi Kitab 

sebelum kamu dan dari orang-orang yang mempersekutukan Allah, 

gangguan yang banyak yang menyakitkan hati. Jika kamu bersabar dan 

bertakwa, maka sesungguhnya yang demikian itu termasuk urusan yang 

patut diutamakan”. 

 

Surat Ali Imran ayat 186 ini menyiratkan bahwa Allah telah 

menginformasikan kepada setiap orang mukmin bahwasanya mereka pasti akan 

menghadapi suatu masalah tertentu yang harus segera diselesaikan. Ayat ini 

menjelaskan tentang masalah yang menjadi suatu keharusan bagi seorang mukmin 

berupa ujian pada harta, dirinya, anak-anak, dan keluarganya. Orang mukmin 

akan memperoleh ujian dari Allah sesuai kadar ilmu agamanya. Jika orang 

mukmin memiliki ilmu agama yang kuat, maka orang mukmin akan diberikan 

ujian yang berat dari-Nya. Dalam ayat ini, Allah memerintahkan kepada seorang 

mukmin agar bersabar dan memberikan maaf dalam menghadapi ujian dan 

gangguan dari orang-orang yang mempersekutukan Allah. Ayat ini juga 

menjelaskan bahwa setiap orang yang menegakkan kebenaran, amar ma’ruf, dan 

nahi munkar pasti akan memperoleh gangguan. Tidak ada obat baginya kecuali 
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bertakwa karena Allah, memohon pertolongan, dan kembali kepada-Nya (Katsir, 

2007). 

Surat Ali Imran ayat 186 secara garis besar telah mengajarkan tentang 

suatu metodologi yang baik dalam menyelesaikan masalah secara tepat dan 

berdasarkan kaidah syar’i. Permasalahan dalam surat Ali Imran ayat 186 memiliki 

analog dengan permasalahan tentang solusi umum persamaan Riccati dalam 

kajian matematika. Persamaan Riccati merupakan keluarga dari persamaan 

diferensial. Abell dan Braselton (1993), persamaan diferensial yaitu persamaan 

yang memuat turunan fungsi dari satu atau lebih peubah terikat terhadap satu atau 

lebih peubah bebas. Selanjutnya jika dalam suatu persamaan diferensial memuat 

turunan fungsi biasa dari satu atau lebih peubah terikat terhadap satu peubah 

bebas, maka persamaan itu disebut persamaan diferensial biasa. Contoh 

persamaan diferensial biasa yaitu persamaan Riccati yang sebagian besar dijumpai 

dalam matematika fisika dan masalah dinamika mekanik berbentuk persamaan 

diferensial biasa nonlinier.  

Persamaan Riccati yaitu persamaan diferensial biasa nonlinier orde satu 

yang diajukan pada tahun 1724 oleh matematikawan Itali, Vicenzo Riccati. 

Persamaan Riccati memiliki hubungan dengan persamaan diferensial biasa linier 

homogen orde dua. Hubungan itu disebut persamaan diferensial Legendre untuk 

masalah integral sederhana kalkulus variasi. Dalam aplikasinya, persamaan 

Riccati muncul dalam masalah-masalah klasik dari kalkulus variasi, kontrol 

optimum dan pemrograman dinamik (Reid, 1972).  
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Orde persamaan Riccati yaitu orde satu karena merupakan orde tertinggi 

dalam persamaan Riccati. Ketika koefisien dari perkalian peubah tak bebas 

pangkat tertinggi dalam persamaan Riccati sama dengan nol, maka persamaan 

Riccati tereduksi menjadi persamaan diferensial biasa linier. Akan tetapi, jika 

koefisien dari perkalian peubah tak bebas pangkat tertinggi dalam persamaan 

Riccati tidak sama dengan nol maka persamaan Riccati dapat ditransformasi 

menjadi persamaan diferensial biasa linier homogen orde dua (Ince, 1978). 

Persamaan Riccati menjadi pesamaan Bernoulli jika koefisien dari perkalian 

peubah tak bebas pangkat terkecilnya sama dengan nol (Polyanin dan Zaitsev, 

2003). Persamaan Riccati merupakan persamaan diferensial biasa nonlinier 

dengan penyelesaian yang unik dan untuk memperoleh solusi umumnya 

dibutuhkan solusi partikular (Hille, 1997). 

Solusi yaitu uraian berupa penyelesaian dari soal atau masalah yang harus 

terjawab dengan benar dan jelas. Solusi persamaan diferensial yaitu setiap fungsi 

yang memberikan kebenaran pernyataan ketika disubstitusikan ke dalam 

persamaan tersebut (Boyce dan DiPrima, 2001). Salah satu contohnya yaitu solusi 

umum pesamaan Riccati di bidang real yang diselesaikan dengan metode-metode 

tertentu secara logis. Dalam Reid (1972), solusi persamaan Riccati memiliki 

struktur partikular atau disebut solusi umum yang merupakan fungsi linier 

fraksional terhadap konstanta integrasi. Solusi persamaan Riccati melibatkan 

reduksi persamaan diferensial biasa linier homogen orde n menurut bentuk 

kanonik Forsyth-Laguerre di mana koefisien-koefisen turunan dari orde n – 1 dan 

n – 2 adalah nol. 
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Dari penelitian sebelumnya, Behloul dan Cheng (2011) memberikan solusi 

umum ketika persamaan diferensial berbentuk fungsi rasional eliptik, hiperbolik, 

parabolik, Riccati, dan quasi-linier dengan algoritma yang sistematis. Solusi 

umum dari bentuk Riccati dapat diselesaikan dengan dua metode analitis yaitu 

dengan memberikan solusi partikular dan tanpa memberikan solusi partikular. 

Dalam metode pertama  solusi partikular yang diberikan berbentuk fungsi rasional 

yang tidak diketahui.  Sedangkan untuk metode kedua, persamaan Riccati harus 

tereduksi menjadi persamaan diferensial biasa linier homogen orde dua sehingga 

dapat diperoleh solusi umumnya yang berbentuk fungsi rasional. 

Sesuai makna yang tersirat dalam surat Ali Imran ayat 186, maka dapat 

disimpulkan tahapan-tahapan yang bersifat siklus dalam memperoleh solusi 

umum persamaan Riccati, yaitu: (1) masalah persamaan Riccati, (2) metode-

metode atau kaidah-kaidah tertentu yang logis terhadap persamaan Riccati, (3) 

iterasi atau aksi terhadap persamaan Riccati, (4) solusi umum persamaan Riccati, 

dan (5) validasi solusi umum persamaan Riccati.  

Dalam penelitian ini, penulis akan menganalisis solusi umum persamaan 

Riccati dan memberikan generalisasi solusi umumnya. Penelitian ini 

mempresentasikan suatu metodologi untuk mengkonstruksi solusi umum yang 

belum diketahui dari persamaan Riccati secara tepat dengan memberikan solusi 

partikular dan tanpa memberikan solusi partikular. Oleh karena itu maka penulis 

tertarik melakukan penelitian ini dan mentransformasinya dengan judul “Analisis 

Solusi Umum Persamaan Riccati”. 
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1.2 Rumusan Masalah 

Penelitian ini membahas rumusan masalah sebagai berikut: 

1. Bagaimana analisis persamaan Riccati? 

2. Bagaimana analisis eksistensi solusi umum persamaan Riccati dengan solusi 

partikular dan tanpa solusi partikular? 

3. Bagaimana analisis ketunggalan solusi umum persamaan Riccati? 

4. Bagaimana analisis kekonvergenan solusi persamaan Riccati?    

1.3 Tujuan Penelitian 

Penelitian ini memiliki tujuan sebagai berikut: 

1. Memaparkan analisis persamaan Riccati. 

2. Memberikan analisis eksistensi solusi umum persamaan Riccati dengan solusi 

partikular dan tanpa solusi partikular. 

3. Memberikan analisis ketunggalan solusi umum persamaan Riccati. 

4. Memberikan analisis kekonvergenan solusi persamaan Riccati.  

1.4 Batasan Masalah 

Penelitian ini diberikan batasan masalah sebagai berikut: 

1. Bentuk persamaan Riccati yang dianalisis pada penelitian ini berbentuk 

𝑦′ = 𝑓2 𝑥 𝑦
2 + 𝑓1 𝑥 𝑦 + 𝑓0(𝑥) 

2. Koefisien persamaan Riccati yaitu polinomial berorde satu. 

3. Domain analisis solusi umum persamaan Riccati di real. 

4. Generalisasi bentuk solusi persamaan Riccati ketika diberikan solusi 

partikular hingga tiga solusi partikular. 
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1.5 Manfaat Penelitian 

Hasil penelitian ini diharapkan memberi manfaat sebagai berikut: 

1. Penelitian ini memberikan suatu metodologi dalam mengkonstruksi solusi 

umum persamaan Riccati secara sistematis. 

2. Penelitian dapat diterapkan dalam masalah dinamika mekanik, yaitu 

menemukan solusi analitik persamaan nonlinier kinematik Euler saat 

ditransformasi menjadi persamaan Riccati.   

1.6 Metode Penelitian 

Penelitian ini menggunakan langkah-langkah sebagai berikut: 

1. Analisis asal usul persamaan Riccati. 

2. Mereduksi persamaan Riccati menjadi bentuk persamaan Bernoulli dan 

mentransformasinya ke dalam bentuk persamaan diferensial biasa linier. 

3. Menyelesaikan persamaan diferensial biasa linier dengan kaidah faktor 

pengintegral dan persamaan diferensial peubah terpisah sehingga didapatkan 

solusi umum persamaan Riccati dengan solusi partikular. 

4. Mereduksi persamaan Riccati menjadi persamaan diferensial biasa linier 

homogen orde dua sehingga didapatkan solusi umum persamaan Riccati tanpa 

solusi partikular.  

5. Validasi ketunggalan solusi umum persamaan Riccati dengan kaidah kondisi 

Lipschitz.  

6. Validasi kekonvergenan solusi persamaan Riccati dengan kaidah barisan dan 

deret. 
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1.7 Sistematika Penulisan 

Penulisan penelitian ini terdiri atas empat bab, yaitu:  

Bab I  Pendahuluan 

Pada bab pertama membahas tentang latar belakang masalah, rumusan 

masalah, tujuan penelitian, batasan masalah, manfaat penelitian, metode 

penelitian, dan sistematika penulisan.  

Bab II Kajian Pustaka 

Pada bab kedua berisi tentang dasar teoritik persamaan diferensial biasa, 

kaidah solusi persamaan diferensial biasa, persamaan diferensial biasa 

orde satu, eksistensi dan ketunggalan (uniqueness) solusi persamaan 

diferensial biasa, dasar teoritik fungsi real, dan kajian solusi dalam Al-

Qur’an. 

Bab III Pembahasan  

Pada bab ketiga membahas tentang analisis persamaan Riccati, analisis 

eksistensi solusi umum persamaan Riccati dengan solusi partikular dan 

tanpa solusi partikular, analisis ketunggalan solusi umum persamaan 

Riccati, analisis kekonvergenan solusi persamaan Riccati, dan integrasi 

solusi umum persamaan Riccati dalam Al-Qur’an.  

Bab IV Penutup  

Pada bab keempat berisi tentang kesimpulan dari pembahasan hasil 

penelitian dan saran untuk penelitian selanjutnya. 
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𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓 𝑥, 𝑦 , 

𝑔  
𝑦

𝑥
  

𝑁 𝑥, 𝑦  
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑀 𝑥, 𝑦 = 0. 

𝑀 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑁 𝑥, 𝑦  𝑑𝑦 = 0 

BAB II 

KAJIAN PUSTAKA 

 

2.1 Dasar Teoritik Persamaan Diferensial Biasa 

Definisi 2.1 Persamaan diferensial yaitu persamaan yang memuat turunan dari 

satu atau lebih peubah terikat terhadap satu atau lebih peubah bebas (Ross, 1984). 

Definisi 2.2 Persamaan diferensial biasa (Ordinary Differential Equation) yaitu 

persamaan diferensial yang memuat satu atau lebih fungsi (peubah terikat) beserta 

turunannya terhadap satu peubah bebas (Ross, 1984). 

Definisi 2.3 Diberikan bentuk persamaan diferensial 

(2.1) 

Persamaan diferensial (2.1) dapat dinyatakan dalam bentuk lain dengan 

mengalikannya dengan 𝑑𝑥 pada kedua ruas persamaan, menghasilkan 

(2.2) 

maka peubah-peubah dari persamaan diferensial (2.2) dinyatakan terpisah dan 

disebut sebagai persamaan diferensial dengan peubah terpisah (Darmawijoyo, 

2011). 

Definisi 2.4 Persamaan diferensial orde satu 𝑀 𝑥, 𝑦  𝑑𝑥 + 𝑁 𝑥, 𝑦  𝑑𝑦 = 0 

disebut persamaan diferensial biasa homogen jika ketika ditulis dalam bentuk 

turunan                        ada fungsi 𝑔 sedemikian sehingga 𝑓(𝑥, 𝑦) dapat dinyatakan 

dalam bentuk           (Ross, 1984).  
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𝑑𝐹 𝑥, 𝑦 =
𝜕𝐹(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝐹(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
𝑑𝑦 

𝑀 𝑥, 𝑦  𝑑𝑥 + 𝑁 𝑥, 𝑦  𝑑𝑦 

𝜕𝐹(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
= 𝑀 𝑥, 𝑦  dan 

∂𝐹(𝑥, 𝑦)

∂y
= 𝑁(𝑥, 𝑦)  

𝑀 𝑥, 𝑦  𝑑𝑥 + 𝑁 𝑥, 𝑦  𝑑𝑦 = 0 

𝑀 𝑥, 𝑦  𝑑𝑥 + 𝑁 𝑥, 𝑦  𝑑𝑦 = 0 

𝜙 𝑥, 𝑦  𝑀 𝑥, 𝑦  𝑑𝑥 + 𝜙 𝑥, 𝑦  𝑁 𝑥, 𝑦  𝑑𝑦 = 0 

Definisi 2.5 Diberikan 𝐹 yaitu fungsi terhadap dua peubah riil sedemikian 

sehingga 𝐹 memiliki turunan parsial pertama yang kontinu di dalam suatu domain 

𝐷. Diferensial total terhadap fungsi 𝐹 didefinisikan dengan bentuk 

 

untuk setiap (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷 (Ross, 1984). 

 Definisi 2.6 Bentuk diferensial 

(2.3) 

disebut diferensial eksak di dalam suatu domain 𝐷 jika ada fungsi 𝐹 terhadap dua 

peubah riil sedemikian sehingga bentuk diferensial (2.3) sama dengan diferensial 

total 𝑑𝐹(𝑥, 𝑦) untuk setiap  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷. Maka bentuk diferensial (2.3) merupakan 

diferensial eksak di 𝐷 jika ada fungsi 𝐹 sedemikian sehingga 

 

 

untuk setiap  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷. Jika 𝑀 𝑥, 𝑦  𝑑𝑥 + 𝑁 𝑥, 𝑦  𝑑𝑦 yaitu diferensial eksak, 

maka persamaan diferensial  

 

disebut persamaan diferensial biasa eksak (Ross, 1984). 

Definisi 2.7 Bentuk persamaan diferensial  

(2.4) 

yaitu tidak eksak di suatu domain 𝐷. Tetapi, jika persamaan diferensial (2.4) 

menjadi 
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𝐹  𝑥, 𝑢, 𝑢 𝑥 , 𝑢′ 𝑥 , … , 𝑢 𝑛  𝑥  = 0 

 𝐹 𝑥, 𝑦, 𝑦′ , … , 𝑦 𝑛  = 0  

𝑢′ 𝑥 =
𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

𝑎0 𝑥 
𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
+ 𝑎1 𝑥 

𝑑𝑛−1𝑦

𝑑𝑥𝑛−1
+ ⋯ + 𝑎𝑛−1 𝑥 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑎𝑛 𝑥 𝑦 = 𝑏 𝑥  

yang eksak di suatu domain 𝐷, maka 𝜙(𝑥, 𝑦) disebut sebagai faktor pengintegral 

persamaan diferensial (2.4) (Ross, 1984). 

Definisi 2.8 Orde (tingkat) persamaan diferensial yaitu orde (tingkat) dari 

turunan yang terdapat pada persamaan diferensial itu yang tingkatnya tertinggi 

(Ross, 1984). 

Secara umum persamaan diferensial berorde 𝑛 dapat dituliskan sebagai:  

(2.5) 

menyatakan relasi antara peubah bebas 𝑥 dan nilai dari fungsi 𝑢, 𝑢′ , … , 𝑢 𝑛 . 

Penulisan bentuk lain ditulis 𝑦 untuk 𝑢 𝑥 , 𝑦′  untuk                   , dan seterusnya. 

Sehingga persamaan diferensial (2.5) dapat ditulis sebagai: 

 

(Waluya, 2006). 

 Definisi 2.9 Persamaan diferensial biasa berbentuk polinomial dalam fungsi 

(peubah terikat) beserta turunan-turunannya, pangkat tertinggi dari perkalian 

peubah terikat beserta turunan-turunanya yang terdapat dalam persamaan 

diferensial biasa itu disebut pangkat atau derajat (Pamuntjak dan Santosa, 1990).  

Definisi 2.10 Persamaan diferensial biasa linier orde (tingkat) 𝑛 dalam peubah 

terikat 𝑦 dan peubah bebas 𝑥, yaitu persamaan diferensial yang dinyatakan dalam 

bentuk: 

(2.6) 

di mana 𝑎0 ≠ 0. Sifat-sifat persamaan diferensial biasa linier (2.6), yaitu (1) 

peubah terikat 𝑦 dan turunannya berderajat satu, (2) tidak ada perkalian terhadap 
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𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃 𝑥 𝑦 = 𝑄 𝑥 . 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃 𝑥 𝑦 = 𝑄 𝑥 𝑦𝑛 . 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓2 𝑥 𝑦2 + 𝑓1 𝑥 𝑦 + 𝑓0 𝑥 ,     𝑓2 ≠ 0    

𝑦 dan atau turunan-turunannya, dan (3) bukan merupakan fungsi transenden 

terhadap 𝑦 dan atau turunan-turunannya. Sedangkan jika persamaan diferensial 

biasa bukan persamaan diferensial linier maka disebut persamaan diferensial biasa 

nonlinier (Ross, 1984). 

Definisi 2.11 Persamaan diferensial biasa orde satu disebut linier terhadap 

peubah terikat 𝑦 dan peubah bebas 𝑥, dapat ditulis sebagai berikut: 

(2.7) 

Jika 𝑄 𝑥 = 0 maka persamaan (2.7) disebut persamaan diferensial biasa linier 

homogen orde satu. Dalam hal 𝑄(𝑥) ≠ 0 disebut persamaan diferensial biasa 

nonhomogen orde satu (Pamuntjak dan Santoso, 1990). 

Definisi 2.12 Persamaan Bernoulli yaitu suatu persamaan diferensial biasa dari 

bentuk:  

(2.8) 

Jika 𝑛 = 0 atau 1, maka Persamaan Bernoulli (2.8) menjadi persamaan diferensial 

biasa linier dan dapat langsung diselesaikan. Akan tetapi, dalam kasus yang 

umum di mana 𝑛 ≠ 0 atau 1, solusinya lain dan harus diselesaikan dengan cara 

berbeda (Ross, 1984). 

Diberikan contoh persamaan diferensial biasa berikut: 

(2.9) 

dengan 𝑦 = 𝑦(𝑥). 

Persamaan diferensial (2.9) yaitu persamaan umum Riccati (Polyanin dan 

Zaitsev, 2003). Persamaan umum Riccati (2.9) berorde satu karena merupakan 
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orde tertinggi. Persamaan umum Riccati (2.9) merupakan persamaan diferensial 

biasa nonlinier karena peubah terikat 𝑦 memiliki derajat dua di 𝑓2 𝑥 𝑦2.   

2.2 Kaidah Solusi Persamaan Diferensial Biasa 

Definisi 2.13 Solusi persamaan diferensial biasa adalah tiap fungsi 𝑓 𝑥  

terdiferensiabel ke-𝑛 dan terdefinisi pada interval 𝑎 < 𝑥 < 𝑏 (bisa tak hingga) 

sedemikian sehingga 𝐹 𝑥, 𝑦, 𝑦′ , … , 𝑦 𝑛  = 0 menjadi suatu kesamaan (identity) 

ketika 𝑦 dan turunan-turunannya digantikan dengan 𝑓 ′ 𝑥 , 𝑓 ′′  𝑥 , … , 𝑓𝑛 𝑥  dan 

memenuhi 𝑓𝑛 𝑥 = 𝐹 𝑥, 𝑓 𝑥 , 𝑓 ′ 𝑥 , … , 𝑓𝑛−1 𝑥   (Goldstein dan Braun, 1973). 

Definisi 2.14 Solusi persamaan diferensial biasa pada interval yang diberikan 

adalah fungsi kontinu pada interval dan di setiap persamaan diferensial biasa 

tersebut terdapat turunan-turunannya sedemikian sehingga ketika disubtitusi ke 

dalam lingkungan persamaan diferensial biasa tersebut menjadi suatu kesamaan 

(identity) untuk setiap nilai pada interval (Abell dan Braselton, 1993). 

Ilustrasi untuk definisi 2.13 dan 2.14, misal diberikan contoh 𝑦 = 𝑦0𝑒
𝑘𝑡  

dengan 𝑦0 yaitu sebarang konstanta, maka 𝑦 disebut solusi persamaan diferensial 

biasa dari 𝑑𝑦 = 𝑘𝑦 𝑑𝑡 pada interval −∞ < 𝑡 < ∞. 

Definisi 2.15 Solusi umum (general solution) adalah solusi (baik dinyatakan 

secara eksplisit maupun implisit) yang memuat semua solusi yang mungkin pada 

suatu interval (Ross, 1984). Pada umumnya solusi umum pesamaan diferensial 

biasa masih memuat konstanta (Ayres, 1952). 

Definisi 2.16 Solusi khusus (partikular) adalah solusi yang tidak mememuat 

konstanta karena adanya syarat awal pada suatu persamaan diferensial biasa 

(Ayres, 1952). 



13 
 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑔  

𝑦

𝑥
 . 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑣 + 𝑥

𝑑𝑣

𝑑𝑥
 

𝑣 + 𝑥
𝑑𝑣

𝑑𝑥
= 𝑔(𝑣) 

 𝑣 − 𝑔(𝑣)  𝑑𝑥 + 𝑥 𝑑𝑣 = 0. 

𝑀 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑁 𝑥, 𝑦  𝑑𝑦 = 0  

Ilustrasi untuk definisi 2.15 dan 2.16, misal diberikan contoh 𝑦′ = 3 

memiliki solusi umum yaitu 𝑦 = 3𝑥 + 𝐶. Jika diberikan syarat awal 𝑦 0 = 1, 

maka diperoleh solusi khusus yaitu 𝑦 = 3𝑥 + 1.    

2.3 Persamaan Diferensial Biasa Orde Satu 

2.3.1 Persamaan Diferensial Biasa Homogen 

Teorema 2.1 Didefinisikan persamaan diferensial  

(2.10) 

yaitu persamaan diferensial biasa homogen. Dengan perubahan peubah 𝑦 = 𝑣𝑥, 

maka mentransformasi persamaan diferensial (2.10) menjadi persamaan 

diferensial dengan peubah terpisah dalam peubah 𝑣 dan 𝑥 (Ross, 1984).  

Bukti:  

Karena 𝑀 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑁 𝑥, 𝑦  𝑑𝑦 = 0 yaitu persamaan  diferensial biasa homogen 

maka sesuai dengan definisi 2.4 dapat ditulis menjadi bentuk 

 

Didefinisikan bahwa 𝑦 = 𝑣𝑥 maka 

 

dan persamaan diferensial (2.10) menjadi 

 

atau 

(2.11) 
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𝜕𝑀(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
=

𝜕𝑁(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
 

𝜕𝑀(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
=

𝜕𝑁(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
 

𝜕𝐹(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
= 𝑀 𝑥, 𝑦  dan 

∂𝐹(𝑥, 𝑦)

∂y
= 𝑁(𝑥, 𝑦)  

1

 𝑣 − 𝑔(𝑣)  𝑥
 

𝑑𝑥

𝑥
+

𝑑𝑣

𝑣 − 𝑔(𝑣)
= 0. 

𝑀 𝑥, 𝑦 𝑑𝑥 + 𝑁 𝑥, 𝑦  𝑑𝑦 = 0  

Persamaan diferensial (2.11) disebut persamaan diferensial dengan peubah 

terpisah. Dengan mengalikan                       pada masing-masing sisi persamaan 

diferensial (2.11) diperoleh 

 

 

2.3.2 Persamaan Diferensial Biasa Eksak 

Teorema 2.2 Didefinisikan persamaan diferensial 

(2.12) 

di mana 𝑀 dan 𝑁 memiliki turunan parsial pertama yang kontinu di setiap titik 

(𝑥, 𝑦) di dalam domain 𝐷: 

1.  Jika persamaan diferensial (2.12) ada di 𝐷 maka 

(2.13) 

untuk setiap  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷. 

2.  Akibatnya jika 

 

untuk setiap  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 maka persamaan diferensial (2.12) ada di 𝐷 (Ross, 

1984). 

Bukti 1:  

Jika persamaan diferensial (2.12) ada maka 𝑀 𝑥, 𝑦  𝑑𝑥 + 𝑁 𝑥, 𝑦  𝑑𝑦 yaitu 

diferensial eksak di 𝐷. Sesuai definisi 2.6 maka 

 

untuk setiap  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷.  
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𝜕𝑀 𝑥, 𝑦 

𝜕𝑦
=

𝜕2𝐹 𝑥, 𝑦 

𝜕𝑦 𝜕𝑥
 dan 

∂𝑁(𝑥, 𝑦)

∂𝑥
=

𝜕2𝐹 𝑥, 𝑦 

𝜕𝑥 𝜕𝑦
.  

𝜕𝑀 𝑥, 𝑦 

𝜕𝑦
 dan 

∂𝑁 𝑥, 𝑦 

∂𝑥
 

𝜕2𝐹(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦 𝜕𝑥
=

𝜕2𝐹(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥 𝜕𝑦
. 

𝜕𝑀(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
=

𝜕𝑁(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
 

𝜕𝑀(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
=

𝜕𝑁(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
 

𝜕𝐹(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
= 𝑀 𝑥, 𝑦   

𝜕𝐹(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
= 𝑁 𝑥, 𝑦   

𝐹 𝑥, 𝑦 =  𝑀 𝑥, 𝑦  𝜕𝑥 + 𝑟 𝑦  

Andaikan 𝑀 𝑥, 𝑦  dan 𝑁(𝑥, 𝑦) memiliki turunan parsial pertama yang kontinu di 

dalam suatu daerah di bidang 𝑥𝑦 yang dibatasi lingkungan tertutup sederhana. 

Sehingga diperoleh 

 

 

Karena                                            kontinu, maka 

 

 

terbukti bahwa 

 

untuk setiap  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷. 

Bukti 2:  

Misalkan benar bahwa 

 

untuk setiap  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷. Akan ditunjukkan bahwa 𝑀 𝑥, 𝑦  𝑑𝑥 + 𝑁 𝑥, 𝑦  𝑑𝑦 = 0 

untuk membuktikan bahwa ada fungsi 𝐹(𝑥, 𝑦) sedemikian sehingga  

(2.14) 

dan  

(2.15) 

untuk setiap  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷. Misalkan jika fungsi 𝐹 memenuhi persamaan (2.14) atau 

(2.15) maka 

(2.16) 
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𝜕𝐹(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
= 𝑁 𝑥, 𝑦  

𝜕𝐹(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
= 𝑁 𝑥, 𝑦 =

𝜕

𝜕𝑦
 𝑀 𝑥, 𝑦  𝜕𝑥 +

𝑑𝑟(𝑦)

𝑑𝑦
 

𝑑𝑟(𝑦)

𝑑𝑦
= 𝑁 𝑥, 𝑦 −

𝜕

𝜕𝑦
 𝑀 𝑥, 𝑦  𝜕𝑥. 

𝑁 𝑥, 𝑦 −
𝜕

𝜕𝑦
 𝑀 𝑥, 𝑦  𝜕𝑥 

𝑑𝑟

𝑑𝑦
 

𝜕

𝜕𝑥
 𝑁 𝑥, 𝑦 −

𝜕

𝜕𝑦
 𝑀 𝑥, 𝑦  𝜕𝑥 =

𝜕𝑟(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
 

                                                 = 0. 

𝜕

𝜕𝑥
 𝑁 𝑥, 𝑦 −

𝜕

𝜕𝑦
 𝑀 𝑥, 𝑦  𝜕𝑥 =

𝜕𝑁(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
−

𝜕2

𝜕𝑥 𝜕𝑦
 𝑀 𝑥, 𝑦  𝜕𝑥. 

𝜕2

𝜕𝑥 𝜕𝑦
 𝑀 𝑥, 𝑦  𝜕𝑥 =

𝜕2𝐹(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥 𝜕𝑦
=

𝜕2𝐹(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦 𝜕𝑥
=

𝜕2

𝜕𝑦 𝜕𝑥 
 𝑀 𝑥, 𝑦  𝜕𝑥. 

di mana 𝑟 𝑦  yaitu suatu fungsi tidak diketahui yang bergantung hanya terhadap 

𝑦.  

Turunan persamaan (2.16) terhadap 𝑦 dan memisalkan                                                   

 

Sehingga diperoleh 

(2.17) 

dan 

(2.18) 

Karena  

(2.19) 

bergantung pada 𝑥 dan fungsi 𝑟 bergantung pada 𝑦 maka agar orde masing-

masing fungsi pada kedua sisi persamaan (2.17) sama, turunan     harus 

bergantung terhadap 𝑥 sehingga diperoleh 

 

     

(2.20) 

Dari sisi sebelah kiri persamaan (2.20) diperoleh 

 

Jika persamaan (2.14) dan (2.15)  terpenuhi maka dengan teorema 2.2 bagian 

pertama diperoleh 

(2.21) 
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𝜕

𝜕𝑥
 𝑁 𝑥, 𝑦 −

𝜕

𝜕𝑦
 𝑀 𝑥, 𝑦  𝜕𝑥 =

𝜕𝑁(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
−

𝜕2

𝜕𝑦 𝜕𝑥
 𝑀 𝑥, 𝑦  𝜕𝑥 

 

𝜕

𝜕𝑥
 𝑁 𝑥, 𝑦 −

𝜕

𝜕𝑦
 𝑀 𝑥, 𝑦  𝜕𝑥 =

𝜕𝑁(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
−

𝜕𝑀(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
. 

𝜕𝑀(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
=

𝜕𝑁(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
 

𝜕

𝜕𝑥
 𝑁 𝑥, 𝑦 −

𝜕

𝜕𝑦
 𝑀 𝑥, 𝑦  𝜕𝑥 = 0 

 

𝑟 𝑦 =   𝑁 𝑥, 𝑦 −
𝜕

𝜕𝑦
 𝑀 𝑥, 𝑦  𝜕𝑥 𝑑𝑦. 

𝐹 𝑥, 𝑦 =  𝑀 𝑥, 𝑦  𝜕𝑥 +   𝑁 𝑥, 𝑦 −
𝜕

𝜕𝑦
 𝑀 𝑥, 𝑦  𝜕𝑥 𝑑𝑦. 

Dari persamaan (2.21) diperoleh 

 

dan 

 

Karena pada teorema 2.2 bagian pertama  

 

untuk setiap  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 maka 

 

untuk setiap  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 dan persamaan (2.19) benar bergantung pada 𝑥. Integral 

dari persamaan (2.18) 

(2.22) 

Subtitusi persamaan (2.22) ke persamaan (2.16)  

(2.23) 

Persamaan (2.23) menunjukkan bahwa 𝐹(𝑥, 𝑦) memenuhi persamaan (2.14) dan 

(2.15) untuk setiap  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 dan 𝑀 𝑥, 𝑦  𝑑𝑥 + 𝑁 𝑥, 𝑦  𝑑𝑦 = 0. Jika persamaan 

(2.13) terpenuhi maka persamaan (2.12) yaitu persamaan diferensial biasa eksak. 

Tetapi, jika persamaan (2.13) tidak terpenuhi atau tidak sama maka persamaan 

(2.12) tidak persamaan diferensial biasa eksak. 

Misal diberikan contoh persamaan diferensial: 

1. 𝑦2 𝑑𝑥 + 2𝑥𝑦 𝑑𝑦 = 0 
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𝜕𝑀(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
= 2𝑦 =

𝜕𝑁(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
 

𝜕𝑀(𝑥, 𝑤)

𝜕𝑤
= 𝑈 𝑥 ,    

𝜕𝑁(𝑥, 𝑤)

𝜕𝑥
= 0. 

𝜕𝑀(𝑥, 𝑤)

𝜕𝑤
≠

𝜕𝑁(𝑥, 𝑤)

𝜕𝑥
 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃 𝑥 𝑦 = 𝑄 𝑥  

𝑦(𝑥) = 𝐶 𝑌1 𝑥 + 𝑌2(𝑥) 

𝑌1 𝑥 = exp  − 𝑃 𝑥  𝑑𝑥  

dengan 𝑀 𝑥, 𝑦 = 𝑦2 dan 𝑁 𝑥, 𝑦 = 2𝑥𝑦.  

Karena  

 

untuk setiap (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷 maka contoh persamaan diferensial (1) disebut persamaan 

diferensial biasa eksak di dalam suatu domain 𝐷. 

2.  𝑈 𝑥 𝑤 − 𝑓2 𝑥  𝑑𝑥 − 𝑑𝑤 = 0 

dengan 𝑀 𝑥, 𝑦 = [𝑈 𝑥 𝑤 − 𝑓2(𝑥)] dan 𝑁 𝑥, 𝑦 = −1. Sedemikian sehingga 

diperoleh  

 

 

Karena 

 

untuk setiap (𝑥, 𝑤) ∈ 𝐷 maka persamaan diferensial (2) disebut persamaan 

diferensial biasa tidak eksak di dalam suatu domain 𝐷. 

2.3.3 Persamaan Diferensial Biasa Linier Orde Satu 

Teorema 2.3 Didefinisikan persamaan diferensial biasa linier orde satu (2.7) 

 

 

maka solusi umum persamaan diferensial biasa linier orde satu (2.7) yaitu 

 

di mana 
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𝑌2 𝑥 = exp  − 𝑃 𝑥  𝑑𝑥   𝑄 𝑥 exp   𝑃 𝑥  𝑑𝑥   . 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃 𝑥 𝑦 − 𝑄 𝑥 = 0. 

𝑑𝑦 +  𝑃 𝑥 𝑦 − 𝑄 𝑥   𝑑𝑥 = 0. 

𝜕𝑀(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
= 𝑃 𝑥 ,    

𝜕𝑁(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
= 0. 

 

𝜕

𝜕𝑦
 𝜙 𝑥 𝑃 𝑥 𝑦 − 𝜙 𝑥 𝑄(𝑥)(𝑥) =

𝜕

𝜕𝑥
 𝜙 𝑥   

𝜙 𝑥 𝑃 𝑥 =
𝑑

𝑑𝑥
 𝜙 𝑥  . 

𝜙 𝑥 𝑑𝑦 + 𝜙 𝑥  𝑃 𝑥 𝑦 − 𝑄(𝑥) 𝑑𝑥 = 0. 

dan 

 

𝐶 sebarang konstanta (Murphy, 1960). 

Bukti:  

Persamaan diferensial biasa linier orde satu (2.7) dapat ditulis menjadi 

(2.24) 

Dengan mengalikan 𝑑𝑥 pada persamaan diferensial (2.24) 

(2.25) 

Misalkan 𝑀 𝑥, 𝑦 =  𝑃 𝑥 𝑦 − 𝑄(𝑥)  𝑑𝑥 dan 𝑁 𝑥, 𝑦 = 1 maka diperoleh 

 

Jadi persamaan diferensial (2.25) tidak persamaan diferensial eksak kecuali jika 

𝑃 𝑥 = 0. Jika mengalikan masing-masing sisi dari persamaan diferensial (2.25) 

dengan 𝜙(𝑥) sebagai  fungsi yang tidak diketahui terhadap 𝑥, maka diperoleh: 

(2.26) 

Dengan mendefinisikan 𝜙(𝑥) sebagai faktor integrasi yang bergantung 𝑥 terhadap 

persamaan diferensial (2.26) jika dan hanya jika persamaan diferensial (2.26) 

adalah eksak, sehingga jika dan hanya jika 

 

 

maka dapat dinyatakan 

(2.27) 
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𝑑𝜙

𝜙
= 𝑃 𝑥 𝑑𝑥 

𝜙𝑃 𝑥 =
𝑑𝜙

𝑑𝑥
 

ln 𝜙 =  𝑃 𝑥 𝑑𝑥 

 

𝜙 𝑥 = exp   𝑃(𝑥) 𝑑𝑥  

𝜙 𝑥 𝑑𝑦 + 𝜙 𝑥  𝑃 𝑥 𝑦 − 𝑄 𝑥  𝑑𝑥 = 0 

𝜙 𝑥 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝜙 𝑥  𝑃 𝑥 𝑦 − 𝑄 𝑥  = 0 

𝜙 𝑥 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝜙 𝑥 𝑃 𝑥 𝑦 = 𝜙 𝑥 𝑄 𝑥  

exp   𝑃(𝑥) 𝑑𝑥 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ exp   𝑃(𝑥) 𝑑𝑥 𝑃 𝑥 𝑦 = 𝑄 𝑥 exp   𝑃(𝑥) 𝑑𝑥  

 

𝜙 𝑥 = exp   𝑃(𝑥) 𝑑𝑥  

Persamaan (2.27) dapat ditulis menjadi 

 

untuk 𝜙 = 𝜙(𝑥). Jika peubah-peubah dari persamaan (2.27) dinyatakan terpisah 

diperoleh 

(2.28) 

yang disebut persamaan diferensial dengan peubah terpisah. Jika masing-masing 

sisi dari persamaan diferensial dengan peubah terpisah (2.28) diintegralkan 

diperoleh 

 

maka  

(2.29) 

di mana 𝜙 > 0. Persamaan (2.29) merupakan solusi persamaan (2.27).  

Kembali ke persamaan diferensial (2.26) di mana 

 

yaitu  

 

maka  

 

karena                                             diperoleh 
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𝑑

𝑑𝑥
 exp   𝑃(𝑥) 𝑑𝑥  𝑦 = 𝑄 𝑥 exp   𝑃(𝑥) 𝑑𝑥  

𝑑  exp   𝑃(𝑥) 𝑑𝑥  𝑦 = 𝑄 𝑥 exp   𝑃(𝑥) 𝑑𝑥 𝑑𝑥 

exp   𝑃(𝑥) 𝑑𝑥  𝑦 =  𝑄 𝑥 exp   𝑃(𝑥) 𝑑𝑥 + 𝐶. 

exp  −  𝑃 𝑥 𝑑𝑥  

 

 𝑦 = exp  −  𝑃 𝑥 𝑑𝑥  𝑄 𝑥 exp   𝑃(𝑥) 𝑑𝑥 + 𝐶 exp  −  𝑃 𝑥 𝑑𝑥 . 

𝑌1 𝑥 = exp  − 𝑃 𝑥  𝑑𝑥  

𝑌2 𝑥 = exp  − 𝑃 𝑥  𝑑𝑥   𝑄 𝑥 exp   𝑃 𝑥  𝑑𝑥   . 

𝑦(𝑥) = 𝑌2(𝑥) + 𝐶 𝑌1 𝑥  

𝑦(𝑥) = 𝑦1 + 𝑈(𝑥) 

atau sama dengan 

 

 

jika kedua ruas dikalikan dengan 𝑑𝑥 maka diperoleh 

 

 

jika kedua ruas diintegralkan diperoleh 

(2.30) 

 

Dengan mengalikan                              pada persamaan (2.30) diperoleh 

(2.31) 

Dengan memisalkan  

 

dan 

 

maka persamaan (2.31) menjadi 

 

untuk 𝐶 sebarang konstanta. 

Teorema 2.4 Jika diketahui 𝑦1 = 𝑦1(𝑥) solusi partikular terhadap persamaan 

diferensial biasa linier orde satu maka solusi umumnya dapat ditemukan dengan 

sekali pengintegralan, yaitu 
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𝑈 𝑥 = 𝐶 exp  −  𝑃 𝑥  𝑑𝑥   

𝑑𝑦1

𝑑𝑥
+ 𝑃 𝑥 𝑦1 = 𝑄 𝑥 . 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃 𝑥 𝑦 = 𝑄 𝑥 . 

𝑑

𝑑𝑥
 𝑦 − 𝑦1 + 𝑃 𝑥  𝑦 − 𝑦1 = 0. 

𝑑

𝑑𝑥
 𝑦 − 𝑦1 = − 𝑃 𝑥  𝑦 − 𝑦1 . 

 
𝑑 𝑦 − 𝑦1 

 𝑦 − 𝑦1 .
= −  𝑃 𝑥  𝑑𝑥. 

di mana  

 

(Murphy, 1960). 

Bukti:  

Diketahui 𝑦1 = 𝑦1(𝑥) solusi partikular terhadap persamaan diferensial biasa linier 

orde satu maka diperoleh  

 

(2.32) 

Karena 𝑦 = 𝑦(𝑥) yaitu solusi umum persamaan diferensial biasa linier orde satu 

maka diperoleh 

(2.33) 

Eliminasi persamaan diferensial biasa linier orde satu (2.33) dengan persamaan 

diferensial biasa linier orde satu (2.32) 

(2.34) 

Persamaan diferensial (2.34) disebut persamaan diferensial biasa linier homogen 

orde satu terhadap peubah terikat  𝑦 − 𝑦1  dan peubah bebas 𝑥. 

Persamaan diferensial biasa linier homogen orde satu (2.34) dapat dinyatakan 

(2.35) 

Memisahkan peubah dari persamaan (2.35) dan mengintegralkannya diperoleh 

(2.36) 
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ln 𝑦 − 𝑦1 = − 𝑃 𝑥  𝑑𝑥 + 𝐾. 

 

ln 𝑦 − 𝑦1 = − 𝑃 𝑥  𝑑𝑥 + ln 𝑦0 − 𝑦10
  

𝑦 − 𝑦1 = 𝐶 exp  −  𝑃 𝑥  𝑑𝑥  

𝑈 𝑥 = 𝐶 exp  − 𝑃 𝑥  𝑑𝑥 .  

 

𝑦 − 𝑦1

𝑦0 − 𝑦10

= exp  − 𝑃 𝑥  𝑑𝑥  

 

 

 

   

ln 𝑎 − ln 𝑏 = ln
𝑎

𝑏
 

 

𝑦 − 𝑦1 =  𝑦0 − 𝑦10
 exp  −  𝑃 𝑥  𝑑𝑥 . 

 

𝑦 − 𝑦1 = 𝑈(𝑥) 

Hasil integral dari persamaan (2.36) 

(2.37) 

Karena 𝐾 = ln 𝑦0 − 𝑦10
  maka persamaan (2.37) menjadi 

 

maka 

ln 𝑦 − 𝑦1 − ln 𝑦0 − 𝑦10
 = −  𝑃 𝑥  𝑑𝑥 

karena                                 maka 

 ln
𝑦 − 𝑦1

𝑦0 − 𝑦10

= −  𝑃 𝑥  𝑑𝑥 

atau sama dengan 

 

 

maka  

(2.38) 

Misalkan 𝐶 =  𝑦0 − 𝑦10
  maka persamaan (2.38) menjadi 

 

 

yaitu 

 

maka  

𝑦 = 𝑦1 + 𝑈(𝑥) 

di mana 
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𝑦 𝑥 = 𝑦1(𝑥) + 𝐶 𝑦2(𝑥) − 𝑦1(𝑥)  

𝑦 𝑥 = 𝐶𝑌1 𝑥 + 𝑌2 𝑥 . 

𝑦1 𝑥 = 𝐶1𝑌1 𝑥 + 𝑌2 𝑥  

𝑦2 𝑥 = 𝐶2𝑌1 𝑥 + 𝑌2 𝑥  

𝑦 𝑥 − 𝑦1 𝑥 =  𝐶 − 𝐶1 𝑌1 𝑥 . 

𝑦2 𝑥 − 𝑦1 𝑥 =  𝐶2 − 𝐶1 𝑌1 𝑥 . 

𝑦 𝑥 − 𝑦1 𝑥 

𝑦2 𝑥 − 𝑦1 𝑥 
=

𝐶 − 𝐶1

𝐶2 − 𝐶1
. 

𝐶 − 𝐶1

𝐶2 − 𝐶1
= 𝐶 

Teorema 2.5 Jika diketahui dua solusi partikular berbeda 𝑦1 = 𝑦1(𝑥) dan 

𝑦2 = 𝑦2(𝑥) terhadap persamaan diferensial biasa linier orde satu maka solusi 

umumnya dapat ditemukan dengan tanpa pengintegralan, yaitu 

 

(Murphy, 1960). 

Bukti:  

Sesuai teorema 2.3 bentuk solusi umum persamaan diferensial biasa linier orde 

satu yaitu 

(2.39) 

Karena 𝑦1 = 𝑦1(𝑥) dan 𝑦2 = 𝑦2(𝑥) dua solusi partikular yang berbeda terhadap 

persamaan diferensial biasa linier orde satu maka diperoleh 

(2.40) 

dan  

(2.41) 

di mana 𝐶1, 𝐶2 sebarang kontanta. Eliminasi persamaan (2.39) dengan persamaan 

(2.40) 

(2.42) 

Eliminasi persamaan (2.41) dengan persamaan (2.39)  

(2.43) 

Bagi persamaan (2.42) dengan persamaan (2.43) 

(2.44) 

Karena                      untuk 𝐶 sebarang konstanta maka persamaan (2.44) menjadi 
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𝑦−𝑛
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃 𝑥 𝑦1−𝑛 = 𝑄 𝑥 . 

𝑑𝑣

𝑑𝑥
=  1 − 𝑛 𝑦−𝑛

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 

1

1 − 𝑛

𝑑𝑣

𝑑𝑥
+ 𝑃 𝑥 𝑣 = 𝑄 𝑥  

𝑑𝑣

𝑑𝑥
+  1 − 𝑛 𝑃 𝑥 𝑣 =  1 − 𝑛 𝑄 𝑥 . 

𝑃1 𝑥 =  1 − 𝑛 𝑃 𝑥  

𝑄1 𝑥 =  1 − 𝑛 𝑄 𝑥 . 

 
𝑦 𝑥 − 𝑦1 𝑥 

𝑦2 𝑥 − 𝑦1 𝑥 
= 𝐶 

𝑦 𝑥 − 𝑦1 𝑥 = 𝐶 𝑦2 𝑥 − 𝑦1(𝑥)  

𝑦 𝑥 = 𝑦1 𝑥 + 𝐶 𝑦2 𝑥 − 𝑦1 𝑥  . 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃 𝑥 𝑦 = 𝑄(𝑥)𝑦𝑛  

 

 

 

 

2.3.4 Persamaan Bernoulli 

Teorema 2.6 Andaikan 𝑛 ≠ 0 atau 1. Maka transfosmasi 𝑣 = 𝑦1−𝑛  untuk 

mereduksi persamaan Bernoulli  

(2.8) 

 

menjadi persamaan linier pada 𝑣 (Ross, 1984).  

Bukti: 

Pertama mengalikan persamaan Bernoulli (2.8) dengan 𝑦−𝑛 , sedemikian sehingga 

diperoleh bentuk 

(2.45) 

Jika diberikan 𝑣 = 𝑦1−𝑛 , maka 

 

dan persamaan diferensial (2.45) berubah menjadi 

 

atau ekuivalen dengan bentuk 

(2.46) 

Memberikan 

(2.47) 

dan  

(2.48) 
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𝑑𝑣

𝑑𝑥
+ 𝑃1 𝑥 𝑣 = 𝑄1 𝑥  

𝑦 

𝑥 

𝑦 = 𝑏 

𝑥 = −𝑎 

𝑦 = −𝑏 −𝑏 

𝑏 

𝑥 = 𝑕 = 𝑏𝑀−1 𝑥 = −𝑕 = −𝑏𝑀−1 

Sehingga dari persamaan (2.46), (2.47), dan (2.48) diperoleh 

 

yang merupakan bentuk persamaan linier pada 𝑣. 

2.4 Eksistensi dan Ketunggalan (Uniqueness) Solusi Persamaan Diferensial  

      Biasa 

Ketika membicarakan tentang suatu persamaan yang sebenarnya memiliki 

suatu solusi, maka kita harus menunjukkan bahwa persamaan tersebut ada solusi 

(existence of solution). Jika persamaan diferensial telah ada solusinya, maka 

selanjutnya harus ditunjukkan bahwa solusi persamaan diferensial tersebut 

memiliki solusi tunggal atau tidak dengan memberikan masalah kondisi awal 

(King, dkk., 2003).      

2.4.1 Eksistensi Solusi 

 

   

                 

 

 

                              

 

 

 

Gambar 2.1:  Persegi Panjang dalam Bidang 𝑥𝑦 dengan 𝑕 < 𝑎 dan 𝑕 = 𝑚𝑖𝑛 𝑎, 𝑏𝑀−1 = 𝑏𝑀−1 

(Boyce dan DiPrima, 2001). 

 

(𝑥0 , 𝑦0) 

𝑥 = 𝑎 

𝑎 −𝑎 

(𝑥0 , 𝑦0) 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑦𝑛 𝑥  

𝜃 

𝑆 
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𝑦 𝑥 = 𝑦0 +  𝑓 𝑠, 𝑦(𝑠) 𝑑𝑠
𝑥

𝑥0

 
 

 𝑑𝑦
𝑦

𝑦0

=  𝑓
𝑥

𝑥0

 𝑠, 𝑦 𝑠  𝑑𝑠 

𝑦0 𝑥 = 𝑦0 , 𝑦𝑛+1 𝑥 = 𝑦0 +  𝑓 𝑠, 𝑦𝑛(𝑠) 𝑑𝑠
𝑥

𝑥0

 

          𝑦𝑛+1 𝑥 = 𝑦0 +  𝑓 𝑠, 𝑦𝑛(𝑠) 𝑑𝑠
𝑥

𝑥0

 

Didefinisikan 𝑺 yaitu himpunan semesta. (𝑥0 , 𝑦0) yaitu titik-titik interior 

atau partikular dalam persegi panjang atau 𝑅. Di mana 𝑅 =   𝑥, 𝑦 ∈

𝑆:  𝑥 − 𝑥0 ≤ 𝑎,  𝑦 − 𝑦0 ≤ 𝑏 , terbatas di 𝑆, maka ada konstanta positif 𝑀 

sehingga  tan 𝜃 ≤ 𝑀 atau  𝑓 𝑥, 𝑦  ≤ 𝑀 untuk setiap  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑺. Didefinisikan 

juga 𝑕 lebih kecil dari 𝑎 dan 𝑕 = min 𝑎, 𝑏𝑀−1 = 𝑏𝑀−1. Jika 𝑕 < 𝑎 maka 

diperoleh  𝑥 − 𝑥0 ≤ 𝑕 ditunjukkan oleh gambar 3.1 

Misalkan 𝑦 = 𝑦(𝑥) didefinisikan solusi persamaan diferensial dan 𝑦0 yaitu 

kondisi awal ketika 𝑥 = 𝑥0, maka 

 

 

 

Lemma 2.1 Jika 𝑕 = min 𝑎, 𝑏𝑀−1 , maka dengan cara approksimasi secara 

berturut-turut, 

 

yang terdefinisi pada interval 𝐼 =  𝑥  𝑥 − 𝑥0 < 𝑕 , dan pada interval ini 

 𝑦𝑛 𝑥 − 𝑦0 < 𝑀 𝑥 − 𝑥0 ≤ 𝑏,  𝑓 < 𝑀 (King, dkk., 2003). 

Bukti: 

Misalkan ada 𝐴 ∈ 𝑅 di mana 𝐴 =   𝑥, 𝑦𝑛 :  𝑥 − 𝑥0 ≤ 𝑎,  𝑦𝑛 𝑥 − 𝑦0 ≤ 𝑏 . Jadi 

𝐴 ⊂ 𝑅 dan 𝐴 ≠ ∅. Karena 𝑦𝑛  ada maka 𝑦𝑛  memiliki turunan kontinu yang 

terdefinisi pada interval  𝑥0, 𝑥0 + 𝑕  dan terbatas. Sehingga 𝑓 𝑥, 𝑦𝑛(𝑥)  terdefinisi 

dan kontinu serta memenuhi  𝑓 𝑥, 𝑦𝑛(𝑥)   ≤ 𝑀 pada interval  𝑥0 , 𝑥0 + 𝑕 . 

Diketahui di mana 
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 𝑦𝑛+1 𝑥 − 𝑦0 =   𝑓 𝑠, 𝑦𝑛(𝑠) 𝑑𝑠
𝑥

𝑥0

  

                          ≤    𝑓 𝑠, 𝑦𝑛(𝑠)  𝑑𝑠
𝑥

𝑥0

  

  ≤ 𝑀    𝑑𝑠
𝑥

𝑥0

  

                                            ≤ 𝑀 𝑥 − 𝑥0 ≤ 𝑀𝑕 ≤ 𝑀𝑏𝑀−1 ≤ 𝑏. 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓 𝑥, 𝑦 , 

𝑓 𝑥 ≤ 𝐿 +  𝑓 𝑠 𝑔 𝑠  𝑑𝑠,   
𝑥

𝑕

𝑥 ∈  𝑕, 𝑖  

𝑓 𝑥 ≤ 𝐿 exp   𝑔 𝑠  𝑑𝑠 
𝑥

𝑕

 , 𝑥 ∈  𝑕, 𝑖  

Sedemikian sehingga 𝑦𝑛+1 ada dan memiliki turunan kontinu yang terdefinisi 

pada interval  𝑥0 , 𝑥0 + 𝑕 . Akibatnya   

 

 

 

 

 

 

2.4.2 Ketunggalan Solusi 

Solusi masalah kondisi awal yang berhubungan dengan persamaan 

diferensial 

 

 

  dan titik  𝑥0, 𝑦0  

𝑦 𝑥0 = 𝑦0, 

yaitu tunggal atau unik.  

Lemma 2.2 Jika 𝑓 𝑥  dan 𝑔 𝑥  yaitu fungsi-fungsi nonnegatif pada interval 

𝑕 ≤ 𝑥 ≤ 𝑖, 𝐿 yaitu konstanta nonnegatif dan 

 

 

maka 

 

 

(King, dkk., 2003). 
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𝑗 𝑥 = 𝐿 +  𝑓 𝑠 𝑔 𝑠  𝑑𝑠
𝑥

𝑕

, 

𝑑

𝑑𝑥
 𝑗 𝑥 exp  −  𝑔 𝑠  𝑑𝑠

𝑥

𝑕

  ≤ 0. 

𝑗 𝑥 exp  −  𝑔 𝑠  𝑑𝑠
𝑥

𝑕

 − 𝐿 ≤ 0, 

𝑓 𝑥 ≤ 𝐿 exp   𝑔 𝑠  𝑑𝑠
𝑥

𝑕

 . 

Bukti: 

Didefinisikan  

 

 

dan 𝑗 𝑕 = 𝐿. Diberikan, 𝑓 𝑥 ≤ 𝑗 𝑥 , dan sesuai teorema dasar kalkulus, karena 

𝑔 𝑥 ≥ 0, maka 

𝑗′ 𝑥 = 𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 ≤ 𝑗 𝑥 𝑔 𝑥   untuk 𝑥 ∈  𝑕, 𝑖 . 

Sesuai dengan faktor pengintegral, maka 

 

(2.49) 

 

Hasil Integral (2.49) dari 𝑕 ke 𝑥 yaitu 

 

 

dan, karena 𝑓 𝑥 ≤ 𝑗 𝑥 , 

 

 

Ketaksamaan ini disebut ketaksamaan Gronwall. 

Teorema 2.7 Jika𝑓,
𝜕𝑓

𝜕𝑦
∈ 𝑅 di mana 𝑅 yaitu domain persegi panjang, maka solusi 

masalah nilai awal 𝑦′ = 𝑓 𝑥, 𝑦  dengan 𝑦 𝑥0 = 𝑦0 yaitu tunggal atau unik pada 

 𝑥 − 𝑥0 < 𝑕 (King, dkk., 2003). 

Bukti: 

Andaikan ada dua solusi yang berbeda, yaitu 𝑦 = 𝑦1(𝑥) dan 𝑦 = 𝑦2(𝑥) dengan 

𝑦1 𝑥0 = 𝑦2 𝑥0 = 𝑦0 serta memenuhi persamaan diferensial  
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lim
𝑥→𝑥0

𝑓 𝑥 = 𝐿 

𝑦1 𝑥 = 𝑦0 +  𝑓 𝑠, 𝑦1(𝑠) 
𝑥

𝑥0

 𝑑𝑠, 𝑦2 𝑥 = 𝑦0 +  𝑓 𝑠, 𝑦2(𝑠) 
𝑥

𝑥0

 𝑑𝑠, 

 𝑦1 𝑥 − 𝑦2(𝑥) =    𝑓 𝑠, 𝑦1(𝑠) − 𝑓 𝑠, 𝑦2(𝑠)  
𝑥

𝑥0

 𝑑𝑠  

                ≤    𝑓 𝑠, 𝑦1(𝑠) − 𝑓 𝑠, 𝑦2(𝑠)  
𝑥

𝑥0

 𝑑𝑠  

                                    ≤  𝐾 𝑦1 𝑠 − 𝑦2 𝑠  
𝑥

𝑥0

 𝑑𝑠  untuk  𝑥 − 𝑥0 ≤ 𝑕. 

 

  𝑦1 𝑥 − 𝑦2 𝑥  = 0 

      𝑦1 𝑥 − 𝑦2  𝑥 = 0 

                       𝑦1 𝑥 = 𝑦2 𝑥 . 

 

(2.50) 

dan karena titik-titik  𝑠, 𝑦𝑛 𝑠   terdefinisi dalam 𝑅. Diperoleh modulus beda dari 

persamaan (2.50) 

 

 

 

 

 

 

di mana 𝐾 > 0 yaitu konstanta Lipschitz untuk domain 𝑅. Sesusaii  lemma (2.2) 

atau ketaksamaan Gronwall terhadap fungsi nonnegatif  𝑦1 𝑥 − 𝑦2 𝑥   dengan 

𝐿 = 0 dan 𝑔 𝑠 = 𝐾 > 0, maka diperoleh 

 𝑦1 𝑥 − 𝑦2 𝑥  ≤ 0. 

Karena modulus suatu fungsi tak pernah negatif, maka 

 

 

 

Terjadi kontradiksi. Terbukti bahwa solusi 𝑦 𝑥  tunggal. 

2.5 Dasar Teoritik Fungsi Riil 

2.5.1 Limit dan Fungsi 

Definisi 2.17 Misalkan fungsi 𝑓 dengan domain definisi 𝐷 dan 𝑥0 titik limit 𝐷. 

Bilangan 𝐿 disebut titik limit fungsi 𝑓 untuk 𝑥 mendekati 𝑥0, dan ditulis 
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lim
𝑥→𝑥0

𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑥0 . 

 𝑓 𝑥 − 𝑓(𝑢) ≤ 𝐾 𝑥 − 𝑢  

jika untuk setiap 𝜀 > 0 yang diberikan, terdapat 𝛿 > 0, sehingga untuk semua 

𝑥 ∈ 𝐷 dengan 0 <  𝑥 − 𝑥0 < 𝛿 berlaku ketaksamaan  𝑓 𝑥 − 𝐿 < 𝜀 (Soemantri, 

1994). 

Definisi ini secara geometris dapat ditafsirkan apabila diberikan 𝜀 > 0, 

dapat dicari 𝛿 > 0, sehingga untuk semua 𝑥 ∈ 𝐷 ∩ 𝑁 𝑥0, 𝛿  dan 𝑥 ≠ 𝑥0, maka 

𝑓(𝑥) terletak di dalam kitar yang berpusat di 𝐿 dan beradius 𝛿 (Soemantri, 1994). 

Definisi 2.18 Dikatakan bahwa  

lim
𝑥→𝑥0

𝑓 𝑥 = ∞ 

jika  

lim
𝑥→𝑥0

1

𝑓(𝑥)
= 0, 

yaitu jika diberikan 𝑀 > 0, terdapat 𝛿 > 0, sehingga untuk setiap 𝑥 di mana 

0 <  𝑥 − 𝑥0 < 𝛿 berlaku  𝑓(𝑥) > 𝑀 (Soemantri, 1994).  

Definisi 2.19 Diberikan fungsi 𝑓 yang didefinisikan pada daerah 𝐷 dan 𝑥0 ∈ 𝐷. 

Fungsi 𝑓 dikatakan kontinu di 𝑥0 jika  

 

𝑓 kontinu pada interval 𝐼 jika 𝑓 kontinu di setiap titik dari interval 𝐼 (Taylor dan 

Mann, 1983). 

Definisi 2.20 Misalkan 𝐴 ⊆ ℝ dan 𝑓: 𝐴 → ℝ. Jika ada suatu konstanta 𝐾 > 0 

sedemikian sehingga untuk 𝑥, 𝑢 ∈ 𝐴 berlaku 

(2.51) 

maka 𝑓 disebut fungsi Lipschitz atau 𝑓 memenuhi kondisi Lipschitz pada 𝐴 

(Bartle dan Sherbert, 2000). 
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𝛿 =
𝜀

𝐾
 . 

 𝑓 𝑥 − 𝑓(𝑢) ≤ 𝐾 𝑥 − 𝑢  

 𝑓 𝑥  𝑑𝑥 = 𝑓(𝑋)
𝑏

𝑎

 𝑏 − 𝑎  

 ∆𝑥′
𝑖 =  ∆𝑥𝑖 = 𝑏 − 𝑎.

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑖=1

 

𝑓 𝑥 ′
1 ∆𝑥1 + 𝑓 𝑥′

2 ∆𝑥2 + ⋯ + 𝑓 𝑥′
𝑛 ∆𝑥𝑛 =  𝑓 𝑥′

𝑖 ∆𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 

𝑚 ≤ 𝑓 𝑥′
𝑖 ≤ 𝑀. 

Teorema 2.8 Jika 𝑓: 𝐴 → ℝ fungsi Lipschitz, maka 𝑓 kontinu seragam pada 𝐴 

(Bartle dan Sherbert, 2000). 

Bukti:  

Jika kondisi persamaaan (2.51) terpenuhi, maka untuk setiap 𝜀 > 0 ada     

Jika 𝑥, 𝑢 ∈ 𝐴 memenuhi  𝑥 − 𝑢 < 𝛿, maka 

 

 𝑓 𝑥 − 𝑓(𝑢) ≤ 𝐾𝛿 < 𝐾
𝜀

𝐾
= 𝜀 

oleh karena itu 𝑓 kontinu seragam pada 𝐴. 

Teorema 2.9  Misalkan 𝑓 kontinu pada interval tertutup  𝑎, 𝑏  maka ada 

bilangan 𝑋 sedemikian sehingga  

(2.52) 

di mana 𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏 (Taylor dan Mann, 1983).  

Bukti:  

Misalkan titik 𝑥′
𝑖 ∈  𝑎, 𝑏  untuk 𝑖 = 1, … , 𝑛 dan 

 

(2.53) 

Jika diberikan 𝑚 dan 𝑀 sebagai nilai minimum dan nilai maksimum dari 𝑓(𝑥′
𝑖) 

pada interval  𝑎, 𝑏  maka    

(2.54) 

Nilai fungsi setiap titik 𝑥′
𝑖  dengan approksimasi penjumlahan yaitu:  

 

(2.55) 
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 𝑓 𝑥  𝑑𝑥 = lim  𝑓 𝑥′
𝑖 ∆𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

.
𝑏

𝑎

  

𝑚  ∆𝑥𝑖 ≤  𝑓 𝑥′
𝑖 ∆𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

≤ 𝑀  ∆𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

𝑛

𝑖=1

 

𝑚 𝑏 − 𝑎 ≤  𝑓 𝑥  𝑑𝑥 ≤ 𝑀(𝑏 − 𝑎)
𝑏

𝑎

 

𝑚 ≤
1

𝑏 − 𝑎
 𝑓 𝑥  𝑑𝑥 ≤ 𝑀.

𝑏

𝑎

 

𝜇 =
1

𝑏 − 𝑎
 𝑓 𝑥  𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

𝐹 𝑥 =  𝑓 𝑡  𝑑𝑡,      𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏.
𝑏

𝑎

 

𝐹′ 𝑥 = 𝑓 𝑥 ,   𝑎 < 𝑥 < 𝑏 

maka dari persamaan (2.55) diperoleh 

 

(2.56) 

dari persamaan (2.54) dan (2.55) diperoleh 

 

(2.57) 

Karena persamaan (2.53) dan (2.56) maka persamaan (2.57) menjadi 

 

atau 

 

 

Misalkan 

 

 

maka 𝑚 ≤ 𝜇 ≤ 𝑀. Oleh karena itu 𝑓 𝑋 = 𝜇 untuk 𝑥 = 𝑋 pada interval 𝑎 ≤ 𝑋 ≤

𝑏 dan 𝑓 𝑋 = 𝜇 memenuhi persamaan (2.52). Teorema ini disebut teorema nilai 

rata-rata untuk integral. 

Teorema 2.10 Jika 𝑓 𝑥  kontinu pada interval 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 dan 

 

 

Maka 𝐹(𝑥) diferensiabel, dengan turunan 

 

(Taylor dan Mann, 1983).  
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𝑓 ′ 𝑥0 = lim
𝑥→𝑥0

𝑓 𝑥 − 𝑓(𝑥0)

𝑥 − 𝑥0

  ada, 

𝐹 𝑥 + ∆𝑥 − 𝐹 𝑥 =  𝑓 𝑡   𝑑𝑡 −  𝑓 𝑡  𝑑𝑡
𝑥

𝑎

𝑥+∆𝑥

𝑎

 

       =  𝑓 𝑡  𝑑𝑡
𝑥+∆𝑥

𝑥

. 

      𝐹 𝑥 + ∆𝑥 − 𝐹 𝑥 = 𝑓 𝑋 ∆𝑥 

 

 𝑓 𝑡  𝑑𝑡
𝑥+∆𝑥

𝑥

= 𝑓 𝑋  𝑥 + ∆𝑥 − 𝑥  

lim
∆𝑥→0

𝐹 𝑥 + ∆𝑥 − 𝐹(𝑥)

∆𝑥
= 𝑓 ′(𝑋) 

𝐹′ 𝑥 = 𝑓(𝑥) 

 

𝐹 𝑥 + ∆𝑥 − 𝐹(𝑥)

∆𝑥
= 𝑓 𝑋 . 

Bukti:  

Misalkan 𝑥, 𝑥 + ∆𝑥 dua titik pada interval  𝑎, 𝑏 . Maka  

 

 

 

Sesuai dengan teorema nilai rata-rata untuk integral atau teorema 2.9 dan 

persamaan (2.52) maka 

 

(2.58) 

di mana 𝑥 ≤ 𝑋 ≤ 𝑥 + ∆𝑥.  Dari persamaan (2.58) diperoleh 

 

 

 

 

 

2.5.2 Turunan  

Misalkan fungsi 𝑓 yang didefinisikan pada daerah 𝐷 dan 𝑥0 ∈ 𝐷. Jika 

diketahui bahwa nilai limit 

 

 

maka nilai limit ini disebut turunan atau 𝑑𝑒𝑟𝑖𝑣𝑎𝑡𝑖𝑓 fungsi 𝑓 di titik 𝑥0 , dan 

diberikan notasi 𝑓 ′ 𝑥0 . Jika 𝑓 ′ (𝑥0) ada maka 𝑓 dikatakan terdiferensial atau 

diferensiabel di 𝑥0. Nilai 𝑓 𝑥 − 𝑓(𝑥0) dapat dinyatakan dengan ∆𝑓 dan 𝑥 − 𝑥0 

dengan ∆𝑥, sehingga  
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𝑓 ′ 𝑥0 = lim
∆𝑥→0

∆𝑓

∆𝑥
= lim

∆𝑥→0

𝑓 𝑥0 + ∆𝑥 − 𝑓 𝑥0 

∆𝑥
. 

𝑑

𝑑𝑥
 𝑐 = 0 

𝑑

𝑑𝑥
 𝑥𝑟 = 𝑟𝑥𝑟−1 

𝑑

𝑑𝑥
 𝑐𝑓(𝑥) = 𝑐

𝑑

𝑑𝑥
 𝑓(𝑥)  

𝑑

𝑑𝑥
 𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥) =

𝑑

𝑑𝑥
 𝑓(𝑥) ±

𝑑

𝑑𝑥
 𝑓(𝑥)  

𝑑

𝑑𝑥
 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) = 𝑓 𝑥 

𝑑

𝑑𝑥
 𝑔 𝑥  + 𝑔(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥
 𝑓(𝑥)  

𝑑

𝑑𝑥
 
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
 =

𝑔 𝑥 
𝑑
𝑑𝑥

 𝑓(𝑥) − 𝑓 𝑥 
𝑑
𝑑𝑥

 𝑔 𝑥  

 𝑔(𝑥) 2
 

 

 

Jika 𝑓 terdiferensial di semua titik pada 𝐷 maka dikatakan 𝑓 terdiferensial pada 𝐷 

(Soemantri, 1994). 

Berikut ini diberikan beberapa aturan pencarian turunan: 

1. Jika 𝑐 yaitu setiap bilangan riil, maka 

 

2. Jika 𝑛 suatu bilangan riil, maka 

 

 

3. Jika 𝑓 terdiferensiabel di 𝑥 dan 𝑐 yaitu setiap bilangan riil, maka 𝑐𝑓 juga 

terdiferensiabel di 𝑥 dan 

 

4. Jika 𝑓 dan 𝑔 terdiferensiabel di 𝑥, maka 𝑓 ± 𝑔 dan 

 

5. Jika 𝑓 dan 𝑔 terdiferensiabel di 𝑥, maka hasil kali 𝑓 ∙ 𝑔, dan 

 

6. Jika 𝑓 dan 𝑔 kedua-duanya terdiferensiabel di 𝑥 dan jika 𝑔(𝑥) ≠ 0, maka 
𝑓

𝑔
 

terdiferensiabel di 𝑥 dan 

 

 

(Anton, dkk., 2009). 
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lim
𝑛→∞

𝑐𝑛 = 𝑐. 

𝑓 𝑥 = lim
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑥) 

  𝑐𝑛 − 𝑐 < 𝜀 

2.5.3 Barisan 

Definisi 2.21 Barisan yaitu suatu fungsi yang memiliki domain himpunan 

bilangan bulat (Anton, dkk., 2009). 

Definisi 2.22 Misalkan 𝐶 =  𝑐𝑛  yaitu barisan bilangan riil. 𝐶 dikatakan 

konvergen ke 𝑐 atau 𝐶 memiliki limit 𝑐, jika untuk setiap 𝜀 > 0 ada bilangan asli 

𝑁 sedemikian sehingga memenuhi 

 

untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑁 dan dapat ditulis  

 

Jika suatu barisan memiliki limit, maka barisan itu disebut konvergen. Jika tidak 

memiliki limit, barisan itu dikatakan divergen (Bartle dan Sherbert, 2000). 

Definisi 2.23 Misalkan 𝐹 =  𝑓𝑛   yaitu barisan fungsi riil dan setiap fungsi riil 𝑓 

terdefinisi untuk setiap 𝑥 pada interval 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏. Suatu fungsi riil 𝑓 dikatakan 

limit dari 𝐹, jika untuk setiap partikular 𝑥 dari interval 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 terdapat suatu 

barisan bilangan riil  𝑓𝑛(𝑥)  sedemikian sehingga memehuhi  𝑓𝑛(𝑥)  konvergen 

untuk setiap 𝑥 dari interval 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏. Dan dapat ditulis  

 

untuk 𝑥 ∈  𝑎, 𝑏 . Jika 𝑓 adalah limit dari 𝐹 maka dikatakan 𝐹 konvergen ke 

banyangan titik dari 𝑥 oleh 𝑓 (pointwise) pada interval 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 (Ross, 1984). 
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𝑓𝑛(𝑥) 

𝑓(𝑥) 

𝑓 𝑥 − 𝜀 

𝑓 𝑥 + 𝜀 

𝑎 𝑏 

𝑦 

𝑥 

 𝑓𝑛 𝑥 − 𝑓(𝑥) ≤ 𝜀 

 

                

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.2: Barisan 𝐹 =  𝑓𝑛  konvergen seragam ke 𝑓 pada interval 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 (Ross, 1984). 

Definisi 2.24 Misalkan 𝐹 =  𝑓𝑛   yaitu barisan fungsi riil dan setiap fungsi riil 𝑓 

terdefinisi untuk setiap 𝑥 pada interval 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏. 𝐹 dikatakan konvergen 

seragam ke 𝑓 pada interval 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, jika setiap 𝜀 > 0 ada bilangan bulat positif 

𝑁 (yang bergantung atas 𝜀) sedemikian sehingga  

 

untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑁 dan 𝑥 ∈  𝑎, 𝑏  ditunjukkan oleh gambar 2.1 (Ross, 1984). 

Definisi 2.25 Barisan disebut barisan Cauchy, jika untuk setiap 𝜀 > 0 ada 

bilangan asli 𝑁 > 0 sedemikian sehingga jika 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑁 maka  𝑐𝑚 − 𝑐𝑛  < 𝜀 

(Krantz, 2005). 

Lemma 2.3 Setiap barisan bilangan riil yang Cauchy adalah terbatas (Bartle 

dan Sherbert, 2000). 

Bukti 

Misalkan 𝐶 =  𝑐𝑛  barisan bilangan riil yang Cauchy.  

Pilih 𝜀 = 1.  

Jika 𝑁 ∈ ℕ dan 𝑛 ≥ 𝑁, maka 
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 𝑐𝑚 − 𝑐 <
𝜀

2
 

 𝑐𝑛 − 𝑐 <
𝜀

2
. 

 𝑐𝑚 − 𝑐𝑛  =  𝑐𝑚 − 𝑐 + 𝑐 − 𝑐𝑛   

                    =   𝑐𝑚 − 𝑐 +  𝑐 − 𝑐𝑛   

                    ≤  𝑐𝑚 − 𝑐 +  𝑐 − 𝑐𝑛  

                    ≤  𝑐𝑚 − 𝑐 +  𝑐𝑛 − 𝑐  

                    <
𝜀

2
+

𝜀

2
= 𝜀 

 𝑐𝑛 − 𝑐𝑁 < 1. 

Karena itu, dengan ketaksamaan segitiga diperoleh  

 𝑐𝑛  ≤  𝑐𝑁 + 1, untuk setiap 𝑛 ≥ 𝑁. 

Pilih 𝑀 = sup  𝑐1 ,  𝑐2 , ⋯ .  𝑐𝑁−1 ,  𝑐𝑁 + 1 , maka diperoleh bahwa   

 𝑐𝑛  ≤ 𝑀, untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ.  

Teorema 2.11  Misalkan 𝐶 =  𝑐𝑛  barisan bilangan riil.  𝑐𝑛  disebut barisan 

Cauchy jika dan hanya jika  𝑐𝑛  konvergen ke 𝑐 (Krantz, 2005). 

Bukti Kanan: 

Misalkan 𝐶 =  𝑐𝑛  konvergen ke 𝑐. Sesuai definisi kekonvergenan, Ambil 𝜀 > 0 

ada bilangan asli 𝑁 sedemikian sehingga jika 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑁 memenuhi 

 

 

dan  

 

Sehingga diperoleh  

 

 

     

 

 

Jadi barisan 𝐶 =  𝑐𝑛  yaitu barisan Cauchy. 

Bukti Kiri: 

Didefinisikan  

𝑆 =  𝑥 ∈ ℝ ∶ 𝑥 < 𝑐𝑛  untuk setiap banyaknya 𝑛 terbatas  
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 𝑐𝑚 − 𝑐𝑛  <
𝜀

2
. 

 𝑐𝑛 − 𝑐𝑁 <
𝜀

2
 

𝑐𝑁 −
𝜀

2
∈ 𝑆 

𝑐 ≥ 𝑐𝑁 −
𝜀

2
 

𝑐𝑁 +
𝜀

2
∉ 𝑆 

𝑐 ≤ 𝑐𝑁 +
𝜀

2
. 

 

 𝑐 − 𝑐𝑛  =  𝑐 − 𝑐𝑁 + 𝑐𝑁 − 𝑐𝑛   

                    =   𝑐 − 𝑐𝑁 +  𝑐𝑁 − 𝑐𝑛   

                    ≤  𝑐 − 𝑐𝑁 +  𝑐𝑁 − 𝑐𝑛  

 

           ≤  𝑐 − 𝑐𝑁 +  𝑐𝑛 − 𝑐𝑁 <
𝜀

2
+

𝜀

2
= 𝜀 

Karena 𝐶 =  𝑐𝑛  yaitu barisan Cauchy, maka untuk 𝜀 > 0 bilangan asli 𝑁 > 0 

sedemikian sehingga jika 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑁 maka 

 

Jika 𝑛 ≥ 𝑁, maka 

(2.59) 

karena itu 

𝑐𝑛 > 𝑐𝑁 −
𝜀

2
 untuk 𝑛 ≥ 𝑁, 

 

maka                  dan diperoleh 

(2.60) 

Sesuai persamaan (2.59) ditunjukkan bahwa  

𝑐𝑛 < 𝑐𝑁 +
𝜀

2
 ketika 𝑛 ≥ 𝑁 

 maka                  dan 

(2.61) 

Sesuai persamaan (2.60) dan (2.61) diperoleh 

 𝑐 − 𝑐𝑁 ≤
𝜀

2
. 

Ambil 𝜀 > 0 ada bilangan asli 𝑁 sedemikian sehingga jika 𝑛 ≥ 𝑁, maka 

 

 

 

 

Jadi barisan 𝐶 =  𝑐𝑛  konvergen ke 𝑐. 
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 𝑦𝑛 = 𝑦1 + 𝑦2 + 𝑦3 + ⋯ + 𝑦𝑛 + ⋯

∞

𝑛=1

 

𝑆 =  𝑦𝑛

∞

𝑛=1

 

Definisi 2.26 Misalkan 𝐶 =  𝑐𝑛  yaitu barisan bilangan riil.  

1.  𝑐𝑛  dikatakan divergen ke −∞, dan ditulis lim 𝑐𝑛 = −∞, jika untuk setiap 

𝐾 ∈ ℝ, 𝐾 > 0, ada 𝑁 ∈ ℕ sehingga 

𝑐𝑛 < −𝐾,     𝑛 ≥ 𝑁. 

2.  𝑐𝑛  dikatakan divergen ke +∞, dan ditulis lim 𝑐𝑛 = +∞, jika untuk setiap 

𝐿 ∈ ℝ, 𝐿 > 0, ada 𝑁 ∈ ℕ sehingga 

𝑐𝑛 > 𝐿,     𝑛 ≥ 𝑁 

(Bartle dan Sherbert, 2000). 

2.5.4 Deret 

Definisi 2.27 Diberikan bentuk deret tak terhingga 

 

 

bilangan-bilangan 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, … disebut dengan istilah suku dari deret (Anton, dkk., 

2009). 

Definisi 2.28 Misalkan  𝑆𝑛  yaitu barisan jumlah parsial dari deret 

𝑦𝑛 = 𝑦1 + 𝑦2 + 𝑦3 + ⋯ + 𝑦𝑛 + ⋯ 

dengan 𝑆𝑛  yaitu jumlah parsial dari deret 𝑦𝑛 . Jika barisan  𝑆𝑛  konvergen terhadap 

limit 𝑆, maka barisan barisan jumlah parsial itu memiliki deret konvergen ke 𝑆, 

dan 𝑆 disebut jumlah deret yang dinyatakan 
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  𝑐𝑖

𝑛

𝑖=𝑚

 < 𝜀 

 

  𝑐𝑖

𝑛

𝑖=𝑚+1

 < 𝜀 

 Jika barisan dari jumlah parsial divergen, maka barisan dari jumlah parsial itu 

memiliki deret divergen. Deret yang tidak memiliki jumlah disebut deret divergen 

(Anton, dkk., 2009). 

Preposisi 2.1 deret  𝑐𝑖
∞
𝑖=1  konvergen jika dan hanya jika untuk setiap 𝜀 > 0 ada 

bilangan positif 𝑁 ≥ 1 sedemikian sehingga jika 𝑛 ≥ 𝑚 > 𝑁 maka 

 

(2.62) 

 

(Krantz, 2005). 

Bukti Kanan: 

Ambil sebarang 𝜀 > 0, maka terdapat 𝑁 ∈ ℕ sedemikian sehingga jika 𝑛 ≥ 𝑚 >

𝑁 maka diperoleh 

 𝑆𝑛 − 𝑆𝑚  =   𝑐𝑖

𝑛

𝑖=𝑚+1

 < 𝜀. 

Karena teorema 2.11, maka barisan  𝑆𝑁  yaitu barisan Cauchy. Sesuai definisi 

2.28, bahwa jika barisan  𝑆𝑁  konvergen, maka barisan  𝑆𝑁  memiliki deret 

konvergen. 

Bukti Kiri: 

Sesuai definisi, barisan  𝑆𝑁  dari jumlah parsial konvergen jika memiliki deret 

konvergen. Secara khusus barisan  𝑆𝑁  harus mejadi barisan Cauchy. Ambil 

sebarang 𝜀 > 0 ada bilangan asli 𝑁 > 0 sedemikian sehingga jika 𝑛 ≥ 𝑚 > 𝑁 

diperoleh 

 𝑆𝑛 − 𝑆𝑚  < 𝜀, 

maka diperoleh bahwa  
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lim
𝑛→+∞

𝑦𝑛 ≠ 0, 

lim
𝑛→+∞

𝑦𝑛 = 0 

lim
𝑖→∞

𝑐𝑖 = 0. 

  𝑐𝑖

𝑛

𝑖=𝑚

 < 𝜀. 

 

 

dan ketaksamaan (2.62) disebut kriteria Cauchy untuk deret. 

Teorema 2.12  Jika deret 

 𝑐𝑖

∞

𝑖=1

 

konvergen maka  

 

(Krantz, 2005). 

Bukti: 

Karena deret konvergen, maka memenuhi kriteria Cauchy. Misalkan 𝜀 > 0 ada 

bilangan positif 𝑁 ≥ 1 sedemikian sehingga jika 𝑛 ≥ 𝑚 > 𝑁 maka 

 

(2.63) 

 

Ambil 𝑛 = 𝑚 dan 𝑚 > 𝑁, maka (2.63) menjadi 

 𝑐𝑚  < 𝜀. 

Teorema 2.13 Jika                      maka deret  𝑦𝑛  divergen (Anton, dkk., 2009). 

Bukti: 

Cukup ditunjukkan bahwa jika deret  𝑦𝑛  konvergen, maka                    . Misalkan 

deret  𝑦𝑛  konvergen maka lim⁡𝑆𝑛  ada untuk 𝑆𝑛  jumlah parsial dari deret 𝑦𝑛 . 

Sehingga  

𝑦𝑛 = 𝑆𝑛 − 𝑆𝑛−1,  
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lim
𝑛→+∞

𝑦𝑛 = lim
𝑛→+∞

 𝑆𝑛 − 𝑆𝑛−1 = 𝑆 − 𝑆 = 0 

lim
𝑛→+∞

𝑆𝑛 = lim
𝑛→+∞

 𝑆𝑛−1 = 𝑆. 

lim
𝑛→+∞

𝑦𝑛 = 0, 

lim
𝑛→+∞

𝑦𝑛 = 0 

 𝑀𝑛

∞

𝑛=1

 

 𝑓𝑛

∞

𝑛=1

 

dan  

 

 Diperoleh bahwa 

 

Teorema 2.14 Jika                     maka deret  𝑦𝑛  bisa menjadi deret yang 

konvergen atau divergen (Anton, dkk., 2009). 

Bukti: 

Cukup ditunjukkan bahwa                      menghasilkan deret konvergen dan juga 

deret divergen. Misalkan diberikan dua deret berikut ini: 

1

2
+

1

22
+ ⋯ +

1

2𝑘
+ ⋯ dan 1 +

1

2
+

1

3
+ ⋯ +

1

𝑘
+ ⋯ 

Deret yang pertama yaitu deret geometri konvergen dan deret yang kedua yaitu 

deret harmonik divergen. 

Teorema 2.15 Misalkan  𝑀𝑛   barisan konstanta positif dan  𝑓𝑛 𝑛=1
∞  barisan fungsi 

riil yang terdefinisi pada interval  𝑎, 𝑏  sedemikian sehingga  𝑓𝑛  ≤ 𝑀𝑛  untuk 

setiap 𝑥 ∈  𝑎, 𝑏  dan 𝑛 ∈ ℕ jika deret 

 

                                          

konvergen maka deret  

 

 

konvergen seragam pada interval  𝑎, 𝑏  (Ross, 1984).  

 

 



44 
 

 

 

𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑥0 + 𝑓 ′ 𝑥0  𝑥 − 𝑥0 +
𝑓 ′′  𝑥0 

2!
 𝑥 − 𝑥0 2 +

𝑓 ′′′  𝑥0 

3!
 𝑥 − 𝑥0 3 + ⋯ 

+ 
𝑓 𝑛  𝑥0 

𝑛!
 𝑥 − 𝑥0 

𝑛  

 𝑀𝑛

∞

𝑛=1

 

 𝑀𝑘 < 𝜀

∞

𝑘=𝑛

 

 𝑆𝑚  𝑥 − 𝑆𝑛(𝑥) =   𝑓𝑘(𝑥)

𝑚

𝑘=𝑛+1

  

                                        ≤  𝑀𝑘 < 𝜀

𝑚

𝑘=𝑛+1

 

 𝑓𝑛

∞

𝑛=1

 

Bukti: 

Karena deret 

 

 

konvergen, pilih 𝜀 > 0 ada 𝐾 ∈ ℕ sedemikian sehingga berlaku deret 

 

 

untuk setiap 𝑚 ≥ 𝑛 ≥ 𝐾 dan 𝑛, 𝑚 ∈ ℕ. Dengan ketaksamaan segitiga diperoleh 

 

 

 

 

 setiap 𝑚 ≥ 𝑛 ≥ 𝐾 dengan 𝑛, 𝑚 ∈ ℕ dan setiap 𝑥 ∈  𝑎, 𝑏 . Di mana   𝑆𝑛  dan 

 𝑆𝑚   didefinisikan sebagai barisan jumlah parsial. Oleh karena itu deret 

 

 

konvergen seragam pada interval  𝑎, 𝑏 . Teorema ini disebut juga dengan teorema 

Weierstrass M-test.  

2.5.5 Deret Taylor dan Mclaurin 

Misalkan 𝑓 𝑥  yaitu fungsi yang analitik untuk semua 𝑥 dalam selang 

 𝑥0 − 𝑟, 𝑥0 + 𝑟  maka 𝑓 𝑥  menjadi deret Taylor, yaitu: 

 

(2.64) 
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𝑓 𝑥0 + 𝑕 = 𝑓 𝑥0 + 𝑕𝑓 ′ 𝑥0 + 𝑕2
𝑓 ′′  𝑥0 

2!
+ 𝑕3

𝑓 ′′′  𝑥0 

3!
+ ⋯ +  𝑕𝑛

𝑓 𝑛  𝑥0 

𝑛!
 

 

𝑓 𝑥 = 𝑓 0 + 𝑓 ′ 0  𝑥 +
𝑓 ′′  0 

2!
 𝑥 2 +

𝑓 ′′′  0 

3!
 𝑥 3 + ⋯ +  

𝑓 𝑛  0 

𝑛!
 𝑥 𝑛  

 

𝑓 2 = 𝑓 ′ 2 = 𝑓 ′′  2 = 𝑓 ′′′  2 =  … = 𝑓 𝑛  2 = 𝑒2 

𝑒𝑥 = 1 + 𝑥 +
𝑥2

2!
+

𝑥3

3!
+ ⋯ +

𝑥𝑛

𝑛!
=  

𝑥𝑘

𝑘!

𝑛

𝑘=0

      −∞ < 𝑥 < ∞  

 

𝑓 𝑥 = 1 + 𝑥 +
𝑥2

2
+

𝑥3

6
+ ⋯ +

𝑥𝑛

𝑛!
. 

Jika didefinisikan 𝑥 = 𝑥0 + 𝑕 maka 𝑕 = 𝑥 − 𝑥0, sehingga persamaan (2.64) 

menjadi  

 

(2.65) 

Persamaan (2.65) disebut deret Taylor (Taylor Series). Jika diberikan 𝑥0 = 0 

maka diperoleh deret dari persamaan (2.65) 

 

 

(2.66) 

Persamaan (2.66) disebut deret Mclaurin (Mclaurin Series) (Anton, dkk., 2009). 

Misalkan diberikan fungsi 𝑓 𝑥 = 𝑒𝑥  dan berdasarkan persamaan (2.64) 

maka fungsi 𝑓 𝑥 = 𝑒𝑥  dapat dinyatakan dalam bentuk deret di sekitar 𝑥 = 2, 

yaitu: 

𝑓 𝑥 = 𝑓 ′ 𝑥 = 𝑓 ′′  𝑥 = 𝑓 ′′′  𝑥 =  … = 𝑓 𝑛  𝑥 = 𝑒𝑥  

dan 

(2.67) 

Sehingga dari persamaan (2.64) dan (2.67) deret Taylor dari 𝑓 𝑥 = 𝑒𝑥 , di sekitar 

𝑥 = 2 yaitu 

𝑓 𝑥 = 𝑒2 +𝑒2 𝑥 − 2 +
𝑒2 𝑥 − 2 2

2
+

𝑒2 𝑥 − 2 3

6
+ … +

𝑒2 𝑥 − 2 𝑛

𝑛!
 

Deret Mclaurin dari 𝑓 𝑥 = 𝑒𝑥 , di sekitar 𝑥 = 0 yaitu 

 

Beberapa deret Mclaurin yang penting yaitu: 
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cos 𝑥 = 1 −
𝑥2

2!
+

𝑥4

4!
−

𝑥6

6!
+ ⋯ +  −1 𝑛

𝑥2𝑛

 2𝑛 !
=  

 −1 𝑘  𝑥2𝑘

 2𝑘 !

𝑛

𝑘=0

    

 −∞ < 𝑥 < ∞  

 

 sin 𝑥 = 𝑥 −
𝑥3

3!
+

𝑥5

5!
−

𝑥7

7!
+ ⋯ +  −1 𝑛

𝑥2𝑛+1

 2𝑛 + 1 !
=  

 −1 𝑘  𝑥2𝑘+1

 2𝑘 + 1 !

𝑛

𝑘=0

  

 −∞ < 𝑥 < ∞  

 

 

 

 

 

 

 

 

(Anton, dkk., 2009). 

2.6 Kajian Solusi dalam Al-Qur’an 

Solusi yaitu uraian berupa penyelesaian dari soal atau masalah yang 

memberikan suatu kebenaran pernyataan ketika disubstitusikan ke dalam soal atau 

masalah tersebut. Solusi dapat diselesaikan dengan metode-metode tertentu yang 

logis. Istilah logis yaitu proses yang berdasarkan metode yang dapat diterima 

nalar atau logika. Proses berfikir logis seperti ini untuk menyelesaikan suatu 

masalah telah dituntunkan dalam Al-Qur’an surat Al-Insyiqaq ayat 6:  

                         

“Hai manusia, sesungguhnya engkau telah bekerja keras (secara sungguh-

sungguh) menuju keridaan Tuhanmu, maka pasti engkau akan 

menemuinya”. 

 

Surat Al-Insyiqaq ayat 6 secara tersirat Allah telah menginformasikan 

bahwa setiap manusia memiliki suatu kewajiban masing-masing dalam memenuhi 

kebutuhan hidup yang harus dikerjakan dengan ikhtiar yang sungguh-sungguh 

termasuk dalam beribadah mendekatkan diri kepada Allah. Hal itu pula yang telah 

diteladankan oleh Rasulullah sejak kecil hingga beliau wafat. Misalnya ketika 
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beliau mengembala binatang ternak, berniaga ke negeri Syam, dan berdakwah 

menegakkan agama Islam dengan penuh semangat, kerja keras dan jujur. Dalam 

tafsir Al-Misbah, surat Al-Insyiqaq ayat 6 ini menjelaskan bahwa manusia dalam 

bekerja pada dasarnya melihat hari esoknya, bahkan melihat masanya yang akan 

datang baik singkat maupun lama. Manusia mau atau tidak, pasti berakhir 

usahanya dengan kematian dan pertemuan dengan Allah. Ini karena manusia 

adalah hamba-Nya, sekaligus Dia adalah Pengatur dan Pengendali segala 

urusannya. Manusia pasti akan berakhir perjalanan, ikhtiar serta hidupnya kepada 

Allah sebab segala sesuatu akan kembali kepada putusan-Nya (Shihab, 2002). 

Secara teori dan fakta, kerja yang apik pasti akan dibarengi hasil yang apik 

pula. Atas dasar ini, maka hendaknya dalam menghadapi dan menyelesaikan suatu 

masalah untuk memperoleh solusi atau jalan keluar harus dengan penuh 

kesungguhan, apik, dan bukan asal jadi. Hal ini tersirat dalam QS. Al-An’am ayat 

135 dan hadist Rasulullah: 

                               

            

“Katakanlah (Muhammad), “Hai kaumku (orang-orang kafir) berbuatlah 

sepenuh kemampuan (dan sesuai kehendak kamu), aku pun akan berbuat 

(demikian). Kelak kamu akan mengetahui siapakah diantara kita yang 

akan memperoleh hasil (kesudahan) yang baik dari dunia ini”). 

   

“Sesungguhnya Allah senang apabila salah seorang di antara kamu 

mengerjakan suatu pekerjaan, (bila) dikerjakannya dengan baik (jitu)” 

(HR. Imam Baihaqi) (Shihab, 2007). 

 

Dalam menyelesaikan masalah harus disertai dengan rasa optimisme dan 

harapan akan bantuan Ilahi, sebagaimana ditegaskan dalam surat Alam Nasyrah 

ayat 5-6, Fa inna ma‟a al-„usri yusra, inna ma‟a al-„usri yusra. Surat Alam 
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Nasyrah ayat 5-6 ini menegaskan bahwa satu kesulitan akan dibarengi dengan 

kemudahan. Karena itu, akhir surat tersebut menyatakan, Wa ila Rabbika farghab 

(hanya kepada Tuhanmulah hendaknya engkau mengharap) (Shihab, 2007).   

Manusia dituntut untuk melakukan usaha atau, dalam bahasa Al-Qur’an, 

sa‟y. usaha tersebut harus bertolak dari Shafa, yang arti harfiahnya kesucian dan 

berakhir di Marwah. Bila ini terpenuhi, usaha akan berakhir dengan kepuasan atau 

Marwah. Ia akan memperoleh hasil dari sumber yang ia sendiri tidak pernah 

menduganya, Siapa yang bertakwa kepada Allah Dia akan memberi jalan keluar 

(bagi kesulitannya), dan memberinya rezeki dari arah yang tak pernah dia duga 

(QS. Al-Thalaq : 2-3) (Shihab, 2007). 
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𝑦(𝑥) =
𝑐 𝑝 𝑥 + 𝑞(𝑥)

𝑐 𝑟 𝑥 + 𝑠(𝑥)
 

𝑦   =
𝑐𝑝 + 𝑞

𝑐𝑟 + 𝑠
 

       =
𝑢

𝑣
 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
 =

𝑢′𝑣 − 𝑣 ′𝑢

𝑣2
 

       =
 𝑐𝑝′ + 𝑞′  𝑐𝑟 + 𝑠 −  𝑐𝑟 ′ + 𝑠 ′  𝑐𝑝 + 𝑞 

 𝑐𝑟 + 𝑠 2
 

       =
𝑐𝑝′ + 𝑞′

𝑐𝑟 + 𝑠
−  

𝑐𝑝 + 𝑞

𝑐𝑟 + 𝑠
  

𝑐𝑟 ′ + 𝑠 ′

𝑐𝑟 + 𝑠
  

       =
𝑐𝑝′ + 𝑞′

𝑐𝑟 + 𝑠
− 𝑦  

𝑐𝑟 ′ + 𝑠 ′

𝑐𝑟 + 𝑠
 . 

 

     𝑦 =
𝑐𝑝 + 𝑞

𝑐𝑟 + 𝑠
 

          𝑠𝑦 − 𝑞 =  𝑝 − 𝑟𝑦 𝑐 

 

 

 

 

      𝑐𝑟𝑦 + 𝑠𝑦 = 𝑐𝑝 + 𝑞 

          𝑠𝑦 − 𝑞 = 𝑐𝑝 − 𝑐𝑟𝑦 

BAB III 

PEMBAHASAN 

 

3.1 Analisis Persamaan Riccati 

Diberikan suatu persamaan diferensial  

(3.1) 

di mana 𝑐𝑟 𝑥 + 𝑠(𝑥) ≠ 0. 𝑝 𝑥 , 𝑞 𝑥 , 𝑟 𝑥 , 𝑠(𝑥) yaitu sebarang fungsi-fungsi 

yang diberikan dan 𝑐 yaitu sebarang konstanta. Jika 𝑦 𝑥 = 𝑦, 𝑝 𝑥 = 𝑝, 𝑞 𝑥 =

𝑞, 𝑟 𝑥 = 𝑟, 𝑠 𝑥 = 𝑠, 𝑐𝑝 + 𝑞 = 𝑢, dan 𝑐𝑟 + 𝑠 = 𝑣 maka turunan persamaan (3.1) 

 

(3.2) 

 

 

 

 

 

 

(3.3) 

 

Solusi 𝑐 untuk persamaan (3.2) 
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                       𝑦′ 𝑐𝑟 + 𝑠 = 𝑐𝑝′ + 𝑞′ − 𝑦 𝑐𝑟 ′ + 𝑠 ′  

                       𝑐𝑟𝑦 ′ + 𝑠𝑦 ′ = 𝑐𝑝′ + 𝑞′ − 𝑐𝑟 ′𝑦 − 𝑠 ′𝑦 

                𝑠𝑦 ′ + 𝑠 ′𝑦 − 𝑞′ = 𝑐 𝑝′ − 𝑟𝑦 ′ − 𝑟 ′𝑦  

 

                      
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑐𝑝′ + 𝑞′

𝑐𝑟 + 𝑠
− 𝑦  

𝑐𝑟 ′ + 𝑠 ′

𝑐𝑟 + 𝑠
  

                                        𝑐 =
𝑠𝑦 ′ + 𝑠 ′𝑦 − 𝑞′

𝑝′ − 𝑟𝑦 ′ − 𝑟 ′𝑦
 . 

                                       𝑠𝑦 − 𝑞  𝑝′ − 𝑟𝑦 ′ − 𝑟 ′𝑦 =  𝑝 − 𝑟𝑦  𝑠𝑦 ′ + 𝑠 ′𝑦 − 𝑞′  

      𝑝′𝑠𝑦 − 𝑟𝑠𝑦 ′𝑦 − 𝑟 ′𝑠𝑦2 − 𝑝′𝑞 + 𝑞𝑟𝑦 ′ + 𝑞𝑟 ′𝑦 = 𝑝𝑠𝑦 ′ + 𝑝𝑠 ′𝑦 − 𝑝𝑞′ − 𝑟𝑠𝑦 ′𝑦 − 𝑟𝑠 ′𝑦2 + 𝑞′𝑟𝑦 

                      𝑞𝑟𝑦 ′ − 𝑟 ′𝑠𝑦2 + 𝑝′𝑠𝑦 + 𝑞𝑟 ′𝑦 − 𝑝′𝑞 = 𝑝𝑠𝑦 ′ − 𝑟𝑠 ′𝑦2 + 𝑝𝑠 ′𝑦 + 𝑞′𝑟𝑦 − 𝑝𝑞′ 

                     𝑞𝑟𝑦 ′ − 𝑟 ′𝑠𝑦2 +  𝑝′𝑠 + 𝑞𝑟 ′ 𝑦 − 𝑝′𝑞 = 𝑝𝑠𝑦 ′ − 𝑟𝑠 ′𝑦2 +  𝑝𝑠 ′ + 𝑞′𝑟 𝑦 − 𝑝𝑞′ 

            − 𝑝𝑠 − 𝑞𝑟 𝑦 ′ +  𝑟𝑠 ′ − 𝑟 ′𝑠 𝑦2 +  𝑝′𝑠 + 𝑞𝑟 ′ − 𝑝𝑠 ′ − 𝑞′𝑟 𝑦 = − 𝑝𝑞′ − 𝑝′𝑞 . 

                                                                        
𝑠𝑦 − 𝑞

𝑝 − 𝑟𝑦
=

𝑠𝑦 ′ + 𝑠 ′𝑦 − 𝑞′

𝑝′ − 𝑟𝑦 ′ − 𝑟 ′𝑦
 

        𝑞𝑟𝑦 ′ − 𝑝𝑠𝑦 ′ + 𝑟𝑠 ′𝑦2 − 𝑟 ′𝑠𝑦2 +  𝑝′𝑠 + 𝑞𝑟 ′ 𝑦 −  𝑝𝑠 ′ + 𝑞′𝑟 𝑦 = 𝑝′𝑞 − 𝑝𝑞′ 

−𝑦′ +
 𝑟𝑠′ − 𝑟′𝑠 

𝑊
𝑦2 +

 𝑝′𝑠 + 𝑞𝑟′ − 𝑝𝑠′ − 𝑞′𝑟 

𝑊
𝑦 = −

 𝑝𝑞′ − 𝑝′𝑞 

𝑊
. 

−𝑊𝑦 ′ +  𝑟𝑠 ′ − 𝑟 ′𝑠 𝑦2 +  𝑝′𝑠 + 𝑞𝑟 ′ − 𝑝𝑠 ′ − 𝑞′𝑟 𝑦 = − 𝑝𝑞′ − 𝑝′𝑞 . 

𝑐 =
𝑠𝑦 − 𝑞

𝑝 − 𝑟𝑦
 

(3.4) 

 

Solusi 𝑐 untuk persamaan (3.3) 

 

 

 

 

 

(3.5) 

Dari persamaan (3.4) dan (3.5) diperoleh 

 

 

 

 

 

 

 

 

(3.6) 

Misalkan 𝑊 = 𝑝𝑠 − 𝑞𝑟 maka persamaan (3.6) menjadi 

 

 (3.7) 

Persamaan (3.7) dikali dengan 𝑊−1 

(3.8) 
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𝑓2 𝑥 =
𝑟𝑠 ′ − 𝑟 ′𝑠

𝑊
;  𝑓1 𝑥 =

𝑝′𝑠 + 𝑞𝑟 ′ − 𝑝𝑠 ′ − 𝑞′𝑟

𝑊
;  𝑓0 𝑥 =

𝑝𝑞′ − 𝑝′𝑞

𝑊
 

−
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑓2 𝑥 𝑦2 + 𝑓1 𝑥 𝑦 = −𝑓0 𝑥 . 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
− 𝑓2 𝑥 𝑦2 − 𝑓1 𝑥 𝑦 = 𝑓0 𝑥  

                                       
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓2 𝑥 𝑦2 + 𝑓1 𝑥 𝑦 + 𝑓0 𝑥  

 

Jika 

untuk 𝑊 ≠ 0, maka persamaan (3.8) menjadi 

−𝑦′ + 𝑓2 𝑥 𝑦2 + 𝑓1 𝑥 𝑦 = −𝑓0(𝑥) 

atau  

(3.9) 

Persamaan (3.9) dikali dengan  −1  menjadi 

 

 

(3.10) 

di mana 𝑓2(𝑥) ≠ 0. Persamaan (3.10) disebut persamaan Riccati. 

3.2 Analisis Eksistensi Solusi Umum Persamaan Riccati 

Persamaan Riccati memiliki solusi umum yang diperoleh melalui dua 

metode, yaitu solusi umum persamaan Riccati dengan solusi partikular dan solusi 

umum persamaan Riccati tanpa solusi partikular. Solusi umum persamaan Riccati 

dengan solusi partikular dalam penelitian ini diberikan hingga tiga solusi 

partikular. Sedangkan solusi umum persamaan Riccati tanpa solusi partikular 

dapat mereduksi persamaan Riccati menjadi persamaan diferensial biasa linier 

homogen orde dua yang lebih mudah diselesaikan dibandingkan dengan 

persamaan Riccati yang asli.              

3.2.1 Solusi Umum Persamaan Riccati dengan Solusi Partikular 

Ada beberapa bentuk solusi umum persamaan Riccati dengan solusi 

partikular yaitu:  

1. Diberikan persamaan Riccati 
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Φ 𝑥 = exp    2𝑓2 𝑥 𝑦0 𝑥 + 𝑓1(𝑥)  𝑑𝑥  

𝑦 ′ = 𝑓2 𝑥 𝑦2 + 𝑓1 𝑥 𝑦 + 𝑓0 𝑥 ,    𝑓2 𝑥 ≠ 0 

𝑦 𝑥 = 𝑦0 𝑥 + 𝑤 𝑥 . 

𝑦 ′ = 𝑦0
′ + 𝑤′ . 

𝑦0
′ + 𝑤′ = 𝑓2 𝑥  𝑦

0
 𝑥 + 𝑤(𝑥) 

2
+ 𝑓1 𝑥  𝑦

0
 𝑥 + 𝑤(𝑥) + 𝑓0 𝑥  

= 𝑓2 𝑥  𝑦0
2 + 2𝑤 𝑥 𝑦0 +  𝑤(𝑥) 2 + 𝑓1 𝑥  𝑦

0
+ 𝑤(𝑥) + 𝑓0 𝑥  

 

𝑤 ′ = 𝑓2
 𝑥  𝑤 𝑥  2 +  2𝑓2

 𝑥  𝑦0 + 𝑓1
 𝑥  𝑤 𝑥 . 

𝑦 𝑥 = 𝑦0 𝑥 + Φ 𝑥  𝐶 −  Φ 𝑥 𝑓2 𝑥 𝑑𝑥 
−1

. 

𝑦 ′ = 𝑓2 𝑥 𝑦2 + 𝑓1 𝑥 𝑦 + 𝑓0 𝑥 ,    𝑓2 𝑥 ≠ 0,  

jika mengganti peubah terikat persamaan Riccati 𝑦 𝑥 = 𝑦0 𝑥 + 𝑤(𝑥) untuk 

𝑦0 = 𝑦0(𝑥) solusi partikular maka menurut Polyanin dan Zaitsev (2003) 

diperoleh bentuk solusi umum sebagai berikut: 

 

dengan 

 

dan 𝐶 sebarang konstanta. 

Berikut ini akan dijabarkan eksistensi solusi umum bentuk pertama 

sebagai berikut: 

Diketahui persamaan Riccati 

(3.11) 

dan 

(3.12) 

Turunan persamaan (3.12) terhadap 𝑥  

(3.13) 

Subtitusi persamaan (3.12) dan (3.13) ke persamaan Riccati (3.11) 

 

 

 

(3.14) 

untuk 𝑦0 = 𝑦0 𝑥 . Persamaan (3.14) dapat direduksi menjadi 

(3.15) 
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𝑦0
′ = 𝑓2 𝑥 𝑦0

2 + 𝑓1 𝑥 𝑦0 + 𝑓0 𝑥 . 

𝑢 𝑥 =  𝑤 𝑥  1−𝑛 . 

 

 

        𝑢 𝑥 =  𝑤 𝑥  1−2 

         

𝑤 ′ =
0 . 𝑢 − 𝑢′

𝑢2
 

     = −
𝑢′

𝑢2
 

−
𝑢′

𝑢2
=  𝑓1 𝑥 + 2𝑓2 𝑥 𝑦0 𝑢

−1 + 𝑓2 𝑥 𝑢−2. 

𝑢′ =  −1  𝑓1 𝑥 + 2𝑓2 𝑥 𝑦0  𝑢 − 𝑓2 𝑥 . 

 

  𝑤(𝑥) −1 −1 =  𝑢(𝑥) −1 

                𝑤 𝑥 =  𝑢(𝑥) −1. 

Karena 𝑦0 yaitu solusi partikular terhadap persamaan Riccati (3.11) maka dari 

persamaan (3.14) diperoleh 

 

Persamaan (3.15) disebut persamaan Bernoulli. Persamaan (3.15) dapat 

diselesaikan berdasarkan teorema Bernoulli (teorema 2.6) sehingga menjadi 

persamaan linier dengan transformasi 

(3.16) 

Karena 𝑛 = 2 pada persamaan (3.15) maka dari persamaan (3.16) diperoleh 

 

        =  𝑤 𝑥  −1 

dengan menginverskan kedua ruas diperoleh  

 

(3.17) 

Turunan persamaan (3.17) terhadap 𝑥 

 

 

(3.18) 

untuk 𝑢 = 𝑢(𝑥). Subtitusi persamaan (3.17) ke persamaan (3.15) kemudian 

hasilnya subtitusi ke persamaan (3.18) diperoleh 

                                     

(3.19) 

Jika mengalikan masing-masing sisi dari persamaan (3.19) dengan  −𝑢2  maka 

(3.20) 
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𝑢′ +  𝑓1 𝑥 + 2𝑓2 𝑥 𝑦0  𝑢 = −𝑓2 𝑥  

𝑢′Φ 𝑥 +  𝑓1 𝑥 + 2𝑓2 𝑥 𝑦0  𝑢 Φ 𝑥 = −𝑓2 𝑥 Φ 𝑥 . 

𝑑

𝑑𝑥
 𝑢 Φ 𝑥  = 𝑢′  Φ 𝑥 + 𝑢Φ′  . 

Φ′ =  𝑓1 𝑥 + 2𝑓2 𝑥 𝑦0 Φ 𝑥 . 

𝑑Φ 𝑥 

Φ 𝑥 
=  𝑓1 𝑥 + 2𝑓2 𝑥 𝑦0 𝑑𝑥 

 

   ln Φ 𝑥  =   𝑓1 𝑥 + 2𝑓2 𝑥 𝑦0 𝑑𝑥 

  exp  ln Φ 𝑥   = exp   𝑓1 𝑥 + 2𝑓2 𝑥 𝑦0 𝑑𝑥 

                    Φ 𝑥 = exp    𝑓1 𝑥 + 2𝑓2 𝑥 𝑦0 𝑑𝑥  

Persamaan (3.20) dapat ditulis  

  (3.21) 

yang disebut persamaan diferensial biasa linier. Jika masing-masing sisi dari 

persamaan (3.21) dikalikan dengan fungsi yang tidak diketahui bergantung pada 

𝑥, misalkan Φ(𝑥), maka persamaan (3.21) menjadi 

(3.22) 

Diketahui dengan benar bahwa 

(3.23) 

Persamaan (3.23) akan sama dengan sisi sebelah kiri dari persamaan (3.22) jika 

(3.24) 

Jika peubah-peubah dari persamaan (3.24) dinyatakan terpisah maka 

 

(3.25) 

yang disebut persamaan diferensial dengan peubah terpisah. Jika masing-masing 

sisi persamaan (3.25) diintegralkan diperoleh 

 

dengan mengalikan kedua ruas dengan exp 1  diperoleh 

 

  

(3.26) 

yang merupakan solusi dari persamaan (3.24).  
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𝑑

𝑑𝑥
 Φ 𝑥 𝑢   = −𝑓2 𝑥 Φ 𝑥  

𝑤 𝑥 = Φ 𝑥   −1  Φ 𝑥 𝑓2 𝑥 𝑑𝑥 + 𝐶 
−1

 

         = Φ 𝑥  𝐶 −  Φ 𝑥 𝑓2 𝑥 𝑑𝑥 
−1

. 

 

𝑦 𝑥 = 𝑦0 𝑥 + 𝑤(𝑥) 

          = 𝑦0 𝑥 + Φ 𝑥  𝐶 −  Φ 𝑥 𝑓2 𝑥 𝑑𝑥 
−1

. 

𝑦′ = 𝑓2 𝑥 𝑦2 + 𝑓1 𝑥 𝑦 + 𝑓0 𝑥 ,    𝑓2 𝑥 ≠ 0. 

Φ 𝑥 = exp    2𝑓2 𝑥 𝑦0 𝑥 + 𝑓1(𝑥)  𝑑𝑥  

 

 

 

 

𝑑 Φ 𝑥 𝑢  = −Φ 𝑥 𝑓2 𝑥 𝑑𝑥 

 

Φ 𝑥 𝑢 =  −1  Φ 𝑥 𝑓2 𝑥 𝑑𝑥 + 𝐶 

    𝑢 𝑥 =
1

Φ 𝑥 
  −1  Φ 𝑥 𝑓2 𝑥 𝑑𝑥 + 𝐶 . 

Sesuai persamaan (3.22), (3.23), dan (3.24)  

 

 

kedua ruas dikalikan dengan 𝑑𝑥  

 

kedua ruas diintegralkan 

 

 

 

(3.27) 

 

Karena persamaan (3.27), 𝑤 𝑥 =  𝑢(𝑥) −1  

 

(3.28) 

 

Dari persamaan (3.12), (3.28), dan (3.26) maka diperoleh solusi umum persamaan 

Riccati (3.11) yaitu: 

 

 

 

dengan 

 

dan 𝐶 sebarang konstanta. 

2. Diberikan persamaan Riccati 
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𝑦 𝑥 = 𝑦0 𝑥 − 𝑤 𝑥 . 

𝑦′ = 𝑦0
′ − 𝑤′ . 

𝑦0
′ − 𝑤′ = 𝑓2 𝑥  𝑦

0
 𝑥 − 𝑤(𝑥) 

2
+ 𝑓1 𝑥  𝑦

0
 𝑥 − 𝑤(𝑥) + 𝑓0 𝑥  

= 𝑓2 𝑥  𝑦0
2 − 2𝑤 𝑥 𝑦0 +  𝑤(𝑥) 2 + 𝑓1 𝑥  𝑦

0
− 𝑤(𝑥) + 𝑓0 𝑥  

 −𝑤 ′ = 𝑓2
 𝑥  𝑤 𝑥  2 −  2𝑓2

 𝑥  𝑦0 + 𝑓1
 𝑥  𝑤 𝑥  

𝑦 𝑥 = 𝑦0 𝑥 − Φ 𝑥  𝐶 +  Φ 𝑥 𝑓2 𝑥 𝑑𝑥 
−1

. 

𝑦′ = 𝑓2 𝑥 𝑦2 + 𝑓1 𝑥 𝑦 + 𝑓0 𝑥 ,    𝑓2 𝑥 ≠ 0 

Φ 𝑥 = exp    2𝑓2 𝑥 𝑦0 𝑥 + 𝑓1(𝑥)  𝑑𝑥  

 

𝑤 ′ =  2𝑓2
 𝑥  𝑦0 + 𝑓1

 𝑥  𝑤 𝑥 − 𝑓2
 𝑥  𝑤 𝑥  2. 

jika mengganti peubah terikat persamaan Riccati 𝑦 𝑥 = 𝑦0 𝑥 − 𝑤(𝑥) untuk 

𝑦0 = 𝑦0(𝑥) solusi partikular maka diperoleh bentuk solusi umum sebagai 

berikut: 

 

dengan 

 

dan 𝐶 sebarang konstanta.  

Berikut ini akan dijabarkan eksistensi solusi umum bentuk kedua sebagai 

berikut: 

Diketahui bahwa persamaan Riccati (3.11)  

 

dan 

(3.29) 

Turunan persamaan (3.29) terhadap 𝑥 

(3.30) 

Subtitusi persamaan (3.29) dan (3.30) ke persamaan Riccati (3.11) 

 

 

(3.31) 

untuk 𝑦0 = 𝑦0 𝑥 . Persamaan (3.31) dapat direduksi menjadi 

 

kedua ruas dikalikan dengan −1 menjadi 

(3.32) 



57 
 

 

𝑦0
′ = 𝑓2 𝑥 𝑦0

2 + 𝑓1 𝑥 𝑦0 + 𝑓0 𝑥 . 

𝑢 𝑥 =  𝑤 𝑥  1−𝑛 . 

 

 

        𝑢 𝑥 =  𝑤 𝑥  1−2 

                 =  𝑤 𝑥  −1 

𝑤 ′ =
0 . 𝑢 − 𝑢′

𝑢2
 

−
𝑢′

𝑢2
=  𝑓1 𝑥 + 2𝑓2 𝑥 𝑦0 𝑢

−1 − 𝑓2 𝑥 𝑢−2 

𝑢′ = 𝑓2 𝑥 −  𝑓1 𝑥 + 2𝑓2 𝑥 𝑦0  𝑢. 

 

       = −
𝑢′

𝑢2
 

    𝑤 𝑥 =  𝑢(𝑥) −1. 

Karena 𝑦0 yaitu solusi partikular terhadap persamaan Riccati (3.11) maka dari 

persamaan (3.31) diperoleh 

 

Persamaan (3.32) disebut persamaan Bernoulli. Persamaan (3.32) dapat 

diselesaikan berdasarkan teorama Bernoulli (teorema 2.6) sehingga menjadi 

persamaan linier dengan transformasi 

(3.33) 

Karena pada persamaan (3.32) 𝑛 = 2 maka dari persamaan (3.33) diperoleh 

 

 

dengan menginverskan kedua ruas 

                                           𝑤(𝑥) −1 −1 =  𝑢(𝑥) −1                  

(3.34) 

Turunan persamaan (3.34) terhadap 𝑥  

 

 

(3.35) 

untuk 𝑢 = 𝑢(𝑥). Subtitusi persamaan (3.34) ke persamaan (3.32) kemudian 

hasilnya disubtitusikan ke persamaan (3.35) diperoleh 

(3.36) 

Jika mengalikan masing-masing sisi dari persamaan (3.36) dengan  −𝑢2  maka 

(3.37) 
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𝑢′ +  𝑓1 𝑥 + 2𝑓2 𝑥 𝑦0  𝑢 = 𝑓2 𝑥  

𝑢′Φ 𝑥 +  𝑓1 𝑥 + 2𝑓2 𝑥 𝑦0  𝑢 Φ 𝑥 = 𝑓2 𝑥 Φ 𝑥 . 

𝑑

𝑑𝑥
 𝑢 Φ 𝑥  = 𝑢′  Φ 𝑥 + 𝑢 Φ′  . 

 Φ′ =  𝑓1 𝑥 + 2𝑓2 𝑥 𝑦0 Φ(𝑥) 

𝑑Φ 𝑥 

Φ 𝑥 
=  𝑓1 𝑥 + 2𝑓2 𝑥 𝑦0 𝑑𝑥 

 

   ln Φ 𝑥  =   𝑓1 𝑥 + 2𝑓2 𝑥 𝑦0 𝑑𝑥 

       Φ 𝑥 = exp    𝑓1 𝑥 + 2𝑓2 𝑥 𝑦0 𝑑𝑥  

  exp  ln Φ 𝑥   = exp   𝑓1 𝑥 + 2𝑓2 𝑥 𝑦0 𝑑𝑥 

                    Φ 𝑥 = exp    𝑓1 𝑥 + 2𝑓2 𝑥 𝑦0 𝑑𝑥  

Persamaan (3.37) dapat ditulis 

(3.38) 

yang disebut persamaan diferensial biasa linier. Jika masing-masing sisi dari 

persamaan (3.38) dikalikan dengan fungsi yang tidak diketahui bergantung pada 

𝑥, misalkan Φ(𝑥), maka persamaan (3.38) menjadi 

(3.39) 

Diketahui dengan benar bahwa 

(3.40) 

Persamaan (3.40) akan sama dengan sisi sebelah kiri persamaan (3.39) jika 

(3.41) 

Jika peubah-peubah dari persamaan (3.41) dinyatakan terpisah maka 

(3.42) 

yang disebut persamaan diferensial dengan peubah terpisah. Jika masing-masing 

sisi persamaan (3.42) diintegralkan diperoleh 

 

dengan mengalikan kedua ruas dengan exp 1  diperoleh 

 

(3.43) 

yang merupakan solusi dari persamaan (3.41).  
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𝑦′ = 𝑓2 𝑥 𝑦2 + 𝑓1 𝑥 𝑦 + 𝑓0 𝑥 ,    𝑓2 𝑥 ≠ 0. 

𝑑

𝑑𝑥
 Φ 𝑥 𝑢  = 𝑓2 𝑥 Φ 𝑥  

. 

𝑤 𝑥 = Φ 𝑥   Φ 𝑥 𝑓2 𝑥 𝑑𝑥 + 𝐶 
−1

 

          = Φ 𝑥  𝐶 +  Φ 𝑥 𝑓2 𝑥 𝑑𝑥 
−1

. 

 

 

𝑦 𝑥 = 𝑦0 𝑥 − 𝑤(𝑥) 

         = 𝑦0 𝑥 − Φ 𝑥  𝐶 +  Φ 𝑥 𝑓2 𝑥 𝑑𝑥 
−1

. 

Φ 𝑥 = exp    2𝑓2 𝑥 𝑦0 𝑥 + 𝑓1(𝑥)  𝑑𝑥  

 

 

 

𝑑 Φ 𝑥 𝑢  = Φ 𝑥 𝑓2 𝑥 𝑑𝑥 

 

Φ 𝑥 𝑢 =  Φ 𝑥 𝑓2 𝑥 𝑑𝑥 + 𝐶 

    𝑢 𝑥 =
1

Φ 𝑥 
  Φ 𝑥 𝑓2 𝑥 𝑑𝑥 + 𝐶 . 

Sesuai persamaan (3.39), (3.40), dan (3.41) di mana 

 

 

kedua ruas dikalikan dengan 𝑑𝑥  

 

kedua ruas diintegralkan 

 

 

 

(3.44) 

 

Karena dari persamaan (3.34), 𝑤 𝑥 =  𝑢(𝑥) −1 maka 

 

(3.45) 

 

Sesuai persamaan (3.29), (3.43), dan (3.45) maka diperoleh solusi umum 

persamaan Riccati (3.11) yaitu: 

 

 

 

di mana  

 

dan 𝐶 sebarang konstanta.  

3. Diberikan persamaan Riccati 
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𝑤 ′ + 𝑓2 𝑥 + 𝑈 𝑥 𝑤 = 0 

 𝑦 − 𝑦0  𝐶 −  Ψ 𝑥 𝑓2 𝑥 𝑑𝑥 = Ψ 𝑥  ; 

Ψ 𝑥 = exp   𝑈(𝑥) 𝑑𝑥 . 

𝑦′ = 𝑓2 𝑥 𝑦2 + 𝑓1 𝑥 𝑦 + 𝑓0 𝑥 ,    𝑓2 𝑥 ≠ 0 

𝑦 𝑥 = 𝑦0 𝑥 + 𝑤−1 

𝑦′ = 𝑦0
′ + 𝑤−1′  

 

= 𝑦0
′ +

𝑑

𝑑𝑥
 

1

𝑤
  

Jika mengganti peubah terikat persamaan Riccati 𝑦 𝑥 = 𝑦0 𝑥 +  𝑤(𝑥) −1 

untuk 𝑦0 = 𝑦0(𝑥) solusi partikular, maka diperoleh persamaan diferensial 

biasa linier 

 

di mana 𝑈 𝑥 = 𝑓1 𝑥 + 2𝑓2 𝑥 𝑦0 dan bentuk solusi umum persamaan 

Riccati: 

 

 

untuk  

 

𝑦 = 𝑦(𝑥) didefinisikan sebagai solusi umum persamaan Riccati dan 𝐶 

sebarang konstanta. 

Berikut ini akan dijabarkan eksistensi solusi umum bentuk ketiga sebagai 

berikut: 

Didefinisikan persamaan Riccati (3.11) 

 

dan 

(3.46) 

untuk 𝑤 = 𝑤 𝑥 .  

Turunan persamaan (3.46) 
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𝑦0
′ − 𝑤−2𝑤 ′ = 𝑓2 𝑥  𝑦0 +

1

𝑤
 

2

+ 𝑓1 𝑥  𝑦0 +
1

𝑤
 + 𝑓0 𝑥  

= 𝑓2 𝑥  𝑦0
2 + 2𝑤−1𝑦0 + 𝑤−2 + 𝑓1 𝑥  𝑦0 + 𝑤−1 + 𝑓0 𝑥  

−𝑤−2𝑤 ′ = 𝑓2 𝑥  2𝑤−1𝑦0 + 𝑤−2 + 𝑓1 𝑥 𝑤−1. 

𝑦0
′ = 𝑓2 𝑥 𝑦0

2 + 𝑓1 𝑥 𝑦0 + 𝑓0 𝑥 . 

−𝑤 ′ =  𝑓1 𝑥 + 2𝑓2 𝑥 𝑦0 𝑤 + 𝑓2 𝑥 . 

 

 𝑤′ +  𝑓2(𝑥) + 𝑈(𝑥)𝑤 = 0 

  𝑓2(𝑥) + 𝑈(𝑥)𝑤 𝑑𝑥 + 𝑑𝑤 = 0. 

        = 𝑦0
′ − 𝑤−2𝑤′ 

 

   𝑦′ = 𝑦0
′ +

0. 𝑤 − 1.
𝑑𝑤
𝑑𝑥

𝑤2
 

        = 𝑦0
′ −

𝑑𝑤

𝑤2𝑑𝑥
 

 

 

 

(3.47) 

Subtitusi persamaan (3.46) ke persamaan Riccati (3.11) 

 

 

(3.48) 

untuk 𝑦0 = 𝑦0 𝑥 . Persamaan (3.48) dapat direduksi menjadi 

(3.49) 

Karena 𝑦0 yaitu solusi partukular persamaan Riccati (3.11) maka dari persamaan 

(3.48) diperoleh 

 

Jika mengalikan masing-masing sisi dari persamaan (3.49) dengan 𝑤2, maka 

persamaan (3.49) menjadi 

(3.50) 

Jika memisalkan 𝑓1 𝑥 + 2𝑓2 𝑥 𝑦0 = 𝑈 𝑥  dan −𝑤 ′  dipindah ke ruas kanan 

maka persamaan (3.50) menjadi 

(3.51) 

Persamaan (3.51) yaitu persamaan diferensial biasa linier dan dapat ditulis 

menjadi 

(3.52) 
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𝑀 𝑥, 𝑤 𝑑𝑥 + 𝑁 𝑥, 𝑤 𝑑𝑤 = 0. 

𝜕𝑀(𝑥, 𝑤)

𝜕𝑤
= 𝑈 𝑥 ,    

𝜕𝑁(𝑥, 𝑤)

𝜕𝑥
= 0. 

𝜕𝑀(𝑥, 𝑤)

𝜕𝑤
≠

𝜕𝑁(𝑥, 𝑤)

𝜕𝑥
 

  Ψ(𝑥)𝑓2(𝑥) + Ψ(𝑥)𝑈(𝑥)𝑤 𝑑𝑥 + Ψ(𝑥)𝑑𝑤 = 0. 

 

𝜕

𝜕𝑤
  Ψ(𝑥)𝑓

2
(𝑥) + Ψ(𝑥)𝑈(𝑥)𝑤 =

𝜕

𝜕𝑥
 Ψ 𝑥   

Ψ 𝑥 𝑈 𝑥 =
𝑑

𝑑𝑥
 Ψ 𝑥  . 

Ψ𝑈 𝑥 =
𝑑Ψ

𝑑𝑥
 

Jika memisalkan 𝑀 𝑥, 𝑤 =   𝑓2(𝑥) + 𝑈(𝑥)𝑤  dan 𝑁 𝑥, 𝑤 = 1, maka 

persamaan (3.52) menjadi 

 

yang disebut persamaan diferensial biasa eksak. Sedemikian sehingga diperoleh 

 

Karena 

 

maka persamaan (3.52) tidak eksak kecuali jika 𝑈 𝑥 = 0. Jika mengalikan 

masing-masing sisi dari persamaan (3.52) dengan Ψ(𝑥) sebagai  fungsi yang tidak 

diketahui terhadap 𝑥, maka diperoleh 

(3.53) 

Dengan mendefinikan Ψ(𝑥) sebagai faktor integrasi yang bergantung 𝑥 terhadap 

persamaan (3.53) jika dan hanya jika persamaan (3.53) adalah eksak, sehingga 

jika dan hanya jika 

 

atau 

(3.54) 

Persamaan (3.54) dapat dinyatakan 

 

 

untuk Ψ = Ψ(𝑥).  
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ln Ψ =  𝑈 𝑥 𝑑𝑥 

 

Ψ 𝑥 = exp   𝑈(𝑥) 𝑑𝑥  

 

Ψ 𝑥 𝑑𝑤 = (−1)Ψ(𝑥)  𝑓
2

(𝑥) + 𝑈(𝑥)𝑤 𝑑𝑥 

                   = −Ψ 𝑥  𝑓2 𝑥  𝑑𝑥 − Ψ 𝑥 𝑈𝑤 𝑑𝑥 

 

Ψ 𝑥 𝑤′ + Ψ 𝑥 𝑈 𝑥 𝑤 = −Ψ 𝑥  𝑓
2
 𝑥 . 

 

Ψ 𝑥 = exp   𝑈(𝑥) 𝑑𝑥  

𝑤 ′exp   𝑈(𝑥) 𝑑𝑥 + exp   𝑈 𝑥 𝑑𝑥 𝑈 𝑥 𝑤 =  −1  exp   𝑈(𝑥) 𝑑𝑥 𝑓2 𝑥  

𝑑

𝑑𝑥
 𝑤 exp   𝑈(𝑥) 𝑑𝑥  =  −1  exp   𝑈(𝑥) 𝑑𝑥 𝑓

2
 𝑥  

𝑑  𝑤 exp   𝑈(𝑥) 𝑑𝑥  =  −1  exp   𝑈(𝑥) 𝑑𝑥 𝑓
2
 𝑥 𝑑𝑥. 

𝑑Ψ

Ψ
= 𝑈 𝑥 𝑑𝑥 

Jika peubah-peubah dari persamaan (3.54) dinyatakan terpisah maka 

(3.55) 

yang disebut persamaan diferensial dengan peubah terpisah. Jika masing-masing 

sisi persamaan (3.55) diintegralkan diperoleh 

 

maka 

(3.56) 

Di mana Ψ > 0. Persamaan (3.56) merupakan solusi dari persamaan (3.54). 

Persamaan (3.53) dapat dinyatakan 

 

 

kedua ruas dibagi dengan 𝑑𝑥 

(3.57) 

Karena  

 

maka persamaan (3.57) menjadi 

 

atau 

 

 

kedua ruas dikalikan dengan 𝑑𝑥 

 

(3.58) 
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exp   𝑈(𝑥) 𝑑𝑥 𝑤 = (−1)  exp   𝑈(𝑥) 𝑑𝑥 𝑓
2
 𝑥 𝑑𝑥 + 𝐶. 

 

exp  −  𝑈(𝑥) 𝑑𝑥  

𝑤 𝑥 =  −1  exp  − 𝑈(𝑥) 𝑑𝑥  exp   𝑈(𝑥) 𝑑𝑥 𝑓
2
 𝑥 𝑑𝑥 + 𝐶 exp  −  𝑈(𝑥) 𝑑𝑥  

𝑤 𝑥 = 𝐶 exp  − 𝑈 𝑥 𝑑𝑥 − exp  − 𝑈(𝑥) 𝑑𝑥  Ψ 𝑥 𝑓
2
 𝑥 𝑑𝑥. 

 𝑦 − 𝑦0 𝑤 = 1. 

 𝑦 − 𝑦0  𝐶 exp  − 𝑈(𝑥) 𝑑𝑥 − exp  − 𝑈(𝑥) 𝑑𝑥  Ψ 𝑥 𝑓2 𝑥 𝑑𝑥 = 1. 

 

exp   𝑈(𝑥) 𝑑𝑥  

 

 𝑦 − 𝑦0  𝐶 −  Ψ 𝑥 𝑓2 𝑥 𝑑𝑥 = exp   𝑈(𝑥) 𝑑𝑥  

 

 𝑦 𝑥 − 𝑦0  𝐶 −  Ψ 𝑥 𝑓2 𝑥 𝑑𝑥 = Ψ 𝑥 . 

Integral masing-masing sisi dari persamaan (3.58) 

(3.59) 

Jika masing-masing sisi persamaan (3.59) dikalikan dengan 

 

maka persamaan (3.59) menjadi 

  

atau jika disederhanakan menjadi 

(3.60) 

Karena 𝑦 = 𝑦0 + 𝑤−1 sehingga diperoleh 

(3.61) 

Subtitusi persamaan (3.60) ke persamaan (3.61) 

(3.62) 

Jika masing-masing sisi persamaan (3.62) dikalikan dengan  

 

maka persamaan (3.62) menjadi: 

 

atau  

 



65 
 

 

𝑦′ = 𝑓2 𝑥 𝑦2 + 𝑓1 𝑥 𝑦 + 𝑓0 𝑥 ,    𝑓2 𝑥 ≠ 0. 

𝑤 ′ − 𝑓2 𝑥 + 𝑈 𝑥 𝑤 = 0 

 𝑦 − 𝑦0  𝐶 +  Ψ 𝑥 𝑓2 𝑥 𝑑𝑥 = −Ψ 𝑥  ; 

Ψ 𝑥 = exp   𝑈(𝑥) 𝑑𝑥 . 

𝑦′ = 𝑓2 𝑥 𝑦2 + 𝑓1 𝑥 𝑦 + 𝑓0 𝑥 ,    𝑓2 𝑥 ≠ 0 

𝑦 𝑥 = 𝑦0 𝑥 − 𝑤−1 

𝑦 = 𝑦(𝑥) didefinisikan sebagai solusi umum persamaan Riccati dan 𝐶 sebarang 

konstanta.  

4. Diberikan persamaan Riccati 

 

Jika mengganti peubah terikat persamaan Riccati 𝑦 𝑥 = 𝑦0 𝑥 −  𝑤(𝑥) −1 

untuk 𝑦0 = 𝑦0(𝑥) solusi partikular, maka diperoleh persamaan diferensial 

biasa linier 

 

di mana 𝑈 𝑥 = 𝑓1 𝑥 + 2𝑓2 𝑥 𝑦0 dan solusi umum persamaan Riccati 

 

untuk 

 

 

𝑦 = 𝑦(𝑥) didefinisikan sebagai solusi umum persamaan Riccati dan 𝐶 

sebarang konstanta. 

Berikut ini akan dijabarkan eksistensi solusi umum bentuk keempat 

sebagai berikut: 

Didefinisikan persamaan Riccati (3.31) 

 

dan 

(3.63) 

𝑤 = 𝑤(𝑥).  
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𝑦0
′ +  𝑤−2𝑤 ′ = 𝑓2 𝑥  𝑦0 −

1

𝑤
 

2

+ 𝑓1 𝑥  𝑦0 −
1

𝑤
 + 𝑓0 𝑥  

= 𝑓2 𝑥  𝑦0
2 − 2𝑤−1𝑦0 + 𝑤−2 + 𝑓1 𝑥  𝑦0 − 𝑤−1 + 𝑓0 𝑥  

 

 𝑤−2𝑤 ′  = 𝑓2 𝑥  −2𝑤−1𝑦0 + 𝑤−2 − 𝑓1 𝑥 𝑤−1 

𝑦0
′ = 𝑓2 𝑥 𝑦0

2 + 𝑓1 𝑥 𝑦0 + 𝑓0 𝑥 . 

𝑤 ′ = 𝑓2 𝑥 −  𝑓1 𝑥 + 2𝑓2 𝑥 𝑦0 𝑤. 

𝑤 ′ = 𝑓
2
 𝑥 − 𝑈 𝑥 𝑤. 

 

𝑦′ = 𝑦0
′ − 𝑤−1′  

 

        = 𝑦0
′ +

𝑑

𝑑𝑥
 −

1

𝑤
  

 

           = 𝑦0
′ +

0. 𝑤 + 1.
𝑑𝑤
𝑑𝑥

𝑤2
 

           = 𝑦0
′ + 

𝑑𝑤

𝑤2𝑑𝑥
 

           = 𝑦0
′ +  𝑤−2𝑤′ 

Turunan persamaan (3.63) 

 

 

 

 

 

 

(3.64) 

Subtitusi persamaan (3.64) ke persamaan Riccati (3.11)  

 

 

 

(3.65) 

untuk 𝑦0 = 𝑦0 𝑥 . Persamaan (3.65) dapat direduksi menjadi 

(3.66) 

Karena 𝑦0 yaitu solusi partukular persamaan Riccati (3.11) maka dari persamaan 

(3.65) diperoleh 

 

Jika mengalikan masing-masing sisi dari persamaan (3.66) dengan 𝑤2, maka 

persamaan (3.66) menjadi 

  (3.67) 

Jika memisalkan 𝑓1 𝑥 + 2𝑓2 𝑥 𝑦0 = 𝑈 𝑥  maka persamaan (3.67) menjadi 

(3.68) 
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𝑀 𝑥, 𝑤 𝑑𝑥 + 𝑁 𝑥, 𝑤 𝑑𝑤 = 0 

𝜕𝑀(𝑥, 𝑤)

𝜕𝑤
= 𝑈 𝑥 ,    

𝜕𝑁(𝑥, 𝑤)

𝜕𝑥
= 0. 

𝜕𝑀(𝑥, 𝑤)

𝜕𝑤
≠

𝜕𝑁(𝑥, 𝑤)

𝜕𝑥
 

Ψ 𝑥 𝑑𝑤 +  Ψ 𝑥 𝑈 𝑥 𝑤 −   Ψ 𝑥 𝑓
2
 𝑥  𝑑𝑥 = 0. 

 

𝜕

𝜕𝑤
 Ψ 𝑥 𝑈 𝑥 𝑤 −  Ψ(𝑥)𝑓

2
(𝑥) =

𝜕

𝜕𝑥
 Ψ 𝑥   

 𝑤′ −  𝑓2(𝑥) + 𝑈(𝑥)𝑤 = 0 

𝑑𝑤 +  𝑈 𝑥 𝑤 − 𝑓2 𝑥  𝑑𝑥 = 0. 

 

Persamaan (3.68) yaitu persamaan diferensial biasa linier dan dapat ditulis 

menjadi 

 

atau  

(3.69) 

Jika memisalkan 𝑀 𝑥, 𝑤 =  𝑈 𝑥 𝑤− 𝑓
2

(𝑥)  dan 𝑁 𝑥, 𝑤 = 1, maka persamaan 

(3.69) menjadi 

 

yang disebut persamaan diferensial biasa eksak. Sedemikian sehingga diperoleh 

 

 

Karena 

 

maka persamaan (3.69) tidak eksak kecuali jika 𝑈 𝑥 = 0. Jika mengalikan 

masing-masing sisi dari persamaan (3.69) dengan Ψ(𝑥) sebagai  fungsi yang tidak 

diketahui terhadap 𝑥, maka diperoleh: 

(3.70) 

Mendefinikan Ψ(𝑥) sebagai faktor integrasi yang bergantung 𝑥 terhadap 

persamaan (3.70) jika dan hanya jika persamaan (3.70) adalah eksak, sehingga 

jika dan hanya jika 
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Ψ 𝑥 𝑈 𝑥 =
𝑑

𝑑𝑥
 Ψ 𝑥  . 

𝑑Ψ

Ψ
=  𝑈 𝑥 𝑑𝑥 

Ψ𝑈 𝑥 =
𝑑Ψ

𝑑𝑥
 

ln Ψ =  𝑈 𝑥 𝑑𝑥 

 

Ψ 𝑥 = exp   𝑈(𝑥) 𝑑𝑥  

 

Ψ 𝑥  𝑑𝑤 = Ψ 𝑥   𝑓
2
 𝑥 − 𝑈 𝑥 𝑤  𝑑𝑥 

                   = Ψ 𝑥  𝑓2 𝑥  𝑑𝑥 − Ψ 𝑥 𝑈 𝑥 𝑤 𝑑𝑥 

Ψ 𝑥 𝑤′ + Ψ 𝑥 𝑈 𝑥 𝑤 = Ψ 𝑥  𝑓
2
 𝑥 . 

 

Ψ 𝑥 = exp   𝑈(𝑥) 𝑑𝑥  

atau 

(3.71) 

Persamaan (3.71) dapat ditulis menjadi 

 

 

untuk Ψ = Ψ(𝑥). Jika peubah-peubah dari persamaan (3.71) dinyatakan terpisah 

maka 

 

(3.72) 

yang disebut persamaan diferensial dengan peubah terpisah. Jika masing-masing 

sisi dari persamaan (3.72) diintegralkan diperoleh 

 

 

maka  

(3.73) 

di mana Ψ > 0. Persamaan (3.73) merupakan solusi dari persamaan (3.71). 

Persamaan (3.70) dapat dinyatakan menjadi  

 

 

kedua ruas dibagi dengan 𝑑𝑥 

(3.74) 

Karena  
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𝑤 ′  exp   𝑈(𝑥) 𝑑𝑥 + exp   𝑈 𝑥 𝑑𝑥 𝑈 𝑥 𝑤 = exp   𝑈(𝑥) 𝑑𝑥 𝑓2 𝑥  

𝑑

𝑑𝑥
 𝑤 exp   𝑈(𝑥) 𝑑𝑥  = exp   𝑈(𝑥) 𝑑𝑥 𝑓

2
 𝑥  

𝑑  𝑤 exp   𝑈(𝑥) 𝑑𝑥  = exp   𝑈(𝑥) 𝑑𝑥 𝑓
2
 𝑥 𝑑𝑥. 

exp   𝑈(𝑥) 𝑑𝑥 𝑤 =  exp   𝑈(𝑥) 𝑑𝑥 𝑓
2
 𝑥 𝑑𝑥 + 𝐶. 

 

exp  −  𝑈(𝑥) 𝑑𝑥  

𝑤(𝑥) = exp  −  𝑈(𝑥) 𝑑𝑥  exp   𝑈(𝑥) 𝑑𝑥 𝑓
2
 𝑥 𝑑𝑥 + 𝐶 exp  −  𝑈(𝑥) 𝑑𝑥  

𝑤 𝑥 = 𝐶 exp  −  𝑈 𝑥 𝑑𝑥 + exp  − 𝑈(𝑥) 𝑑𝑥  Ψ 𝑥 𝑓
2
 𝑥 𝑑𝑥. 

 𝑦 − 𝑦0 𝑤 = −1. 

 𝑦 − 𝑦0  𝐶 exp  − 𝑈(𝑥) 𝑑𝑥 + exp  − 𝑈(𝑥) 𝑑𝑥  Ψ 𝑥 𝑓2 𝑥 𝑑𝑥 = −1. 

maka persamaan (3.74) menjadi 

 

atau 

 

kedua ruas dikali dengan 𝑑𝑥 

(3.75) 

Integral masing-masing sisi dari persamaan (3.75) diintegralkan diperoleh 

(3.76) 

Jika masing-masing sisi persamaan (3.76) dikalikan dengan  

 

maka persamaan (3.76) menjadi 

  

atau jika disederhanakan menjadi 

(3.77) 

Karena 𝑦 = 𝑦0 − 𝑤−1 sehingga diperoleh 

(3.78) 

Subtitusi persamaan (3.77) ke persamaan (3.78) maka diperoleh 

 

(3.79) 
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𝑦′ = 𝑓2 𝑥 𝑦2 + 𝑓1 𝑥 𝑦 + 𝑓0 𝑥 ,    𝑓2 𝑥 ≠ 0. 

𝑦 𝑥 =
𝐶𝑦1 + 𝑈(𝑥)𝑦2

𝐶 + 𝑈(𝑥)
. 

 

𝑈 𝑥 = exp   𝑓2(𝑦1 − 𝑦2) 𝑑𝑥  

𝑦′ = 𝑓2 𝑥 𝑦2 + 𝑓1 𝑥 𝑦 + 𝑓0 𝑥 ,    𝑓2 𝑥 ≠ 0. 

 

exp   𝑈(𝑥) 𝑑𝑥  

 

 𝑦 − 𝑦0  𝐶 +  Ψ 𝑥 𝑓2 𝑥 𝑑𝑥 =  −1  exp   𝑈(𝑥) 𝑑𝑥  

 

 𝑦 − 𝑦0  𝐶 +  Ψ 𝑥 𝑓2 𝑥 𝑑𝑥 = −Ψ 𝑥 . 

Jika masing-masing sisi persamaan (3.79) dikalikan dengan  

 

maka persamaan (3.79) menjadi 

 

atau 

 

𝑦 = 𝑦(𝑥) didefinisikan sebagai solusi umum persamaan Riccati dan 𝐶 sebarang 

konstanta.  

5. Diberikan dua solusi partikular yang berbeda yaitu 𝑦1 = 𝑦1 𝑥  dan 𝑦2 =

𝑦2 𝑥  terhadap persamaan Riccati 

 

maka solusi umum persamaan Riccati, yaitu: 

 

 

di mana 

 

dan 𝐶 sebarang konstanta (Polyanin dan Zaitsev, 2003). 

Berikut ini akan dijabarkan eksistensi solusi umum bentuk kelima sebagai 

berikut: 

Didefinisikan persamaan Riccati (3.11) 
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𝑦1
′ + 𝑢−1′ = 𝑓2 𝑥  𝑦1 +

1

𝑢
 

2

+ 𝑓1 𝑥  𝑦1 +
1

𝑢
 + 𝑓0 𝑥  

= 𝑓2 𝑥  𝑦1
2 + 2𝑢−1𝑦1 + 𝑢−2 + 𝑓1 𝑥  𝑦1 + 𝑢−1 + 𝑓0 𝑥 . 

𝑢−1′ = 𝑓2 𝑥  2𝑢−1𝑦1 + 𝑢−2 + 𝑓1 𝑥 𝑢−1 

𝑦1
′ = 𝑓2 𝑥 𝑦1

2 + 𝑓1 𝑥 𝑦1 + 𝑓0 𝑥 . 

𝑢′ = 𝑓2 𝑥  2𝑦1𝑢 + 1 + 𝑓1 𝑥 𝑢 

= 𝑓2 𝑥 +  𝑓1 𝑥 + 2𝑓2 𝑥 𝑦1 𝑢. 

𝑦2
′ + 𝑢1

−1′ = 𝑓2 𝑥  𝑦2 +
1

𝑢1
 

2

+ 𝑓1 𝑥  𝑦2 +
1

𝑢1
 + 𝑓0 𝑥  

= 𝑓2 𝑥  𝑦2
2 + 2𝑢1

−1𝑦2 + 𝑢1
−2 + 𝑓1 𝑥  𝑦2 + 𝑢1

−1 + 𝑓0 𝑥 . 

𝑢1
−1′ = 𝑓2 𝑥  2𝑢1

−1𝑦2 + 𝑢1
−2 + 𝑓1 𝑥 𝑢1

−1. 

𝑦1 = 𝑦1 𝑥  solusi partikular pertama persamaan Riccati (3.11). Dengan 

transformasi 𝑦 𝑥 = 𝑦1 𝑥 + 𝑢−1 terhadap persamaan Riccati (3.11) di mana 

𝑢 = 𝑢 𝑥  diperoleh 

 

 

(3.80) 

Persamaan (3.80) dapat direduksi menjadi 

(3.81) 

Karena 𝑦1 yaitu solusi partukular pertama persamaan Riccati (3.11) maka dari 

persamaan (3.80) diperoleh 

 

Jika mengalikan masing-masing sisi dari persamaan (3.81) dengan 𝑢2, maka 

persamaan (3.81) menjadi 

 

(3.82) 

Untuk 𝑦2 = 𝑦2 𝑥  sebagai solusi partikular kedua persamaan Riccati (3.11). 

Dengan transformasi 𝑦 𝑥 = 𝑦2 𝑥 + 𝑢1
−1 terhadap persamaan Riccati (3.11) di 

mana 𝑢1 = 𝑢1 𝑥  dan 𝑢1 ≠ 𝑢 diperoleh 

 

 

(3.83) 

Persamaan (3.83) dapat direduksi menjadi 

(3.84) 
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𝑦2
′ = 𝑓2 𝑥 𝑦2

2 + 𝑓1 𝑥 𝑦2 + 𝑓0 𝑥 . 

𝑢1
′ = 𝑓2 𝑥  2𝑦2𝑢1 + 1 + 𝑓1 𝑥 𝑢1 

= 𝑓2 𝑥 +  𝑓1 𝑥 + 2𝑓2 𝑥 𝑦2 𝑢1. 

𝑢1𝑢
′ = 𝑢1𝑓2 𝑥 + 𝑢1𝑢 𝑓1 𝑥 + 2𝑓2 𝑥 𝑦1  

𝑢𝑢1
′ = 𝑢𝑓2 𝑥 + 𝑢𝑢1 𝑓1 𝑥 + 2𝑓2 𝑥 𝑦2 . 

𝑢1𝑢
′ − 𝑢𝑢1

′ = (𝑢1 − 𝑢)𝑓2 𝑥 + 𝑢1𝑢 𝑓1 𝑥 + 2𝑓2 𝑥 𝑦1 − 𝑓1 𝑥 − 2𝑓2 𝑥 𝑦2  

 

=  𝑢1 − 𝑢 𝑓2 𝑥 + 𝑢1𝑢 2𝑓2 𝑥 𝑦1 − 2𝑓2 𝑥 𝑦2  

=  𝑢1 − 𝑢 𝑓2 𝑥 + 2𝑢1𝑢𝑓2 𝑥  𝑦1 − 𝑦2 . 

𝑢−1𝑢′ − 𝑢1
−1𝑢1

′ = 𝑓2 𝑥  𝑢−1 − 𝑢1
−1 + 2𝑓2 𝑥  𝑦1 − 𝑦2 . 

𝑢−1 = 𝑦 − 𝑦1. 

𝑢1
−1 = 𝑦 − 𝑦2. 

Karena 𝑦2 yaitu solusi partikular kedua persamaan Riccati (3.11) maka dari 

persamaan (3.83) diperoleh 

 

Jika mengalikan masing-masing sisi dari persamaan (3.84) dengan 𝑢1
2, maka 

persamaan (3.84) menjadi 

 

(3.85) 

Mengalikan masing-masing sisi dari persamaan (3.82) dengan 𝑢1 diperoleh 

(3.86) 

dan mengalikan masing-masing sisi dari persamaan (3.85) dengan 𝑢 diperoleh 

(3.87) 

Jika persamaan (3.86) dikurangi dengan persamaan (3.87) diperoleh 

 

 

(3.88) 

Dengan mengalikan persamaan (3.88) dengan  𝑢1𝑢 −1 diperoleh 

(3.89) 

Karena bentuk solusi umum persamaan Riccati (3.11) dengan solusi partikular 𝑦1, 

yaitu  𝑦 = 𝑦1 + 𝑢−1 maka diperoleh 

(3.90) 

dan bentuk solusi umum persamaan Riccati (3.11) dengan solusi partikular 𝑦2, 

yaitu 𝑦 = 𝑦2 + 𝑢1
−1 maka diproleh 

(3.91) 
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𝑢−1 − 𝑢1
−1 = 𝑦2 − 𝑦1. 

   𝑢−1𝑢′ − 𝑢1
−1𝑢1

′ = 𝑓2 𝑥 (𝑦2 − 𝑦1) + 2𝑓2 𝑥  𝑦1 − 𝑦2  

      = 𝑓2 𝑥 𝑦1 − 𝑓2 𝑥 𝑦2 

= 𝑓2 𝑥  𝑦1 − 𝑦2 . 

 

𝑢1𝑢
−2𝑢′ − 𝑢−1𝑢1

′  = 𝑓2 𝑥  𝑦1 − 𝑦2  

𝑢1𝑢
′ − 𝑢𝑢1

′

𝑢2
= 𝑓2

 𝑥  𝑦1 − 𝑦2  

 −1 
𝑑

𝑑𝑥
 
𝑢1

𝑢
 = 𝑓2

 𝑥  𝑦1 − 𝑦2 
𝑢1

𝑢
. 

 −1 
𝑑  

𝑢1
𝑢  

 
𝑢1
𝑢  

= 𝑓2
 𝑥  𝑦1 − 𝑦2 𝑑𝑥 

− 
𝑑  

𝑢1
𝑢  

 
𝑢1
𝑢  

=  𝑓2
 𝑥  𝑦1 − 𝑦2 𝑑𝑥 

− ln  
𝑢1

𝑢
 =  𝑓2

 𝑥  𝑦1 − 𝑦2 𝑑𝑥 + 𝐾 

=  𝑓2
 𝑥  𝑦1 − 𝑦2 𝑑𝑥 + 𝐾. 

                  𝑢1 =  𝑦 − 𝑦2 
−1

. 

 𝑢1
−1 −1 =  𝑦 − 𝑦2 

−1 

Persamaan (3.90) dikurangi dengan persamaan (3.91) menjadi 

(3.92) 

Subtitusi persamaan (3.92) ke persamaan (3.89) diperoleh 

 

 

(3.93) 

Jika mengalikan masing-masing sisi dari persamaan (3.93) dengan  𝑢1𝑢
−1   maka 

diperoleh: 

 

 

 

(3.94) 

 

Dengan memisahkan peubah-peubah dari persamaan (3.94) maka 

 

 

kedua ruas diintegralkan 

 

 

 

 

(3.95) 

Karena pada persamaan (3.91) 𝑢1
−1 = 𝑦 − 𝑦2 maka   

 

(3.96) 
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                  𝑢 =  𝑦 − 𝑦1 
−1

 

 𝑢−1 −1 =  𝑦 − 𝑦1 
−1 

− ln  
 𝑦 − 𝑦2 

−1

 𝑦 − 𝑦1 
−1

 =  𝑓2
 𝑥  𝑦1 − 𝑦2 𝑑𝑥 + 𝐾 

− ln  
𝑦 − 𝑦1

𝑦 − 𝑦2

 =  𝑓2
 𝑥  𝑦1 − 𝑦2 𝑑𝑥 + 𝐾. 

𝑦 − 𝑦1

𝑦 − 𝑦2

=
𝑦0 − 𝑦10

𝑦0 − 𝑦20

= 𝐶, 

(−1) ln  
𝑦 − 𝑦1

𝑦 − 𝑦2

 + ln 𝐶 =  𝑓2
 𝑥  𝑦1 − 𝑦2 𝑑𝑥 

− 𝐶𝑦 − 𝐶𝑦1 

𝑦 − 𝑦2
= exp   𝑓2

 𝑥  𝑦1 − 𝑦2 𝑑𝑥  

                            = 𝑈 𝑥  

𝐶𝑦1 − 𝐶𝑦 = 𝑈 𝑥 𝑦 − 𝑈(𝑥)𝑦2 

𝑦 𝐶 + 𝑈(𝑥) = 𝐶𝑦1 + 𝑈(𝑥)𝑦2 

(−1) ln  
𝐶𝑦 − 𝐶𝑦1

𝑦 − 𝑦2

 =  𝑓2
 𝑥  𝑦1 − 𝑦2 𝑑𝑥 

Karena pada persamaan (3.90) 𝑢−1 = 𝑦 − 𝑦1 maka 

 

(3.97) 

Subtitusi persamaan (3.96) dan (3.97) ke persamaan (3.95) diperoleh 

 

 

atau 

(3.98) 

 

Jika pada saat 𝑥 = 0 dengan                                        maka 𝐾 = ln 𝐶. Sehingga 

persamaan (3.98) menjadi 

 

 

atau 

 

 

dalam bentuk eksponen, ini menjadi 

 

   

 

sehingga diperoleh 

 

jika disederhanakan menjadi 
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𝑦 =
𝐶𝑦1 + 𝑈(𝑥)𝑦2

𝐶 + 𝑈(𝑥)
. 

𝑈 𝑥 = exp   𝑓2 𝑥  𝑦1 − 𝑦2 𝑑𝑥  

𝑦′ = 𝑓2 𝑥 𝑦2 + 𝑓1 𝑥 𝑦 + 𝑓0 𝑥 ,    𝑓2 𝑥 ≠ 0. 

𝑦 − 𝑦2

𝑦 − 𝑦1

𝑦3 − 𝑦1

𝑦3 − 𝑦2
= 𝐶 

𝑦′ = 𝑓2 𝑥 𝑦2 + 𝑓1 𝑥 𝑦 + 𝑓0 𝑥 ,    𝑓2 𝑥 ≠ 0. 

𝑦 = 𝑦1 +
1

𝑢
 

𝑦 − 𝑦1 =
1

𝑢
 

𝑢 =
1

𝑦 − 𝑦1
. 

dan, akhirnya  

 

 

di mana 

 

dan 𝐶 sebarang konstanta. 

6. Diberikan tiga solusi partikular yang berbeda-beda yaitu 𝑦1 = 𝑦1 𝑥 , 

𝑦2 = 𝑦2 𝑥 , 𝑦3 = 𝑦3 𝑥  terhadap persamaan Riccati 

 

maka solusi umum persamaan Riccati dapat ditemukan tanpa pengintegralan, 

yaitu: 

 

 

untuk 𝐶 sebarang konstanta (Polyanin dan Zaitsev, 2003). 

Berikut ini akan dijabarkan eksistensi solusi umum bentuk keenam sebagai 

berikut: 

Didefinisikan persamaan Riccati (3.11) 

 

𝑦1 = 𝑦1 𝑥  solusi partikular pertama terhadap persamaan Riccati (3.11) dan 

𝑦 = 𝑦(𝑥) adalah solusi umum persamaan Riccati (3.11) maka diperoleh 

 

 

 

(3.99) 
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𝑦 = 𝑦2 +
1

𝑢1
 

𝑦 − 𝑦2 =
1

𝑢1
 

𝑢1 =
1

𝑦 − 𝑦2
 

𝑦 = 𝑦3 +
1

𝑢2
 

𝑦 − 𝑦3 =
1

𝑢2
 

𝑢2 =
1

𝑦 − 𝑦3
 

𝑢 − 𝑢1 =
1

𝑦 − 𝑦1
−

1

𝑦 − 𝑦2
 

                      =
𝑦 − 𝑦2 −  𝑦 − 𝑦1 

 𝑦 − 𝑦1  𝑦 − 𝑦2 
 

                 =
𝑦1 − 𝑦2

 𝑦 − 𝑦1  𝑦 − 𝑦2 
. 

𝑦2 = 𝑦2 𝑥  solusi partikular kedua terhadap persamaan Riccati (3.11) dan 

𝑦 = 𝑦(𝑥) adalah solusi umum persamaan persamaan Riccati (3.11) maka 

diperoleh 

 

 

 

(3.100) 

untuk 𝑢1 ≠ 𝑢.  

𝑦3 = 𝑦3 𝑥  solusi partikular ketiga terhadap persamaan Riccati (3.11) dan 

𝑦 = 𝑦(𝑥) adalah solusi umum persamaan Riccati (3.11) maka diperoleh 

 

 

 

(3.101) 

untuk 𝑢2 ≠ 𝑢1 dan 𝑢2 ≠ 𝑢. 

Eliminasi persamaan (3.99) dengan persamaan (3.100) 

 

 

 

(3.102) 
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𝑢2 − 𝑢1 =
1

𝑦 − 𝑦3
−

1

𝑦 − 𝑦2
 

                       =
𝑦 − 𝑦2 −  𝑦 − 𝑦3 

 𝑦 − 𝑦3  𝑦 − 𝑦2 
 

 

𝑢 − 𝑢1

𝑢2 − 𝑢1
=

𝑦1 − 𝑦2

 𝑦 − 𝑦1  𝑦 − 𝑦2 
𝑦3 − 𝑦2

 𝑦 − 𝑦3  𝑦 − 𝑦2 

 

𝑢 − 𝑢1

𝑢2 − 𝑢1
= 𝐶. 

 𝑦 − 𝑦3  𝑦1 − 𝑦2 

 𝑦 − 𝑦1  𝑦3 − 𝑦2 
= 𝐶 

               =
 𝑦 − 𝑦3  𝑦1 − 𝑦2 

 𝑦 − 𝑦1  𝑦3 − 𝑦2 
. 

 

                   =
𝑦3 − 𝑦2

 𝑦 − 𝑦3  𝑦 − 𝑦2 
. 

𝑦′ = 𝑥𝑦2 + 2𝑥𝑦 + 1 

Eliminasi Persamaan (3.101) dengan persamaan (3.100)  

 

 

 

 

(3.103) 

Membagi persamaan (3.102) dengan (3.103) 

 

 

(3.104) 

Karena persamaan (3.99), (3.100), dan (3.101) memenuhi persamaan linier dan 

teorema 2.5 maka 

(3.105) 

 

Persamaan (3.105) maka persamaan (3.104) menjadi 

 

 

untuk 𝐶 sebarang konstanta. 

Berikut ini akan diberikan contoh kasus persamaan Riccati dengan 

diberikan suatu solusi partikular. Misalkan diberikan persamaan Riccati 

(3.106) 
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𝑦 𝑥 = 𝑦0 𝑥 + 𝑤 𝑥  

          = 𝑦0 𝑥 + Φ(𝑥)  𝐶 −  Φ 𝑥 𝑓2 𝑥 𝑑𝑥 
−1

 

 

 

𝑤 𝑥 =
exp 2𝑥2 

𝐶 −  exp 2𝑥2 𝑥 𝑑𝑥
 

 

𝑤 𝑥 =
exp 2𝑥2 

𝐶 −
1
4  exp 2𝑥2   4𝑥 𝑑𝑥 

 

 

   =
exp 2𝑥2 

𝐶 −
1
4  exp 𝑢  𝑑𝑢

 

 

          =
exp 2𝑥2 

𝐶 −
1
4

 exp 𝑢 + 𝐶 
 

dengan solusi partikular  𝑦0 = 𝑦0 𝑥 = 1 dan 𝑓2 𝑥 = 𝑥; 𝑓1 𝑥 = 2𝑥; 𝑓0 𝑥 = 1. 

Sesuai dengan bentuk solusi umum persamaan yang pertama, maka persamaan 

(3.106) 

 

 

 

di mana 

Φ 𝑥 = exp    2𝑓2 𝑥 𝑦0 𝑥 + 𝑓1(𝑥)  𝑑𝑥 ⁡ 

 = exp    2  𝑥  1 + (2𝑥)  𝑑𝑥  

                                      = exp   4𝑥 𝑑𝑥  

                                                   = exp 2𝑥2 . 

Sehingga diperoleh 𝑤(𝑥) 

 

 

misal 𝑢 = 2𝑥2; 𝑑𝑢 = 4𝑥 𝑑𝑥 maka 
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𝑢 𝑥 = exp  − 𝑓2 𝑥 𝑦 𝑑𝑥 , 

 

 

 

𝑦 𝑥 = 𝑦0 𝑥 + 𝑤 𝑥  

                         = 1 +
4

𝐾 exp −2𝑥2 − 1
 

 

𝑤(𝑥) =
exp 2𝑥2 

𝐶 −
1
4

 exp 2𝑥2 + 𝐶 
 

         =
exp 2𝑥2 

𝐶 −  
𝐶 + exp 2𝑥2 

4  

 

=
exp 2𝑥2 

3𝐶 − exp 2𝑥2 
4

 

                            =
4 exp 2𝑥2 

3𝐶 − exp 2𝑥2 
 

                       =
4 exp 2𝑥2 

3𝐶 − exp 2𝑥2 
∙

exp −2𝑥2 

exp −2𝑥2 
 

     =
4

3𝐶 exp −2𝑥2 − 1
 

 

𝑤 𝑥 =
4

𝐾 exp −2𝑥2 − 1
. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

karena 𝐶 sebarang konstanta maka 3𝐶 = 𝐾 di mana 𝐾 yaitu sebarang konstanta. 

Oleh karena itu diperoleh 

 

 

Sehingga diperoleh solusi umum persamaan Riccati (3.106) dengan solusi 

partikular 𝑦0 = 𝑦0 𝑥 = 1, yaitu 

 

  

 

3.2.2 Solusi Umum Persamaan Riccati Tanpa Solusi Partikular 

Solusi umum persamaan Riccati tanpa solusi partikular diperoleh melalui 

subtitusi  
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𝑓2 𝑥 𝑢′′ −  𝑓2
′ 𝑥 + 𝑓1 𝑥 𝑓2 𝑥  𝑢′ + 𝑓0 𝑥  𝑓2 𝑥  2𝑢 = 0 

𝑦′ = 𝑓2 𝑥 𝑦2 + 𝑓1 𝑥 𝑦 + 𝑓0 𝑥 ,    𝑓2 𝑥 ≠ 0 

𝑢 𝑥 = exp  − 𝑓2 𝑥 𝑦 𝑑𝑥 . 

𝐷𝑥𝑢 𝑥 = 𝐷𝑥𝑒𝑣 = 𝑒𝑣𝐷𝑥𝑣 

𝑣 = −  𝑓2 𝑥 𝑦 𝑑𝑥. 

𝑢′ = − 𝑢 𝑥 𝑓2 𝑥 𝑦. 

𝑦 𝑥 = −
𝑢′

𝑢 𝑥 𝑓2 𝑥 
 . 

𝑦′ = −
𝑢′′  𝑢 𝑓2 𝑥  −  𝑢′  𝑓2 𝑥 + 𝑢 𝑓2

′  𝑢′

𝑢2 𝑓2 𝑥  2
 

𝑦′ = 𝑓2 𝑥 𝑦2 + 𝑓1 𝑥 𝑦 + 𝑓0 𝑥 ,    𝑓2 𝑥 ≠ 0 

maka mereduksi persamaan Riccati 

 

menjadi persamaan diferensial biasa linier homogen orde dua 

 

yang sering kali lebih mudah diselesaikan dari pada persamaan Riccati yang asli. 

(Polyanin dan Zaitsev, 2003). 

Berikut ini akan dijabarkan eksistensi solusi umum sebagai berikut: 

Didefinisikan persamaan Riccati (3.11) 

 

dan 

(3.107) 

Turunan persamaan (3.107) terhadap 𝑥 

(3.108) 

 

di mana  

Subtitusi persamaan (3.107) ke persamaan (3.108) dan diturunkan terhadap 𝑥 

maka 

(3.109) 

Dari persamaan (3.109) diperoleh 

(3.110) 

Turunan persamaan (3.110) terhadap 𝑥 

 

(3.111) 

untuk 𝑢 = 𝑢(𝑥). 
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 𝑢′ 𝑓2
 𝑥 + 𝑢 𝑓2

′
 𝑢′ − 𝑢′′ 𝑢 𝑓2

 𝑥  

𝑢2 𝑓2
 𝑥  

2
= 𝑓2 𝑥 

 𝑢′ 
2

𝑢2  𝑓2
 𝑥  

2
− 𝑓1 𝑥 

𝑢′

𝑢 𝑓2 𝑥 
+ 𝑓0 𝑥  

 𝑢′ 
2
𝑓2 𝑥 + 𝑢′𝑓2

′
 𝑢 − 𝑢′′𝑓2

 𝑥  𝑢 =  𝑢′ 
2
𝑓2

 𝑥 − 𝑢′𝑓1 𝑥  𝑓2 𝑥  𝑢 + 𝑓0 𝑥    𝑓2
 𝑥  

2
 𝑢2 

 

 

 

𝑢′′ 𝑓2 𝑥  𝑢 = 𝑢′𝑓2
′
 𝑢 + 𝑢′  𝑓

1
 𝑥  𝑓

2
 𝑥  𝑢 −  𝑓0 𝑥   𝑓2 𝑥  2 𝑢2 

              =  𝑓2
′ + 𝑓

1
 𝑥  𝑓

2
 𝑥  𝑢′𝑢 −  𝑓0 𝑥   𝑓2 𝑥  2 𝑢2 

 

𝑓2 𝑥  𝑢′′ =  𝑓2
′ + 𝑓

1
 𝑥  𝑓

2
 𝑥  𝑢′ −  𝑓0 𝑥   𝑓2 𝑥  2 𝑢. 

𝑓2 𝑥 𝑢′′ −  𝑓2
′

+ 𝑓1 𝑥 𝑓2 𝑥  𝑢′ + 𝑓0 𝑥  𝑓2 𝑥  2𝑢 = 0. 

𝑦′ = − 𝑦(𝑥) 2 . 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓2 𝑥 𝑦2 𝑥 + 𝑓1 𝑥 𝑦 𝑥 + 𝑓0 𝑥  

𝑦 𝑥 = −
𝑤 ′

𝑤𝑓2 𝑥 
 

Subtitusi persamaan (3.110) dan (3.111) ke persamaan Riccati (3.11) 

 

 

kedua ruas dikali dengan 𝑢2 𝑓2 𝑥  2  

 

sehingga diperoleh 

 

 

kedua ruas dibagi dengan 𝑢 

(3.112) 

Jika sisi sebelah kanan persamaan (3.112) dipindah ke sisi sebelah kiri maka 

 

yang juga disebut persamaan diferensial biasa linier homogen orde dua (a second 

order linear homogeneous ODE). 

Berikut ini akan diberikan contoh kasus persamaan Riccati tanpa diberikan 

suatu solusi partikular. Misalkan diberikan persamaan Riccati 

(3.113) 

Persamaan (3.113) ekuivalen dengan bentuk umum persamaan Riccati 

 

untuk 𝑓2 𝑥 = −1;  𝑓1 𝑥 = 𝑓0 𝑥 = 0. 

          

Karena                              maka 
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𝑦 𝑥 =
𝑤 ′

𝑤
. 

𝑤 𝑥 = 𝑥 + 𝐶 

𝑤 ′ = 1. 

𝑦 𝑥 =
1

𝑥 + 𝐶
 

    𝑦′ =
𝑤 ′′ 𝑤 − 𝑤 ′ 2

𝑤2
 

𝑤 ′′ 𝑤 − 𝑤 ′ 2

𝑤2
= −

𝑤 ′ 2

𝑤2
 

 

  𝑤 ′′ 𝑤−1 − 𝑤 ′ 2
= −𝑤 ′ 2

 

𝑤 ′′  𝑤 −1 = 0 

           𝑤 ′′ = 0 

(3.114) 

 

Turunan persamaan (3.114)  

(3.115) 

Subtitusi persamaan (3.114) dan (3.115) ke persamaan (3.113)  

 

 

kedua ruas dikali dengan 𝑤2  

 

sehingga diperoleh 

 

(3.116) 

Solusi persamaan (3.116) 

(3.117) 

untuk  𝐶 yaitu sebarang konstanta.  

Turunan persamaan (3.117) 

 (3.118) 

Sehingga diperoleh solusi umum persamaan (3.113) dari persamaan (3.114), 

(3.117), dan (3.118) yaitu 

 

untuk  𝐶 yaitu sebarang konstanta. 
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𝑦 𝑥 = 𝑦0 + Φ 𝑥  𝐶 −  Φ 𝑥 𝑓2(𝑥) 
−1

 

             ≤ 𝑦0 + Φ 𝑥 𝑔1 𝑥  

𝑦1 𝑥 = 𝑦0 + Φ1 𝑥  𝐶 −  Φ1 𝑥 𝑓2(𝑥) 
−1

 

             ≤ 𝑦0 + Φ1 𝑥 𝑔2 𝑥  

 𝑦 𝑥 − 𝑦1(𝑥) =  Φ 𝑥 𝑔1 𝑥 − Φ1 𝑥 𝑔2 𝑥   

                             ≤  Φ 𝑥 𝑔1 𝑥 − Φ1 𝑥 𝑔2 𝑥   

 

 𝑦 𝑥 − 𝑦1(𝑥) ≤ 𝐾 Φ 𝑥 𝑔1 𝑥 − Φ1 𝑥 𝑔2 𝑥   

 𝑦 𝑥 − 𝑦1(𝑥) ≤ 0 

3.3 Analisis Ketunggalan Solusi Umum Persamaan Riccati 

Diberikan solusi umum persamaan Riccati bentuk pertama 

 

(3.119) 

 

Andaikan ada 𝑦1(𝑥) yaitu solusi umum persamaan Riccati lain selain 𝑦(𝑥) dan 

didefinisikan 

 

(3.120) 

 

Ambil modulus beda dari persamaan (3.119) dan (3.120) 

 

(3.121) 

Sesuai kondisi Lipschitz maka 

 Φ 𝑥 𝑔
1
 𝑥 − Φ1 𝑥 𝑔2

 𝑥  ≤ 𝐾 𝑦 𝑥 − 𝑦1(𝑥)  

sehingga persamaan (3.121) menjadi 

 

 di mana 𝐾 > 0 yaitu konstanta Lipschitz. Dengan menggunakan ketaksamaan 

Gronwall untuk fungsi nonnegatif  𝑦 𝑥 − 𝑦
1

(𝑥)  dengan 𝐿 = 0 dan 𝑔 𝑠 = 𝐾 >

0 maka diperoleh  

 

Karena modulus suatu fungsi tak pernah negatif, maka 

 

 

 𝑦 𝑥 − 𝑦1(𝑥) = 0 

                   𝑦 𝑥 = 𝑦1(𝑥) 



84 
 

 

𝑦′ = 𝑥𝑦2 + 2𝑥𝑦 + 1 

 

 

 

𝑦 𝑥 = 𝑦0 𝑥 + 𝑤 𝑥  

                         = 1 +
4

𝐾 exp −2𝑥2 − 1
 

 

 

 

𝑦 0 = 1 +
4

𝐾 exp  −2 ∙ 02
 − 1

 

        0 = 1 +
4

𝐾 ∙ 1 − 1
 

     −1 =
4

𝐾 − 1
 

       𝐾 = −3 

 

 

 

𝑦 𝑥 = 1 +
4

𝐾 exp −2𝑥2 − 1
 

                = 1 +
4

 −3 exp −2𝑥2 − 1
 

                   = 1 +
1

−1

4

 1 + 3 exp −2𝑥2  
 

        = 1 −
4

1 + 3 exp −2𝑥2 
 

3.4 Analisis Kekonvergenan Solusi Persamaan Riccati 

 Diberikan persamaan Riccati (3.106)  

 

dengan memberikan solusi partikular 𝑦0 = 𝑦0 𝑥 = 1, maka diperoleh solusi 

umum bentuk pertama yaitu:  

 

(3.122) 

  

Jika diberikan kondisi awal 𝑥 = 0 dan 𝑦 0 = 0 maka dari persamaan 

(3.122) diperoleh 

 

 

 

 

 

 

sehingga diperoleh solusi persamaan Riccati (3.106) 

  

 

 

 

 

(3.123) 
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 𝑦 𝑥 =  1 −
4

1 + 3 exp −2𝑥2 

∞

𝑥=0

  

∞

𝑥=0

 

 

          =  1 −
4

1 + 3exp −2 ∙ 02 
 +  1 −

4

1 + 3 exp −2 ∙ 12 
 

+  1 −
4

1 + 3exp −2 ∙ 22 
 +  1 −

4

1 + 3exp −2 ∙ 32 
 ⋯ 

 

            =  1 −
4

1 + 3
 +  1 −

4

1 + 0,406
 +  1 −

4

1 + 0,001
 + 

                           1 −
4

1 + 4,56 ∙ 10−8
 + ⋯ 

 

 =  1 − 1 +  1 − 2,844 +  1 − 3,996 +  1 − 3,999 + ⋯ 

 = 0 − 1,844 − 2,996 − 2,999 + ⋯ 

 = −∞ 

lim
𝑥→∞

 𝑦 𝑥 = lim
𝑥→∞

 1 −
4

1 + 3 exp −2𝑥2 

∞

𝑥=0

∞

𝑥=0

 

                       = lim
𝑥→∞

0 − 1,844 − 2,996 − 2,999 + ⋯ 

                         = −∞ 

 1 −
4

1 + 3 exp −2𝑥2 

∞

𝑥=0

 

lim
𝑥→0

 𝑆0 = 0 

lim
𝑥→0

 𝑆1 = −1,84 4 

Bentuk deret solusi persamaan (3.123) yaitu  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

Sehingga diperoleh 

 

(3.124) 

 

 

Oleh karena itu diperoleh 

 

 

yaitu divergen. Hubungan persamaan (3.124) dengan barisan jumlah parsial, yaitu 

𝑆0 = 𝑦 0 = 0 ,    

𝑆1 = 𝑦 0 + 𝑦 1 = 0 − 1,844 = −1,844 ,  
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lim
𝑥→0

 𝑆2 = −4,84 

lim
𝑥→0

 𝑆3 = −7,839 

lim
𝑥→0

 𝑆𝑥  = −∞ 

𝑆2 = 𝑦 0 + 𝑦 1 + 𝑦 2 = 0 − 1,844 − 2,996 = −4,84 ,  

𝑆3 = 𝑦 0 + 𝑦 1 + 𝑦 2 + 𝑦 3 = 0 − 1,844 − 2,996 − 2,999 = −7,839 ,  

 

⋮ 

𝑆𝑥 = 𝑦 0 + 𝑦 1 + 𝑦 2 + 𝑦 3 + ⋯ + 𝑦 𝑥 = 0 − 1,844 − 2,996 − 2,999 +

⋯ = −∞ , 

 maka  𝑆𝑥  divergen. 

3.5 Integrasi Solusi Umum Persamaan Riccati dalam Al-Qur’an  

Jika ditinjau secara Islam maka surat Ali Imran ayat 186 telah menjelaskan 

metodologi tentang sikap-sikap dalam menyelesaikan masalah atau ujian dari 

Allah. Sikap-sikap tersebut yaitu dengan bersabar, berusaha, dan bertakwa karena-

Nya seraya memohon pertolongan serta kembali kepada-Nya. Menurut Shihab 

(2007) berdasarkan pada ayat ketujuh surat Al-Mudatstsir sebagai wahyu kedua 

atau ketiga, dan riwayat lain yang diterima nabi Muhammad juga sejalan dengan 

perintah bersabar dalam menghadapi masalah atau ujian harus didasari karena 

Allah sebagaimana pada surat Ali Imran ayat 186. Beliau menafsirkan bersabar li 

Rabbik berarti bahwa yang dituntut yaitu pelaksanaan perintah Allah dengan 

penuh ketabahan dan kesabaran, apapun hasil yang dicapai. Karena ketabahan 

dalam perjuangan dapat memudar apabila diingat bahwa hasil yang ditargetkan 

terlalu besar dibandingkan dengan sarana dan prasarana yang dimiliki. Akan 

tetapi, apabila yang menjadi tujuan yaitu dengan pendekatan terhadap perjuangan 

itu sendiri-terlepas dari apapun hasilnya-maka ia akan berlanjut, apakah yang 

diharapkan itu tercapai atau tidak. Sebab, sejak semula telah dinyatakan bahwa 
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“yang dituntut yaitu pendekatan terhadap ketabahan dalam perjuangan” bukan 

“pendekatan terhadap hasil perjuangan”. 

 Sebuah aktivitas untuk menyelesaiakan suatu masalah atau yang lain 

dengan menggunakan daya fisik, pikir, kalbu, dan hidup yang dianugerahkan 

Allah disebut dengan kerja atau usaha. Dalam usaha harus keras atau maksimal 

disertai dengan pendekatan terhadap keikhlasan dalam melakukannya, dan ini 

menjadikan pelakunya tidak semata-mata mengandalkan imbalan di sini dan 

sekarang (duniawi), tetapi pandangan dan visinya harus melampui batas-batas 

kekinian dan kedisinian, yaitu mengharap ridha Allah agar bahagia di akhirat 

sana. Dari sini setiap pekerjaan hendaknya dihiasi dengan niat yang tulus, dimulai 

dengan membaca basmalah atau do’a untuk mengingatkan pelakunya tentang 

tujuan akhir yang diharapkan dari usahanya, dan menyadarkan dirinya tentang 

anugerah Allah yang menjadikannya mampu melaksanakan pekerjaan itu. Bila 

dihayati, pasti kerja-sejak proses iterasi atau aksi hingga penyelesaiannya-akan 

selalu benar, bermanfaat, dan “sesuai” atau-dengan kata lain-menjadi saleh 

(Shihab, 2007). 

Metodologi selanjutnya yang diamanatkan dari surat Ali Imran ayat 186 

yaitu tentang bertakwa. Menurut Shihab (2007) seseorang yang bertakwa 

memiliki tiga pendekatan sifat yang harus dimiliki, yaitu iman, pengamalan 

syariat, dan akhlak atau etika. Substansi iman yang dimaksud yaitu seseorang 

harus percaya, bukan karena ia tahu, tetapi karena ia tidak tahu. Jika demikian 

pada saat seseorang beriman, ia harus sadar bahwa ada hal-hal yang tidak dapat 

terjangkau oleh nalarnya. Sedangkan konsekuensi keimanan, mengantar seseorang 
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untuk lebih percaya kepada yang dijanjikan Allah, melebihi kepercayaannya 

menyangkut apa yang berada dalam genggaman tangannya sendiri. Untuk 

pendekatan terhadap pengamalan syariat salah satunya yaitu beribadah shalat 

memohon kepada-Nya yang melambangkan hubungan harmonis antara hamba 

dengan Tuhan (Allah). Sedangkan pendekatan terhadap akhlak atau etika yaitu 

berkaitan dengan pengendalian diri. Misalnya, menahan amarah, memberi maaf, 

bahkan berbuat baik terhadap yang bermasalah. 

Allah telah menjanjikan, Siapa yang bertakwa kepada Allah, Allah akan 

memberinya jalan keluar dari kesulitannya, begitu penegasan surat At-Thalaq 

ayat 2. Kemudian ayat berikutnya melanjutkan, dan memberinya rezeki dari arah 

yang dia tidak duga. Ayat keempat dalam surat yang sama menegaskan bahwa, 

Barangsiapa yang bertakwa kepada Allah, niscaya Allah menjadikan baginya 

kemudahan dalam urusannya. Sedangkan ayat kelima surat yang sama 

menyatakan, Siapa yang bertakwa kepada Allah, niscaya Allah akan mengahapus 

dosa-dosanya dan akan melipat gandakan pahala baginya (Shihab, 2007). 

Metodologi terakhir yaitu Allah sebagai wakil atau tawakkal kepada-Nya. 

Perintah tawakkal bukan berarti mengajarkan agar seseorang tidak berusaha atau 

mengabaikan hukum-hukum sebab dan akibat. Tetapi, perintah tawakkal 

bertujuan agar seseorang hidup dalam realita. Setiap manusia dituntut untuk 

berusaha keras hingga berada dalam batas-batas kemampuan, disertai dengan 

ambisinya yang meluap-luap untuk meraih sesuatu. Akan tetapi, saat gagal 

meraihnya, setiap manusia tidak boleh meronta atau berputus asa serta melupakan 

anugerah Allah yang selama ini telah mereka terima (Shihab, 2007). 
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Berdasarkan surat Ali Imran ayat 186 maka didapatkan analog tentang 

metodologi dalam penyelesaiakan masalah menurut kajian agama yang sesuai 

dengan metodologi analisis solusi umum persamaan Riccati, yaitu (1) masalah 

atau ujian dan cobaan, (2) metode-metode atau kaidah-kaidah tertentu yang syar’i 

untuk penyelesaian masalah atau ujian dan cobaan, (3) iterasi atau aksi guna 

mendapatkan penyelesaian masalah atau ujian dan cobaan, (4) memperoleh 

penyelesaian masalah atau ujian dan cobaan, dan (5) validasi penyelesaian yang 

diridoi Allah. 
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𝑦 𝑥 = 𝑦0 𝑥 ± Φ 𝑥  𝐶 ∓  Φ 𝑥 𝑓2 𝑥 𝑑𝑥 
−1

 

Φ 𝑥 = exp    2𝑓2 𝑥 𝑦0 𝑥 + 𝑓1(𝑥)  𝑑𝑥  

𝑤𝑥
′ ± 𝑓2 𝑥 + 𝑈 𝑥 𝑤 = 0 

 𝑦 − 𝑦0  𝐶 ∓  Ψ 𝑥 𝑓2 𝑥 𝑑𝑥 = ±Ψ 𝑥  ; 

BAB IV 

PENUTUP 

 

4.1 Kesimpulan 

Berdasarkan pembahasan dapat disimpulkan bahwa generalisasi solusi 

umum persamaan Riccati dengan beberapa solusi partikular hingga tiga solusi 

partikular, yaitu: 

1. Diberikan solusi partikular 𝑦0 = 𝑦0(𝑥) terhadap persamaan Riccati. solusi 

umum persamaan Riccati memiliki bentuk 𝑦 𝑥 = 𝑦0(𝑥) ± 𝑤(𝑥) yang dapat 

ditemukan melalui dua pengintegralan: 

  
 

dengan 

 

 

dan 𝐶 konstanta sebarang. 

2. Diberikan solusi partikular 𝑦0 = 𝑦0(𝑥) terhadap persamaan Riccati. Solusi 

umum persamaan Riccati memiliki bentuk 𝑦 𝑥 = 𝑦0(𝑥) ±  𝑤(𝑥) −1 yang 

dapat ditemukan melalui dua pengintegralan dan diperoleh persamaan 

diferensial biasa linier: 

 

di mana 𝑈 𝑥 = 𝑓1 𝑥 + 2𝑓2 𝑥 𝑦0, yaitu: 
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Ψ 𝑥 = exp   𝑈(𝑥) 𝑑𝑥  

𝑦 𝑥 =
𝐶𝑦1 + 𝑈(𝑥)𝑦2

𝐶 + 𝑈(𝑥)
 

 

𝑈 𝑥 = exp   𝑓2(𝑦1 − 𝑦2) 𝑑𝑥  

𝑦 − 𝑦2

𝑦 − 𝑦1

𝑦3 − 𝑦1

𝑦3 − 𝑦2
= 𝐶 

𝑦 𝑥 = −
𝑢′𝑥

𝑢 𝑥 𝑓2 𝑥 
 ,   

 
 

untuk 𝑦 = 𝑦(𝑥) dan 𝐶 konstanta sebarang. 

3. Diberikan 𝑦1 = 𝑦1 𝑥  dan 𝑦2 = 𝑦2 𝑥  dua solusi partikular yang berbeda 

persamaan Riccati maka solusi umum persamaan Riccati dapat ditemukan 

dengan hanya satu pengintegralan: 

 

 

di mana 

 

 

dan 𝐶 konstanta sebarang. 

4. Diberikan 𝑦1 = 𝑦1 𝑥 , 𝑦2 = 𝑦2 𝑥 , 𝑦3 = 𝑦3 𝑥  tiga solusi partikular yang 

berbeda persamaan Riccati maka solusi umum persamaan Riccati dapat 

ditemukan tanpa pengintegralan: 

 
 

untuk 𝐶 konstanta sebarang. 

Sedangkan untuk bentuk solusi umum persamaan Riccati tanpa solusi 

partikular dapat ditemukan dengan mengubah peubah terikat persamaan Riccati 

dari 𝑦 = 𝑦(𝑥) menjadi 𝑢 = 𝑢(𝑥), yaitu: 

 

 

mereduksi persamaan Riccati menjadi persamaan diferensial biasa linier homogen 

orde dua: 
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𝑓2 𝑥 𝑢𝑥𝑥
′′ −  𝑓2𝑥

′  𝑥 + 𝑓1 𝑥 𝑓2 𝑥  𝑢𝑥
′ + 𝑓0 𝑥  𝑓2 𝑥  2𝑢 = 0,  

yang sering kali lebih mudah diselesaikan daripada persamaan Riccati yang asli.  

4.2 Saran 

Berdasarkan pembahasan, peneliti memberikan saran bahwa penelitian ini 

dapat dilanjutkan:  

1. Penelitian ini dapat dikembangkan pada analisis solusi umum persamaan 

Riccati yang memuat fungsi kompleks dan domain analisis terdefinisi pada 

domain kompleks, yaitu di domain cincin atau annulus. 

2. Penelitian ini dapat dibandingkan antara solusi analitik dengan solusi numerik. 

3. Penelitian ini dapat diaplikasikan menjadi bentuk program dengan matlab atau 

software lain. 
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