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ABSTRAK

Rohmabh, Iftitahur. 2024. Energi Detour pada Graf Invers dari Grup Quaternion
Diperumum. Skripsi. Program Studi Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi,
Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (1) M.
Nafie Jauhari, M.Si. (2) Erna Herawati, M.Pd.

Kata Kunci: Grup Quaternion Diperumum, Graf Invers, Energi Detour

Grup quaternion diperumum (Q,,,) adalah grup non abelian dengan orde 4n yang dibangun
oleh dua elemen a,b yang dinotasikan {a,b} didefinisikan sebagai
Q4n ={a,bla*™ = e, b2 =a™b-a-b~! =a™1} untuk e identitas, n > 2,n € N. Graf
invers dari suatu grup adalah graf yang himpunan titiknya adalah semua anggota grup
berhingga sedemikian sehingga dua titik berbeda u dan v terhubung langsung jikau - v €
S atau v - u € S. Energi graf, khususnya energi detour, merupakan aspek penting dalam
teori graf yang menggambarkan stabilitas dan ketahanan jaringan. Penelitian ini bertujuan
untuk mengetahui formula dari energi detour pada graf invers dari grup quaternion
diperumum dengann > 2,n € N. Melalui metode analisis aljabar dan teori graf, ditemukan
bahwa energi detour dapat dihitung dengan menggunakan matriks detour dan nilai eigen
yang dihasilkan. Hasil penelitian menunjukkan bahwa formula energi detour pada graf
invers dari grup quaternion diperumum adalah Epp (T5(Q,,)) = 32n2 — 16n + 2 untuk
setiapn = 2,n € N.
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ABSTRACT

Rohmabh, Iftitahur. 2024. Detour Energy on the Inverse Graph of a Generalized
Quaternion Group. Thesis. Mathematics Study Program, Faculty of Saince and
Technology, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.
Advisors: (1) M. Nafie Jauhari, M.Si. (2) Erna Herawati, M.Pd.

Keywords: Generalized Quaternion Group, Inverse Graph, Detour Energy

A generalized quaternion group (Q,,) is a non-abelian group with a 4n order constructed
from the two elements a,b that is denoted by {a,b} defined as
Qun ={a,bla®*" =e,b> =a™b-a-b ' =a"'}  where the e is the identity,
n = 2,n € N. Theinverse graph of a group is a graph which the vertices set are all elements
of a finite group and two distinct vertices u and v are adjacent if and only if either u- v €
S or v-u € S. Graph energy, especially detour energy, is an important aspect in graph
theory that describes network stability and resistance. This study aims to determine the
formula of the detour energy in the inverse graph of the quaternion group is announced
with n > 2,n € N. Through algebra analysis methods and graph theory, it is found that
detour energy can be calculated using the detour matrix and the resulting eigen value. The
results showed that the detour energy formula in the inverse graph from the quenthernion

group was founded was Epp (s (Q4)) = 32n2 — 16n + 2 for each n > 2,n € N.
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BAB 1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Matematika merupakan bidang ilmu yang mempelajari penalaran logis dan
sistematis. Matematika memiliki banyak macam cabang ilmu di antaranya aljabar
abstrak dan matematika diskrit. Aljabar abstrak mempelajari struktur-struktur
matematika seperti ring, grup, lapangan beserta sifat-sifatnya. Sedangkan
matematika diskrit mengkaji topik-topik seperti graf, aljabar boole, relasi, dan lain-
lain (Jannah dkk., 2023). Dua topik menarik dalam aljabar abstrak dan matematika
diskrit adalah graf dan grup.

Grup adalah salah satu topik penting dalam aljabar abstrak. Grup
didefinisikan sebagai himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan operasi biner
tertutup dan asosiatif. Himpunantak kosong tersebut juga harus mempunyai elemen
identitas dan setiap elemennya mengandung invers. Grup yang operasi binemya
bersifat komutatif disebut grup abelian. Jika jumlah elemen dalam grup tersebut
berhingga maka grup itu disebut grup hingga. Sebaliknya, jika elemennya tak
hingga disebut grup tak hingga (Dummit & Foote, 2004).

Grup yang dibahas pada penelitian ini adalah grup quaternion diperumum.
Grup Quaternion pertama kali diperkenalkan oleh William Rowan Hamilton pada
tahun 1843 sebagai sistem bilangan hiperkompleks yang memperluas bilangan
kompleks ke dalam empat dimensi. Grup quaternion merupakan grup non-abelian
dengan orde 8, yang dinotasikan dengan Qg. Perkembangan lebih lanjutdalam teori

grup mengarah pada generalisasi Group quaternion, atau yang dikenal sebagai grup



quaternion diperumum yang dinotasikan dengan Q4,,. Grup quaternion diperumum
merupakan grup non-kumutatif dengan orde 4n, n = 2, dengan n adalah bilangan
bulat dengan operasi perkalian (Ma dkk., 2013). Grup quaternion tersebut dapat
diterapkan pada bentuk graf. Dengan kata lain, graf tersebut terbentuk dari grup
quaternion diperumum.

Graf G merupakan pasangan (V(G), E(G)) dengan V(G) adalah himpunan
tidak kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut titik, dan E(G) adalah
himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik berbeda di
V(G) yang disebut sisi. Banyak unsur di V(G) disebut order dari G dan
dilambangkan dengann(G) dan banyaknyaunsurdi E(G) disebutukuran dari G
dan dilambangkan dengan m(G) (Chartrand dkk., 2010).

Salah satu graf yang dapat dibentuk dengan menggabungkan struktur graf
dan grup adalah graf invers. Graf invers diperkenalkan oleh Alfuraidan dan
Zakariya, dua ilmuwan matematika, pada tahun 2017. Misalkan I' adalah grup
berhingga dan S adalah suatu himpunan yang beranggotakan unsur dari I' yang
inversnya bukan dirinya sendiri yaitu § = {u € I': u # u~'}. Graf invers dari T
dinotasikan dengan G¢(I") dan didefinisikan dengan graf yang himpunan titiknya
adalah himpunan I' dan dua elemen berbeda u dan v terhubung langsung diGg( I")
jika dan hanya jika u * v € S atau v * u € S (Alfuraidan & Zakariya, 2017).

Energigraf merupakansalah satu topik utama dalamstudi teori graf, analisis
jaringan kompleks, dan bioinformatika. Energi graf menggambarkan karakteristik
penting pada sebuah jaringan seperti kestabilan, ketahanan, modularitas, maupun
kecenderungan evolusi. Jaringan dengan energi tinggi cenderung lebih mudah

terganggu dan tidak stabil. Sedangkan jaringan dengan energi rendah memiliki alur



informasi yang optimal (Erciyes, 2023). Salah satu konsep turunan dari energi graf
adalah energi detour yang memfokuskan pada ketahanan. Pemahaman energi graf
telah berdampak luas pada berbagai bidang seperti biologi, kimia, fisika,
transportasi, dan ilmu sosial .

Dalam ayat al-Quran, Allah SWT membuat perumpamaan kalimat yang
baik bagaikan pohonyangbaik dengan akaryangteguh dancabang yang menjulang
tinggi ke langit. Graf atau jaringan bisa diibaratkan seperti pohon. Titik-titik pada
grafbagaikan cabang dan ranting pohon. Sedangkan sisi-sisi yang menghubungkan
titik bagaikan batang pohon. Konsep energi pada graf salah satunya terkait dengan
ketahanan atau kestabilan jaringan. Semakin banyak sisi atau titik cadangan yang
menghubungkan satu bagian graf dengan bagian lain, maka energi graf-Nya
semakin kecil yang berarti jaringan tersebut semakin tahan terhadap gangguan.
Dalam hal ini, prinsip ketahanan dan kestabilan menjadi keterkaitan antara konsep
energi pada graf atau jaringan dengan perumpamaan pohon yang baik dalam QS.
Ibrahim ayat 24-25.

F Y e TRt o s b Gl i s WS i O LSS

sy

‘%Yo% :)Bj&f:’(fi (i.gj.;jgﬂclé JG\;‘J\ ’AL»\ i)gia/g,ja\:‘:; 9;/\3 f}}{w‘

Artinya: tidakkah kamu memperhatikan bagaimana Allah SWT telah membuat
perumpamaan kalimat yang baik seperti pohon yang baik, akarnya kuat dan
cabangnya (menjulang) ke langit (24) (pohon) itu menghasilkan buahnya pada
setiap waktu dengan seizin tuhannya. Dan Allah SWT membuat perumpamaan itu
untuk manusia agar mereka selalu ingat. (25) (Q.S. Ibrahim: 24-25) (Kemenag,
2022).

Dalam tafsir al-Jalalain disebutkanbahwa pohonyangbaik itu seperti pohon
skurma yang akarnya kuat yang dapat menjadi fondasi dan menopang keseluruhan

strukturnya, batang dan cabangnya yang menjulang tinggi, serta buahnya selalu ada



setiap masa. Jika fondasinya kokoh, komponen-komponennya saling terhubung,
dan jalur alirannya lancar, maka struktur pohon menjadi kuat dan terhubung secara
produktif (Hikmah, 2022).

Adapun penelitian terdahulu tentang energi graf dilakukan oleh
Balakrishnan (2004) tentang konsep energi dari sebuah graf sederhana. Penelitian
lain juga dilakukan oleh Das & Mojallal (2014) tentang energi laplacian dari graf.
Selain itu, penelitian juga dilakukan oleh Ayyaswamy & Balachandran (2010)
tentang spektrum detour dari beberapa jenis graf.

Berdasarkan latar belakang tersebut, peneliti akan mengkayji topik energi
detour pada grafinvers dari grup quaternion diperumum. Topik ini menarik untuk
diteliti karena menggabungkan dua bidang matematika, yaitu aljabar melalui
struktur grup quaterniondiperumumdan teori graf. Pertama berproses padastruktur
aljabar dalam grup, kemudian berproses pada teori graf, dan selanjutnya
menggabungkan antara grup dan graf. Hasil akhir yang akan ditunjukkan dalam
penelitian ini adalah energi detour pada graf invers dari grup quaternion

diperumum.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan, rumusan masalah dalam
penelitian ini adalah bagaimana formula energi detour pada graf invers dari grup

quaternion diperumum?



1.3 Tujuan Penelitian
Sesuai dengan rumusan masalah di atas, tujuan dari penelitian ini adalah
untuk mengetahui formula dari energi detour pada graf invers dari grup quaternion

diperumum.

1.4 Manfaat penelitian
Penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat dengan menyajikan
informasi mengenai formula dari energi detour pada graf invers dari grup

quaternion diperumum.

1.5 Definisi Istilah
Istilah yang perlu didefinisikan adalah:
1.Grup quaternion diperumum merupakan grup non-abelian orde 4n (Ma dkk.,
2013).
2. Energigrafadalah jumlah darinilai mutlak seluruh nilai eigen dari graftersebut
(Balakrishnan, 2004).
3. Energi detour didefinisikan sebagai jumlah dari nilai mutlak semua nilai eigen

dari matriks detour dari graf tersebut (Ayyaswamy & Balachandran, 2010).
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KAJIAN TEORI

2.1 Grup

Definisi 2.1

Misalkan G adalah himpunan yang tidak kosong dan * adalah suatu operasi pada G.
(G,*) disebut grup jika memenuhi aksioma berikut:

1. Operasi * bersifat tertutup, artinya untuk setiap a,b € G,maka a *b € G.

2. Operasi * bersifat asosiatif, yaitu jika a, b,c € Gmaka(a * b) xc = a * (b *
c).

3. Grup mempunyai elemen identitas, artinya terdapat elemen identitas e €
G sehingga untuk setiap a EG,a*e=e *xa = a.

4. Setiap elemen mempunyai invers, artinya untuk setiap a € G terdapatb € G
sedemikian sehingga a x b = b * a = e, dengan e adalah elemen identitas
(Dummit & Foote, 2004).

Contoh 2.1
Misalkan Z adalah himpunan bilangan bulat dan + operasi penjumlahan di Z, maka
(Z, +) adalah grup sehingga berlaku sifat

1. Operasi + tertutup, karena jika di ambil a dan b di Z, maka a + b juga
merupakan elemen Z.

2. Operasi + asosiatif berlaku, karena dengan mengambil tiga elemen di Z,
misalkan q, b, ¢ € Z maka pasti berlaku (a + b) +c =a + (b +¢).

3. Zmempunyaielemen identitas yaitu 0 karena untuk setiap a € Zterdapata +

0=0+a=a.



4. Setiap a € Z mempunyai invers —a, sedemikian sehingga a + (—a) =

(—a) +a=0

2.1.1 Grup Non-Abelian
Definisi 2.2

Grup non-Abelian (atau grup tak komutatif) adalah grup yangoperasi antara
dua elemen tidak selalu menghasilkan hasil yang sama jika urutan elemen tersebut
diubah. Secara lebih sederhana, suatu grup G disebut non-Abelian jika ada dua
elemen a dan b didalam G sedemikian sehingga ab # ba (Dummit& Foote, 2004).
Contoh 2.2
Salah satu contoh grup non-Abelian adalah grup simetri pada suatu himpunan,

seperti grup permutasi S, untuk n > 3.

2.1.2 Grup Quaternion
Definisi 2.3
Grup quaternion, Qg, adalah himpunan yang terdiri atas elemen-elemen
berikut:
Qe=1{1-1i—ij,—j,k —k},
dengan aturan perkalian sebagai berikut:

1. Elemen identitas, yang berarti 1 -a = a-1 = a untuk semua a € Qg.

N

(-1D)-(-1) =1, (-1)ra=a-(—1) = —a, untuk semua a € Qg



k-i=j, i-k =—j(Dummit & Foote, 2004).
Contoh 2.3
Pada Tabel 2.1 dapat dilihat perkalian dari Qg sebagai berikut:

Tabel 2.1 Tabel Cayley pada Q
1 | -1 1 —i| J —j| k | =k

1| 1| =1 i |=i|j|—| k |-k

Karena ij # ji, maka Qg merupakan grup non-abelian dengan orde 8.

2.13 Grup Quaternion Diperumum
Definisi 2.4
Grup quaternion Qg didefinisikan oleh
Qs ={-1,i,j, k: (-1)? =1, i2=j2=k?=ijk=-1}.
Sebagai generalisasi dari Qg, grup quaternion diperumum Q4,, di definisikan sebagai
Qsn = {a,bla®® = e, b2 = qm, b-a-b™! = a1},
dengan titik e adalah elemen identitas dan n > 2. Jika n = 2, maka Q,4,, kembali
menjadi Qg. Grup @4, memiliki ordo 4n dan elemen-elemennya dapat dinyatakan

sebagai



Qun =1{a,a?,..,a*™" L e,b,ab, ..., a*"1b}
(Ma dkk., 2013).
Contoh 2.4
Untuk n = 2, grup Qg dapat dideskripsikan sebagai berikut:
Qg = {a,bla* = 1, b?%? = a?, b-a-b~1 = q71}
Berikut tabel Cayley dari Qg:

Tabel 2.2 Tabel Cayley Qg

° 1| a|a?|a®| b | ab |a?b|a®b
1 1 a | a2 | a3 | b | ab | a?b| a3b
a | a|a?|a®| 1 | ab|a’b|a3b| b

a? | a? | a® | 1 | a |a?b|a®b| b | ab
a® | a® | 1 a | a> |a3b| b | ab | a?b
b b |a3b|a?b| ab | a® | a 1 | a3
ab | ab | b |a®b|a?b| a3 | a? | a 1

a’b | a?b| ab b |a3b| 1 | a3 | a? a

ab| a3b|a?b| ab | b a 1| a3 | a?

2.2 Graf

Definisi 2.5

Graf G adalah himpunan tak kosong dan berhingga V dari objek-objek yang
disebut titik dan setiap elemen dalam himpunan E yang merupakan pasangan dua
titik berbeda {u, v} dari himpunan V disebut sisi. Graf G dinyatakan sebagai

pasangan terurut dari himpunan titik V' dan himpunan sisi E dan dapat ditulis G =
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(V, E). Untuk menegaskan bahwa V dan E merupakan himpunan titik dan sisi dari
graf G, maka dapatdituliskan sebagai V(G) dan E (G). Suatusisi {u, v} dari G dapat
dituliskan sebagai uv atau vu (Chartrand dkk., 2010).
Contoh 2.5

Graf G dengan himpunan titik V(G) = {u,v,w,x} dan himpunan sisi
E(G) = {{u, v} {u, x}, {u, w}, {v, x}, {v,w}} ditunjukkan pada Gambar 2.1 sebagai

berikut:

u v

w x

Gambar 2.1 Contoh Graf

Definisi 2.6

Misalkan u dan v adalah dua titik pada graf G, e = {u, v} adalah sisi dari
graf G, maka titik u dan v disebut terhubung langsung (adjacent) sedangkan u dan
e serta v dan e disebut terkait langsung (incident), dan titik u dan v disebut ujung
dari e (Abdussakir dkk., 2009).

Contoh 2.6

®
v e, w e, X

Gambear 2.2 Contoh Graf Terhubung dan Terkait Langsung
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Dari gambar tersebut diketahui bahwa titik yang terhubung langsung adalah v dan
w, w dan x, v dan y. Sisi e; terkait langsung dengan titik v dan w, serta sisi e,

terkait langsung dengan titik w dan x.

Definisi 2.7

Banyaknyatitik pada graf G disebut order dari ¢ dan dinotasikan dengan
n(G), sedangkan banyaknya sisi pada graf G disebut ukuran (size) dari G dan
dinotasikan dengan m(G) (Chartrand dkk., 2010).
Contoh 2.7
n(G) pada Gambar 2.2 adalah 4.

m(G) pada Gambar 2.2 adalah 4.

2.2.1 Lintasan
Definisi 2.8

Misalkan u dan v adalah titik-titik dari graf G. Jalan u — v pada graf G
adalah barisan titik-titik di ¢ yang dimulai dari tittk u dan diakhiri di titik v
sedemikian sehingga titik-titik yang berurutan di W terhubung langsung di G. Jalan
W di G dapat dituliskan sebagai

W=u=vyv,..,0p =V,

dengan v; dan v;,{adalahsisipada G untuk 0 < i < k — 1. Panjang jalan dar
W adalah banyaknya sisi yang dilalui. Jalan yang tidak mengulang titik disebut
lintasan. Banyak sisi yang dilalui dalam lintasan disebut panjang lintasan

(Chartrand dkk., 2010).
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Contoh 2.8

Uy Vy

e €3

V1 V3
Gambar 2.3 Contoh Lintasan
Misalkan W:v; — v, dengan W = vq,v,,v3,v4 maka W termasuk contoh
darijalan dan panjang darijalan W = 3. Sedangkan contoh darilintasan adalah L =

v, — U, — v3 — v, dengan panjang lintasan adalah 3.

Definisi 2.9

Lintasan Hamilton adalah lintasan yang melalui setiap titik dalam graf tepat
satu kali. Siklus Hamilton adalah siklus yang melalui setiap titik tepat satu kali.
Graf'yang memuat siklus Hamilton disebut sebagai graf Hamilton (Chartrand dkk.,
2010).

Contoh 2.9

d c
Gambar 2.4 Lintasan Hamilton

Graf K pada Gambar 2.4 ini memiliki empat titik yaitu a, b, ¢, d dan enam sisi yaitu

{{a, b}, {b, c},{c,d},{a d},{b,d}, {a, c}}. Lintasan Hamiltonnya adalah a — b —
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¢ —d. Panjang lintasan ini adalah 3 karena ada tiga sisi yang dilalui. Sedangkan

siklus Hamiltonnya adalah a —b —c—d — a.

2.2.2 Graf Terhubung
Definisi 2.10

Diberikan graf G dengan himpunan titik V(). Dua titik berbeda u dan v di
V(G) dikatakan terhubung jika terdapat lintasan dari u ke v di G. Suatu graf G
disebut graf terhubung jika setiap pasang titik u dan v yang berbeda di G terhubung
(Abdussakir dkk., 2009). Dengan kata lain, graf G terhubung jika untuk sebarang
titik u dan v di V(G) terdapat lintasan dari u ke v di G. Sebaliknya, jika ada dua
titik di G yang tidak terhubung oleh lintasan, maka G disebut graf tak terhubung
(Abdussakir dkk., 2009).

Contoh 2.10

Gl:

a b
Gambar 2.5 Contoh Graf Terhubung

Graf pada Gambar 2.5 merupakan graf terhubung, karena setiap dua titik yang

berbeda di G; dihubungkan oleh suatu lintasan.
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2.23 GraflInvers
Definisi 2.11

Misalkan (T,*) adalah grup berhingga dan S = {u € T'lu # u~1}. Graf
inversdaril atas S, dinotasikan G¢(I"), didefinisikansebagai grafdengan himpunan
titik I' dan dua titik yang berbeda u dan v terhubung langsung jika dan hanya jika
u*v €S atau v*u € S. Dengan * adalah operasi pada grup I', dan S adalah
himpunan yang berisi elemen-elemen non-self-invertible, yaitu elemen selain
identitas e yang tidak mempunyai invers terhadap dirinya sendiri pada grup
tersebut. Karena e™! = e maka e € S. Sehingga kardinalitas dari S kurang dari
kardinalitas dari I" (Alfuraidan & Zakariya, 2017).
Contoh 2.11
Perhatikan Tabel Cayley dari Qg berikut:

Tabel 2.3 Tabel Cayley dari Qg

a3 | b | ab | a?b| a3b

o 1 a a

1 1 a | a® | a3 b ab | a?b | a3b

a3 1 | ab |a?®b|a3b| b

a3 1 a |a%b|a3b| b ab

a3 1 a | a2 |a®b| b | ab | a?b

ab | ab b |a3b| a?b| a3 | a? a 1

a’b|a?b| ab | b |a3bh| 1 a3 | a? a

adb|a3b | a?b| ab b a 1| a3 | a?
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Berdasarkan Tabel 2.3 dapat diketahui invers dari setiap elemen dari grup
quaternion Qg adalah sebagai berikut:
171 =1karenalol=1
a~'=a3 karenaaoa® =a3ca=1
(a?) 1 =a?karenaa?oca?=1
(a®)1=akarenaa3oca=aoca3®=1
b~1 = a?bkarena bo a’bh = a’bob =1
(a?b) ' =b karenaa?bob=boa?h=1
(a®b)~1=ab karena alboab =aboa3b =1

Berdasarkan uraian di atas, diketahui bahwa anggota Qg yang inversnya
adalah dirinya sendiri adalah {1,a?}, sehingga S = {a, a3,b,ab,a?b,a3b}.
Himpunan titik pada Is (Qg) adalah V(Ix(Qg)) = {1, a,a?,a3,b,ab, a®b,a3b }.
Dua titik yang berbeda u dan v pada V (I'5(Qg)) akan terhubung langsung jika dan
hanyajikau o v € S atauv o u € S. Dengan demikian dapat dibentuk I'5(Qg)

yang ditunjukkan pada Gambar 2.6.

1 a3b

ﬂ3 b

Gambar 2.6 Graf Invers Qg
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2.3 Matriks
Definisi 2.12

Matriks berukuran m x n atas himpunan S adalah suatu susunan elemen-
elemen dari S dalam bentuk persegi panjang, yang disusun dalam m baris dan n

kolom. Matriks berukuran m X n, ditulis menggunakan notasi seperti berikut:

a1 a4 Ain

az; A Aan
A = .

Am1 Am2 = Omn

dengan A menunjukkan matriks dan a;; menunjukkan elemen pada baris ke-i dan

kolom ke-j dari matriks A. Matriks A disebut sebagai matriks berdimensim X n

(Gilbert & Gilbert, 2013) .

2.3.1 Matriks Persegi
Definisi 2.13
Suatu matriks berukuran n X n disebut sebagai matriks persegi berordo n.

Matriks persegi adalah matriks yang memiliki banyak baris dan kolom yang sama.
Jika matriks persegi A = [aij]nxn memiliki elemen a;; = 0 setiap i # j (yaitu,
elemen-elemen yang berada di luar diagonal utama adalah nol), maka matriks
tersebut disebut matriks diagonal (Gilbert & Gilbert, 2013).
Contoh 2.12
Beberapa contoh matriks persegi dan matriks diagonal sebagai berikut:

5 0 0 8 0 0

[O 7 0] dan [O 0 O].

0 0 -2 0 0 8
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2.3.2 Matriks Identitas
Definisi 2.14

Matriks identitas adalah matriks persegi dengan angka 1 pada diagonal
utama dan angka 0 untuk yang lain. Matriks identitas dinotasikan dengan I ataul,,
untuk matriks identitas berukuran n X n (Anton & Rorres, 2020).
Contoh 2.13
Beberapa contoh matriks identitas adalah sebagai berikut:

1 0 O
b e

2.3.3 Matriks Keterhubungan Titik
Definisi 2.15

Misalkan G adalah graf dengan order p > 1 dan ukuran m serta himpunan
titik  V(G) = {vy, vy, ..., vp}. Matriks keterhubungan titik (atau matriks
keterhubungan) dari graf G dinotasikan dengan A(G), adalah matriks berukuran
(p X p) dengan unsur pada baris ke-i dan kolom ke-j bernilai 1 jika titik v;
terhubung langsungdengan v; serta bernilai 0 jika titik v; tidak terhubung langsung
dengan titik v;. Dengan kata lain, matriks keterhubungan dari graf G dapat ditulis
A(G) = [ay], 1< i,j <p, dengan

B 1,jika {v;,v;} € E(G)
“4 =10, jika {v;, v;} & E(G)

(Chartrand dkk., 2010).
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Contoh 2.14

Misalkan G adalah graf dengan himpunan titik V(G) = {vy, v,,v3, 14} dan
himpunan sisi E(G) = {{vq,v2},{v1v3},{vy, v4}, {v2,v3}, {v3, v4}}. Maka dapat
digambarkan sebagai berikut:

vy L

U4, US
Gambar 2.7 Graf G

Matriks keterhubungan dari G adalah

011 1
1010
AG =11 1 o 1|
1010

2.34 Matriks Detour
Definisi 2.16

Matriks detour dari graf G berorde p didefinisikan sebagai matriks
berukuran p X p, dinotasikan dengan DD (G), yang unsur ke-ijnya adalah bilangan
yang menyatakan panjang lintasan terpanjang dari v; ke v; di G (Ayyaswamy &

Balachandran, 2010).
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Contoh 2.15

Graf invers dari Qg adalah dapat di gambar sebagai berikut:

= ¥ |l..
Gambar 2.8 Graf Invers Qg

Matriks detour dari graf pada Gambar 2.8 adalah sebagai berikut:

DD (Qg) =

NN NN NN NNO

NNNNNNN O
NN NN NOoO 9N
NN N EN NN N
NN NO NN
NN O NN NN
N O NN NN
ON NN

2.3.5 Determinan Matriks
Definisi 2.17
Jika A adalah matriks n X n:
1. Minor darientri a;; dinyatakan dengan M;;, didefinisikan sebagai determinan
dari sub matriks yang diperoleh dengan menghapus baris ke-i dan kolom ke-
j dari A.
M;; = det(4;;)
2. Kofaktor dari entri a;; adalah (—1) i+J kali minor tersebut.

Cij = (1) ™I M;



20

3. Determinan dari A dapatdihitung dengan menggunakan ekspansi kofaktor,
yaitu dengan menjumlahkan hasil kali entri-entri dalam suatu baris atau
kolom dengan kofaktor yang bersesuaian.

Untuk kolom ke-j:
det(A) = a;;C1j + azjCyj + -+ + ap;Cpj
Untuk baris ke-i:
det(4) = a;1Cin + apCip + -+ a;Cip

(Anton & Rorres, 2020).

Definisi 2.18

Matriks blok adalah matriks yang terdiri dari sub matriks atau blok-blok
kecil yang dihasilkan dengan membagi baris dan kolomnya secara berurutan (Hom
& Johnson, 1985).
Contoh 2.16
Pertimbangkan matriks blok 2 X 2 berikut:

A B

M:[C D

dengan A,B,C dan D adalah sub-matriks. Dalam kasus ini, A dan D harus

merupakan matriks persegi agar determinan M dapat dihitung menggunakan teknik
matriks blok.
Teorema 1

JikaM = [’21 g] dengan C = Oatau B = 0, matriks nol n x n, sehingga

A 0

M= [O D]' sebuah matriks blok-diagonal, maka determinan M dapat dihitung

sebagai det(M) = det (A) - det (D) (Sothanaphan, 2017).
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Teorema 2
: . A B . :
Jika M merupakan matriks n X ndan M = [C D]maka determinan dari M

adalah

det(M) = det A B] _ {det(A) - det(D — CA~1B) jika A memiliki invers

C D det(D) - det(A — BD~1C) jika D memiliki invers
(Novia Rahma dkk., 2019).

Teorema 3

Determinan matriks blok simetris dengan struktur [g ﬁ] dengan A danB

adalah sub-matriks persegi dengan ukuran yang sama dan dapat dinyatakan sebagai

A B

det
“lp 4

| = det (4 + B) - det (4~ B) (Hom & Johnson, 1985).

Teorema 4

Jika matriks [‘; ﬁ] maka A dan B komutatif (AB = BA), maka

determinannya dapat disederhanakan menjadi det [g ﬁ] = det (4% — B?) (Hom

& Johnson, 1985).
Contoh 2.17

Misalkan A dan B adalah:
1 2 _ 13 4
A= [2 1 B= [4 3

Matriks blok M adalah:

ol 1l-

B W N -
w s =N
N =AW
_- N W
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Untuk menentukan determinan blok matriks M, maka dapat dihitung sebagai
berikut:

det(M) = det(4 + B) - det(4 — B)

s} 4B Dol 3L

= dec|[g G|-aec[[g 5]

=(44-6-6)((-2) (-2—2-(-2)
=-20-0
=0

Sehingga determinan dari blok matriks M adalah

det(M) = det(A+ B) -det(A —B) =—-20-0 =0.

2.4 Polinomial Karakteristik
Definisi 2.19
Misalkan A adalah suatu matriks n X n. Misal p(1) adalah suatu polinom
berorde n. p(A) adalah polinomial karakteristik dari A jika dan hanya jika
p(Q) =det(A— A = A"+ ¢ A" 1+ A2+ -+ ¢

(Anton & Rorres, 2020).

2.5 Nilai Eigen dan Vektor Eigen
Definisi 2.20
Jika A adalah matriks berukuran n X n, maka suatu vektor x tidak nol di

R™ disebut sebagai vektor eigen dari A, jika Ax adalah kelipatan skalar dari x yaitu
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Ax = Ax untuk suatu skalar 4. A disebutnilai eigen dari A dan x disebut sebagai
vektor eigen yang bersesuaian dengan A (Anton & Rorres, 2020).
Contoh 2.18

Diketahui matriks I's(Qg) adalah sebagai berikut:

0 7 7 7 7 7 7 N
707 7 7 7 7 7
7 707 7 7 7 7
7 7 7 0 7 7 7 7
FS(QS)_77770777
7 7 7 7 70 7 7
7 7 7 7 7 7 0 7
7 7 7 7 7 7 7 o
Nilai eigen dari matriks I's(Qg) sebagai berikut:
det(I5(Qg) — AI) =0
0 7 7 7 7 7 7 771 A 00 00 0 0 O
707 77 7 77 loaxo0o000 00
7 707 77 77 looa000 00
777 07 7 77 looo 20000
S detl o 2 207 7 77lo oo 0 a0 0 o 79
7 77 77 07 7 looo oo 2100
7 77 77 7 07 looooo0o0 10
7 77 777 7 0 lo oo oo o0 o Al
0—1 7 7 7 7 7 7 77
7 0-1 7 7 7 7 7 7
7 7 0-1 7 7 7 7 7
7 7 7 0-1 7 7 7 7
& det| | 7 7 7 0-1 7 7 711 =0
7 7 7 7 7 0-1 7 7
7 7 7 7 7 7 0-2 7
7 7 7 7 7 7 7  0-M

Sehingga diperoleh polinomial karakteristik dan nilai eigen sebagai berikut:
det(DD(T5(Q4)) = A8 — 1372 16 — 38416 A5 — 504210 A* — 3764768 13 —
16470860 12 — 39530064 A — 40353607

atau p() =1 —-49)A+7)7
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dan nilai eigen dari matriks DD (I (QB)) adalah A; = 49 dan A, = —7 dengan

masing-masing memiliki multiplitas m(4,) = 1dan m(4,) = 7.

2.6 Energi Detour
Definisi 2.21
Energi dari suatu graf G, dinotasikan dengan E(G), didefinisikan sebagai

jumlah dari mutlak semua nilai eigen dari matriks ketetanggaan G atau

EG) =y 1l

dengan A4, ..., 4, adalah nilai eigen dari matriks ketetanggaan G (Bapat, 2010).
Energi detour diperoleh dari matriks detour G, dinotasikan Epp (G) adalah energi

yang didefinisikan sebagai

n
EDD(G) = Z |/1i|
i=1

(Abdussakir dkk., 2018).
Contoh 2.19

Berikut adalah I5(Qg).

a3 b
Gambar 2.9 Graf Invers Qg

Berdasarkan Gambar 2.9, diperoleh matriks detour dari I5(Qg) sebagai berikut:
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DD(I5(Qg)) =

NN NNNNN o
NN NNNNOoO N
NN NNNOo NN
NN NN O NN
NN NO NN
NN O NN NN
N O NN N NN
ONNNNNN N

Berdasarkan matriks detour tersebut, makadapatdicari polinomial karakteristik dan

nilai eigen dari matriks DD (I3(Qg)) sebagai berikut:

det(DD(I5(Qg)) — AI) =0

07 7 777 7 77 A000000 O
70777777 loa100000o0
77077777 looa1o00000
77707777 looo 10000

edetll, 2 2 707 7 77lo o000 a0 o0 off°
777 77077 looooo02a0o0
777 77707 loooo0oo0o021o0
7 77777 70 b oooooo A
0—-1 7 7 7 7 7 7 7
7 0-1 7 7 7 7 7 7
7 7 0—1 7 7 7 7 7
7 7 7 0-1 7 7 7 7

Sdet) | 7 7 7 0-1 7 7 7|17 °
7 7 7 7 7 0—1 7 7
7 7 7 7 7 7 0-—2 7
L 7 7 7 7 7 7 70— Al

Sehingga diperoleh polinomial karakteristik sebagai berikut:
DD(I5(Qg)) = A8 — 1372 16 — 38416 A5 — 504210 1* — 3764768 A3
— 16470860 12 — 39530064 A — 40353607
atau p() = A —-49)A +7)7
Dengan demikian, maka diperoleh bahwa nilai eigen dari matriks

DD(I(Qg)) adalah A; =49 dan 1, = —7 dengan masing-masing memiliki
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multiplitas m(4;) =1 dan m(A,) = 7. Setelah diketahui nilai eigen dari
DD(I5(Qg)), dapat dihitung energi detour dari I5(Qg) sebagai berikut:

Epp(F5 Q) = ((1 x 149D + (7 x |-71))

=49 + 49

98

Jadi, dapat diketahui bahwa energi detour dari I[';(Qg) adalah 98.

2.7 Kajian Integrasi Topik dengan al-Quran
Prinsip keseimbangan dalam fisika memilikikesamaandengan firman Allah

SWT dalam Q.S ar-Rahman ayat 7 yang berbunyi:
\.l/o % AP AP A
VPO K255 GaF sl

Artinya: langit telah dia tinggalkan dan dia telah menciptakan neraca (keadilan
dan keseimbangan). (OS. ar-Rahman:7) (Kemenag, 2022).

Kata “neraca” dapat dimaknai keseimbangan dan keadilan dalam
penciptaan langit dan bumi serta semesta alam raya oleh Allah SWT. Dalam tafsir
ibnu Katsir, disebutkan bahwa Allah SWT telah menciptakan langit dengan
ketinggian yang luar biasa, dilengkapi bintang-bintang dan planet-planet yang
tersusun rapi. Kemudian Allah SWT juga menciptakan bumi dengan segala isinya
dalam keadaan seimbang, tidak ada yang timpang sedikit pun. Hal ini menunjukkan
kesempurnaan ilmu dan keadilan Allah SWT dalam menciptakan alam semesta
(Ishag, 2004).

Pada energi graf, stabilitas struktur graf sangat bergantung pada keseimbangan
distribusi titik dan sisi serta interaksinya. Graf dengan energi rendah menunjukkan

sistem yang seimbang, di mana transformasi atau perpindahan informasi antar
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komponengrafberjalanoptimal dan lancartanpabanyak hambatan. Sedangkan graf
dengan energi tinggi mengindikasikan sistem yang tidak seimbang, distribusi
komponennya tidak merata sehingga menyebabkan terjadinya bottleneck atau
penumpukan aliran informasi yang memicu ketidakstabilan.

Prinsip kestabilan dan keseimbangan juga diperkuat dalam Hadits Arbain

yang diriwayatkan oleh Imam Muslim, yaitu:

C-a
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Artinya: dari Abu Ya’la Syaddad bin Aus radhiyallahu ‘anhu dari Rasulullah
shallahu ‘alaihiwa sallam, beliau bersabda: “Sesungguhnya Allah subhanahu wa
ta’ala telah menetapkan perbuatan ihsan (baik) pada tiap-tiap sesuatu. Jika kalian

membunuh, maka sembelihlah dengan cara yang baik, hendaklah salah seorang di
antara kalian menajamkan pisaunya dan menenangkan sembelihannya.” (HR.

Muslim) (Yahya, 2007).

Maksud dari hadits di atas adalah anjuran untuk selalu berbuat secara ihsan
dan sempurna dalam segala hal, salah satunya dengan cara seimbang dan rasional,
tidak berlebih-lebihan (Yahya, 2007). Hal ini sesuai dengan konsep energi graf
yang menganggap graf dengan distribusi yang optimal dan seimbang (energi
rendah) mencerminkan sistem yang stabil.

Allah SWT berfirman dalam QS. Ali Imron ayat 191-192 yang berbunyi:
s 3G (ols st gl o OysGEg s 25 15355 G i 032K
M i P @ o L& g @ e ooy es -
S Gl Uy €51 38 S0 35 20 B0 Ty an g S S1de G B LG

ESRA2 ;)L:J\
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Artinya: (yaitu) orang-orang yang mengingat Allah SWT sambil berdiri, duduk,
atau dalam keadaan berbaring, dan memikirkan tentang penciptaan langit dan
bumi (seraya berkata), “Ya Tuhan kami, tidaklah Engkau menciptakan semua ini
sia-sia. Maha Suci Engkau. Lindungilah kami dari azab neraka (191). Ya tuhan
kami, sesungguhnya orang yang engkau masukkan ke dalam neraka, maka engkau
benar-benar telah menghinakannya dan tidak ada seorang penolong pun bagi
orang yang zalim (192). (OS. Ali-Imron: 191-192) (Kemenag, 2022).

Dalam ayat tersebut Allah SWT mengkaji tanda-tanda kebesaran Allah
SWT pada ciptaan-Nya, termasuk hukum-hukum dan pola yang ada di alam
semesta, salah satunya berupa graf yang merupakan model jaringan kompleks.
Salah satu contohnya adalah adanya pergantian siang dan malam sebagai tanda
kebesaran-Nya menciptakan planet bumi beserta sistem yang bekerja secara
keteraturan dan hukum-hukum tertentu.

Pola siang dan malam merupakan salah satu pola alami yang terjadi di alam
semesta atas kehendak Allah SWT kemudian Allah SWT menekankan pentingnya
manusia yang diberikanakal untuk memikirkan dan mengkaji pola-pola dan hukum
alam tersebutagar dapat mengenal dan mendekatkan diri kepada penciptanya. Salah
satu cara untuk mengkaji pola dalam sistem alam adalah dengan menggunakan
metode pemodelan berupa graf atau jaringan kompleks di mana suatu sistem alam
diwakilkan oleh simpul-simpul atau titik dan hubungan yang terjadi. Dengan
mengkaji pola graf ini akan mengungkapkan karakteristik unik sistem tersebut
sehingga makin memahami hukum Allah SWT yang bekerja di alam termasuk
prinsip keseimbangan, keadilan, dan lainnya.

Dalam merancang suatu jaringan infrastruktur seperti jalan raya, rel kereta
api, jaringan pipa air, dan sebagainya, salah satu persoalan penting yang harus

diselesaikan adalah bagaimana menentukan rute terpendek yang menghubungkan
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berbagai simpul/titik penting. Prinsip dasarnya adalah efisiensi, yaitu mencari jalur
yang paling minimal jaraknya sehingga biaya dan waktu tempuh juga optimal.
Dalam ilmu komputer dan matematika, masalah ini dikaji dalam teori graf,
yaitu representasi abstrak dari jaringan, yang terdiri dari sejumlah titik/simpul
(vertex)serta sisi/penghubung (edge) diantara titik-titik itu. Untuk menemukan rute
terpendek antar dua titik tertentu, dikembangkanlah algoritma khusus seperti
Algoritma Dijkstra, Algoritma Floyd-Warshall, d1l. Dengan menerapkan metode ini
pada sebuah graf/jaringan, maka jalur terpendek yang efisien dapat diidentifikasi.
Ayat al-Quran yang berkaitan dengan efisiensi dalam menentukan jalur terpendek
berdasarkan semangat profesionalisme terdapat dalam Q.S at-Taubah ayat 105.

Allah SWT berfirman:

2
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-5 s

Artinya: Katakanlah (Nabi Muhammad), “Bekerjalah! Maka, Allah, rasul-Nya,
dan orang-orang mukmin akan melihat pekerjaanmu. Kamu akan dikembalikan
kepada (Zat) yang mengetahui yang gaib dan yang nyata. Lalu, Dia akan
memberitakan kepada kamu apa yang selama ini kamu kerjakan.” (QOS. at-Taubah:
105) (Kemenag, 2022).

Maksud dari ayat ini adalah anjuran profesionalisme dan optimalisasi amal
dalam Islam. Artinya, ketika Muslim ditugaskan mengerjakan suatu pekerjaan, ia
wajib menunaikannya dengan sungguh-sungguh dan sebaik mungkin kualitasnya.
Tidak boleh mengerjakandenganseenaknya dantanpa standar profesionalitas. Oleh
karena itu, semangat inilah yang sejalan dengan upaya mencari solusi rute/jalur

terpendek dalam sebuah jaringan infrastruktur tadi. Si Muslim berkewajiban

mendalamiilmu tentang grafdan algoritmanya, lalu menerapkannya secara optimal
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untuk bisa menemukan rute paling efisien. Dengan demikian dia telah
mengimplementasikan semangat ayat al-Quran di atas dalam kontribusi nyata di
bidang keilmuan dan teknologi.

Efisiensi dan optimalisasi yang diajarkan al-Quran mencakup pula
optimalisasi teknis seperti penentuan jalur terpendek. Keduanya saling
melengkapi dan membentuk kerangka kerja Islam dalam riset dan aplikasi
teknologi yang bermanfaat luas bagi umat manusia.

Rasulullah SAW bersabda,
doi 1§ d QW O aleg B Jo i I3t 061206 G5 o ks 22
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Artinya: "Sesungguhnya Allah SWT menyukai seorang mukmin yang berkarya
profesional.” (HR. Thabrani) (Mubarak, 2015).

Hadits ini menegaskan bahwa Allah SWT mencintai orang mukmin yang
menjalankan pekerjaannya secara profesional. Profesionalitas dalam bekerja
mencakup sikap disiplin, bertanggung jawab, teliti, serta mampu bekerja secara
efektif dan efisien (Mubarak, 2015).

Bekerja secara efisien berartimampu menyelesaikan pekerjaan dengan tepat
dan cepat tanpa membuang sumber daya. Efisiensi juga berkaitan dengan
optimalisasi, yaitu mencapai hasil terbaik dengan sumber dayaseminimal mungkin.
Konsep ini sesuai dengan energi detour pada graf yang bertujuan mencari lintasan
terpendek tanpa memutar atau melenggang jauh dari jalur optimum, sehingga
diperoleh rute paling efisien tanpa pemborosan jarak tempuh (Afandi dkk., 2019).

Dengan demikian, hadits tentang anjuran profesionalitas dalam bekerja

memiliki relevansi dengan implementasi konsep optimalisasi seperti energi detour.
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Keduanya sama-sama mendorong efisiensi dan efektivitas guna mencapai hasil
terbaik tanpa pemborosan sumber daya.

Allah SWT berfirman dalam al-Quran Surat al-Kahfi ayat 104-105.

587 30 Al ) v e Wi S3E 2R 0ed iy G s s A 0
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Artinya: (Yaitu) orang-orang yang sia-sia usahanya dalam kehidupan dunia, sedangkan
mereka mengira bahwa mereka berbuat sebaik-baiknya (104). Mereka itu adalah orang-
orang yang kufur terhadap ayat-ayat Tuhannya dan (kufur pula terhadap) pertemuan
dengan-Nya. Maka, amal mereka sia-sia dan Kami tidak memberikan penimbangan
terhadap (amal) mereka pada hari Kiamat (105). (QS. al-Kahfi: 104-105) (Kemenag,
2022).

Maksud dari ayat di atas mengisyaratkan bahwa iman yang benar kepada
Allah SWT, ayat-ayat-Nya, dan hari akhir merupakan kunci utama diterimanya
setiap amal ibadah oleh-Nya. Tanpa keimananyang lurus, maka semua amal ibadah
yang dilakukan akan menjadi sia-sia belaka, meski disangka sebagai perbuatan
yang baik.

Pada ayat 104, al-Quran menggambarkan orang-orang yang usaha dan jerih
payahnya di dunia ini menjadi sia-sia dan tidak bermanfaat, karena mereka
menyangka bahwa apa yang mereka lakukan adalah perbuatan yang baik, padahal
sebenarnya perbuatan mereka sesat dan menyimpang dari kebenaran. Kemudian
pada ayat 105, ayat tersebut menerangkan lebih detail tentang ciri-ciri orang yang
dimaksud, yaitu mereka adalah orang-orang yang mengingkari ayat-ayat Allah
SWT dan meragukan adanya hari kebangkitan atau kiamat serta kehidupan akhirat.

Karena keingkaran dan keraguannya itu, maka semua amal dan usaha

mereka di dunia menjadi sia-sia dan tidak akan mendapat pahala sedikit pun di
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akhirat nanti. Allah SWT tidak akan memberikan timbangan kebaikan sedikit pun
bagi mereka di Hari Pembalasan kelak. Hal ini menunjukkan bahwa iman yang
benar kepada Allah SWT, ayat-ayat-Nya, dan hari akhir adalah kunci diterimanya
amal ibadah seseorang. Tanpa iman yang benar, semua amal akan menjadi sia-sia
belaka.

Dengan demikian, ayat 104-105 surah al-Kahfi menjadi peringatan agar
selalu meluruskan niat dan memurnikan keimanan dalam setiap amal dan ibadah
yang dilakukan. Sebab hanya dengan keimanan yang benar, amal baru bisa bernilai
dan diterima disisi Allah SWT. Inilah esensipenting yang dapatdiambil dari firman
Allah SWT tersebut.

Allah SWT berfirman dalam Q.S. al-Isra’ ayat 26-27.
SR S THS e By v s 53 Y 2 s St i GG 0T
&YV 138 4 Hlaskl 015
Artinya: Berikanlah kepada kerabat dekat haknya, (juga kepada) orang miskin, dan
orang yang dalam perjalanan. Janganlah kamu menghambur-hamburkan
(hartamu) secara boros (26). Sesungguhnya para pemboros itu adalah saudara-

saudara setan dan setanitu sangatingkar kepada Tuhannya (27). (0S. Al-Isra’: 26-
27) (Kemenag, 2022).

Dalam QS. al-Isra'ayat26-27 memerintahkanuntuk tidak berlakuborosdan
tidak pula terlalu kikir dalam menafkahkan harta. Ayat ini memiliki relevansi yang
kuat dengan prinsip efisiensi dan efektivitas waktu, khususnya dalam konteks jarak
yang ditempuh. Ayat ini menekankan pentingnya menjaga keseimbangan dalam
pengeluaran harta, baik untuk keluarga, mustahik zakat, maupun dalam perjalanan
atau mobilitas. Dalam konteks perjalanan atau mobilitas, prinsip efisiensi dan

efektivitas waktu sangat relevan untuk di perhatikan.
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Boros atau menghambur-hamburkan harta dalam perjalanan dapat
menyebabkan pemborosan waktu dan sumber daya. Misalnya, memilih rute
transportasi yang tidak efisien, atau berlebihan dalam konsumsi selama perjalanan.
Di sisi lain, perilaku terlalu kikir atau tidak memadai dalam memfasilitasi
perjalanan juga dapat menghambat pencapaian tujuan secara efektif dan tepat
waktu. Oleh karena itu, ayat ini mengajarkan untuk mengalokasikan sumber daya
secara bijak dan terukur dalam perjalanan, agar tujuan dapat dicapai dengan efisien

dan efektif tanpa mengorbankan kebutuhan yang esensial.



BAB III

METODE PENELITIAN

3.1 Jenis Penelitian

Penelitian ini termasuk penelitian kualitatif, yaitu meneliti dalam kondisi
objek yang alami. Metode penelitian yang digunakan adalah studi pustaka, yaitu
mengumpulkan data dan informasi relevan dengan topik penelitian dari berbagai
sumber literatur seperti jurnal, buku, dan lain-lain (Handayani, 2016). Khususnya
dipelajari berbagai literatur yang membahas mengenai energi detour pada graf dari

grup, secara spesifik pada graf invers dan grup quaternion diperumum.

3.2 Pra Penelitian

Sebelum memulai penelitian, peneliti mengambil langkah awal dengan
menentukan energi detour pada graf invers dari grup quaternion diperumum
[5(Q4y) dengan n = {2,3,4,5}. Tujuannya adalah untuk memunculkan dugaan atau

konjektur awal mengenai pola umum energi detour tersebut.

3.3 Tahapan Penelitian
Metode yang digunakan dalam penelitian ini meliputi Langkah -langkah
sebagai berikut:
1. Menentukan invers dari semua unsur Qg;,,
2. Menentukan himpunan bagian S € Q,4, dengan S := {x € Q4 : x~1 # x},
3. Menentukan keterhubungan titik di I's(Q4y,),

4. Menentukan matriks detour dari I's(Q4y),

34



35

5. Menentukan polinomial karakteristik dan nilai eigen dari matriks detour pada

1-‘S (Qél—n);

6. Menentukan energi detour pada I'5(Q4n),

untuk setiapn € N,n > 2.



BAB IV

HASIL DAN PEMBAHASAN

Bab ini membahas cara menentukan formula pada graf invers dari grup
quaternion diperumum. Dalam menentukan formula, pada bagian pertama akan
ditentukan invers dari setiap elemen grup quaternion diperumum Q,,, terlebih
dahulu agar dapat menggambarkan graf invers dari grup tersebut. Setelah
menggambarkan graf invers dari grup quaternion diperumum, maka dapat
menentukan formula energi detour graf invers dari grup quaternion diperumum

dengan Q4, dengann € N,n > 2.

4.1 Energi Detour pada Graf Invers dari Grup Quarternion Diperumum
Q4n

Penelitian ini akan menentukan energi detour pada graf invers dari grup
quaternion diperumum dengan n € {2,3,4,5}. Melalui perhitungan dan analisis
sistematis untuk berbagai nilai n bertujuan untuk mengidentifikasi pola atau
keteraturan yang mungkin muncul. Pendekatan ini diharapkan dapat memunculkan
dugaan-dugaan antara struktur grup quaternion, graf inversnya, dan konsep energi
detour. Dugaan-dugaan ini dapat menjadi dasar untuk pengembangan teori lebih

lanjut dalam bidang teori graf dan aljabar abstrak.
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4.1.1 GrafInvers dari Grup Quaternion Diperumum Q4

Grup quarternion diperumum Qg adalah Qg = (a,b|a*= e b?=
a?,bab=' = a~1). Elemen-elemen dari grup quarternion diperumum Qg adalah
Qs = {1,a,a? a3,b,ab,a?b, a®b}. Berikut merupakan tabel Cayley dari Qg

Tabel 4.1 Tabel Cayley dari Qg

° 1 a | a2 | a*| b | ab | a?b| a3b

1 1 a | a? | a3 b ab | a?b | a3b

a a | a?2 | a3 1 | ab |a®b|a3b| b

a? | a® | a® | 1 a |a’b|a3b| b | ab
a® | ad® | 1 a | a® |a®b| b | ab | a®b
b b |a3b|a?b| ab | a® | a 1 | a3
ab | ab | b |a3®b|a?b| a® | a® | a 1

a’b|a’b| ab | b |a®b| 1 | a3 | a? a

alb|a3b | a?b| ab b a 1| a3 | a?

Invers dari setiap elemen dari grup quarternion diperumum adalah sebagai

berikut:

17! =1karenalol =1

a~l=a3 karenaaca®=a30a=1
(a?) 1 =a?karenaa?oa® =1
(a®)'=akarenaaloa=aoca®=1
b~' = a?’bkarena bo a’b=a’bob=1
(a?b)~'=b karenaa?bob =boa’b=1

(a®b)~1 = ab karena albhoab =aboa3bh=1
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Berdasarkan uraian di atas, diketahui bahwa anggota Qg yang inversnya
adalah dirinya sendiri adalah {1,a?}, sehingga S = {a, a3,b,ab,a?b,a3b}.
Himpunan titik pada I5(Qg) adalah V(Ix(Qg)) = {1,a,a? a3,b, ab,a®b, a3b }.
Dua titik yang berbeda u dan v pada V (I'5(Qg)) akan terhubung langsung jika dan
hanyajikauov € § atau v o u € S. Dengan demikian dapat dibentuk I'5(Qg) yang

ditunjukkan pada gambar berikut:

Gambar 4.1 I's(Qg)

Berdasarkan Gambar 4.1, dapat diperoleh matriks detour dari I5(Qg)

sebagai berikut:

DD(FS(QS) =

NNNNNNNOo
NNNNNNOoO N
NN NNNOoONN
NN NNOoO NN
NN NO N NN
NNO NN
NO NN NN
O N NN

Berdasarkan matriks detour tersebut, maka dapat dicari polinomial

karakteristik dan nilai eigen dari matriks DD (I’S (Qg)) sebagai berikut:
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det(DD(I5(Qg)) — A1) =0
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777 77707 looo0oo0o002ao0
7 77777 70 bboooooo A
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7 7 0-1 7 7 7 7 7
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e det]) 7 7 7 0-1 7 7 7 =0
7 7 7 7 7 0—1 7 7
7 7 7 7 7 7 0-1 7
L 7 7 7 7 7 7 70—

Sehingga diperoleh polinomial karakteristik sebagai berikut:
det(DD(T5(Q4n)) — A1)
= A8 — 1372 15 — 38416 1> — 504210 A* — 3764768 13 — 16470860 A2
— 39530064 1 — 40353607
atau p() =1 —-49)A +7)7
Dengan demikian, diperoleh bahwa nilai eigen dari matriks DD (FS (Qs))
adalah 4, = 49 dan A, =—7 dengan masing-masing memiliki multiplitas
m(4;) = 1 dan m(A,) = 7. Setelah diketahui nilai eigen dari DD (1"5 (Qg)) dapat
dihitung energi detour dari I'5(Qg) sebagai berikut:
Epp(Ts(Qg)) = (1 x 149D + (7 x |-71))
=49 + 49
=98

Jadi, dapat diketahui bahwa energi detour dari [c(Qg) adalah 98.



4.1.2 GrafInvers dari Grup Quaternion Diperumum Q43

Grup quarternion diperumum Q;,
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adalah Q, =(a,b|a® =e, b? =

a3,bab=1 = a~1). Elemen-elemen dari grup quarternion diperumum Q;, adalah

Q12 = {1,a,a?a3,a* a® b,ab,a’b,a3b,a*b, a®b}. Berikut merupakan tabel

Cayley dari Q5.

Tabel 4.2 Tabel Cayley Q.

o 1| a|a?|a®|a*| a®>| b | ab |a?b | a3b| a*b|a®b

1 1 a | a* | a® | a* | a5 | b | ab |a?b|a3b|a*b|a5hb
a a | a*|a® | a* | a®>| 1 | ab |a?b|a®b|a*b|a®b| b
a? | a? | a® |a* | a® | 1 a |a’b|a3b|a*b|a®b| b | ab

a® | a® | a* | a®>| 1 | a | a® |a®b|a*b|a®b| b | ab | a?b

a* | a* | a® | 1 a | a? | a® |a*b|a®b| b | ab | a?b|a3b

a®> | a5| 1 | a | a?|a® | a*|a°b| b | ab | a?b| a3b|a*b
b | b |a°h|a*b|a®b|a’b| ab | a® | a®| a | 1 | a® | a*
ab | ab | b |a®b|a*b|a®b|a?b| a* | a® | a® | a | 1 | a®
a’b| a’b| ab | b |a®b|a*b|a®b| a® | a* | a® | a® | a | 1
a®b|a®b|a’b| ab | b |a®b|a*b| 1 | a® | a* | a® | a? | a
a*h | a*b|a3b|a?b| ab | b |a®b| a 1 | a® | a*| a® | a?
a’b | a5b|a*b|a3b|a?b| ab | b | a2 | a | 1 | a5 | a* | a3

Invers dari setiap elemen dari grup quarternion diperumum adalah sebagai
berikut:

17 1=1karenalol =1
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Soa=1

a l=a® karenaaca®=a
(a®)"'=aqg*karenaa?oa*=a*oa?2 =1
(a®)"1=a3karenaadoa3 =1

(a¥)"'=a?karenaa*oca? =a?.a*=1

Soa=aca’=1

(a®)~1 = a karena a
b~ = a3bkarenaboa®b=a3bob=1
ab~1 = a*bkarena ab o a*h = a*hoab =1
(a2b)~1 = a5b karena a?boa’bh =a’boa?bh=1
(a3b)"Y=b karenaa3bob =boa3b=1
(a*b) 1= b karena a*boab =aboa*h=1
(a°b)~1 = a?b karena a°boa?b =a?boa’bh=1

Berdasarkan uraian di atas, diketahui bahwa anggota Q;, yang inversnya
adalah dirinya sendiri adalah {1,a3}, sehingga
S ={a,a?a* a®b,ab,a’b,a®b,a*b,a®b}. Himpunan titik pada graf invers
I5(Q4,) adalah V(FS(le)) ={1,a,a?, a3,a* a° b, ab,a?b,a3b,a*b,a’°b}. Dua
titik yang berbeda u dan v pada V(I"S(le)) akan terhubung langsung jika dan
hanyajikauov € § atau v o u € S. Dengan demikian dapat dibentuk I'5(Q;,) yang

ditunjukkan pada gambar berikut:

a*b

a®b

3 a’b

a* ab
5 b

Gambar 4.2 I,(Q4,)
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Berdasarkan Gambar 4.2, dapat dicari matriks detour dari I5(Q;,) sebagai

berikut:

DD(I(Qq2)) =
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Berdasarkan matriks detour tersebut, maka dapat dicari polinomial

karakteristik dan nilai eigen dari matriks DD (FS (le)) sebagai berikut:
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det(DD(1(Q12))— D) =0
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Sehingga diperoleh polinomial karakteristik sebagai berikut:
det(DD(I5(Q12)) — AI) =112 — 7986 110 — 585640 1% — 21741885 A8
— 51020968 17 — 8184611820 16 — 92603036592 A°
— 7427535226651* — 4149987936160 A3
— 154068330212994 12 — 34237400473320 A
— 34522712143931
atau p()= A —-121) A+ 111!

Dengan demikian, diperoleh bahwa nilai eigen dari matriks
DD(Iy (Q12)) adalah A4, = 121 dan A, = —11 dengan masing-masing memiliki
multiplitas m(4;) = 1 dan m(A,) = 11. Setelah diketahui nilai eigen dari
DD (I (Q1)), dapat dihitung energi detour dari I5(Q;,) sebagai berikut:
Epp (I3 (012)) = ((1 x 1121D) + (A1 x |-11D))

=121+ 121
= 242

Jadi, dapat diketahui bahwa energi detour dari I';(Q4,) adalah 242.

4.13 Graf Invers dari Grup Quaternion Diperumum Q44

Grup quarternion diperumum Q¢ adalah Q¢ = (a,b|a® =e, b? =
a*,bab™! = a~1). Elemen-elemen dari grup quarternion diperumum Q;, adalah
{1,a,a? a3,a*a®a®a’,b,ab, a?b,a®b, a*h,a’b, a®b,a’ b}. Berikut merupakan

tabel Cayley dari Q4.
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Tabel 4.3 Tabel Cayley Q4

o1 |a|a?|a®|a*|a®|a®|a’ | b | ab| a®b| a®b| a*b| a®b| a®b| a’b
1|1 |al|a®*|a®|a*|a’|a®|a’ | b |ab| a?b| a®b| a*b| a®b| a®h| a’b
a|al|a*|a®|a*|a®|a®|a’| 1 |ab|a®b a®b| a*b| a®b| a®b| a’b| b
a’ | a*|a®|a*|a®|a®|a’| 1| a |a®b| a®b| a*b| a®b| a®b| a’b| b | ab
a®|a®|a*|a®|a®|a’ | 1| a|a®|a®b|a*b| a®b| a®b| a’b| b | ab | a®b
a*|a*[a®|a®|a’” | 1 | a | a®|a®|a*b|a®h| a®b| a’b| b | ab | a®b| a®b
a’|a’|a®|a’| 1 | a |a?]| a®|a*|a®b|a®bl a’b| b | ab | a®b| a®b| a*b
a®|a®|a’| 1| a |a®|a®]| a*|a®|a®b|a’bl b | ab |a?b| a®b| a*b| a®b
a’|a’”| 1| a|a®*|a®|a*| a®|a®|a’b| b | ab | a®b| a®b| a*b| a®b| a®h
b | b |a’b| a®b| a®b| a*b| a®b| a?b| ab | a* | a® | a®*| a | 1 | a” | a® | a®
ab | ab | b | a’b| a®b| a®b| a*b| a®b| a’*b| a® | a* | a® | a? | a | 1 | a’ | a®
a’b| a®b| ab | b | a’b| a®b| a®b| a*b| a®b| a® | a® | a* | a® |a® | a | 1 | a’
a’b| a®b| a®b| ab | b | a’b| a®b| a®b| a*b| a’ | a® | a® | a* | a® |a?| a | 1
a*b| a*b| a®b| a®bl ab | b | a’b| a®h{ a®b| 1 [ a” | a®|a® |a* | a®| a?| a
a’b| a®b| a*b| a®b| a’b| ab | b | a’b{ a®b| a | 1 | a” | a® |a® |a*| a® | a®
a®b| a®b| a®p| a*b| a®b| a’*b| ab | b |a’b|a* | a | 1 |a’ |a®|a®| a*| a®
a’b| a’b| a®h| a®b| a*b| a®b| a*b| ab | b |a® |a?| a | 1 |a” |a®| a® | a*

Invers dari setiap elemen dari grup quarternion diperumum adalah sebagai

berikut:
17! =1karenalol =1

a

_1=

a’ karenaaca’=a’oca=1

(a?)~1 =qa*karena a?oqa®® =

5 _

(a3) 1 =a®karenaa3oa’® =

(a*)"1=a*karenaa*oa

(a®)~1 = a3 karena a

5o

4'=

3 —

a® =

aboa?=1
acoad =1
1

adoa®=1
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(a®)"'=a?karenaa®oa? =a?0.a°=1
(@) '=akarenaa’ca=aca’ =1
b~! = a*b karenaboa*h =a*bob=1
(a?b)~1 = a®b karena a’boa®h = a®boa?b=1
(a3b) Y =a’b karenaa3boa’b =a’boa3bh=1
(a*b)~1=b karenaa*bhob =boa*bh =1
(a5b)~! = ab karena a®boab = aboa®bh =1
(a®b)~1 = a?b karena a®boa?b = a?boa®bh=1
(@’b) ' =a3b karenaa’boa3b =a3boa’b =1

Berdasarkan uraian di atas, diketahui bahwa anggota Q¢ yang inversnya
adalah dirinya sendiri adalah {1,a%}, sehingga
S ={a,a? a3 a>aba’,b,ab,a?b,a3b, a*h,a®b, a®h,a’ b}. Himpunan titik pada
graf invers I (Q16) adalah
V(I5(Q1e) = {1,a,a%,a3,a* a5, a®a’,b,ab, a?h,a3b, a*b,a®h,a’h, a’ b}. Dua
titik yang berbeda u dan v pada V(I}(Ql6)) akan terhubung langsung jika dan
hanyajikau o v € S atau v o u € S. Dengan demikian dapat dibentuk I5(Q;¢) yang

ditunjukkan pada gambar berikut:

~,
v i
-

= )

57 A @)
A =

X YZPAA PIs N
LR AN

QR PPRZAR 4h

A IRCZEEA

TN =
RIS
DAL K

a

b
Gambar 4.3 I'5(Q4¢)
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Berdasarkan Gambar 4.3, dapat dicari matriks detour dari I5(Q;¢) sebagai

berikut:

DD(FS(QM)) =
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Berdasarkan matriks detour yang telah ditunjukkan sebelumnya, maka

dapat dicari polinomial karakteristik dan nilai eigen dari matriks DD (I's(Q14))

sebagai berikut:
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Sehingga diperoleh polinomial karakteristik sebagai berikut:
det(DD(I5(Q6)) — AI)
= 216 — 27000 A — 3780000 A3 — 276412500 A?
— 13267800000 A1 — 456080625000 A0 — 11727787500000 A°
— 230890816406250 18 — 3518336250000000 A7
— 41560346953125000 1% — 377821335937500000 A>
— 2597521684570312500 A* — 13078430859375000000 A3
— 45540964599609375000 A2 —98088231445312500000 A
—98526125335693359375
atau p(1) = (A1 —225) (A + 15)1>
Dengan demikian, diperoleh bahwa nilai eigen dari matriks DD (FS (Qlﬁ))
adalah A; = 225 dan A, = —15 dengan masing-masing memiliki multiplitas
m(1;) =1 dan m(1,) = 15. Setelah diketahui nilai eigen dari DD (I (Q16)),
dapat dihitung energi detour dari I';(Q;¢) sebagai berikut:
EDD(FS (Q16)) = ((1 x [225]) + (15 x |—15|))
= 225 + 225
= 450

Jadi, dapat diketahui bahwa energi detour dari I['4(Q,4) adalah 450.

4.14 GrafInvers dari Grup Quaternion Diperumum Q45
Grup quarternion diperumum Q,, adalah Q,y = (a,b|a'® =e, b? =
a®,bab='=a~1'). Elemen-elemen dari grup quarternion diperumum Q4

adalah
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{1,a, a2 a3 a* a> a®,a’,a® a® b, ab,a?b,a3b,a*h, a®b,a®h,a’b,adb, a’b}.
Berikut merupakan tabel Cayley dari Q5.

Tabel 4.4 Tabel Cayley Q,,

° 1| a|a?|a®|a*|a’|a®|a’”|a®|a® | b | ab| a®b| a3b| a*b| a®b| a®b| a’b| a®b| a°b

1 1| al|a?|a®|a*|a’|a®|a”|a®|a®| b | ab| a®b| a®b| a*b| a®b| a®b| a’b| a®b| a°b

a |al|la?|a®|a*|a®|a®|a” |a®]| a 1 | ab | a®b| a®b| a*b| a®b| a®b| a’b| a®b| a®b| b

a? |a?|a®|a*| a|[a®| a”|a®|a 1 | a | a®| a®b| a*b| a°b| a®b| a’b| a®b| a®b| b | ab

a® |a®|a*|a®|a®|a” | a®|a®| 1| a |a® | a®b| a*b| a®b| a®b| a’b| a®b| a®b| b | ab| a?b

a* |a* [ a’|a®|a”|a® | a®| 1 | a | a® | a® | a*b| a®b| a®b| a’b| a®b| a®b| b | ab | a®b| a®b

a’® | a’|a®|a’|a®|a®| 1| a |a?)| a® | a* | a®b| a®| a’b| a®b| a®°b| b | ab | a®b| a®b| a*b

a® [a®| a’ | a® | a 1| a|a?|a®]| a*|a® | a®b| a’b| a®b| a®b| b | ab | a?b| a®b| a*b| a®b

a’” |a’ | a® | a 1| a|a?|a®|a*| a’| a® | a’b| a®b| a®b| b | ab | a®b| a3b| a*b| a®b| a®b

at | a® | a’| 1 a (a?| a®|a*|a®]| a®| a” | a®b| a®b| b | ab | a®b| a®b| a*b| a°b| a®b| a’b

ab | ab| b | a®b| a®b| a’b| a®b| a®b| a*b| a®b| a?b| a® | a® | a* | a® [a® | a | 1 [a® | a® | a7

a®b| a®b| ab| b | a®b| a®b| a’b| a®b| a®b| a*b| a®b| a7 | a® | a® | a* [ a® | a? | a | 1 | a® | a®

a®b| a®b| a?b| ab| b | a®b| a®b| a’b| a®b| a®b| a*b| a® | a” [ a® | a® [a* | a® | a? | a | 1 | a°

a*b| a*b| a3b| a?b| ab | b a®b| a®b| a’b| a®b| a®b| a® | a® | a” | a® | a® [ a*| a® | a® | a 1

ab| a®b| a*b| a®b| a®b| ab| b | a®b| a®b| a’b| a®b| 1 | a® [ a® | a7 | a® | a® | a* | a® | a? | a

a®b| a®b| a°p| a*b| a®b| a®b| ab | b | a®b| a®b| a’b| a | 1 | a® | a® | a” | a® | a® | a* | a® | a?

a’b| a’b| a®b| a®b| a*b| a®b| a®b| ab | b | a®b| a®b| a? | a | 1 | a® [ a® | a” | a® | a® | a* | a®

a®b| a®b| a’b| a®b| a®b| a*b| a®b| a?b| ab| b | a’b| a® | a? | a 1 a®|a®|a”|a®|a’| a*

a’b| a®b| a®b| a’b| a®b| a®b| a*b| a®b| a?b| ab | b | a* | a®|a? | a [ 1 | a®| a®|a” | a® | a°

Invers dari setiap elemen dari grup quarternion diperumum adalah sebagai
berikut:

1 1=1karenalol =1

_1:

a a® karenaaoa®’ =aoca=1

(a®?)"'=aBkarenaa?oca® =aloa?=1

7 —

(a®)'=a’karenaa3oca’ =a’

0a3:1
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(a¥)"T=aqalkarenaa*oa® =aoa*=1
(a5) '=a’karenaa®oca® =1
(a®) 1 =a*karenaa®oa*=qa%*oa® =1
(a’) '=a3karenaa’ ca®=a30a’ =1
(a®) 1=a?karenaa®oa? =a20a8 =1
(a®)1=akarenaa®?ca=aca’=1
b~! = a®bkarena bo a®h=a’bob =1
(ab) 71 = a®bkarena ab o a®h = a®hoab =1
(a?b)~'=a’b karena a’boa’b =a’boa?*bh=1
(a®b)~1 = a®b karena alboalbh =alboad3bh=1
(a*h)~1 = a®b karena a*bo a’b =a’boa*h =1
(a®h) 1= b karena a®hob=boa’b=1
(a®bh)~1 = ab karena a®bhoab =aboa®h =1
(a’b)~1 = a?b karena a’b ca?b = a’boa’b=1
(a®b) 1 = a3 karena a®boa3b=a3boadbh =1
(a°b)™1 = a*b karenaa® ca*b=a*oa’b=1

Berdasarkan uraian di atas, diketahui bahwa anggota Q9 yang inversnya
adalah  dirinya  sendiri  adalah  {1,a®}, sehingga S  adalah
{a,a?,a3,a* a% a’,a® a’ b, ab,a?b,a3b,a*b, a>bh,a®h,a’b,a®b, a®b}.
Himpunan titik pada graf invers [I5(Qy) adalah V(I5(Qy)) =
{1,a, a2 a3 a* a® a® a’,a® a® b, ab,a?b,a3b,a*h,a*b,a’h,a’b,adb, a’b}.
Dua titik yang berbeda u dan v pada V (I5(Q40)) akan terhubung langsung jika dan
hanyajikauo v € S atau v o u € S. Dengan demikian dapat dibentuk I5(Q5() yang

ditunjukkan pada gambar berikut:
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Gambar 4.4 I';(Q40)

Berdasarkan Gambar 4.4, dapat dicari matriks detour dari I';(Q,,) sebagai

berikut:

19 0 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19
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19 19 19 19 19 19 0 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19
19 19 19 19 19 19 19 0 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19
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19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 0 19 19 19 19 19 19 19 19
19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 0 19 19 19 19 19 19 19
19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 0 19 19 19 19 19 19
19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 0 19 19 19 19 19
19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 0 19 19 19 19
19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 0 19 19 19
19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 0 19 19
19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 0 19
‘19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 O-
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Berdasarkan matriks detour tersebut, maka dapat dicari polinomial

karakteristik dan nilai eigen dari matriks DD (1"5 (on)) sebagai berikut:

0 19 19 19 19 19 19

© det| | 99 19 19 19
19 19 19 19
19 19 19 19
19 19 19 19
19 19 19 19
19 19 19 19
19 19 19 19
19 19 19 19
19 19 19 19
19 19 19 19

Sehingga  diperoleh

polinomial

19
19
19
19
19

19
19
19
19
19
19

19
19
19

19
19

karakteristik

M0000000000000000O00O0O
0A00000000000000O0O0O0O0O
00A00000000O0O0O0O0OO0OOOO
000A000000000000O0O0O0O
0000A00000000O0O0O0O0O0OOOO
00000A0000000000000O00O
000000A0000O0OO0O0OOO0OOOO
0000000A00000000O0O0O0O0O
00000000A00O000OO0O0OOOO
000000000A000000000O00O0
0000000000A00000O0O0O0O0O
00000000000 A0000000O00O0
000000000000A000O0O0O0O0O
00000000000 OO0OAO0OOOOO
00000000000000A000O00O0
00000000000 OOOOAOOOO
0000000000000000A000O0
000000000O0O0O0O0OOOOOOOAOO
000000000000000000O0AD
00000000000 0D0D000O0O0O0 A
19 19 19 19 19 19 19 19 T
19 19 19 19 19 19 19 19
19 19 19 19 19 19 19 19
19 19 19 19 19 19 19 19
19 19 19 19 19 19 19 19
19 19 19 19 19 19 19 19
19 19 19 19 19 19 19 19
19 19 19 19 19 19 19 19
19 19 19 19 19 19 19 19
19 19 19 19 19 19 19 19
19 19 19 19 19 19 19 19
19 19 19 19 19 19 19 19
0—-1 19 19 19 19 19 19 19
19 0—-41 19 19 19 19 19 19
19 19 0-1 19 19 19 19 19
19 19 19 0—-21 19 19 19 19
19 19 19 19 0—-21 19 19 19
19 19 19 19 19 0-—-21 19 19
19 19 19 19 19 19 0—-21 19
19 19 19 19 19 19 19 0—A
sebagai  berikut:

det(DD (I5(Q20)) — AI) = 120 — 68950 118 — 15638520 117 —

1894215735 116 — 153557755584 A> — 9117491737800 A1 —

415757623243680 A3 — 14975936053923390 112 —

433589005751586720 At — 101947614497736534004 A0 —

195657038845448632400 A° — 30669240839902407312870 A8 —

39119367335930006564160 A7 — 402603488832279650889480 A° —

3295154708596504219587744 15 — 20962479731026868361216675 1* —

99962256285994791871527360 A3 —

det(DD([5(Q))— A1) =0
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336331341462253310151076430 A2 —
712231076037712892084632440 A — 7142095693373205673756410
atau p(1) = (1 —361) (A + 19)1°
Dengan demikian, diperoleh bahwa nilai eigen dari matriks DD (FS (on))
adalah 4; = 361 dan A, = —19 dengan masing-masing memiliki multiplitas
m(4) =1 dan m(A,) = 19. Setelah diketahui nilai eigen dari DD(I5(Q5)),
dapat dihitung energi detour dari I';(Q,,) sebagai berikut:
Epp(Is(Q20)) = (@ x [361]) + (19 x | —19])
=361 + 361
= 722

Jadi, dapat diketahui bahwa energi detour dari I';(Q,,) adalah 722.

Dari proses percobaan perhitungan masing-masing energi detour dari grup

quaternion diperumum. Maka diperoleh hasil sebagai berikut:

Tabel 4.5 Tabel Energi Detour

n Qun S Epp

2 Os Qs\{1,a%} 98 = (32 X 22) — (16 X 2) + 2
3 Q12 012\{1,a3} | 242 = (32 x3%) —(16x 3) + 2
4 Q16 Qi\{1,a*} | 450 = (32 x 42) — (16 X 4) + 2
5 Q20 0,0\1,a%} | 722 =(32x52) — (16X 5) + 2

Dari penjelasan pada Tabel 4.5 diperoleh Epp (Is(Qan)) = 32n% — 16n +

2 untuk ne€{2345}. Selanjutnya akan  dibuktikan = bahwa

Epp(Ts(Qsn)) = 32n2 — 161 + 2,
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untuk setiap n € N,n > 2.

Lemma 1

Misalkan S € Q4, dan S = {x € Quu|x~1# x}. Maka S = Q4 \ {1,a™}. Vn €
N,n > 2.

Bukti:

1! =1karenal-1=1.

(a™)~1=a™karena a™ - a™ = a?" = 1.

Misalkan v € Q4, \ {1, a™}

Kasus 1: v = a! untuk suatu i € {1,2, ...,.2n — 1},i = n.

Andaikan v € Smakav -v = al - al = a? = 1. Solusi dari permasalahan tersebut
adalah 2i =0 i =0 atau i = n. Kontradiksi bahwa v € {1,a"}. Dengan
demikian a! € S untuk setiap i € {1,2,... ,2n — 1},i # n.

Kasus 2: v = a'b untuk suatu i € {0,1,2, ...,2n — 1}.

Jika v = a'b untuk suatu i € {0,1,2, ...,2n — 1}, maka

v-v =a'b-a'b

= a'balb~1bb
= ala~tiph2
= p2

N1
Sehingga (alb) ~ # a'b untuk setiap i € {0,1,2, ...,2n — 1}. Dengan demikian
a'b € S untuk setiap i € {0,1,2, ...,2n — 1}.

Jadi, terbukti bahwa S = Qg4 \ {1, a™}, untuk setiap n € N, n > 2.
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Selanjutnya akan ditentukan titik di I[5(Q4,) yang terhubung langsung
dengan {1, a"} sebagai berikut:
Lemma 2

Untuk setiap n € N, n > 2, berlaku:
1. {1,v} € E(T5(Q4y)) untuk setiap v € V(Is(Qan)) \ {1, a™}.
2. {b,v} € E(I5(Q4y,)) untuk setiap v € V(I5(Q4n ) \ {b,a™b}.
Bukti
1. {1,v} € E(T5(Q4y,)) untuk setiap v € V(I5(Q4n)) \ {1, a™}.
Misalkan v € S, artinya v € V(I5(Q4y,)) dan v # 1.
Andaikan b-v € Smaka b -v =1 atau b.v = a™.
Kasus 1: Jika b- v = 1, maka v = a™b karena
b-a®h=b-b-a*=b%-a"=a"-a*=a*" =1
Kontradiksi karena v ¢ {b,a"b}.
Kasus 2: Jika b- v = a™, maka v = b karena
b-v=a"= b2 v=a"=v=b-a"-a"=b.a’"=b
Kontradiksi karena v ¢ {b,a™b}.
Dengan demikian, b -v € S, sehingga v € {b,a™b}. Oleh karena itu,
{1,} € E(T5(Q4n)) untuk setiap v € V(I5(Q4n)) \ {1, a™}.
2. {b,v} € E(T5(Q4y,)) untuk setiap v € V(I5(Q4n ) \ {b,a™b}.
Misalkan v € S, berarti v € V(I5(Q4y,)) dan v # b.
Andaikan b-v € S, maka b-v =1 atau b.v = a™.

Kasus 1: Jika b- v = 1, maka v = a™b karena

b-a*h=b-b?-b=>b?-b?=a"* - a"=a*" =1
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Kontradiksi karena v ¢ {b,a™b}.
Kasus 2: Jika b- v = a™, maka v = b karena
b-v=a"= b2 v=a"=v=>b-a"-a"=b.a’"=b
Kontradiksi karena v € {b,a"b}.
Dengan demikian, b -v € S, sehingga v € {b,a™b}. Oleh karena itu,

{b,v} € E(Ts(Q4)) untuk setiap v € V(Is(Q4n)) \ {b, a™b}.
Sehingga dapat disimpulkan bahwa untuk setiap n € N berlaku {1,v} €
E(I5(Qen)) untuk setiap v € V(Is(Qen))\ {1,a™}, dan {b,v} € E(T5(Qan)).

untuk setiap v € V(I5(Q4n ) \ {b, a™n}.

Lemma 3
Misal n €N, n>2, dan S =V(Ix(Qsy))\{1,a"} aterhubung langsung
dengan a’/b di I5(Q4,) untuk setiap 0 < i,j < 2n — 1.
Bukti
Misalkan v € S, artinya v € V(I5(Q4y)) dan v # 1.
Andaikan a'-a’/b & S maka a’-a/b = a® atau a’ - a/b = a™
Kasus 1: a' - a’b = a°
at-alb =1
oa-al-b=1
eati-p =1
Sehingga tidak ada i, j yang memenuhi persamaan tersebut. Dengan demikian a' -

a’b €S.
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Kasus 2: a' - a/b = a”
at-alb =a*

©at-al-b=a"

©ati-p =a"
Sehingga tidak ada i, j yang memenuhi persamaan tersebut. Dengan demikian a' -
a’b €S.
Kedua kasus di atas telah menunjukkan bahwa asumsi a‘ - a/b ¢ S kontradiksi
karenal ¢ S dana™ ¢ S. Dengan demikian, terbukti bahwa a' terhubung langsung

dengan a’b di I5(Q4,) untuk setiap 0 < i,j < 2n — 1.

Selanjutnya akan ditunjukkanbahwa ada lintasan Hamilton yang digunakan
untuk mencari matriks detour dari graf invers.
Lemma 4
Terdapat lintasan Hamilton u — v, untuk setiap u, v € V(FS (Q4n)) u # v, untuk
setiap n € N.
Bukti:
Misalkan s ={1,a,a?,..,a®1'} dan t={b,ab,a?bh,..,a™'b}. Untuk
membuktikan bahwa terdapat lintasan Hamilton antara dua titik u dan v di graf
[5(Q4yn), akan dibuktikan dengan tiga kasus yang berbeda yaitu
l.u€sdanvE€tatauu€tdanv €s
2. ,VES

3.u,VEL

Akan ditunjukkan bahwa untuk setiap u, v € V(I5(Q4y)), u # v, terdapat lintasan

Hamilton u — v. Berikut ini adalah tiga kasus yang akan dibuktikan:
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Kasusl:u € sdanveEtatauuetdanves

Misalkan u € s dan v € t . Titik-titik s dinyatakan sebagai s, S1, S5, ..., Sp—1 dan

titik t dinyatakan sebagai ty, ty, ty, ..., tp—1. Denganasumsisy =u dant,,_; = v

(atau sebaliknya), berikut adalah langkah-langkah untuk menentukan lintasan

Hamiltonnya.

1. Mulai dari titik s

2. Pilih titik berikutnya dari himpunan ¢t secara acak dan tambahkan ke lintasan.

3. Secara bergantian, pilih titik berikutnya dari himpunan s atau t sampai
mencapaititik t,,_4. Hal ini mungkin karena setiap titik di s terhubung langsung
di setiap titik di t.

Berikut merupakan contoh graf u € s dan v € t.

Slv

Sz tr

53' “‘= t3
Sp—1 R Y

Gambar 4.5 Graf u €sdanv €t

Untuk unsur u € t dan v € s analog dengan pembuktian tersebut.

Kasus2: u € sdanv € s
Misalkan urutan titik s dinyatakan sebagai s, S1,S2, .-, Sn—1.
Dengan asumsi awal so=u dan s,_; = v, berikut adalah langkah-langkah

pembuktiannya:
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1. Mulai dari titik awal s = u

2. Kemudian tambahkan titik b dan ab kedalam lintasan sehingga diperoleh
lintasan u — b — ab

3. Secara bergantian, pilih titik berikutnya dari himpunan s dan t sampai
mencapai titikk s,_4. Hal ini mungkin karena setiap titik di s terhubung
langsung di setiap titik di ¢.

Berikut merupakan contoh graf u € s dan v € s.

Sp ® to(b)

t1(ab)

Sn-1®
Gambar 4.6 Graf u, v € s

Kasus3: u€etdanv et

Misalkan urutan titik ¢ dinyatakan sebagai tg, t1, to, ..., t_1.

Dengan asumsi awal ty, = u dan t,,_q = t,_4, berikut adalah langkah-langkah

pembuktiannya:

1. Mulai dari titik ty = u

2. Kemudian tambahkan titik 1 dan a ke dalam lintasan sehingga diperoleh
lintasan u — 1 — a.

3. Secarabergantian, pilih titik berikutnyadari himpunan s dant sampai mencapai
titik £,,_,. Hal ini mungkin karena setiap titik di s terhubung langsung di setiap

titik di ¢t.
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Berikut adalah contoh graf u € t dan v € t.

Dso o (o

(a)sl / tl

S§)® ® tz

53¢ “"3 t3
Sp—1* R A

Gambar 4.7 Graf u,v € t

Berdasarkan setiap kasus di atas, telah ditunjukkan bahwa ada lintasan Hamilton

antara u dan v untuk setiap u, v € V(I's(Q4,)) denganu # v, untuk setiap n € N.

Teorema 1
Untuk setiap n € N, § = Q4,\{1,a™}. Energi detour di graf invers dari grup
quaternion diperumum adalah

Q4n =32n2% —16n + 2.
Bukti:
Menurut lemma 1 sampai 4 diketahui bahwa terdapat lintasan Hamilton u — v untuk
setiap u,v € V(I5(Q4n)) dan u # v. Dengan demikian matriks u, v € V(Is(Q4n))

energi detour pada graf invers dari grup quaternion diperumum adalah

0 in-1 - 4n—-1 4n-1 4n-1 .- 4n— 17
in —1 0 v 4dn—-1 4n-1 4n-1 - 4n-1
iNn—-1 4n-1 - 0 in-1 4n-1 - 4n-1

DD T =
(F5Qun) n—-1 4n—-1 - 4n—1 0 n—1 - 4n-—1
in—-1 4n-1 - 4dn—-1 4n -1 0 v 4dn-—1
4in-1 4n-1 - 4n-1 4n-1 4n-1 --- 0
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Berdasarkan matriks detour tersebut, maka dapat diperoleh polinomial karakteristik

dan nilai eigen sebagai berikut:

det(DD(I5(Qun) — A1)

0 in-1 - 4n—-1 4n-1 4n-1 - 4n— 17
in -1 0 o 4dn—-1 4n-1 4n-1 - 4n-1
— det in-1 4n-1 - 0 in-1 4n-1 - 4n-1
in-1 4n-1 -+ 4n-1 0 iin-1 - 4n-1
in—-1 4n-1 - 4dn—-1 4n -1 0 e 4dn-—1
4in-1 4n-1 - 4n-1 4n-1 4n-1 --- 0
-2 0 - 0 0 0 - 0-
O A - 0 0 0 - 0
10 0 A 0 0 - 0
0 O o 42 0 - 0
0 O o 0 4 - 0
o 0 - 0 0 O - A
-1 n-1 - 4n—-—1 4n—-1 4n-1 - 4n— 17
in —1 -1 - 4dn—-1 4n-1 4n-1 - 4n-1
— det in-1 4n-1 - -1 iin—-1 4n-1 - 4n-—-1
in—-1 4n—-1 - 4n-—-1 -1 n-1 - 4n-1
in-1 4n-1 - 4n—-1 4n-1 -1 v 4dn—1
4n-1 4n-1 - 4n-1 4n-1 4n-1 --- -1
dengan
-1 in-1 - 4dn-1 Mn—-1 4n-1 - 4dn-1
A= in—1 -1 in—1 B = iin—-1 4n-1 in—1
in—-1 4n-1 - -1 in—-1 4n—-1 - 4n-1
-1 iin—-1 - 4n-1 in-1 4n-1 - 4n-1
A+ B = Iin—1 -2 4n — 1 n n—-1 4n-1 In—1

in—-1 4n-1 - -1 in—-1 4n—-1 -+ 4n-1
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Un—-1)+0MA4n-1)

_[Gn-1D+@n-1) —A+(4n-1) dn-1D+0Un-1
-(4n—1).-;-(4n—1) (4n—1).-;-.(4n—1) —A+(.4.}.n—1)
-1+ (4n — 1) 2(4n—-1) 2(4n — 1)

_ 2(4n—1) A+ @n-1) - 2(4n— 1)

2(4n— 1) 2(4n— 1) -1+ (4-11 -1

Untuk menghitung determinan dari matriks ini, kita bisa menggunakan hasil khusus

untuk matriks simetris dengan elemen diagonal d dan elemen off-diagonal c. Jika

A + B adalah matriks 2n X 2n dengan elemendiagonal d dan elemennon-diagonal

¢, maka determinan A + B dapat dihitung dengan rumus

det(A+B)=(d—c)"1(d+(n—-1)c)

dengand = —A+4n— 1, c = 8n — 2 maka

d—c=-2A+4n—-1-Bn-2)=-1-4n+1

din—1Dc =(-2+4n—-1+(@2n -1)(8n—2))
=—-A+4n—1+16n%—4n —8n +2
=—-1+16n2-8n+1

det(A+B) =(d—-c)"1(d+(n—1)c)
=(—1—4n+1)?"1(-1+16n%>-8n+1)
=(-1-4n+1)?"1(=1+ (4n—1)?)

[ -1 4n-1 - 4dn-1 4n—-1 4n-—1
in—1 -1 v 4n —1 in—-1 4n-1

[in—1 4n -1 n—1 4n—1

(n-1)—-0U4n—-1) (Un—-1)—(0Un-1)

sebagai berikut:

In—-1
in-—1

in-—1

—A—(0{4n-1) 4n-1)-@(4@n-1) - An—-1)—-(0{4n-1)
(4n—-1)—@ln-1) -A—({4n-1) o (n—-1)-0MUn-1

—A—(4n-1)



62

—A—(4n—1) 0 0
_ 0 ~A—(@n-1) - 0
0 0 v —A—(4n-1)

Ini adalah matriks diagonal dengan elemen diagonalnya —1 — (4n — 1).
Determinannya dapat dihitung dengan mengalikan elemen-elemen diagonalnya
det(A—B) = (=2— (n—1)""
=(-1—4n +1)%"
Sehingga diperoleh polinomial karakteristik sebagai berikut:
det(DD(I5(Q4n)) — AI) = det(A + B) - det(4 —B) = 0
=(-A—-4dn+ 1D 1(-A+Un -1 (-1—4n+ 1) =0
=(-A—-4n+ D" (-21+(U4n-1)3)=0
atau p(1) = (1 —4n+ D" 1(-1+ (4n — 1)2)
Dengan demikian, diperoleh bahwa nilai eigen dari matriks DD (1"5 (Q4n)) adalah
sebagai berikut:
A1 = —4n + 1 dengan multiplisitas 4n — 1
A, = (4n — 1) 2 dengan multiplisitas 1

Jadi, energi detour dari I's(Q4,) adalah sebagai berikut:

Eon(T5@n) = Y 1A
=4n—1-1(-4n+ DI+ 1-|(4n—-1)2|
=4n—1-(4n—1) + (4n —1)2
= (4n —1)2+ (4n — 1)2
= 2(4n —1)?2
= 2(16n? — 8n + 1)

=32n%2—-16n+2
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4.2 Integrasi Hasil Penelitian dengan Kajian Keislaman

Dalam Surah Al-Kahfi (18:49), Allah berfirman:

Bae 33 ¥ QB 118 i Gl 6 80k05 8 & it Gt 5 QB 2o

L5
W

A

o

%M%\»\ 3G s Yafols ha2 G lslags TRIN

|
Artinya: "Dan diletakkanlah kitab, lalu kamu akan melihat orang-orang yang
bersalah ketakutan terhadap apa yang tertulis di dalamnya, dan mereka berkata:
'"Aduhai celaka kami, kitab apakah ini yang tidak meninggalkan yang kecil dan
tidak (pula) yang besar, melainkan ia mencatat semuanya, dan mereka dapati apa
yang telah mereka kerjakan ada (tertulis). Dan Tuhanmu tidak menganiaya seorang
jua pun'" (Al Kahfi:49)(Kemenag, 2022).

Ayat ini menggaris bawahi konsep pencatatan yang sangat rinci dan akurat
dari setiap perbuatan manusia, baik kecil maupun besar, yang semuanya dihitung
dan dicatat tanpa ada yang terlewatkan. Prinsip perhitungan yang teliti ini memiliki
analogi yang menarik dengan konsep energi detour dalam grafinvers dalam teori
graf. Grafinvers adalah graf'yang dibentuk dengan cara membalik arah semua tepi
(edges)darigrafasli. Energidetour dalam grafinvers mengukur efisiensi atau biaya
yang diperlukan untuk menempuh jalur alternatif dalam graf tersebut setelah
inversi. Sama seperti ayat tersebut menunjukkan akumulasi dari semua perbuatan
manusia untuk diperhitungkan di hari akhir, energi detour dalam graf invers
melibatkan penjumlahan panjang lintasan atau biaya perjalanan dari satu titik ke
titik lainnya setelah arah tepinya dibalik. Setiap jalur alternatif dihitung dengan
teliti untuk menentukan total energi.

Prinsip perhitungan ini memastikan bahwa tidak ada detail yang diabaikan,
mencerminkan keadilan dan keseimbangan dalam penilaian. Oleh karena itu, baik

dalam konteks pencatatanamal perbuatanmanusiadalam Al-Qur’anmaupundalam

perhitungan energi detour dalam graf invers, terdapat prinsip akumulasi nilai dan
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pentingnya perhitungan yang akurat dalam menentukan hasil akhir, baik dalam
konteks spiritual maupun matematis.

Tafsir Ibnu Katsirmenjelaskan bahwa pada hari kiamat, setiap individu akan
disodorkan catatan amal yang berisi seluruh perbuatan mereka selama hidup di
dunia, baik yang kecil maupun besar. Orang-orang berdosa akan merasa ketakutan
dan menyesal ketika melihat catatan tersebut, karena menyadari bahwa semua
perbuatan merekatelah dicatatdengantelitidan akan dipertanggungjawabkan. Ayat
ini menekankan keadilan Allah, yang tidak akanmenzalimisiapa pun, karena setiap
amal akan mendapatkan balasan yang setimpal (Muhammad, 2024).

Penjelasan ini dapat dihubungkan dengan prinsip energi detour dalam graf;
di mana setiap pilihan jalur dalam hidup diibaratkan sebagai jalan dalam graf yang
memiliki nilai energi tertentu. Setiap perbuatan manusia, baik itu kebaikan atau
keburukan, akan memiliki konsekuensi yang tercatat dengan tepat dalam kitab
amal, mirip dengan bagaimana energi detour dihitung dalam sebuah graf. Prinsip
ini menegaskan bahwa semua tindakan manusia memiliki dampak yang pasti dan
akan dipertanggungjawabkan dengan sangat teliti di hadapan Allah SWT pada hari
kiamat. Hal ini mengajarkan bahwa setiap keputusan dalam hidup harus diambil

dengan penuh kesadaran akan akibatnya.



BABYV

PENUTUP

5.1 Kesimpulan
Kesimpulan yang diperoleh dari hasil dan pembahasan pada penelitian ini
adalah formula energidetour di grafinvers dari grup quaternion diperumum dengan

n € N,n > 2, sebagai berikut

Epp(Ts(Qsn)) = 32n2 — 161 + 2.

5.2 Saran
Penelitian ini membahas mengenai energi detour pada graf invers dari grup
quaternion diperumum. Penulis berharap kepada peneliti selanjutnya untuk meneliti

mengenai energi yang berbeda yang diperoleh dari graf dan grup yang lain.
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