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MOTO 

 

(Ingatlah) ketika Tuhanmu memaklumkan, “Sesungguhnya jika kamu 

bersyukur, niscaya aku akan menambah (nikmat) kepadamu, tetapi jika 

kamu mengingkari (nikmat-ku), sesungguhnya azab-ku benar-benar sangat 

keras.” (Q.S Ibrahim:7). 
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ABSTRAK 

 

Rohmah, Iftitahur. 2024. Energi Detour pada Graf Invers dari Grup Quaternion 

Diperumum. Skripsi. Program Studi Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, 
Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (1) M. 

Nafie Jauhari, M.Si. (2) Erna Herawati, M.Pd.  

 

Kata Kunci: Grup Quaternion Diperumum, Graf Invers, Energi Detour 

 

Grup quaternion diperumum (𝑄4𝑛) adalah grup non abelian dengan orde 4𝑛 yang dibangun 

oleh dua elemen 𝑎, 𝑏 yang dinotasikan {𝑎, 𝑏} didefinisikan sebagai 

𝑄4𝑛 = {𝑎, 𝑏|𝑎2𝑛 = 𝑒, 𝑏2 = 𝑎𝑛, 𝑏 ∙ 𝑎 ∙ 𝑏−1 = 𝑎−1} untuk 𝑒 identitas, 𝑛 ≥ 2, 𝑛 ∈ ℕ. Graf 

invers dari suatu grup adalah graf yang himpunan titiknya adalah semua anggota grup 

berhingga sedemikian sehingga dua titik berbeda 𝑢 dan 𝑣 terhubung langsung jika 𝑢 ∙ 𝑣 ∈
𝑆 atau 𝑣 ∙ 𝑢 ∈ 𝑆. Energi graf, khususnya energi detour, merupakan aspek penting dalam 

teori graf yang menggambarkan stabilitas dan ketahanan jaringan. Penelitian ini bertujuan 

untuk mengetahui formula dari energi detour pada graf invers dari grup quaternion 

diperumum dengan 𝑛 ≥ 2, 𝑛 ∈ ℕ. Melalui metode analisis aljabar dan teori graf, ditemukan 

bahwa energi detour dapat dihitung dengan menggunakan matriks detour dan nilai eigen 

yang dihasilkan. Hasil penelitian menunjukkan bahwa formula energi detour pada graf 

invers dari grup quaternion diperumum adalah 𝐸𝐷𝐷(Γ𝑆(𝑄4𝑛)) = 32𝑛2 − 16𝑛 + 2 untuk 

setiap 𝑛 ≥ 2,𝑛 ∈ ℕ.  
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ABSTRACT 

 

Rohmah, Iftitahur. 2024. Detour Energy on the Inverse Graph of a Generalized 

Quaternion Group. Thesis. Mathematics Study Program, Faculty of Saince and 
Technology, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. 

Advisors: (1) M. Nafie Jauhari, M.Si. (2) Erna Herawati, M.Pd.  

 

Keywords: Generalized Quaternion Group,  Inverse Graph, Detour Energy 

 

A generalized quaternion group (𝑄4𝑛) is a non-abelian group with a 4𝑛 order constructed 

from the two elements 𝑎, 𝑏 that is denoted by {𝑎, 𝑏} defined as  

𝑄4𝑛 = {𝑎, 𝑏|𝑎2𝑛 = 𝑒, 𝑏2 = 𝑎𝑛, 𝑏 ∙ 𝑎 ∙ 𝑏−1 = 𝑎−1}  where the 𝑒 is the identity,  

𝑛 ≥ 2, 𝑛 ∈ ℕ. The inverse graph of a group is a graph which the vertices set are all elements 

of a finite group and two distinct vertices 𝑢 and 𝑣 are adjacent if and only if either 𝑢 ∙ 𝑣 ∈
𝑆 or 𝑣 ∙ 𝑢 ∈ 𝑆. Graph energy, especially detour energy, is an important aspect in graph 

theory that describes network stability and resistance. This study aims to determine the 

formula of the detour energy in the inverse graph of the quaternion group is announced 

with 𝑛 ≥ 2, 𝑛 ∈ ℕ. Through algebra analysis methods and graph theory, it is found that 

detour energy can be calculated using the detour matrix and the resulting eigen value. The 

results showed that the detour energy formula in the inverse graph from the quenthernion 

group was founded was 𝐸𝐷𝐷(Γ𝑆(𝑄4𝑛)) = 32𝑛2 − 16𝑛+ 2 for each 𝑛 ≥ 2, 𝑛 ∈ ℕ. 
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 مستخلص البحث

 

المعممة.    Quaternionطاقة الالتفاف على الرسم البياني العكسي من مجموعة  .  ۲۰۲٤افتتاح . حمة،ر ال
الإسلامية    البحث العلمي. قسم الرياضيات. كلية العلوم والتكنولوجيا. جامعة مولانا ملك إبراهيم

 الماجستير. ،( إيرنا هيراواتي۲الماجستير ) ،نافع جوهري (محمد۱) مالانج. المشرف الحكومية 
 

طاقة الالتفافالمعمة، للمخطاط العكسي،    Quaternion   مجموعةالكلمات الرئيسيه: 
 

باستخدام  التي تبنى  4𝑛    غير أبيلية من الرتبة مجموعةهي    𝑄4𝑛  المممة  Quaternionمجموعة  
بـ     𝑏و   𝑎  عنصرين ,𝑎}وترمز  𝑏}   :يلي وتعرف كما   ،𝑄4𝑛 = {𝑎, 𝑏|𝑎2𝑛 = 𝑒, 𝑏2 =

𝑎𝑛, 𝑏 ∙ 𝑎 ∙ 𝑏−1 = 𝑎−1}   حيث𝑒 هو العنصر المحايد ، و 𝑛 ≥ 𝑛 .و2 ∈ ℕ  البيان  رسم  ال
المجموعة بحيث يكون   اعضاءجميع رؤوس رؤوسهه كون مجموعة  ي البياني الذي رسماللمجموعة هو   يعكسال

𝑢 متصلين مباشرة إذا كان   𝑣و   𝑢 مختلفان  رأسان   ∙ 𝑣 ∈ 𝑆   أو𝑣 ∙ 𝑢 ∈ 𝑆.طاقة الرسم البياني  تعد  
معرفة معادلة طاقة الا لتفاف علي الرسم البياني  إلى    بحثال  اهدف هذي .صف استقرار الشبكة ومتانتهاالتى ت

𝑛 مع  المعممة    الرباعيةمجموعةللالعكسي   ≥ 2 . 𝑛 ∈ ℕ نظرية  أساليب  . من خلال التحليل الجبري و
  نتائج الظهر ت  والقيم الذاتية الناتجة.  تالالتفا  طاقة بستخدام مصفوفةحساب وحدأنه يمكن الرسم البياني،  

الالتفاف  أن طاقة  العكس  يعل  .صيغة  هيالرباعيات    لمجموعة  يالرسم   المعممة 
 𝐸𝐷𝐷(𝛤𝑆(𝑄4𝑛)) = 32𝑛2 − 16𝑛+ 𝑛.لكل   2 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 2 
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BAB I  

PENDAHULUAN 

 

1.1  Latar Belakang  

   Matematika merupakan bidang ilmu yang mempelajari penalaran logis dan 

sistematis. Matematika memiliki banyak macam cabang ilmu di antaranya aljabar 

abstrak dan matematika diskrit. Aljabar abstrak mempelajari struktur-struktur 

matematika seperti ring, grup, lapangan beserta sifat-sifatnya. Sedangkan 

matematika diskrit mengkaji topik-topik seperti graf, aljabar boole, relasi, dan lain-

lain (Jannah dkk., 2023). Dua topik menarik dalam aljabar abstrak dan matematika 

diskrit adalah graf dan grup. 

  Grup adalah salah satu topik penting dalam aljabar abstrak. Grup 

didefinisikan sebagai himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan operasi biner 

tertutup dan asosiatif. Himpunan tak kosong tersebut juga harus mempunyai elemen 

identitas dan setiap elemennya mengandung invers. Grup yang operasi binernya 

bersifat komutatif disebut grup abelian. Jika jumlah elemen dalam grup tersebut 

berhingga maka grup itu disebut grup hingga. Sebaliknya, jika elemennya tak 

hingga disebut grup tak hingga (Dummit & Foote, 2004).  

  Grup yang dibahas pada penelitian ini adalah grup quaternion diperumum. 

Grup Quaternion pertama kali diperkenalkan oleh William Rowan Hamilton pada 

tahun 1843 sebagai sistem bilangan hiperkompleks yang memperluas bilangan 

kompleks ke dalam empat dimensi. Grup quaternion merupakan grup non-abelian 

dengan orde 8, yang dinotasikan dengan 𝑄8. Perkembangan lebih lanjut dalam teori 

grup mengarah pada generalisasi Group quaternion, atau yang dikenal sebagai grup 
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quaternion diperumum yang dinotasikan dengan 𝑄4𝑛. Grup quaternion diperumum 

merupakan grup non-kumutatif dengan orde 4𝑛, 𝑛 ≥ 2, dengan 𝑛 adalah bilangan 

bulat dengan operasi perkalian (Ma dkk., 2013). Grup quaternion tersebut dapat 

diterapkan pada bentuk graf. Dengan kata lain, graf tersebut terbentuk dari grup 

quaternion diperumum. 

  Graf 𝐺 merupakan pasangan (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)) dengan 𝑉(𝐺) adalah himpunan 

tidak kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut titik, dan 𝐸(𝐺) adalah 

himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik -titik berbeda di 

𝑉(𝐺) yang disebut sisi. Banyak unsur di 𝑉(𝐺) disebut order dari 𝐺 dan 

dilambangkan dengan 𝑛(𝐺) dan banyaknya unsur di 𝐸(𝐺) disebut ukuran dari 𝐺 

dan dilambangkan dengan 𝑚(𝐺) (Chartrand dkk., 2010).  

  Salah satu graf yang dapat dibentuk dengan menggabungkan struktur graf 

dan grup adalah graf invers. Graf invers diperkenalkan oleh Alfuraidan dan 

Zakariya, dua ilmuwan matematika, pada tahun 2017. Misalkan Γ adalah grup 

berhingga dan 𝑆 adalah suatu himpunan yang beranggotakan unsur dari Γ yang 

inversnya bukan dirinya sendiri yaitu 𝑆 = {𝑢 ∈ Γ: 𝑢 ≠ 𝑢−1}. Graf invers dari Γ 

dinotasikan dengan 𝐺𝑆( Γ) dan didefinisikan dengan graf yang himpunan titiknya 

adalah himpunan Γ dan dua elemen berbeda 𝑢 dan 𝑣 terhubung langsung di 𝐺𝑆( Γ) 

jika dan hanya jika 𝑢 ∗ 𝑣 ∈ 𝑆 atau 𝑣 ∗ 𝑢 ∈ 𝑆 (Alfuraidan & Zakariya, 2017). 

  Energi graf merupakan salah satu topik utama dalam studi teori graf, analisis 

jaringan kompleks, dan bioinformatika. Energi graf menggambarkan karakteristik 

penting pada sebuah jaringan seperti kestabilan, ketahanan, modularitas, maupun 

kecenderungan evolusi. Jaringan dengan energi tinggi cenderung lebih mudah 

terganggu dan tidak stabil. Sedangkan jaringan dengan energi rendah memiliki alur 
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informasi yang optimal (Erciyes, 2023). Salah satu konsep turunan dari energi graf 

adalah energi detour yang memfokuskan pada ketahanan. Pemahaman energi graf 

telah berdampak luas pada berbagai bidang seperti biologi, kimia, fisika, 

transportasi, dan ilmu sosial .  

  Dalam ayat al-Quran, Allah SWT membuat perumpamaan kalimat yang 

baik bagaikan pohon yang baik dengan akar yang teguh dan cabang yang menjulang 

tinggi ke langit. Graf atau jaringan bisa diibaratkan seperti pohon. Titik-titik pada 

graf bagaikan cabang dan ranting pohon. Sedangkan sisi-sisi yang menghubungkan 

titik bagaikan batang pohon. Konsep energi pada graf salah satunya terkait dengan 

ketahanan atau kestabilan jaringan. Semakin banyak sisi atau titik cadangan yang 

menghubungkan satu bagian graf dengan bagian lain, maka energi graf-Nya 

semakin kecil yang berarti jaringan tersebut semakin tahan terhadap gangguan. 

Dalam hal ini, prinsip ketahanan dan kestabilan menjadi keterkaitan antara konsep 

energi pada graf atau jaringan dengan perumpamaan pohon yang baik dalam QS. 

Ibrahim ayat 24-25.   

ُ مَثَلاا كَلِمَةا طيَبَِٰةا كَشَجَرةٍَ طيَبَِٰةٍ اَصم تَـرَ كَيم   الَمَ  مَاءِٓ  لُهَا ثََبِتٌ وٰفَـرم فَ ضَرَبَ اللّهٰ تُـؤۡتىِۡۤۡ  ٢٤﴿  عُهَا فِِ السَّ  ﴾

اَۗ وَيضَم  نِ اكُُلَهَا كُلَّ بِاذِم  ُ الامَ رَبِّٰ                                 ﴾٢٥﴿ نَ يـتََذكََّرُوم  ثاَلَ للِنَّاسِ لعََلَّهُمم مم رِبُ اللّهٰ

Artinya: tidakkah kamu memperhatikan bagaimana Allah SWT telah membuat 

perumpamaan kalimat yang baik seperti pohon yang baik, akarnya kuat dan 
cabangnya (menjulang) ke langit (24) (pohon) itu menghasilkan buahnya pada 
setiap waktu dengan seizin tuhannya. Dan Allah SWT membuat perumpamaan itu 
untuk manusia agar mereka selalu ingat. (25) (Q.S. Ibrahim: 24-25) (Kemenag, 

2022). 
 
   Dalam tafsir al-Jalalain disebutkan bahwa pohon yang baik itu seperti pohon 

skurma yang akarnya kuat yang dapat menjadi fondasi dan menopang keseluruhan 

strukturnya, batang dan cabangnya yang menjulang tinggi, serta buahnya selalu ada 
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setiap masa. Jika fondasinya kokoh, komponen-komponennya saling terhubung, 

dan jalur alirannya lancar, maka struktur pohon menjadi kuat dan terhubung secara 

produktif (Hikmah, 2022).  

   Adapun penelitian terdahulu tentang energi graf dilakukan oleh 

Balakrishnan (2004) tentang konsep energi dari sebuah graf sederhana. Penelitian 

lain juga dilakukan oleh Das & Mojallal (2014) tentang energi laplacian dari graf. 

Selain itu, penelitian juga dilakukan oleh Ayyaswamy & Balachandran (2010) 

tentang spektrum detour dari beberapa jenis graf.  

  Berdasarkan latar belakang tersebut, peneliti akan mengkaji topik energi 

detour pada graf invers dari grup quaternion diperumum. Topik ini menarik untuk 

diteliti karena menggabungkan dua bidang matematika, yaitu aljabar melalui 

struktur grup quaternion diperumum dan teori graf. Pertama berproses pada struktur 

aljabar dalam grup, kemudian berproses pada teori graf, dan selanjutnya 

menggabungkan antara grup dan graf. Hasil akhir yang akan ditunjukkan dalam 

penelitian ini adalah energi detour pada graf invers dari grup quaternion 

diperumum. 

 

1.2  Rumusan Masalah 

 Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan, rumusan masalah dalam 

penelitian ini adalah bagaimana formula energi detour pada graf invers dari grup 

quaternion diperumum?   
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1.3  Tujuan Penelitian 

Sesuai dengan rumusan masalah di atas, tujuan dari penelitian ini adalah 

untuk mengetahui formula dari energi detour pada graf invers dari grup quaternion 

diperumum.  

 

1.4  Manfaat penelitian 

  Penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat dengan menyajikan 

informasi mengenai formula dari energi detour pada graf invers dari grup 

quaternion diperumum. 

 

1.5  Definisi Istilah  

Istilah yang perlu didefinisikan adalah: 

1. Grup quaternion diperumum merupakan grup non-abelian orde 4𝑛 (Ma dkk., 

2013).  

2.  Energi graf adalah jumlah dari nilai mutlak seluruh nilai eigen dari graf tersebut    

 (Balakrishnan, 2004). 

3.  Energi detour didefinisikan sebagai jumlah dari nilai mutlak semua nilai eigen  

 dari matriks detour dari graf tersebut (Ayyaswamy & Balachandran, 2010).   
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BAB II 

 KAJIAN TEORI 

 

2.1  Grup 

Definisi 2.1  

Misalkan 𝐺 adalah himpunan yang tidak kosong dan ∗ adalah suatu operasi pada 𝐺.  

(𝐺,∗) disebut grup jika memenuhi aksioma berikut:   

1. Operasi ∗ bersifat tertutup, artinya untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺,maka  𝑎 ∗ 𝑏 ∈ 𝐺.  

2. Operasi ∗ bersifat asosiatif, yaitu jika 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺 maka (𝑎 ∗ 𝑏) ∗ 𝑐 = 𝑎 ∗ (𝑏 ∗

𝑐). 

3. Grup mempunyai elemen identitas, artinya terdapat elemen identitas 𝑒 ∈

𝐺 sehingga untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐺 , 𝑎 ∗ 𝑒 = 𝑒 ∗ 𝑎 = 𝑎. 

4. Setiap elemen mempunyai invers, artinya untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐺  terdapat 𝑏 ∈ 𝐺 

sedemikian sehingga 𝑎 ∗ 𝑏 = 𝑏 ∗ 𝑎 = 𝑒, dengan 𝑒 adalah elemen identitas 

(Dummit & Foote, 2004). 

Contoh 2.1 

Misalkan ℤ adalah himpunan bilangan bulat dan + operasi penjumlahan di ℤ, maka  

(ℤ, +) adalah grup sehingga berlaku sifat  

1. Operasi + tertutup, karena jika di ambil 𝑎 dan 𝑏 di ℤ, maka 𝑎 + 𝑏 juga 

merupakan elemen ℤ.  

2. Operasi + asosiatif berlaku, karena dengan mengambil tiga elemen di ℤ, 

misalkan 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ maka pasti berlaku (𝑎 + 𝑏) + 𝑐 = 𝑎 + (𝑏 + 𝑐). 

3. ℤ mempunyai elemen identitas yaitu 0 karena untuk setiap 𝑎 ∈ ℤ terdapat 𝑎 +

0 = 0 + 𝑎 = 𝑎. 
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4. Setiap 𝑎 ∈ ℤ mempunyai invers −𝑎, sedemikian sehingga  𝑎 + (−𝑎) =

(−𝑎) + 𝑎 = 0 

 

2.1.1 Grup Non-Abelian  

Definisi 2.2  

 Grup non-Abelian (atau grup tak komutatif) adalah grup yang operasi antara 

dua elemen tidak selalu menghasilkan hasil yang sama jika urutan elemen tersebut 

diubah. Secara lebih sederhana, suatu grup 𝐺 disebut non-Abelian jika ada dua 

elemen 𝑎 dan 𝑏 di dalam 𝐺 sedemikian sehingga 𝑎𝑏 ≠ 𝑏𝑎 (Dummit & Foote, 2004).  

Contoh 2.2 

Salah satu contoh grup non-Abelian adalah grup simetri pada suatu himpunan, 

seperti grup permutasi 𝑆𝑛 untuk 𝑛 ≥ 3.  

 

2.1.2 Grup Quaternion  

Definisi 2.3 

Grup quaternion, 𝑄8, adalah himpunan yang terdiri atas elemen-elemen 

berikut: 

𝑄8 = {1, −1, 𝑖,−𝑖, 𝑗, −𝑗,𝑘,−𝑘}, 

dengan aturan perkalian sebagai berikut: 

1. Elemen identitas, yang berarti 1 ∙ 𝑎 = 𝑎 ∙ 1 = 𝑎 untuk semua 𝑎 ∈ 𝑄8. 

2. (−1) ∙ (−1) = 1, (−1) ∙ 𝑎 = 𝑎 ∙ (−1) = −𝑎, untuk semua 𝑎 ∈ 𝑄8 

3. 𝑖 ∙ 𝑖 = 𝑗 ∙ 𝑗 = 𝑘 ∙ 𝑘 = −1 

4. 𝑖 ∙ 𝑗 = 𝑘, 𝑗 ∙ 𝑖 = −𝑘  

𝑗 ∙ 𝑘 = 𝑖, 𝑘 ∙ 𝑗 = −𝑖  
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𝑘 ∙ 𝑖 = 𝑗, 𝑖 ∙ 𝑘 = −𝑗 (Dummit & Foote, 2004). 

Contoh 2.3 

Pada Tabel 2.1 dapat dilihat perkalian dari 𝑄8 sebagai berikut: 

Tabel 2.1 Tabel Cayley pada 𝑄8 

∙ 1 −1 𝑖 −𝑖 𝑗 −𝑗 𝑘 −𝑘 

1 1 −1 𝑖 −𝑖 𝑗 −𝑗 𝑘 −𝑘 

−1 −1 1 −𝑖 𝑖 −𝑗 𝑗 −𝑘 𝑘 

𝑖 𝑖 −𝑗 −1 1 𝑘 −𝑘 −𝑗 𝑗 

−𝑖 −𝑖 𝑖 1 −1 −𝑘 𝑘 𝑗 −𝑗 

𝑗 𝑗 −𝑗 −𝑘 𝑘 −1 1 𝑖 −𝑖 

−𝑗 −𝑗 𝑗 𝑘 −𝑘 1 −1 −𝑖 𝑖 

𝑘 𝑘 −𝑘 𝑗 −𝑗 −𝑖 𝑖 −1 1 

−𝑘 −𝑘 𝑘 −𝑗 𝑗 𝑖 −𝑖 1 −1 

 

Karena 𝑖𝑗 ≠ 𝑗𝑖 , maka 𝑄8 merupakan grup non-abelian dengan orde 8. 

 

2.1.3 Grup Quaternion Diperumum  

Definisi 2.4  

Grup quaternion 𝑄8 didefinisikan oleh  

𝑄8 = {−1, 𝑖, 𝑗, 𝑘:        (−1)2  = 1,          𝑖2 = 𝑗2 = 𝑘2 = 𝑖𝑗𝑘 = −1}.                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                           

Sebagai generalisasi dari 𝑄8, grup quaternion diperumum 𝑄4𝑛 di definisikan sebagai 

𝑄4𝑛 =  {𝑎,𝑏|𝑎2𝑛  =  𝑒, 𝑏2  =  𝑎𝑛 , 𝑏 ∙ 𝑎 ∙ 𝑏−1  =  𝑎−1}, 

dengan titik 𝑒 adalah elemen identitas dan 𝑛 ≥ 2. Jika 𝑛 = 2, maka 𝑄4𝑛 kembali 

menjadi 𝑄8. Grup 𝑄4𝑛 memiliki ordo 4𝑛 dan elemen-elemennya dapat dinyatakan 

sebagai 



9 
 

 
 

𝑄4𝑛 = {𝑎, 𝑎2,… , 𝑎2𝑛−1, 𝑒, 𝑏,𝑎𝑏, … , 𝑎2𝑛−1𝑏} 

(Ma dkk., 2013). 

Contoh 2.4 

Untuk 𝑛 = 2, grup 𝑄8 dapat dideskripsikan sebagai berikut: 

𝑄8 =  {𝑎, 𝑏|𝑎4 =  1, 𝑏2  =  𝑎2 , 𝑏 ∙ 𝑎 ∙ 𝑏−1  =  𝑎−1} 

Berikut tabel Cayley dari 𝑄8: 

Tabel 2.2 Tabel Cayley 𝑄8 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2.2  Graf 

Definisi 2.5  

    Graf 𝐺 adalah himpunan tak kosong dan berhingga 𝑉 dari objek-objek yang 

disebut titik dan setiap elemen dalam himpunan 𝐸 yang merupakan pasangan dua 

titik berbeda {𝑢, 𝑣} dari himpunan 𝑉 disebut sisi. Graf 𝐺 dinyatakan sebagai 

pasangan terurut dari himpunan titik 𝑉 dan himpunan sisi 𝐸 dan dapat ditulis 𝐺 =

∘ 1 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 

1 1 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 

𝑎 𝑎 𝑎2 𝑎3 1 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑏 

𝑎2 𝑎2 𝑎3 1 𝑎 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑏 𝑎𝑏 

𝑎3 𝑎3 1 𝑎 𝑎2 𝑎3𝑏 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 

𝑏 𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑎2 𝑎 1 𝑎3 

𝑎𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3 𝑎2 𝑎 1 

𝑎2𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎3𝑏 1 𝑎3 𝑎2 𝑎 

𝑎3𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎 1 𝑎3 𝑎2 



10 
 

 
 

(𝑉, 𝐸). Untuk menegaskan bahwa 𝑉 dan 𝐸 merupakan himpunan titik dan sisi dari 

graf 𝐺, maka dapat dituliskan sebagai 𝑉(𝐺) dan 𝐸(𝐺). Suatu sisi {𝑢,𝑣} dari 𝐺 dapat 

dituliskan sebagai 𝑢𝑣 atau 𝑣𝑢 (Chartrand dkk., 2010).  

Contoh 2.5 

  Graf 𝐺 dengan himpunan titik 𝑉(𝐺) = {𝑢,𝑣,𝑤,𝑥} dan himpunan sisi 

𝐸(𝐺) = {{𝑢,𝑣}, {𝑢, 𝑥}, {𝑢, 𝑤}, {𝑣, 𝑥}, {𝑣,𝑤}} ditunjukkan pada Gambar 2.1 sebagai 

berikut: 

 
Gambar 2.1 Contoh Graf   

 

Definisi 2.6 

  Misalkan 𝑢 dan 𝑣 adalah dua titik pada graf 𝐺, 𝑒 = {𝑢, 𝑣} adalah sisi dari 

graf 𝐺, maka titik 𝑢 dan 𝑣 disebut terhubung langsung (adjacent) sedangkan 𝑢 dan 

𝑒 serta 𝑣 dan 𝑒 disebut terkait langsung (incident), dan titik 𝑢 dan 𝑣 disebut ujung 

dari 𝑒 (Abdussakir dkk., 2009). 

Contoh 2.6 

 
 Gambar 2.2 Contoh Graf Terhubung dan Terkait Langsung  
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Dari gambar tersebut diketahui bahwa titik yang terhubung langsung adalah 𝑣 dan 

𝑤, 𝑤 dan 𝑥, 𝑣 dan 𝑦. Sisi 𝑒1 terkait langsung dengan titik 𝑣 dan 𝑤, serta sisi 𝑒2 

terkait langsung dengan titik 𝑤 dan 𝑥.  

 

Definisi 2.7 

  Banyaknya titik pada graf 𝐺 disebut order dari 𝐺 dan dinotasikan dengan 

𝑛(𝐺), sedangkan banyaknya sisi pada graf 𝐺 disebut ukuran (size) dari 𝐺 dan  

dinotasikan dengan 𝑚(𝐺) (Chartrand dkk., 2010). 

Contoh 2.7 

𝑛(𝐺) pada Gambar 2.2 adalah 4. 

𝑚(𝐺) pada Gambar 2.2 adalah 4. 

 

2.2.1 Lintasan  

Definisi 2.8 

  Misalkan 𝑢 dan 𝑣 adalah titik-titik dari graf 𝐺. Jalan 𝑢 − 𝑣 pada graf 𝐺 

adalah barisan titik-titik di 𝐺 yang dimulai dari titik 𝑢 dan diakhiri di titik 𝑣 

sedemikian sehingga titik-titik yang berurutan di 𝑊 terhubung langsung di 𝐺. Jalan 

𝑊 di 𝐺 dapat dituliskan sebagai   

𝑊 = 𝑢 = 𝑣0, 𝑣1 ,…  , 𝑣𝑘  =  𝑣,  

dengan  𝑣𝑖  dan 𝑣𝑖+1 adalah sisi pada 𝐺 untuk 0 ≤  𝑖 ≤  𝑘 −  1. Panjang jalan dari 

𝑊 adalah banyaknya sisi yang dilalui. Jalan yang tidak mengulang titik disebut 

lintasan. Banyak sisi yang dilalui dalam lintasan disebut panjang lintasan 

(Chartrand dkk., 2010). 
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Contoh 2.8 

                         
Gambar 2.3 Contoh Lintasan 

   

  Misalkan 𝑊:𝑣1 − 𝑣4  dengan 𝑊 = 𝑣1, 𝑣2 , 𝑣3 , 𝑣4 maka 𝑊 termasuk contoh 

dari jalan dan panjang dari jalan 𝑊 = 3. Sedangkan contoh dari lintasan adalah 𝐿 =

𝑣1 − 𝑣2 − 𝑣3 − 𝑣4 dengan panjang lintasan adalah 3. 

 

Definisi 2.9  

 Lintasan Hamilton adalah lintasan yang melalui setiap titik dalam graf tepat 

satu kali. Siklus Hamilton adalah siklus yang melalui setiap titik tepat satu kali. 

Graf yang memuat siklus Hamilton disebut sebagai graf Hamilton (Chartrand dkk., 

2010). 

Contoh 2.9 

   𝑎                     𝑏 

 

   𝐾:  

   

                                               𝑑                                    𝑐 
Gambar 2.4 Lintasan Hamilton 

 

Graf 𝐾 pada Gambar 2.4 ini memiliki empat titik yaitu 𝑎,𝑏, 𝑐,𝑑 dan enam sisi yaitu 

{{𝑎, 𝑏}, {𝑏, 𝑐}, {𝑐, 𝑑}, {𝑎, 𝑑}, {𝑏, 𝑑}, {𝑎, 𝑐}}. Lintasan Hamiltonnya adalah 𝑎 − 𝑏 −
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𝑐 − 𝑑. Panjang lintasan ini adalah 3 karena ada tiga sisi yang dilalui. Sedangkan 

siklus Hamiltonnya adalah 𝑎 − 𝑏 − 𝑐 − 𝑑 − 𝑎.  

 

2.2.2 Graf Terhubung 

Definisi 2.10  

  Diberikan graf 𝐺 dengan himpunan titik 𝑉(𝐺). Dua titik berbeda 𝑢 dan 𝑣 di 

𝑉(𝐺) dikatakan terhubung jika terdapat lintasan dari 𝑢 ke 𝑣 di 𝐺. Suatu graf 𝐺 

disebut graf terhubung jika setiap pasang titik 𝑢 dan 𝑣 yang berbeda di 𝐺 terhubung 

(Abdussakir dkk., 2009). Dengan kata lain, graf 𝐺 terhubung jika untuk sebarang 

titik 𝑢 dan 𝑣 di 𝑉(𝐺) terdapat lintasan dari 𝑢 ke 𝑣 di 𝐺. Sebaliknya, jika ada dua 

titik di 𝐺 yang tidak terhubung oleh lintasan, maka 𝐺 disebut graf tak terhubung 

(Abdussakir dkk., 2009).- 

Contoh 2.10 

 
Gambar 2.5 Contoh Graf Terhubung 

 

Graf pada Gambar 2.5 merupakan graf terhubung, karena setiap dua titik yang 

berbeda di 𝐺1 dihubungkan oleh suatu lintasan.   
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2.2.3 Graf Invers  

Definisi 2.11  

 Misalkan (Γ,∗) adalah grup berhingga dan 𝑆 = {𝑢 ∈ Γ|𝑢 ≠ 𝑢−1}. Graf 

invers dari Γ atas 𝑆, dinotasikan 𝐺𝑆(Γ), didefinisikan sebagai graf dengan himpunan 

titik Γ dan dua titik yang berbeda 𝑢 dan 𝑣 terhubung langsung jika dan hanya jika 

𝑢 ∗ 𝑣 ∈ 𝑆 atau 𝑣 ∗ 𝑢 ∈ 𝑆. Dengan ∗ adalah operasi pada grup Γ, dan 𝑆 adalah 

himpunan yang berisi elemen-elemen non-self-invertible, yaitu elemen selain 

identitas 𝑒 yang tidak mempunyai invers terhadap dirinya sendiri pada grup 

tersebut. Karena 𝑒−1 = 𝑒 maka 𝑒 ∉ 𝑆. Sehingga kardinalitas dari 𝑆 kurang dari 

kardinalitas dari Γ (Alfuraidan & Zakariya, 2017).  

Contoh 2.11 

Perhatikan Tabel Cayley dari 𝑄8 berikut: 

Tabel 2.3 Tabel Cayley dari 𝑄8 

∘ 1 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 

1 1 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 

𝑎 𝑎 𝑎2 𝑎3 1 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑏 

𝑎2 𝑎2 𝑎3 1 𝑎 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑏 𝑎𝑏 

𝑎3 𝑎3 1 𝑎 𝑎2 𝑎3𝑏 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 

𝑏 𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑎2 𝑎 1 𝑎3 

𝑎𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3 𝑎2 𝑎 1 

𝑎2𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎3𝑏 1 𝑎3 𝑎2 𝑎 

𝑎3𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎 1 𝑎3 𝑎2 
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Berdasarkan Tabel 2.3 dapat diketahui invers dari setiap elemen dari grup 

quaternion 𝑄8 adalah sebagai berikut: 

1−1 = 1 karena 1 ∘ 1 = 1 

𝑎−1 = 𝑎3  karena 𝑎 ∘ 𝑎3 = 𝑎3 ∘ 𝑎 = 1 

(𝑎2)−1 = 𝑎2 karena 𝑎2 ∘ 𝑎2 = 1 

(𝑎3)−1 = 𝑎 karena 𝑎3 ∘ 𝑎 = 𝑎 ∘ 𝑎3 = 1 

𝑏−1 = 𝑎2𝑏 karena 𝑏 ∘ 𝑎2𝑏 = 𝑎2𝑏 ∘ 𝑏 = 1 

(𝑎2𝑏)−1 = 𝑏 karena 𝑎2𝑏 ∘ 𝑏 = 𝑏 ∘ 𝑎2𝑏 = 1 

(𝑎3𝑏)−1 = 𝑎𝑏 karena 𝑎3𝑏 ∘ 𝑎𝑏 = 𝑎𝑏 ∘ 𝑎3𝑏 = 1 

Berdasarkan uraian di atas, diketahui bahwa anggota 𝑄8 yang inversnya 

adalah dirinya sendiri adalah {1,𝑎2}, sehingga 𝑆 = {𝑎, 𝑎3, 𝑏, 𝑎𝑏,𝑎2𝑏, 𝑎3𝑏 }. 

Himpunan titik pada 𝛤𝑆 (𝑄8) adalah 𝑉(𝛤𝑆(𝑄8)) = {1, 𝑎, 𝑎2, 𝑎3, 𝑏, 𝑎𝑏, 𝑎2𝑏,𝑎3𝑏 }. 

Dua titik yang berbeda 𝑢 dan 𝑣 pada 𝑉(𝛤𝑆(𝑄8)) akan terhubung langsung jika dan 

hanya jika 𝑢 ∘  𝑣 ∈  𝑆 atau 𝑣 ∘  𝑢 ∈  𝑆. Dengan demikian dapat dibentuk 𝛤𝑆(𝑄8) 

yang ditunjukkan pada Gambar 2.6. 

 
Gambar 2.6 Graf Invers 𝑄8 
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2.3  Matriks 

Definisi 2.12 

  Matriks berukuran 𝑚 × 𝑛 atas himpunan 𝑆 adalah suatu susunan elemen-

elemen dari 𝑆 dalam bentuk persegi panjang, yang disusun dalam 𝑚 baris dan 𝑛 

kolom. Matriks berukuran 𝑚 × 𝑛, ditulis menggunakan notasi seperti berikut: 

𝐴 = [

𝑎11 𝑎12 ⋯ 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 ⋯ 𝑎2𝑛

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 ⋯ 𝑎𝑚𝑛

] 

dengan 𝐴 menunjukkan matriks dan 𝑎𝑖𝑗 menunjukkan elemen pada baris ke-𝑖 dan 

kolom ke-𝑗 dari matriks 𝐴. Matriks 𝐴 disebut sebagai matriks berdimensi 𝑚 × 𝑛 

(Gilbert & Gilbert, 2013) . 

 

2.3.1 Matriks Persegi  

Definisi 2.13 

 Suatu matriks berukuran 𝑛 × 𝑛 disebut sebagai matriks persegi berordo 𝑛. 

Matriks persegi adalah matriks yang memiliki banyak baris dan kolom yang sama. 

Jika matriks persegi 𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]𝑛×𝑛
 memiliki elemen 𝑎𝑖𝑗 = 0 setiap 𝑖 ≠ 𝑗 (yaitu, 

elemen-elemen yang berada di luar diagonal utama adalah nol), maka matriks 

tersebut disebut matriks diagonal (Gilbert & Gilbert, 2013).  

Contoh 2.12 

Beberapa contoh matriks persegi dan matriks diagonal sebagai berikut: 

[
5 0 0
0 7 0
0 0 −2

]  dan  [
8 0 0
0 0 0
0 0 8

]. 
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2.3.2 Matriks Identitas  

Definisi 2.14 

 Matriks identitas adalah matriks persegi dengan angka 1 pada diagonal 

utama dan angka 0 untuk yang lain. Matriks identitas dinotasikan dengan 𝐼 atau 𝐼𝑛 

untuk matriks identitas berukuran 𝑛 × 𝑛 (Anton & Rorres, 2020). 

Contoh 2.13 

Beberapa contoh matriks identitas adalah sebagai berikut: 

𝐼2 = [
1 0
0 1

],   𝐼3 = [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

] 

 

2.3.3 Matriks Keterhubungan Titik 

Definisi 2.15 

 Misalkan 𝐺 adalah graf dengan order 𝑝 ≥ 1 dan ukuran 𝑚 serta himpunan 

titik 𝑉(𝐺) = {𝑣1, 𝑣2,… ,𝑣𝑝}. Matriks keterhubungan titik (atau matriks 

keterhubungan) dari graf 𝐺 dinotasikan dengan 𝐴(𝐺), adalah matriks berukuran 

(𝑝 × 𝑝) dengan unsur pada baris ke-𝑖 dan kolom ke-𝑗 bernilai 1 jika titik 𝑣𝑖  

terhubung langsung dengan 𝑣𝑗 serta bernilai 0 jika titik 𝑣𝑖  tidak terhubung langsung 

dengan titik 𝑣𝑗.-Dengan kata lain, matriks keterhubungan dari graf 𝐺 dapat ditulis 

𝐴(𝐺) = [𝑎𝑖𝑗], 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑝, dengan- 

𝑎𝑖𝑗 = {
1 , jika {𝑣𝑖 , 𝑣𝑗} ∈ 𝐸(𝐺)

0, jika {𝑣𝑖 , 𝑣𝑗} ∉ 𝐸(𝐺)
 

(Chartrand dkk., 2010). 
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Contoh 2.14 

 Misalkan 𝐺 adalah graf dengan himpunan titik 𝑉(𝐺) = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4}  dan 

himpunan sisi 𝐸(𝐺) = {{𝑣1, 𝑣2}, {𝑣1𝑣3}, {𝑣1, 𝑣4}, {𝑣2, 𝑣3}, {𝑣3, 𝑣4}}. Maka dapat 

digambarkan sebagai berikut:  

 
Gambar 2.7 Graf 𝐺 

Matriks keterhubungan dari 𝐺 adalah  

𝐴(𝐺) = [

0 1 1 1
1 0 1 0
1 1 0 1
1 0 1 0

]. 

 

2.3.4 Matriks Detour 

Definisi 2.16 

Matriks detour dari graf 𝐺 berorde 𝑝 didefinisikan sebagai matriks 

berukuran  𝑝 × 𝑝, dinotasikan dengan 𝐷𝐷(𝐺), yang unsur ke-𝑖𝑗nya adalah bilangan 

yang menyatakan panjang lintasan terpanjang dari 𝑣𝑖  ke 𝑣𝑗 di 𝐺 (Ayyaswamy & 

Balachandran, 2010). 
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Contoh 2.15 

Graf invers dari 𝑄8 adalah dapat di gambar sebagai berikut: 

 
Gambar 2.8 Graf Invers 𝑄8 

 

Matriks detour dari graf pada Gambar 2.8 adalah sebagai berikut: 

𝐷𝐷(𝑄8) =

[
 
 
 
 
 
 
 
0 7 7 7 7 7 7 7
7 0 7 7 7 7 7 7
7 7 0 7 7 7 7 7
7 7 7 0 7 7 7 7
7 7 7 7 0 7 7 7
7 7 7 7 7 0 7 7
7 7 7 7 7 7 0 7
7 7 7 7 7 7 7 0]

 
 
 
 
 
 
 

 

 

2.3.5 Determinan Matriks  

Definisi 2.17 

Jika 𝐴 adalah matriks 𝑛 × 𝑛: 

1. Minor dari entri 𝑎𝑖𝑗 dinyatakan dengan 𝑀𝑖𝑗, didefinisikan sebagai determinan 

dari sub matriks yang diperoleh dengan menghapus baris ke-𝑖 dan kolom ke-

𝑗 dari 𝐴.  

𝑀𝑖𝑗 = det(𝐴𝑖𝑗) 

2. Kofaktor dari entri 𝑎𝑖𝑗 adalah (−1)𝑖+𝑗 kali minor tersebut. 

𝐶𝑖𝑗 = (−1) 𝑖+𝑗𝑀𝑖𝑗 
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3. Determinan dari 𝐴 dapat dihitung dengan menggunakan ekspansi kofaktor, 

yaitu dengan menjumlahkan hasil kali entri-entri dalam suatu baris atau 

kolom dengan kofaktor yang bersesuaian. 

Untuk kolom ke-𝑗: 

det(𝐴) = 𝑎1𝑗𝐶1𝑗 + 𝑎2𝑗𝐶2𝑗 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑗𝐶𝑛𝑗 

Untuk baris ke-𝑖: 

det(𝐴) = 𝑎𝑖1𝐶𝑖1 + 𝑎𝑖2𝐶𝑖2 + ⋯+ 𝑎𝑖𝐶𝑖𝑛 

(Anton & Rorres, 2020). 

 

Definisi 2.18 

Matriks blok adalah matriks yang terdiri dari sub matriks atau blok-blok 

kecil yang dihasilkan dengan membagi baris dan kolomnya secara berurutan (Horn 

& Johnson, 1985). 

Contoh 2.16 

Pertimbangkan matriks blok 2 × 2  berikut: 

𝑀 = [
𝐴 𝐵
𝐶 𝐷

] 

dengan 𝐴,𝐵,𝐶 dan 𝐷 adalah sub-matriks. Dalam kasus ini, 𝐴 dan 𝐷 harus 

merupakan matriks persegi agar determinan 𝑀 dapat dihitung menggunakan teknik 

matriks blok. 

Teorema 1 

Jika 𝑀 = [
𝐴 𝐵
𝐶 𝐷

] dengan  𝐶 = 0 atau 𝐵 = 0, matriks nol 𝑛 × 𝑛, sehingga 

𝑀 = [
𝐴 0
0 𝐷

], sebuah matriks blok-diagonal, maka determinan 𝑀 dapat dihitung 

sebagai det(𝑀) = det (𝐴) ∙ det (𝐷) (Sothanaphan, 2017). 
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Teorema 2 

Jika 𝑀 merupakan matriks 𝑛 × 𝑛 dan 𝑀 = [
𝐴 𝐵
𝐶 𝐷

]maka determinan dari 𝑀 

adalah  

det(𝑀) = 𝑑𝑒𝑡 [
𝐴 𝐵
𝐶 𝐷

] = {
det(𝐴) ∙ det(𝐷 − 𝐶𝐴−1𝐵)  jika A memiliki invers  

det(𝐷) ∙ det(𝐴 − 𝐵𝐷−1𝐶) jika D memiliki invers 
 

(Novia Rahma dkk., 2019). 

Teorema 3 

Determinan matriks blok simetris dengan struktur [
𝐴 𝐵
𝐵 𝐴

] dengan 𝐴 dan 𝐵 

adalah sub-matriks persegi dengan ukuran yang sama dan dapat dinyatakan sebagai 

 𝑑𝑒𝑡 [
𝐴 𝐵
𝐵 𝐴

] = det (𝐴 + 𝐵) ∙ det (𝐴− 𝐵) (Horn & Johnson, 1985). 

Teorema 4  

Jika matriks [
𝐴 𝐵
𝐵 𝐴

] maka 𝐴 dan 𝐵 komutatif (𝐴𝐵 = 𝐵𝐴), maka 

determinannya dapat disederhanakan menjadi det [
𝐴 𝐵
𝐵 𝐴

] = det (𝐴2 − 𝐵2) (Horn 

& Johnson, 1985). 

Contoh 2.17 

Misalkan 𝐴 dan 𝐵 adalah: 

𝐴 = [
1 2
2 1

],   𝐵 = [
3 4
4 3

] 

Matriks blok 𝑀 adalah: 

𝑀 = [
𝐴 𝐵
𝐵 𝐴

] = [

1 2 3 4
2 1 4 3
3 4 1 2
4 3 2 1

] 
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Untuk menentukan determinan blok matriks 𝑀, maka dapat dihitung sebagai 

berikut: 

det(𝑀) = det(𝐴 + 𝐵) ∙ det(𝐴 − 𝐵) 

= det ([
1 2
2 1

] + [
3 4
4 3

]) ∙ det ([
1 2
2 1

] − [
3 4
4 3

]) 

= det |[
4 6
6 4

]| ∙ det |[
4 6
6 4

]| 

= (4 ∙ 4 − 6 ∙ 6) ∙ ((−2) ∙ (−2)—2 ∙ (−2)) 

= −20 ∙ 0 

= 0 

Sehingga determinan dari blok matriks 𝑀 adalah  

det(𝑀) = det(𝐴 + 𝐵) ∙ det(𝐴 − 𝐵) = −20 ∙ 0 = 0. 

 

2.4  Polinomial Karakteristik  

Definisi 2.19 

   Misalkan 𝐴 adalah suatu matriks 𝑛 × 𝑛. Misal 𝑝(𝜆) adalah suatu polinom 

berorde 𝑛. 𝑝(𝜆) adalah polinomial karakteristik dari 𝐴 jika dan hanya jika 

𝑝(𝜆) = det(𝐴 − 𝜆𝐼) = 𝜆𝑛 + 𝑐1𝜆
𝑛−1 + 𝑐2𝜆

𝑛−2 + ⋯+ 𝑐𝑛 

(Anton & Rorres, 2020). 

  

2.5  Nilai Eigen dan Vektor Eigen  

Definisi 2.20 

   Jika 𝐴 adalah matriks berukuran 𝑛 × 𝑛, maka suatu vektor 𝑥 tidak nol di 

ℝ𝑛 disebut sebagai vektor eigen dari 𝐴, jika 𝐴𝑥 adalah kelipatan skalar dari 𝑥 yaitu 
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𝐴𝑥 = 𝜆𝑥 untuk suatu skalar 𝜆. 𝜆 disebut nilai eigen dari 𝐴 dan 𝑥 disebut sebagai 

vektor eigen yang bersesuaian dengan 𝜆 (Anton & Rorres, 2020). 

Contoh 2.18 

Diketahui matriks Γ𝑆(𝑄8) adalah sebagai berikut: 

𝛤𝑆(𝑄8) =

[
 
 
 
 
 
 
 
0 7 7 7 7 7 7 7
7 0 7 7 7 7 7 7
7 7 0 7 7 7 7 7
7 7 7 0 7 7 7 7
7 7 7 7 0 7 7 7
7 7 7 7 7 0 7 7
7 7 7 7 7 7 0 7
7 7 7 7 7 7 7 0]

 
 
 
 
 
 
 

 

Nilai eigen dari matriks 𝛤𝑆(𝑄8) sebagai berikut: 

det(𝛤𝑆(𝑄8) −  𝜆𝐼) = 0

⟺ det

(

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
0 7 7 7 7 7 7 7
7 0 7 7 7 7 7 7
7 7 0 7 7 7 7 7
7 7 7 0 7 7 7 7
7 7 7 7 0 7 7 7
7 7 7 7 7 0 7 7
7 7 7 7 7 7 0 7
7 7 7 7 7 7 7 0]

 
 
 
 
 
 
 

−

[
 
 
 
 
 
 
 
𝜆 0 0 0 0 0 0 0
0 𝜆 0 0 0 0 0 0
0 0 𝜆 0 0 0 0 0
0 0 0 𝜆 0 0 0 0
0 0 0 0 𝜆 0 0 0
0 0 0 0 0 𝜆 0 0
0 0 0 0 0 0 𝜆 0
0 0 0 0 0 0 0 𝜆]

 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 

= 0

⟺ det

(

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
0 − 𝜆 7 7 7 7 7 7 7

7 0 − 𝜆 7 7 7 7 7 7
7 7 0 − 𝜆 7 7 7 7 7
7 7 7 0 − 𝜆 7 7 7 7
7 7 7 7 0 − 𝜆 7 7 7
7 7 7 7 7 0 − 𝜆 7 7
7 7 7 7 7 7 0 − 𝜆 7
7 7 7 7 7 7 7 0 − 𝜆]

 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 

= 0

 

 

Sehingga diperoleh polinomial karakteristik dan nilai eigen  sebagai berikut: 

det(𝐷𝐷(Γ𝑆(𝑄4𝑛)) = 𝜆8 − 1372 𝜆6 − 38416 𝜆5 − 504210 𝜆4 − 3764768  𝜆3 −

16470860 𝜆2 − 39530064 𝜆 − 40353607 

atau 𝑝(𝜆) = (𝜆 − 49)(𝜆 + 7)7 
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dan nilai eigen dari matriks 𝐷𝐷(𝛤𝑆 (𝑄8)) adalah 𝜆1 =  49  dan  𝜆2 = −7   dengan 

masing-masing memiliki multiplitas 𝑚(𝜆1) =  1 dan  𝑚(𝜆2) =  7. 

 

2.6  Energi Detour  

Definisi 2.21 

  Energi dari suatu graf 𝐺, dinotasikan dengan 𝐸(𝐺), didefinisikan sebagai 

jumlah dari mutlak semua nilai eigen dari matriks ketetanggaan 𝐺 atau 

 𝐸(𝐺) = ∑ |𝜆𝑖|
𝑛

𝑖=1
, 

dengan  𝜆1, … , 𝜆𝑛 adalah nilai eigen dari matriks ketetanggaan 𝐺 (Bapat, 2010). 

Energi detour diperoleh dari matriks detour 𝐺, dinotasikan 𝐸𝐷𝐷(𝐺) adalah energi 

yang didefinisikan sebagai 

𝐸𝐷𝐷(𝐺) = ∑ |𝜆𝑖|
𝑛

𝑖=1
 

(Abdussakir dkk., 2018). 

Contoh 2.19 

Berikut adalah Γ𝑆(𝑄8). 

 
Gambar 2.9 Graf Invers 𝑄8 

 

Berdasarkan Gambar 2.9, diperoleh matriks detour dari 𝛤𝑆(𝑄8) sebagai berikut: 
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𝐷𝐷(𝛤𝑆(𝑄8)) =

[
 
 
 
 
 
 
 
0 7 7 7 7 7 7 7
7 0 7 7 7 7 7 7
7 7 0 7 7 7 7 7
7 7 7 0 7 7 7 7
7 7 7 7 0 7 7 7
7 7 7 7 7 0 7 7
7 7 7 7 7 7 0 7
7 7 7 7 7 7 7 0]

 
 
 
 
 
 
 

 

Berdasarkan matriks detour tersebut, maka dapat dicari polinomial karakteristik dan 

nilai eigen dari matriks 𝐷𝐷(𝛤𝑆(𝑄8)) sebagai berikut: 

det(𝐷𝐷(𝛤𝑆(𝑄8))− 𝜆𝐼) = 0

⟺ det

(

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
0 7 7 7 7 7 7 7
7 0 7 7 7 7 7 7
7 7 0 7 7 7 7 7
7 7 7 0 7 7 7 7
7 7 7 7 0 7 7 7
7 7 7 7 7 0 7 7
7 7 7 7 7 7 0 7
7 7 7 7 7 7 7 0]

 
 
 
 
 
 
 

−

[
 
 
 
 
 
 
 
𝜆 0 0 0 0 0 0 0
0 𝜆 0 0 0 0 0 0
0 0 𝜆 0 0 0 0 0
0 0 0 𝜆 0 0 0 0
0 0 0 0 𝜆 0 0 0
0 0 0 0 0 𝜆 0 0
0 0 0 0 0 0 𝜆 0
0 0 0 0 0 0 0 𝜆]

 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 

= 0

⟺det

(

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
0 − 𝜆 7 7 7 7 7 7 7

7 0 − 𝜆 7 7 7 7 7 7
7 7 0 − 𝜆 7 7 7 7 7
7 7 7 0 − 𝜆 7 7 7 7
7 7 7 7 0 − 𝜆 7 7 7
7 7 7 7 7 0 − 𝜆 7 7
7 7 7 7 7 7 0 − 𝜆 7
7 7 7 7 7 7 7 0 − 𝜆]

 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 

= 0

 

 

Sehingga diperoleh polinomial karakteristik sebagai berikut: 

𝐷𝐷(𝛤𝑆(𝑄8)) = 𝜆8 − 1372 𝜆6 − 38416 𝜆5 − 504210 𝜆4 − 3764768  𝜆3

− 16470860 𝜆2 − 39530064  𝜆 − 40353607  

atau 𝑝(𝜆) = (𝜆 − 49)(𝜆 + 7)7 

Dengan demikian, maka diperoleh bahwa nilai eigen dari matriks 

𝐷𝐷(𝛤𝑆(𝑄8)) adalah 𝜆1 = 49  dan  𝜆2 = −7  dengan masing-masing memiliki 
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multiplitas 𝑚(𝜆1) = 1 dan  𝑚(𝜆2) = 7. Setelah diketahui nilai eigen dari  

𝐷𝐷(𝛤𝑆(𝑄8)), dapat dihitung energi detour dari 𝛤𝑆(𝑄8) sebagai berikut:  

𝐸𝐷𝐷(𝛤𝑆 (𝑄8))   =  ((1 × |49|) +  (7 × |−7|)) 

= 49 + 49 

=  98 

Jadi, dapat diketahui bahwa energi detour dari Γ𝑆(𝑄8) adalah 98. 

 

2.7  Kajian Integrasi Topik dengan al-Quran   

   Prinsip keseimbangan dalam fisika memiliki kesamaan dengan firman Allah 

SWT dalam Q.S ar-Rahman ayat 7 yang berbunyi:  

ءَ رفََـعَهَا وَوَضَعَ الممِيـمزاَنَ  
مَاۤۡ ﴾۷﴿وَالسَّ  

Artinya: langit telah dia tinggalkan dan dia telah menciptakan neraca (keadilan 
dan keseimbangan). (QS. ar-Rahman:7) (Kemenag, 2022). 
 

  Kata “neraca” dapat dimaknai keseimbangan dan keadilan dalam 

penciptaan langit dan bumi serta semesta alam raya oleh Allah SWT. Dalam tafsir 

ibnu Katsir, disebutkan bahwa Allah SWT telah menciptakan langit dengan 

ketinggian yang luar biasa, dilengkapi bintang-bintang dan planet-planet yang 

tersusun rapi. Kemudian Allah SWT juga menciptakan bumi dengan segala isinya 

dalam keadaan seimbang, tidak ada yang timpang sedikit pun. Hal ini menunjukkan 

kesempurnaan ilmu dan keadilan Allah SWT dalam menciptakan alam semesta 

(Ishag, 2004).  

Pada energi graf, stabilitas struktur graf sangat bergantung pada keseimbangan 

distribusi titik dan sisi serta interaksinya. Graf dengan energi rendah menunjukkan 

sistem yang seimbang, di mana transformasi atau perpindahan informasi antar 
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komponen graf berjalan optimal dan lancar tanpa banyak hambatan. Sedangkan graf 

dengan energi tinggi mengindikasikan sistem yang tidak seimbang, distribusi 

komponennya tidak merata sehingga menyebabkan terjadinya bottleneck atau 

penumpukan aliran informasi yang memicu ketidakstabilan.  

Prinsip kestabilan dan keseimbangan juga diperkuat dalam Hadits Arbain 

yang diriwayatkan oleh Imam Muslim, yaitu: 

سٍ رَضِيَ اللهُ تَـعَالَى عَنمهُ عَنم رَسُولِ اِلله صلى الله عليه وسلٰم قاَلَ: )إِنَّ اللهَ   عَنم أبِ يـعَملَى شَدَّادِ بنِ أوَم

الذِٰبحمَ ةَ، وَلميُحِدَّ  فأََحمسِنُـوما  ذَبَحمتُمم  لَةَ، وَإذَِا  املقِتـم فأََحمسِنُـوما  قَـتَـلمتُمم  شَيءٍ. فإَِذَا  عَلَى كُلِٰ  الِإحمسَانَ   كَتَب 

 أحََدكُُمم  شَفمرتََهُ، وَلميُرحِم ذَبيِمحَتَهُ(  )رَوَاه مُسملِمٌ( أحََدكُُمم شَفمرتََهُ، وَلميُرحِم ذَبيِمحَتَهُ( )رَوَاه مُسملِمٌ( أحََدكُُمم تَهُ،

Artinya: dari Abu Ya’la Syaddad bin Aus radhiyallahu ‘anhu dari Rasulullah 
shallahu ‘alaihi wa sallam, beliau bersabda: “Sesungguhnya Allah subhanahu wa 
ta’ala telah menetapkan perbuatan ihsan (baik) pada tiap-tiap sesuatu. Jika kalian 

membunuh, maka sembelihlah dengan cara yang baik, hendaklah salah seorang di 
antara kalian menajamkan pisaunya dan menenangkan sembelihannya.” (HR. 
Muslim) (Yahya, 2007). 

 

Maksud dari hadits di atas adalah anjuran untuk selalu berbuat secara ihsan 

dan sempurna dalam segala hal, salah satunya dengan cara seimbang dan rasional, 

tidak berlebih-lebihan (Yahya, 2007). Hal ini sesuai dengan konsep energi graf 

yang menganggap graf dengan distribusi yang optimal dan seimbang (energi 

rendah) mencerminkan sistem yang stabil.  

Allah SWT berfirman dalam QS. Ali Imron ayat 191-192 yang berbunyi: 

نَ فِِم خَلمقِ له عَ وَّقُـعُومداا وَّ  قيِاَماا اللّهَٰ يذَْكرُُوْنََََّّّذِيْنََّال َّ وهتِ  ى خُنُـومبِِّم وَيـتََـفَكَّرُوم َرمضِِۚ ربَّـَناَمَاخَلقَمتَ هَذَا   السَّمه وَالام

سُبمحه   
ِۚ
خِلِ النَّارَ ف ـَ  ﴾۱۹۱﴿ عَذَابَ النَّارِ  نَكَ فقَِناَبَاطِلاا َ مِنم قَدم اخَزيَمـتَهۗ وَمَا للِظهٰ ربَّـَنآَ انَِّكَ مَنم تدُم الِمِينم

 ﴾۱۹۲﴿انَمصَارٍ 
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Artinya: (yaitu) orang-orang yang mengingat Allah SWT sambil berdiri, duduk, 

atau dalam keadaan berbaring, dan memikirkan tentang penciptaan langit dan 
bumi (seraya berkata), “Ya Tuhan kami, tidaklah Engkau menciptakan semua ini 
sia-sia. Maha Suci Engkau. Lindungilah kami dari azab neraka (191). Ya tuhan 
kami, sesungguhnya orang yang engkau masukkan ke dalam neraka, maka engkau 

benar-benar telah menghinakannya dan tidak ada seorang penolong pun bagi 
orang yang zalim (192). (QS. Ali-Imron: 191-192) (Kemenag, 2022). 
 
 

Dalam ayat tersebut Allah SWT mengkaji tanda-tanda kebesaran Allah 

SWT pada ciptaan-Nya, termasuk hukum-hukum dan pola yang ada di alam  

semesta, salah satunya berupa graf yang merupakan model jaringan kompleks. 

Salah satu contohnya adalah adanya pergantian siang dan malam sebagai tanda 

kebesaran-Nya menciptakan planet bumi beserta sistem yang bekerja secara 

keteraturan dan hukum-hukum tertentu.  

Pola siang dan malam merupakan salah satu pola alami yang terjadi di alam 

semesta atas kehendak Allah SWT kemudian Allah SWT menekankan pentingnya 

manusia yang diberikan akal untuk memikirkan dan mengkaji pola-pola dan hukum 

alam tersebut agar dapat mengenal dan mendekatkan diri kepada penciptanya. Salah 

satu cara untuk mengkaji pola dalam sistem alam adalah dengan menggunakan 

metode pemodelan berupa graf atau jaringan kompleks di mana suatu sistem alam 

diwakilkan oleh simpul-simpul atau titik dan hubungan yang terjadi. Dengan 

mengkaji pola graf ini akan mengungkapkan karakteristik unik sistem tersebut 

sehingga makin memahami hukum Allah SWT yang bekerja di alam termasuk 

prinsip keseimbangan, keadilan, dan lainnya.  

Dalam merancang suatu jaringan infrastruktur seperti jalan raya, rel kereta 

api, jaringan pipa air, dan sebagainya, salah satu persoalan penting yang harus 

diselesaikan adalah bagaimana menentukan rute terpendek yang menghubungkan 
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berbagai simpul/titik penting. Prinsip dasarnya adalah efisiensi, yaitu mencari jalur 

yang paling minimal jaraknya sehingga biaya dan waktu tempuh juga optimal.  

Dalam ilmu komputer dan matematika, masalah ini dikaji dalam teori graf, 

yaitu representasi abstrak dari jaringan, yang terdiri dari sejumlah titik/simpul 

(vertex) serta sisi/penghubung (edge) di antara titik-titik itu. Untuk menemukan rute 

terpendek antar dua titik tertentu, dikembangkanlah algoritma khusus seperti 

Algoritma Dijkstra, Algoritma Floyd-Warshall, dll. Dengan menerapkan metode ini 

pada sebuah graf/jaringan, maka jalur terpendek yang efisien dapat diidentifikasi. ََّّ

Ayat al-Quran yang berkaitan dengan efisiensi dalam menentukan jalur terpendek 

berdasarkan semangat profesionalisme terdapat dalam Q.S at-Taubah ayat 105. 

Allah SWT berfirman: 

لِمِ المغيَمبِ والشَّهَادَةِ فَـيُـن ـَ وَقُلِ اعممَلُوما نَ اِلىه عه  وَسَتُُدَُّوم
نَۗ مِنُـوم ُ عَمَلَكُمم وَرَسُوملُهُ والممُؤم تمُم  فَسَيَرىَ اللّهٰ بٰـئُكُمم بِاَ كُنـم

نَِۚ   ﴾۱۰٥﴿تَـعممَلُوم

Artinya: Katakanlah (Nabi Muhammad), “Bekerjalah! Maka, Allah, rasul-Nya, 

dan orang-orang mukmin akan melihat pekerjaanmu. Kamu akan dikembalikan 
kepada (Zat) yang mengetahui yang gaib dan yang nyata. Lalu, Dia akan 
memberitakan kepada kamu apa yang selama ini kamu kerjakan.” (QS. at-Taubah: 
105) (Kemenag, 2022). 

 

Maksud dari ayat ini adalah anjuran profesionalisme dan optimalisasi amal 

dalam Islam. Artinya, ketika Muslim ditugaskan mengerjakan suatu pekerjaan, ia 

wajib menunaikannya dengan sungguh-sungguh dan sebaik mungkin kualitasnya. 

Tidak boleh mengerjakan dengan seenaknya dan tanpa standar profesionalitas. Oleh 

karena itu, semangat inilah yang sejalan dengan upaya mencari solusi rute/jalur 

terpendek dalam sebuah jaringan infrastruktur tadi. Si Muslim berkewajiban 

mendalami ilmu tentang graf dan algoritmanya, lalu menerapkannya secara optimal 
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untuk bisa menemukan rute paling efisien. Dengan demikian dia telah 

mengimplementasikan semangat ayat al-Quran di atas dalam kontribusi nyata di 

bidang keilmuan dan teknologi. 

Efisiensi dan optimalisasi yang diajarkan al-Quran mencakup pula 

optimalisasi teknis seperti penentuan jalur terpendek. Keduanya saling  

melengkapi dan membentuk kerangka kerja Islam dalam riset dan aplikasi 

teknologi yang bermanfaat luas bagi umat manusia.  

Rasulullah SAW bersabda,  

َ تَـعَالى يُُِبٰ  : قاَلَ رَسُوملُ اِلله صَلَّى اللهُ عَليَمهِ وَسَلَّمَ: إِنٰ اللَّّ  إذَِا عَمِلَ عَنم عَائشَِةَ رَضِيَ اللهُ عَنـمهَا قاَلَتم

يـتُمقِنَهُ )رواه الطبرني والبيهقي(أحََدكُُمم عَمَلاا                                                         أنَم 

Artinya: "Sesungguhnya Allah SWT menyukai seorang mukmin yang berkarya 
profesional." (HR. Thabrani) (Mubarak, 2015). 
 

Hadits ini menegaskan bahwa Allah SWT mencintai orang mukmin yang 

menjalankan pekerjaannya secara profesional. Profesionalitas dalam bekerja 

mencakup sikap disiplin, bertanggung jawab, teliti, serta mampu bekerja secara 

efektif dan efisien (Mubarak, 2015). 

Bekerja secara efisien berarti mampu menyelesaikan pekerjaan dengan tepat 

dan cepat tanpa membuang sumber daya. Efisiensi juga berkaitan dengan 

optimalisasi, yaitu mencapai hasil terbaik dengan sumber daya seminimal mungkin. 

Konsep ini sesuai dengan energi detour pada graf yang bertujuan mencari lintasan 

terpendek tanpa memutar atau melenggang jauh dari jalur optimum, sehingga 

diperoleh rute paling efisien tanpa pemborosan jarak tempuh (Afandi dkk., 2019). 

Dengan demikian, hadits tentang anjuran profesionalitas dalam bekerja 

memiliki relevansi dengan implementasi konsep optimalisasi seperti energi detour. 
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Keduanya sama-sama mendorong efisiensi dan efektivitas guna mencapai hasil 

terbaik tanpa pemborosan sumber daya. 

Allah SWT berfirman dalam al-Quran Surat al-Kahfi ayat 104-105. 

مُم يُُمسِ  نَ انََّّ نمـياَ وَهُمم يَُمسَبُـوم يَهوةِ الدُّ صُنـمعااالَّذِيمنَ ضَلَّ سَعميُـهُمم فِِ الحم نَ  كَ    ﴾۱۰٤﴿ نُـوم ىِٕ
ۡۤ
الَّذِيمنَ كَفَرُوما اوُله

مَةِ وَزمناا  مَ المقِيه  ﴾۱۰٥﴿بِاهيهتِ رَبِِّٰمم وَلقَِآئهِ فَحَبِطَتم اعَممَا لُُمٌم فَلَا نقُِيممُ لَُمُم يَـوم
 
Artinya: (Yaitu) orang-orang yang sia-sia usahanya dalam kehidupan dunia, sedangkan 

mereka mengira bahwa mereka berbuat sebaik-baiknya (104). Mereka itu adalah orang-

orang yang kufur terhadap ayat-ayat Tuhannya dan (kufur pula terhadap) pertemuan 

dengan-Nya. Maka, amal mereka sia-sia dan Kami tidak memberikan penimbangan 

terhadap (amal) mereka pada hari Kiamat (105). (QS. al-Kahfi: 104-105) (Kemenag, 
2022). 
 

Maksud dari ayat di atas mengisyaratkan bahwa iman yang benar kepada 

Allah SWT, ayat-ayat-Nya, dan hari akhir merupakan kunci utama diterimanya 

setiap amal ibadah oleh-Nya. Tanpa keimanan yang lurus, maka semua amal ibadah 

yang dilakukan akan menjadi sia-sia belaka, meski disangka sebagai perbuatan 

yang baik. 

Pada ayat 104, al-Quran menggambarkan orang-orang yang usaha dan jerih 

payahnya di dunia ini menjadi sia-sia dan tidak bermanfaat, karena mereka 

menyangka bahwa apa yang mereka lakukan adalah perbuatan yang baik, padahal 

sebenarnya perbuatan mereka sesat dan menyimpang dari kebenaran. Kemudian 

pada ayat 105, ayat tersebut menerangkan lebih detail tentang ciri-ciri orang yang 

dimaksud, yaitu mereka adalah orang-orang yang mengingkari ayat-ayat Allah 

SWT dan meragukan adanya hari kebangkitan atau kiamat serta kehidupan akhirat. 

Karena keingkaran dan keraguannya itu, maka semua amal dan usaha 

mereka di dunia menjadi sia-sia dan tidak akan mendapat pahala sedikit pun di 
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akhirat nanti. Allah SWT tidak akan memberikan timbangan kebaikan sedikit pun 

bagi mereka di Hari Pembalasan kelak. Hal ini menunjukkan bahwa iman yang 

benar kepada Allah SWT, ayat-ayat-Nya, dan hari akhir adalah kunci diterimanya 

amal ibadah seseorang. Tanpa iman yang benar, semua amal akan menjadi sia-sia 

belaka. 

Dengan demikian, ayat 104-105 surah al-Kahfi menjadi peringatan agar 

selalu meluruskan niat dan memurnikan keimanan dalam setiap amal dan ibadah 

yang dilakukan. Sebab hanya dengan keimanan yang benar, amal baru bisa bernilai 

dan diterima di sisi Allah SWT. Inilah esensi penting yang dapat diambil dari firman 

Allah SWT tersebut.  

Allah SWT berfirman dalam Q.S. al-Isra’ ayat 26-27. 

بيِملِ وَلَا تُـبَذِٰرم تِ ذَالمقُرمبه آوَ  َ وَابمنَ السَّ ِۗ اِنَّ الممُبَذِٰريِم   ﴾۲٦﴿تَـبمذِيمـراا     حَقَّهُ وَالممِسمكِينم يَطِينم  نَ كَانُـومآ اِخمواَنَ الشَّ

يمطاَنُ لرِبَِهِٰ كَفُومراا   ﴾۲٧﴿وكََانَ الشَّ

Artinya: Berikanlah kepada kerabat dekat haknya, (juga kepada) orang miskin, dan 

orang yang dalam perjalanan. Janganlah kamu menghambur-hamburkan 
(hartamu) secara boros (26). Sesungguhnya para pemboros itu adalah saudara-
saudara setan dan setan itu sangat ingkar kepada Tuhannya (27). (QS. Al-Isra': 26-
27) (Kemenag, 2022). 

 

Dalam QS. al-Isra' ayat 26-27 memerintahkan untuk tidak berlaku boros dan 

tidak pula terlalu kikir dalam menafkahkan harta. Ayat ini memiliki relevansi yang 

kuat dengan prinsip efisiensi dan efektivitas waktu, khususnya dalam konteks jarak 

yang ditempuh. Ayat ini menekankan pentingnya menjaga keseimbangan dalam 

pengeluaran harta, baik untuk keluarga, mustahik zakat, maupun dalam perjalanan 

atau mobilitas. Dalam konteks perjalanan atau mobilitas, prinsip efisiensi dan 

efektivitas waktu sangat relevan untuk di perhatikan. 
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Boros atau menghambur-hamburkan harta dalam perjalanan dapat 

menyebabkan pemborosan waktu dan sumber daya. Misalnya, memilih rute 

transportasi yang tidak efisien, atau berlebihan dalam konsumsi selama perjalanan. 

Di sisi lain, perilaku terlalu kikir atau tidak memadai dalam memfasilitasi 

perjalanan juga dapat menghambat pencapaian tujuan secara efektif dan tepat 

waktu. Oleh karena itu, ayat ini mengajarkan untuk mengalokasikan sumber daya 

secara bijak dan terukur dalam perjalanan, agar tujuan dapat dicapai dengan efisien 

dan efektif tanpa mengorbankan kebutuhan yang esensial.
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BAB III 

 METODE PENELITIAN 

 

3.1  Jenis Penelitian  

   Penelitian ini termasuk penelitian kualitatif, yaitu meneliti dalam kondisi 

objek yang alami. Metode penelitian yang digunakan adalah studi pustaka, yaitu 

mengumpulkan data dan informasi relevan dengan topik penelitian dari berbagai 

sumber literatur seperti jurnal, buku, dan lain-lain (Handayani, 2016). Khususnya 

dipelajari berbagai literatur yang membahas mengenai energi detour pada graf dari 

grup, secara spesifik pada graf invers dan grup quaternion diperumum. 

 

3.2  Pra Penelitian  

   Sebelum memulai penelitian, peneliti mengambil langkah awal dengan 

menentukan energi detour pada graf invers dari grup quaternion diperumum 

ΓS(𝑄4𝑛) dengan 𝑛 = {2,3,4,5}. Tujuannya adalah untuk memunculkan dugaan atau 

konjektur awal mengenai pola umum energi detour tersebut. 

 

3.3  Tahapan Penelitian  

   Metode yang digunakan dalam penelitian ini meliputi Langkah-langkah 

sebagai berikut:  

1.  Menentukan invers dari semua unsur 𝑄4𝑛, 

2.  Menentukan himpunan bagian  𝑆 ⊆ 𝑄4𝑛  dengan 𝑆 ≔ {𝑥 ∈ 𝑄4𝑛 ∶ 𝑥−1 ≠ 𝑥},  

3.  Menentukan keterhubungan titik di ΓS(𝑄4𝑛), 

4.  Menentukan matriks detour dari ΓS(𝑄4𝑛), 
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5.  Menentukan polinomial karakteristik dan nilai eigen dari matriks detour pada 

ΓS(𝑄4𝑛), 

6.  Menentukan energi detour pada ΓS(𝑄4𝑛), 

untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 2. 
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BAB IV 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

 

  Bab ini membahas cara menentukan formula pada graf invers dari grup 

quaternion diperumum. Dalam menentukan formula, pada bagian pertama akan 

ditentukan invers dari setiap elemen grup quaternion diperumum 𝑄4𝑛 terlebih 

dahulu agar dapat menggambarkan graf invers dari grup tersebut. Setelah 

menggambarkan graf invers dari grup quaternion diperumum, maka dapat 

menentukan formula energi detour graf invers dari grup quaternion diperumum 

dengan 𝑄4𝑛 dengan 𝑛 ∈ ℕ,𝑛 ≥ 2. 

 

4.1 Energi Detour pada Graf Invers dari Grup Quarternion Diperumum  

𝑸𝟒𝒏  

Penelitian ini akan menentukan energi detour pada graf invers dari grup 

quaternion diperumum dengan 𝑛 ∈ {2,3,4,5}. Melalui perhitungan dan analisis 

sistematis untuk berbagai nilai 𝑛 bertujuan untuk mengidentifikasi pola atau 

keteraturan yang mungkin muncul. Pendekatan ini diharapkan dapat memunculkan 

dugaan-dugaan antara struktur grup quaternion, graf inversnya, dan konsep energi 

detour. Dugaan-dugaan ini dapat menjadi dasar untuk pengembangan teori lebih 

lanjut dalam bidang teori graf dan aljabar abstrak. 
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4.1.1 Graf Invers dari Grup Quaternion Diperumum  𝑸𝟒.𝟐 

Grup quarternion diperumum 𝑄8 adalah 𝑄8 = 〈𝑎,𝑏|𝑎4 = 𝑒, 𝑏2 =

𝑎2, 𝑏𝑎𝑏−1 = 𝑎−1〉.  Elemen-elemen dari grup quarternion diperumum 𝑄8 adalah 

𝑄8 = {1, 𝑎, 𝑎2, 𝑎3, 𝑏, 𝑎𝑏,𝑎2𝑏, 𝑎3𝑏}. Berikut merupakan tabel Cayley dari 𝑄8 

Tabel 4.1 Tabel Cayley dari 𝑄8 

∘ 1 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 

1 1 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 

𝑎 𝑎 𝑎2 𝑎3 1 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑏 

𝑎2 𝑎2 𝑎3 1 𝑎 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑏 𝑎𝑏 

𝑎3 𝑎3 1 𝑎 𝑎2 𝑎3𝑏 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 

𝑏 𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑎2 𝑎 1 𝑎3 

𝑎𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3 𝑎2 𝑎 1 

𝑎2𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎3𝑏 1 𝑎3 𝑎2 𝑎 

𝑎3𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎 1 𝑎3 𝑎2 

 

Invers dari setiap elemen dari grup quarternion diperumum adalah sebagai 

berikut: 

1−1 = 1 karena 1 ∘ 1 = 1 

𝑎−1 = 𝑎3  karena 𝑎 ∘ 𝑎3 = 𝑎3 ∘ 𝑎 = 1 

(𝑎2)−1 = 𝑎2 karena 𝑎2 ∘ 𝑎2 = 1 

(𝑎3)−1 = 𝑎 karena 𝑎3 ∘ 𝑎 = 𝑎 ∘ 𝑎3 = 1 

𝑏−1 = 𝑎2𝑏 karena 𝑏 ∘ 𝑎2𝑏 = 𝑎2𝑏 ∘ 𝑏 = 1 

(𝑎2𝑏)−1 = 𝑏 karena 𝑎2𝑏 ∘ 𝑏 = 𝑏 ∘ 𝑎2𝑏 = 1 

(𝑎3𝑏)−1 = 𝑎𝑏 karena 𝑎3𝑏 ∘ 𝑎𝑏 = 𝑎𝑏 ∘ 𝑎3𝑏 = 1 
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Berdasarkan uraian di atas, diketahui bahwa anggota 𝑄8 yang inversnya 

adalah dirinya sendiri adalah {1,𝑎2}, sehingga 𝑆 = {𝑎, 𝑎3, 𝑏, 𝑎𝑏,𝑎2𝑏, 𝑎3𝑏 }. 

Himpunan titik pada 𝛤𝑆(𝑄8) adalah 𝑉(𝛤𝑆(𝑄8)) = {1,𝑎, 𝑎2, 𝑎3, 𝑏, 𝑎𝑏,𝑎2𝑏, 𝑎3𝑏 }. 

Dua titik yang berbeda 𝑢 dan 𝑣 pada 𝑉(𝛤𝑆(𝑄8)) akan terhubung langsung jika dan 

hanya jika 𝑢 ∘ 𝑣 ∈ 𝑆 atau 𝑣 ∘ 𝑢 ∈ 𝑆. Dengan demikian dapat dibentuk 𝛤𝑆(𝑄8) yang 

ditunjukkan pada gambar berikut: 

 
 Gambar 4.1 𝛤𝑆(𝑄8) 

 

Berdasarkan Gambar 4.1, dapat diperoleh matriks detour dari 𝛤𝑆(𝑄8)  

sebagai berikut: 

𝐷𝐷(𝛤𝑆(𝑄8) =

[
 
 
 
 
 
 
 
0 7 7 7 7 7 7 7
7 0 7 7 7 7 7 7
7 7 0 7 7 7 7 7
7 7 7 0 7 7 7 7
7 7 7 7 0 7 7 7
7 7 7 7 7 0 7 7
7 7 7 7 7 7 0 7
7 7 7 7 7 7 7 0]

 
 
 
 
 
 
 

 

Berdasarkan matriks detour tersebut, maka dapat dicari polinomial 

karakteristik dan nilai eigen dari matriks 𝐷𝐷(𝛤𝑆(𝑄8)) sebagai berikut: 
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det(𝐷𝐷(𝛤𝑆(𝑄8))− 𝜆𝐼) = 0

⇔ det

(

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
0 7 7 7 7 7 7 7
7 0 7 7 7 7 7 7
7 7 0 7 7 7 7 7
7 7 7 0 7 7 7 7
7 7 7 7 0 7 7 7
7 7 7 7 7 0 7 7
7 7 7 7 7 7 0 7
7 7 7 7 7 7 7 0]

 
 
 
 
 
 
 

−

[
 
 
 
 
 
 
 
𝜆 0 0 0 0 0 0 0
0 𝜆 0 0 0 0 0 0
0 0 𝜆 0 0 0 0 0
0 0 0 𝜆 0 0 0 0
0 0 0 0 𝜆 0 0 0
0 0 0 0 0 𝜆 0 0
0 0 0 0 0 0 𝜆 0
0 0 0 0 0 0 0 𝜆]

 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 

= 0

⇔ det

(

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
0 − 𝜆 7 7 7 7 7 7 7

7 0 − 𝜆 7 7 7 7 7 7
7 7 0 − 𝜆 7 7 7 7 7
7 7 7 0 − 𝜆 7 7 7 7
7 7 7 7 0 − 𝜆 7 7 7
7 7 7 7 7 0 − 𝜆 7 7
7 7 7 7 7 7 0 − 𝜆 7
7 7 7 7 7 7 7 0 − 𝜆]

 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 

= 0

 

 

Sehingga diperoleh polinomial karakteristik sebagai berikut: 

det(𝐷𝐷(Γ𝑆(𝑄4𝑛))− 𝜆𝐼)

= 𝜆8 − 1372 𝜆6 − 38416 𝜆5 − 504210 𝜆4 − 3764768 𝜆3 − 16470860  𝜆2

− 39530064 𝜆 − 40353607  

atau 𝑝(𝜆) = (𝜆 − 49)(𝜆 + 7)7 

Dengan demikian, diperoleh bahwa nilai eigen dari matriks 𝐷𝐷(𝛤𝑆 (𝑄8))  

adalah 𝜆1 =  49  dan  𝜆2 = −7  dengan masing-masing memiliki multiplitas 

𝑚(𝜆1) =  1 dan  𝑚(𝜆2) =  7. Setelah diketahui nilai eigen dari 𝐷𝐷(𝛤𝑆 (𝑄8)) dapat 

dihitung energi detour dari 𝛤𝑆(𝑄8) sebagai berikut:  

𝐸𝐷𝐷(Γ𝑆(𝑄8)) = ((1 × |49|) + (7 × |−7|)) 

= 49 + 49  

= 98 

Jadi, dapat diketahui bahwa energi detour dari Γ𝑆(𝑄8) adalah 98.  
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4.1.2 Graf Invers dari Grup Quaternion Diperumum  𝑸𝟒.𝟑 

Grup quarternion diperumum 𝑄12 adalah 𝑄12 = 〈𝑎, 𝑏|𝑎6 = 𝑒, 𝑏2 =

𝑎3, 𝑏𝑎𝑏−1 = 𝑎−1〉.  Elemen-elemen dari grup quarternion diperumum 𝑄12 adalah 

𝑄12 = {1,𝑎, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4, 𝑎5, 𝑏, 𝑎𝑏,𝑎2𝑏, 𝑎3𝑏,𝑎4𝑏, 𝑎5𝑏}. Berikut merupakan tabel 

Cayley dari 𝑄12. 

Tabel 4.2 Tabel Cayley 𝑄12 

∘ 1 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑎4𝑏 𝑎5𝑏 

1 1 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑎4𝑏 𝑎5𝑏 

𝑎 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5 1 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑎4𝑏 𝑎5𝑏 𝑏 

𝑎2 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5 1 𝑎 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑎4𝑏 𝑎5𝑏 𝑏 𝑎𝑏 

𝑎3 𝑎3 𝑎4 𝑎5 1 𝑎 𝑎2 𝑎3𝑏 𝑎4𝑏 𝑎5𝑏 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 

𝑎4 𝑎4 𝑎5 1 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑎4𝑏 𝑎5𝑏 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 

𝑎5 𝑎5 1 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5𝑏 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑎4𝑏 

𝑏 𝑏 𝑎5𝑏 𝑎4𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑎3 𝑎2 𝑎 1 𝑎5 𝑎4 

𝑎𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎5𝑏 𝑎4𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎4 𝑎3 𝑎2 𝑎 1 𝑎5 

𝑎2𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎5𝑏 𝑎4𝑏 𝑎3𝑏 𝑎5 𝑎4 𝑎3 𝑎2 𝑎 1 

𝑎3𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎5𝑏 𝑎4𝑏 1 𝑎5 𝑎4 𝑎3 𝑎2 𝑎 

𝑎4𝑏 𝑎4𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎5𝑏 𝑎 1 𝑎5 𝑎4 𝑎3 𝑎2 

𝑎5𝑏 𝑎5𝑏 𝑎4𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎2 𝑎 1 𝑎5 𝑎4 𝑎3 

 

Invers dari setiap elemen dari grup quarternion diperumum adalah sebagai 

berikut: 

1−1 = 1 karena 1 ∘ 1 = 1 
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𝑎−1 = 𝑎5  karena 𝑎 ∘ 𝑎5 = 𝑎5 ∘ 𝑎 = 1 

(𝑎2)−1 = 𝑎4 karena 𝑎2 ∘ 𝑎4 = 𝑎4 ∘ 𝑎2 = 1 

(𝑎3)−1 = 𝑎3 karena 𝑎3 ∘ 𝑎3 = 1 

(𝑎4)−1 = 𝑎2 karena 𝑎4 ∘ 𝑎2 = 𝑎2 ∘ 𝑎4 = 1 

(𝑎5)−1 = 𝑎 karena 𝑎5 ∘ 𝑎 = 𝑎 ∘ 𝑎5 = 1 

𝑏−1 = 𝑎3𝑏 karena 𝑏 ∘ 𝑎3𝑏 = 𝑎3𝑏 ∘ 𝑏 = 1 

𝑎𝑏−1 = 𝑎4𝑏 karena 𝑎𝑏 ∘ 𝑎4𝑏 = 𝑎4𝑏 ∘ 𝑎𝑏 = 1 

(𝑎2𝑏)−1 = 𝑎5𝑏 karena 𝑎2𝑏 ∘ 𝑎5𝑏 = 𝑎5𝑏 ∘ 𝑎2𝑏 = 1 

(𝑎3𝑏)−1 = 𝑏 karena 𝑎3𝑏 ∘ 𝑏 = 𝑏 ∘ 𝑎3𝑏 = 1 

(𝑎4𝑏)−1 = 𝑏 karena 𝑎4𝑏 ∘ 𝑎𝑏 = 𝑎𝑏 ∘ 𝑎4𝑏 = 1 

(𝑎5𝑏)−1 = 𝑎2𝑏 karena 𝑎5𝑏 ∘ 𝑎2𝑏 = 𝑎2𝑏 ∘ 𝑎5𝑏 = 1 

Berdasarkan uraian di atas, diketahui bahwa anggota 𝑄12 yang inversnya 

adalah dirinya sendiri adalah {1,𝑎3}, sehingga  

𝑆 = {𝑎, 𝑎2, 𝑎4, 𝑎5, 𝑏, 𝑎𝑏,𝑎2𝑏, 𝑎3𝑏,𝑎4𝑏, 𝑎5𝑏}. Himpunan titik pada graf invers  

𝛤𝑆(𝑄12) adalah 𝑉(𝛤𝑆(𝑄12)) = {1, 𝑎,𝑎2, 𝑎3, 𝑎4, 𝑎5, 𝑏, 𝑎𝑏, 𝑎2𝑏,𝑎3𝑏, 𝑎4𝑏,𝑎5𝑏} . Dua 

titik yang berbeda 𝑢 dan 𝑣 pada 𝑉(𝛤𝑆(𝑄12)) akan terhubung langsung jika dan 

hanya jika 𝑢 ∘ 𝑣 ∈ 𝑆 atau 𝑣 ∘ 𝑢 ∈ 𝑆. Dengan demikian dapat dibentuk 𝛤𝑆(𝑄12) yang 

ditunjukkan pada gambar berikut: 

 
Gambar 4.2 𝛤𝑠(𝑄12) 
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Berdasarkan Gambar 4.2, dapat dicari matriks detour dari 𝛤𝑆(𝑄12) sebagai 

berikut: 

𝐷𝐷(𝛤𝑆(𝑄12)) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11
11 0 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11
11 11 0 11 11 11 11 11 11 11 11 11
11 11 11 0 11 11 11 11 11 11 11 11
11 11 11 11 0 11 11 11 11 11 11 11
11 11 11 11 11 0 11 11 11 11 11 11
11 11 11 11 11 11 0 11 11 11 11 11
11 11 11 11 11 11 11 0 11 11 11 11
11 11 11 11 11 11 11 11 0 11 11 11
11 11 11 11 11 11 11 11 11 0 11 11
11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 0 11
11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 0 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Berdasarkan matriks detour tersebut, maka dapat dicari polinomial 

karakteristik dan nilai eigen dari matriks 𝐷𝐷(𝛤𝑆(𝑄12)) sebagai berikut: 

det(𝐷𝐷(𝛤𝑆(𝑄12))−  𝜆𝐼) = 0

⇔ det

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11
11 0 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11
11 11 0 11 11 11 11 11 11 11 11 11
11 11 11 0 11 11 11 11 11 11 11 11
11 11 11 11 0 11 11 11 11 11 11 11
11 11 11 11 11 0 11 11 11 11 11 11
11 11 11 11 11 11 0 11 11 11 11 11
11 11 11 11 11 11 11 0 11 11 11 11
11 11 11 11 11 11 11 11 0 11 11 11
11 11 11 11 11 11 11 11 11 0 11 11
11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 0 11
11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 0 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

− 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝜆 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 𝜆 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 𝜆 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 𝜆 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 𝜆 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 𝜆 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 𝜆 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 𝜆 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 𝜆 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝜆 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝜆 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝜆]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 
 
 
 
 

= 0

⇔ det

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 −𝜆 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11
11 0 − 𝜆 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11
11 11 0− 𝜆 11 11 11 11 11 11 11 11 11
11 11 11 0 −𝜆 11 11 11 11 11 11 11 11
11 11 11 11 0−𝜆 11 11 11 11 11 11 11
11 11 11 11 11 0 −𝜆 11 11 11 11 11 11
11 11 11 11 11 11 0 −𝜆 11 11 11 11 11
11 11 11 11 11 11 11 0 − 𝜆 11 11 11 11
11 11 11 11 11 11 11 11 0− 𝜆 11 11 11
11 11 11 11 11 11 11 11 11 0 −𝜆 11 11
11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 0−𝜆 11
11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 0 −𝜆]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 
 
 
 
 

= 0
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Sehingga diperoleh polinomial karakteristik sebagai berikut: 

det(𝐷𝐷(𝛤𝑆(𝑄12))− 𝜆𝐼) =𝜆12 − 7986 𝜆10 − 585640 𝜆9 − 21741885  𝜆8

− 51020968 𝜆7 − 8184611820  𝜆6 − 92603036592 𝜆5

− 742753522665𝜆4 − 4149987936160 𝜆3

− 154068330212994 𝜆2 − 34237400473320 𝜆

− 34522712143931 

atau 𝑝(𝜆) = (𝜆 − 121)(𝜆 + 11)11  

Dengan demikian, diperoleh bahwa nilai eigen dari matriks 

𝐷𝐷(𝛤𝑆 (𝑄12))  adalah 𝜆1 = 121 dan  𝜆2 = −11  dengan masing-masing memiliki 

multiplitas 𝑚(𝜆1) =  1 dan  𝑚(𝜆2) =  11. Setelah diketahui nilai eigen dari 

𝐷𝐷(𝛤𝑆 (𝑄12)), dapat dihitung energi detour dari 𝛤𝑆(𝑄12) sebagai berikut:  

𝐸𝐷𝐷(𝛤𝑆 (𝑄12)) = ((1 × |121|) +  (11 ×  |−11|)) 

= 121 + 121 

= 242 

Jadi, dapat diketahui bahwa energi detour dari Γ𝑆(𝑄12) adalah 242.  

 

4.1.3 Graf Invers dari Grup Quaternion Diperumum  𝑸𝟒.𝟒 

Grup quarternion diperumum 𝑄16 adalah 𝑄16 = 〈𝑎, 𝑏|𝑎6 = 𝑒, 𝑏2 =

𝑎4, 𝑏𝑎𝑏−1 = 𝑎−1〉.  Elemen-elemen dari grup quarternion diperumum 𝑄16 adalah 

{1, 𝑎, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4, 𝑎5, 𝑎6, 𝑎7, 𝑏, 𝑎𝑏, 𝑎2𝑏,𝑎3𝑏, 𝑎4𝑏,𝑎5𝑏, 𝑎6𝑏,𝑎7𝑏}. Berikut merupakan 

tabel Cayley dari 𝑄16. 
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Tabel 4.3 Tabel Cayley 𝑄16 

∘ 1 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5 𝑎6 𝑎7 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑎4𝑏 𝑎5𝑏 𝑎6𝑏 𝑎7𝑏 

1 1 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5 𝑎6 𝑎7 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑎4𝑏 𝑎5𝑏 𝑎6𝑏 𝑎7𝑏 

𝑎 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5 𝑎6 𝑎7 1 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑎4𝑏 𝑎5𝑏 𝑎6𝑏 𝑎7𝑏 𝑏 

𝑎2 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5 𝑎6 𝑎7 1 𝑎 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑎4𝑏 𝑎5𝑏 𝑎6𝑏 𝑎7𝑏 𝑏 𝑎𝑏 

𝑎3 𝑎3 𝑎4 𝑎5 𝑎6 𝑎7 1 𝑎 𝑎2 𝑎3𝑏 𝑎4𝑏 𝑎5𝑏 𝑎6𝑏 𝑎7𝑏 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 

𝑎4 𝑎4 𝑎5 𝑎6 𝑎7 1 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑎4𝑏 𝑎5𝑏 𝑎6𝑏 𝑎7𝑏 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 

𝑎5 𝑎5 𝑎6 𝑎7 1 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5𝑏 𝑎6𝑏 𝑎7𝑏 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑎4𝑏 

𝑎6 𝑎6 𝑎7 1 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5 𝑎6𝑏 𝑎7𝑏 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑎4𝑏 𝑎5𝑏 

𝑎7 𝑎7 1 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5 𝑎6 𝑎7𝑏 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑎4𝑏 𝑎5𝑏 𝑎6𝑏 

𝑏 𝑏 𝑎7𝑏 𝑎6𝑏 𝑎5𝑏 𝑎4𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑎4 𝑎3 𝑎2 𝑎 1 𝑎7 𝑎6 𝑎5 

𝑎𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎7𝑏 𝑎6𝑏 𝑎5𝑏 𝑎4𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎5 𝑎4 𝑎3 𝑎2 𝑎 1 𝑎7 𝑎6 

𝑎2𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎7𝑏 𝑎6𝑏 𝑎5𝑏 𝑎4𝑏 𝑎3𝑏 𝑎6 𝑎5 𝑎4 𝑎3 𝑎2 𝑎 1 𝑎7 

𝑎3𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎7𝑏 𝑎6𝑏 𝑎5𝑏 𝑎4𝑏 𝑎7 𝑎6 𝑎5 𝑎4 𝑎3 𝑎2 𝑎 1 

𝑎4𝑏 𝑎4𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎7𝑏 𝑎6𝑏 𝑎5𝑏 1 𝑎7 𝑎6 𝑎5 𝑎4 𝑎3 𝑎2 𝑎 

𝑎5𝑏 𝑎5𝑏 𝑎4𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎7𝑏 𝑎6𝑏 𝑎 1 𝑎7 𝑎6 𝑎5 𝑎4 𝑎3 𝑎2 

𝑎6𝑏 𝑎6𝑏 𝑎5𝑏 𝑎4𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎7𝑏 𝑎2 𝑎 1 𝑎7 𝑎6 𝑎5 𝑎4 𝑎3 

𝑎7𝑏 𝑎7𝑏 𝑎6𝑏 𝑎5𝑏 𝑎4𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎3 𝑎2 𝑎 1 𝑎7 𝑎6 𝑎5 𝑎4 

 

Invers dari setiap elemen dari grup quarternion diperumum adalah sebagai 

berikut: 

1−1 = 1 karena 1 ∘ 1 = 1 

𝑎−1 = 𝑎7  karena 𝑎 ∘ 𝑎7 = 𝑎7 ∘ 𝑎 = 1 

(𝑎2)−1 = 𝑎4 karena 𝑎2 ∘ 𝑎6 = 𝑎6 ∘ 𝑎2 = 1 

(𝑎3)−1 = 𝑎5 karena 𝑎3 ∘ 𝑎5 = 𝑎5 ∘ 𝑎3 = 1 

(𝑎4)−1 = 𝑎4 karena 𝑎4 ∘ 𝑎4 = 1 

  (𝑎5)−1 = 𝑎3 karena 𝑎5 ∘ 𝑎3 = 𝑎3 ∘ 𝑎5 = 1 
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(𝑎6)−1 = 𝑎2 karena 𝑎6 ∘ 𝑎2 = 𝑎2 ∘ 𝑎6 = 1 

(𝑎7)−1 = 𝑎 karena 𝑎7 ∘ 𝑎 = 𝑎 ∘ 𝑎7 = 1 

𝑏−1 = 𝑎4𝑏  karena 𝑏 ∘ 𝑎4𝑏 = 𝑎4𝑏 ∘ 𝑏 = 1 

(𝑎2𝑏)−1 = 𝑎6𝑏 karena 𝑎2𝑏 ∘ 𝑎6𝑏 = 𝑎6𝑏 ∘ 𝑎2𝑏 = 1 

(𝑎3𝑏)−1 = 𝑎7𝑏 karena 𝑎3𝑏 ∘ 𝑎7𝑏 = 𝑎7𝑏 ∘ 𝑎3𝑏 = 1 

(𝑎4𝑏)−1 = 𝑏 karena 𝑎4𝑏 ∘ 𝑏 = 𝑏 ∘ 𝑎4𝑏 = 1 

(𝑎5𝑏)−1 = 𝑎𝑏 karena 𝑎5𝑏 ∘ 𝑎𝑏 = 𝑎𝑏 ∘ 𝑎5𝑏 = 1 

(𝑎6𝑏)−1 = 𝑎2𝑏 karena 𝑎6𝑏 ∘ 𝑎2𝑏 = 𝑎2𝑏 ∘ 𝑎6𝑏 = 1 

(𝑎7𝑏)−1 = 𝑎3𝑏 karena 𝑎7𝑏 ∘ 𝑎3𝑏 = 𝑎3𝑏 ∘ 𝑎7𝑏 = 1 

Berdasarkan uraian di atas, diketahui bahwa anggota 𝑄16  yang inversnya 

adalah dirinya sendiri adalah {1,𝑎4}, sehingga  

𝑆 = {𝑎, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎5, 𝑎6, 𝑎7, 𝑏, 𝑎𝑏, 𝑎2𝑏,𝑎3𝑏, 𝑎4𝑏,𝑎5𝑏, 𝑎6𝑏,𝑎7𝑏}. Himpunan titik pada 

graf invers 𝛤𝑆 (𝑄16) adalah  

𝑉(𝛤𝑆(𝑄16)) = {1,𝑎, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4, 𝑎5, 𝑎6, 𝑎7, 𝑏, 𝑎𝑏, 𝑎2𝑏,𝑎3𝑏, 𝑎4𝑏,𝑎5𝑏,𝑎6𝑏, 𝑎7𝑏}. Dua 

titik yang berbeda 𝑢 dan 𝑣 pada 𝑉(𝛤𝑆(𝑄16)) akan terhubung langsung jika dan 

hanya jika 𝑢 ∘ 𝑣 ∈ 𝑆 atau 𝑣 ∘ 𝑢 ∈ 𝑆. Dengan demikian dapat dibentuk 𝛤𝑆(𝑄16) yang 

ditunjukkan pada gambar berikut: 

 
Gambar 4.3 𝛤𝑆(𝑄16) 
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Berdasarkan Gambar 4.3, dapat dicari matriks detour dari 𝛤𝑆(𝑄16) sebagai 

berikut: 

𝐷𝐷(𝛤𝑆(𝑄16
)) =  

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15
15 0 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15
15 15 0 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15
15 15 15 0 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15
15 15 15 15 0 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15
15 15 15 15 15 0 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15
15 15 15 15 15 15 0 15 15 15 15 15 15 15 15 15
15 15 15 15 15 15 15 0 15 15 15 15 15 15 15 15
15 15 15 15 15 15 15 15 0 15 15 15 15 15 15 15
15 15 15 15 15 15 15 15 15 0 15 15 15 15 15 15
15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 0 15 15 15 15 15
15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 0 15 15 15 15
15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 0 15 15 15
15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 0 15 15
15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 0 15
15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 0 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Berdasarkan matriks detour yang telah ditunjukkan sebelumnya, maka 

dapat dicari polinomial karakteristik dan nilai eigen dari matriks 𝐷𝐷(𝛤𝑆(𝑄16)) 

sebagai berikut: 

det(𝐷𝐷(𝛤𝑆 (𝑄16
)) − 𝜆𝐼) = 0

⇔ det

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15
15 0 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15
15 15 0 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15
15 15 15 0 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15
15 15 15 15 0 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15
15 15 15 15 15 0 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15
15 15 15 15 15 15 0 15 15 15 15 15 15 15 15 15
15 15 15 15 15 15 15 0 15 15 15 15 15 15 15 15
15 15 15 15 15 15 15 15 0 15 15 15 15 15 15 15
15 15 15 15 15 15 15 15 15 0 15 15 15 15 15 15
15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 0 15 15 15 15 15
15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 0 15 15 15 15
15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 0 15 15 15
15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 0 15 15
15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 0 15
15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 0 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

−

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝜆 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 𝜆 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 𝜆 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 𝜆 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 𝜆 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 𝜆 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 𝜆 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 𝜆 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 𝜆 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝜆 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝜆 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝜆 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝜆 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝜆 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝜆 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝜆]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

= 0

⇔ det

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 − 𝜆 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15
15 0 − 𝜆 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15
15 15 0 − 𝜆 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15
15 15 15 0 − 𝜆 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15
15 15 15 15 0 − 𝜆 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15
15 15 15 15 15 0 − 𝜆 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15
15 15 15 15 15 15 0 − 𝜆 15 15 15 15 15 15 15 15 15
15 15 15 15 15 15 15 0 − 𝜆 15 15 15 15 15 15 15 15
15 15 15 15 15 15 15 15 0 − 𝜆 15 15 15 15 15 15 15
15 15 15 15 15 15 15 15 15 0 − 𝜆 15 15 15 15 15 15
15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 0 − 𝜆 15 15 15 15 15
15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 0 − 𝜆 15 15 15 15
15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 0 − 𝜆 15 15 15
15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 0 − 𝜆 15 15
15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 0 − 𝜆 15
15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 0 − 𝜆]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 = 0
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Sehingga diperoleh polinomial karakteristik sebagai berikut: 

det(𝐷𝐷(𝛤𝑆(𝑄16)) −  𝜆𝐼)

= 𝜆16 − 27000 𝜆14 − 3780000 𝜆13 − 276412500 𝜆12

− 13267800000 𝜆11 − 456080625000 𝜆10 − 11727787500000  𝜆9

− 230890816406250 𝜆8 − 3518336250000000  𝜆7

− 41560346953125000𝜆6 − 377821335937500000 𝜆5

− 2597521684570312500 𝜆4 − 13078430859375000000 𝜆3

− 45540964599609375000  𝜆2 − 98088231445312500000 𝜆

− 98526125335693359375  

atau 𝑝(𝜆) = (𝜆 − 225)(𝜆 + 15)15 

Dengan demikian, diperoleh bahwa nilai eigen dari matriks 𝐷𝐷(𝛤𝑆(𝑄16)) 

adalah 𝜆1 = 225  dan  𝜆2 = −15  dengan masing-masing memiliki multiplitas 

𝑚(𝜆1) = 1 dan  𝑚(𝜆2) = 15. Setelah diketahui nilai eigen dari 𝐷𝐷(𝛤𝑆 (𝑄16)), 

dapat dihitung energi detour dari 𝛤𝑆(𝑄16) sebagai berikut:  

𝐸𝐷𝐷(𝛤𝑆 (𝑄16)) = ((1 × |225|) +  (15 ×  |−15|)) 

= 225 + 225 

= 450 

Jadi, dapat diketahui bahwa energi detour dari Γ𝑆(𝑄16) adalah 450.  

 

4.1.4 Graf Invers dari Grup Quaternion Diperumum  𝑸𝟒.𝟓 

Grup quarternion diperumum 𝑄20 adalah 𝑄20 = 〈𝑎,𝑏|𝑎10 = 𝑒, 𝑏2 =

𝑎5, 𝑏𝑎𝑏−1 = 𝑎−1〉.  Elemen-elemen dari grup quarternion diperumum 𝑄20 

adalah
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{1, 𝑎, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4, 𝑎5, 𝑎6, 𝑎7, 𝑎8 𝑎9 , 𝑏, 𝑎𝑏,𝑎2𝑏, 𝑎3𝑏,𝑎4𝑏, 𝑎5𝑏,𝑎6𝑏, 𝑎7𝑏,𝑎8𝑏, 𝑎9𝑏}. 

Berikut merupakan tabel Cayley dari 𝑄20. 

Tabel 4.4 Tabel Cayley 𝑄20 

∘ 1 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5 𝑎6 𝑎7 𝑎8 𝑎9 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑎4𝑏 𝑎5𝑏 𝑎6𝑏 𝑎7𝑏 𝑎8𝑏 𝑎9𝑏 

1 1 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5 𝑎6 𝑎7 𝑎8 𝑎9 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑎4𝑏 𝑎5𝑏 𝑎6𝑏 𝑎7𝑏 𝑎8𝑏 𝑎9𝑏 

𝑎 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5 𝑎6 𝑎7 𝑎8 𝑎9 1 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑎4𝑏 𝑎5𝑏 𝑎6𝑏 𝑎7𝑏 𝑎8𝑏 𝑎9𝑏 𝑏 

𝑎2 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5 𝑎6 𝑎7 𝑎8 𝑎9 1 𝑎 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑎4𝑏 𝑎5𝑏 𝑎6𝑏 𝑎7𝑏 𝑎8𝑏 𝑎9𝑏 𝑏 𝑎𝑏 

𝑎3 𝑎3 𝑎4 𝑎5 𝑎6 𝑎7 𝑎8 𝑎9 1 𝑎 𝑎2 𝑎3𝑏 𝑎4𝑏 𝑎5𝑏 𝑎6𝑏 𝑎7𝑏 𝑎8𝑏 𝑎9𝑏 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 

𝑎4 𝑎4 𝑎5 𝑎6 𝑎7 𝑎8 𝑎9 1 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑎4𝑏 𝑎5𝑏 𝑎6𝑏 𝑎7𝑏 𝑎8𝑏 𝑎9𝑏 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 

𝑎5 𝑎5 𝑎6 𝑎7 𝑎8 𝑎9 1 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5𝑏 𝑎6𝑏 𝑎7𝑏 𝑎8𝑏 𝑎9𝑏 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑎4𝑏 

𝑎6 𝑎6 𝑎7 𝑎8 𝑎9 1 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5 𝑎6𝑏 𝑎7𝑏 𝑎8𝑏 𝑎9𝑏 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑎4𝑏 𝑎5𝑏 

𝑎7 𝑎7 𝑎8 𝑎9 1 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5 𝑎6 𝑎7𝑏 𝑎8𝑏 𝑎9𝑏 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑎4𝑏 𝑎5𝑏 𝑎6𝑏 

𝑎8 𝑎8 𝑎9 1 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5 𝑎6 𝑎7 𝑎8𝑏 𝑎9𝑏 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑎4𝑏 𝑎5𝑏 𝑎6𝑏 𝑎7𝑏 

𝑎9 𝑎9 1 𝑎 𝑎2 𝑎3 𝑎4 𝑎5 𝑎6 𝑎7 𝑎8 𝑎9𝑏 𝑏 𝑎𝑏 𝑎2𝑏 𝑎3𝑏 𝑎4𝑏 𝑎5𝑏 𝑎6𝑏 𝑎7𝑏 𝑎8𝑏 

𝑏 𝑏 𝑎9𝑏 𝑎8𝑏 𝑎7𝑏 𝑎6𝑏 𝑎5𝑏 𝑎4𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑎5 𝑎4 𝑎3 𝑎2 𝑎 1 𝑎9 𝑎8 𝑎7 𝑎6 

𝑎𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎9𝑏 𝑎8𝑏 𝑎7𝑏 𝑎6𝑏 𝑎5𝑏 𝑎4𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎6 𝑎5 𝑎4 𝑎3 𝑎2 𝑎 1 𝑎9 𝑎8 𝑎7 

𝑎2𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎9𝑏 𝑎8𝑏 𝑎7𝑏 𝑎6𝑏 𝑎5𝑏 𝑎4𝑏 𝑎3𝑏 𝑎7 𝑎6 𝑎5 𝑎4 𝑎3 𝑎2 𝑎 1 𝑎9 𝑎8 

𝑎3𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎9𝑏 𝑎8𝑏 𝑎7𝑏 𝑎6𝑏 𝑎5𝑏 𝑎4𝑏 𝑎8 𝑎7 𝑎6 𝑎5 𝑎4 𝑎3 𝑎2 𝑎 1 𝑎9 

𝑎4𝑏 𝑎4𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎9𝑏 𝑎8𝑏 𝑎7𝑏 𝑎6𝑏 𝑎5𝑏 𝑎9 𝑎8 𝑎7 𝑎6 𝑎5 𝑎4 𝑎3 𝑎2 𝑎 1 

𝑎5𝑏 𝑎5𝑏 𝑎4𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎9𝑏 𝑎8𝑏 𝑎7𝑏 𝑎6𝑏 1 𝑎9 𝑎8 𝑎7 𝑎6 𝑎5 𝑎4 𝑎3 𝑎2 𝑎 

𝑎6𝑏 𝑎6𝑏 𝑎5𝑏 𝑎4𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎9𝑏 𝑎8𝑏 𝑎7𝑏 𝑎 1 𝑎9 𝑎8 𝑎7 𝑎6 𝑎5 𝑎4 𝑎3 𝑎2 

𝑎7𝑏 𝑎7𝑏 𝑎6𝑏 𝑎5𝑏 𝑎4𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎9𝑏 𝑎8𝑏 𝑎2 𝑎 1 𝑎9 𝑎8 𝑎7 𝑎6 𝑎5 𝑎4 𝑎3 

𝑎8𝑏 𝑎8𝑏 𝑎7𝑏 𝑎6𝑏 𝑎5𝑏 𝑎4𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎9𝑏 𝑎3 𝑎2 𝑎 1 𝑎9 𝑎8 𝑎7 𝑎6 𝑎5 𝑎4 

𝑎9𝑏 𝑎9𝑏 𝑎8𝑏 𝑎7𝑏 𝑎6𝑏 𝑎5𝑏 𝑎4𝑏 𝑎3𝑏 𝑎2𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎4 𝑎3 𝑎2 𝑎 1 𝑎9 𝑎8 𝑎7 𝑎6 𝑎5 

 

Invers dari setiap elemen dari grup quarternion diperumum adalah sebagai 

berikut: 

1−1 = 1 karena 1 ∘ 1 = 1 

𝑎−1 = 𝑎9  karena 𝑎 ∘ 𝑎9 = 𝑎9 ∘ 𝑎 = 1 

(𝑎2)−1 = 𝑎8 karena 𝑎2 ∘ 𝑎8 = 𝑎8 ∘ 𝑎2 = 1 

(𝑎3)−1 = 𝑎7 karena 𝑎3 ∘ 𝑎7 = 𝑎7 ∘ 𝑎3 = 1 
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(𝑎4)−1 = 𝑎6 karena 𝑎4 ∘ 𝑎6 = 𝑎6 ∘ 𝑎4 = 1 

(𝑎5)−1 = 𝑎5 karena 𝑎5 ∘ 𝑎5 = 1 

(𝑎6)−1 = 𝑎4 karena 𝑎6 ∘ 𝑎4 = 𝑎4 ∘ 𝑎6 = 1 

(𝑎7)−1 = 𝑎3 karena 𝑎7 ∘ 𝑎3 = 𝑎3 ∘ 𝑎7 = 1 

(𝑎8)−1 = 𝑎2 karena 𝑎8 ∘ 𝑎2 = 𝑎2 ∘ 𝑎8 = 1 

(𝑎9)−1 = 𝑎 karena 𝑎9 ∘ 𝑎 = 𝑎 ∘ 𝑎9 = 1 

𝑏−1 = 𝑎5𝑏 karena 𝑏 ∘ 𝑎5𝑏 = 𝑎5𝑏 ∘ 𝑏 = 1 

(𝑎𝑏)−1 = 𝑎6𝑏 karena a𝑏 ∘ 𝑎6𝑏 = 𝑎6𝑏 ∘ 𝑎𝑏 = 1 

(𝑎2𝑏)−1 = 𝑎7𝑏 karena 𝑎2𝑏 ∘ 𝑎7𝑏 = 𝑎7𝑏 ∘ 𝑎2𝑏 = 1 

(𝑎3𝑏)−1 = 𝑎8𝑏 karena 𝑎3𝑏 ∘ 𝑎8𝑏 = 𝑎8𝑏 ∘ 𝑎3𝑏 = 1 

(𝑎4𝑏)−1 = 𝑎9𝑏 karena 𝑎4𝑏 ∘ 𝑎9𝑏 = 𝑎9𝑏 ∘ 𝑎4𝑏 = 1 

(𝑎5𝑏)−1 = 𝑏 karena 𝑎5𝑏 ∘ 𝑏 = 𝑏 ∘ 𝑎5𝑏 = 1 

(𝑎6𝑏)−1 = 𝑎𝑏 karena 𝑎6𝑏 ∘ 𝑎𝑏 = 𝑎𝑏 ∘ 𝑎6𝑏 = 1 

(𝑎7𝑏)−1 = 𝑎2𝑏 karena 𝑎7𝑏 ∘ 𝑎2𝑏 = 𝑎2𝑏 ∘ 𝑎7𝑏 = 1 

(𝑎8𝑏)−1 = 𝑎3 karena 𝑎8𝑏 ∘ 𝑎3𝑏 = 𝑎3𝑏 ∘ 𝑎8𝑏 = 1 

(𝑎9𝑏)−1 = 𝑎4𝑏 karena 𝑎9 ∘ 𝑎4𝑏 = 𝑎4 ∘ 𝑎9 𝑏 = 1 

Berdasarkan uraian di atas, diketahui bahwa anggota 𝑄20  yang inversnya 

adalah dirinya sendiri adalah {1,𝑎5}, sehingga 𝑆 adalah 

{𝑎,𝑎2, 𝑎3, 𝑎4, 𝑎6, 𝑎7, 𝑎8 𝑎9 , 𝑏, 𝑎𝑏,𝑎2𝑏, 𝑎3𝑏,𝑎4𝑏, 𝑎5𝑏,𝑎6𝑏, 𝑎7𝑏,𝑎8𝑏, 𝑎9𝑏}. 

Himpunan titik pada graf invers 𝛤𝑆(𝑄20) adalah 𝑉(𝛤𝑆(𝑄20)) =

{1, 𝑎, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4, 𝑎5, 𝑎6, 𝑎7, 𝑎8 𝑎9 , 𝑏, 𝑎𝑏,𝑎2𝑏, 𝑎3𝑏,𝑎4𝑏, 𝑎5𝑏,𝑎6𝑏, 𝑎7𝑏,𝑎8𝑏, 𝑎9𝑏}. 

Dua titik yang berbeda 𝑢 dan 𝑣 pada 𝑉(𝛤𝑆(𝑄20)) akan terhubung langsung jika dan 

hanya jika 𝑢 ∘ 𝑣 ∈ 𝑆 atau 𝑣 ∘ 𝑢 ∈ 𝑆. Dengan demikian dapat dibentuk 𝛤𝑆(𝑄20) yang 

ditunjukkan pada gambar berikut: 
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          Gambar 4.4 𝛤𝑆(𝑄20) 

 

Berdasarkan Gambar 4.4, dapat dicari matriks detour dari 𝛤𝑆(𝑄20) sebagai 

berikut: 

𝐷𝐷(𝛤𝑆(𝑄20) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19
19 0 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19
19 19 0 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19
19 19 19 0 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19
19 19 19 19 0 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19
19 19 19 19 19 0 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19
19 19 19 19 19 19 0 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19
19 19 19 19 19 19 19 0 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19
19 19 19 19 19 19 19 19 0 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19
19 19 19 19 19 19 19 19 19 0 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19
19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 0 19 19 19 19 19 19 19 19 19
19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 0 19 19 19 19 19 19 19 19
19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 0 19 19 19 19 19 19 19
19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 0 19 19 19 19 19 19
19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 0 19 19 19 19 19
19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 0 19 19 19 19
19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 0 19 19 19
19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 0 19 19
19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 0 19
19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 0 ]
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Berdasarkan matriks detour tersebut, maka dapat dicari polinomial 

karakteristik dan nilai eigen dari matriks 𝐷𝐷(𝛤𝑆(𝑄20)) sebagai berikut: 

det(𝐷𝐷(𝛤𝑆(𝑄20))−  𝜆𝐼) = 0

⇔ det

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19
19 0 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19
19 19 0 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19
19 19 19 0 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19
19 19 19 19 0 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19
19 19 19 19 19 0 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19
19 19 19 19 19 19 0 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19
19 19 19 19 19 19 19 0 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19
19 19 19 19 19 19 19 19 0 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19
19 19 19 19 19 19 19 19 19 0 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19
19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 0 19 19 19 19 19 19 19 19 19
19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 0 19 19 19 19 19 19 19 19
19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 0 19 19 19 19 19 19 19
19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 0 19 19 19 19 19 19
19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 0 19 19 19 19 19
19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 0 19 19 19 19
19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 0 19 19 19
19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 0 19 19
19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 0 19
19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 0 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

− 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝜆 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 𝜆 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 𝜆 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 𝜆 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 𝜆 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 𝜆 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 𝜆 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 𝜆 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 𝜆 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝜆 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝜆 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝜆 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝜆 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝜆 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝜆 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝜆 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝜆 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝜆 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝜆 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝜆]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

= 0

⇔ det

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 −𝜆 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19
19 0 − 𝜆 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19
19 19 0− 𝜆 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19
19 19 19 0 −𝜆 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19
19 19 19 19 0 − 𝜆 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19
19 19 19 19 19 0− 𝜆 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19
19 19 19 19 19 19 0 −𝜆 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19
19 19 19 19 19 19 19 0 − 𝜆 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19
19 19 19 19 19 19 19 19 0− 𝜆 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19
19 19 19 19 19 19 19 19 19 0 −𝜆 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19
19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 0 − 𝜆 19 19 19 19 19 19 19 19 19
19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 0− 𝜆 19 19 19 19 19 19 19 19
19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 0 −𝜆 19 19 19 19 19 19 19
19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 0 − 𝜆 19 19 19 19 19 19
19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 0− 𝜆 19 19 19 19 19
19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 0 −𝜆 19 19 19 19
19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 0 − 𝜆 19 19 19
19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 0− 𝜆 19 19
19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 0 −𝜆 19
19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 0 −𝜆]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

= 0

 

 

Sehingga diperoleh polinomial karakteristik  sebagai berikut: 

 det(𝐷𝐷(𝛤𝑆(𝑄20))− 𝜆𝐼) = 𝜆20 − 68950 𝜆18 − 15638520 𝜆17 −

1894215735 𝜆16 − 153557755584 𝜆15 − 9117491737800 𝜆14 −

415757623243680  𝜆13 − 14975936053923390 𝜆12 −

433589005751586720  𝜆11 − 101947614497736534004 𝜆10 −

195657038845448632400 𝜆9 − 30669240839902407312870  𝜆8 −

39119367335930006564160 𝜆7 − 402603488832279650889480 𝜆6 −

3295154708596504219587744  𝜆5 − 20962479731026868361216675 𝜆4 −

99962256285994791871527360 𝜆3 −
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336331341462253310151076430 𝜆2 −

712231076037712892084632440 𝜆 − 7142095693373205673756410  

atau 𝑝(𝜆) = (𝜆 − 361)(𝜆 + 19)19 

Dengan demikian, diperoleh bahwa nilai eigen dari matriks 𝐷𝐷(𝛤𝑆 (𝑄20)) 

adalah 𝜆1 = 361  dan  𝜆2 = −19  dengan masing-masing memiliki multiplitas 

𝑚(𝜆1) = 1 dan  𝑚(𝜆2) = 19. Setelah diketahui nilai eigen dari 𝐷𝐷(𝛤𝑆(𝑄20)), 

dapat dihitung energi detour dari 𝛤𝑆(𝑄20) sebagai berikut:  

𝐸𝐷𝐷(𝛤𝑆(𝑄20)) = ((1 ×  |361|)  +  (19 ×  | − 19|) 

= 361 + 361 

=  722  

Jadi, dapat diketahui bahwa energi detour dari Γ𝑆(𝑄20) adalah 722.   

 

Dari proses percobaan perhitungan masing-masing energi detour dari grup 

quaternion diperumum. Maka diperoleh hasil sebagai berikut: 

Tabel 4.5 Tabel Energi Detour 

𝑛 𝑄4𝑛 𝑆 𝐸𝐷𝐷 

2 𝑄8 𝑄8\{1,𝑎2} 98 = (32 × 22) − (16 × 2) + 2 

3 𝑄12 𝑄12\{1, 𝑎3} 242 = (32 × 32) − (16 × 3) + 2 

4 𝑄16 𝑄16\{1, 𝑎4} 450 = (32 × 42) − (16 × 4) + 2 

5 𝑄20 𝑄20\{1, 𝑎5} 722 = (32 × 52) − (16 × 5) + 2 

 

Dari penjelasan pada Tabel 4.5 diperoleh 𝐸𝐷𝐷(Γ𝑆(𝑄4𝑛)) = 32𝑛2 − 16𝑛 +

2 untuk 𝑛 ∈ {2,3,4,5}. Selanjutnya akan dibuktikan bahwa   

𝐸𝐷𝐷(Γ𝑆(𝑄4𝑛)) = 32𝑛2 − 16𝑛 + 2, 
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untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 2. 

Lemma 1 

Misalkan 𝑆 ⊆ 𝑄4𝑛 dan 𝑆 = {𝑥 ∈ 𝑄4𝑛|𝑥−1 ≠ 𝑥}. Maka 𝑆 = 𝑄4𝑛 ∖ {1,𝑎𝑛}.  ∀𝑛 ∈

ℕ,𝑛 ≥ 2. 

Bukti:  

1−1 = 1 karena 1 ⋅ 1 = 1. 

(𝑎𝑛)−1 = 𝑎𝑛 karena 𝑎𝑛 ⋅ 𝑎𝑛 = 𝑎2𝑛 = 1. 

Misalkan 𝑣 ∈ 𝑄4𝑛 ∖ {1, 𝑎𝑛}  

Kasus 1: 𝑣 = 𝑎𝑖  untuk suatu 𝑖 ∈ {1,2, … ,2𝑛 − 1}, 𝑖 ≠ 𝑛.  

Andaikan 𝑣 ∉ 𝑆 maka 𝑣 ⋅ 𝑣 = 𝑎𝑖 ⋅ 𝑎𝑖 = 𝑎2𝑖 = 1. Solusi dari permasalahan tersebut 

adalah 2𝑖 = 0 ⟺ 𝑖 = 0 atau 𝑖 = 𝑛. Kontradiksi bahwa 𝑣 ∉ {1, 𝑎𝑛}. Dengan 

demikian 𝑎𝑖 ∈ 𝑆 untuk setiap 𝑖 ∈ {1,2,…  ,2𝑛 − 1}, 𝑖 ≠ 𝑛. 

Kasus 2: 𝑣 = 𝑎𝑖𝑏 untuk suatu 𝑖 ∈ {0,1,2, … ,2𝑛 − 1}. 

Jika 𝑣 = 𝑎𝑖𝑏 untuk suatu 𝑖 ∈ {0,1,2,… ,2𝑛 − 1}, maka  

𝑣 ⋅ 𝑣 = 𝑎𝑖𝑏 ⋅ 𝑎𝑖𝑏 

= 𝑎𝑖𝑏𝑎𝑖𝑏−1𝑏𝑏 

         = 𝑎𝑖𝑎−𝑖𝑏2 

= 𝑏2 

Sehingga (𝑎𝑖𝑏)
−1

≠ 𝑎𝑖𝑏 untuk setiap 𝑖 ∈ {0,1,2, … ,2𝑛 − 1}. Dengan demikian 

𝑎𝑖𝑏 ∈ 𝑆 untuk setiap 𝑖 ∈ {0,1,2, … ,2𝑛 − 1}. 

Jadi, terbukti bahwa 𝑆 = 𝑄4𝑛 ∖ {1, 𝑎𝑛}, untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 2. 
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Selanjutnya akan ditentukan titik di Γ𝑆(𝑄4𝑛) yang terhubung langsung 

dengan {1, 𝑎𝑛} sebagai berikut:  

Lemma 2 

Untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 2, berlaku: 

1. {1,𝑣} ∈ 𝐸(Γ𝑆(𝑄4𝑛)) untuk setiap 𝑣 ∈ 𝑉(Γ𝑆(𝑄4𝑛)) ∖ {1, 𝑎𝑛}. 

2. {𝑏,𝑣} ∈ 𝐸(Γ𝑆(𝑄4𝑛)) untuk setiap 𝑣 ∈ 𝑉(Γ𝑆(𝑄4𝑛 )) ∖ {𝑏,𝑎𝑛𝑏}.  

Bukti  

1. {1,𝑣} ∈ 𝐸(Γ𝑆(𝑄4𝑛)) untuk setiap 𝑣 ∈ 𝑉(Γ𝑆(𝑄4𝑛)) ∖ {1, 𝑎𝑛}. 

Misalkan 𝑣 ∈ 𝑆, artinya 𝑣 ∈ 𝑉(Γ𝑆(𝑄4𝑛)) dan 𝑣 ≠ 1. 

Andaikan 𝑏 ⋅ 𝑣 ∉ 𝑆 maka 𝑏 ⋅ 𝑣 = 1 atau 𝑏. 𝑣 = 𝑎𝑛. 

Kasus 1: Jika 𝑏 ⋅ 𝑣 = 1, maka 𝑣 = 𝑎𝑛𝑏 karena  

𝑏 ⋅ 𝑎𝑛𝑏 = 𝑏 ⋅ 𝑏 ⋅ 𝑎𝑛 = 𝑏2 ⋅ 𝑎𝑛 = 𝑎𝑛 ⋅ 𝑎𝑛 = 𝑎2𝑛 = 1 

Kontradiksi karena 𝑣 ∉ {𝑏,𝑎𝑛𝑏}. 

Kasus 2: Jika 𝑏 ⋅ 𝑣 = 𝑎𝑛, maka 𝑣 = 𝑏 karena  

𝑏 ⋅ 𝑣 = 𝑎𝑛 ⟹ 𝑏2 ⋅ 𝑣 = 𝑎𝑛 ⟹ 𝑣 = 𝑏 ⋅ 𝑎𝑛 ⋅ 𝑎𝑛 = 𝑏. 𝑎2𝑛 = 𝑏 

Kontradiksi karena 𝑣 ∉ {𝑏,𝑎𝑛𝑏}. 

Dengan demikian, 𝑏 ⋅ 𝑣 ∈ 𝑆, sehingga 𝑣 ∉ {𝑏, 𝑎𝑛𝑏}. Oleh karena itu, 

{1,𝑣} ∈ 𝐸(Γ𝑆(𝑄4𝑛)) untuk setiap 𝑣 ∈ 𝑉(Γ𝑆(𝑄4𝑛)) ∖ {1, 𝑎𝑛}. 

2. {𝑏,𝑣} ∈ 𝐸(Γ𝑆(𝑄4𝑛)) untuk setiap 𝑣 ∈ 𝑉(Γ𝑆(𝑄4𝑛 )) ∖ {𝑏,𝑎𝑛𝑏}.  

Misalkan 𝑣 ∈ 𝑆, berarti 𝑣 ∈ 𝑉(Γ𝑆(𝑄4𝑛)) dan 𝑣 ≠ 𝑏. 

Andaikan 𝑏 ⋅ 𝑣 ∉ 𝑆, maka 𝑏 ⋅ 𝑣 = 1 atau 𝑏. 𝑣 = 𝑎𝑛. 

Kasus 1: Jika 𝑏 ⋅ 𝑣 = 1, maka 𝑣 = 𝑎𝑛𝑏 karena  

𝑏 ⋅ 𝑎𝑛𝑏 = 𝑏 ⋅ 𝑏2 ⋅ 𝑏 = 𝑏2 ⋅ 𝑏2 = 𝑎𝑛 ⋅ 𝑎𝑛 = 𝑎2𝑛 = 1 
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Kontradiksi karena 𝑣 ∉ {𝑏,𝑎𝑛𝑏}. 

Kasus 2: Jika 𝑏 ⋅ 𝑣 = 𝑎𝑛, maka 𝑣 = 𝑏 karena  

𝑏 ⋅ 𝑣 = 𝑎𝑛 ⟹ 𝑏2 ⋅ 𝑣 = 𝑎𝑛 ⟹ 𝑣 = 𝑏 ⋅ 𝑎𝑛 ⋅ 𝑎𝑛 = 𝑏. 𝑎2𝑛 = 𝑏 

Kontradiksi karena 𝑣 ∉ {𝑏,𝑎𝑛𝑏}. 

Dengan demikian, 𝑏 ⋅ 𝑣 ∈ 𝑆, sehingga 𝑣 ∉ {𝑏, 𝑎𝑛𝑏}. Oleh karena itu, 

{𝑏,𝑣} ∈ 𝐸(Γ𝑆(𝑄4𝑛)) untuk setiap 𝑣 ∈ 𝑉(Γ𝑆(𝑄4𝑛)) ∖ {𝑏, 𝑎𝑛𝑏}. 

Sehingga dapat disimpulkan bahwa untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ berlaku {1, 𝑣} ∈

𝐸(Γ𝑆(𝑄4𝑛)) untuk setiap 𝑣 ∈ 𝑉(Γ𝑆(𝑄4𝑛)) ∖ {1,𝑎𝑛}, dan {𝑏,𝑣} ∈ 𝐸(Γ𝑆(𝑄4𝑛)), 

untuk setiap 𝑣 ∈ 𝑉(Γ𝑆(𝑄4𝑛 )) ∖ {𝑏, 𝑎𝑛𝑛}. 

 

Lemma 3  

Misal 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 ≥ 2, dan 𝑆 = 𝑉(Γ𝑆(𝑄4𝑛 ))\{1, 𝑎𝑛}. 𝑎𝑖  terhubung langsung 

dengan 𝑎𝑗𝑏 di Γ𝑆(𝑄4𝑛) untuk setiap 0 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 2𝑛 − 1. 

Bukti  

Misalkan 𝑣 ∈ 𝑆, artinya 𝑣 ∈ 𝑉(Γ𝑆(𝑄4𝑛)) dan 𝑣 ≠ 1. 

Andaikan  𝑎𝑖 ∙ 𝑎𝑗𝑏 ∉ 𝑆 maka 𝑎𝑖 ∙ 𝑎𝑗𝑏 = 𝑎0 atau 𝑎𝑖 ∙ 𝑎𝑗𝑏 = 𝑎𝑛. 

Kasus 1: 𝑎𝑖 ∙ 𝑎𝑗𝑏 = 𝑎0   

𝑎𝑖 ∙ 𝑎𝑗𝑏 = 1 

⇔ 𝑎𝑖 ∙ 𝑎𝑗 ∙ 𝑏 = 1 

⇔ 𝑎𝑖+𝑗 ∙ 𝑏 = 1 

Sehingga tidak ada 𝑖, 𝑗 yang memenuhi persamaan tersebut. Dengan demikian 𝑎𝑖 ∙

𝑎𝑗𝑏 ∈ 𝑆. 
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Kasus 2: 𝑎𝑖 ∙ 𝑎𝑗𝑏 = 𝑎𝑛  

𝑎𝑖 ∙ 𝑎𝑗𝑏   = 𝑎𝑛  

⇔ 𝑎𝑖 ∙ 𝑎𝑗 ∙ 𝑏 = 𝑎𝑛  

⇔ 𝑎𝑖+𝑗 ∙ 𝑏    = 𝑎𝑛  

Sehingga tidak ada 𝑖, 𝑗 yang memenuhi persamaan tersebut. Dengan demikian  𝑎𝑖 ∙

𝑎𝑗𝑏 ∈ 𝑆. 

Kedua kasus di atas telah menunjukkan bahwa asumsi 𝑎𝑖 ⋅ 𝑎𝑗𝑏 ∉ 𝑆 kontradiksi 

karena 1 ∉ 𝑆 dan 𝑎𝑛 ∉ 𝑆. Dengan demikian, terbukti bahwa 𝑎𝑖  terhubung langsung 

dengan 𝑎𝑗𝑏 di Γ𝑆(𝑄4𝑛) untuk setiap 0 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 2𝑛 − 1. 

 

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa ada lintasan Hamilton yang digunakan 

untuk mencari matriks detour dari graf invers. 

Lemma 4  

Terdapat lintasan Hamilton 𝑢 − 𝑣, untuk setiap 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉(Γ𝑆(𝑄4𝑛)) 𝑢 ≠ 𝑣, untuk 

setiap 𝑛 ∈ ℕ. 

Bukti: 

Misalkan 𝑠 = {1, 𝑎,𝑎2,… , 𝑎𝑛−1} dan 𝑡 = {𝑏, 𝑎𝑏, 𝑎2𝑏,… , 𝑎𝑛−1𝑏}. Untuk 

membuktikan bahwa terdapat lintasan Hamilton antara dua titik 𝑢 dan 𝑣 di graf 

Γ𝑆(𝑄4𝑛), akan dibuktikan dengan tiga kasus yang berbeda yaitu 

1. 𝑢 ∈ 𝑠 dan 𝑣 ∈ 𝑡 atau 𝑢 ∈ 𝑡 dan 𝑣 ∈ 𝑠  

2. 𝑢,𝑣 ∈ 𝑠 

3. 𝑢,𝑣 ∈ 𝑡  

Akan ditunjukkan bahwa untuk setiap 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉(Γ𝑆(𝑄4𝑛)),𝑢 ≠ 𝑣, terdapat lintasan 

Hamilton 𝑢 − 𝑣. Berikut ini adalah tiga kasus yang akan dibuktikan: 
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Kasus 1: 𝒖 ∈ 𝒔 dan 𝒗 ∈ 𝒕 atau 𝒖 ∈ 𝒕 dan 𝒗 ∈ 𝒔 

Misalkan 𝑢 ∈ 𝑠 dan 𝑣 ∈ 𝑡 . Titik-titik 𝑠 dinyatakan sebagai 𝑠0, 𝑠1, 𝑠2,… , 𝑠𝑛−1 dan 

titik 𝑡 dinyatakan sebagai 𝑡0, 𝑡1, 𝑡2,… , 𝑡𝑛−1. Dengan asumsi 𝑠0 = 𝑢 dan 𝑡𝑛−1 = 𝑣 

(atau sebaliknya), berikut adalah langkah-langkah untuk menentukan lintasan 

Hamiltonnya. 

1. Mulai dari titik 𝑠0. 

2. Pilih titik berikutnya dari himpunan 𝑡 secara acak dan tambahkan ke lintasan.  

3. Secara bergantian, pilih titik berikutnya dari himpunan 𝑠 atau 𝑡 sampai 

mencapai titik 𝑡𝑛−1. Hal ini mungkin karena setiap titik di 𝑠 terhubung langsung 

di setiap titik di 𝑡. 

Berikut merupakan contoh graf 𝑢 ∈ 𝑠 dan 𝑣 ∈ 𝑡. 

      𝑠0                                  𝑡0 

                              𝑠1                                  𝑡1                             

                              𝑠2                                  𝑡2 

                              𝑠3                                  𝑡3 

         ⋮            ⋮ 

                          𝑠𝑛−1                                  𝑡𝑛−1 
Gambar 4.5 Graf 𝑢 ∈ 𝑠 dan 𝑣 ∈ 𝑡 

 

Untuk unsur 𝑢 ∈ 𝑡 dan 𝑣 ∈ 𝑠 analog dengan pembuktian tersebut. 

 

Kasus 2: 𝒖 ∈ 𝒔 dan 𝒗 ∈ 𝒔 

Misalkan urutan titik 𝑠 dinyatakan sebagai 𝑠0, 𝑠1, 𝑠2,… , 𝑠𝑛−1. 

Dengan asumsi awal 𝑠0 = 𝑢 dan 𝑠𝑛−1 = 𝑣, berikut adalah langkah-langkah 

pembuktiannya: 
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1. Mulai dari titik awal 𝑠0 = 𝑢  

2. Kemudian tambahkan titik 𝑏 dan 𝑎𝑏 kedalam lintasan sehingga diperoleh 

lintasan 𝑢 − 𝑏 − 𝑎𝑏 

3. Secara bergantian, pilih titik berikutnya dari himpunan 𝑠 dan 𝑡 sampai 

mencapai titik 𝑠𝑛−1. Hal ini mungkin karena setiap titik di 𝑠 terhubung 

langsung di setiap titik di 𝑡. 

Berikut merupakan contoh graf 𝑢 ∈ 𝑠 dan 𝑣 ∈ 𝑠.  

      𝑠0                                  𝑡0(𝑏) 

                              𝑠1                                  𝑡1(𝑎𝑏)                             

                              𝑠2                                  𝑡2         

                              𝑠3                                  𝑡3         

       ⋮            ⋮ 

                          𝑠𝑛−1                                  𝑡𝑛−1         
Gambar 4.6 Graf 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑠  

 

Kasus 3: 𝒖 ∈ 𝒕 dan 𝒗 ∈ 𝒕 

Misalkan urutan titik 𝑡 dinyatakan sebagai 𝑡0, 𝑡1, 𝑡2,… , 𝑡𝑛−1. 

Dengan asumsi awal 𝑡0 = 𝑢 dan 𝑡𝑛−1 =  𝑡𝑛−1, berikut adalah langkah-langkah 

pembuktiannya: 

1. Mulai dari titik 𝑡0 = 𝑢  

2. Kemudian tambahkan titik 1 dan 𝑎 ke dalam lintasan sehingga diperoleh 

lintasan 𝑢 − 1 − 𝑎. 

3. Secara bergantian, pilih titik berikutnya dari himpunan 𝑠 dan 𝑡 sampai mencapai 

titik 𝑡𝑛−1. Hal ini mungkin karena setiap titik di 𝑠 terhubung langsung di setiap 

titik di 𝑡. 
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Berikut adalah contoh graf 𝑢 ∈ 𝑡 dan 𝑣 ∈ 𝑡. 

       (1)𝑠0                                    𝑡0 

                        (𝑎)𝑠1                                  𝑡1                             

                              𝑠2                                  𝑡2         

                              𝑠3                                  𝑡3         

      ⋮            ⋮  

                          𝑠𝑛−1                                  𝑡𝑛−1         
Gambar 4.7 Graf 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑡  

 

Berdasarkan setiap kasus di atas, telah ditunjukkan bahwa ada lintasan Hamilton 

antara 𝑢 dan 𝑣 untuk setiap 𝑢,𝑣 ∈ V(Γ𝑆(𝑄4𝑛)) dengan 𝑢 ≠ 𝑣, untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ. 

 

Teorema 1 

Untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ, 𝑆 = 𝑄4𝑛\{1,𝑎𝑛}. Energi detour di graf invers dari grup 

quaternion diperumum adalah 

𝑄4𝑛 = 32𝑛2 − 16𝑛 + 2. 

Bukti: 

Menurut lemma 1 sampai 4 diketahui bahwa terdapat lintasan Hamilton 𝑢 − 𝑣 untuk 

setiap 𝑢,𝑣 ∈ 𝑉(Γ𝑆(𝑄4𝑛)) dan 𝑢 ≠ 𝑣. Dengan demikian matriks 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉(Γ𝑆(𝑄4𝑛)) 

energi detour pada graf invers dari grup quaternion diperumum adalah    

𝐷𝐷(𝛤𝑆(𝑄4𝑛)) =

[
 
 
 
 
 
 
 

0 4𝑛 − 1 ⋯ 4𝑛 − 1 4𝑛 − 1 4𝑛 − 1 ⋯ 4𝑛 − 1
4𝑛 − 1 0 ⋯ 4𝑛 − 1 4𝑛 − 1 4𝑛 − 1 ⋯ 4𝑛 − 1

⋯ ⋯ ⋱ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯
4𝑛 − 1 4𝑛 − 1 ⋯ 0 4𝑛 − 1 4𝑛 − 1 ⋯ 4𝑛 − 1
4𝑛 − 1 4𝑛 − 1 ⋯ 4𝑛 − 1 0 4𝑛 − 1 ⋯ 4𝑛 − 1
4𝑛 − 1 4𝑛 − 1 ⋯ 4𝑛 − 1 4𝑛 − 1 0 ⋯ 4𝑛 − 1

⋮ ⋮ ⋯ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
4𝑛 − 1 4𝑛 − 1 ⋯ 4𝑛 − 1 4𝑛 − 1 4𝑛 − 1 ⋯ 0 ]
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Berdasarkan matriks detour tersebut, maka dapat diperoleh polinomial karakteristik 

dan nilai eigen sebagai berikut: 

det(𝐷𝐷(𝛤𝑆(𝑄4𝑛)) − 𝜆𝐼) 

= det

(

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 

0 4𝑛 − 1 ⋯ 4𝑛 − 1 4𝑛 − 1 4𝑛 − 1 ⋯ 4𝑛 − 1
4𝑛 − 1 0 ⋯ 4𝑛 − 1 4𝑛 − 1 4𝑛 − 1 ⋯ 4𝑛 − 1

⋯ ⋯ ⋱ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯
4𝑛 − 1 4𝑛 − 1 ⋯ 0 4𝑛 − 1 4𝑛 − 1 ⋯ 4𝑛 − 1
4𝑛 − 1 4𝑛 − 1 ⋯ 4𝑛 − 1 0 4𝑛 − 1 ⋯ 4𝑛 − 1
4𝑛 − 1 4𝑛 − 1 ⋯ 4𝑛 − 1 4𝑛 − 1 0 ⋯ 4𝑛 − 1

⋮ ⋮ ⋯ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
4𝑛 − 1 4𝑛 − 1 ⋯ 4𝑛 − 1 4𝑛 − 1 4𝑛 − 1 ⋯ 0 ]

 
 
 
 
 
 
 

−

[
 
 
 
 
 
 
 
𝜆 0 ⋯ 0 0 0 ⋯ 0
0 𝜆 ⋯ 0 0 0 ⋯ 0
⋯ ⋯ ⋱ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯
0 0 ⋯ 𝜆 0 0 ⋯ 0
0 0 ⋯ 0 𝜆 0 ⋯ 0
0 0 ⋯ 0 0 𝜆 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋯ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 0 0 0 ⋯ 𝜆 ]

 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 

 

= det

(

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 

−𝜆 4𝑛 − 1 ⋯ 4𝑛 − 1 4𝑛 − 1 4𝑛 − 1 ⋯ 4𝑛 − 1
4𝑛 − 1 −𝜆 ⋯ 4𝑛 − 1 4𝑛 − 1 4𝑛 − 1 ⋯ 4𝑛 − 1

⋯ ⋯ ⋱ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯
4𝑛 − 1 4𝑛 − 1 ⋯ −𝜆 4𝑛 − 1 4𝑛 − 1 ⋯ 4𝑛 − 1
4𝑛 − 1 4𝑛 − 1 ⋯ 4𝑛 − 1 −𝜆 4𝑛 − 1 ⋯ 4𝑛 − 1
4𝑛 − 1 4𝑛 − 1 ⋯ 4𝑛 − 1 4𝑛 − 1 −𝜆 ⋯ 4𝑛 − 1

⋮ ⋮ ⋯ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
4𝑛 − 1 4𝑛 − 1 ⋯ 4𝑛 − 1 4𝑛 − 1 4𝑛 − 1 ⋯ −𝜆 ]

 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 

 

dengan 

𝐴 = [

−𝜆 4𝑛 − 1 ⋯ 4𝑛 − 1
4𝑛 − 1 −𝜆 ⋯ 4𝑛 − 1

⋯ ⋯ ⋱ ⋯
4𝑛 − 1 4𝑛 − 1 ⋯ −𝜆

]   𝐵 = [

4𝑛 − 1 4𝑛 − 1 ⋯ 4𝑛 − 1
4𝑛 − 1 4𝑛 − 1 ⋯ 4𝑛 − 1

⋯ ⋯ ⋱ ⋯
4𝑛 − 1 4𝑛 − 1 ⋯ 4𝑛 − 1

] 

 

𝐴 + 𝐵 = [

−𝜆 4𝑛 − 1 ⋯ 4𝑛 − 1
4𝑛 − 1 −𝜆 ⋯ 4𝑛 − 1

⋯ ⋯ ⋱ ⋯
4𝑛 − 1 4𝑛 − 1 ⋯ −𝜆

] + [

4𝑛 − 1 4𝑛 − 1 ⋯ 4𝑛 − 1
4𝑛 − 1 4𝑛 − 1 ⋯ 4𝑛 − 1

⋯ ⋯ ⋱ ⋯
4𝑛 − 1 4𝑛 − 1 ⋯ 4𝑛 − 1

] 
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= [

−𝜆 + (4𝑛 − 1) (4𝑛 − 1) + (4𝑛 − 1) ⋯ (4𝑛 − 1) + (4𝑛 − 1)

(4𝑛 − 1) + (4𝑛 − 1) −𝜆 + (4𝑛 − 1) ⋯ (4𝑛 − 1) + (4𝑛 − 1)
⋯ ⋯ ⋱ ⋯

(4𝑛 − 1) + (4𝑛 − 1) (4𝑛 − 1) + (4𝑛 − 1) ⋯ −𝜆 + (4𝑛 − 1)

] 

= [

−𝜆 + (4𝑛 − 1) 2(4𝑛 − 1) ⋯ 2(4𝑛 − 1)

2(4𝑛 − 1) −𝜆 + (4𝑛 − 1) ⋯ 2(4𝑛 − 1)
⋯ ⋯ ⋱ ⋯

2(4𝑛 − 1) 2(4𝑛 − 1) ⋯ −𝜆 + (4𝑛 − 1)

] 

Untuk menghitung determinan dari matriks ini, kita bisa menggunakan hasil khusus 

untuk matriks simetris dengan elemen diagonal 𝑑 dan elemen off-diagonal 𝑐. Jika 

𝐴 + 𝐵 adalah matriks 2𝑛 × 2𝑛 dengan elemen diagonal 𝑑 dan elemen non-diagonal 

𝑐, maka determinan 𝐴 + 𝐵 dapat dihitung dengan rumus sebagai berikut: 

det(𝐴 + 𝐵) = (𝑑 − 𝑐)𝑛−1(𝑑 + (𝑛 − 1)𝑐)  

dengan 𝑑 = −𝜆 + 4𝑛 − 1, 𝑐 = 8𝑛 − 2 maka  

𝑑 − 𝑐 = −𝜆 + 4𝑛 − 1 − (8𝑛 − 2) = −𝜆 − 4𝑛 + 1   

𝑑(𝑛 − 1)𝑐 = (−𝜆 + 4𝑛 − 1 + (2𝑛 − 1)(8𝑛 − 2)) 

= −𝜆 + 4𝑛 − 1 + 16𝑛2 − 4𝑛 − 8𝑛 + 2 

= −𝜆 + 16𝑛2 − 8𝑛 + 1 

det(𝐴 + 𝐵)  = (𝑑 − 𝑐)𝑛−1(𝑑 + (𝑛 − 1)𝑐) 

= (−𝜆 − 4𝑛 + 1)2𝑛−1(−𝜆 + 16𝑛2 − 8𝑛 + 1) 

= (−𝜆 − 4𝑛 + 1)2𝑛−1(−𝜆 + (4𝑛 − 1)2) 

 

𝐴 − 𝐵 = [

−𝜆 4𝑛 − 1 ⋯ 4𝑛 − 1
4𝑛 − 1 −𝜆 ⋯ 4𝑛 − 1

⋯ ⋯ ⋱ ⋯
4𝑛 − 1 4𝑛 − 1 ⋯ −𝜆

] − [

4𝑛 − 1 4𝑛 − 1 ⋯ 4𝑛 − 1
4𝑛 − 1 4𝑛 − 1 ⋯ 4𝑛 − 1

⋯ ⋯ ⋱ ⋯
4𝑛 − 1 4𝑛 − 1 ⋯ 4𝑛 − 1

] 

= [

−𝜆 − (4𝑛 − 1) (4𝑛 − 1) − (4𝑛 − 1) ⋯ (4𝑛 − 1) − (4𝑛 − 1)

(4𝑛 − 1) − (4𝑛 − 1) −𝜆 − (4𝑛 − 1) ⋯ (4𝑛 − 1) − (4𝑛 − 1)
⋯ ⋯ ⋱ ⋯

(4𝑛 − 1) − (4𝑛 − 1) (4𝑛 − 1) − (4𝑛 − 1) ⋯ −𝜆 − (4𝑛 − 1)

] 
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= [

−𝜆 − (4𝑛 − 1) 0 ⋯ 0

0 −𝜆 − (4𝑛 − 1) ⋯ 0
⋯ ⋯ ⋱ ⋯
0 0 ⋯ −𝜆 − (4𝑛 − 1)

] 

Ini adalah matriks diagonal dengan elemen diagonalnya −𝜆 − (4𝑛 − 1). 

Determinannya dapat dihitung dengan mengalikan elemen-elemen diagonalnya  

det(𝐴 − 𝐵)  = (−𝜆 − (4𝑛 − 1))
2𝑛

 

= (−𝜆 − 4𝑛 + 1)2𝑛 

Sehingga diperoleh polinomial karakteristik sebagai berikut: 

det(𝐷𝐷(𝛤𝑆(𝑄4𝑛)) − 𝜆𝐼) = det(𝐴 + 𝐵) ∙ det(𝐴 − 𝐵) = 0 

= (−𝜆 − 4𝑛 + 1)2𝑛−1(−𝜆 + (4𝑛 − 1)2) ∙ (−𝜆 − 4𝑛 + 1)2𝑛 = 0 

= (−𝜆 − 4𝑛 + 1)4𝑛−1(−𝜆 + (4𝑛 − 1)2) = 0 

atau 𝑝(𝜆) = (−𝜆 − 4𝑛 + 1)4𝑛−1(−𝜆 + (4𝑛 − 1)2) 

Dengan demikian, diperoleh bahwa nilai eigen dari matriks 𝐷𝐷(𝛤𝑆(𝑄4𝑛)) adalah 

sebagai berikut: 

𝜆1 = −4𝑛 + 1 dengan multiplisitas 4𝑛 − 1 

𝜆2 = (4𝑛 − 1)2 dengan multiplisitas 1 

Jadi, energi detour dari Γ𝑆(𝑄4𝑛) adalah sebagai berikut:  

𝐸𝐷𝐷(Γ𝑆(𝑄4𝑛)) = ∑ |𝜆𝑖|
𝑛

𝑖=𝑛
 

= 4𝑛 − 1 ∙ |(−4𝑛 + 1)| + 1 ∙ |(4𝑛 − 1)2| 

= 4𝑛 − 1 ∙ (4𝑛 − 1) + (4𝑛 − 1)2 

= (4𝑛 − 1)2 + (4𝑛 − 1)2 

= 2(4𝑛 − 1)2 

= 2(16𝑛2 − 8𝑛 + 1) 

= 32𝑛2 − 16𝑛 + 2 
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4.2 Integrasi Hasil Penelitian dengan Kajian Keislaman 

Dalam Surah Al-Kahfi (18:49), Allah berfirman:  

فِقِيَن مَِِّا فيِهِ وَيـقَُولُونَ يَا وَيمـلتََـناَ مَالِ هَذَا المكِتاَبِ لَا يـغُاَدِرُ صَغِيرةَا  المكِتاَبُ  وَوُضِعَ  فَتَُىَ الممُجمرمِِيَن مُشم

أحَمصَاهَا وَوَجَدُوا مَا عَمِلُوا حَاضِراۗ  ﴾٤٩﴿اوَلَا يظَملِمُ ربَُّكَ أحََدااوَلَا كَبِيرةَا إِلاَّ   

Artinya: "Dan diletakkanlah kitab, lalu kamu akan melihat orang-orang yang 
bersalah ketakutan terhadap apa yang tertulis di dalamnya, dan mereka berkata: 
'Aduhai celaka kami, kitab apakah ini yang tidak meninggalkan yang kecil dan 

tidak (pula) yang besar, melainkan ia mencatat semuanya; dan mereka dapati apa 
yang telah mereka kerjakan ada (tertulis). Dan Tuhanmu tidak menganiaya seorang 
jua pun'." (Al Kahfi:49)(Kemenag, 2022).  

 

Ayat ini menggarisََّّbawahi konsep pencatatan yang sangat rinci dan akurat 

dari setiap perbuatan manusia, baik kecil maupun besar, yang semuanya dihitung 

dan dicatat tanpa ada yang terlewatkan. Prinsip perhitungan yang teliti ini memiliki 

analogi yang menarik dengan konsep energi detour dalam graf invers dalam teori 

graf. Graf invers adalah graf yang dibentuk dengan cara membalik arah semua tepi 

(edges) dari graf asli. Energi detour dalam graf invers mengukur efisiensi atau biaya 

yang diperlukan untuk menempuh jalur alternatif dalam graf tersebut setelah 

inversi. Sama seperti ayat tersebut menunjukkan akumulasi dari semua perbuatan 

manusia untuk diperhitungkan di hari akhir, energi detour dalam graf invers 

melibatkan penjumlahan panjang lintasan atau biaya perjalanan dari satu titik ke 

titik lainnya setelah arah tepinya dibalik. Setiap jalur alternatif dihitung dengan 

teliti untuk menentukan total energi. 

Prinsip perhitungan ini memastikan bahwa tidak ada detail yang diabaikan, 

mencerminkan keadilan dan keseimbangan dalam penilaian. Oleh karena itu, baik 

dalam konteks pencatatan amal perbuatan manusia dalam Al-Qur’an maupun dalam 

perhitungan energi detour dalam graf invers, terdapat prinsip akumulasi nilai dan 
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pentingnya perhitungan yang akurat dalam menentukan hasil akhir, baik dalam 

konteks spiritual maupun matematis. 

Tafsir Ibnu Katsir menjelaskan bahwa pada hari kiamat, setiap individu akan 

disodorkan catatan amal yang berisi seluruh perbuatan mereka selama hidup di 

dunia, baik yang kecil maupun besar. Orang-orang berdosa akan merasa ketakutan 

dan menyesal ketika melihat catatan tersebut, karena menyadari bahwa semua 

perbuatan mereka telah dicatat dengan teliti dan akan dipertanggungjawabkan. Ayat 

ini menekankan keadilan Allah, yang tidak akan menzalimi siapa pun, karena setiap 

amal akan mendapatkan balasan yang setimpal (Muhammad, 2024).  

Penjelasan ini dapat dihubungkan dengan prinsip energi detour dalam graf, 

di mana setiap pilihan jalur dalam hidup diibaratkan sebagai jalan dalam graf yang 

memiliki nilai energi tertentu. Setiap perbuatan manusia, baik itu kebaikan atau 

keburukan, akan memiliki konsekuensi yang tercatat dengan tepat dalam kitab 

amal, mirip dengan bagaimana energi detour dihitung dalam sebuah graf. Prinsip 

ini menegaskan bahwa semua tindakan manusia memiliki dampak yang pasti dan 

akan dipertanggungjawabkan dengan sangat teliti di hadapan AllahََّّSWT pada hari 

kiamat. Hal ini mengajarkan bahwa setiap keputusan dalam hidup harus diambil 

dengan penuh kesadaran akan akibatnya. 
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BAB V 

PENUTUP 

 

5.1  Kesimpulan  

 Kesimpulan yang diperoleh dari hasil dan pembahasan pada penelitian ini 

adalah formula energi detour di graf invers dari grup quaternion diperumum dengan 

𝑛 ∈ ℕ,𝑛 ≥ 2, sebagai berikut 

𝐸𝐷𝐷(Γ𝑆(𝑄4𝑛)) = 32𝑛2 − 16𝑛 + 2. 

 

5.2  Saran  

Penelitian ini membahas mengenai energi detour pada graf invers dari grup 

quaternion diperumum. Penulis berharap kepada peneliti selanjutnya untuk meneliti 

mengenai energi yang berbeda yang diperoleh dari graf dan grup yang lain. 
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