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ABSTRAK 

 

Khairiyah, Roudatul. 2014. Penyelesaian Analitik Masalah Nilai Awal dan 

Masalah Nilai Batas Untuk Persamaan Maxwell. Skripsi. Jurusan 

Matematika. Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri 

Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Ari Kusumastuti, S.Si, 

M.Pd. (II) AbdulAziz, M.Si. 

 

Kata Kunci :  Persamaan Maxwell, masalah nilai awal, masalah nilai batas, metode 

D’Alembert, metode pemisahan variabel, eksistensi dan ketunggalan 

penyelesaian 

 

Persamaan Maxwell adalah persamaan diferensial parsial yang 

mendeskripsikan hubungan antara medan listrik dan medan magnet. Untuk 

mengetahui bahwa penyelesaian persamaan Maxwell untuk masalah nilai awal dan 

masalah nilai batas ada dan tunggal, maka perlu dilakukan analisis eksistensi dan 

ketunggalan. Analisis eksistensi ini didasarkan pada kekontinuan atau kondisi 

Lipschitz, sedangkan analisis ketunggalan dilakukan dengan menggunakan metode 

energi konservasi. Berdasarkan analisis eksistensi dan ketunggalan yang telah 

dilakukan untuk persamaan Maxwell, diperoleh bahwa penyelesaian untuk 

persamaan Maxwell ada dan mempunyai satu penyelesaian. 

Persamaan Maxwell dapat diselesaikan dengan menggunakan metode 

D’Alembert untuk masalah nilai awal (MNA) dan metode pemisahan variabel untuk 

masalah nilai batas (MNB). Persamaan ini memerlukan dua kondisi yaitu kondisi 

awal dan kondisi batas. Berdasarkan hasil pembahasan dalam penelitian ini, 

penyelesaian persamaan Maxwell untuk medan listrik zE dan medan magnet yH
 

dengan masalah nilai awal dan masalah nilai batas dapat diketahui bahwa semakin 

lama waktu yang diberikan dan semakin besar interval yang diberikan, semakin 

rendah amplitudo yang diperoleh sedangkan periodenya semakin besar. Semakin 

besar periodenya, semakin besar pula frekuensinya yang artinya semakin cepat pula 

sistem berosilasi. 

Dalam penelitian ini, peneliti menyarankan untuk penelitian selanjutnya 

untuk mengembangkannya dengan menganalisis persamaan Maxwell untuk 

dimensi yang lebih tinggi atau dengan menggunakan metode lain.     
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ABSTRACT 

 

Khairiyah, Roudatul. 2014. Analytic Solution of Initial Value Problems and 

Boundary Value Problems for Maxwell’s Equations. Thesis. 

Department of Mathematics. Faculty of Science and Technology. The 

State Islamic University Maulana Malik Ibrahim Malang. Supervisor: (I) 

Ari Kusumastuti, S.Si, M.Pd. (II) AbdulAziz, M.Si. 

 

Keywords : Maxwell’s equations, initial value problem, boundary value problem, 

D’Alembert method, method of separation variable, existence and 

uniqueness of solution 

 

Maxwell’s equations, which are a set of partial differential equations 

describing the relation of electric and magnetic fields. To determine solution of 

Maxwell’s equations for the initial value problems (IVP) and the boundary value 

problems (BVP) exist and unique, it is necessary to analyze that the existence and 

uniqueness in the solution were obtained. This analyze the existence of continuity 

or Lipschitz condition, meanwhile the uniqueness are do by using conservation 

energy method. Based on the analysis of the existence and uniqueness that has been 

done for the Maxwell’s equation obtained that solution for Maxwell’s equation exist 

and unique. 

Maxwell’s equation can be solved by using D’Alembert method for initial 

value problems (IVP) and separation variable method for boundary value problems 

(BVP). This equation requires two condition, initial conditions and boundary 

conditions. Based on the results of the discussion in this study, Maxwell’s equation 

solutions for the electric field and magnetic fields with initial value problems and 

boundary value problems are known that the more time and interval which are 

given, the less amplitude which is resulted while the period is bigger. The bigger 

period, the bigger the frequency, which means the sooner the system oscillates.       

 In this study, the researcher suggest for further research to develop it by 

analyze Maxwell’s equation for higher dimension or using other methods. 
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 ملخص

 

الحلول التحليلية من المشاكل القيمة الأولية ومسائل القيمة الحدية للمعادلات . ٤١٠٢الخيرية، روضة. 

البحث الجامعى. قسم الرياضيات. كلية العلوم والتكنولوجيا. جامعة مولانا مالك إبراهيم  .ماكسويل

عبد  (٤ جستير. )الما ،االسرجان ،( أري كوسومستوتي٠)  :المشرف الإسلامية الحكومية مالانخ.

 الماجستير. ،العزيز

معادلات ماكسويل، مشكلة القيمة الأولية ، حدود القيمة مشاكل، طريقة دالمبرت، طريقة فصل  : كلمات البحث

 .وحدانية إتمام المتغيرات، وجود

 معادلات ماكسويل هي المعادلات التفاضلية الجزئية التي تصف العلاقة بين المجال الكهربائي والمجال

أن تعرف أن حل معادلات ماكسويل لمشاكل القيمة الأولية ومشاكل الحدود وجود لها قيمة فريدة،  .المغناطيسي

ويستند التحليل على وجود أو حالة من الاستمرارية يبشيز، بينما أجرى  .فمن الضروري تحليل وجود وحدانية

استنادا إلى تحليل وجود وحدانية الذي تم القيام به لمعادلات  .التحليل التفرد باستخدام طريقة الحفاظ على الطاقة

 .ماكسويل، وجدت أن هناك حلول لمعادلات ماكسويل ولها حل

وطريقة فصل  يمكن حل معادلات ماكسويل باستخدام طريقة كوت دالمبرت لمشكلة الأولية القيمة 

طلب شرطين هذه المعادلة هي الظروف الأولية يت .(اللواء المتعدد الجنسيات)المتغيرات لمشكلة القيمة الحدية 

استنادا إلى نتائج المناقشة في هذه الدراسة، والانتهاء من معادلات ماكسويل للحقل الكهربائي  .وشروط الحدود

والحقل المغناطيسي مع المشاكل القيمة الأولية ومسائل القيمة الحدية يمكن أن نرى أن كلما طال الوقت 

كلما  .لفاصل الزمني معين، وانخفاض السعة التي تم الحصول عليها أثناء فترة أكبرالمخصص وكلما زاد ا

 .زادت الفترة، وكلما زاد التردد، مما يعني أن أسرع نظام تتأرجح

في هذه الدراسة، يشير الباحثون إلى إجراء المزيد من البحوث لتطويره من خلال تحليل معادلات 

 .ام طريقة أخرىماكسويل إلى أبعاد أعلى أو باستخد
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Al-Qur’an adalah petunjuk paling lengkap bagi umat manusia sejak 

turunnya Al-Qur’an 15 abad yang lalu dan akan tetap sesuai dengan 

perkembangan zaman pada saat ini maupun masa yang akan datang (Wardhana, 

2005). Ilmu-ilmu yang terdapat di dalam Al-Qur’an ada yang tersurat langsung 

melalui ayat-ayatnya dan ada pula yang hanya tersirat melalui ayat-ayatnya. 

Untuk ilmu yang tersurat melalui ayat-ayat Al-Qur’an mudah untuk dipahami. 

Akan tetapi untuk ilmu yang hanya tersirat melalui ayat-ayatnya, memerlukan 

penafsiran yang mendalam disertai pemahaman berbagai disiplin ilmu yang 

mendukung penafsiran ayat-ayat tersebut (Wardhana, 2005).  

Menurut Wardhana (2005), Al-Qur’an dapat dipakai sebagai rujukan ilmu 

pengetahuan, berarti Al-Qur’an bersifat memayungi dan memandu inspirasi 

pengembangan berbagai bidang ilmu pengetahuan. Untuk dapat memantapkan 

pengertian bahwa Al-Qur’an merupakan rujukan utama filosofi bagi ilmu 

pengetahuan, maka harus dilihat ayat Al-Qur’an yang dapat menjadi dasar filosofi 

ilmu pengetahuan tersebut yang ada pada saat ini. Sebagai contoh, Al-Qur’an 

telah lebih dulu memuat tentang  gelombang elektromagnetik meskipun hanya 

secara tersirat, yaitu dalam firman Allah surat As-Sajdah ayat 5 yang berbunyi: 

                                    

    
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Artinya:  Dia mengatur urusan dari langit ke bumi, kemudian (urusan) itu naik 

kepadanya dalam satu hari yang kadarnya adalah seribu tahun 

menurut perhitunganmu. 

 Menurut Yahya bin Salam dalam tafsir Al-Qurthubi kalimat “Kemudian 

(urusan) itu naik kepada-Nya.” ditafsirkan bahwa yang naik ke atas langit adalah 

malaikat Jibril, yaitu setelah ia menyampaikan wahyu. Sedangkan An-Naqqasy 

berpendapat bahwa yang naik itu adalah malaikat yang ditugaskan untuk 

mengatur segala urusan yang ada di langit dan di bumi. Sedangkan Ibnu Syajarah 

berpendapat bahwa yang naik adalah para malaikat dan yang dibawa naik olehnya 

adalah segala berita para penduduk bumi  (Al-Qurthubi, 2009).  

Ibnu Abbas berpendapat bahwa makna ayat ini adalah jarak tempuh yang 

harus dilalui oleh para malaikat adalah satu hari, namun apabila selain malaikat 

yang melaluinya maka akan berjarak seribu tahun, dimana lima ratus tahun untuk 

naik ke atas, dan lima ratus tahun lainnya untuk turun kembali ke bumi. Makna 

yang sama pun disebutkan oleh Al-Mahdawi, karena begitu cepatnya malaikat 

Jibril naik ke atas langit, ia cukup membutuhkan satu hari saja untuk  

mencapainya, padahal jika dilakukan oleh manusia jarak itu akan mereka tempuh 

dalam seribu tahun (Al-Qurthubi, 2009). Oleh karena itu, ayat ini 

menginformasikan bahwa manusia tidak mungkin menyamai atau mencapai 

kecepatan cahaya (Wardhana, 2005). Jika ditelaah lebih jauh lagi, berdasarkan 

ayat tersebut dapat diketahui bilangan kecepatan cahaya, dimana kecepatan 

cahaya ini sama dengan kecepatan gelombang elektromagnetik. Sehingga cahaya 

termasuk gelombang elektromagnetik.  
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Gerak gelombang dapat dipandang sebagai perpindahan energi dan 

momentum dari satu titik dalam ruang ke titik lain tanpa perpindahan materi 

(Tripler, 1998). Gelombang adalah getaran yang merambat dengan energi tertentu. 

Gelombang berasal dari gangguan atau usikan dan gelombang membawa energi, 

bukan memindahkan partikel atau medium  perambatannya itu. Menurut Tripler 

(1998) pada gelombang mekanik, seperti pada gelombang tali atau gelombang 

bunyi di udara, energi dan momentum dipindahkan melalui gangguan dalam 

medium. Sedangkan pada gelombang elektromagnetik, seperti pada cahaya 

gelombang radio, atau sinar X, energi dan momentum dibawa oleh medan listrik 

dan magnet yang dapat merambat melalui ruang bebas.  

Gelombang elektromagnetik merupakan gelombang tranversal yang tidak 

memerlukan medium untuk perambatannya atau dapat merambat dalam ruang 

hampa. Gelombang ini dirumuskan oleh James Clerk Maxwell pada tahun 1865 

yang menemukan keterkaitan antara medan listrik dan medan magnet. Hukum 

Faraday menyimpulkan bahwa perubahan fluks magnet dapat menimbulkan 

medan listrik, begitu pula dengan kesimpulan yang diberikan oleh Bio Savart, 

bahwa medan magnet dapat ditimbulkan oleh medan listrik. Berdasarkan dua 

kesimpulan ini, Maxwell membuat kesimpulan bahwa jika perubahan medan 

magnet dapat menimbulkan medan listrik maka sebaliknya, perubahan medan 

listrik pun dapat  menimbulkan medan magnet (Anonim, 2013).  

Gejala perambatan gelombang dirumuskan secara matematik sebagai 

persamaan gelombang. Persamaan gelombang adalah persamaan yang 

mendeskripsikan bagaimana gerak gelombang. Untuk medan elektromagnetik, 
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gelombang dapat  diturunkan dari persamaan Maxwell dalam ruang bebas yaitu 

0E 
 
dan 0B   dan /E B t    dan  0 0 / ,B E t      dimana 

persamaan-persamaan tersebut merupakan hukum Gauss dalam medan listrik, 

hukum  Gauss  dalam medan magnet, hukum Faraday, dan hukum Ampere-

Maxwell.   

Persamaan Maxwell merupakan persamaan diferensial parsial yang 

mendeskripsikan hubungan antara medan listrik dan medan magnet (Liang dan 

Yuan, 2013). Untuk menyelesaikan persamaan diferensial parsial diperlukan 

syarat awal dan syarat batas yang memenuhi suatu keadaan tertentu dengan fungsi 

persamaan diferensial parsial yang diketahui. Berbagai bentuk syarat tambahan 

yang berlaku pada persamaan diferensial parsial, yaitu: (1) Masalah Nilai Awal 

(MNA), apabila hanya diberikan syarat awal saja; (2) Masalah Nilai Batas 

(MNB), apabila hanya diberikan syarat batas saja; dan (3) Masalah Nilai Awal 

dan Batas (MNAB), apabila diberikan syarat awal dan syarat batas (Anggraini, 

2008). 

Pada penelitian-penelitian sebelumnya, Zhao dan Wei (2004) memaparkan 

tentang skema Finite-Difference Time-Domain (FDTD) orde tinggi untuk 

menyelesaikan perpindahan elektromagnetik (TEM) antar medium dalam 1D dan 

2D. Dengan membuat titik-titik buatan, pendekatan sistematik diperkenalkan 

untuk menjalankan kondisi lompatan antar medium secara fisika. Begitu pula 

Gao, Zhang, dan Liang (2007) dalam penelitiannya menjelaskan bahwa 

persamaan Maxwell dua dimensi dapat diselesaikan secara numerik dengan 

menggunakan metode Splitting Finite-Difference Time Domain (S-FTD). Adapun 
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metode ini hanya memerlukan dua tingkat untuk masing-masing langkah sehingga 

komputasi yang dihasilkan sangat sederhana dan efisien. Ghao, Zhang dan Liang 

juga memberikan analisis skema dengan metode energi dan terbukti bahwa skema 

stabil tak bersyarat dan konvergen. Sedangkan Liang dan Yuan (2013) dalam 

penelitiannya mengembangkan lebih lanjut metode S-FDTD yaitu metode S-

FDTD ruang orde empat hemat energi untuk menyelesaikan persamaan Maxwell. 

Teknik Splitting digunakan untuk tiga tingkat hemat energi skema Splitting. 

Dimana pada masing-masing langkah menggunakan operator beda ruang orde 

empat pada node interior dengan kombinasi linier dua beda pusat. Skema ini 

menghasilkan hemat energi, stabil tak bersyarat, keakuratan untuk orde tinggi, dan 

komputasi yang efisien. 

Sejatinya suatu permasalahan dapat diselesaikan secara analitik maupun 

numerik. Meskipun lebih mudah diselesaikan dengan metode numerik karena 

lebih cepat dan efisien, metode numerik tetap saja mempunyai galat atau error. 

Sedangkan metode analitik memberikan penyelesaian sejati atau tidak mempunyai 

galat atau error. Oleh karena itu, penulis tertarik untuk mengangkat permasalahan 

dengan judul  ”Penyelesaian Analitik Masalah Nilai Awal dan Masalah Nilai 

Batas Untuk  Persamaan Maxwell”. 

1.2 Rumusan Masalah 

 Berdasarkan latar belakang di atas, maka dapat ditarik permasalahan, 

yaitu: 

1. Bagaimana analisis eksistensi dan ketunggalan penyelesaian untuk persamaan 

Maxwell? 
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2. Bagaimana penyelesaian analitik masalah nilai awal dan masalah nilai batas 

untuk persamaan Maxwell? 

1.3 Batasan Masalah  

 Supaya pembahasan lebih terfokus, maka penulis membatasi ruang 

lingkup permasalahan dalam penelitian ini, yaitu: 

1. Persamaan yang akan dibahas dalam penelitian ini adalah persamaan 

Maxwell yang diaplikasikan pada kasus perpindahan elektromagnetik 

(TEM) satu dimensi yang dirumuskan sebagai berikut (Zhao dan Wei, 

2004):  

 

yz

y z

HE

t x

H E

t x








 

 


 

  

2. Merujuk pada Liang dan Yuan (2013) dan Zauderer (2006) maka pada 

penelitian ini diberikan kondisi awal dan kondisi batas sebagai berikut: 

 

( ,0) sin( )

( ,0) 1
sin( )

( ,0) cos( )

( ,0) 1
cos( )

( ,0) ( ,0) 0                 pada (0, ]

( ,0) ( ,0) 0                 pada (0, ]

z

z

y

y

E x x

E x
x

t

H x x

H x
x

t

E n T

H n T















 



  

  

   

dimana n  adalah satuan vektor normal pada batas.  
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1.4 Tujuan Penelitian 

Berdasarkan rumusan masalah di atas, penelitian ini bertujuan untuk: 

1. Mengetahui eksistensi dan ketunggalan penyelesaian untuk persamaan 

Maxwell. 

2. Mengetahui penyelesaian analitik dengan masalah nilai awal dan masalah 

nilai batas persamaan Maxwell. 

1.5 Manfaat Penelitian 

 Adapun hasil dari penelitian ini diharapkan dapat mengetahui perilaku 

gelombang pada kasus polarisasi perpindahan elektromagnetik (TEM) satu 

dimensi berdasarkan hasil analisis penyelesaian analitik dan mengetahui ada 

tidaknya penyelesaian berdasarkan hasil analisis eksistensi dan ketunggalan 

penyelesaian yang dilakukan. 

1.6 Metode Penelitian 

Langkah-langkah umum yang digunakan dalam penelitian ini adalah 

sebagai berikut: 

1) Menyelesaikan dan menganalisis permasalahan yang telah diperoleh dengan 

langkah-langkah sebagai berikut: 

a. Analisis eksistensi penyelesaian untuk persamaan Maxwell 

b. Analisis ketunggalan penyelesaian untuk persamaan Maxwell 

c. Menentukan penyelesaian masalah nilai awal 

d. Menentukan penyelesaian masalah nilai batas 

2) Interpretasi dan pembahasan 
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1.7 Sistematika Penulisan  

 Untuk mempermudah memahami penelitian ini secara keseluruhan, maka 

penulis menggambarkan sistematika penulisannya sebagai berikut : 

Bab I      Pendahuluan 

Pada bab ini terdiri dari latar belakang, rumusan masalah, batasan 

masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, metode penelitian, dan 

sistematika penulisan. 

Bab II     Kajian Teori 

Pada bab ini menyajikan tentang teori-teori yang mendukung bagian 

pembahasan. Teori-teori tersebut antara lain membahas tentang analisis 

dan kajian teoritik persamaan Maxwell, masalah nilai awal, dan 

masalah nilai batas, analisis eksistensi dan ketunggalan penyelesaian, 

dan kajian agama. 

Bab III    Pembahasan 

Bab ini merupakan bab inti, yang mengemukakan hasil penelitian dan 

pembahasan mengenai analisis eksistensi dan ketunggalan penyelesaian 

persamaan Maxwell dan penyelesaian analitik persamaan Maxwell 

dengan masalah nilai awal dan masalah nilai batas. 

Bab VI    Penutup 

Pada bab ini berisi tentang kesimpulan dari pembahasan dan saran-

saran yang berkaitan dengan kesimpulan. 
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BAB II 

KAJIAN TEORI 

 

2.1 Kajian Teoritik Persamaan Maxwell  

 Listrik dan magnet pada mulanya merupakan fenomena terpisah. Akan 

tetapi serentetan penemuan pada akhirnya membawa keterpaduan atau unifikasi 

keduanya dan lahirlah elektromagnetisme Maxwell. Di dalam elektromagnetisme, 

medan listrik dan medan magnet muncul sebagai satu kesatuan dalam arti tidak 

dapat dan tidak mungkin muncul sendiri sebagai medan listrik saja atau medan 

magnet saja. Cahaya lampu, cahaya matahari, gelombang radio, maupun sinar X 

merupakan gelombang dari medan listrik dan medan magnet (Purwanto, 2009). 

Model persamaan gelombang elektromagnetik dapat dikonstruksi dengan 

asumsi bahwa adanya pergerakan acak partikel dan setiap partikel mempunyai 

peluang gerak yang sama baik ke kanan maupun ke kiri. Zauderer (2006) 

menyebutkan bahwa pergerakan suatu partikel dapat diinterpretasikan dalam 

bentuk distribusi probabilitas yang dapat dinyatakan dalam persamaan matematis, 

yaitu: 

 ( , ) ( , ) ( , )f x t pf x t qf x t        (2.1)  

Persamaan (2.1) menyatakan bahwa probabilitas partikel di x  pada saat 

t   sama dengan probabilitas partikel di x   pada saat t  dikalikan dengan 

probabilitas p   yang berpindah ke kanan ditambah dengan probabilitas partikel di 

x   pada saat t  dikalikan dengan probabilitas q  yang berpindah ke kiri, 
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sehingga distribusi probabilitas untuk medan listrik pada saat partikel berada di 

x   pada saat t  dan x   pada saat ,t  dapat dinyatakan sebagai berikut: 

 ( , ) ( , ) ( , )z z zE x t pE x t qE x t        (2.2)  

 Ekspansikan persamaan (2.2) dengan menggunakan deret Taylor sebagai 

berikut: 

Untuk ( , )zE x t   dapat dinyatakan dalam ekspansi deret Taylor sebagai berikut: 

 ( , ) ( , ) ( , )
tz z zE x t E x t E x t      (2.3) 

Untuk ( , )zE x t  dapat dinyatakan dalam ekspansi deret Taylor sebagai berikut: 

 21
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

2x xxz z z zE x t E x t E x t E x t        (2.4) 

Untuk ( , )zE x t  dapat dinyatakan dalam ekspansi deret Taylor sebagai berikut: 

 21
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

2x xxz z z zE x t E x t E x t E x t        (2.5) 

 Selanjutnya, substitusi hasil ekspansi deret Taylor dari persamaan (2.3) 

sampai persamaan (2.5) pada persamaan (2.1), sehingga diperoleh 

 

2

2

1
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

2

1
                                  ( , ) ( , ) ( , )

2

t x xx

x xx

z z z z z

z z z

E x t E x t p E x t E x t E x t

q E x t E x t E x t

  

 

 
     

 

 
  

 

  (2.6) 

Persamaan (2.6) dapat diuraikan menjadi 

 

2

2

1
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

2

1
  ( , ) ( , ) ( , )

2

t x xx

x xx

z z z z z

z z z

E x t E x t pE x t p E x t p E x t

qE x t q E x t q E x t

  

 

    

 

  (2.7) 

Persamaan (2.7) dapat disederhanakan menjadi 
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21
( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )+( ) ( , )

2t x xxz z z z zE x t E x t p q E x t p q E x t p q E x t             (2.8) 

Pergerakan partikel adalah kejadian peluang maka nilai dari pergerakan peluang 

ke kanan dan ke kiri yaitu: ( ) 1,p q   sehingga persamaan (2.8) menjadi 

 
21

( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , )+ ( , )
2t x xxz z z z zE x t E x t E x t p q E x t E x t         (2.9) 

Persamaan (2.9) dapat disederhanakan menjadi 

 

2

2

1
( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , )+ ( , )

2

1
( ) ( , )+ ( , )

2

t x xx

x xx

z z z z z

z z

E x t E x t E x t p q E x t E x t

p q E x t E x t

  

 

    

  

  (2.10) 

Selanjutnya, masing-masing ruas dari persamaan (2.10) dibagi dengan ,  

sehingga didapatkan 

 
2( ) 1

( , ) ( , )+ ( , )
2t x xxz z z

p q
E x t E x t E x t 

 

 
   (2.11) 

Jika ruas kanan dipindah ke ruas kiri maka persamaan (2.11) menjadi 

 
2( ) 1

( , ) ( , ) ( , ) 0
2t x xxz z z

p q
E x t E x t E x t 

 

 
     (2.12) 

Dalam bentuk operator diferensial, persamaan (2.12) menjadi 

 
2 2

2

( , ) ( ) ( , ) ( , )
0

2

z z zE x t p q E x t E x t

t x x

 

 

      
     

     
  (2.13) 

Persamaan (2.13) dikenal dengan persamaan difusi satu dimensi, dimana 

pergerakan gelombangnya ke kanan dan ke kiri. Jika diasumsikan nilai 

lim  ( ) 0p q      untuk 0   dan 0,   maka didapatkan persamaan difusi 

satu dimensi dengan mengabaikan kecepatan pergerakan partikel, yaitu: 
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22

2

( , ) ( , )
0

2

z zE x t E x t

t x





  
  

  
  (2.14) 

Jika persamaan (2.14) dikalikan dengan ,  maka didapatkan 

 
22

2

( , ) ( , )
0

2

z zE x t E x t

t x






  
  

  
  (2.15) 

Jika persamaan (2.15) dikondisikan bersifat tak homogen, dengan mengganti nol 

di ruas kanan dengan ,yH x   maka didapatkan 

 
22

2

( , ) ( , )

2

yz z
HE x t E x t

t x x






  
  

   
  (2.16) 

Jika diasumsikan nilai 2lim  2 0    untuk 0   dan 0,   maka dapat 

dinyatakan suku  2 2 22 ( , )zE x t x     dapat diabaikan, sehingga didapatkan  

 
( , ) yz

HE x t

t x





 
  (2.17) 

Persamaan (2.17) menyatakan masalah perpindahan elektromagnetik 

(TEM) yang sesuai dengan persamaan pertama pada penelitian Zhao dan Wei 

(2006). 

Selanjutnya, penurunan persamaan kedua pada penelitian Zhao dan Wei 

(2006) dilakukan dengan mengasumsikan bahwa distribusi probabilitas medan 

magnet pada saat partikel berada di x   pada saat t  dan x   pada saat t  dapat 

dinyatakan sebagai berikut (Zauderer, 2006): 

 ( , ) ( , ) ( , )y y yH x t pH x t qH x t         (2.18) 

 Ekspansikan persamaan (2.18) dengan menggunakan deret Taylor sebagai 

berikut: 
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Untuk ( , )zH x t   dapat dinyatakan dalam ekspansi deret Taylor sebagai berikut: 

 ( , ) ( , ) ( , )
tz z zH x t H x t H x t      (2.19) 

Untuk ( , )zH x t  dapat dinyatakan dalam ekspansi deret Taylor sebagai berikut: 

 21
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

2x xxz z z zH x t H x t H x t H x t        (2.20) 

Untuk ( , )zH x t  dapat dinyatakan dalam ekspansi deret Taylor sebagai berikut: 

 21
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

2x xxz z z zH x t H x t H x t H x t        (2.21) 

 Selanjutnya, substitusi hasil ekspansi deret Taylor dari persamaan (2.19) 

sampai persamaan (2.21) pada persamaan (2.18), sehingga diperoleh 

 

2

2

1
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

2

1
                                   ( , ) ( , ) ( , )

2

t x xx

x xx

y y y y y

y y y

H x t H x t p H x t H x t H x t

q H x t H x t H x t

  

 

 
     

 

 
  

 

  (2.22) 

Persamaan (2.22) dapat diuraikan menjadi 

 

2

2

1
( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

2

1
  ( , ) ( , ) ( , )

2

t x xx

x xx

y y y y y

y y y

H x t H x t pH x t p H x t p H x t

qH x t q H x t q H x t

  

 

    

 

  (2.23) 

Persamaan (2.23) dapat disederhanakan menjadi 

 21
( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )+( ) ( , )

2t x xxy y y y yH x t H x t p q H x t p q H x t p q H x t           (2.24) 

Pergerakan partikel adalah kejadian peluang maka nilai dari pergerakan peluang 

ke kanan dan ke kiri yaitu: ( ) 1,p q   sehingga persamaan (2.24) menjadi 

 
21

( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , )+ ( , )
2t x xxy y y y yH x t H x t H x t p q H x t H x t        (2.25)  
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Persamaan (2.25) dapat disederhanakan menjadi 

 

2

2

1
( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , )+ ( , )

2

1
( ) ( , )+ ( , )

2

t x xx

x xx

y y y y y

y y

H x t H x t H x t p q H x t H x t

p q H x t H x t

  

 

    

  

  (2.26) 

Selanjutnya, masing-masing ruas dari persamaan (2.26) dibagi dengan ,  maka 

didapatkan 

 
2( ) 1

( , ) ( , )+ ( , )
2t x xxy y y

p q
H x t H x t H x t 

 

 
  (2.27)  

Jika ruas kanan dipindah ke ruas kiri maka persamaan (2.27) menjadi 

 
2( ) 1

( , ) ( , ) ( , ) 0
2t x xxy y y

p q
H x t H x t H x t 

 

 
    (2.28)  

Dalam bentuk operator diferensial, persamaan (2.28) menjadi 

 

22

2

( , ) ( , ) ( , )( )
0

2

y y yH x t H x t H x tp q

t x x

 

 

     
    

     
 (2.29)  

Persamaan (2.29) dikenal dengan persamaan difusi satu dimensi, dimana 

pergerakan gelombangnya ke kanan dan ke kiri. Jika diasumsikan nilai 

lim  ( ) 0p q      untuk 0   dan 0,   maka didapatkan persamaan difusi 

satu dimensi dengan mengabaikan kecepatan pergerakan partikel, yaitu: 

 

22

2

( , ) ( , )
0

2

y yH x t H x t

t x





  
  

  
 (2.30)  

Jika persamaan (2.30) dikalikan dengan ,  maka didapatkan 

 

22

2

( , ) ( , )
0

2

y yH x t H x t

t x






  
  

  
 (2.31)  
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Jika persamaan (2.31) dikondisikan bersifat tak homogen, dengan mengganti nol 

di ruas kanan dengan ,zE x   maka didapatkan 

 

22

2

( , ) ( , )

2

y y z
H x t H x t E

t x x






   
  

   
  (2.32) 

Jika diasumsikan nilai 2lim  2 0    untuk 0   dan 0,   maka dapat 

dinyatakan suku  2 2 22 ( , )yH x t x     dapat diabaikan, sehingga didapatkan  

 
( , )y z

H x t E

t x

 


 

  (2.33) 

Persamaan (2.33) menyatakan masalah perpindahan elektromagnetik 

(TEM) yang sesuai dengan persamaan kedua pada penelitian Zhao dan Wei 

(2006). Persamaan (2.17) dan (2.33) membentuk sistem persamaan perpindahan 

elektromagnetik (TEM) satu dimensi, yaitu: 

 
( , )( , ) yz

H x tE x t

t x





 
  (2.34) 

 
( , ) ( , )y z

H x t E x t

t x

 


 

  (2.35) 

dimana zE  adalah medan listrik dan yH  adalah medan magnet. 

Definisi 2.1  

 Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat turunan dari satu 

atau lebih variabel tak bebas terhadap satu atau lebih variabel bebas (Ross, 1984). 

Menurut Ross (1984) persamaan diferensial parsial (PDP) adalah persamaan 

diferensial yang memuat turunan parsial dari satu atau lebih variabel tak bebas 

terhadap satu atau lebih variabel bebas. Oleh karena itu, persamaan (2.34) dan 
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(2.35) merupakan persamaan diferensial parsial karena memuat turunan parsial 

dari dua variabel tak bebas, yaitu  dan  z yE H  terhadap dua variabel bebas, yaitu 

 dan .x t   

 Notasi untuk turunan parsial, jika ( , ),z f x y  maka 

0

( , ) ( , )
( , ) ( , ) limx x

x

f f x x y f x y
f x y f f x y

x x x 

   
   

  
     (2.36) 

0

( , ) ( , )
( , ) ( , ) limy y

y

f f x y y f x y
f x y f f x y

y y y 

    
   

  
     (2.37) 

Dari notasi tersebut di atas, maka dapat diketahui turunan parsial dari 

( , )z f x y  yaitu: 

1. Untuk mencari ,xf  pandang y sebagai konstanta dan diferensialkan ( , )f x y  

terhadap .x  

2. Untuk mencari ,yf  pandang x sebagai konstanta dan diferensialkan ( , )f x y  

terhadap .y  

 Secara umum, jika u adalah fungsi n  variabel, dimana 1 2( , , , ),nu f x x x  

turunan parsialnya terhadap variabel ix  ke-n adalah 

 1 2 1 2

0

( , , , ) ( , , , )
lim

i

n n
x

x
i i

f x x x x f x x xu f
f

x x x 

   
  

  
  (2.38) 

Untuk turunan yang lebih tinggi, jika f
 adalah fungsi dua variabel, maka 

turunan parsialnya xf  dan yf  juga fungsi dua variabel. Sehingga, dapat ditinjau 

turunan parsial dari ( ) ,  ( ) ,  ( ) ,x x x y y xf f f  dan ( ) ,y yf  yang disebut turunan parsial 

kedua dari .f  Jika ( , ),z f x y  dengan menggunakan notasi tersebut maka: 
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2 2

11 2 2
( )x x xx

f f z
f f f

x x x x

    
     

    
    (2.39) 

2 2

12( )x y xy

f f z
f f f

y x y x y x

    
     

      
   (2.40) 

2 2

21( )y x yx

f f z
f f f

x y x y x y

    
     

      
   (2.41) 

2 2

22 2 2
( )y y yy

f f z
f f f

y y y y

    
     

    
   (2.42) 

 Dari notasi xyf  atau 2 f y x    berarti bahwa f didiferensialkan terhadap 

x  dan kemudian terhadap .y  Sedangkan dalam menghitung yxf  urutannya dibalik 

(Stewart, 2003).  

 Persamaan diferensial parsial dikelompokkan menjadi tiga bagian yaitu 

persamaan diferensial parsial linier, quasilinier, dan tak linier. Persamaan 

diferensial dengan dua variabel bebas, x  dan y  dalam fungsi ( , )u x y  dapat 

dinyatakan sebagai berikut (Fong, dkk., 2003):  

 
2

2
, ; , , , , 0

u u u
f x y u

x y x

   
 

   
  (2.43) 

dimana f  adalah fungsi. 

 Persamaan (2.43) dikatakan linier jika koefisien-koefisien u  dan 

turunannya hanya tergantung pada variabel bebas x  dan .y  Jika f  hanya linier 

pada orde tertinggi turunannya maka persamaan (2.43) dikatakan quasilinier. Jika 

persamaan (2.43) tidak linier atau quasilinier maka disebut tak linier (Fong, dkk., 

2003).  
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 Orde suatu persamaan diferensial adalah pangkat turunan tertinggi yang 

muncul dalam persamaan diferensial (Stewart, 2003). Persamaan diferensial 

parsial dengan dua variabel bebas dikatakan berorde satu jika turunan tertinggi 

dari variabel terikatnya adalah satu. Adapun bentuk umum persamaan diferensial 

parsial linier berorde satu adalah 

 
( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
u x t u x t

a x t b x t c x t u x t d x t
x t

 
  

 
 (2.44)  

dimana  a, b, c, dan d adalah fungsi-fungsi dari x  dan .t  Pada setiap titik ( ,  )x t  

merupakan vektor  ( , ),  ( , )a x t b x t  yang terdefinisi dan tidak nol. Persamaan 

(2.44) dapat ditulis dalam bentuk  ,  ,  ( , ),  ( , ),  ( , ) 0,x tF x t u x t u x t u x t   

dimana ( , ) ( , )xu x t u x t x    dan ( , ) ( , )tu x t u x t t    (Zauderer, 2006).  

 Persamaan (2.44) disebut quasilinier jika persamaan tersebut linier pada 

turunan pertama dari fungsi ( , ).u x t  Jadi, bentuk umum persamaan quasilinier, 

yaitu: 

 ( , , ) ( , , ) ( , , )x ta x t u u b x t u u c x t u    (2.45) 

dimana ,  ,a b  dan c  adalah fungsi dari ,  ,x t  dan u  (Myint-U dan Debnath, 2007). 

 Persamaan (2.45) disebut semi-linier jika koefisien a dan b  tidak 

tergantung pada ,u  sehingga bentuk umum persamaan semi-linier, yaitu: 

 ( , ) ( , ) ( , , )x ta x t u b x t u c x y u    

 Persamaan (2.45) disebut linier jika masing-masing variabel ,  ,xu u  dan tu  

linier dan koefisien-koefisien dari variabel ini adalah fungsi yang tidak tergantung 

pada variabel x dan t. Adapun bentuk umum persamaan linier, yaitu: 
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 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )x ta x t u b x t u c x t u d x t     (2.46)   

dimana ,  ,a b  dan c adalah fungsi dari x dan t  dan ( , )d x t  adalah fungsi yang 

diberikan (Myint-U dan Debnath, 2007). 

 Persamaan (2.46) disebut homogen jika ( , ) 0d x t   dan persamaan (2.46) 

disebut tak homogen jika ( , ) 0d x t   (Myint-U dan Debnath, 2007). 

Dengan demikian dapat dikatakan bahwa persamaan diferensial parsial 

dengan dua variabel bebas dikatakan berorde dua, tiga, empat hingga berorde n  

jika turunan tertinggi dari variabel terikatnya adalah dua, tiga, empat atau n  

(Zauderer, 2006). 

Contoh 2.1 

 Pandang persamaan (2.34) dan (2.35) berikut: 

 
( , )( , ) yz

H x tE x t

t x





 
   

 
( , ) ( , )y z

H x t E x t

t x

 


 

   

Persamaan (2.34) dan (2.35) disebut linier karena koefisien b yang mana dalam 

hal ini yaitu   dan    tidak tergantung pada variabel x  dan .t  Persamaan (2.34) 

dan (2.35) juga disebut tak homogen karena ( , ) 0d x t   yang mana dalam hal ini 

yaitu ( , )yH x t x   dan ( , ) .zE x t x   Persamaan (2.34) dan (2.35) dikatakan 

berorde satu karena turunan tertinggi dari variabel terikatnya adalah satu, yaitu 

,  ,  ,z z yE x E t H x       dan .yH t   

Dari penjabaran di atas, dapat dikatakan bahwa persamaan (2.34) dan 

(2.35) adalah
 
persamaan diferensial parsial linier tak homogen orde satu.
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Sedangkan bentuk umum PDP orde dua dengan dua variabel bebas adalah 

sebagai berikut: 

2 2 2

2 2
( , ) ( , ) ( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

  ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

u u u
G x y A x y x y B x y x y C x y x y

x x y y

u u
D x y x y E x y x y F x y u x y

x y

  
   

   

 
 

 

      (2.47) 

Linieritas dari persamaan (2.47) ditentukan oleh fungsional dari koefisien 

( , ),  ( , ),  ( , ),  ( , ),  ( , ),  ( , ),A x y B x y C x y D x y E x y F x y  dan ( , ).G x y   Jika koefisien-

koefisien tersebut konstanta atau hanya tergantung pada variabel bebas 

 ( , ) 0 ,f x y 
 
maka persamaan diferensial parsial tersebut linier. Jika koefisien-

koefisien tersebut merupakan fungsi dari turunan pertama dan kedua 

 ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  0 ,x y xx yy xyF x y u u u u u u 
   maka PDP tersebut adalah tak linier (Zauderer, 

2006).  Jika ( , ) 0,G x y   persamaan (2.47) dikatakan homogen. Namun, jika 

sebaliknya, maka persamaan (2.47) dikatakan tak homogen (Zill dan Cullen, 

2009).  

Contoh 2.2 

 Pandang persamaan gelombang dimensi satu berikut: 

 
2 2

2

2 2
0

u u
v

t x

 
 

 
  (2.48) 

Persamaan (2.48) disebut linier karena koefisien ( , )A x t  dan ( , )C x t  konstanta, 

yaitu 
2( , ) ,A x t v  dimana v  merupakan kecepatan gelombang dan ( , ) 1.C x t   

Persamaan (2.48) juga disebut homogen orde dua karena ( , ) 0G x y   dan turunan 

tertinggi dari variabel terikatnya adalah dua, yaitu 
2 2u t   dan 

2 2.u x    
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(2.50) 

 Dari penjabaran di atas, dapat dikatakan bahwa persamaan (2.48) adalah 

persamaan diferensial parsial linier homogen orde dua.  

2.2 Masalah Nilai Awal  

 Setiap persamaan matematika fisika dibangun berdasarkan fenomena atau 

proses yang hampir sama dimana jumlahnya tak terhingga banyaknya secara 

kualitatif. Oleh karena itu, persamaan diferensial memiliki tak terhingga 

penyelesaian partikulir. Secara spesifik, penyelesaian yang dijelaskan secara 

fenomena fisika berdasarkan penelitian berbeda dengan penyelesaian partikulir 

persamaan diferensial dengan berdasarkan kondisi awal dan kondisi batas  

(Polyanin, 2002). 

 Secara umum, persamaan diferensial parsial linier orde dua tipe parabolik 

dengan n  variabel, ditulis sebagai berikut (Polyanin, 2002): 

 x, [ ] (x, )t

w
L w t

t


  


  (2.49) 

dimana 

 

 

2

x,

, 1 1

2

1 2

, 1 1

[ ] (x, ) (x, ) (x, )

x , , , ,   (x, ) ,   0

n n

t ij i

i j ii j i

n n

n ij i j i

i j i

w w
L w a t b t c t w

x x x

x x x a t     

 

 

 
  

  

  

 

 

  

 Persamaan parabolik dibangun berdasarkan asumsi suhu yang tak stabil, 

proses difusi, dan fenomena lain yang tergantung pada waktu .t  Pada masalah 

Cauchy untuk mencari penyelesaian w yang memenuhi persamaan (2.49) maka 

diberikan kondisi awal sebagai berikut: 

 0(x, ) (x)w t f   
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 Secara umum, persamaan diferensial parsial linier orde dua tipe hiperbolik 

dengan n  variabel, ditulis sebagai berikut (Polyanin, 2002): 

 
2

x,2
(x, ) [ ] (x, )t

w w
t L w t

t t


 
   

 
  (2.51) 

dimana operator diferensial linier x, [ ]tL w  didefinisikan pada persamaan (2.50).  

Persamaan hiperbolik ini dibangun berdasarkan asumsi proses gelombang 

tak stabil yang bergantung pada waktu .t  Pada masalah Cauchy untuk mencari 

penyelesaian w yang memenuhi persamaan (2.51) maka diberikan kondisi awal 

sebagai berikut: 

 
0 1

0 2

(x, ) (x)

(x, ) (x)

w t f

w
t f

t








  (2.52) 

Kondisi awal (2.52) disebut homogen jika 1( ) 0f x   dan 2 ( ) 0.f x    

Kondisi awal ditentukan dari kondisi fisik pada waktu 0 .t  Untuk 

persamaan difusi kondisi awalnya adalah 

 0(x, ) (x)u t    

dimana (x) ( , , )x y z   adalah fungsi yang diberikan. Untuk difusi, (x)  adalah 

konsentrasi awal. Untuk aliran panas, (x)  adalah suhu awal (Strauss, 2008).  

Pada persamaan difusi atau persamaan panas, persamaan diferensial 

parsial menentukan jejak difusi atau konduksi panas dimana kondisi batas 

menjelaskan apa yang terjadi pada batas untuk mempengaruhi penyelesaian di 

domain. Sedangkan, kondisi batas menjelaskan bagaimana keadaan penyelesaian 

berkembang. Tanpa itu, permasalahan matematika tidak dapat diselesaikan. 
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Secara fisika, dua balok dengan kondisi batas yang sama dapat memberikan 

penyelesaian yang berbeda jika diberikan dua nilai awal yang berbeda (Tung, 

2013). 

 Untuk persamaan gelombang yang mempunyai turunan kedua terhadap 

waktu, membutuhkan dua kondisi awal, yang dapat ditulis sebagai berikut (Tung, 

2013): 

 
0

0

(x, ) (x)

(x, ) (x)

u t

u
t

t












  

dimana (x)  adalah posisi awal dan (x)  adalah kecepatan awal. 

2.3 Penyelesaian Masalah Nilai Awal 

 Pada persamaan gelombang, masalah nilai awal dapat diselesaikan dengan 

metode tranformasi Fourier dan D’Alembert. Metode D’Alembert diperkenalkan 

oleh D’Alembert pada tahun 1746. Metode ini lebih sederhana namun, hanya 

berlaku pada persamaan gelombang saja (Tung, 2013). 

Contoh 2.3 

 Pandang persamaan gelombang berikut ini: 

 4 5 0,    ,    0xx xt ttu u u x t          (2.53) 

dengan kondisi awal 

 ( ,0) sin( )u x x   (2.54) 

 ( ,0) 0tu x    (2.55) 

Persamaan (2.53) dapat dikerjakan dengan faktorisasi operator diferensial, yaitu: 
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2 2 2

2 2

( , ) ( , ) ( , )
4 5 4 ( , ) 0

u x t u x t u x t
u x t

x x t t x t x t

        
       

         
  (2.56) 

Jika dimisalkan   ( , ) ( , ),x t u x t f x t      maka persamaan (2.56) dapat 

ditulis 

 ( , ) 0f x t
x t

  
  

  
  (2.57) 

Berdasarkan persamaan (2.56) dan (2.57), maka persamaan (2.53) dapat direduksi 

menjadi sistem persamaan diferensial parsial orde satu sebagai berikut: 

 
( , ) ( , )

( , )
u x t u x t

f x t
x t

 
 

 
  (2.58) 

 
( , ) ( , )

4 0
f x t f x t

x t

 
 

 
  (2.59) 

Langkah pertama adalah menyelesaikan persamaan (2.59), dengan memberikan 

nilai awal ( ,0) ( )f x a x  dan diasumsikan laminer ,x   maka didapatkan  

 0 0 0,      0,      ( )x t f a      

sehingga dapat disimpulkan kurva-kurva karakteristik dari persamaan (2.59), 

dapat dinyatakan sebagai berikut: 

 4,     1,     dan 0
dx dt df

ds ds ds
     

Kemudian, integralkan semua komponen di atas, yaitu 1 4 ,
C C

dx ds   maka 

diperoleh 4x s  dan 1 1 ,
C C

dt ds   maka diperoleh t s  dan 1 0 ,
C C

df ds   

maka diperoleh 0.f    Sehingga didapatkan penyelesaian untuk kurva-kurva 

karakteristik dari persamaan (2.59) dengan nilai awalnya yaitu: 
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 ( , ) 4   dan  ( , )   dan  ( , ) ( )x s s t s s f s a          

dimana persamaan pertama dapat ditulis 4 ,x s    untuk setiap s t  maka dapat 

dinyatakan 4 .x t    Selanjutnya, substitusikan 4x t    pada ( , ) ( )f s a   

sehingga didapatkan  

 ( , ) ( ) ( 4 )f s a a x t      (2.60) 

sehingga diperoleh kondisi awal untuk ( , )f x t  dari persamaan (2.58), yaitu: 

 
( ,0) cos( ) 0

cos( )

f x x

x

 


  

Kemudian, dengan persamaan (2.60) maka didapatkan penyelesaian untuk 

persamaan (2.59), yaitu: 

 ( , ) cos( 4 )f x t x t   (2.61) 

Substitusikan persamaan (2.61) pada persamaan (2.58), sehingga didapatkan 

 
( , ) ( , )

cos( 4 )
u x t u x t

x t
x t

 
  

 
  (2.62) 

sehingga dapat disimpulkan kurva-kurva karakteristik dari persamaan (2.62), 

yaitu: 

1,  1,  dan cos( 4 )
dx dt du

x t
ds ds ds

     

Kemudian, integralkan semua komponen di atas, yaitu 1 1 ,
C C

dx ds   maka 

diperoleh x s  dan 1 1 ,
C C

dt ds   maka diperoleh t s  dan 1 cos( 4 ) ,
C C

du x t ds     

maka diperoleh cos( 4 ) .
C

u x t ds   Jika pada kondisi awal gelombang 

diasumsikan laminer ,x   maka didapatkan 
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   dan  0  dan  ( ,0) ( )x s t u x f       (2.63) 

Jika kedua ruas persamaan x s   ditambah dengan 4 ,s  maka didapatkan 

 4 3 ,x t s     (2.64) 

untuk setiap .s t   

Kemudian, substitusikan persamaan (2.64) pada cos( 4 ) ,
C

u x t ds   sehingga 

diperoleh penyelesaian untuk u bersama kondisi awalnya, yaitu: 

0

0

( , ) cos( 4 ) ( )

         cos( 3 ) ( )

s

s

u s x t dt f

t dt f

 

 

  

  





 

Jika dimisalkan 3 ,t    maka 3 .d dt     Hal ini mengakibatkan 

 

 

3

3

3

1
( , ) cos( ) ( )

3

1
cos( ) ( )

3

1
sin( ) ( )

3

1
            sin( 3 ) sin( ) sin( )

3

1 1
            sin( ) sin( ) sin( 3 )

3 3

4 1
sin( ) sin( 3 )

3 3

s

s

s

u s d f

d f

f

s

s

s













   

  

 

  

  

 







 
   

 

  

  

    

 
    
 

  





  

  
1

4sin( ) sin( 3 )
3

s      (2.65) 

 untuk setiap x   dan .t s   

Karena x t    dan 4 3 ,x t t    maka persamaan (2.65) dapat ditulis 
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  
1

( , ) 4sin( ) sin( 4 )
3

u x t x t x t      (2.66) 

dimana  1/ 3 4sin( ) sin( 4 )x t x t    merupakan gelombang yang berjalan ke 

kanan.  

2.4 Masalah Nilai Batas 

 Untuk mendapatkan penyelesaian analitik dari persamaan diferensial 

parsial, maka harus menentukan penyelesaian masalah nilai batas dengan 

menggunakan metode pemisahan variabel. Masalah Nilai Batas (MNB) 

melibatkan suatu persamaan diferensial parsial dan semua penyelesaiannya yang 

memenuhi syarat dinamakan syarat batas (Spiegel, 1983). 

 Secara matematik, masalah nilai batas adalah suatu cara untuk menemukan 

fungsi yang memenuhi persamaan diferensial parsial yang telah diberikan dan 

kondisi partikulir. Sedangkan secara fisika, masalah nilai batas adalah suatu 

permasalahan yang tidak bergantung waktu dan hanya memuat koordinat-

koordinat ruang. Seperti halnya, masalah nilai awal yang berhubungan dengan 

persamaan diferensial parsial tipe hiperbolik, masalah nilai batas berhubungan 

dengan persamaan diferensial parsial tipe eliptik (Myint-U dan Debnath, 2007). 

 Beberapa bentuk khusus syarat batas yang digunakan dalam aplikasi 

diklasifikasikan menjadi tiga, yaitu (Myint-U dan Debnath, 2007): 

1) Kondisi Batas Tipe Pertama 

Kondisi batas tipe pertama atau biasa disebut kondisi batas Dirichlet 

adalah mencari suatu fungsi ( , ),u x y  harmonik di ,D  yang memenuhi: 

 ( ),u f s   
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pada ,B  dimana ( )f s  adalah fungsi kontinu yang terdefinisi pada batas B  

dari domain .D  Dimana D  adalah interior dari piecewise halus kurva B

tertutup sederhana. 

Sedangkan menurut Nagle dan Saff (1966) kondisi batas Dirichlet dapat 

dinyatakan sebagai berikut: 

0;y y      (0) ( ) 0y y L   

dimana nilai eigennya  
2
,n n L   dimana 1,  2,  3, ,n   dan fungsi 

eigennya adalah  ( ) sin ,n nx a n x L   dimana na  konstanta tidak nol. 

Secara fisika penyelesaian u  dari kondisi batas Dirichlet dapat 

diartikan bahwa distribusi suhu tubuh yang stabil dimana tidak ada sumber 

panas yang masuk, dengan suhu yang telah dijelaskan di setiap titik pada 

batas. 

2) Kondisi Batas Tipe Kedua 

Kondisi batas tipe kedua atau biasa disebut kondisi batas Neumann 

adalah mencari suatu fungsi ( , ),u x y  harmonik di ,D  yang memenuhi: 

 ( ),
u

f s
n





  (2.67) 

pada ,B  dengan 

 ( ) 0.
B

f s ds    (2.68) 

Simbol u n   menotasikan turunan berarah dari u  sepanjang vektor normal 

ke batas .B  Persamaan (2.68) dikenal sebagai kondisi kesesuaian dikarenakan 

akibat dari persamaan (2.67) dan persamaan 
2 0.u    
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Sedangkan menurut Nagle dan Saff (1966) kondisi batas Neumann 

dapat dinyatakan sebagai berikut: 

0;y y      (0) ( ) 0y y L    

dimana nilai eigennya  
2
,n n L   dimana 1,2,3, ,n   dan fungsi 

eigennya adalah  ( ) cos ,n nx c n x L   dimana nc  konstanta tidak nol. 

Penyelesaian u  dapat diartikan sebagai distribusi suhu tubuh yang 

stabil dimana tidak ada sumber panas yang masuk ketika ada aliran panas 

yang melewati batas yang telah didefinisikan. Pada kasus ini, kondisi 

kesesuaian secara fisika dapat diartikan sebagai panas yang dibutuhkan ketika 

ada aliran panas yang melewati batas adalah nol. 

3) Kondisi Batas Tipe Ketiga 

Kondisi batas tipe ketiga atau biasa disebut kondisi batas Robin adalah 

mencari suatu fungsi ( , ),u x y  harmonik di ,D  yang memenuhi kondisi batas 

dari masing-masing tipe pada batas ,B  yaitu: 

1( ),u f s  

pada 1,B  dan 

2 ( ),
u

f s
n





 

pada 2 ,B dimana 1 2.B B B    

2.5 Penyelesaian Masalah Nilai Batas 

Banyak permasalahan matematika fisika linier yang dapat diselesaikan 

dengan metode pemisahan variabel. Metode pemisahan variabel adalah teknik 



30 
 

(2.71) 

(2.72) 

klasik yang efektif untuk menyelesaikan beberapa tipe dari persamaan diferensial 

parsial. Misalnya saja penyelesaian ( , )u x t  untuk persamaan diferensial parsial 

sebagai kombinasi linier tak hingga fungsi komponen sederhana 

( , ),  1,2,3,nu x t n   yang memenuhi persamaan diferensial parsial, homogen, 

linier, dan kondisi batasnya (Nagle dan Saff, 1996). 

Gambar 2.1 menggambarkan skema penerapan metode ini untuk 

menyelesaikan masalah nilai batas untuk persamaan linier homogen orde dua 

untuk tipe parabolik dan hiperbolik dengan kondisi batas homogen dan kondisi 

awal tak homogen. Secara sederhana, pandang permasalahan berikut dengan dua 

variabel bebas x  dan ,t  dimana 1 2x x x   dan 0t   (Polyanin, 2002): 

  
2 2

2 2
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

w w w w
t t a x b x c x t w

t t x x
  

   
    

   
  (2.69) 

dengan kondisi batas homogen 

 
1 1 1 1

2 2 2 2

( , ) ( , ) 0

( , ) ( , ) 0

x

x

s w x t k w x t

s w x t k w x t

  

  
  (2.70) 

dan kondisi awal 

 
0 1

0
2

( , ) ( )

( , )
( )

w x t f x

w x t
f x

t








  

Asumsikan koefisien-koefisien persamaan (2.69) dan kondisi batas (2.70) dengan 

syarat sebagai berikut: 

 ( ),  ( ),  ( ),  ( ),  ( ),  ( )t t t a x b x c x     

adalah fungsi-fungsi kontinu dan 

 
1 1 2 2( ) 0,   0 ( ) ,   0,   0t a x s k s k          
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Gambar 2.1 Skema Penyelesaian Masalah Nilai Batas dan Masalah Nilai Awal dengan Metode 

Pemisahan Variabel 

Untuk menentukan penyelesaian ( , ),nw x t  pertama diasumsikan 

( , ) ( ) ( ).n n nw x t x t   Selanjutnya dilakukan proses substitusi dari bentuk ini ke 

persamaan diferensial kemudian dipisahkan antara variabel  dan x t  sehingga 

didapatkan dua fungsi persamaan diferensial biasa dengan menggunakan kondisi 

batasnya untuk fungsi ( ) dan ( ).n nx t   Metode ini akan menghasilkan 

Masalah awal = PDP untuk  kondisi awal dan kondisi batas 

Asumsikan   

 

Susun kembali menjadi   

Tulis persamaan   

Mencari nilai eigen  dan fungsi eigen   

Mencari yang bersesuaian dengan nilai eigen   

Mencari untuk penyelesaian deret   

Selesai 
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(2.74) 

(2.75) 

penyelesaian untuk persamaan diferensial parsial dengan masalah nilai batas yang 

melibatkan satu variabel (Nagle dan Saff, 1996). 

 Misalkan penyelesaian partikulir persamaan (2.69) berbentuk sebagai 

berikut: 

 
1 1 1 1

2 2 2 2

( , ) ( , ) 0

( , ) ( , ) 0

x

x

s w x t k w x t

s w x t k w x t

  

  
  (2.73) 

Setelah pemisahan variabel dan manipulasi dasar, sehingga menghasilkan 

persamaan diferensial biasa linier untuk fungsi ( )x   dan ( )x   berikut 

ini:  

 
( ) ( ) [ ( )] 0

( ) ( ) [ ( )] 0

xx x

tt t

a x b x c x

t t t

   

      

    

    
  

Persamaan ini memuat parameter   yang disebut konstanta pemisah, dengan 

notasi yang diambil dari gambar 2.1 persamaan (2.74) dan (2.75) dapat ditulis 

kembali sebagai  1 ,  ,  ,  0x xxF x         dan  2 ,  ,  ,  0.t ttF t         

Substitusikan persamaan (2.73) pada persamaan (2.69) sehingga menghasilkan 

kondisi batas homogen untuk ( )x   seperti pada persamaan (2.69). 

 Penyelesaian persamaan diferensial parsial dengan menggunakan metode 

pemisahan variabel menghasilkan dua persamaan diferensial biasa linier homogen 

(2.74) berhubungan dengan kondisi batas homogen (2.69) dan menghasilkan 

masalah nilai eigen. 

 Suatu persamaan diferensial linier homogen orde dua dengan koefisien 

konstanta dapat dinyatakan sebagai berikut (Nagle dan Saff, 1996): 

 0ay by cy      (2.76) 
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dengan ,  ,  dan a b c  adalah konstanta riil, dimana 0.a    

Maka penyelesaian umum dari persamaan (2.76) adalah 

1 1 2 2y c y c y   

dimana 1 2 dan c c  adalah konstanta. 

 Selanjutnya, jika ,mxy e  disubstitusikan ke persamaan (2.76), maka 

didapatkan 

 
2 0mx mx mxam e bme ce     

Persamaan di atas dapat disederhanakan menjadi 

 
2( ) 0mxe am bm c     (2.77) 

Persamaan (2.77) harus sama dengan nol. Hal ini akan terjadi jika dan hanya jika 

 
2 0am bm c     (2.78) 

hal ini mengingat mxe  tidak pernah nol. 

Akibatnya mxy e  adalah penyelesaian untuk persamaan (2.76) jika dan 

hanya jika m  memenuhi persamaan (2.78). Persamaan (2.78) disebut persamaan 

karakteristik dari persamaan (2.76) dan akar-akar dari persamaan (2.78) disebut 

akar-akar karakteristik. Berkenaan dengan persamaan (2.78) ada tiga kasus yang 

harus ditinjau, yaitu; persamaan (2.78) mempunyai dua akar riil berbeda, akar 

berulang, atau akar kompleks konjugat (Finizio dan Ladas, 1988). 

a) Akar riil berbeda : Jika 1m  dan 2m   dua akar riil berbeda dari persamaan 

(2.78), maka 1m xe  dan 2m xe  adalah penyelesaian untuk persamaan (2.76). 

Sehingga penyelesaian umum persamaan diferensial (2.76) adalah 

 1 2

1 2( ) m x m xy x C e C e    (2.79) 
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dimana 1C   dan 2C   konstanta-konstanta sebarang. 

b) Akar berulang : Jika persamaan karakteristik (2.78) mempunyai akar 

berulang, maka  dan ,mx mxe xe  adalah penyelesaian untuk persamaan (2.76). 

Sehingga penyelesaian umum persamaan diferensial (2.76) adalah 

 1 2( ) mx mxy x C e C xe    (2.80) 

c) Akar kompleks konjugat : Jika persamaan karakteristik (2.78) mempunyai 

akar-akar kompleks konjugat ,i   maka penyelesaian untuk persamaan 

(2.76) adalah cos  dan sin .x xe x e x    Sehingga penyelesaian umum 

persamaan diferensial (2.76) adalah 

  1 2( ) cos sinxy x e C x C x      (2.81) 

 Misalkan 1 1( , )x    dan 2 2 ( , )x    adalah penyelesaian partikulir 

linier tak terikat dari persamaan (2.74), maka penyelesaian umumnya dapat 

ditunjukkan sebagai kombinasi linier berikut ini (Polyanin, 2002): 

 1 1 2 2( , ) ( , )C x C x        (2.82) 

dimana 1C  dan 2C  adalah konstanta sebarang. 

Substitusikan penyelesaian (2.82) pada kondisi batas (2.70) sehingga 

menghasilkan sistem linier homogen dari persamaan untuk 1C  dan 2 ,C  yaitu: 

 
11 1 12 2

22 1 21 2

( ) ( ) 0

( ) ( ) 0

C C

C C

   

   

 

 
  (2.83) 

dimana ( ) .
i

ij i x i j x x
s k   


      

Supaya sistem (2.83) mempunyai penyelesaian nontrivial, maka determinannya 

harus sama dengan nol. Pandang persamaan berikut ini: 
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 11 22 12 21( ) ( ) ( ) ( ) 0           (2.84) 

Penyelesaian transenden persamaan (2.84) untuk ,  didapatkan nilai eigen 

,n   dimana 1,2, .n   Untuk nilai ,  maka penyelesaian nontrivial dari 

persamaan (2.83), yaitu: 

 12 1 11 2( ) ( ) ( , ) ( ) ( , )n n n n nx x x            (2.85) 

dimana persamaan (2.85) disebut fungsi eigen. 

 Selanjutnya, tulis kembali persamaan (2.74) dalam bentuk sebagai berikut: 

    ( ) ( ) ( ) ( ) 0x x
p x x x q x        

dimana 

( ) ( ) ( ) 1 ( )
( ) exp ,   ( ) exp ,   ( ) exp

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

b x c x b x b x
p x dx q x dx x dx

a x a x a x a x a x


     
        

     
     (2.86) 

Hal ini sesuai bahwa ( ),  ( ),  ( )xp x p x q x  dan ( )x  adalah fungsi kontinu, dimana

( ) 0p x   dan ( ) 0.x    

 Untuk persamaan hiperbolik, penyelesaian masalah nilai awal ditunjukkan 

dalam bentuk sebagai berikut (Polyanin, 2002): 

  1 2

1

( , ) ( ) ( ) ( )n n n n n

n

w x t x A t B t  




    (2.87) 

dimana nA  dan nB  adalah sebarang konstanta. Fungsi-fungsi 1( )n t  dan 2 ( )n t  

adalah penyelesaian partikulir dari persamaan linier (2.75) untuk   (dengan 

)n   yang memenuhi kondisi 

 1 1 2 2(0) 1,   (0) 0,   (0) 0,   (0) 1n n n n          (2.88) 
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Substitusikan penyelesaian (2.87) pada kondisi awal (2.71) dan (2.72) sehingga 

didapatkan 

 1 2

1 1

( ) ( ),   ( ) ( )n n n n

n n

A x f x B x f x 
 

 

     

Kalikan persamaan tersebut di atas dengan ( ) ( ),nx x   dan gabungkan hasil yang 

diperoleh yang berhubungan dengan variabel x pada interval 1 2 ,x x x   sehingga 

didapatkan koefisien deret Fourier (2.87) dalam bentuk 

 
2 2

1 1

1 22 2

1 1
( ) ( ) ( ) ,    ( ) ( ) ( )

x x

n n n n

x xn n

A x x f x dx B x x f x dx   
 

     (2.89) 

dimana 
2

1

2 2( ) ( ) 
x

n n
x

x x dx     dan 
2

1

( ) ( ) ( ) 0
x

n m
x

x x x dx     untuk .n m   

 Persamaan (2.85), (2.87), dan (2.89) merupakan penyelesaian umum 

masalah nilai batas dan masalah nilai awal untuk persamaan (2.69) sampai 

persamaan (2.72) untuk ( ) 0.t   

2.6 Eksistensi dan Ketunggalan Penyelesaian Persamaan Gelombang  

2.6.1 Fungsi Kontinu  

Definisi 2.2  

 Misalkan :f A  dan .B A  Fungsi f dikatakan kontinu di B jika f 

kontinu di setiap titik x B  (Guswanto dan Nurshiami, 2006). 

Definisi 2.3 

Misalkan A  dan : .f A  Fungsi f dikatakan kontinu seragam 

pada A jika untuk setiap 0   dan ,u A  terdapat suatu ( ) 0    sedemikian 

sehingga untuk ,x u A  yang memenuhi (Bartle dan Sherbet, 2000): 
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 ( )x u      

maka 

 ( ) ( )f x f u     

Contoh 2.4 

Tunjukkan bahwa 
2( )f x x  merupakan fungsi kontinu seragam. 

Bukti: 

Ambil 0,   terdapat ( ) 0    sedemikian sehingga untuk ,x u A  yang 

memenuhi ( ),x u     maka 

 
2 2( ) ( ) ( )f x f u x u x u x u x u           

Jika diambil ( ) / x u     maka 

 ( ) ( ) ( )f x f u x u x u
x u


       


  

Jadi, f  kontinu seragam.  

Definisi 2.4 

 Sistem dinamik adalah pemetaan yang bersifat 
1C  (kontinu dan 

terdiferensial) 

:

( , ) t

S S

x t x

  
 

dimana S himpunan terbuka dari ruang Euclid dan dinyatakan ( , ) ( ).tx t x   

Hirsch dan Smale (1970) menyatakan bahwa pemetaan :t S S   harus 

memenuhi sifat-sifat: 
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a) 0 : S S   adalah identitas 

b) ,t s t s     untuk setiap ,t s   

2.6.2 Fungsi Lipschitz 

Definisi 2.5 

 Misalkan A  dan : .f A  Terdapat nilai konstanta 0K   jika 

 ( ) ( )f x f u K x u     

untuk setiap ,x u A  (Bartle dan Sherbert, 2000). 

Maka f disebut fungsi Lipschitz (memenuhi kondisi stabil) pada A. Kondisi 

( ) ( )f x f u K x u    merupakan fungsi :f I   pada interval I yang 

dikatakan fungsi Lipschitz yang dapat diinterpretasikan secara geometris. Jika 

kondisinya ditulis  ( ) ( ) / ,f x f u x u K    untuk setiap , ,x u I  dan ,x u  

maka kualitas nilai yang pasti merupakan gradien dari daerah garis pada  , ( )x f x  

dan  , ( ) .u f u  Hal ini merupakan sebuah fungsi f  yang memenuhi fungsi 

Lipschitz jika dan hanya jika gradien dari semua daerah garis terletak pada dua 

titik dari grafik ( )y f x sampai I  yang merupakan batas sebarang K. 

Teorema 2.1 

 Jika :f A  adalah fungsi Lipschitz, maka  f  merupakan fungsi 

kontinu seragam pada A.  

Bukti: 
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Jika ( ) ( )f x f u K x u    terpenuhi dan 0,   maka / .K   Jika ,x u A  

memenuhi x u    maka  ( ) ( ) / .f x f u K K     Oleh karena itu, f 

merupakan fungsi kontinu seragam di  A.  

Contoh 2.5 

Misalkan 
2( )f x x  pada [0, ]A b  dengan b konstanta positif. 

Untuk menunjukkan bahwa f adalah fungsi Lipschitz, maka ambil sebarang 

, [0, ].x u b  Perhatikan bahwa 

 
2 2( ) ( ) 2f x f u x u x u x u b x u          

Sehingga dengan mengambil 2 ,   K b f  merupakan fungsi Lipschitz. 

Definisi 2.6 

 Misalkan diberikan fungsi :f W E  dimana W adalah himpunan terbuka 

pada ruang vektor E yang bernorma, dikatakan memenuhi kondisi Lipschitz pada 

W  jika ada konstanta K sehingga berlaku 

 ( ) ( )f y f x K y x     

untuk setiap ,  .x y W   

K disebut konstanta Lipschitz pada f  (Hirsch, dkk., 2004). 

Definisi 2.7 

 Pandang persamaan diferensial berikut ini 

 ( )X F X    (2.90) 
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dimana : .n nF   Diasumsikan F  kontinu dan terturunkan (continuous 

differentiable) atau dapat ditulis 
1C .  Artinya, F dan turunan pertama parsial ada 

dan fungsi kontinu pada .n
  

 Penyelesaian sistem ini adalah fungsi terturunkan : nX J   yang 

terdefinisi pada beberapa interval J   sedemikian sehingga untuk setiap t J   

 ( ) ( ( ))X t F X t    (2.91) 

Secara geometri, ( )X t  adalah kurva di 
n

 dimana tangen vektor ( )X t  sama 

dengan ( ( )).F X t  Pemetaan : n nF   didefinisikan sebagai medan vektor 

pada .n
 Kondisi awal untuk penyelesaian : nX J   berbentuk 0 0( )X t X  

dimana 0t J  dan 0

nX   (Hirsch, dkk., 2004).  

Teorema 2.2  Eksistensi Penyelesaian Masalah Nilai Awal 

 Diberikan masalah nilai awal sebagai berikut: 

 0( ),          (0)X F X X X     

dimana 0 .nX   Misalkan : n nF   adalah 
1.C  Maka ada penyelesaian 

tunggal dari masalah nilai awal ini. Lebih tepatnya, ada 0a   dan a penyelesaian 

tunggal : ( , ) nX a a   dari persamaan diferensial ini yang memenuhi kondisi 

awal 0(0)X X  (Hirsch, dkk., 2004).  

Bukti: 

 Misalkan : ,n nF   dalam koordinat  1, , nx x  pada ,n
 ditulis 

  1 1 1( ) ( , , ), , ( , , )n n nF X f x x f x x   
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Misalkan XDF  turunan dari F  di titik ,nX   turunan ini dapat dilihat dari dua 

segi, yaitu pertama, XDF  adalah pemetaan linier yang terdefinisi untuk setiap titik 

,nX   pemetaan ini bersesuaian dengan setiap vektor ,nU   yaitu: 

 
0

( ) ( )
( ) limX

h

F X hU F X
DF U

h

 
   

dimana .h   

 Secara ekuivalen, dalam bentuk matriks XDF  adalah matriks Jacobian 

,n n  yaitu: 

  1( , ,X i n

j

DF f x x
x

 
    

  

Sehingga turunan dapat dipandang sebagai fungsi yang berhubungan dengan 

pemetaan linier atau matriks untuk setiap titik di .n
 Oleh karena itu, 

 : .n nDF L   

 Seperti yang diketahui sebelumnya, fungsi F  dikatakan kontinu dan 

terturunkan (continuous differentiable) atau dapat ditulis 
1,C  jika setiap turunan 

parsial dari jf  ada dan kontinu. Akan ditunjukkan F  adalah 
1.C  Untuk setiap 

,nX   didefinisikan norma 
XDF  dari matriks Jacobian ,XDF  yaitu: 

 
1

sup ( )X X
U

DF DF U


   

dimana ,nU   dengan catatan 
XDF  bukan nilai eigen terbesar dari matriks 

Jacobian di .X  Maka didapatkan  

 ( )X XDF V DF V   
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untuk sebarang vektor .nV   Jika  / ,V V V V  maka didapatkan 

 ( )X X X

V
DF V DF V DF V

V
    

karena / 1.V V   Sehingga, jika : n nF   kontinu dan terdiferensial  1C  

berakibat   ,n nL  dimana ,XX DF  adalah fungsi kontinu.  

Misalkan 
n  himpunan terbuka. Fungsi : nF   dikatakan 

fungsi Lipschitz pada  jika ada konstanta K  sedemikian sehingga 

 ( ) ( )F Y F X K Y X     

untuk setiap .,X Y   K  disebut konstanta Lipschitz untuk F.  Secara umum, F  

dikatakan locally Lipschitz  jika setiap titik di  mempunyai persekitaran   di 

 sedemikian sehingga pembatasan F ke   adalah Lipschitz. Konstanta 

Lipschitz dari |F   dapat berubah-ubah sesuai dengan persekitaran .  

Pengertian penting lainnya yaitu kekompakan. Himpunan 
n  dikatakan 

kompak jika tertutup dan terbatas. Jika :f   kontinu dan  kompak, maka  

f  terbatas pada  dan  f mencapai maksimum pada  (Hirsch, dkk., 2004). 

Lemma 2.1 

 Misalkan fungsi : nF   kontinu dan terturunkan 
1( ).C  Maka F  

locally Lipschitz.  

Bukti:  

Misalkan fungsi : nF   kontinu dan terturunkan 
1( )C  dan misalkan 



43 
 

0 .X   Maka ada 0   jari-jari  pada bola tertutup   dimana  memuat 0.X  

Misalkan K  batas atas 
XDF  pada ,  dijamin batas 

XDF  ada karena XDF  

kontinu dan   kompak. Himpunan   konvek, oleh karena itu, jika ,,Y Z   

maka ada segmen garis lurus yang menghubungkan Y  ke Z  yang termuat di .   

Diberikan ,Y sU    untuk garis lurus ini dimana U Z Y   dan 0 1.s   

Misalkan ( ) ( ),s F Y sU    dengan menggunakan aturan rantai maka 

didapatkan 

 ( ) ( )Y sUs DF U 
    

Oleh karena itu, maka didapatkan 

 

1

0

1

0

( ) ( ) (1) (0)

( ) 

( ) Y sU

F Z F Y

s ds

DF U ds

 





  









  

sehingga didapatkan 

 

1

0

( ) ( )F Z F Y K U ds K Z Y      

Secara implisit menurut teorema 2.2 yaitu, jika  konvek dan jika 
XDF K  

untuk setiap ,X   maka K adalah konstanta Lipschitz untuk .|F   

Misalkan J  interval terbuka yang memuat 0 dan :X J   memenuhi 

 ( ) ( ( ))X t F X t    

dimana 0(0) .X X  Integralkan kedua sisi persamaan di atas dan didapatkan 
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 0

0

( ) ( ( )) 

t

X t X F X s ds     

 Persamaan di atas merupakan bentuk integral dari persamaan diferensial 

( ).X F X   Jika  :X J   memenuhi persamaan integral ini, maka 0(0)X X  

dan X  memenuhi ( ).X F X   Oleh karena itu bentuk integral dan turunan dari 

persamaan ini ekuivalen untuk .:X J   Untuk membuktikan eksistensi 

penyelesaian, akan digunakan bentuk integral dari persamaan diferensial dan 

asumsi-asumsi sebagai berikut: 

1)   bola tertutup, jari-jari 0   ditengah-tengah 0X   

2) Ada konstanta Lipschitz K  untuk F  pada   

3) ( )F X M  pada   

4) Pilih min{ / ,1/ }a M K  dan misalkan [ , ]J a a    

Langkah pertama, definisikan barisan fungsi 0 1, ,U U  dari J  ke .

Kemudian akan dibuktikan fungsi-fungsi ini konvergen seragam menuju fungsi 

yang memenuhi persamaan diferensial. Untuk memperoleh kekonvergenan pada 

k
U  maka harus memenuhi lemma berikut: 

Lemma 2.2 

 Misalkan : ,  0,1,2,n

kU J k   adalah barisan fungsi kontinu yang 

terdefinisi pada interval tertutup J  yang memenuhi kondisi berikut (Rudin, 1976): 

Diberikan 0,   ada 0N   sedemikian sehingga untuk setiap ,p q N   

 max ( ) ( )p q
t J

U t U t 


    
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Maka ada fungsi kontinu : ,nU J   sedemikian sehingga 

 max ( ) ( ) ,    k
t J

U t U t k


     

Untuk sebarang t, dimana ,t a   

 
0 0

lim ( ) ( ) 

t t

k
k

U s ds U s ds


    

Bukti: 

 Ambil sup ( ) ( ) ,k kU s U s    maka 

 k k k kU U U       

sehingga, integral atas dan integral bawah memenuhi 

    
0 0

    

t t

k k k kU ds U ds U ds U ds 




          

sedemikian sehingga 

  0   2 ( ) (0)kU ds U ds s t s




       

karena 0k   dan ,k   maka integral atas dan integral bawah U sama dan 

didapatkan 

  
0 0

( ) (0)

t t

k kUds U ds s t s      

sehingga 
0 0

lim ( ) ( ) 
t t

k
x

U s ds U s ds


   terbukti. 

Barisan fungsi kU  didefinisikan secara rekursif dengan menggunakan 

skema iterasi Picard. Misalkan 

 0 0( )U t X   
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untuk ,t J  didefinisikan 

 1 0 0 0 0
0

( ) ( ( )) ( )
t

U t X F U s ds X tF X      

karena t a  dan 
0( ) ,F X M  maka didapatkan 

 
1 0 0( ) ( )U t X t F X aM       

sehingga 1( )U t   untuk setiap .t J  Dengan induksi, diasumsikan bahwa 

( )kU t  terdefinisi dan 
0( )kU t X    untuk setiap .t J  Maka misalkan 

 1 0

0

( ) ( ( ) 

t

k kU t X F U s ds      

Akan ditunjukkan 
1 0( )kU t X     sedemikian sehingga 1( )kU t    untuk 

setiap .t J  Hal ini akan berakibat barisan untuk 2 3, ,k kU U   kontinu, yaitu: 

 

1 0

0

0

( ( ))  

 

t

k k

t

U X F U s ds

M ds

Ma 

  



 



   

Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa konstanta 0,L   untuk setiap 0k   

sedemikian sehingga  

  1( ) ( )
k

k kU t U t aK L     

Misalkan L  maksimum dari 
1( ) ( ) ,  .U t U t a t a     Berdasarkan persamaan di 

atas ,L aM  sehingga didapat 

 
1 0 1 0

0

1 0
0

( ) ( ) ( ( )) ( ( ))

( ) ( )  

t

t

U t U t F U s F U s ds

K U s U s ds

  

 




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1 0( ) ( )U t U t aKL    

Diasumsikan dengan induksi, untuk 2.k   Sudah terbukti bahwa 

 1

1( ) ( ) ( )k

k kU t U t aK L

    

untuk setiap .t a  Maka didapatkan 

 

1 1

0

1 1

0

1

( ) ( ) ( ( )) ( ( ))  

( ) ( )

( )( ) ( )

t

k k k k

t

k

k k

U t U t F U s F U s ds

K U s U s ds

aK aK L aK L

 





  

 

 



   

Misalkan ,aK   sehingga diasumsikan 1.    Diberikan sebarang bilangan 

0,   pilih bilangan N sehingga untuk sebarang bilangan r s N   maka 

didapatkan 

 

1( ) ( ) ( ) ( )r s k k

k N

k

k N

U t U t U t U t

L













  







   

Sehingga terbukti barisan fungsi 0 1, ,U U  konvergen seragam menuju fungsi 

kontinu : .nX J   Berdasarkan identitas 

 1 0

0

( ) ( ( )) 

t

k kU t X F U s ds      

Dengan memberikan limit pada kedua sisi persamaan di atas, maka didapatkan 

 

 

0

0

0

0

( ) lim ( ( )) 

lim ( ( ))

t

k
k

t

k
k

X t X F U s ds

X F U s ds





 

 




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(2.92) 

 0

0

( ) ( ( )) 

t

X t X F X s ds     

Oleh karena itu, :X J   memenuhi bentuk integral dari persamaan 

diferensial dan merupakan penyelesaian dari persamaan itu sendiri. Secara umum 

:X J   kontinu dan terturunkan  1 .C  Sehingga penyelesaian untuk 

persamaan diferensial ini ada.  

Teorema 2.3 Ketunggalan Penyelesaian untuk Persamaan Gelombang 

 Misalkan 
n  terbuka, mulus dan terbatas di .  Maka ada satu 

penyelesaian ,   (0, ]T Tu T     untuk masalah nilai awal atau masalah nilai 

batas, yang ditulis sebagai berikut (Kumar dan Kumar, 2010): 

 

2 ,   dalam  

,                 pada  ,

,                pada  { 0}

tt T

T T T T

t

u c u f

u g

u h t

    


     
   


   

Bukti : 

Misalkan u  adalah penyelesaian lain dari (2.92). Maka 

 

2 ,   dalam  

,                 pada  ,

,                pada  { 0}

tt T

T T T T

t

u c u f

u g

u h t

    


     
   


   

Misalkan ,w u u   maka w  adalah penyelesaian dari 

 

2 0,   dalam  

0,                 pada  ,

0,                pada  { 0}

tt T

T T T T

t

w c w

w

w t

    


     
   

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(2.94) 

(2.95) 

Karena penjumlahan antara energi kinetik dan energi potensial menghasilkan 

energi konservasi, yaitu ( ) ( ) ( )E t KE t PE t    maka besarnya energi konservasi 

kekal. Kekekalan energi berakibat mengubah energi kinetik menjadi energi 

potensial, begitu pula sebaliknya. Sehingga energi konservasi dapat ditulis 

 
2 2 21

( ) ( , ) ( , )        
2

tE t w x t c Dw x t dx


  
    (2.93) 

untuk 0 .t T    

Turunkan persamaan (2.93) terhadap ,t  maka didapatkan 

 

2

2

1
( ) 2 2  

2

  

t tt t

t tt t

E t w w c DwDw dx

w w dx c w w dx



 

   

  



 
  

Berdasarkan identitas Green, yaitu: 

  . dx dS
v


    

 


   

    

Misalkan ,  ,  ,  dan ,t t xt xw w Dw w Dw w            maka diperoleh 

 

 .

              .   

t t t

t t t

w
w w Dw Dw dx w dS

v

w
Dw Dw dx w w dx w dS

v

 

  


  




   



 

  

  

Karena 0w   pada T  dan 0tw   pada ,T  dimana  ( { 0}),t    maka 

persamaan (2.95) menjadi 

 

.    

 (0) 

t t t

t

w
Dw Dw dx w w dx w dS

v

w
w w dx dS

v

  

 


   




   



  

 
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(2.96) 

 

.   0

 

t t

t

Dw Dw dx w w dx

w w dx

 



   

  

 


  

Pandang kembali persamaan (2.96) berikut ini: 

2( )   t tt tE t w w dx c w w dx
 

     

Persamaan di atas dapat disederhanakan menjadi 

 2( ) ( )t ttE t w w c w dx


     (2.97) 

Karena 
2 0ttw c w    dalam ,T  maka persamaan (2.97) menjadi: 

 

2( ) ( )

(0)

0

t tt

t

E t w w c w dx

w dx





  







   

Kemudian integralkan ( ),E t  sehingga didapatkan  

 ( ) (0) 0E t E    

untuk 0 .t T    

Oleh karena itu, 0tw   dan 0Dw  sepanjang ,T  dan 

 

     0

0

           dalam T

w

u u

u u



 

 

  

Sehingga, dapat disimpulkan bahwa u  adalah unik atau tunggal. 

2.7 Kajian Gelombang Elektromagnetik dalam Al-Qur’an 

Gerak gelombang dapat dipandang sebagai perpindahan energi dan 

momentum dari satu titik dalam ruang ke titik lain tanpa perpindahan materi 
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(Tripler, 1988). Salah satu jenis gelombang menurut arah getar dan arah 

rambatnya adalah gelombang elektromagnetik. Gelombang elektromagnetik 

merupakan gelombang tranversal yang tidak memerlukan medium untuk 

perambatannya atau dapat merambat dalam ruang hampa. Pada gelombang 

elektromagnetik, energi dan momentum dibawa oleh medan listrik dan magnet 

yang dapat merambat melalui ruang bebas. 

Cahaya merupakan salah satu bentuk gelombang elektromagnetik karena 

kecepatan cahaya sama dengan kecepatan gelombang elektromagnetik. Kecepatan 

cahaya ini sendiri telah dijelaskan secara tersirat dalam Al-Qur’an surat As-Sajdah 

ayat 5, Allah berfirman:  

                                    

    

Artinya:  Dia mengatur urusan dari langit ke bumi, kemudian (urusan) itu naik 

kepadanya dalam satu hari yang kadarnya adalah seribu tahun 

menurut perhitunganmu. 

Berdasarkan ayat tersebut di atas, tersirat adanya yang menjalankan urusan 

dari langit ke bumi, kemudian naik kembali menghadap kepada-Nya. Dimana 

dijelaskan bahwa yang membawa urusan naik kepada-Nya adalah malaikat. 

Malaikat diciptakan Allah dari cahaya (nur)  dan kecepatan malaikat turun dari 

langit ke bumi kemudian kembali menghadap Allah dalam 1 hari yang lamanya 

sama dengan 1000 tahun menurut ukuran manusia (Wardhana, 2005). Dari 

pemikiran ini diketahui bahwa Al-Qur’an telah lebih dahulu memuat tentang 

adanya gelombang elektromagnetik meskipun hanya tersirat. 
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Kecepatan malaikat (kecepatan cahaya) melaksanakan urusan dari langit 

ke bumi dan kemudian naik (kembali) lagi menghadap kepada-Nya dalam waktu 

satu hari yang lamanya 1000 tahun menurut ukuran manusia, adalah suatu isyarat 

adanya perhitungan mengenai kecepatan cahaya. Dalam hal ini Allah memberi 

isyarat adanya jarak yang ditempuh malaikat, lamanya (waktu), dan kecepatannya 

yang secara matematis dapat dituliskan: 

Jarak yang ditempuh = (kecepatan cahaya)   (lama waktu tempuh) 

Atau secara fisika dan mekanika dapat ditulis: 

s v t

s
v

t

 


 

Jarak yang ditempuh (s) dan lama waktu tempuh (t) dapat dihitung 

sebagaimana yang telah dilakukan oleh Dr. Mansour Hasaf El-Nabi, seorang ahli 

astrofisika Mesir yang menemukan cara penghitungan kecepatan cahaya. 

 Dari perhitungan yang dilakukan oleh Dr. Mansour Hasaf El-Nabi 

diperoleh kecepatan cahaya sebesar 299.792,5 km/detik atau jika dibulatkan 

menjadi 
83 10 km/detik. Hasil yang diperoleh ini sama dengan kecepatan cahaya 

yang diketahui saat ini. Hal ini menunjukkan bahwa Al-Qur’an benar-benar dapat 

dipakai sebagai rujukan ilmu pengetahuan sebagaimanana dalam firman Allah 

surat Al-Jaatsiyah ayat 13 yang berbunyi: 

                             

      

Artinya:  Dan dia Telah menundukkan untukmu apa yang ada di langit dan apa 

yang di bumi semuanya, (sebagai rahmat) daripada-Nya. 
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Sesungguhnya pada yang demikian itu benara-benar terdapat tanda-

tanda (kekuasaan Allah) bagi kaum yang berfikir. 

Ayat di atas menjelaskan bahwasanya Allah memberikan sebagian dari 

ilmu-Nya kepada manusia untuk mengeluarkan manusia dari kegelapan ilmu 

pengetahuan. Banyak ilmu pengetahuan yang semula tidak diketahui manusia, 

akhirnya menjadi tahu ilmu pengetahuan melalui Al-Qur’an (Wardhana, 2005). 

Pemahaman Al-Qur’an antara manusia yang satu dengan manusia lainnya 

walaupun hidup pada satu zaman pun akan berbeda karena pemahaman seseorang 

tergantung pada kecerdasan, tingkat pendidikan, bidang ilmu yang digelutinya, 

kemajuan ilmu pengetahuan kondisi sosialnya lingkungan sekitarnya, sehingga 

dari ayat yang sama mungkin saja akan memberikan tafsiran yang berbeda dalam 

hal kedalaman penafsirannya. Demikianlah, Al-Qur’an, dapat memberikan 

bermacam-macam makna tergantung dari sudut pandang ilmu pengetahuan 

seseorang. Pendapat yang demikian ini juga didukung oleh pemikir Islam bernama 

Mohammed Arkoun yang menyatakan bahwa Al-Qur’an memberikan 

kemungkinan arti yang tidak terbatas, ayat-ayatnya selalu terbuka untuk 

interpretasi baru. Penafsiran Al-Qur’an seolah tidak pernah selesai, karena setiap 

saat bisa muncul sehingga Al-Qur’an bersifat dinamik karena dapat mengikuti 

perkembangan zaman (Wardhana, 2004). 

Seiring dengan kemajuan ilmu pengetahuan dan teknologi banyak 

ditemukan penemuan-penemuan baru. Misalnya perkembangan teknologi mesin 

membuat banyak pabrik atau industri yang menggantikan tenaga manusia dengan 

mesin, keberhasilan para ilmuwan dalam kloning hewan mengundang wacana 

untuk melakukan kloning terhadap manusia, dan lain sebagainya. Namun, tidak 
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semua ilmu pengetahuan dapat diaplikasikan karena manusia mempunyai batas 

atas apa yang diketahuinya karena manusia hanya diberikan Tuhan sedikit ilmu 

pengetahuan yang berguna bagi keberlangsungan hidup manusia. Allah 

memberikan manusia batasan tentang apa yang boleh diketahui manusia dan yang 

tidak boleh diketahui manusia. Hal ini dijelaskan Allah dalam surat Al-Israa’ ayat 

85, yang berbunyi: 

                               

Artinya:  Dan mereka bertanya kepadamu tentang roh. Katakanlah: “Roh itu   

termasuk urusan Tuhan-ku, dan tidaklah kamu diberi pengetahuan 

melainkan sedikit”.   

 Ayat di atas menjelaskan bahwasanya Allah SWT tidak memperbolehkan 

mengkaji atau mempertanyakan tentang roh secara mendalam karena roh 

merupakan rahasia Allah SWT dan hanya Allah yang benar-benar mengetahui. 

Sedangkan manusia cukup diberikan sedikit pengetahuan tentang roh. 

Berdasarkan ayat tersebut, tersirat bahwa manusia mempunyai batas-batas tertentu 

dalam mengkaji ilmu pengetahuan dan teknologi.  
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BAB III 

PEMBAHASAN 

 

3.1 Analisis Eksistensi dan Ketunggalan Penyelesaian untuk Persamaan 

Maxwell 

 Pada subbab ini akan dijelaskan analisis eksistensi dan ketunggalan 

penyelesaian untuk  persamaan Maxwell untuk medan listrik zE  dan medan 

magnet yH   dimana masing-masing secara beturut-turut akan dijelaskan di 3.1.1 

dan 3.1.2 sebagai berikut: 

3.1.1 Analisis Eksistensi Penyelesaian untuk Persamaan Maxwell 

Persamaan Maxwell dapat dinyatakan kembali dalam bentuk sebagai 

berikut: 

 
yz

HE

t x





 
  (3.1) 

dan 

 
y z

H E

t x

 


 

  (3.2) 

Pandang persamaan (3.1), kalikan persamaan (3.1) dengan ,  kemudian 

turunkan terhadap ,t  maka didapatkan 

 

22

2

yz
HE

t x t
 




  
  (3.3) 

Jika ruas kanan persamaan (3.3) dipindahkan ke ruas kiri, maka didapatkan 

 

22

2
0

yz
HE

t x t
 


 

  
  (3.4) 
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Selanjutnya, pandang persamaan (3.2) dan turunkan terhadap x, sehingga 

didapatkan 

 

2 2

2

y z
H E

x t x

 


  

  (3.5) 

Persamaan (3.5) dapat ditulis kembali menjadi bentuk 

 

2 2

2
0

y z
H E

x t x

 

 
  

  (3.6) 

Kemudian, jumlahkan persamaan (3.4) dan (3.6), sehingga didapatkan 

 
2 2

2 2
0z zE E

t x


 
 

 
  (3.7) 

Jika dimisalkan 
21 ,v   maka persamaan (3.7) dapat ditulis 

 
2 2

2 2 2

1
0z zE E

v t x

 
 

 
  (3.8) 

Persamaan (3.8) dapat ditulis kembali menjadi bentuk 

 
2 2

2

2 2
0z zE E

v
t x

 
 

 
  (3.9) 

Persamaan (3.9) disebut linier karena koefisien 
2v  tidak tergantung pada 

variabel x dan t. Persamaan ini juga dikatakan orde dua karena turunan tertinggi 

dari variabel terikatnya adalah dua, yaitu 
2 2/zE t   dan 

2 2/ ,zE x   dan juga 

persamaan ini disebut homogen karena  2 2 2 2 2/ / 0.z zE t v E x       Oleh karena 

itu, persamaan (3.9) dikatakan persamaan diferensial parsial linier homogen orde 

dua. 
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Selanjutnya, akan dilakukan analisis eksistensi penyelesaian untuk medan 

listrik .zE  Menurut Hirsch, dkk. (2004) analisis eksistensi penyelesaian 

persamaan diferensial selalu didasarkan pada kekontinuan atau kondisi Lipschitz.  

 Pada kondisi awal, harus ditinjau bahwa ( ( ),0) sin( )z zE E x s x   

terdefinisi, dengan memperhatikan definisi 2.4, yaitu memenuhi kaidah sebagai 

berikut: 

(i) 0 : S S   adalah identitas 

0 : S S     

 sin( ),0 sin( )x x   

Artinya, 0 0(sin( )) sin( ) ( )x x f x    terdefinisi. Selanjutnya, 0(sin( ))x  

adalah identitas. 

(ii) Komposisi ,t s t s     untuk setiap ,t s   

0 0 0 0

1 1 1 1 0 0

0 0

1

2 2 2 2 1 2

1 1

2

( ) sin( )

( ) ( )

                  sin( )

                  sin( )

( ) ( )

                   sin( )

                   sin( )

x x x

x x x tx

x tx

x

x x x tx

x tx

x



 

 

 

  

 



  

 



  

 Didapatkan ( ) sin( )f x x  terdefinisi pada interval [ , ],a b  untuk setiap 

.b a  Maka harus dipenuhi kondisi berikut: 

 
0 0( ) ( )f x f x K x x     (3.10) 

untuk setiap .K   
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Untuk setiap , , ,x y z  maka didapatkan 

 

                             sin

                             cos 1

1 1
sin( ) sin( ) 2sin ( ) cos ( )

2 2

z z

z

x y x y x y





   
      

   

  (3.11) 

Karena 0( )f x  terjamin eksistensinya, maka persamaan (3.10) dapat dinyatakan 

sebagai berikut: 

 0 0sin( ) sin( )x x K x x     (3.12) 

untuk setiap 0, .x x A  Berdasarkan persamaan (3.12), maka K  merupakan batas 

atas dan K disebut konstanta Lipschitz untuk sin( ).x  Selanjutnya, untuk 

menunjukkan K terkecil maka dibentuk persekitaran 0x
 

dengan jari-jari b,  

sehingga terbentuk barisan 

    0 1 0 0 1 0, , , ,( ,( ), ,( )nx x x x x x x n      (3.13) 

 Untuk menunjukkan bahwa sin( )x adalah fungsi Lipschitz, maka ambil 

sebarang 0, .x x A  Artinya, 
0 0sin( ) sin( ) sin( ) sin( )x x K x x   terpenuhi dan 

ada 0,   maka diperoleh / .K   Karena 0,x x A  memenuhi 
0 ,x x  

maka didapatkan 

 

0 0sin( ) sin( ) sin( ) sin( )x x K x x

K
K





  





  (3.14) 

Artinya, selalu dijamin ada K, sehingga dapat dinyatakan kondisi Lipschitz, yaitu: 

 0 0( ) ( )K f x f x K x x

K

  


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0( ) ( )K f x f x     (3.15) 

Menurut teorema 2.1, jika :f A  fungsi Lipschitz, maka  f  merupakan fungsi 

kontinu seragam pada interval [ , ],a b  untuk setiap .b a   

 Selanjutnya, akan dianalisis kekonvergenan sebagai berikut: 

 

 

 

0 0

1 0 0

0 0

2 0 0 0

2

0 0 0

1 0

( ) sin( )

( ) sin( ) sin( )

        sin( ) sin( )

( ) sin( ) sin( ) sin( )

1
        sin( ) sin( ) sin( )

2

                            

( ) sin( )

C

C

k k

C

x s x

x s x x

x x s

x s x x x s ds

x x s x s

x s x x ds



 

 

  

 
   

 

 







  (3.16) 

Misalkan 0 0sin( ),x x  maka persamaan (3.16) dapat ditulis 

 
2 3

1 0 0 0 0 0( )
1! 2! 3! !

n

k

s s s s
x s x x x x x

n
         (3.17) 

Sehingga, persamaan (3.17) dapat dinyatakan sebagai berikut: 

 1 0

0

( )
!

i

k

i

s
x s x

i







    (3.18) 

Deret lim
!

is
b

i
  konvergen ke b.  Jadi, terbukti bahwa 0sin( )x  konvergen. 

Selanjutnya, dengan prosedur yang analog dapat diselesaikan persamaan 

Maxwell untuk medan magnet .yH   

 Pandang persamaan (3.2), kalikan persamaan (3.2) dengan ,  kemudian 

turunkan terhadap ,t  maka didapatkan 
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2 2

2

y z
H E

t x t
 

 


  
  (3.19) 

Jika ruas kanan persamaan (3.19) dipindahkan ke ruas kiri, maka didapatkan 

 

2 2

2
0

y z
H E

t x t
 

 
 

  
  (3.20) 

dan turunkan persamaan (3.1) terhadap ,x  sehingga didapatkan 

 

22

2

yz
HE

x t x





  
  (3.21) 

Jika ruas kanan persamaan (3.21) dipindahkan ke ruas kiri, maka didapatkan 

 

22

2
0

yz
HE

x t x



 

  
  (3.22) 

Kemudian, jumlahkan persamaan (3.20) dan (3.22), sehingga didapatkan 

 

2 2

2 2
0

y yH H

t x


 
 

 
  (3.23) 

Jika dimisalkan 
21 ,v   maka persamaan (3.23) dapat ditulis 

 

2 2

2 2 2

1
0

y yH H

v t x

 
 

 
  (3.24) 

Persamaan (3.24) dapat ditulis kembali menjadi bentuk 

 

2 2

2

2 2
0

y yH H
v

t x

 
 

 
  (3.25) 

Persamaan (3.25) disebut linier karena koefisien 
2v  tidak tergantung pada 

variabel x dan t. Persamaan ini juga dikatakan orde dua karena turunan tertinggi 

dari variabel terikatnya adalah dua, yaitu 
2 2/yH t   dan 

2 2/ ,yH x   dan juga 

persamaan ini disebut homogen karena  2 2 2 2 2/ / 0.y yH t v H x       Oleh 
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karena itu, persamaan (3.25) dikatakan persamaan diferensial parsial linier 

homogen orde dua. 

 Pada kondisi awal, harus ditinjau bahwa ( ( ),0) cos( )y yH H x s x   

terdefinisi, dengan memperhatikan definisi 2.4, yaitu memenuhi kaidah sebagai 

berikut: 

(i) 0 : S S   adalah identitas 

0 : S S     

 cos( ),0 cos( )x x   

Artinya, 0 0(cos( )) cos( ) ( )x x f x    terdefinisi. Selanjutnya, 0(cos( ))x  

adalah identitas. 

(ii) Komposisi ,t s t s     untuk setiap ,t s   

0 0 0 0( ) cos( )x x x    

1 1 1 1 0 0

0 0

1

2 2 2 2 1 2

1 1

2

( ) ( )

                  cos( )

                  cos( )

( ) ( )

                   cos( )

                   cos( )

x x x tx

x tx

x

x x x tx

x tx

x

 

 

  

 



  

 



  

 Didapatkan ( ) cos( )f x x  terdefinisi pada interval [ , ],a b  untuk setiap 

.b a  Maka harus dipenuhi kondisi berikut: 

 
0 0( ) ( )f x f x K x x     (3.26) 

untuk setiap .K   
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Untuk setiap , , ,x y z  maka didapatkan 

 

                              sin

                              sin 1

1 1
cos( ) cos( ) 2sin ( ) sin ( )

2 2

z z

z

x y x y x y





   
       

   

  (3.27) 

Karena 0( )f x  terjamin eksistensinya, maka persamaan (3.26) dapat dinyatakan 

sebagai berikut: 

 0 0cos( ) cos( )x x K x x     (3.28) 

untuk setiap 0, .x x A  Berdasarkan persamaan (3.27), maka K  merupakan batas 

atas dan K disebut konstanta Lipschitz untuk cos( ).x  Selanjutnya, untuk 

menunjukkan K terkecil maka dibentuk persekitaran 0x
 

dengan jari-jari b,  

sehingga terbentuk barisan 

    0 1 0 0 1 0, , , ,( ,( ), ,( )nx x x x x x x n      (3.29) 

 Untuk menunjukkan bahwa cos( )x adalah fungsi Lipschitz, maka ambil 

sebarang 0, .x x A  Artinya, 
0 0cos( ) cos( ) cos( ) cos( )x x K x x   terpenuhi dan 

ada 0,   maka diperoleh / .K   Karena 0,x x A  memenuhi 
0 ,x x  

maka didapatkan 

 

0 0sin( ) sin( ) sin( ) sin( )x x K x x

K
K





  





  (3.30) 

Artinya, selalu dijamin ada K, sehingga dapat dinyatakan kondisi Lipschitz, yaitu: 

 0 0( ) ( )K f x f x K x x

K

  


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0( ) ( )K f x f x     (3.31) 

Menurut teorema 2.1, jika :f A  fungsi Lipschitz, maka f  merupakan fungsi 

kontinu seragam pada interval [ , ],a b  untuk setiap .b a   

 Selanjutnya, akan dianalisis kekonvergenan sebagai berikut: 

 

 

 

0 0

1 0 0

0 0

2 0 0 0

2

0 0 0

1 0

( ) cos( )

( ) cos( ) cos( )  

        cos( ) cos( )

( ) cos( ) cos( ) cos( )

1
        cos( ) cos( ) cos( )

2

                            

( ) cos( )

C

C

k k

C

x s x

x s x x ds

x x s

x s x x x s ds

x x s x s

x s x x ds



 

 

  

 
   

 

 







  (3.32) 

Misalkan 0 0cos( ),x x  maka persamaan (3.32) dapat ditulis 

 
2 3

1 0 0 0 0 0( )
1! 2! 3! !

n

k

s s s s
x s x x x x x

n
         (3.33) 

Sehingga, persamaan (3.33) dapat dinyatakan sebagai berikut: 

 1 0

0

( )
!

i

k

i

s
x s x

i







    (3.34) 

Deret lim
!

is
b

i
  konvergen ke b.  Jadi, terbukti bahwa 0cos( )x  konvergen. 

 Berdasarkan analisis eksistensi penyelesaian masalah nilai awal yang telah 

dilakukan di atas, dapat disimpulkan bahwa eksistensi penyelesaian persamaan 

Maxwell dengan masalah nilai awal terpenuhi. 
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3.1.2 Analisis Ketunggalan Penyelesaian untuk Persamaan Maxwell 

Menurut Kumar dan Kumar (2010) analisis ketunggalan penyelesaian 

masalah nilai awal untuk persamaan Maxwell satu dimensi untuk medan listrik 

zE  dan untuk medan magnet yH  dapat dikerjakan dengan metode energi 

konservasi sebagai berikut:  

 Misalkan 
n  terbuka, mulus dan terbatas di .  Maka ada satu 

penyelesaian 2 ( ),   (0, ]z T TE C T      untuk masalah nilai awal dan 

masalah nilai batas untuk medan listrik ,zE  yang ditulis sebagai berikut: 

2 2
2

2 2
0,   dalam 

sin( ),                 pada ,  dimana 

1
sin( ),           pada { 0}

(0, ) 0                 pada (0,T)

( , ) 0                  pada (0,T)

z z
T

z T T T T

z

z

z

E E
v

t x

E x

E
x t

t

E t

E l t



 
  

 

     


  



 

 

 

Bukti : 

 Andaikan zE  mempunyai lebih dari satu penyelesaian. Misalkan zE  dan 

zE  adalah penyelesaian untuk medan listrik ,zE  dimana .z zE E  Maka masalah 

nilai awal dan masalah nilai batas untuk zE  dapat ditulis sebagai berikut: 

 

2 2
2

2 2
0,   dalam 

sin( ),                 pada ,  dimana 

1
sin( ),           pada { 0}

(0, ) 0                 pada (0,T)

( , ) 0                  pada (0,T)

z z
T

z T T T T

z

z

z

E E
v

t x

E x

E
x t

t

E t

E l t



 
  

 

     


  



 

 
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Misalkan ,z zw E E   maka masalah nilai awal untuk w  adalah sebagai berikut: 

 
2 2

2

2 2
0,   dalam T

w w
v

t x

 
  

 
  (3.35) 

dengan kondisi awal 

( ,0) ( ,0) ( ,0)

sin( ) sin( )

0

z zw x E x E x

x x

 

 



 

pada ,  dimana T T T T      dan  

( ,0) ( ,0) ( ,0)

1 1
sin( ) sin( )

0

t tt z zw x E x E x

x x
 

 

 



 

pada { 0}t  . 

dan dengan kondisi batas 

 
(0, ) (0, ) (0, ) 0

( , ) ( , ) ( , ) 0

z z

z z

w t E t E t

w l t E l t E l t

  

  
  

Pandang definisi energi kinetik ( )KE  berikut ini: 

 21
( ) ( , ) 

2
tKE t w x t dx





    (3.36) 

Diasumsikan tidak ada nilai awal dikarenakan interval x   besar, sehingga 

integral di atas konvergen karena kecepatan perambatan cahaya. Akan 

ditunjukkan energi kinetik (3.36) kekal sepanjang waktu. Turunkan persamaan 

(3.36) terhadap t, sehingga didapatkan 

 
1

( ) 2 ( , ) ( , ) 
2

t ttKE t w x t w x t dx
t








    
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 ( ) ( , ) ( , ) t ttKE t w x t w x t dx
t








    (3.37) 

Substitusikan 
2( , )tt xxw x t v w  pada persamaan (3.37), sehingga didapatkan 

 2( ) ( , ) ( , ) t xxKE t v w x t w x t dx
t








    (3.38) 

Secara umum, besar kuantitas persamaan (3.38) sangat besar. Dalam kasus ini, 

perbedaan energi kinetik dan energi potensial ( )PE  akan selalu ada. Hitung 

integral di ruas kanan persamaan (3.38) sehingga didapatkan 

 2( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) t x xt xKE t v w x t w x t w x t w x t dx
t








 
  

  
   (3.39) 

Dikarenakan kecepatan perambatan cahaya, maka ( , ) ( , )t xw x t w x t



 dianggap 

tidak ada, sehingga persamaan (3.39) menjadi 

 2( ) ( , ) ( , ) xt xKE t v w x t w x t dx
t






 

    (3.40) 

Kemudian didefinisikan energi potensial ( )PE  sebagai berikut: 

 2 21
( ) ( , ) 

2
xPE t v w x t dx





    (3.41) 

Diketahui bahwa  

 ( ) ( )KE t PE t
t t

 
 

 
  (3.42) 

atau dapat pula ditulis 

  ( ) ( ) 0KE t PE t
t


 


  (3.43) 
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Karena penjumlahan antara energi kinetik dan energi potensial menghasilkan 

energi konservasi, yaitu ( ) ( ) ( )E t KE t PE t    maka besarnya energi konservasi 

kekal. Kekekalan energi berakibat mengubah energi kinetik menjadi energi 

potensial, begitu pula sebaliknya. Sehingga energi konservasi dapat ditulis 

  2 2 21
( ) ( , ) ( , )

2
t xE t w x t v w x t





    (3.44) 

Kalikan persamaan (3.35) dengan tw  dan turunkan terhadap x, sehingga 

didapatkan 

 2

0 0

  0

l l

t tt t xxw w dx v w w dx     (3.45) 

Misalkan t ttw w  ditulis kembali dalam bentuk sebagai berikut:  

 

2

2

2

2

1
.2. .

2

t tt

w w
w w

t t

w w

t t

 

 

 


 

  

 

2
1

2

w

t t

  
  

  
  (3.46) 

dan t xxw w  ditulis kembali dalam bentuk sebagai berikut: 

 

2

2

2 2 2

2

2 2 2 2

2

1
.2. .

2

t xx

w w
w w

t x

w w w w w w

t x x t x x x t

w w w w w w

x t x t x x x t

 

 

     
  
       

      
   

        

  

 

2
1

2

w w w

x x t t x

       
    
       

  (3.47) 
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Substitusikan persamaan (3.46) dan (3.47) pada persamaan (3.45) sehingga 

diperoleh  

 

2 2

2

0 0

2 2

2 2

0 0

2 2

2

1 1
  0

2 2

1
  0

2

1
 

2

l l

l l

w w w w
dx v dx

t t x x t t x

w w w w
v dx v dx

t t t x x x t

w w
v

t t t x

            
                     

             
                        

       
            

 

 

2

00

0

ll
w w

dx v
x t

   
  

   
 


  

 

2 2

2 2

0

1 ( , ) ( , ) (0, ) (0, )
 0

2

l
w w w l t w l t w t w t

v dx v
t t t x x t x t

              
                          

   (3.48) 

karena (0, ) ( , ) 0,w t w l t   maka (0, ) ( , ) 0,x xw t w l t   sehingga persamaan  

(3.48) menjadi 

 

 

2 2

2 2

0

2 2

2 2

0

2 2

2

0

1 ( , ) (0, )
 (0) (0) 0

2

1
 0 0

2

1
 

2

l

l

l

w w w l t w t
v dx v

t t t x t t

w w
v dx v

t t t x

w w
v dx

t t t x

            
                        

        
                 

        
            





 0

( )
                                                0

E t

t


  
 
 






  

Karena ( ) / 0,E t t    maka diperoleh ( ) 0,E t   hal ini berakibat ( , ) 0,w x t   

untuk setiap x dan t. Substitusikan ( , ) 0w x t   pada ( , ) ( , ) ( , ),z zw x t E x t E x t   

sehingga didapatkan 

 ( , ) ( , ) ( , ) 0z zw x t E x t E x t     

 ( , ) ( , )z zE x t E x t   (3.49) 
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Hal ini kontradiksi dengan ( , ) ( , ).z zE x t E x t  Oleh karena itu pengandaian salah, 

sehingga terbukti bahwa medan listrik ( , )zE x t  mempunyai satu penyelesaian. 

 Selanjutnya, secara analog untuk membuktikan ketunggalan penyelesaian 

masalah nilai awal dan masalah nilai batas untuk medan magnet yH  dilakukan 

dengan prosedur sebagai berikut: 

 Misalkan 
n  terbuka, mulus dan terbatas di .  Maka ada satu 

penyelesaian 2( ),   (0, ]y T TH C T     untuk masalah nilai awal dan 

masalah nilai batas untuk medan magnet ,yH  yang ditulis sebagai berikut: 

2 2

2

2 2
0,   dalam 

cos( ),                 pada ,  dimana 

1
cos( ),        pada { 0}

(0, ) 0                  pada (0,T)

( , ) 0                   pada (0,T)

y y

T

y T T T T

y

y

y

H H
v

t x

H x

H
x t

t

H t

H l t



 
  

 

     


   



 

 

 

Bukti : 

 Andaikan yH  mempunyai lebih dari satu penyelesaian. Misalkan yH  dan 

zH  adalah penyelesaian untuk medan magnet ,yH  dimana .y yH H  Maka 

masalah nilai awal dan masalah nilai batas untuk 
yH  dapat ditulis sebagai berikut: 

 

2 2

2

2 2
0,       dalam 

cos( ),                    pada ,  dimana 

1
cos( ),           pada { 0}

y y

T

y T T T T

y

H H
v

t x

H x

H
x t

t 

 
  

 

     


   


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(0, ) 0                    pada (0,T)

( , ) 0                    pada (0,T)

y

y

H t

H l t

 

 
 

Misalkan ,y ym H H   maka masalah nilai awal dan masalah nilai batas untuk 

m  adalah sebagai berikut: 

 
2 2

2

2 2
0,   dalam T

m m
v

t x

 
  

 
  (3.50) 

( ,0) ( ,0) ( ,0)

cos( ) cos( )

0

y ym x H x H x

x x

 

 



 

pada ,  dimana T T T T      dan dengan kondisi awal 

( ,0) ( ,0) ( ,0)

1 1
cos( ) cos( )

1 1
cos( ) cos( )

0

t tt y ym x H x H x

x x

x x

 

 

 

 
    

 

  



 

pada { 0}t  . 

dan dengan kondisi batas 

 
(0, ) (0, ) (0, ) 0

( , ) ( , ) ( , ) 0

y y

y y

m t H t H t

m l t H l t H l t

  

  
  

Kalikan persamaan (3.50) dengan tm  dan turunkan terhadap x, sehingga 

didapatkan 

 2

0 0

  0

l l

t tt t xxm m dx v m m dx     (3.51) 

Misalkan t ttm m  ditulis kembali dalam bentuk sebagai berikut:  
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2

2

2

2

1
.2. .

2

t tt

m m
m m

t t

m m

t t

 

 

 


 

  

 

2
1

2

m

t t

  
  

  
  (3.52) 

dan t xxm m  ditulis kembali dalam bentuk sebagai berikut: 

 

2

2

2 2 2

2

2 2 2 2

2

1
.2. .

2

t xx

m m
m m

t x

m m m m m m

t x x t x x x t

m m m m m m

x t x t x x x t

 

 

     
  
       

      
   

        

  

 

2
1

2

m m m

x x t t x

       
    
       

  (3.53) 

Substitusikan persamaan (3.52) dan (3.53) pada persamaan (3.51) sehingga 

diperoleh  

 

2 2

2

0 0

2 2

2 2

0 0

2 2

2

1 1
 0

2 2

1
  0

2

1
 

2

l l

l l

m m m m
dx v dx

t t x x t t x

m m m m
v dx v dx

t t t x x x t

m m
v d

t t t x

            
                     

             
                        

       
            

 

 

2

00

0

ll
m m

x v
x t

   
  

   
 


  

2 2

2 2

0

1 ( , ) ( , ) (0, ) (0, )
 0

2

l
m m m l t m l t m t m t

v dx v
t t t x x t x t

              
                          

   (3.54) 

karena (0, ) ( , ) 0,m t m l t   maka (0, ) ( , ) 0,x xm t m l t   sehingga persamaan 

(3.54) menjadi 
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 

2 2

2 2

0

2 2

2 2

0

2 2

2

0

1 ( , ) (0, )
 (0) (0) 0

2

1
 0 0

2

1
 

2

l

l

l

m m m l t m t
v dx v

t t t x t t

m m
v dx v

t t t x

m m
v dx

t t t x

            
                        

        
                 

        
            





 0

( )
                                                0

E t

t


  
 
 






  

Karena ( ) / 0,E t t    maka diperoleh ( ) 0,E t   hal ini berakibat ( , ) 0,m x t   

untuk setiap x dan t. Substitusikan ( , ) 0w x t   pada ( , ) ( , ) ( , ),z zw x t E x t E x t   

sehingga didapatkan 

 ( , ) ( , ) ( , ) 0z zw x t E x t E x t     

 ( , ) ( , )z zE x t E x t   (3.55) 

Hal ini kontradiksi dengan ( , ) ( , ).z zE x t E x t  Oleh karena itu pengandaian salah, 

sehingga terbukti bahwa medan magnet ( , )yH x t  mempunyai satu penyelesaian. 

 Berdasarkan analisis ketunggalan penyelesaian masalah nilai awal dan 

masalah nilai batas yang telah dilakukan di atas, dapat disimpulkan bahwa 

penyelesaian masalah nilai awal dan masalah nilai batas untuk persamaan 

Maxwell tunggal atau unik. 

3.2 Penyelesaian Analitik Persamaan Maxwell 

 Pada subbab ini akan dijelaskan penyelesaian masalah nilai awal dan 

masalah nilai batas dimana masing-masing secara berturut-turut akan dijelaskan di 

3.2.1 dan 3.2.2 sebagai berikut: 
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3.2.1 Penyelesaian Masalah Nilai Awal Persamaan Maxwell 

 Pada penyelesaian masalah nilai awal persamaan Maxwell satu dimensi 

untuk medan listrik zE  dan untuk medan magnet yH  dikerjakan dengan langkah 

penyelesaian menggunakan metode D’Alembert. 

Persamaan Maxwell untuk medan listrik zE  dapat dinyatakan kembali 

dalam bentuk sebagai berikut: 

 
2 2

2

2 2
0z zE E

v
t x

 
 

 
  (3.56) 

dengan kondisi awal untuk medan listrik ( , )zE x t  dinyatakan sebagai berikut 

(Zauderer, 2006): 

 ( ,0) sin( ) ( )zE x x f x    (3.57) 

 
( ,0) 1

sin( ) ( )zE x
x g x

t 


 


  (3.58) 

Persamaan (3.56) dapat dikerjakan dengan faktorisasi operator diferensial, yaitu:  

 
2 2

2

2 2

( , ) ( , )
( , ) 0z z

z

E x t E x t
v v v E x t

t x t x t x

       
      

       
  (3.59) 

Jika dimisalkan   ( , ) ( , ),zt v x E x t w x t       maka persamaan (3.59) dapat 

ditulis 

 ( , ) 0v w x t
t x

  
  

  
  (3.60) 

Berdasarkan persamaan (3.59) dan (3.60), maka persamaan (3.56) dapat direduksi 

menjadi sistem persamaan diferensial parsial orde satu sebagai berikut: 

 
( , ) ( , )

( , )z zE x t E x t
v w x t

t x

 
 

 
  (3.61) 
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( , ) ( , )

0
w x t w x t

v
t x

 
 

 
  (3.62) 

Langkah pertama adalah menyelesaikan persamaan (3.62), dengan memberikan 

nilai awal ( ,0) ( )w x a x  dan diasumsikan laminer ,x   maka didapatkan  

 0 0 0,      0,      ( )x t w a      

sehingga dapat disimpulkan kurva-kurva karakteristik dari persamaan (3.64), 

dapat dinyatakan sebagai berikut: 

 ,     1,     dan 0
dx dt dw

v
ds ds ds

     

Kemudian, integralkan semua komponen di atas, yaitu 1  ,
C C

dx v ds   maka 

diperoleh x vs   dan 1 1 ,
C C

dt ds   maka diperoleh t s  dan 1 0 ,
C C

dw ds   

maka diperoleh 0.w   Sehingga didapatkan penyelesaian untuk kurva-kurva 

karakteristik dari persamaan (3.62) dengan nilai awalnya yaitu: 

 ( , )   dan  ( , )   dan  ( , ) ( )x s vs t s s w s a          

dimana persamaan pertama dapat ditulis ,x vs    untuk setiap s t  maka dapat 

dinyatakan .x vt    Selanjutnya, substitusikan x vt    pada ( , ) ( )w s a   

sehingga didapatkan  

 ( , ) ( ) ( )w s a a x vt      (3.63) 

sehingga diperoleh kondisi awal untuk ( , )w x t  dari persamaan (3.61), yaitu: 

 ( ,0) ( ) ( )w x g x vf x    

Kemudian, dengan persamaan (3.63) maka didapatkan penyelesaian untuk 

persamaan (3.62), yaitu: 
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 ( , ) ( ) ( )w x t g x vt vf x vt      (3.64) 

Substitusikan persamaan (3.64) pada persamaan (3.61), sehingga didapatkan 

 
( , ) ( , )

( ) ( )z zE x t E x t
v g x vt vf x vt

t x

 
    

 
  (3.65) 

sehingga dapat disimpulkan kurva-kurva karakteristik dari persamaan (3.65),  

yaitu: 

 1,  ,  dan ( ) ( )zdt dx dE
v g x vt vf x vt

ds ds ds
         

Kemudian, integralkan semua komponen di atas, yaitu 1 1 ,
C C

dt ds   maka 

diperoleh t s   dan 1  ,
C C

dx v ds     maka diperoleh x vs    dan 

 1 ( ) ( ) ,z
C C

dE g x vt vf x vt ds       maka diperoleh  ( ) ( ) .z
C

E g x vt vf x vt ds      

Jika pada kondisi awal gelombang diasumsikan laminer ,x   maka 

didapatkan 

   dan  0  dan  ( ,0) ( )zx vs t E x f       (3.66) 

Jika kedua ruas persamaan pertama (3.66) ditambah dengan ,vs  didapatkan 

 2 ,x vt vs     (3.67) 

untuk setiap .s t  Kemudian, substitusikan persamaan (3.67) pada ,zE  sehingga 

diperoleh 

 

 

 
0

0

( , ) ( ) ( ) ( )

( 2 ) ( 2 ) ( )

s

z

s

E s g x vt vf x vt dt f

g vt vf vt dt f

 

  

    

    





  

Jika dimisalkan 2 ,vt    maka 2  .d v dt     Hal ini mengakibatkan 
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   

2 2

1

2 2

2 2

1 1
( , ) ( ) ( ) ( )

2 2

1 1
            ( ) ( ) ( )

2 2

1 1
( ) ( ) ( )

2 2

1 1
            ( 2 ) ( ) ( 2 ) ( ) ( )

2 2

 

vs vs

z

vs vs

vs vs

E s g d v f d f
v v

g d f d f
v

G f f
v

G vs G f vs f f
v

 

 

 

 

 

 

     

    

  

    

 

 

 

          
   

   

   

       

 

 

1 1 1 1
           ( ) ( ) ( ) ( 2 ) ( 2 )

2 2 2 2
G f f f vs G vs

v v
    

   
         
   

  

 
1 1 1 1

( ) ( ) ( 2 ) ( 2 )
2 2 2 2

f G f vs G vs
v v

   
   

        
   

  (3.68) 

untuk setiap x   dan .t s   

Karena x vt    dan 2 ,x vt vt    maka persamaan (3.68) dapat ditulis 

 
1 1 1 1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

zE x t f x vt G x vt f x vt G x vt
v v

   
          
   

  (3.69) 

Karena kondisi awal medan listrik untuk  ( ,0) 1 sin( ) ( ),zE x t x g x     maka 

 ( ) 1 sin( ) 1 cos( ) ( ).
s s
g d d G              Substitusikan kondisi awal 

untuk medan listrik zE  pada persamaan (3.69), yaitu: 

 
1 1 1 1

( , ) sin( ) cos( ) sin( ) cos( )
2 2 2 2

zE x t x vt x vt x vt x vt
v v 

   
          
   

  (3.70) 

Persamaan (3.70) adalah penyelesaian nilai awal untuk medan listrik ,zE  dimana 

1 2sin( ) (1 2 )cos( )x vt v x vt    merupakan gelombang berjalan ke kiri dan 

1 2sin( ) (1 2 )cos( )x vt v x vt    merupakan gelombang berjalan ke kanan 

dengan kecepatan v (Zauderer, 2006). 

Persamaan (3.70) dapat dijabarkan dan disederhanakan menjadi 
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   

   

1 1
( , ) sin( )cos( ) cos( )sin( ) cos( )cos( ) sin( )sin( )

2

1 1
  sin( )cos( ) cos( )sin( ) cos( )cos( ) sin( )sin( )

2

1 1 1 1
sin( )cos( ) cos( )sin( ) cos( )cos( ) si

2 2 2 2

zE x t x vt x vt x vt x vt
v

x vt x vt x vt x vt
v

x vt x vt x vt
v v





 

 
     

 

 
   

 

    n( )sin( )

1 1 1 1
 sin( )cos( ) cos( )sin( ) cos( )cos( ) sin( )sin( )

2 2 2 2

1 1 1 1
sin( )cos( ) sin( )cos( ) sin( )sin( ) sin( )sin( )

2 2 2 2

1
sin( )cos( ) sin( )sin( )

1
sin( ) cos( ) si

x vt

x vt x vt x vt x vt
v v

x vt x vt x vt x vt
v v

x vt x vt
v

x vt
v

 

 







   

   

 

  n( )vt
 
 
 

Sehingga penyelesaian masalah nilai awal untuk medan listrik ,zE  yaitu: 

 
1

( , ) sin( ) cos( ) sin( )zE x t x vt vt
v

 
  

 
  (3.71) 

Secara grafik, untuk penyelesaian analitik medan listrik zE  dapat dilihat 

pada gambar 3.1. Pada gambar 3.1, dapat diketahui amplitudonya adalah 

0,9.zE    Amplitudo adalah jarak maksimum atau simpangan maksimum dari 

titik setimbangnya (Ishaq, 2007). Pada gambar 3.1, amplitudo dilambangkan 

dengan huruf A atau ketika benda ada pada titik terendah atau tertinggi pada 

gambar 3.1, sedangkan titik setimbangnya adalah garis 0.t   Periode adalah 

waktu yang dibutuhkan benda untuk mengalami satu getaran. Definisi dari satu 

getar adalah ketika benda mengalami keadaan (posisi atau fasa) yang sama pada 

saat berikutnya.  

Periode secara fisis menunjukkan lambatnya sebuah sistem berosilasi, 

periode yang besar menunjukkan osilasi yang lambat, demikian sebaliknya (Ishaq, 

2007). Pada gambar 3.1, satu periode adalah waktu yang diperlukan dari titik a ke 
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e atau dari titik b ke f dan sebagainya dimana periodenya adalah 0,15.  Frekuensi 

didefinisikan sebagai banyaknya getaran setiap satu detik. Frekuensi menunjukkan 

kecepatan osilasi dari sistem. satuan untuk frekuemsi adalah seperdetik atau lebih 

dikenal dengan Hertz (Hz). Frekuensi osilasi tinggi artinya memiliki kecepatan 

osilasi yang lebih tinggi dibandingkan dengan osilasi yang rendah (Ishaq, 2007). 

Hubungan antara periode dengan frekuensi adalah 1/ ,f T  sehingga pada 

gambar 3.1 diketahui frekuensinya adalah 1/ 0,15Hz.   

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.1  Grafik Penyelesaian Masalah Nilai Awal untuk Medan Listrik E z  pada Sumbu 

   ( , )Ez t   

Sedangkan grafik penyelesaian analitik masalah nilai awal untuk medan 

listrik zE  pada sumbu ( , )zE x  dapat dilihat pada gambar 3.2. Pada gambar 3.2, 

dapat diketahui amplitudonya adalah 0,9.zE    Amplitudo dilambangkan 

dengan huruf a atau ketika benda ada pada titik terendah atau tertinggi pada 

gambar 3.2, sedangkan titik setimbangnya adalah garis 0.x   Sedangkan 

periodenya adalah waktu yang diperlukan dari titik a ke e atau dari titik b ke f dan 
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sebagainya, dimana periodenya adalah 6.  Serta diketahui frekuensinya adalah 

1/ 6Hz.   

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.2 Grafik Penyelesaian Masalah Nilai Awal untuk Medan Listrik E z  pada  

  Sumbu ( , )
z

E x  

Sedangkan untuk gambar penampang gelombang pada sumbu  , ,zE x t  

dapat dilihat pada gambar 3.3 sebagai berikut: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.3 Grafik Penyelesaian Masalah Nilai Awal untuk Medan Listrik E z  pada sumbu 

( , , )
z

E x t  
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 Untuk lebih jelas melihat perbedaannya, dalam skripsi ini diberikan dua 

interval dan dua selang waktu yang berbeda, yaitu 0 15x   meter, 0 30x   

meter, 0 1t   detik, dan 0 2t   detik. Dimana pada gambar 3.4, t  dianggap 

sebagai konstanta dan pada gambar 3.5, x dianggap konstanta. Perkembangan 

variabel akan terlihat sebagaimana gambar 3.4 dan 3.5 berikut: 

x   
Grafik 

1t    2t    

0 15x 
 

  

0 30x 
  

  

Gambar 3.4 Grafik Penyelesaian Masalah Nilai Awal Persamaan Maxwell untuk Medan Listrik 

E z  pada Sumbu x  dengan Jarak 0 15x   meter dan 0 30x   meter. 

 Pada gambar 3.4 dapat dianalisis bahwa pada interval 0 15x   meter 

pada saat 1t   detik, diperoleh amplitudo sebesar 0,9 dan periode sebanyak 2 dan 

pada saat 2t   detik amplitudonya sebesar 0,6 dan periode sebanyak 2. 

Sedangkan pada interval 0 30x   meter pada saat 1t   detik diperoleh 

amplitudo sebesar 0,9 dan periode sebanyak 4 dan pada saat 2t   detik diperoleh 

amplitudo sebesar 0,6 dan periodenya sebanyak 4. Jadi, dapat disimpulkan bahwa 

semakin besar interval, amplitudo yang diperoleh tidak berubah atau tetap 
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sedangkan periodenya semakin banyak. Semakin lama waktu yang diberikan, 

amplitudo yang diperoleh semakin rendah sedangkan periodenya tidak mengalami 

perubahan atau tetap.  

t   
Grafik 

15x    30x    

0 1t   

  

0 2t    

  

Gambar 3.5 Grafik Penyelesaian Masalah Nilai Awal Persamaan Maxwell untuk Medan Listrik 

E z  pada Sumbu t  dengan Waktu 0 1t   detik dan 0 2t   detik. 

 Pada gambar 3.5 dapat dianalisis bahwa pada saat 0 1t   detik pada 

jarak 15x   meter diperoleh periode sebanyak 5 dan amplitudo sebesar 0,65 dan 

pada jarak 30x   meter amplitudonya sebesar 0,95 dan periodenya sebanyak 5. 

Sedangkan pada saat 0 2t   detik pada saat 15x   meter diperoleh amplitudo 

sebesar 0,65 dan periodenya sebanyak 11 dan pada saat 30x   meter diperoleh 

amplitudo sebesar 0,95 dan periodenya sebanyak 11. Jadi, dapat disimpulkan 

bahwa semakin besar interval, semakin besar amplitudo yang diperoleh sedangkan 

periodenya tetap atau tidak mengalami perubahan. Semakin lama waktu yang 
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diberikan, semakin banyak periodenya sedangkan amplitudonya tidak mengalami 

perubahan atau tetap.  

 Berdasarkan gambar 3.4 dan 3.5, dapat diketahui bahwa semakin lama 

waktu yang diberikan dan semakin besar interval yang diberikan, semakin rendah 

amplitudo yang diperoleh sedangkan periodenya semakin besar. Semakin besar 

periodenya, semakin besar pula frekuensinya yang artinya semakin cepat pula 

sistem berosilasi.  

Selanjutnya, dengan prosedur yang analog dapat diselesaikan bidang awal 

gelombang untuk medan magnet .yH   

Persamaan Maxwell untuk medan magnet yH  dapat dinyatakan kembali 

dalam bentuk sebagai berikut: 

 

2 2

2

2 2
0

y yH H
v

t x

 
 

 
  (3.72) 

dengan kondisi awal untuk medan magnet ( , )yH x t  dinyatakan sebagai berikut 

(Zauderer, 2006): 

 ( ,0) cos( ) ( )yH x x m x    (3.73) 

 
( ,0) 1

cos( ) ( )
yH x

x n x
t 


  


  (3.74) 

Persamaan (3.72) dapat dikerjakan dengan faktorisasi operator diferensial, yaitu: 

 

2 2

2

2 2

( , ) ( , )
( , ) 0

y y

y

H x t H x t
v v v H x t

t x t x t x

       
      

       
  (3.75) 

Jika dimisalkan   ( , ) ( , ),yt x H x t b x t      maka persamaan (3.75) dapat 

ditulis 



83 
 

 ( , ) 0v b x t
t x

  
  

  
  (3.76) 

Berdasarkan persamaan (3.75) dan (3.76), maka persamaan (3.72) dapat direduksi 

menjadi sistem persamaan diferensial parsial orde satu sebagai berikut: 

 
( , ) ( , )

( , )
y yH x t H x t

v b x t
t x

 
 

 
  (3.77) 

 
( , ) ( , )

0
b x t b x t

v
t x

 
 

 
  (3.78) 

Langkah pertama adalah menyelesaikan persamaan (3.78) dengan 

memberikan nilai awal ( ,0) ( )b x c x  dan diasumsikan laminer ,x   maka 

didapatkan  

 0 ,      0,      ( )x t b c      

sehingga dapat disimpulkan kurva-kurva karakteristik dari persamaan (3.78), 

dapat dinyatakan sebagai berikut: 

 ,     1,     dan 0
dx dt db

v
ds ds ds

     

Kemudian, integralkan semua komponen di atas, yaitu 1  ,
C C

dx v ds    maka 

diperoleh x vs   dan 1 1 ,
C C

dt ds   maka diperoleh t s  dan 1 0 ,
C C

db ds    

maka diperoleh 0.b   Sehingga didapatkan penyelesaian untuk kurva-kurva 

karakteristik dengan nilai awalnya, yaitu: 

 ( , )  dan ( , )  dan ( , ) ( )x s vs t s s b s c          

dimana persamaan pertama dapat ditulis ,x vs    untuk setiap s t  maka dapat 

dinyatakan .x vt    Selanjutnya, substitusikan x vt     pada ( , ) ( )b s c     
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sehingga didapatkan  

 ( , ) ( ) ( )b s c c x vt      (3.79) 

sehingga diperoleh kondisi awal untuk ( , )b x t  dari persamaan (3.77), yaitu: 

 ( ,0) ( ) ( )b x n x vm x    

Kemudian, dengan persamaan (3.79) maka didapatkan penyelesaian untuk 

persamaan (3.78), yaitu: 

 ( , ) ( ) ( )b x t n x vt vm x vt      (3.80) 

Substitusikan persamaan (3.80) pada persamaan (3.77), sehingga didapatkan 

 
( , ) ( , )

( ) ( )
y yH x t H x t

v n x vt vm x vt
t x

 
    

 
  (3.81) 

sehingga dapat disimpulkan kurva-kurva karakteristik dari persamaan (3.81), 

yaitu: 

 1,  ,  dan ( ) ( )
ydHdt dx

v n x vt vfm x vt
ds ds ds

         (3.82) 

Kemudian, integralkan semua komponen di atas, yaitu 1 1 ,
C C

dt ds   maka 

diperoleh t s   dan 1  ,
C C

dx v ds     maka diperoleh x vs    dan 

 1 ( ) ( ) ,y
C C

dH n x vt vm x vt ds      maka diperoleh  ( ) ( ) .y
C

H n x vt vm x vt ds      

Jika pada kondisi awal gelombang diasumsikan laminer ,x   maka 

didapatkan 

   dan  0  dan  ( ,0) ( )yx vs t H x m       (3.83) 

Jika kedua ruas persamaan pertama (3.83) ditambah dengan ,vs  didapatkan 

 2 ,x vt vs     (3.84) 
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untuk setiap .s t  Substitusikan persamaan (3.84) pada ,yH  sehingga diperoleh 

 

 

 
0

0

( , ) ( ) ( ) ( )

( 2 ) ( 2 ) ( )

s

y

s

H s n x vt vm x vt dt m

n vt vm vt dt m

 

  

    

    





  

Jika dimisalkan 2 ,vt    maka 2  .d v dt     Hal ini mengakibatkan 

 

   

2 2

1

2 2

2 2

1 1
( , ) ( ) ( ) ( )

2 2

1 1
            ( ) ( ) ( )

2 2

1 1
( ) ( ) ( )

2 2

1 1
            ( 2 ) ( ) ( 2 ) ( ) ( )

2 2

 

vs vs

y

vs vs

vs vs

H s n d v m d m
v v

n d m d m
v

N m m
v

N vs N m vs m m
v

 

 

 

 

 

 

     

    

  

    

 

 

 

          
   

   

   

       

 

 

1 1 1 1
           ( ) ( ) ( ) ( 2 ) ( 2 )

2 2 2 2
N m m m vs N vs

v v
    

   
         
   

   

 
1 1 1 1

( ) ( ) ( 2 ) ( 2 )
2 2 2 2

m N m vs N vs
v v

   
   

        
   

  (3.85) 

untuk setiap x   dan .t s   

Karena x vt    dan 2 ,x vt vt    maka persamaan (3.85) dapat ditulis 

 
1 1 1 1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2

yH x t m x vt N x vt m x vt N x vt
v v

   
          
   

  (3.86) 

Karena kondisi awal medan magnet untuk  ( ,0) 1 cos( ) ( ),yH x t x n x      maka 

diperoleh    ( ) 1 cos( ) 1 / sin( ) ( ).
s s
n d d N               Substitusikan 

kondisi awal untuk medan magnet yH  pada persamaan (3.86), sehingga diperoleh 

 
1 1 1 1

( , ) cos( ) sin( ) cos( ) sin( )
2 2 2 2

yH x t x vt x vt x vt x vt
v v 

   
          
   

  (3.87) 
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Persamaan (3.87) adalah penyelesaian nilai awal untuk medan magnet ,yH  

dimana 1 2cos( ) (1 2 )sin( )x vt v x vt    merupakan gelombang berjalan ke kiri 

dan 1 2cos( ) (1 2 )sin( )x vt v x vt    merupakan gelombang berjalan ke kanan 

dengan kecepatan v (Zauderer, 2006). 

Persamaan (3.87) dapat dijabarkan dan disederhanakan menjadi  

   

   

1 1
( , ) cos( )cos( ) sin( )sin( ) sin( )cos( ) cos( )sin( )

2

1 1
  cos( )cos( ) sin( )sin( ) sin( )cos( ) cos( )sin( )

2

1 1 1 1
cos( )cos( ) sin( )sin( ) sin( )cos( ) co

2 2 2 2

yH x t x vt x vt x vt x vt
v

x vt x vt x vt x vt
v

x vt x vt x vt
v v





 

 
     

 

 
   

 

    s( )sin( )

1 1 1 1
 cos( )cos( ) sin( )sin( ) sin( )cos( ) cos( )sin( )
2 2 2 2

1 1 1 1
cos( )cos( ) cos( )cos( ) cos( )sin( ) cos( )sin( )

2 2 2 2

1
cos( )cos( ) cos( )sin( )

1
cos( ) cos( ) sin

x vt

x vt x vt x vt x vt
v v

x vt x vt x vt x vt
v v

x vt x vt
v

x vt
v

 

 







  

   

 

  ( )vt
 
 
 

  

Sehingga penyelesaian masalah nilai awal untuk medan magnet ,yH  yaitu: 

 
1

( , ) cos( ) cos( ) sin( )yH x t x vt vt
v

 
  

 
  (3.88) 

Secara grafik, untuk penyelesaian analitik medan magnet yH  dapat dilihat pada 

gambar 3.6. Pada gambar 3.6, dapat diketahui amplitudonya adalah 0,5.yH    

Amplitudo dilambangkan dengan huruf f atau ketika benda ada pada titik terendah 

atau tertinggi pada gambar 3.6, sedangkan titik setimbangnya adalah garis 0.t   

Sedangkan periodenya adalah waktu yang diperlukan dari titik a ke e atau dari 
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titik b ke f dan sebagainya, dimana periodenya adalah 0,15  dan frekuensinya 

adalah 1/ 0,15Hz.   

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.6 Grafik Penyelesaian Masalah Nilai Awal Untuk Medan Magnet yH pada Sumbu 

( , )yH t   

Sedangkan grafik penyelesaian analitik masalah nilai awal untuk medan 

magnet yH  pada sumbu ( , )yH x  dapat dilihat pada gambar berikut:  

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.7 Grafik Penyelesaian Masalah Nilai Awal untuk Medan Magnet yH pada Sumbu 

( , )H xy   
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 Pada gambar 3.7, dapat diketahui amplitudonya adalah 0,9.yH    

Amplitudo dilambangkan dengan huruf a atau ketika benda ada pada titik 

terendah atau tertinggi pada gambar 3.7, sedangkan titik setimbangnya adalah 

garis 0.x   Sedangkan periodenya adalah waktu yang diperlukan dari titik a ke e 

atau dari titik b ke f  dan sebagainya, dimana periodenya adalah 6  dan 

frekuensinya adalah 1/ 6Hz.   

 Sedangkan gambar penampang gelombang untuk medan magnet pada 

sumbu  , ,yH x t  dapat dilihat pada gambar 3.8 sebagai berikut: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.8 Grafik Penyelesaian Masalah Nilai Awal untuk Medan Magnet yH pada Sumbu 

( , , )H x ty   

 Untuk lebih jelas melihat perbedaannya, dalam skripsi ini diberikan dua 

interval dan dua selang waktu yang berbeda, yaitu 0 15x   meter, 0 30x   

meter, 0 1t   detik, dan 0 2t   detik. Dimana pada gambar 3.9, t dianggap 
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sebagai konstanta dan pada gambar 3.10, x dianggap konstanta. Perkembangan 

variabel akan terlihat sebagaimana gambar 3.9 dan 3.10 berikut: 

x   
Grafik 

1t    2t    

0 15x 
 

 
 

0 30x 
  

 
 

Gambar 3.9 Grafik Penyelesaian Masalah Nilai Awal Persamaan Maxwell untuk Medan Magnet 

yH  pada Sumbu x  dengan Jarak 0 15x   meter dan 0 30x   meter. 

 Pada gambar 3.9 dapat dianalisis bahwa pada interval 0 15x   meter 

pada saat 1t   detik, diperoleh amplitudo sebesar 0,9 dan periode sebanyak 2 dan 

pada saat 2t   detik amplitudonya sebesar 0,6 dan periode sebanyak 2. 

Sedangkan pada interval 0 30x   meter pada saat 1t   detik diperoleh 

amplitudo sebesar 0,9 dan periode sebanyak 4 dan pada saat 2t   detik diperoleh 

amplitudo sebesar 0,6 dan periodenya sebanyak 4. Jadi, dapat disimpulkan bahwa  

semakin besar interval, amplitudo yang diperoleh diperoleh tidak berubah atau 

tetap sedangkan periodenya semakin banyak. Semakin lama waktu yang 

diberikan, amplitudo yang diperoleh semakin rendah sedangkan periodenya tidak 

mengalami perubahan atau tetap.  
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t   
Grafik 

15x    30x    

0 1t   

  

0 2t    

  

Gambar 3.10 Grafik Penyelesaian Masalah Nilai Awal Persamaan Maxwell Untuk Medan Magnet 

y
H  pada Sumbu t dengan Waktu 0 1t   detik dan 0 2t   detik. 

 Pada gambar 3.10 dapat dianalisis bahwa pada saat 0 1t   detik pada 

jarak 15x   meter diperoleh periode sebanyak 6 dan amplitudo sebesar 0,75 dan 

pada jarak 30x   detik amplitudonya sebesar 0,15 dan periodenya sebanyak 6. 

Sedangkan pada saat 0 2t   meter pada saat 15x   meter diperoleh amplitudo 

sebesar 0,75 dan periodenya sebanyak 11 dan pada saat 30x   meter diperoleh 

amplitudo sebesar 0,15 periodenya sebanyak 11. Jadi, dapat disimpulkan bahwa  

semakin besar interval dan semakin lama waktu yang diberikan  maka amplitudo 

yang diperoleh semakin rendah dan periodenya semakin banyak.  

 Berdasarkan gambar 3.9 dan 3.10, dapat diketahui bahwa semakin lama 

waktu yang diberikan dan semakin besar interval yang diberikan, semakin rendah 

amplitudo yang diperoleh sedangkan periodenya semakin besar. Semakin besar 
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periodenya, semakin besar pula frekuensinya yang artinya semakin cepat pula 

sistem berosilasi.  

3.2.2 Penyelesaian Masalah Nilai Batas Persamaan Maxwell 

 Penyelesaian masalah nilai batas persamaan Maxwell untuk medan listrik 

dan medan magnet secara berturut-turut dapat diselesaikan dengan metode 

pemisahan variabel dengan prosedur sebagai berikut: 

 Pandang persamaan (3.56) untuk medan listrik zE  sebagai berikut: 

 
2 2

2

2 2
0z zE E

v
t x

 
 

 
  

dengan kondisi batas untuk medan listrik ( , )zE x t  yang dinyatakan sebagai 

berikut: 

 (0, ) 0zE t    (3.89) 

 ( , ) 0zE l t    (3.90) 

Jika dimisalkan ( , ) ( ) ( ),zE x t X x T t  maka didapatkan  

 

2

2

2

2

( , )
( ) ( )

( , )
( ) ( )

( , )
( ) ( )

( , )
( ) ( )

z

z

z

z

E x t
X x T t

t

E x t
X x T t

t

E x t
X x T t

x

E x t
X x T t

x





















  

Substitusikan persamaan di atas pada persamaan (3.56), sehingga didapatkan 

 
2( ) ( ) ( ) ( ) 0X x T t v X x T t     (3.91) 

Kalikan persamaan (3.92) dengan 1/ ( ) ( )X x T t  sehingga didapatkan 
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2( ) ( )

0
( ) ( )

T t X x
v

T t X x

 
    

Persamaan di atas dapat ditulis kembali menjadi 

 
2

1 ( ) ( )

( ) ( )

T t X x

v T t X x

 
   (3.92) 

Jika dimisalkan  21/ ( ) / ( )v T t T t  dan ( ) / ( )X x X x  sama dengan ,  maka 

didapatkan 

 
2

1 ( )

( )

T t

v T t



   (3.93) 

 
( )

( )

X x

X x



   (3.94) 

Persamaan (3.95) dapat ditulis kembali menjadi 

 ( ) ( )X x X x    

 ( ) ( ) 0X x X x     (3.95) 

Jika dimisalkan ( ) ,mxX x e  maka persamaan (3.96) menjadi 

 
2 0mx mxm e e    (3.96) 

Persamaan (3.97) dapat disederhanakan menjadi 

  2 0mxe m     (3.97) 

Sehingga didapatkan persamaan karakteristik dari persamaan (3.98) yaitu: 

 
2 0m     

Persamaan di atas dapat ditulis kembali menjadi 

 
2m    (3.98) 
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Sehingga didapatkan akar-akar karakteristik dari persamaan (3.99) yaitu: 

 
12m     (3.99) 

Berdasarkan akar-akar karakteristik yang diperoleh, maka untuk penyelesaiannya 

terdapat tiga kasus yang harus ditinjau, yaitu: 

1) Kasus I: Jika 0,   maka didapatkan dua akar riil dan berbeda, yaitu 

12 .m    Akibatnya, penyelesaian umum dari persamaan (3.99) adalah 

 
1 2( ) x xX x C e C e     (3.100) 

dengan memperhatikan kondisi batas untuk 0 ,x l   maka persamaan 

(3.100) pada saat 0,x   yaitu: 

 (0) (0)

1 2(0) 0X C e C e       

Bentuk di atas dapat dinyatakan kembali menjadi 

 1 2 0C C    

sehingga didapatkan 

 2 1C C    (3.101) 

sedangkan persamaan (3.100) pada saat x l  adalah 

 ( ) ( )

1 2( ) 0l lX l C e C e      (3.102) 

substitusikan persamaan (3.101) pada persamaan (3.102), sehingga 

didapatkan 

 ( ) ( )

1 1 0l lC e C e     

Persamaan di atas dapat disederhanakan menjadi 

  ( ) ( )

1 0l lC e e     (3.103) 
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sehingga dari persamaan (3.103) dapat disimpulkan 

 ( ) ( )

1 0   atau   0l lC e e      (3.104) 

Jika diasumsikan 1 0C   dan ( ) ( ) 0,l le e    maka didapatkan 

 

( ) ( )

( )

( )

2 ( )

2 ( ) 0

1

1

2 ( ) 0

l l

l

l

l

l

e e

e
e

e

e e

l

 





















  

sehingga didapatkan  

 2 ( ) 0l    

Namun, 
( ) ( ) 0l le e    karena 0   dan 0.l   Sehingga penyelesaian 

yang mungkin adalah 1 0.C   Oleh karena itu, dapat disimpulkan bahwa tidak 

ada penyelesaian nontrivial pada kasus ini. 

2) Kasus II: Jika 0,   maka didapatkan dua akar yang berulang, yaitu 

1 2 0.m m   Akibatnya, penyelesaian umum dari persamaan (3.99) adalah 

 
(0) (0)

1 2( ) x xX x C e C xe    (3.105) 

dengan memperhatikan kondisi batas untuk 0 ,x l   maka persamaan 

(3.105) pada saat 0,x   yaitu: 

 

(0)(0) (0)(0)

1 2

0 0

1 2

1

1

(0) (0) 0

                      (0) 0

                                    0 0

                                         0

X C e C e

C e C e

C

C

  

 

 



  

sehingga didapatkan 
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 1 0C    (3.106) 

sedangkan persamaan (3.105) pada saat x l  adalah 

 

(0) (0)

1 2

0 0

1 2

1 2

( ) ( ) 0

                 ( ) 0

                        ( ) 0

l lX l C e C l e

C e C l e

C C l

  

 

 

  

Substitusikan persamaan (3.106) pada persamaan di atas, sehingga didapatkan 

 
2

2

0 ( ) 0

     ( ) 0

C l

C l

 


  

Karena 0,l   maka didapatkan 2 0.C   Oleh karena itu, dapat disimpulkan 

bahwa jika 0,   maka didapatkan 1 2 0,C C   sehingga tidak ada 

penyelesaian nontrivial pada kasus ini. 

3) Kasus III: Jika 0,   maka didapatkan dua akar kompleks, yaitu 

12 .m i       Akibatnya, penyelesaian umum untuk persamaan (3.99) 

adalah 

 (0) (0)

1 2( ) cos sinx xX x C e x C e x     

 
1 2cos sinC x C x     (3.107) 

dengan memperhatikan kondisi batas untuk 0 ,x l   maka persamaan 

(3.107) pada saat 0,x   yaitu: 

 

1 2

1 2

1

(0) cos (0) sin (0) 0

                                   (1) (0) 0

                                                    0

X C C

C C

C

   

 



  

sehingga didapatkan 

 1 0C    



96 
 

sedangkan persamaan (3.107) pada saat x l  adalah 

 
1 2( ) cos ( ) sin ( ) 0X l C l C l      (3.108) 

Substitusikan 1 0C   pada persamaan (3.108), sehingga didapatkan 

 

2

2

2

( ) (0)cos ( ) sin ( ) 0

                              0 sin ( ) 0

                                   sin ( ) 0

X l l C l

C l

C l

 





  

 



  

Sehingga dari persamaan di atas dapat disimpulkan 

 
2 0   atau   sin ( ) 0C l    (3.109) 

Jika diasumsikan 2 0C   dan sin ( ) 0,l   maka sin ( ) 0l   jika dan 

hanya jika ( ) ,l n   yaitu  

 2 2

2

( )

  ( ) ( )

        

l n

l n

n

l

 

 








 
  
 

  

dimana 0,1,2,3, .n    

Jika diasumsikan 2 0,C   maka tidak ada penyelesaian nontrivial untuk kasus 

ini. Sehingga penyelesaian untuk persamaan (3.107), yaitu: 

 ( ) sinn n

n x
X x a

l

 
  

 
  (3.110) 

dimana na  adalah konstan. 

Selanjutnya, pandang persamaan (3.93), sebagai berikut: 

 
2

1 ( )

( )

T t

v T t



    
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Persamaan di atas dapat ditulis kembali menjadi 

 
2( ) ( )T t v T t     

 
2( ) ( ) 0T t v T t     (3.111) 

Jika dimisalkan ( ) ,mtT t e  maka persamaan (3.111) menjadi 

 
2 2 0mt mtm e v e    

Persamaan di atas dapat disederhanakan menjadi 

  2 2 0mte m v     (3.112) 

sehingga didapatkan persamaan karakteristik dari persamaan (3.112), yaitu: 

 
2 2 0m v     

Persamaan di atas dapat ditulis kembali menjadi 

 
2 2m v    (3.113) 

Karena   yang sesuai adalah 0,   maka diperoleh akar-akar karakteristik dari 

persamaan (3.113), yaitu: 

 2

12m v iv        (3.114) 

sehingga, penyelesaian umum dari persamaan (3.114) adalah 

 (0) (0)

3 4( ) cos( t) sin( )t tT t C e v C e v t     

 
3 4cos( ) sin( )C v t C v t     (3.115) 

Karena ( )n l    dan 0,t   maka penyelesaian dari persamaan (3.115) adalah 

 ( ) cos sinn n n

vn t vn t
T t b c

l l

    
    

   
  (3.116) 
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Substitusikan persamaan (3.110) dan (3.116) pada ( , ) ( ) ( ),
nz n nE x t X x T t  maka 

didapatkan 

 ( , ) sin cos sin
nz n n n

n x vn t vn t
E x t a b c

l l l

         
        

       
  (3.117) 

Jika dimisalkan n n nA a b  dan ,n n nB a c   maka persamaan (3.117) dapat ditulis 

kembali 

 ( , ) sin cos sin
nz n n

n x vn t vn t
E x t A B

l l l

        
       

      
  (3.118) 

Persamaan (3.118) merupakan penyelesaian partikulir masalah nilai batas untuk 

medan listrik .zE   

 Karena persamaan (3.56) adalah linier dan homogen, maka persamaan 

(3.118) dapat ditulis dalam bentuk deret tak hingga sebagai berikut: 

 
1

( , ) sin cos sinz n n

n

n x vn t vn t
E x t A B

l l l

  



      
       

      
   (3.119) 

Persamaan (3.119) juga merupakan penyelesaian dari persamaan (3.56) yang 

konvergen dan kontinu serta terturunkan terhadap x  dan .t   

Kemudian turunkan deret (3.119) terhadap ,t  sehingga diperoleh 

 
1

( , )
sin sin cosz

n n

n

E x t vn n x vn t vn t
A B

t l l l l

   



       
        

       
   (3.120) 

Kemudian, substitusikan kondisi awal (3.57) dan (3.58) pada persamaan (3.119) 

dan persamaan (3.120), yaitu: 

 
1

(0) (0)
( ,0) sin cos sinz n n

n

n x vn vn
E x A B

l l l

  



      
       

      
   
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    

  

1

1

1

( ,0) sin cos 0 sin 0

sin (1) 0

sin sin( )

z n n

n

n n

n

n

n

n x
E x A B

l

n x
A B

l

n x
A x

l



















 
  

 

 
  

 

 
  

 







  

dan 

 

    

  

1

1

1

1

( ,0) (0) (0)
sin sin cos

sin sin 0 cos 0

sin 0 1

1
sin sin( )

z
n n

n

n n

n

n

n

n

n

E x vn n x vn vn
A B

t l l l l

vn n x
A B

l l

vn n x
B

l l

vn n x
B x

l l

   

 

 

 



















       
        

       

 
   

 

 
  

 

 
  

 









  

dengan koefisien nA  dan nB   diberikan sebagai berikut: 

 
0

2
sin( )sin

l

n

n x
A x dx

l l

 
  

 
   (3.121) 

 
0

2 1
sin( )sin

l

n

n x
B x dx

n v l



 

 
  

 
   (3.122) 

Pertama selesaikan 
1

sin( )sin( / )
l

x n x l dx  sebagai berikut: 

 
1 0 0

1
sin( )sin cos 1  cos 1  

2

l l ln x n n
x dx x dx x dx

l l l

        
         

      
     (3.123) 

Kemudian untuk  
0
cos 1 /  

l

n l x dx  diselesaikan sebagai berikut: 

 
0

0

cos 1  sin 1

l
l n l n

x dx x
l l n l

 



   
     

   
   
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  
0
cos 1  sin 1 sin 0

l n l n
x dx l

l l n l

 



    
       

    
   

  sin
l

l n
l n




 


  (3.124) 

dan untuk  
0
cos 1 /  

l

n l x dx  dapat diselesaikan sebagai berikut: 

 

 

0
0

cos 1  sin 1

sin 1 sin 0

l
l n l n

x dx x
l l n l

l n
l

l n l

 







   
     

   

  
    

   


  

  sin
l

l n
l n




 


  (3.125) 

Substitusikan persamaan (3.124) dan (3.125) pada persamaan (3.123), sehingga 

diperoleh 

 
1 0 0

1
sin( )sin cos 1  cos 1  

2

l l ln x n n
x dx x dx x dx

l l l

        
         

      
     

    
1 1

sin sin
2

l
l n l n

l n l n
 

 

 
    

  
  (3.126) 

Substitusikan persamaan (3.126) pada persamaan (3.121) sebagai berikut: 

    
2 1 1

sin sin
2

n

l
A l n l n

l l n l n
 

 

  
     

   
  

    
1 1

sin sinl n l n
l n l n

 
 

   
 

  (3.127) 

Kemudian, substitusikan persamaan (3.126) pada persamaan (3.122) sebagai 

berikut:  

    
2 1 1

sin sin
2

n

l
B l n l n

n v l n l n
 

   

  
     

   
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    
1 1

sin sinn

l
B l n l n

n v l n l n
 

   

 
    

  
  (3.128) 

Persamaan (3.119) merupakan penyelesaian masalah nilai batas untuk 

medan listrik zE  dengan koefisien nA  dan nB   diberikan pada persamaan (3.127) 

dan (3.128). Secara grafik, penyelesaian analitik untuk medan zE  listrik dapat 

dilihat pada gambar sebagai berikut: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.11 Grafik Penyelesaian Masalah Nilai Batas untuk Medan Listrik zE  pada Sumbu 

 ,zE x  

Pada gambar 3.11, dapat diketahui untuk 1n    amplitudonya adalah 1.   

Sedangkan periodenya adalah 2. Begitu pula untuk 2n   dan 3n    amplitudo 

dan periodenya tetap, yaitu 2, dan kurva yang dihasilkan mulai terlihat mengalami 

gangguan namun tidak terlalu signifikan.  

Sedangkan penampang gelombang untuk medan listrik pada sumbu 

 , ,zE x t  dapat dilihat pada gambar 3.12 sebagai berikut: 
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Gambar 3.12 Grafik Penyelesaian Masalah Nilai Batas untuk Medan Listrik E z  pada sumbu 

( , , )zE x t  

Selanjutnya dengan prosedur yang analog, maka penyelesaian masalah 

nilai batas untuk medan magnet yH  dapat dikerjakan sebagai berikut: 

 

 Pandang persamaan (3.72) untuk medan magnet, yaitu: 

 

2 2

2

2 2
0

y yH H
v

t x

 
 

 
   

dengan kondisi batas untuk medan magnet ( , )yH x t  yang dinyatakan sebagai 

berikut: 

 (0, ) 0yH t    (3.129) 

 ( , ) 0yH l t    (3.130) 

Jika dimisalkan ( , ) ( ) ( )yH x t X x T t  maka didapatkan  
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2

2

2

2

( , )
( ) ( )

( , )
( ) ( )

( , )
( ) ( )

( , )
( ) ( )

y

y

y

y

H x t
X x T t

t

H x t
X x T t

t

H x t
X x T t

x

H x t
X x T t

x





















 

Substitusikan persamaan di atas pada persamaan (3.72), sehingga didapatkan 

 
2( ) ( ) ( ) ( ) 0X x T t v X x T t     (3.131) 

Kalikan persamaan (3.132) dengan 1/ ( ) ( )X x T t  sehingga didapatkan 

2( ) ( )
0

( ) ( )

T t X x
v

T t X x

 
 

 

Persamaan di atas dapat ditulis kembali menjadi 

 
2

1 ( ) ( )

( ) ( )

T t X x

v T t X x

 
   (3.132) 

Jika dimisalkan  21/ ( ) / ( )v T t T t  dan ( ) / ( )X x X x  sama dengan ,  maka 

didapatkan 

 
2

1 ( )

( )

T t

v T t



   (3.133) 

 
( )

( )

X x

X x



   (3.134) 

Persamaan (3.134) dapat ditulis kembali menjadi 

 ( ) ( )X x X x    

 ( ) ( ) 0X x X x     (3.135) 

Jika dimisalkan ( ) ,mxX x e  maka persamaan (3.135) menjadi 
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2 0mx mxm e e    

Persamaan di atas dapat disederhanakan menjadi 

  2 0mxe m     (3.136) 

sehingga didapatkan persamaan karakteristik dari persamaan (3.136) yaitu: 

 
2 0m     

Persamaan di atas dapat ditulis kembali menjadi 

 
2m    (3.137) 

sehingga didapatkan akar-akar karakteristik dari persamaan (3.137), yaitu: 

 
12m     (3.138) 

Berdasarkan akar-akar karakteristik yang diperoleh, maka untuk penyelesaiannya 

terdapat tiga kasus yang harus ditinjau, yaitu: 

1) Kasus I: Jika 0,   maka didapatkan dua akar riil dan berbeda, yaitu 

12 .m    Akibatnya, penyelesaian umum dari persamaan (3.138) adalah 

 
5 6( ) x xX x C e C e     (3.139) 

dengan memperhatikan kondisi batas untuk 0 ,x l   maka persamaan 

(3.139) pada saat 0,x   yaitu: 

 (0) (0)

5 6(0) 0X C e C e      

Bentuk di atas dapat dinyatakan kembali menjadi 

5 6 0C C   

sehingga didapatkan 

 6 5C C    (3.140) 
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sedangkan persamaan (3.139) pada saat x l  adalah 

 ( ) ( )

5 6( ) 0l lX l C e C e      (3.141) 

Substitusikan persamaan (3.140) pada persamaan (3.141), sehingga 

didapatkan 

 ( ) ( )

5 5 0l lC e C e     

Persamaan di atas dapat disederhanakan menjadi 

  ( ) ( )

1 0l lC e e     (3.142) 

sehingga dari persamaan (3.142) dapat disimpulkan 

 ( ) ( )

5 0   atau   0l lC e e      (3.143) 

Jika diasumsikan 5 0C   dan ( ) ( ) 0,l le e    maka didapatkan 

 
( ) ( )l le e    

 

( )

( )

2 ( )

2 ( ) 0

1

1

2 ( ) 0

l

l

l

l

e
e

e

e e

l



















  

sehingga didapatkan  

 2 ( ) 0l    

Namun, 
( ) ( ) 0l le e    karena 0   dan 0.l   Sehingga penyelesaian 

yang mungkin adalah 5 0.C   Oleh karena itu, dapat disimpulkan bahwa tidak 

ada penyelesaian nontrivial pada kasus ini. 
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2) Kasus II: Jika 0,   maka didapatkan dua akar yang berulang, yaitu 

1 2 0.m m   Akibatnya, penyelesaian umum dari persamaan (3.138) adalah 

 
(0) (0)

5 6( ) x xX x C e C xe    (3.144) 

dengan memperhatikan kondisi batas untuk 0 ,x l   maka persamaan 

(3.144) pada saat 0,x   yaitu: 

 

(0)(0) (0)(0)

5 6

0 0

5 6

5

5

(0) (0) 0

                      (0) 0

                                    0 0

                                         0

X C e C e

C e C e

C

C

  

 

 



  

sehingga didapatkan 

 5 0C    (3.145) 

sedangkan persamaan (3.144) pada saat x l  adalah 

 

(0) (0)

5 6

0 0

5 6

( ) ( ) 0

                 ( ) 0

l lX l C e C l e

C e C l e

  

 
  

 5 6( ) 0C C l    

Substitusikan persamaan (3.145) pada persamaan di atas, sehingga didapatkan 

 
6

6

0 ( ) 0

     ( ) 0

C l

C l

 


  

Karena 0,l   maka didapatkan 6 0.C   Oleh karena itu, dapat disimpulkan 

bahwa jika 0,   maka didapatkan 5 6 0,C C   sehingga tidak ada 

penyelesaian nontrivial pada kasus ini. 
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3) Kasus III: Jika 0,   maka didapatkan dua akar kompleks, yaitu 

12 .m i       Akibatnya, penyelesaian umum untuk persamaan 

(3.138) adalah 

 (0) (0)

5 6( ) cos sinx xX x C e x C e x     

 
5 6cos sinC x C x     (3.146) 

dengan memperhatikan kondisi batas untuk 0 ,x l   maka persamaan 

(3.146) pada saat 0,x   yaitu: 

 

5 6

5 6

5

(0) cos (0) sin (0) 0

                                   (1) (0) 0

                                                    0

X C C

C C

C

   

 



  

sehingga didapatkan 

 5 0C    (3.147) 

sedangkan persamaan (3.146) pada saat x l  adalah 

 
5 5( ) cos ( ) sin ( ) 0X l C l C l      (3.148) 

Substitusikan persamaan (3.147) pada persamaan (3.148), sehingga 

didapatkan 

 

6

6

6

( ) (0)cos ( ) sin ( ) 0

                              0 sin ( ) 0

                                   sin ( ) 0

X l l C l

C l

C l

 





  

 



  

Sehingga dari persamaan di atas dapat disimpulkan 

 
6 0   atau   sin ( ) 0C l    (3.149) 
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Jika diasumsikan 6 0C   dan sin ( ) 0,l   maka sin ( ) 0l   jika dan 

hanya jika ( ) ,l n   yaitu: 

 2 2

2

( ))

  ( ) ( )

        

l n

l n

n

l

 

 








 
  
 

  

dimana 0,1,2,3, .n    

Jika diasumsikan 6 0,C   maka tidak ada penyelesaian nontrivial untuk kasus 

ini. Sehingga penyelesaian untuk persamaan (3.146), yaitu: 

 *( ) sinn n

n x
X x a

l

 
  

 
  (3.150) 

dimana 
*

na  adalah konstanta. 

Selanjutnya, pandang persamaan (3.133), sebagai berikut: 

 
2

1 ( )

( )

T t

v T t



   

Persamaan di atas dapat ditulis kembali menjadi 

 
2( ) ( )T t v T t      

 
2( ) ( ) 0T t v T t     (3.151) 

Jika dimisalkan ( ) ,mtT t e  maka persamaan (3.151) menjadi 

 
2 2 0mt mtm e v e    

Persamaan di atas dapat disederhanakan menjadi 

  2 2 0mte m v     (3.152) 

sehingga didapatkan persamaan karakteristik dari persamaan (3.152) yaitu: 
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2 2 0m v     (3.153) 

Persamaan (3.153) dapat ditulis kembali menjadi 

 
2 2m v    (3.154) 

Karena   yang sesuai adalah 0,   maka diperoleh akar-akar karakteristik dari 

persamaan (3.154), yaitu: 

 2

12m v iv        (3.155) 

sehingga, penyelesaian umum dari persamaan (3.151) adalah 

 (0) (0)

7 8( ) cos( t) sin( )t tT t C e v C e v t     

 
7 8cos( ) sin( )C v t C v t     (3.156) 

Karena ( )n l    dan 0,t   maka penyelesaian dari persamaan (3.151) adalah 

 
* *( ) cos sinn n n

vn t vn t
T t b c

l l

    
    

   
  (3.157) 

Substitusikan persamaan (3.150) dan (3.157) pada ( , ) ( ) ( ),
ny n nH x t X x T t  maka 

didapatkan 

 * * *( , ) sin cos sin
ny n n n

n x vn t vn t
H x t a b c

l l l

         
        

       
  (3.158) 

Jika dimisalkan * *

n n nC a b  dan * *

n n nD a c   maka persamaan (3.158) dapat ditulis 

kembali 

 ( , ) sin cos sin
ny n n

n x vn t vn t
H x t C D

l l l

        
       

      
  (3.159) 

Persamaan (3.159) merupakan penyelesaian partikulir masalah nilai batas untuk 

medan magnet .yH   
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 Karena persamaan (3.72) adalah linier dan homogen, maka persamaan 

(3.159) dapat ditulis dalam bentuk deret tak hingga sebagai berikut: 

 
1

( , ) sin cos siny n n

n

n x vn t vn t
H x t C D

l l l

  



      
       

      
   (3.160) 

Persamaan (3.160) juga merupakan penyelesaian dari persamaan (3.72) yang 

konvergen dan kontinu serta terturunkan terhadap x  dan .t   

Kemudian turunkan deret (3.160) terhadap ,t  sehingga diperoleh 

 
1

( , )
sin sin cos

y

n n

n

H x t vn n x vn t vn t
C D

t l l l l

   



       
        

       
   (3.161) 

Kemudian, substitusikan kondisi awal (3.73) dan (3.74) pada persamaan (3.160) 

dan persamaan (3.161), yaitu: 

    

  

1

1

1

1

(0) (0)
( ,0) sin cos sin

sin cos 0 sin 0

sin (1) 0

sin cos( )

y n n

n

n n

n

n n

n

n

n

n x vn vn
H x C D

l l l

n x
C D

l

n x
C D

l

n x
C x

l

  























      
       

      

 
  

 

 
  

 

 
  

 









 

dan 

    

  

1

1

1

1

( ,0) (0) (0)
sin sin cos

sin sin 0 cos 0

sin 0 1

1
sin cos( )

y

n n

n

n n

n

n

n

n

n

H x vn n x vn vn
C D

t l l l l

vn n x
C D

l l

vn n x
D

l l

vn n x
D x

l l

   

 

 

 



















       
        

       

 
   

 

 
  

 

 
   

 








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dengan koefisien nC  dan nD   diberikan sebagai berikut: 

 
0

2
cos( )sin

l

n

n x
C x dx

l l

 
  

 
   (3.162) 

 
0

2 1
cos( ) sin

l

n

n x
D x dx

n v l



 

   
    

  
   (3.163) 

Pertama selesaikan 
1

cos( )sin( / ) 
l

x n x l dx  sebagai berikut: 

 
1 0 0

1
cos( )sin sin 1  sin 1  

2

l l ln x n n
x dx x dx x dx

l l l

        
         

      
     (3.164) 

Kemudian untuk  
0
sin 1 /  

l

n l x dx  diselesaikan sebagai berikut: 

 

 

0
0

sin 1  cos 1

cos 1 cos 0

l
l n l n

x dx x
l l n l

l n
l

l n l

 







   
      

   

  
     

   


  

   cos 1
l

l n
l n




   


  (3.165) 

dan untuk  
0
sin 1 /  

l

n l x dx  dapat diselesaikan sebagai berikut: 

 

 

0
0

sin 1  cos 1

cos 1 cos 0

l
l n l n

x dx x
l l n l

l n
l

l n l

 







   
      

   

  
     

   


  

   cos 1
l

l n
l n




   


  (3.166) 
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Substitusikan persamaan (3.165) dan (3.166) pada persamaan (3.164), sehingga 

diperoleh

     

1 0 0

1
cos( )sin sin 1  sin 1  

2

cos 1 cos 1
2

l l ln x n n
x dx x dx x dx

l l l

l l l
l n l n

l n l n

  

 
 

      
         

      

  
         

   

  
  

      cos 1 cos 1
2

l l l
l n l n

l n l n
 

 

 
      

  
  (3.167) 

Substitusikan persamaan (3.167) pada persamaan (3.162) sebagai berikut: 

      
2

cos 1 cos 1
2

n

l l l
C l n l n

l l n l n
 

 

  
       

   
  

      cos 1 cos 1
l l

l n l n
l n l n

 
 

     
 

  (3.168)  

Kemudian, substitusikan persamaan (3.167) pada persamaan (3.163) sebagai 

berikut: 

      
2

cos 1 cos 1
2

n

l l l
D l n l n

n v l n l n
 

   

  
        

   
  

      cos 1 cos 1
l l l

l n l n
n v l n l n

 
   

 
       

  
  (3.169) 

Persamaan (3.160) merupakan penyelesaian masalah nilai awal dan masalah nilai 

batas untuk medan magnet yH  dengan koefisien nC  dan nD   diberikan pada 

persamaan (3.168) dan (3.169). 

 Secara grafik, penyelesaian analitik medan magnet yH  dapat dilihat pada 

gambar berikut: 
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Gambar 3.13 Grafik Penyelesaian Masalah Nilai Batas untuk Medan Magnet yH  pada Sumbu 

 ,yH x   

Pada gambar 3.13, dapat diketahui untuk 1n   amplitudonya adalah 1.   

Sedangkan periodenya adalah 2. Untuk 2n   dan 3n    amplitudonya adalah 1,5 

dan periodenya adalah 11. Pada gambar, terlihat bahwa amplitudo dan periodenya 

mengalami perubahan yang signifikan dimana jumlah amplitudo dan periodenya 

bertambah. 

 Sedangkan gambar penampang gelombang untuk medan magnet pada 

sumbu  , ,yH x t  dapat dilihat pada gambar 3.14 sebagai berikut: 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.14 Grafik Penyelesaian Masalah Nilai Batas untuk Medan Magnet H y  pada sumbu 

( , , )yH x t  
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3.3 Batas Kemampuan Manusia dalam Al-Qur’an 

 Allah SWT menciptakan manusia berbeda-beda. Ada kuat, ada lemah, ada 

kaya, ada miskin, satu cerdas dan berpotensi besar, salah satunya kurang cerdas 

dan berpotensi sedikit. Karena memang fitrah manusia diciptakan berbeda-beda 

dan memiliki batas kemampuan. Seperti yang dijelaskan dalam surat Al-Baqarah 

ayat 286, Allah SWT berfirman: 

                                  

                                 

                                        

        

Artinya: Allah tidak membebani seseorang melainkan sesuai dengan 

kesanggupannya. ia mendapat pahala (dari kebajikan) yang 

diusahakannya dan ia mendapat siksa (dari kejahatan) yang 

dikerjakannya. (mereka berdoa): "Ya Tuhan Kami, janganlah Engkau 

hukum Kami jika Kami lupa atau Kami tersalah. Ya Tuhan Kami, 

janganlah Engkau bebankan kepada Kami beban yang berat 

sebagaimana Engkau bebankan kepada orang-orang sebelum kami. Ya 

Tuhan Kami, janganlah Engkau pikulkan kepada Kami apa yang tak 

sanggup Kami memikulnya. beri ma'aflah kami; ampunilah kami; dan 

rahmatilah kami. Engkaulah penolong Kami, Maka tolonglah Kami 

terhadap kaum yang kafir." 

 Menurut Al-Qurthubi (2009), kata at-Takliif  adalah sesuatu yang 

memberatkan seseorang. Terbebani sesuatu artinya adalah menanggung atau 

menahan beban tersebut. Sedangkan kata wus’aha, adalah kesungguhan, 

kemampuan, dan kesanggupan. Ayat ini menerangkan bahwasanya Allah tidak 

membebani seseorang melainkan hanya sebatas kemampuannya, yang mungkin 

dilakukan olehnya. Allah memberitahukan bahwa dari awal diturunkannya ayat 

pertama, hamba-hambanya tidak pernah dibebani dengan suatu ibadah, baik yang 
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dilakukan oleh anggota badan yang dapat dilihat maupun tidak, kecuali 

pembebanan itu masih dapat dilakukan oleh mereka. 

 Sedangkan dalam tafsir Ibnu Katsir dijelaskan bahwa ayat ini yang 

menghapus berat beban yang dirasakan oleh para sahabat Nabi, yaitu dalam ayat,  

تُخْفُوهُ يُحَاسِبْكُم بِهِ اللّهُوَإِن تُبْدُواْ مَا فِي أَنفُسِكُمْ أَوْ  ) ) “Dan jika kamu menampakkan apa yang 

ada dalam di hatimu atau kamu menyembunyikannya, niscaya Allah akan 

membuat perhitungan denganmu tentang perbuatanmu itu.”  Maksudnya, 

meskipun Dia menghisab dan meminta pertanggungjawaban, namun Dia tidak 

mengadzab melainkan disebabkan dosa yang seseorang memiliki kemampuan 

untuk menolaknya. Adapun sesuatu yang seseorang tidak memiliki kemampuan 

untuk menolaknya seperti godaan dan bisikan jiwa (hati), maka hal itu tidak 

dibebankan kepada manusia dan kebencian terhadap godaan bisikan yang jelek 

merupakan bagian dari iman (Abdullah, 2004). Jadi, apabila manusia tidak 

mempunyai kemampuan itu, maka beban itu tidak akan diberikan kepada manusia 

atau dengan kata lain, Allah akan mengadzab seseorang yang diberikan pekerjaan 

tetapi tidak dikerjakan (Ash-Shiddieqy, 2000). 

 Menurut Al-Jazairi (2006) dalam tafsirnya yang berjudul Al-Aisar, ayat ini 

menerangkan bahwa dalam mencapai tujuan hidup, manusia diberi beban oleh 

Allah SWT sesuai batas kesanggupannya, mereka diberi pahala lebih dari yang 

telah diusahakannya dan mendapat siksa yang seimbang dengan kejahatan yang 

telah dilakukannya. Agama Islam adalah agama yang tidak memberati manusia 

dengan beban yang berat dan sulit. Mudah, ringan, dan tidak sempit adalah asas 
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pokok dari agama Islam. Hal ini merupakan salah satu dari lemah lembut dan 

kasih sayang-Nya kepada makhluk-Nya. 

 Sedangkan dalam tafsir fi-zhilalil qur’an dikatakan bahwa setiap tugas 

yang diberikan oleh Allah adalah sesuai dengan batas kemampuan manusia. 

Walaupun akan ada saat dimana manusia merasa berat melaksanakannya, tetapi 

itu bukan karena beban itu berat. Namun, merupakan kelemahan dari manusia itu 

sendiri. Dengan melipatgandakan semangat dan meningkatkan tekad, semua itu 

akan dapat diatasi. Karena, semua tugas yang dibebankan masih dalam lingkup 

kemampuan manusia (Qutb, 2001). 

 Seperti yang telah dibahas sebelumnya, manusia mempunyai kemampuan 

terbatas sesuai dengan ukuran yang diberikan oleh Allah kepadanya. Makhluk ini, 

misalnya, tidak dapat terbang. Ini merupakan salah satu ukuran atau batas 

kemampuan yang dianugerahkan Allah kepadanya. Ia tidak mampu 

melampauinya, kecuali jika ia menggunakan akalnya untuk menciptakan suatu 

alat, namun akalnya pun mempunyai ukuran yang tidak mampu dilampaui. Di sisi 

lain, manusia berada di bawah hukum-hukum Allah sehingga segala yang 

dilakukan pun tidak terlepas dari hukum-hukum yang telah mempunyai kadar dan 

ukuran tertentu. Hanya saja karena hukum-hukum tersebut cukup banyak, dan 

manusia diberi kemampuan untuk memilih maka manusia dapat memilih yang 

mana di antara takdir yang ditetapkan Tuhan terhadap alam yang dipilihnya. Di 

sinilah pentingnya pengetahuan dan perlunya ilham atau petunjuk Ilahi (Shihab, 

1996). 
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 Dari paparan di atas, dapat disimpulkan bahwasanya Allah SWT tidak 

akan membebani seseorang kecuali sesuai dengan kesanggupannya. Begitu pula 

dalam menyelesaikan suatu permasalahan matematika. Suatu permasalahan 

matematika sejatinya dapat dicari penyelesaian analitik dan penyelesaian 

numeriknya. Meskipun penyelesaian analitik lebih bagus daripada penyelesaian 

numeriknya karena tidak mempunyai galat atau error. Namun terkadang, ada 

permasalahan yang sulit dicari penyelesaian analitiknya, sehingga dapat 

diselesaikan dengan mencari penyelesaian numeriknya. 
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BAB IV 

PENUTUP 

 

4.1 Kesimpulan 

 Berdasarkan penelitian yang telah dilakukan, dapat disimpulkan untuk 

analisis eksistensi dan ketunggalan untuk persamaan Maxwell dan penyelesaian 

analitik persamaan Maxwell untuk medan listrik zE  dan medan magnet yH  

dengan masalah nilai awal dan masalah nilai batas sebagai berikut: 

1. Berdasarkan analisis eksistensi dan ketunggalan penyelesaian untuk 

persamaan Maxwell, diketahui bahwa penyelesaian untuk persamaan 

Maxwell ada dan mempunyai satu penyelesaian. 

2. Penyelesaian masalah nilai awal untuk medan listrik zE  dan medan magnet 

yH  sebagai berikut: 

 
1

( , ) sin( ) cos( ) sin( )zE x t x vt vt
v

 
  

 
  

 
1

( , ) cos( ) cos( ) sin( )yH x t x vt vt
v

 
  

 
    

3. Penyelesaian masalah nilai batas untuk medan listrik zE  dan medan magnet 

yH  sebagai berikut: 

 
1

( , ) sin cos sinz n n

n

n x vn t vn t
E x t A B

l l l

  



      
       

      
   

dimana 
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    
1 1

sin sinnA l n l n
l n l n

 
 

   
 

  

dan  

    
1 1

sin sinn

l
B l n l n

n v l n l n
 

   

 
    

  
  

dan untuk medan magnet yH  yaitu: 

 
1

( , ) sin cos siny n n

n

n x vn t vn t
H x t C D

l l l

  



      
       

      
   

dimana 

      cos 1 cos 1n

l l
C l n l n

l n l n
 

 
     

 
  

dan 

      cos 1 cos 1n

l l l
D l n l n

n v l n l n
 

   

 
       

  
  

4.2 Saran 

 Dalam penulisan skripsi ini, penulis menggunakan metode D’Alembert 

untuk menyelesaikan masalah nilai awal dan metode pemisahan variabel untuk 

menyelesaikan masalah nilai batas. Oleh karena itu, penulis memberikan saran 

kepada pembaca yang tertarik pada permasalahan ini supaya mengembangkannya 

dengan melakukan analisis persamaan Maxwell untuk dimensi yang lebih tinggi 

atau menggunakan metode lain. 
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LAMPIRAN 

Lampiran 1  

Program Matlab untuk gambar 3.1 dengan waktu 0 1t    

 
% Lampiran 1 
% Program Matlab untuk gambar 3.1 
% Oleh : Roudatul Khairiyah 
%====================================||=========================== 
clc,clear 
t=0:.0225:1; 
x=1; 
v=3*(10^8); 
ep=8.85*10^-12; 
E_z=sin(x)*(cos(v*t)+(1/v*ep)*sin(v*t)); 
plot(t,E_z) 
grid on 
xlabel('sumbu - t'),ylabel('sumbu - E_z') 
%=====================================||========================== 

 

Lampiran 2 

Program Matlab untuk gambar 3.2 dengan interval 0 15x    

 
% Lampiran 2 
% Program Matlab untuk gambar 3.2 
% Oleh : Roudatul Khairiyah 
%====================================||=========================== 
clc,clear 
x=0:.0001:15; 
t=1; 
v=3*(10^8); 
ep=8.85*10^-12; 
E_z=sin(x)*(cos(v*t)+(1/v*ep)*sin(v*t)); 
plot(x,E_z) 
grid on 
xlabel('sumbu - x'),ylabel('sumbu - E_z') 
%=====================================||========================== 

 

Lampiran 3 

Program Matlab untuk gambar 3.3 

 
% Lampiran 3 
% Program Matlab untuk gambar 3.3 
% Oleh : Roudatul Khairiyah 
%====================================||=========================== 
clc,clear 
t=linspace(1,15,60); 
x=t; 
[X,T]=meshgrid(x,t); 
v=3*10^8; 
ep=8.85*10^-12; 
E_z=zeros(60,60); 
for i=1:60 



    for j=1:60 
        E_z(i,j)=sin(X(i))*(cos(v*T(j))+(1/v*ep)*sin(v*T(j))); 
    end 
end 
surf(X,T,E_z) 
xlabel('sumbu - x'),ylabel('sumbu - t'),zlabel('sumbu - E_z') 
%=====================================||========================== 

 

Lampiran 4 

Program Matlab untuk gambar 3.4 dengan interval 0 15x   dan 0 30x    

 
% Lampiran 3 
% Program Matlab untuk gambar 3.4 
% Oleh : Roudatul Khairiyah 
%====================================||=========================== 
clc,clear 
x=0:.0001:15; % Untuk 0<x<15 dan 0<x<30 
t=1;          % Untuk t=1,2 
v=3*(10^8); 
ep=8.85*10^-12; 
E_z=sin(x)*(cos(v*t)+(1/v*ep)*sin(v*t)); 
plot(x,E_z) 
grid on 
%====================================||=========================== 

 

Lampiran 5 

Program Matlab untuk gambar 3.5 dengan waktu 0 1t   dan 0 2t    

 
% Lampiran 5 
% Program Matlab untuk gambar 3.5 
% Oleh : Roudatul Khairiyah 
%====================================||===========================

clc,clear 
t=0:.0225:1; % Untuk 0<t<1 dan 0<t<2 
x=15;        % Untuk x=15,30 
v=3*(10^8); 
ep=8.85*10^-12; 
E_z=sin(x)*(cos(v*t)+(1/v*ep)*sin(v*t)); 
plot(t,E_z) 
grid on 
%====================================||=========================== 

 

Lampiran 6 

Program Matlab untuk gambar 3.6 dengan waktu 0 1t    

 
% Lampiran 6 
% Program Matlab untuk gambar 3.5 
% Oleh : Roudatul Khairiyah 
%====================================||=========================== 
clc,clear 
t=0:.0225:1; 
x=15; 
v=3*(10^8); 
mu=4*pi*(10^-7); 



H_y=cos(x)*(cos(v*t)-(1/v*mu)*sin(v*t)); 
plot(t,H_y) 
grid on 
xlabel('sumbu - t'),ylabel('sumbu - H_y') 
%====================================||=========================== 

 

Lampiran 7 

Program Matlab untuk gambar 3.7 dengan interval 0 15x    

 
% Lampiran 7 
% Program Matlab untuk gambar 3.7 
% Oleh : Roudatul Khairiyah 
%====================================||=========================== 
clc,clear 
x=0:.0001:15; 
t=1; 
v=3*(10^8); 
mu=4*pi*(10^-7); 
H_y=cos(x)*(cos(v*t)-(1/v*mu)*sin(v*t)); 
plot(x,H_y) 
grid on 
xlabel('sumbu - x'),ylabel('sumbu - H_y') 
%====================================||=========================== 

 

Lampiran 8 

Program Matlab untuk gambar 3.8  

 
% Lampiran 8 
% Program Matlab untuk gambar 3.8 
% Oleh : Roudatul Khairiyah 
%====================================||=========================== 
clc,clear 
figure 
t=linspace(1,15,30); 
x=t; 
[X,T]=meshgrid(x,t); 
v=3*10^8; 
mu=4*pi*(10^-7); 
H_y=zeros(30,30); 
for i=1:30 
    for j=1:30 
        H_y(i,j)=cos(X(i))*(cos(v*T(j))-(1/v*mu)*sin(v*T(j))); 
    end 
end 
surf(X,T,H_y) 
xlabel('sumbu - x'),ylabel('sumbu - t'),zlabel('sumbu - H_y') 
%====================================||=========================== 

 

 

 

 

 

 



Lampiran 9 

Program Matlab untuk gambar 3.9 dengan interval 0 15x   dan 0 30x    

 
% Lampiran 9 
% Program Matlab untuk gambar 3.9 
% Oleh : Roudatul Khairiyah 
%====================================||=========================== 
clc,clear 
x=0:.0001:15; % Untuk 0<x<15 dan 0<x<30 
t=1;          % Untuk t=1,2 
v=3*(10^8); 
mu=4*pi*(10^-7); 
H_y=cos(x)*(cos(v*t)-(1/v*mu)*sin(v*t)); 
plot(x,H_y) 
grid on 
%====================================||=========================== 

 

Lampiran 10 

Program Matlab untuk gambar 3.10 dengan waktu 0 1t   dan 0 2t    

 
% Lampiran 10 
% Program Matlab untuk gambar 3.10 
% Oleh : Roudatul Khairiyah 
%====================================||=========================== 
clc,clear 
t=0:.0225:1; % Untuk 0<t<1 dan 0<t<2 
x=15;        % Untuk x=15,30 
v=3*(10^8); 
mu=4*pi*(10^-7); 
H_y=cos(x)*(cos(v*t)-(1/v*mu)*sin(v*t)); 
plot(t,H_y) 
grid on 
%====================================||=========================== 

 

Lampiran 11 

Program Matlab untuk gambar 3.11 

 
% Lampiran 11 
% Program Matlab untuk gambar 3.11 
% Oleh : Roudatul Khairiyah 
%====================================||=========================== 
clc,clear 
x=(0:0.01:15);  
t=(0:0.01:15); 
l=15; 
ep=8.85*10^-12; 
v=3*(10^8); 
E_z0=(sin(x)); 
E_z=E_z0; 
for n=1:3 
A_n=(1/(l-n*pi))*sin(l-n*pi)-(1/(l+n*pi))*sin(l+n*pi); 
B_n=(l/(n*pi*v*ep))*A_n; 
E_z=E_z+ sin(n*pi*x).*(A_n*cos(v*n*pi*t/l)+B_n*sin(v*n*pi*t/l)); 
plot(x,E_z,'LineWidth',1.5), hold on, grid on 



pause(2) 
end 
%====================================||=========================== 

 

Lampiran 12 

Program Matlab untuk gambar 3.12 

 
% Lampiran 12 
% Program Matlab untuk gambar 3.12 
% Oleh : Roudatul Khairiyah 
%====================================||=========================== 
clc, clear 
x=(0:0.095:15);  
t=(0:0.095:1); 
l=15; 
ep=8.85*10^-12; 
v=3*(10^8); 
[X,T]=meshgrid(x,t); 
u0=sin(X); 
u1=(8/(3*pi))*(sin(pi*X)).*(exp(-(pi)^2*T)); 
u2=u0; 
for n=1:3 
    u2oud=u2; 
    A_n(n)=(1/(l-n*pi))*sin(l-n*pi)-(1/(l+n*pi))*sin(l+n*pi); 
    B_n(n)=(l/(n*pi*v*ep))*A_n(n); 
    u2=u2+ 

sin(n*pi*X).*(A_n(n)*cos(v*n*pi*T/l)+B_n(n)*sin(v*n*pi*T/l)); 
    surf(X,T,u2), axis([0 15 0 1 -3 3])%, view(-40,10) 
    u20=u2(1,:); 
    pause(1) 
end 
xlabel('sumbu - x'),ylabel('sumbu - t'),zlabel('sumbu - E_z') 
%====================================||=========================== 

 

Lampiran 13 

Program Matlab untuk gambar 3.13 

 
% Lampiran 13 
% Program Matlab untuk gambar 3.13 
% Oleh : Roudatul Khairiyah 
%====================================||=========================== 
clc,clear 
x=(0:0.01:15);  
t=(0:0.01:15); 
l=15; 
mu=4*pi*(10^-7); 
v=3*(10^8); 
E_z0=(cos(x)); 
E_z=E_z0; 
for n=1:3 
C_n=(l/(l-n*pi))*((cos(l-n*pi)-1)-(l/(l+n*pi))*(cos(l+n*pi)-1)); 
D_n=-(l/(n*pi*v*mu))*C_n; 
E_z=E_z+ sin(n*pi*x).*(C_n*cos(v*n*pi*t/l)+D_n*sin(v*n*pi*t/l)); 
plot(x,E_z,'LineWidth',1.5), hold on, grid on 
pause(4) 



end 
xlabel('sumbu - x'),ylabel('sumbu - H_y') 
%====================================||=========================== 

 

Lampiran 14 

Program Matlab untuk gambar 3.14 

 
% Lampiran 14 
% Program Matlab untuk gambar 3.14 
% Oleh : Roudatul Khairiyah 
%====================================||=========================== 
clc,clear 
x=(0:0.045:15);  
t=(0:0.045:1); 
l=15; 
mu=4*pi*(10^-7); 
[X,T]=meshgrid(x,t); 
v=3*(10^8); 
H_y0=cos(X); 
H_y=H_y0; 
for n=1:3 
    C_n(n)=(l/(l-n*pi))*((cos(l-n*pi)-1)-

(l/(l+n*pi))*(cos(l+n*pi)-1)); 
    D_n(n)=-(l/(n*pi*v*mu))*C_n(n); 
    H_y=H_y+ 

sin(n*pi*X).*(C_n(n)*cos(v*n*pi*T/l)+D_n(n)*sin(v*n*pi*T/l)); 
    surf(X,T,H_y), axis([0 15 0 1 -3 3]) 
    pause(1) 
end 
xlabel('sumbu - x'),ylabel('sumbu - t'),zlabel('sumbu - H_y') 
%====================================||=========================== 
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