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ABSTRAK

Khairiyah, Roudatul. 2014. Penyelesaian Analitik Masalah Nilai Awal dan
Masalah Nilai Batas Untuk Persamaan Maxwell. Skripsi. Jurusan
Matematika. Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri
Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (1) Ari Kusumastuti, S.Si,
M.Pd. (11) AbdulAziz, M.Si.

Kata Kunci : Persamaan Maxwell, masalah nilai awal, masalah nilai batas, metode
D 'Alembert, metode pemisahan variabel, eksistensi dan ketunggalan
penyelesaian

Persamaan Maxwell adalah persamaan diferensial parsial yang
mendeskripsikan hubungan antara medan listrik dan medan magnet. Untuk
mengetahui bahwa penyelesaian persamaan Maxwell untuk masalah nilai awal dan
masalah nilai batas ada dan tunggal, maka perlu dilakukan analisis eksistensi dan
ketunggalan. Analisis eksistensi ini didasarkan pada kekontinuan atau kondisi
Lipschitz, sedangkan analisis ketunggalan dilakukan dengan menggunakan metode
energi konservasi. Berdasarkan analisis eksistensi dan ketunggalan yang telah
dilakukan untuk persamaan Maxwell, diperolenh bahwa penyelesaian untuk
persamaan Maxwell ada dan mempunyai satu penyelesaian.

Persamaan Maxwell dapat diselesaikan dengan menggunakan metode
D ’Alembert untuk masalah nilai awal (MNA) dan metode pemisahan variabel untuk
masalah nilai batas (MNB). Persamaan ini memerlukan dua kondisi yaitu kondisi
awal dan kondisi batas. Berdasarkan hasil pembahasan dalam penelitian ini,

penyelesaian persamaan Maxwell untuk medan listrik E, dan medan magnet H,

dengan masalah nilai awal dan masalah nilai batas dapat diketahui bahwa semakin
lama waktu yang diberikan dan semakin besar interval yang diberikan, semakin
rendah amplitudo yang diperoleh sedangkan periodenya semakin besar. Semakin
besar periodenya, semakin besar pula frekuensinya yang artinya semakin cepat pula
sistem berosilasi.

Dalam penelitian ini, peneliti menyarankan untuk penelitian selanjutnya
untuk mengembangkannya dengan menganalisis persamaan Maxwell untuk
dimensi yang lebih tinggi atau dengan menggunakan metode lain.

Xiv



ABSTRACT

Khairiyah, Roudatul. 2014. Analytic Solution of Initial Value Problems and
Boundary Value Problems for Maxwell’s Equations. Thesis.
Department of Mathematics. Faculty of Science and Technology. The
State Islamic University Maulana Malik Ibrahim Malang. Supervisor: (1)
Ari Kusumastuti, S.Si, M.Pd. (11) AbdulAziz, M.Si.

Keywords : Maxwell’s equations, initial value problem, boundary value problem,
D ’Alembert method, method of separation variable, existence and
uniqueness of solution

Maxwell’s equations, which are a set of partial differential equations
describing the relation of electric and magnetic fields. To determine solution of
Maxwell’s equations for the initial value problems (I\VP) and the boundary value
problems (BVP) exist and unique, it is necessary to analyze that the existence and
uniqueness in the solution were obtained. This analyze the existence of continuity
or Lipschitz condition, meanwhile the uniqueness are do by using conservation
energy method. Based on the analysis of the existence and uniqueness that has been
done for the Maxwell’s equation obtained that solution for Maxwell’s equation exist
and unique.

Maxwell’s equation can be solved by using D '4/embert method for initial
value problems (IVVP) and separation variable method for boundary value problems
(BVP). This equation requires two condition, initial conditions and boundary
conditions. Based on the results of the discussion in this study, Maxwell’s equation
solutions for the electric field and magnetic fields with initial value problems and
boundary value problems are known that the more time and interval which are
given, the less amplitude which is resulted while the period is bigger. The bigger
period, the bigger the frequency, which means the sooner the system oscillates.

In this study, the researcher suggest for further research to develop it by
analyze Maxwell’s equation for higher dimension or using other methods.

XV
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Al-Qur’an adalah petunjuk paling lengkap bagi umat manusia sejak
turunnya Al-Qur’an 15 abad yang lalu dan akan tetap sesuai dengan
perkembangan zaman pada saat ini maupun masa yang akan datang (Wardhana,
2005). llmu-ilmu yang terdapat di dalam Al-Qur’an ada yang tersurat langsung
melalui ayat-ayatnya dan ada pula yang hanya tersirat melalui ayat-ayatnya.
Untuk ilmu yang tersurat melalui ayat-ayat Al-Qur’an mudah untuk dipahami.
Akan tetapi untuk ilmu yang hanya tersirat melalui ayat-ayatnya, memerlukan
penafsiran yang mendalam disertai pemahaman berbagai disiplin ilmu yang
mendukung penafsiran ayat-ayat tersebut (Wardhana, 2005).

Menurut Wardhana (2005), Al-Qur’an dapat dipakai sebagai rujukan ilmu
pengetahuan, berarti Al-Qur’an bersifat memayungi dan memandu inspirasi
pengembangan berbagai bidang ilmu pengetahuan. Untuk dapat memantapkan
pengertian bahwa Al-Qur’an merupakan rujukan utama filosofi bagi ilmu
pengetahuan, maka harus dilihat ayat Al-Qur’an yang dapat menjadi dasar filosofi
ilmu pengetahuan tersebut yang ada pada saat ini. Sebagai contoh, Al-Qur’an
telah lebih dulu memuat tentang gelombang elektromagnetik meskipun hanya

secara tersirat, yaitu dalam firman Allah surat As-Sajdah ayat 5 yang berbunyi:

& w //53_ .2 P _ ,/{/f ,.o/ -~ _ .~ P "
Ll 3l Gl 50310 OF o5 & &) ome 5 (e0NT d) sl T SaNI 5l



2
Artinya: Dia mengatur urusan dari langit ke bumi, kemudian (urusan) itu naik
kepadanya dalam satu hari yang kadarnya adalah seribu tahun

menurut perhitunganmu.

Menurut Yahya bin Salam dalam tafsir Al-Qurthubi kalimat “Kemudian
(urusan) itu naik kepada-Nya.” ditafsirkan bahwa yang naik ke atas langit adalah
malaikat Jibril, yaitu setelah ia menyampaikan wahyu. Sedangkan An-Naggasy
berpendapat bahwa yang naik itu adalah malaikat yang ditugaskan untuk
mengatur segala urusan yang ada di langit dan di bumi. Sedangkan Ibnu Syajarah
berpendapat bahwa yang naik adalah para malaikat dan yang dibawa naik olehnya
adalah segala berita para penduduk bumi (Al-Qurthubi, 2009).

Ibnu Abbas berpendapat bahwa makna ayat ini adalah jarak tempuh yang
harus dilalui oleh para malaikat adalah satu hari, namun apabila selain malaikat
yang melaluinya maka akan berjarak seribu tahun, dimana lima ratus tahun untuk
naik ke atas, dan lima ratus tahun lainnya untuk turun kembali ke bumi. Makna
yang sama pun disebutkan oleh Al-Mahdawi, karena begitu cepatnya malaikat
Jibril naik ke atas langit, ia cukup membutuhkan satu hari saja untuk
mencapainya, padahal jika dilakukan oleh manusia jarak itu akan mereka tempuh
dalam seribu tahun (Al-Qurthubi, 2009). Oleh karena itu, ayat ini
menginformasikan bahwa manusia tidak mungkin menyamai atau mencapai
kecepatan cahaya (Wardhana, 2005). Jika ditelaah lebih jauh lagi, berdasarkan
ayat tersebut dapat diketahui bilangan kecepatan cahaya, dimana kecepatan
cahaya ini sama dengan kecepatan gelombang elektromagnetik. Sehingga cahaya

termasuk gelombang elektromagnetik.
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Gerak gelombang dapat dipandang sebagai perpindahan energi dan
momentum dari satu titik dalam ruang ke titik lain tanpa perpindahan materi
(Tripler, 1998). Gelombang adalah getaran yang merambat dengan energi tertentu.
Gelombang berasal dari gangguan atau usikan dan gelombang membawa energi,
bukan memindahkan partikel atau medium perambatannya itu. Menurut Tripler
(1998) pada gelombang mekanik, seperti pada gelombang tali atau gelombang
bunyi di udara, energi dan momentum dipindahkan melalui gangguan dalam
medium. Sedangkan pada gelombang elektromagnetik, seperti pada cahaya
gelombang radio, atau sinar X, energi dan momentum dibawa oleh medan listrik
dan magnet yang dapat merambat melalui ruang bebas.

Gelombang elektromagnetik merupakan gelombang tranversal yang tidak
memerlukan medium untuk perambatannya atau dapat merambat dalam ruang
hampa. Gelombang ini dirumuskan oleh James Clerk Maxwell pada tahun 1865
yang menemukan keterkaitan antara medan listrik dan medan magnet. Hukum
Faraday menyimpulkan bahwa perubahan fluks magnet dapat menimbulkan
medan listrik, begitu pula dengan kesimpulan yang diberikan oleh Bio Savart,
bahwa medan magnet dapat ditimbulkan oleh medan listrik. Berdasarkan dua
kesimpulan ini, Maxwell membuat kesimpulan bahwa jika perubahan medan
magnet dapat menimbulkan medan listrik maka sebaliknya, perubahan medan
listrik pun dapat menimbulkan medan magnet (Anonim, 2013).

Gejala perambatan gelombang dirumuskan secara matematik sebagai
persamaan gelombang. Persamaan gelombang adalah persamaan yang

mendeskripsikan bagaimana gerak gelombang. Untuk medan elektromagnetik,
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gelombang dapat diturunkan dari persamaan Maxwell dalam ruang bebas yaitu
V-E=0 dan V-B=0 dan VxE=-0B/dt danVxB=(u,é,)0E/ct, dimana

persamaan-persamaan tersebut merupakan hukum Gauss dalam medan listrik,
hukum Gauss dalam medan magnet, hukum Faraday, dan hukum Ampere-
Maxwell.

Persamaan Maxwell merupakan persamaan diferensial parsial yang
mendeskripsikan hubungan antara medan listrik dan medan magnet (Liang dan
Yuan, 2013). Untuk menyelesaikan persamaan diferensial parsial diperlukan
syarat awal dan syarat batas yang memenuhi suatu keadaan tertentu dengan fungsi
persamaan diferensial parsial yang diketahui. Berbagai bentuk syarat tambahan
yang berlaku pada persamaan diferensial parsial, yaitu: (1) Masalah Nilai Awal
(MNA), apabila hanya diberikan syarat awal saja; (2) Masalah Nilai Batas
(MNB), apabila hanya diberikan syarat batas saja; dan (3) Masalah Nilai Awal
dan Batas (MNAB), apabila diberikan syarat awal dan syarat batas (Anggraini,
2008).

Pada penelitian-penelitian sebelumnya, Zhao dan Wei (2004) memaparkan
tentang skema Finite-Difference Time-Domain (FDTD) orde tinggi untuk
menyelesaikan perpindahan elektromagnetik (TEM) antar medium dalam 1D dan
2D. Dengan membuat titik-titik buatan, pendekatan sistematik diperkenalkan
untuk menjalankan kondisi lompatan antar medium secara fisika. Begitu pula
Gao, Zhang, dan Liang (2007) dalam penelitiannya menjelaskan bahwa
persamaan Maxwell dua dimensi dapat diselesaikan secara numerik dengan

menggunakan metode Splitting Finite-Difference Time Domain (S-FTD). Adapun
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metode ini hanya memerlukan dua tingkat untuk masing-masing langkah sehingga
komputasi yang dihasilkan sangat sederhana dan efisien. Ghao, Zhang dan Liang
juga memberikan analisis skema dengan metode energi dan terbukti bahwa skema
stabil tak bersyarat dan konvergen. Sedangkan Liang dan Yuan (2013) dalam
penelitiannya mengembangkan lebih lanjut metode S-FDTD vyaitu metode S-
FDTD ruang orde empat hemat energi untuk menyelesaikan persamaan Maxwell.
Teknik Splitting digunakan untuk tiga tingkat hemat energi skema Splitting.
Dimana pada masing-masing langkah menggunakan operator beda ruang orde
empat pada node interior dengan kombinasi linier dua beda pusat. Skema ini
menghasilkan hemat energi, stabil tak bersyarat, keakuratan untuk orde tinggi, dan
komputasi yang efisien.

Sejatinya suatu permasalahan dapat diselesaikan secara analitik maupun
numerik. Meskipun lebih mudah diselesaikan dengan metode numerik karena
lebih cepat dan efisien, metode numerik tetap saja mempunyai galat atau error.
Sedangkan metode analitik memberikan penyelesaian sejati atau tidak mempunyai
galat atau error. Oleh karena itu, penulis tertarik untuk mengangkat permasalahan
dengan judul ”Penyelesaian Analitik Masalah Nilai Awal dan Masalah Nilai

Batas Untuk Persamaan Maxwell”.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas, maka dapat ditarik permasalahan,
yaitu:
1. Bagaimana analisis eksistensi dan ketunggalan penyelesaian untuk persamaan

Maxwell?
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2. Bagaimana penyelesaian analitik masalah nilai awal dan masalah nilai batas

untuk persamaan Maxwell?

1.3 Batasan Masalah
Supaya pembahasan lebih terfokus, maka penulis membatasi ruang
lingkup permasalahan dalam penelitian ini, yaitu:
1. Persamaan yang akan dibahas dalam penelitian ini adalah persamaan
Maxwell yang diaplikasikan pada kasus perpindahan elektromagnetik

(TEM) satu dimensi yang dirumuskan sebagai berikut (Zhao dan Wei,

2004):
oE, 8Hy
E———=
ot OX
6Hy _ OE,
4 ot OX

2. Merujuk pada Liang dan Yuan (2013) dan Zauderer (2006) maka pada
penelitian ini diberikan kondisi awal dan kondisi batas sebagai berikut:

E,(x,0) =sin(x)

9E,(x.0) = 1sin(x)
ot £

H, (x,0) = cos(x)

oH (x,0
L — _icos(x)
ot U

(E,0)x(,0)=0 pada (0, T]xoQ
(H,0)x(1,0)=0 pada (0,T]x8Q

dimana ni adalah satuan vektor normal pada batas.



1.4 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah di atas, penelitian ini bertujuan untuk:
1. Mengetahui eksistensi dan ketunggalan penyelesaian untuk persamaan
Maxwell.
2. Mengetahui penyelesaian analitik dengan masalah nilai awal dan masalah

nilai batas persamaan Maxwell.

1.5 Manfaat Penelitian

Adapun hasil dari penelitian ini diharapkan dapat mengetahui perilaku
gelombang pada kasus polarisasi perpindahan elektromagnetik (TEM) satu
dimensi berdasarkan hasil analisis penyelesaian analitik dan mengetahui ada
tidaknya penyelesaian berdasarkan hasil analisis eksistensi dan ketunggalan

penyelesaian yang dilakukan.

1.6 Metode Penelitian
Langkah-langkah umum yang digunakan dalam penelitian ini adalah

sebagai berikut:
1) Menyelesaikan dan menganalisis permasalahan yang telah diperoleh dengan

langkah-langkah sebagai berikut:

a. Analisis eksistensi penyelesaian untuk persamaan Maxwell

b. Analisis ketunggalan penyelesaian untuk persamaan Maxwell

c. Menentukan penyelesaian masalah nilai awal

d. Menentukan penyelesaian masalah nilai batas

2) Interpretasi dan pembahasan



1.7 Sistematika Penulisan
Untuk mempermudah memahami penelitian ini secara keseluruhan, maka

penulis menggambarkan sistematika penulisannya sebagai berikut :

Bab |  Pendahuluan
Pada bab ini terdiri dari latar belakang, rumusan masalah, batasan
masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, metode penelitian, dan
sistematika penulisan.

Bab Il Kajian Teori
Pada bab ini menyajikan tentang teori-teori yang mendukung bagian
pembahasan. Teori-teori tersebut antara lain membahas tentang analisis
dan kajian teoritik persamaan Maxwell, masalah nilai awal, dan
masalah nilai batas, analisis eksistensi dan ketunggalan penyelesaian,
dan kajian agama.

Bab Ill  Pembahasan
Bab ini merupakan bab inti, yang mengemukakan hasil penelitian dan
pembahasan mengenai analisis eksistensi dan ketunggalan penyelesaian
persamaan Maxwell dan penyelesaian analitik persamaan Maxwell
dengan masalah nilai awal dan masalah nilai batas.

Bab VI Penutup
Pada bab ini berisi tentang kesimpulan dari pembahasan dan saran-

saran yang berkaitan dengan kesimpulan.



BAB Il

KAJIAN TEORI

2.1 Kajian Teoritik Persamaan Maxwell

Listrik dan magnet pada mulanya merupakan fenomena terpisah. Akan
tetapi serentetan penemuan pada akhirnya membawa keterpaduan atau unifikasi
keduanya dan lahirlah elektromagnetisme Maxwell. Di dalam elektromagnetisme,
medan listrik dan medan magnet muncul sebagai satu kesatuan dalam arti tidak
dapat dan tidak mungkin muncul sendiri sebagai medan listrik saja atau medan
magnet saja. Cahaya lampu, cahaya matahari, gelombang radio, maupun sinar X
merupakan gelombang dari medan listrik dan medan magnet (Purwanto, 2009).

Model persamaan gelombang elektromagnetik dapat dikonstruksi dengan
asumsi bahwa adanya pergerakan acak partikel dan setiap partikel mempunyai
peluang gerak yang sama baik ke kanan maupun ke kiri. Zauderer (2006)
menyebutkan bahwa pergerakan suatu partikel dapat diinterpretasikan dalam
bentuk distribusi probabilitas yang dapat dinyatakan dalam persamaan matematis,
yaitu:

f(x,t+7)=pf(x=0,t)+qf (x+,1) (2.1)

Persamaan (2.1) menyatakan bahwa probabilitas partikel di X pada saat

t+7 sama dengan probabilitas partikel di x—¢& pada saat t dikalikan dengan

probabilitas p yang berpindah ke kanan ditambah dengan probabilitas partikel di

Xx+o6 pada saat t dikalikan dengan probabilitas g yang berpindah ke Kiri,
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sehingga distribusi probabilitas untuk medan listrik pada saat partikel berada di

X—0 padasaat t dan Xx+¢ pada saat t, dapat dinyatakan sebagai berikut:
E,(X,t+7) = pE,(X-3,t)+0qE,(x+7,t) (2.2)

Ekspansikan persamaan (2.2) dengan menggunakan deret Taylor sebagai

berikut:

Untuk E,(x,t+7) dapat dinyatakan dalam ekspansi deret Taylor sebagai berikut:
E,(x,t+7)=E,(x,t) +7E, (x,1) (2.3)

Untuk E,(x-o,t) dapat dinyatakan dalam ekspansi deret Taylor sebagai berikut:
E,(x=6,t) =E,(x,t)-JE, (x,t)+;52EZXX(x,t) (2.4)

Untuk E,(x+0,t) dapat dinyatakan dalam ekspansi deret Taylor sebagai berikut:
E,(x+6,t)=E,(x,t) +5E, (x,t)+;52EZXX (x,t) (2.5)

Selanjutnya, substitusi hasil ekspansi deret Taylor dari persamaan (2.3)

sampai persamaan (2.5) pada persamaan (2.1), sehingga diperoleh

E,(x,t)+7E, (x,t) = p[Ez(x,t) -JE, (x,1) +;52szx (x,t)} +

. (2.6)
q{EZ(x,t)+5EZX(x,t)+252szx (x,t)}
Persamaan (2.6) dapat diuraikan menjadi
E,(x,t) +7E, (X,t) = pE,(X,t) — pSE, (x,t)+E PS’E, (x,t)+
t X 2 XX (2.7)

gE, (x,t) +q5E, (x,t) +%q52EZXX (x,1)

Persamaan (2.7) dapat disederhanakan menjadi
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(x,t) (2.8)

Ly

E,(x,)+7E, (x,t) = (p+Q)E, (x,t) + (-p+0)JE, (x,t)+(p+0) % S°E

Pergerakan partikel adalah kejadian peluang maka nilai dari pergerakan peluang

ke kanan dan ke kiri yaitu: (p+q) =1, sehingga persamaan (2.8) menjadi
E,(x,0)+ 2E, (x,1) = E, (X, ) + (~p +q)5sz(x,t)+;§2szx(x,t) 2.9)
Persamaan (2.9) dapat disederhanakan menjadi

tE, (x,t) = E,(X,t) - E,(X,t) + (-p+Q)JE, (x,t)+152Ez (x,1)
’ X 2 -~ (2.10)
~ (-p+Q)E, (X U+ 5, ()

Selanjutnya, masing-masing ruas dari persamaan (2.10) dibagi dengan r,

sehingga didapatkan

E ()= TP sE (x1)+ L 5%E, (x,1) (2.11)
g T § 27 ”
Jika ruas kanan dipindah ke ruas kiri maka persamaan (2.11) menjadi
E, (X,1) _EPHD 5E (xot) —215252 (x,) =0 (2.12)
T ! a4 =

Dalam bentuk operator diferensial, persamaan (2.12) menjadi

aEz(x,t)_((—p+q)5J8Ez(x,t)_ "), (%Y _ (2.13)
ot T OX 2t ox’ .

Persamaan (2.13) dikenal dengan persamaan difusi satu dimensi, dimana

pergerakan gelombangnya ke kanan dan ke Kkiri. Jika diasumsikan nilai
lim (-p+0q)§/r~0 untuk § >0 dan 7 —0, maka didapatkan persamaan difusi

satu dimensi dengan mengabaikan kecepatan pergerakan partikel, yaitu:
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OE,(x) (57 )O°E, (1) _ g (2.14)
at 2r ) ox? '

Jika persamaan (2.14) dikalikan dengan &, maka didapatkan

2 2
JOE,(x1) (£6)0 Ez(zx,t) 0 (2.15)
ot 27 OX

Jika persamaan (2.15) dikondisikan bersifat tak homogen, dengan mengganti nol

di ruas kanan dengan oH , /ox, maka didapatkan

(2.16)

gaEz(x,t) [ &6% \O°E,(xt) _oH,
ot 27 ox? OX

Jika diasumsikan nilai lim £6%/2r~0 untuk §—0 dan 7—0, maka dapat

dinyatakan suku —(g52/27)82Ez(x,t) /ox? dapat diabaikan, sehingga didapatkan

& aEz (X!t) o aHy
ot OoX

(2.17)

Persamaan (2.17) menyatakan masalah perpindahan elektromagnetik
(TEM) yang sesuai dengan persamaan pertama pada penelitian Zhao dan Wei
(2006).

Selanjutnya, penurunan persamaan kedua pada penelitian Zhao dan Wei
(2006) dilakukan dengan mengasumsikan bahwa distribusi probabilitas medan
magnet pada saat partikel berada di X—o0 pada saat t dan X+ ¢ pada saat t dapat
dinyatakan sebagai berikut (Zauderer, 2006):

H,(x,t+7)=pH (x-05,t) +qH (x+3J,1) (2.18)

Ekspansikan persamaan (2.18) dengan menggunakan deret Taylor sebagai

berikut:
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Untuk H,(x,t+7) dapat dinyatakan dalam ekspansi deret Taylor sebagai berikut:
H,(x,t+7)=H,(x,) +7H, (x,1) (2.19)

Untuk H,(x—d,t) dapat dinyatakan dalam ekspansi deret Taylor sebagai berikut:
H,(x=6,t) = Hz(x,t)—5Hzx(x,t)+%52HZXX(x,t) (2.20)

Untuk H,(x+d,t) dapat dinyatakan dalam ekspansi deret Taylor sebagai berikut:
H,(x+8,t) =H,(x,t) +5H, (x,t)+252HZxx (x,t) (2.21)

Selanjutnya, substitusi hasil ekspansi deret Taylor dari persamaan (2.19)

sampai persamaan (2.21) pada persamaan (2.18), sehingga diperoleh

H,(x,t)+7H, (x,t)= p[Hy(x,t)—5ny(x,t)+;52nyx (x,t)}L

(2.22)
q[Hy(x,t)+5ny(x,t)+;cSZHyxx (x,t)}
Persamaan (2.22) dapat diuraikan menjadi
H, (x,t)+7H, (x,t) = pH, (x,t)- psH, (x,t)+1 ps*H, (x.t)+
2 (2.23)

qH, (x,t)+qsH, (x,t) +;q52nyx (x,1)
Persamaan (2.23) dapat disederhanakan menjadi
1
H,(x ) +7H, (x,t) =(p+a)H (x,t) +(=p+q)dH, (x,)+(p +q)§52HyXx(x,t) (2.24)

Pergerakan partikel adalah kejadian peluang maka nilai dari pergerakan peluang

ke kanan dan ke kiri yaitu: (p+q) =1, sehingga persamaan (2.24) menjadi

H,(x,)+H, (x1) = H, (1) +(-p+q)oH,, (x,t)+%52nyx (1) (2.25)
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Persamaan (2.25) dapat disederhanakan menjadi

o, () = H ()~ H, () + (-p+Q)SH, (t+ = 5°H._(x.1)
t , X 2. - (2.26)
:(—p+q)5HyX(x,t)+§§2nyx(x,t)

Selanjutnya, masing-masing ruas dari persamaan (2.26) dibagi dengan z, maka

didapatkan

—p+ 1
H, (x.t)= (=p~+a) SH, (x,)+=5°H, (x.t) (2.27)
T 27
Jika ruas kanan dipindah ke ruas kiri maka persamaan (2.27) menjadi
H,, (x,t)—ﬂ)i@my (x,t)—zia‘zHy (xt)=0 (2.28)
,Z. X T XX

Dalam bentuk operator diferensial, persamaan (2.28) menjadi

0 (2.29)

ot T OX 205 ox?

oH, (x,t) _((_p+q)5j6Hy(x,t) _(é‘i]@zHy(X,t) _

Persamaan (2.29) dikenal dengan persamaan difusi satu dimensi, dimana

pergerakan gelombangnya ke kanan dan ke Kiri. Jika diasumsikan nilai
lim (-p+0q)d/r~0 untuk 5§ -0 dan 7 —0, maka didapatkan persamaan difusi

satu dimensi dengan mengabaikan kecepatan pergerakan partikel, yaitu:

oH, (x,t 20 H, (x,t

oH,xY (5% #=o (2.30)
ot 27 X

Jika persamaan (2.30) dikalikan dengan «, maka didapatkan

(2.31)

oH, (1) (p6®\O°H, (et)
ot 20 ) ok
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Jika persamaan (2.31) dikondisikan bersifat tak homogen, dengan mengganti nol

di ruas kanan dengan JE, /ox, maka didapatkan

) oH, (x,1) _(ugzjazHy(x,t) 0K,

- 2.32
ot 2T ox? OX ( )

Jika diasumsikan nilai lim &5%/2r~0 untuk §—>0 dan 7—0, maka dapat
dinyatakan suku —(,ué‘z/Zr)&zHy(x,t)/@XZ dapat diabaikan, sehingga didapatkan

oH (x,t
y(X,) _ CE, (2.33)
ot OX

Persamaan (2.33) menyatakan masalah perpindahan elektromagnetik
(TEM) yang sesuai dengan persamaan kedua pada penelitian Zhao dan Wei
(2006). Persamaan (2.17) dan (2.33) membentuk sistem persamaan perpindahan

elektromagnetik (TEM) satu dimensi, yaitu:

; oE, (x,1) - oH, (x,t)

2.34
ot OX ( )

oH,(x1) _ 8E,(xt)

2.35
ot OX ( )

dimana E, adalah medan listrik dan H, adalah medan magnet.

Definisi 2.1

Persamaan diferensial adalah persamaan yang memuat turunan dari satu
atau lebih variabel tak bebas terhadap satu atau lebih variabel bebas (Ross, 1984).
Menurut Ross (1984) persamaan diferensial parsial (PDP) adalah persamaan
diferensial yang memuat turunan parsial dari satu atau lebih variabel tak bebas

terhadap satu atau lebih variabel bebas. Oleh karena itu, persamaan (2.34) dan
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(2.35) merupakan persamaan diferensial parsial karena memuat turunan parsial
dari dua variabel tak bebas, yaitu E, dan H terhadap dua variabel bebas, yaitu
x dan t.

Notasi untuk turunan parsial, jika Z = f (X, Y), maka

o o - F(x+AXy) - f(XY)
f(x,y)=f =—=—1F(X,y)=Ilim 2.36
(P = P N SN A (2.36)
| " Of N o Py +HAY) - (X y)

Dari notasi tersebut di atas, maka dapat diketahui turunan parsial dari
z=f(x,y) yaitu:
1. Untuk mencari f,, pandang ysebagai konstanta dan diferensialkan f(X,Y)
terhadap x.
2. Untuk mencari f,, pandang xsebagai konstanta dan diferensialkan f(X,Y)
terhadap .
Secara umum, jika u adalah fungsi n variabel, dimana u= f(x,X,,...,X,),

turunan parsialnya terhadap variabel x; ke-n adalah

ou of — O Xy X FAX) = T (X, Xy, X))
ox, O 1 a0 AX

(2.38)

Untuk turunan yang lebih tinggi, jika f adalah fungsi dua variabel, maka
turunan parsialnya f, dan fy juga fungsi dua variabel. Sehingga, dapat ditinjau
turunan parsial dari (f,),, (f,),, (f,),, dan (f,),, yang disebut turunan parsial

kedua dari f. Jika z= f(X,Y), dengan menggunakan notasi tersebut maka:
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o ( of 0*f 0%z
( X/ X XX 11 GX( Xj axz axz ( )
o ( of 0% f 0%z
fy=f =f, =—| —|= = 2.40
(1), =ty =1 8y( xj dyox  Oyox (2.40)
o ( of 0 M N7
(fy)x = fyx = f21 == |~ |~ = (241)
ox\ oy ) oxoy oxoy
o ( of G TN 4.
(f,),=f,= fzz:{j: ——— (2.42)
oy\oy) oy~ oy

Dari notasi f,, atau 6*f /oyox berarti bahwa f didiferensialkan terhadap

x dan kemudian terhadap y. Sedangkan dalam menghitung f,, urutannya dibalik

(Stewart, 2003).
Persamaan diferensial parsial dikelompokkan menjadi tiga bagian yaitu

persamaan diferensial parsial linier, quasilinier, dan tak linier. Persamaan
diferensial dengan dua variabel bebas, X dan y dalam fungsi u(Xx,y) dapat

dinyatakan sebagai berikut (Fong, dkk., 2003):

2
f X,y;u1aiu’avu,ail:,... =0 (243)
ox' oy ox

dimana f adalah fungsi.
Persamaan (2.43) dikatakan linier jika koefisien-koefisien U dan
turunannya hanya tergantung pada variabel bebas X dan y. Jika f hanya linier

pada orde tertinggi turunannya maka persamaan (2.43) dikatakan quasilinier. Jika
persamaan (2.43) tidak linier atau quasilinier maka disebut tak linier (Fong, dkk.,

2003).
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Orde suatu persamaan diferensial adalah pangkat turunan tertinggi yang

muncul dalam persamaan diferensial (Stewart, 2003). Persamaan diferensial

parsial dengan dua variabel bebas dikatakan berorde satu jika turunan tertinggi

dari variabel terikatnya adalah satu. Adapun bentuk umum persamaan diferensial
parsial linier berorde satu adalah

ou(x,t) ou(x,t)

a(x,t) +b(x,t)T =c(x, u(x,t)+d(x,t) (2.44)

dimana a, b, ¢, dan d adalah fungsi-fungsi dari x dan t. Pada setiap titik (X, t)

merupakan vektor [a(x,t), b(x,t)] yang terdefinisi dan tidak nol. Persamaan
(2.44) dapat ditulis dalam bentuk F (X, t, u(x,t), u,(x,t), u(xt))=0,

dimana u, (x,t) =ou(x,t)/ox dan u,(x,t)=a0u(x,t)/ot (Zauderer, 2006).
Persamaan (2.44) disebut quasilinier jika persamaan tersebut linier pada
turunan pertama dari fungsi u(x,t). Jadi, bentuk umum persamaan quasilinier,
yaitu:
a(x,t,u)u, +b(x,t,u)u, =c(x,t,u) (2.45)
dimana a, b, dan ¢ adalah fungsi dari X, t, dan u (Myint-U dan Debnath, 2007).
Persamaan (2.45) disebut semi-linier jika koefisien a dan b tidak
tergantung pada u, sehingga bentuk umum persamaan semi-linier, yaitu:
a(x,t)u, +b(x,t)u, =c(x, y,u)
Persamaan (2.45) disebut linier jika masing-masing variabel u, u,, dan u,

linier dan koefisien-koefisien dari variabel ini adalah fungsi yang tidak tergantung

pada variabel x dan t. Adapun bentuk umum persamaan linier, yaitu:
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a(x,t)u, +b(x,t)u, +c(x,t)u =d(x,t) (2.46)

dimana a, b, dan c adalah fungsi dari x dan t dan d(x,t) adalah fungsi yang
diberikan (Myint-U dan Debnath, 2007).

Persamaan (2.46) disebut homogen jika d(x,t) =0 dan persamaan (2.46)
disebut tak homogen jika d(x,t) = 0 (Myint-U dan Debnath, 2007).

Dengan demikian dapat dikatakan bahwa persamaan diferensial parsial
dengan dua variabel bebas dikatakan berorde dua, tiga, empat hingga berorde n
jika turunan tertinggi dari variabel terikatnya adalah dua, tiga, empat atau n
(Zauderer, 2006).

Contoh 2.1
Pandang persamaan (2.34) dan (2.35) berikut:

. OE,(x,t) oH (x1)
ot OX

oH, (x,t) _ O, (x,1)
ot OX

Persamaan (2.34) dan (2.35) disebut linier karena koefisien b yang mana dalam

hal ini yaitu & dan 4 tidak tergantung pada variabel x dan t. Persamaan (2.34)
dan (2.35) juga disebut tak homogen karena d(x,t) =0 yang mana dalam hal ini
yaitu oH, (x,t)/ox dan OE,(x,t)/Ox. Persamaan (2.34) dan (2.35) dikatakan
berorde satu karena turunan tertinggi dari variabel terikatnya adalah satu, yaitu
OE,/ox, OE,/ot, 0H, /o, dan oH, /ét.

Dari penjabaran di atas, dapat dikatakan bahwa persamaan (2.34) dan

(2.35) adalah persamaan diferensial parsial linier tak homogen orde satu.
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Sedangkan bentuk umum PDP orde dua dengan dua variabel bebas adalah

sebagai berikut:

2 2

G(x,y)= wa Wywﬂwxw

UW+UXW (XW+
oy (2.47)

D(x, y)"a% (% y)+E(XY) @(X, y)+F (X y)u(x,y)

Linieritas dari persamaan (2.47) ditentukan oleh fungsional dari koefisien
A(X, Y), B(x,y), C(x,y), D(x,y), E(x,y), F(x,y), dan G(x,y). Jika koefisien-
koefisien tersebut konstanta atau hanya tergantung pada variabel bebas
[ f(x,y)=0], maka persamaan diferensial parsial tersebut linier. Jika koefisien-

koefisien tersebut merupakan fungsi dari turunan pertama dan kedua

[F(x, y,u, u,u,u,u u) OJ, maka PDP tersebut adalah tak linier (Zauderer,

v Mo My My My Myy
2006). Jika G(X,y)=0, persamaan (2.47) dikatakan homogen. Namun, jika

sebaliknya, maka persamaan (2.47) dikatakan tak homogen (Zill dan Cullen,
2009).
Contoh 2.2

Pandang persamaan gelombang dimensi satu berikut:
— Vv —=0 (2.48)

Persamaan (2.48) disebut linier karena koefisien A(x,t) dan C(x,t) konstanta,
yaitu A(x,t) =v®, dimana v merupakan kecepatan gelombang dan C(x,t)=1.
Persamaan (2.48) juga disebut homogen orde dua karena G(x,y)=0 dan turunan

tertinggi dari variabel terikatnya adalah dua, yaitu 6°u/ét* dan 6°u/ox?.
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Dari penjabaran di atas, dapat dikatakan bahwa persamaan (2.48) adalah

persamaan diferensial parsial linier homogen orde dua.

2.2 Masalah Nilai Awal

Setiap persamaan matematika fisika dibangun berdasarkan fenomena atau
proses yang hampir sama dimana jumlahnya tak terhingga banyaknya secara
kualitatif. Oleh karena itu, persamaan diferensial memiliki tak terhingga
penyelesaian partikulir. Secara spesifik, penyelesaian yang dijelaskan secara
fenomena fisika berdasarkan penelitian berbeda dengan penyelesaian partikulir
persamaan diferensial dengan berdasarkan kondisi awal dan kondisi batas
(Polyanin, 2002).

Secara umum, persamaan diferensial parsial linier orde dua tipe parabolik

dengan n variabel, ditulis sebagai berikut (Polyanin, 2002):

%W — L [w] = @(x,1) (2.49)
dimana
n 62 n 8W
Lx,t[W]?_’,lai,- (x,1) ox an | +§bi (X,t)a—Xi+c(x,t)w (2.50)

X ={X, %o X o iaij(x,t)éigj 202&2, o>0

NE

Persamaan parabolik dibangun berdasarkan asumsi suhu yang tak stabil,
proses difusi, dan fenomena lain yang tergantung pada waktu t. Pada masalah
Cauchy untuk mencari penyelesaian w yang memenuhi persamaan (2.49) maka
diberikan kondisi awal sebagai berikut:

w(x, 1) = f(x)



22
Secara umum, persamaan diferensial parsial linier orde dua tipe hiperbolik
dengan n variabel, ditulis sebagai berikut (Polyanin, 2002):

o*w
atZ

+ go(x,t)z\f[v— L [w] = d(x,t) (2.51)

dimana operator diferensial linier L [w] didefinisikan pada persamaan (2.50).

Persamaan hiperbolik ini dibangun berdasarkan asumsi proses gelombang
tak stabil yang bergantung pada waktu t. Pada masalah Cauchy untuk mencari
penyelesaian w yang memenuhi persamaan (2.51) maka diberikan kondisi awal
sebagai berikut:

w(x,t,) = f,(x)

oW | (2.52)
o (%,t) = f,(%)

Kondisi awal (2.52) disebut homogen jika f,(x)=0 dan f,(x)=0.
Kondisi awal ditentukan dari kondisi fisik pada waktu t,. Untuk
persamaan difusi kondisi awalnya adalah
u(x,t) = 4(x)
dimana ¢(X) =¢(X, Y,z) adalah fungsi yang diberikan. Untuk difusi, ¢(x) adalah

konsentrasi awal. Untuk aliran panas, ¢(X) adalah suhu awal (Strauss, 2008).

Pada persamaan difusi atau persamaan panas, persamaan diferensial
parsial menentukan jejak difusi atau konduksi panas dimana kondisi batas
menjelaskan apa yang terjadi pada batas untuk mempengaruhi penyelesaian di
domain. Sedangkan, kondisi batas menjelaskan bagaimana keadaan penyelesaian

berkembang. Tanpa itu, permasalahan matematika tidak dapat diselesaikan.
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Secara fisika, dua balok dengan kondisi batas yang sama dapat memberikan
penyelesaian yang berbeda jika diberikan dua nilai awal yang berbeda (Tung,
2013).

Untuk persamaan gelombang yang mempunyai turunan kedua terhadap
waktu, membutuhkan dua kondisi awal, yang dapat ditulis sebagai berikut (Tung,
2013):

U(X.t) = 4(x)

2 (x,1) =y (9

dimana ¢(x) adalah posisi awal dan y/(X) adalah kecepatan awal.

2.3 Penyelesaian Masalah Nilai Awal
Pada persamaan gelombang, masalah nilai awal dapat diselesaikan dengan
metode tranformasi Fourier dan D ’Alembert. Metode D ’Alembert diperkenalkan
olen D’Alembert pada tahun 1746. Metode ini lebih sederhana namun, hanya
berlaku pada persamaan gelombang saja (Tung, 2013).
Contoh 2.3
Pandang persamaan gelombang berikut ini:
4u, +5u,+u, =0, —oo<Xx<owo, t>0 (2.53)
dengan kondisi awal
u(x,0) = sin(x) (2.54)
u,(x,0)=0 (2.55)

Persamaan (2.53) dapat dikerjakan dengan faktorisasi operator diferensial, yaitu:
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2 2 2
40U | GO Oy (40 010 0N,y ty=0 (256)
OX oxot ot ox ot )\ox ot

Jika dimisalkan (8/ox +9@/at)u(x,t) = f(x,t), maka persamaan (2.56) dapat

ditulis

o 0
(@(+thf(x,t):o (2.57)

Berdasarkan persamaan (2.56) dan (2.57), maka persamaan (2.53) dapat direduksi

menjadi sistem persamaan diferensial parsial orde satu sebagai berikut:

ou(x,t) A ou(x,t) A
ot

= f(x,1) (2.58)

EICDIGICHE

0 2.59
OX ot ( )

Langkah pertama adalah menyelesaikan persamaan (2.59), dengan memberikan

nilai awal f(X,0)=a(x) dan diasumsikan laminer x =z, maka didapatkan
X=7, =0 f,=a()

sehingga dapat disimpulkan kurva-kurva karakteristik dari persamaan (2.59),

dapat dinyatakan sebagai berikut:

ax

ds

df
— n =
ds

4, e
ds

1, da 0

Kemudian, integralkan semua komponen di atas, yaitu jcl dx=_|'c4 ds, maka

diperoleh x=4s dan jcl dt=jcl ds, maka diperoleh t=s dan Ll df :ICO ds,

maka diperolen f =0. Sehingga didapatkan penyelesaian untuk kurva-kurva

karakteristik dari persamaan (2.59) dengan nilai awalnya yaitu:
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X(r,8)=4s+7 dan t(r,s)=s dan f(zr,s)=a(r)
dimana persamaan pertama dapat ditulis 7 = x—4s, untuk setiap s=t maka dapat
dinyatakan 7 =x—4t. Selanjutnya, substitusikan 7=x—4t pada f(z,s)=a(r)
sehingga didapatkan
f(zr,s)=a(r)=a(x—4t) (2.60)
sehingga diperoleh kondisi awal untuk f(x,t) dari persamaan (2.58), yaitu:

f (x,0) =cos(x) +0
= c0s(X)

Kemudian, dengan persamaan (2.60) maka didapatkan penyelesaian untuk
persamaan (2.59), yaitu:

f (x,t) = cos(x — 4t) (2.61)
Substitusikan persamaan (2.61) pada persamaan (2.58), sehingga didapatkan

ou(x,t) B ou(x,t)
OX

= CoS(x —4t) (2.62)

sehingga dapat disimpulkan kurva-kurva karakteristik dari persamaan (2.62),
yaitu:

ax = a =1, dan du = COS(Xx —4t)
ds ds ds

Kemudian, integralkan semua komponen di atas, yaitu fcl dx=J'C1 ds, maka

diperoleh x=s dan jcl dtzj'cl ds, maka diperoleh t=s dan .[Cldu:jccos(x—4t) ds,

maka diperoleh u:jccos(x—4t) ds. Jika pada kondisi awal gelombang

diasumsikan laminer x =z, maka didapatkan
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Xx=7+S dan t=0 dan u(x,0)= f(7) (2.63)
Jika kedua ruas persamaan x =7 +s ditambah dengan —4s, maka didapatkan
X—4t=7-3s, (2.64)
untuk setiap s=t.

Kemudian, substitusikan persamaan (2.64) pada u=_[ccos(x—4t) ds, sehingga

diperoleh penyelesaian untuk u bersama kondisi awalnya, yaitu:
u(z,s) =jcos(x—4t) dt+ f(z)
0

cos(z —3t) dt + f (7)

O ey »

Jika dimisalkan A =7 —3t, maka dA=-3dt. Hal ini mengakibatkan

u(z,s) = f cos(ﬂ)(—;dﬂ,j +§(2)

T
7-38

:_é [ cos(2)da+1(z)

7-3s

+ f(7)

T

—;sin(ﬂ)

£ ; [sin(z —3s) —sin(z)]+sin(r)

Bsin(r) + sin(r)} - ;Sin(f —3s)
:%sin(r)—%sin(r—%)
=%(4sin(r)—sin(r—33)) (2.65)

untuk setiap x =z dan t=s.

Karena 7 =Xx—t dan X—4t=17-3{, maka persamaan (2.65) dapat ditulis
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u(x,t) :%(4sin(x—t)—sin(x—4t)) (2.66)

dimana 1/3(4sin(x—t)—sin(x—4t)) merupakan gelombang yang berjalan ke

kanan.

2.4 Masalah Nilai Batas

Untuk mendapatkan penyelesaian analitik dari persamaan diferensial
parsial, maka harus menentukan penyelesaian masalah nilai batas dengan
menggunakan metode pemisahan variabel. Masalah Nilai Batas (MNB)
melibatkan suatu persamaan diferensial parsial dan semua penyelesaiannya yang
memenuhi syarat dinamakan syarat batas (Spiegel, 1983).

Secara matematik, masalah nilai batas adalah suatu cara untuk menemukan
fungsi yang memenuhi persamaan diferensial parsial yang telah diberikan dan
kondisi partikulir. Sedangkan secara fisika, masalah nilai batas adalah suatu
permasalahan yang tidak bergantung waktu dan hanya memuat koordinat-
koordinat ruang. Seperti halnya, masalah nilai awal yang berhubungan dengan
persamaan diferensial parsial tipe hiperbolik, masalah nilai batas berhubungan
dengan persamaan diferensial parsial tipe eliptik (Myint-U dan Debnath, 2007).

Beberapa bentuk khusus syarat batas yang digunakan dalam aplikasi
diklasifikasikan menjadi tiga, yaitu (Myint-U dan Debnath, 2007):

1) Kondisi Batas Tipe Pertama
Kondisi batas tipe pertama atau biasa disebut kondisi batas Dirichlet

adalah mencari suatu fungsi U(X, y), harmonik di D, yang memenuhi:

u=f(s),
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pada B, dimana f(S) adalah fungsi kontinu yang terdefinisi pada batas B

dari domain D. Dimana D adalah interior dari piecewise halus kurva B
tertutup sederhana.
Sedangkan menurut Nagle dan Saff (1966) kondisi batas Dirichlet dapat

dinyatakan sebagai berikut:

y'+4y=0; y(0)=y(L)=0
dimana nilai eigennya A :(nz/L)z, dimana n=1, 2, 3..., dan fungsi
eigennya adalah ¢, (x)=a,sin(nzx/L), dimana a, konstanta tidak nol.

Secara fisika penyelesaian U dari kondisi batas Dirichlet dapat
diartikan bahwa distribusi suhu tubuh yang stabil dimana tidak ada sumber
panas yang masuk, dengan suhu yang telah dijelaskan di setiap titik pada
batas.

Kondisi Batas Tipe Kedua

Kondisi batas tipe kedua atau biasa disebut kondisi batas Neumann

adalah mencari suatu fungsi U(X, y), harmonik di D, yang memenuhi:

u_ f(s), (2.67)
on
pada B, dengan
j f(s) ds=0. (2.68)

B
Simbol du/on menotasikan turunan berarah dari U sepanjang vektor normal

ke batas B. Persamaan (2.68) dikenal sebagai kondisi kesesuaian dikarenakan

akibat dari persamaan (2.67) dan persamaan VA =0.
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Sedangkan menurut Nagle dan Saff (1966) kondisi batas Neumann

dapat dinyatakan sebagai berikut:

y'+Ay=0, y(0)=y(L)=0
dimana nilai eigennya A, :(n;r/L)z, dimana n=12,3,..., dan fungsi
eigennya adalah ¢, (x) =c, cos(nzx/L), dimana c, konstanta tidak nol.

Penyelesaian U dapat diartikan sebagai distribusi suhu tubuh yang
stabil dimana tidak ada sumber panas yang masuk ketika ada aliran panas
yang melewati batas yang telah didefinisikan. Pada kasus ini, kondisi
kesesuaian secara fisika dapat diartikan sebagai panas yang dibutuhkan ketika
ada aliran panas yang melewati batas adalah nol.

3) Kondisi Batas Tipe Ketiga

Kondisi batas tipe ketiga atau biasa disebut kondisi batas Robin adalah

mencari suatu fungsi U(X, y), harmonik di D, yang memenuhi kondisi batas

dari masing-masing tipe pada batas B, yaitu:

u= fl(s)i
pada B, dan

ou

—=f,(s),

po 2(9)

pada B,, dimana B =B, UB,.

2.5 Penyelesaian Masalah Nilai Batas
Banyak permasalahan matematika fisika linier yang dapat diselesaikan

dengan metode pemisahan variabel. Metode pemisahan variabel adalah teknik
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klasik yang efektif untuk menyelesaikan beberapa tipe dari persamaan diferensial
parsial. Misalnya saja penyelesaian U(X,t) untuk persamaan diferensial parsial
sebagai kombinasi linier tak hingga fungsi komponen sederhana
u,(x,t), n=1,2,3,... yang memenuhi persamaan diferensial parsial, homogen,
linier, dan kondisi batasnya (Nagle dan Saff, 1996).

Gambar 2.1 menggambarkan skema penerapan metode ini untuk
menyelesaikan masalah nilai batas untuk persamaan linier homogen orde dua
untuk tipe parabolik dan hiperbolik dengan kondisi batas homogen dan kondisi

awal tak homogen. Secara sederhana, pandang permasalahan berikut dengan dua

variabel bebas x dan t, dimana x, < x<X, dan t>0 (Polyanin, 2002):

a(t)ﬁat\;v+ ﬂ(t)?’tv A a(x)ngzv+ b(x)?)’(v e +r®w  (269)

dengan kondisi batas homogen

S0, W(X;,t) +kw(x,t)=0

(2.70)
S,0, W(X,,t) +K,w(X,,t)=0
dan kondisi awal
w(x,t,) = f,(x) (2.71)
W) _ ¢ () (2.72)

ot
Asumsikan koefisien-koefisien persamaan (2.69) dan kondisi batas (2.70) dengan

syarat sebagai berikut:
a(t), ), (1), ax), b(x), c(x)
adalah fungsi-fungsi kontinu dan

a(t)=0, 0<a(x) <o, |s]+|k|>0, [s,|+|k,[>0
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Masalah awal = PDP untuk w=w(x,?), kondisi awal dan kondisi batas

<

Asumsikan w(x,1) = @(x)y ()

J

Susun kembali menjadi F(x,@. .. ¢ )= F .y, v, y,)

Tulis persamaan F,(x,p,¢.,¢" )=-1, F,(t.y,y v )=—1

iy

Mencari nilai eigen 4, dan fungsi eigen ¢, =¢p(x,4,), n=12,...

!

Mencari vy, (1) =w(t,A,) yang bersesuaian dengan nilai eigen A =4

|

Mencari untuk penyelesaian deret wi(x,?) = @, (x)y, () + @, (X)), () +- -

iy

Selesai

1

Gambar 2.1 Skema Penyelesaian Masalah Nilai Batas dan Masalah Nilai Awal dengan Metode
Pemisahan Variabel

Untuk menentukan penyelesaian  w_ (X,t), pertama diasumsikan
w, (x,t) =@, (X)w, (t). Selanjutnya dilakukan proses substitusi dari bentuk ini ke
persamaan diferensial kemudian dipisahkan antara variabel x dant sehingga
didapatkan dua fungsi persamaan diferensial biasa dengan menggunakan kondisi

batasnya untuk fungsi ¢,(x) dan v, (t). Metode ini akan menghasilkan
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penyelesaian untuk persamaan diferensial parsial dengan masalah nilai batas yang
melibatkan satu variabel (Nagle dan Saff, 1996).

Misalkan penyelesaian partikulir persamaan (2.69) berbentuk sebagai
berikut:

5,0, W(Xx,,t)+kw(x,t)=0
0,06, )-+ kaw(x, 1) 073
5,0, W(X,,t) +Kk,w(x,,t) =0
Setelah pemisahan variabel dan manipulasi dasar, sehingga menghasilkan
persamaan diferensial biasa linier untuk fungsi @ =@(x) dan ¥ =w(X) berikut

ini: (2.74)

a(xX) @l +b(x)@} +[1+c(x)]p=0
at)yy + B0 +[A+yO)ly =0 (2.75)

Persamaan ini memuat parameter A yang disebut konstanta pemisah, dengan

notasi yang diambil dari gambar 2.1 persamaan (2.74) dan (2.75) dapat ditulis
kembali sebagai ¢F, (X, @, @, ¢ )+Ap=0 dan wF,(t, v, v/, wy)+Ay =0.
Substitusikan persamaan (2.73) pada persamaan (2.69) sehingga menghasilkan
kondisi batas homogen untuk @ = ¢@(X) seperti pada persamaan (2.69).

Penyelesaian persamaan diferensial parsial dengan menggunakan metode
pemisahan variabel menghasilkan dua persamaan diferensial biasa linier homogen
(2.74) berhubungan dengan kondisi batas homogen (2.69) dan menghasilkan
masalah nilai eigen.

Suatu persamaan diferensial linier homogen orde dua dengan koefisien
konstanta dapat dinyatakan sebagai berikut (Nagle dan Saff, 1996):

ay"+by'+cy=0 (2.76)
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dengan a, b, dan c adalah konstanta riil, dimana a = 0.
Maka penyelesaian umum dari persamaan (2.76) adalah
y=CY +CY,

dimana c, dan c, adalah konstanta.

Selanjutnya, jika y=e™, disubstitusikan ke persamaan (2.76), maka
didapatkan
am’e™ +bme™ +ce™ =0
Persamaan di atas dapat disederhanakan menjadi
e™(am*+bm+c) =0 (2.77)
Persamaan (2.77) harus sama dengan nol. Hal ini akan terjadi jika dan hanya jika
am®+bm+c=0 (2.78)
hal ini mengingat e™ tidak pernah nol.

Akibatnya y =e™ adalah penyelesaian untuk persamaan (2.76) jika dan
hanya jika m memenuhi persamaan (2.78). Persamaan (2.78) disebut persamaan
karakteristik dari persamaan (2.76) dan akar-akar dari persamaan (2.78) disebut
akar-akar karakteristik. Berkenaan dengan persamaan (2.78) ada tiga kasus yang
harus ditinjau, yaitu; persamaan (2.78) mempunyai dua akar riil berbeda, akar
berulang, atau akar kompleks konjugat (Finizio dan Ladas, 1988).

a) Akar riil berbeda : Jika m, dan m, dua akar riil berbeda dari persamaan

(2.78), maka e™ dan e™* adalah penyelesaian untuk persamaan (2.76).

Sehingga penyelesaian umum persamaan diferensial (2.76) adalah

y(x)=Ce™ +Ce™ (2.79)
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dimana C, dan C, konstanta-konstanta sebarang.

b) Akar berulang : Jika persamaan Kkarakteristik (2.78) mempunyai akar
berulang, maka e™ dan xe™, adalah penyelesaian untuk persamaan (2.76).
Sehingga penyelesaian umum persamaan diferensial (2.76) adalah

y(x) =Ce™ +C,xe™ (2.80)

c) Akar kompleks konjugat : Jika persamaan karakteristik (2.78) mempunyai
akar-akar kompleks konjugat «+ fi, maka penyelesaian untuk persamaan
(2.76) adalah e"“cosfx dane”sin fx. Sehingga penyelesaian umum
persamaan diferensial (2.76) adalah

y(x) =e”(C, cos Bx+C,sin Bx) (2.81)
Misalkan ¢, =@,(Xx,4) dan @, =¢,(x,A) adalah penyelesaian partikulir
linier tak terikat dari persamaan (2.74), maka penyelesaian umumnya dapat

ditunjukkan sebagai kombinasi linier berikut ini (Polyanin, 2002):

o =C,p,(X,4)+C,0,(x, 1) (2.82)
dimana C, dan C, adalah konstanta sebarang.

Substitusikan penyelesaian (2.82) pada kondisi batas (2.70) sehingga

menghasilkan sistem linier homogen dari persamaan untuk C, dan C,, yaitu:

&3(A)C, +£,(1)C, =0

(2.83)
£3(A)C; +6,(4)C, =0

dimana &;(4) =| s, +k, |

Supaya sistem (2.83) mempunyai penyelesaian nontrivial, maka determinannya

harus sama dengan nol. Pandang persamaan berikut ini:
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&,(A)ey, (1) —g,(A)e,(A) =0 (2.84)
Penyelesaian transenden persamaan (2.84) untuk A, didapatkan nilai eigen
A=4,, dimana n=12,.... Untuk nilai 4, maka penyelesaian nontrivial dari
persamaan (2.83), yaitu:
00 (X) = &,(4,) (X, 4,) — £14(4,) 2, (X, 4,) (2.85)
dimana persamaan (2.85) disebut fungsi eigen.

Selanjutnya, tulis kembali persamaan (2.74) dalam bentuk sebagai berikut:

[P()@, ()], +[20(X) —a(x)]p =0

dimana

Hal ini sesuai bahwa p(x), p.(x), q(x) dan po(X) adalah fungsi kontinu, dimana
p(x) >0 dan p(x)>0.

Untuk persamaan hiperbolik, penyelesaian masalah nilai awal ditunjukkan

dalam bentuk sebagai berikut (Polyanin, 2002):
W(X1t) = an(x) [A\l//nl(t) + Bnlr//nz(t)] (287)
n=1

dimana A, dan B, adalah sebarang konstanta. Fungsi-fungsi v, (t) dan y,,(t)
adalah penyelesaian partikulir dari persamaan linier (2.75) untuk y (dengan

A =4,) yang memenuhi kondisi

vu(0)=1 v,(0)=0, v,(0)=0, y;,(0)=1 (2.88)
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Substitusikan penyelesaian (2.87) pada kondisi awal (2.71) dan (2.72) sehingga

didapatkan
3 AG.(0=00, 3 Bp, (9=,

Kalikan persamaan tersebut di atas dengan p(x)¢,(x), dan gabungkan hasil yang

diperoleh yang berhubungan dengan variabel x pada interval x, < x <X,, sehingga

didapatkan koefisien deret Fourier (2.87) dalam bentuk

A IP(X)%(X)f (x)dx, B, = (x) F,(x)dx (2.89)

Hcon 5

dimana g, [ = [* p(x)p2(x) dx dan [~ p(x)g3, (), (¥) dx =0 untuk n#m

Persamaan (2.85), (2.87), dan (2.89) merupakan penyelesaian umum
masalah nilai batas dan masalah nilai awal untuk persamaan (2.69) sampai

persamaan (2.72) untuk «(t) > 0.

2.6 Eksistensi dan Ketunggalan Penyelesaian Persamaan Gelombang
2.6.1 Fungsi Kontinu
Definisi 2.2

Misalkan f:A— R dan Bc A Fungsi f dikatakan kontinu di B jika f
kontinu di setiap titik x € B (Guswanto dan Nurshiami, 2006).
Definisi 2.3

Misalkan AcR dan f:A—R. Fungsi f dikatakan kontinu seragam
pada A jika untuk setiap £ >0 dan U € A, terdapat suatu (&) >0 sedemikian

sehingga untuk X,u e A yang memenuhi (Bartle dan Sherbet, 2000):
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x—u[<5(¢)
maka
fO)-f(u)<e
Contoh 2.4
Tunjukkan bahwa f (x) = x* merupakan fungsi kontinu seragam.

Bukti:

Ambil £>0, terdapat o(e)>0 sedemikian sehingga untuk X,ue A yang

memenuhi |x —u| < 5(¢), maka
!f(x)—f(u)l<‘x2—u2|:\x—uHx+u)<5(3)!x+ul

Jika diambil §(&) =&/ |x+u| maka

&

[FO)— f(u)|<d(e)|x+ul<
| +ul

Ix+u|=¢
Jadi, f kontinu seragam.

Definisi 2.4

Sistem dinamik adalah pemetaan yang bersifat C* (kontinu dan
terdiferensial)

$p:RxS—S
(X,t) = X,

dimana S himpunan terbuka dari ruang Euclid dan dinyatakan ¢(x,t) = ¢(X).
Hirsch dan Smale (1970) menyatakan bahwa pemetaan ¢ :S — S harus

memenuhi sifat-sifat:
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a) ¢, :S — S adalah identitas

b) 44 =g, untuksetiap t,seR

2.6.2 Fungsi Lipschitz
Definisi 2.5

Misalkan AcRR dan f: A—RR. Terdapat nilai konstanta K >0 jika

[f 00— f(u)|<K|x—u|

untuk setiap X,u e A (Bartle dan Sherbert, 2000).
Maka f disebut fungsi Lipschitz (memenuhi kondisi stabil) pada A. Kondisi
| f(x)— f(u)|<K|x—u| merupakan fungsi f:l1—>R pada interval | yang
dikatakan fungsi Lipschitz yang dapat diinterpretasikan secara geometris. Jika

kondisinya ditulis |( f(x)—f(u))/x—u|<K, untuk setiap x,uel, dan x=u,
maka kualitas nilai yang pasti merupakan gradien dari daerah garis pada (x, f(x))

dan (u,f(u)). Hal ini merupakan sebuah fungsi f yang memenuhi fungsi

Lipschitz jika dan hanya jika gradien dari semua daerah garis terletak pada dua

titik dari grafik y = f (x) sampai | yang merupakan batas sebarang K.

Teorema 2.1
Jika f:A—R adalah fungsi Lipschitz, maka f merupakan fungsi
kontinu seragam pada A.

Bukti:
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Jika | f(x)— f (u)| < K|x—u| terpenuhi dan &>0, maka 5=¢/K. Jika x,ueA
memenuhi |x—u|<5 maka |f(x)—f(u)|<K(e/K)=e& Oleh karena itu, f
merupakan fungsi kontinu seragam di A.
Contoh 2.5
Misalkan f(x)=x* pada A=[0,b] dengan b konstanta positif.
Untuk menunjukkan bahwa f adalah fungsi Lipschitz, maka ambil sebarang
X,u €[0,b]. Perhatikan bahwa

[f(x)— f(u)|:‘xz—u2¥:|x+u||x—u|32b|x—u|

Sehingga dengan mengambil K =2b, f merupakan fungsi Lipschitz.

Definisi 2.6
Misalkan diberikan fungsi f :W — E dimana W adalah himpunan terbuka
pada ruang vektor E yang bernorma, dikatakan memenuhi kondisi Lipschitz pada
W jika ada konstanta K sehingga berlaku
1f(y)— f()|<K|y—x|
untuk setiap x, y eW.

K disebut konstanta Lipschitz pada f (Hirsch, dkk., 2004).

Definisi 2.7
Pandang persamaan diferensial berikut ini

X'=F(X) (2.90)
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dimana F:R" —>R". Diasumsikan F kontinu dan terturunkan (continuous
differentiable) atau dapat ditulis C*. Artinya, F dan turunan pertama parsial ada
dan fungsi kontinu pada R".

Penyelesaian sistem ini adalah fungsi terturunkan X :J —R" yang
terdefinisi pada beberapa interval J =R sedemikian sehingga untuk setiap t € J

X'(t) = F(X (1)) (2.91)

Secara geometri, X(t) adalah kurva di R" dimana tangen vektor X'(t) sama

dengan F(X(t)). Pemetaan F:R" —R" didefinisikan sebagai medan vektor

pada R". Kondisi awal untuk penyelesaian X :J — R" berbentuk X(t,)= X,

dimana t, € J dan X, eR" (Hirsch, dkk., 2004).

Teorema 2.2 Eksistensi Penyelesaian Masalah Nilai Awal

Diberikan masalah nilai awal sebagai berikut:

X'=F(X), X(0) = X,

dimana X,eR". Misalkan F:R" —R" adalah C'. Maka ada penyelesaian
tunggal dari masalah nilai awal ini. Lebih tepatnya, ada a >0 dan a penyelesaian
tunggal X :(-a,a) »> R" dari persamaan diferensial ini yang memenuhi kondisi
awal X (0) = X, (Hirsch, dkk., 2004).
Bukti:

Misalkan F:R" —R", dalam koordinat (x,,...,x,) pada R", ditulis

FOX) = (0% X))o T (X0 X))
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Misalkan DF, turunan dari F di titik X € R", turunan ini dapat dilihat dari dua
segi, yaitu pertama, DF, adalah pemetaan linier yang terdefinisi untuk setiap titik

X eR", pemetaan ini bersesuaian dengan setiap vektor U e R", yaitu:

F(X +hU)-F(X)

DF, (U) = lim
dimana heR.
Secara ekuivalen, dalam bentuk matriks DF, adalah matriks Jacobian
nxn, yaitu:

0

DF, :[(%(.J(fi(xl""’xn)

j
Sehingga turunan dapat dipandang sebagai fungsi yang berhubungan dengan
pemetaan linier atau matriks untuk setiap titik di R". Oleh karena itu,
DF:R" > L(R").

Seperti yang diketahui sebelumnya, fungsi F dikatakan kontinu dan
terturunkan (continuous differentiable) atau dapat ditulis C*, jika setiap turunan

parsial dari f; ada dan kontinu. Akan ditunjukkan F adalah C'. Untuk setiap
X eR", didefinisikan norma |DF, || dari matriks Jacobian DF,, yaitu:

|IDFy || =sup|DF, (U)|
UL

dimana U eR", dengan catatan |DF, | bukan nilai eigen terbesar dari matriks
Jacobian di X. Maka didapatkan

[DF, (V)] <[BR V|
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untuk sebarang vektor V e R". Jika V = (V /\V|)V|, maka didapatkan

v

M

karena V /\V|=1. Sehingga, jika F:R"—R" kontinu dan terdiferensial (Cl)

|DFX (V)| =|DF,

V[ <|DR V|

berakibat R" — L(R”), dimana X — DF,, adalah fungsi kontinu.

Misalkan O cR" himpunan terbuka. Fungsi F:O —R" dikatakan

fungsi Lipschitz pada O jika ada konstanta K sedemikian sehingga
IF(Y)-F(X)| <K[Y = X|

untuk setiap X,Y € O. K disebut konstanta Lipschitz untuk F. Secara umum, F

dikatakan locally Lipschitz jika setiap titik di @ mempunyai persekitaran O’ di

O sedemikian sehingga pembatasan F ke (0" adalah Lipschitz. Konstanta

Lipschitz dari F|O’ dapat berubah-ubah sesuai dengan persekitaran (.
Pengertian penting lainnya yaitu kekompakan. Himpunan C cR" dikatakan
kompak jika tertutup dan terbatas. Jika f :C — R kontinu dan C kompak, maka

f terbatas pada C dan f mencapai maksimum pada C (Hirsch, dkk., 2004).

Lemma 2.1
Misalkan fungsi F:O—R" kontinu dan terturunkan (C'). Maka F

locally Lipschitz.

Bukti:

Misalkan fungsi F : O — R" kontinu dan terturunkan (C') dan misalkan
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X, €0. Maka ada & > 0 jari-jari pada bola tertutup O, dimana © memuat X,.
Misalkan K batas atas |DF, | pada O,, dijamin batas |DF,| ada karena DF,
kontinu dan O, kompak. Himpunan O, konvek, oleh karena itu, jika Y,Z € O,
maka ada segmen garis lurus yang menghubungkan Y ke Z yang termuat di O,.
Diberikan Y +sU € O,, untuk garis lurus ini dimana U =Z-Y dan 0<s<1.
Misalkan w(s)=F(Y +sU), dengan menggunakan aturan rantai maka
didapatkan

y'(s) = DR, (U)

Oleh karena itu, maka didapatkan

F(Z)-F()=y(@)-w(0)

sehingga didapatkan
1
F(Z)-F(Y) st\U\ds= K|Z-Y]|
0

Secara implisit menurut teorema 2.2 yaitu, jika O konvek dan jika |DF,[ <K

untuk setiap X € O, maka K adalah konstanta Lipschitz untuk F |O.
Misalkan J interval terbuka yang memuat 0 dan X : J — © memenuhi
X'(t) = F(X (1))

dimana X (0) = X,. Integralkan kedua sisi persamaan di atas dan didapatkan
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X)) =X, +jF(X(s)) ds

Persamaan di atas merupakan bentuk integral dari persamaan diferensial
X'=F(X). Jika X :J —© memenuhi persamaan integral ini, maka X (0) = X,
dan X memenuhi X'=F(X). Oleh karena itu bentuk integral dan turunan dari

persamaan ini ekuivalen untuk X :J —@. Untuk membuktikan eksistensi
penyelesaian, akan digunakan bentuk integral dari persamaan diferensial dan

asumsi-asumsi sebagai berikut:

1) O, bola tertutup, jari-jari p >0 ditengah-tengah X,
2) Ada konstanta Lipschitz K untuk F pada O,
3) |F(X)|<M pada O,
4) Pilih a<min{p/M,1/ K} dan misalkan J =[-a,a]
Langkah pertama, definisikan barisan fungsi UgU,,... dari J keO,.

Kemudian akan dibuktikan fungsi-fungsi ini konvergen seragam menuju fungsi
yang memenuhi persamaan diferensial. Untuk memperoleh kekonvergenan pada

Uk maka harus memenuhi lemma berikut:

Lemma 2.2
Misalkan U, : J -> R", k=0,1,2,... adalah barisan fungsi kontinu yang
terdefinisi pada interval tertutup J yang memenuhi kondisi berikut (Rudin, 1976):

Diberikan £ >0, ada N >0 sedemikian sehingga untuk setiap p,q> N

r?ea}x‘up(t)—uq(t)‘<g
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Maka ada fungsi kontinu U : J — R", sedemikian sehingga

rpaJX|Uk(t)—U(t)| <& koo
Untuk sebarang t, dimana [t <a,
t t
LimJ.Uk(s) ds=jU(s) ds
0 0

Bukti:

Ambil & =sup|U,(s)-U(s)|, maka

U —¢ <U<U, +¢

sehingga, integral atas dan integral bawah memenuhi

O —_—

- t
U —¢&) dsSJ'U dssJ'U dssj(uk+gk) ds
= 0
sedemikian sehingga
0sju ds—[U ds <2z, [s(t) - s(0)]

karena ¢, — 0 dan k — oo, maka integral atas dan integral bawah U sama dan

didapatkan

jUds—jdes
0 0

<& [s(t)—s(0)]

sehingga lim [ U, (s) ds = [ U (s) ds terbukti.

Barisan fungsi U, didefinisikan secara rekursif dengan menggunakan

skema iterasi Picard. Misalkan

Uy (t) = X,
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untuk t € J, didefinisikan
U,(1) = X, + [ F(Uy()) ds = X, +tF(X,)
karena [t <a dan [F(X,)|<M, maka didapatkan
U, (1) — X,| =[t]|[F(X,) <aM < p|
sehingga U,(t) € O, untuk setiap teJ. Dengan induksi, diasumsikan bahwa

U, (t) terdefinisi dan U, (t) — X,| < p untuk setiap t  J. Maka misalkan
t
Uea(t) = Xo + [F(U,(5) ds
0

Akan ditunjukkan |U,,,(t)—X,|<p sedemikian sehingga U, (t)eO, untuk
setiap t € J. Hal ini akan berakibat barisan untuk U, ,,,U, ,... kontinu, yaitu:
t
U= Xo| < [[FU ()] ds
0
t
<M ds
0
<Ma<p

Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa konstanta L >0, untuk setiap k>0

sedemikian sehingga

Uy () -U, (B)] < (aK)“ L
Misalkan L maksimum dari |U1(t)—U(t)|, —a<t<a. Berdasarkan persamaan di
atas L <aM, sehingga didapat

U, -Us 0] = [} |F U () - F(Uy(s))] ds

< I;K|Ul(s)—uo(s)| ds
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U, (t) —U, ()] < aKL
Diasumsikan dengan induksi, untuk k >2. Sudah terbukti bahwa
U, () -U, ()] < (@K)“'L

untuk setiap |t| <a. Maka didapatkan

t
Uea®-U, )] < [IF U () = FU,1(s))] ds
0
<K j U,(s) —U, ,(s)|ds
0
< (aK)(aK)*'L = (aK)*L
Misalkan «=akK, sehingga diasumsikan « <1. Diberikan sebarang bilangan

g>0, pilih bilangan N sehingga untuk sebarang bilangan r>s>N maka

didapatkan
U, (1) -U (1)< D Uy ()-U, (0)
k=N
iakL
k=N

&

IN

IA

Sehingga terbukti barisan fungsi U,,U,,... konvergen seragam menuju fungsi

kontinu X : J — R". Berdasarkan identitas
t
Uea(t) = X, + [ F(U,(s)) ds
0
Dengan memberikan limit pada kedua sisi persamaan di atas, maka didapatkan
t
X (t) = X, +liij(uk(s)) ds
0

- x0+j(m F(Uk(s)))ds

0



48
X () =X, +iF(X(s)) ds

Oleh karena itu, X:J — O, memenuhi bentuk integral dari persamaan
diferensial dan merupakan penyelesaian dari persamaan itu sendiri. Secara umum
X:J— 0O, kontinu dan terturunkan (Cl). Sehingga penyelesaian untuk

persamaan diferensial ini ada.

Teorema 2.3 Ketunggalan Penyelesaian untuk Persamaan Gelombang
Misalkan QcR" terbuka, mulus dan terbatas di Q. Maka ada satu
penyelesaian ueQ,, Q. =Qx(0,T] untuk masalah nilai awal atau masalah nilai

batas, yang ditulis sebagai berikut (Kumar dan Kumar, 2010):

u, —C’Au=f, dalam Q. (2.92)
u=g, pada I';,I'; =Q, —-Q,
0 =447 pada Qx{t =0}

Bukti :

Misalkan u adalah penyelesaian lain dari (2.92). Maka

U, —C°AU = f, dalam Q.
thand, pada I;,[; =Q, Q.
u, =h, pada Qx{t=0}

Misalkan w=u—U, maka w adalah penyelesaian dari

w, —c*’Aw =0, dalam Q,
w=0, pada I}, T, =Q, —-Q,
w, =0, pada Qx{t =0}
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Karena penjumlahan antara energi kinetik dan energi potensial menghasilkan

energi konservasi, yaitu E(t) = KE(t) + PE(t) maka besarnya energi konservasi

kekal. Kekekalan energi berakibat mengubah energi kinetik menjadi energi

potensial, begitu pula sebaliknya. Sehingga energi konservasi dapat ditulis

E(t) = ;j[wf(x,t)HZDw(x,t)z} dx (2.93)

untuk 0<t<T.

Turunkan persamaan (2.93) terhadap t, maka didapatkan

E(t) = ;I[ZWtth +2c*DwDw, | dx

Q
= .[wtvvn dx — JCZWtAW dx (2.94)
Q Q

Berdasarkan identitas Green, yaitu:

o
J.(WA¢+VQ//.V¢)dX— Jl//avdS

Q oQ

Misalkan v =w,, ¢=w, Vi =Dw, =w,,, dan V¢ = Dw =w,, maka diperoleh

I(WtAW+ Dw,.Dw)dx = I W, ?VNdS

Q oQ

ow
Z[ Dw,.Dw dx = —i W,Aw dx +5L W, =~ dsS (2.95)
Karena w=0 pada I'; dan w,=0 pada I';, dimana 0Q (= Qx{t=0}), maka
persamaan (2.95) menjadi
j Dw,.Dw dx = —jthW dx+j @wt dsS
Q Q oQ 6V

=— £ W, VW dx +3L %(0) ds
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J‘DWI.DW dx= —thVw dx+0
Q Q

= —I w,Vw dx
Q

Pandang kembali persamaan (2.96) berikut ini:

E(t) = jwtvvn dx —IczvvtAw dx (2.96)
Q Q

Persamaan di atas dapat disederhanakan menjadi

E(t) = j W, (W, — C2Aw)dx (2.97)

Karena w, —c’Aw =0 dalam Q,, maka persamaan (2.97) menjadi:
E(t) = [ w, (w, —c’Aw)dx
Q
= j w, (0)dx
Q
=0
Kemudian integralkan E(t), sehingga didapatkan
E(t)=E(0)=0
untuk 0<t<T.

Oleh karena itu, w, =0 dan Dw=0 sepanjang Q;, dan

Sehingga, dapat disimpulkan bahwa u adalah unik atau tunggal.

2.7 Kajian Gelombang Elektromagnetik dalam Al-Qur’an
Gerak gelombang dapat dipandang sebagai perpindahan energi dan

momentum dari satu titik dalam ruang ke titik lain tanpa perpindahan materi
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(Tripler, 1988). Salah satu jenis gelombang menurut arah getar dan arah
rambatnya adalah gelombang elektromagnetik. Gelombang elektromagnetik
merupakan gelombang tranversal yang tidak memerlukan medium untuk
perambatannya atau dapat merambat dalam ruang hampa. Pada gelombang
elektromagnetik, energi dan momentum dibawa oleh medan listrik dan magnet
yang dapat merambat melalui ruang bebas.
Cahaya merupakan salah satu bentuk gelombang elektromagnetik karena
kecepatan cahaya sama dengan kecepatan gelombang elektromagnetik. Kecepatan
cahaya ini sendiri telah dijelaskan secara tersirat dalam Al-Qur’an surat As-Sajdah

ayat 5, Allah berfirman:

Z

L 8 8o / 9 % e T /

Li.;f/\_’.;;dlléjlm g,/é va‘ Cjz.;).:upj J /;;Y

Artinya: Dia mengatur urusan dari langit ke bumi, kemudian (urusan) itu naik
kepadanya dalam satu hari yang kadarnya adalah seribu tahun
menurut perhitunganmu.

Berdasarkan ayat tersebut di atas, tersirat adanya yang menjalankan urusan
dari langit ke bumi, kemudian naik kembali menghadap kepada-Nya. Dimana
dijelaskan bahwa yang membawa urusan naik kepada-Nya adalah malaikat.
Malaikat diciptakan Allah dari cahaya (nur) dan kecepatan malaikat turun dari
langit ke bumi kemudian kembali menghadap Allah dalam 1 hari yang lamanya
sama dengan 1000 tahun menurut ukuran manusia (Wardhana, 2005). Dari

pemikiran ini diketahui bahwa Al-Qur’an telah lebih dahulu memuat tentang

adanya gelombang elektromagnetik meskipun hanya tersirat.
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Kecepatan malaikat (kecepatan cahaya) melaksanakan urusan dari langit
ke bumi dan kemudian naik (kembali) lagi menghadap kepada-Nya dalam waktu
satu hari yang lamanya 1000 tahun menurut ukuran manusia, adalah suatu isyarat
adanya perhitungan mengenai kecepatan cahaya. Dalam hal ini Allah memberi
isyarat adanya jarak yang ditempuh malaikat, lamanya (waktu), dan kecepatannya
yang secara matematis dapat dituliskan:
Jarak yang ditempuh = (kecepatan cahaya) x (lama waktu tempuh)

Atau secara fisika dan mekanika dapat ditulis:
s=vxt

V=—
t

Jarak yang ditempuh (s) dan lama waktu tempuh (t) dapat dihitung
sebagaimana yang telah dilakukan oleh Dr. Mansour Hasaf EI-Nabi, seorang ahli
astrofisika Mesir yang menemukan cara penghitungan kecepatan cahaya.

Dari perhitungan yang dilakukan oleh Dr. Mansour Hasaf EI-Nabi

diperoleh kecepatan cahaya sebesar 299.792,5 km/detik atau jika dibulatkan

menjadi 3x10° km/detik. Hasil yang diperoleh ini sama dengan kecepatan cahaya
yang diketahui saat ini. Hal ini menunjukkan bahwa Al-Qur’an benar-benar dapat
dipakai sebagai rujukan ilmu pengetahuan sebagaimanana dalam firman Allah

surat Al-Jaatsiyah ayat 13 yang berbunyi:

o £ 20 <

P f.ac,,;/ . oo PR A A AL
el oo TUS 3 o) W G eV g G el 3 L SO0l

4 z

\\\a

RaY) vt

Artinya: Dan dia Telah menundukkan untukmu apa yang ada di langit dan apa
yang di bumi semuanya, (sebagai rahmat) daripada-Nya.
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Sesungguhnya pada yang demikian itu benara-benar terdapat tanda-
tanda (kekuasaan Allah) bagi kaum yang berfikir.

Ayat di atas menjelaskan bahwasanya Allah memberikan sebagian dari
ilmu-Nya kepada manusia untuk mengeluarkan manusia dari kegelapan ilmu
pengetahuan. Banyak ilmu pengetahuan yang semula tidak diketahui manusia,
akhirnya menjadi tahu ilmu pengetahuan melalui Al-Qur’an (Wardhana, 2005).

Pemahaman Al-Qur’an antara manusia yang satu dengan manusia lainnya
walaupun hidup pada satu zaman pun akan berbeda karena pemahaman seseorang
tergantung pada kecerdasan, tingkat pendidikan, bidang ilmu yang digelutinya,
kemajuan ilmu pengetahuan kondisi sosialnya lingkungan sekitarnya, sehingga
dari ayat yang sama mungkin saja akan memberikan tafsiran yang berbeda dalam
hal kedalaman penafsirannya. Demikianlah, Al-Qur’an, dapat memberikan
bermacam-macam makna tergantung dari sudut pandang ilmu pengetahuan
seseorang. Pendapat yang demikian ini juga didukung oleh pemikir Islam bernama
Mohammed Arkoun yang menyatakan bahwa Al-Qur’an memberikan
kemungkinan arti yang tidak terbatas, ayat-ayatnya selalu terbuka untuk
interpretasi baru. Penafsiran Al-Qur’an seolah tidak pernah selesai, karena setiap
saat bisa muncul sehingga Al-Qur’an bersifat dinamik karena dapat mengikuti
perkembangan zaman (Wardhana, 2004).

Seiring dengan kemajuan ilmu pengetahuan dan teknologi banyak
ditemukan penemuan-penemuan baru. Misalnya perkembangan teknologi mesin
membuat banyak pabrik atau industri yang menggantikan tenaga manusia dengan
mesin, keberhasilan para ilmuwan dalam kloning hewan mengundang wacana

untuk melakukan kloning terhadap manusia, dan lain sebagainya. Namun, tidak
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semua ilmu pengetahuan dapat diaplikasikan karena manusia mempunyai batas
atas apa yang diketahuinya karena manusia hanya diberikan Tuhan sedikit ilmu
pengetahuan vyang berguna bagi keberlangsungan hidup manusia. Allah
memberikan manusia batasan tentang apa yang boleh diketahui manusia dan yang
tidak boleh diketahui manusia. Hal ini dijelaskan Allah dalam surat Al-Israa’ ayat

85, yang berbunyi:

Z Z & Z oo w é"// g2 £ 5 o ':E i . -4 “.
2 W Y Al 5 251 G5 35 0 o a1 B )l 2 56512055

Artinya: Dan mereka bertanya kepadamu tentang roh. Katakanlah: “Roh itu
termasuk urusan Tuhan-ku, dan tidaklah kamu diberi pengetahuan
melainkan sedikit”.

Ayat di atas menjelaskan bahwasanya Allah SWT tidak memperbolehkan
mengkaji atau mempertanyakan tentang roh secara mendalam karena roh
merupakan rahasia Allah SWT dan hanya Allah yang benar-benar mengetahui.
Sedangkan manusia cukup diberikan sedikit pengetahuan tentang roh.

Berdasarkan ayat tersebut, tersirat bahwa manusia mempunyai batas-batas tertentu

dalam mengkaji ilmu pengetahuan dan teknologi.
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PEMBAHASAN

3.1 Analisis Eksistensi dan Ketunggalan Penyelesaian untuk Persamaan
Maxwell

Pada subbab ini akan dijelaskan analisis eksistensi dan ketunggalan

penyelesaian untuk persamaan Maxwell untuk medan listrik E, dan medan
magnet H, dimana masing-masing secara beturut-turut akan dijelaskan di 3.1.1

dan 3.1.2 sebagai berikut:
3.1.1 Analisis Eksistensi Penyelesaian untuk Persamaan Maxwell

Persamaan Maxwell dapat dinyatakan kembali dalam bentuk sebagai

berikut:
= G/ (3.1)
ot OX
dan
oH
v %, (32)
ot OX

Pandang persamaan (3.1), kalikan persamaan (3.1) dengan x, kemudian

turunkan terhadap t, maka didapatkan

o%E, O°H
= “aa 33

He

Jika ruas kanan persamaan (3.3) dipindahkan ke ruas kiri, maka didapatkan

O°E 0°H
£ 8t22 —u 8X8ty =0 (3.4)

Y7,

55
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Selanjutnya, pandang persamaan (3.2) dan turunkan terhadap X, sehingga

didapatkan

0°H, @,
Xt ox

M (3.5)

Persamaan (3.5) dapat ditulis kembali menjadi bentuk

0°H, OE

y

Hoxat  ox?

2 - (3.6)

Kemudian, jumlahkan persamaan (3.4) dan (3.6), sehingga didapatkan

GaEE G
E —_ =
ot ox?

(3.7)

Jika dimisalkan e =1/v?, maka persamaan (3.7) dapat ditulis

WE fE
vi oot ox

2 = (3.8)

Persamaan (3.8) dapat ditulis kembali menjadi bentuk

0’E Y 0’E

z

ot? OX?

2 =0 (3.9)

Persamaan (3.9) disebut linier karena koefisien v* tidak tergantung pada

variabel x dan t. Persamaan ini juga dikatakan orde dua karena turunan tertinggi

dari variabel terikatnya adalah dua, yaitu 6°E,/ot> dan 6°E,/ox®, dan juga
persamaan ini disebut homogen karena &°E, / ot* —v? (c’?zEz /axz) =0. Oleh karena

itu, persamaan (3.9) dikatakan persamaan diferensial parsial linier homogen orde

dua.
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Selanjutnya, akan dilakukan analisis eksistensi penyelesaian untuk medan
listrik E,. Menurut Hirsch, dkk. (2004) analisis eksistensi penyelesaian
persamaan diferensial selalu didasarkan pada kekontinuan atau kondisi Lipschitz.
Pada kondisi awal, harus ditinjau bahwa E, =E,(x(s),0) =sin(x)
terdefinisi, dengan memperhatikan definisi 2.4, yaitu memenuhi kaidah sebagai
berikut:

(i) @, :S — S adalah identitas
¢ RxS—>S
(sin(x),0) > sin(x)
Artinya, ¢@,(sin(x)) =sin(x) = f,(x) terdefinisi. Selanjutnya, ¢,(sin(x))
adalah identitas.
(i) Komposisi ¢, ¢, = 4,,, untuk setiap t,seR

Xo = ¢o (Xo) — Sin(xo)

X = ¢1(X1) =5 ¢1(Xo +tX0)
=sin(x, +1x,)
=sin(x,)

X; = ¢2(X2) i~ ¢2(X1 +tX2)

=sin(x, +1tx,)
=sin(x,)

Didapatkan f(x)=sin(x) terdefinisi pada interval [a,b], untuk setiap
b > a. Maka harus dipenuhi kondisi berikut:
[ (X)— F (%) < K|x =X (3.10)

untuk setiap K e R.
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Untuk setiap X, Y,z € R, maka didapatkan

sinz|<|z|
cos 7| <1 (3.11)

sin(x) —sin(y) = 23in(%(x— y)jcos@(wr y)j

Karena f(x,) terjamin eksistensinya, maka persamaan (3.10) dapat dinyatakan
sebagai berikut:

Isin(x) —sin(x,)| < K |x—x,| (3.12)
untuk setiap X, X, € A. Berdasarkan persamaan (3.12), maka K merupakan batas
atas dan K disebut konstanta Lipschitz untuk sin(x). Selanjutnya, untuk
menunjukkan K terkecil maka dibentuk persekitaran X, dengan jari-jari b,
sehingga terbentuk barisan

{Xor Xpre o X = {Xg, (X, (X, + 6., (X +NS) } (3.13)

Untuk menunjukkan bahwa sin(x)adalah fungsi Lipschitz, maka ambil
sebarang X, X, € A Artinya, |[sin(x)—sin(x,)| < K|sin(x)—sin(x,)|terpenuhi dan
ada ¢>0, maka diperoleh 5=&/K. Karena X,x,€ A memenuhi |x—x,| <6,

maka didapatkan
|sin(x) —sin(x,)| < K [sin(x) —sin(x, )|
&
<K= 3.14
K (3.14)
<e

Artinya, selalu dijamin ada K, sehingga dapat dinyatakan kondisi Lipschitz, yaitu:

K| () — (%) < K[x—=x,|
<Ko
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K| f(x)—f (x0)| <¢ (3.15)
Menurut teorema 2.1, jika f : A— R fungsi Lipschitz, maka f merupakan fungsi

kontinu seragam pada interval [a,b], untuk setiap b > a.

Selanjutnya, akan dianalisis kekonvergenan sebagai berikut:

X, (8) =sin(x,)
X, () = sin(x,) +I(sin(x0))

=sin(X,) +sin(x,)s

X, (S) :sin(xo)+I(sin(x0)+sin(x0)s)ds (3.16)

=sin(x,) + [sin(xo)s + ;sin(xo)szj

X1 (8) =sin(x,) + j X, ds
C

Misalkan X, =sin(X,), maka persamaan (3.16) dapat ditulis

2 3 n
S

S S
xkﬂ(s):xo+ﬂx0+£xo+axo+---+mx0 (3.17)

Sehingga, persamaan (3.17) dapat dinyatakan sebagai berikut:

Kl = %3 (3.18)

i=0 '
i

Deret Iim% =b konvergen ke b. Jadi, terbukti bahwa sin(x,) konvergen.

Selanjutnya, dengan prosedur yang analog dapat diselesaikan persamaan

Maxwell untuk medan magnet H,.

Pandang persamaan (3.2), kalikan persamaan (3.2) dengan &, kemudian

turunkan terhadap t, maka didapatkan
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o°H, OE
8t2y =g 8X8’E (3.19)

ue

Jika ruas kanan persamaan (3.19) dipindahkan ke ruas kiri, maka didapatkan

0°H O%E
L =0 3.20
2 ot? gaxat (3:20)

dan turunkan persamaan (3.1) terhadap x, sehingga didapatkan

o%E, O°H,
(C,‘ =
oxot  ox?

(3.21)

Jika ruas kanan persamaan (3.21) dipindahkan ke ruas kiri, maka didapatkan

g, 0O°H
e o " 62

Kemudian, jumlahkan persamaan (3.20) dan (3.22), sehingga didapatkan

0°H., 0°H
y_— Y- 3.23
PPV (3.23)

Jika dimisalkan z& =1/v?, maka persamaan (3.23) dapat ditulis

1 0°H, &°H
Ve ad " (529

Persamaan (3.24) dapat ditulis kembali menjadi bentuk

2 2
O'H, .0,

=0 3.25
ot? ox* (3:25)

Persamaan (3.25) disebut linier karena koefisien v tidak tergantung pada

variabel x dan t. Persamaan ini juga dikatakan orde dua karena turunan tertinggi

dari variabel terikatnya adalah dua, yaitu 6°H, /ot dan 6°H, /ox®, dan juga

persamaan ini disebut homogen karena &°H,/at*—v?(d°H,/éx*)=0. Oleh
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karena itu, persamaan (3.25) dikatakan persamaan diferensial parsial linier
homogen orde dua.

Pada kondisi awal, harus ditinjau bahwa H =H (x(s),0)=cos(x)
terdefinisi, dengan memperhatikan definisi 2.4, yaitu memenuhi kaidah sebagai
berikut:

(i) ¢, :S— S adalah identitas
¢ RxS—>S
(cos(x),0) > cos(x)
Artinya, ¢,(cos(x)) =cos(x) = f,(x) terdefinisi. Selanjutnya, ¢, (cos(x))
adalah identitas.
(if) Komposisi ¢, o ¢, = ¢, untuk setiap t,seR
X, = ¢,(X,) = Cc0S(X,)

X, — ¢1(X1) = ¢1(X0 +tx0)
= COS(X, +1X,)
= C0s(X,)

X; = ¢2(X2) = ¢2(X1 +tX2)
= cos(X, +tx,)
=C0s(X,)

Didapatkan f(x)=cos(x) terdefinisi pada interval [a,b], untuk setiap
b > a. Maka harus dipenuhi kondisi berikut:
(X)) — £ (%) < K|x—X,| (3.26)

untuk setiap K e R.
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Untuk setiap X, Y,z € R, maka didapatkan

sinz| <|¢|
lsinz| <1 (3.27)

cos(x) —cos(y) =-2sin G (X+ y)jsin @ (x- y)j

Karena f(x,) terjamin eksistensinya, maka persamaan (3.26) dapat dinyatakan
sebagai berikut:

|cos(X) —cos(%,)| < K |x—X,| (3.28)

untuk setiap X, X, € A. Berdasarkan persamaan (3.27), maka K merupakan batas

atas dan K disebut konstanta Lipschitz untuk cos(x). Selanjutnya, untuk

menunjukkan K terkecil maka dibentuk persekitaran X, dengan jari-jari b,
sehingga terbentuk barisan

{Xor Xpre o X = {Xg, (X, (X, + 6., (X +NS) } (3.29)

Untuk menunjukkan bahwa cos(x)adalah fungsi Lipschitz, maka ambil

sebarang X, X, € A. Artinya, |cos(x)—cos(X,)| < K|cos(x) —cos(x,)| terpenuhi dan

ada ¢>0, maka diperoleh 5=&/K. Karena X,x,€ A memenuhi |x—x,| <6,

maka didapatkan
|sin(x) —sin(x,)| < K [sin(x) —sin(x,)|
&
<K= 3.30
: (330)
<&

Artinya, selalu dijamin ada K, sehingga dapat dinyatakan kondisi Lipschitz, yaitu:

K| ()= (%) < K[x=x,|
<Ko
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K|f(x)—f(x)|<e (3.31)

Menurut teorema 2.1, jika f : A— R fungsi Lipschitz, maka f merupakan fungsi
kontinu seragam pada interval [a,b], untuk setiap b > a.

Selanjutnya, akan dianalisis kekonvergenan sebagai berikut:

X, (8) = cos(X,)
X, (S) = cos(X,) + _[(cos(xo)) ds

©
= C0S(X,) +C0S(X,)S

X, (S) = cos(X,) +I(cos(x0) +C08(X,)s)ds (3.32)

= COS(X,) + [cos(xo)s - ;cos(xo)szj

X,,1(S) = Cos(X,) + .[ X, ds
C

Misalkan X, = cos(X,), maka persamaan (3.32) dapat ditulis

2 S3 Sn
Ex0+—x0+---+—xO (3.33)

S
Xk+1(5):Xo+EXo+ 31 =

Sehingga, persamaan (3.33) dapat dinyatakan sebagai berikut:

0 ol

Xa(8) = X0 3 (3.34)

i=0 '

Deret Iim% =b konvergen ke b. Jadi, terbukti bahwa cos(x,) konvergen.

Berdasarkan analisis eksistensi penyelesaian masalah nilai awal yang telah
dilakukan di atas, dapat disimpulkan bahwa eksistensi penyelesaian persamaan

Maxwell dengan masalah nilai awal terpenuhi.
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3.1.2 Analisis Ketunggalan Penyelesaian untuk Persamaan Maxwell
Menurut Kumar dan Kumar (2010) analisis ketunggalan penyelesaian

masalah nilai awal untuk persamaan Maxwell satu dimensi untuk medan listrik

E, dan untuk medan magnet H, 6 dapat dikerjakan dengan metode energi

konservasi sebagai berikut:
Misalkan QcR" terbuka, mulus dan terbatas di 6Q. Maka ada satu

penyelesaian E, eC*(Q;), Q; =Qx(0,T] untuk masalah nilai awal dan
masalah nilai batas untuk medan listrik E,, yang ditulis sebagai berikut:

gE, | 20°E,

e . =0, dalam Q;

E, =sin(x), padaT,, dimanal;, =Q, -Q,
o, :Esin(x), pada Q x{t = 0}

o ¢

E,(0,t)=0 pada (0,T) x 0Q

E,(I,t)=0 pada (0,T) x 0Q

Bukti :

Andaikan E, mempunyai lebih dari satu penyelesaian. Misalkan E, dan
E, adalah penyelesaian untuk medan listrik E,, dimana E, # E,. Maka masalah

nilai awal dan masalah nilai batas untuk E, dapat ditulis sebagai berikut:

2 2
0 EZ 20 EZZ =0, dalam Q;,
ot OX
E, =sin(x), padaT,, dimanaT; =Q, —-Q,
%, _ isin(x), pada Qx{t = 0}
ot ¢
E,(0,t)=0 pada (0,T)x oQ

E,(,t)=0 pada (0,T) xoQ
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Misalkan w = E, — E,, maka masalah nilai awal untuk w adalah sebagai berikut:

2 2
a@T\Q’ -V ZTVZV =0, dalam Q;, (3.35)

dengan kondisi awal

w(x,0) = E,(x,0)-E,(x,0)
=sin(x) —sin(x)
=0

pada I';, dimana [, =Q, —Q, dan
w, (x,0) = E, (x,0)—E, (x,0)
= 1sin(x) —lsin(x)
& &
0
pada Qx{t =0}.
dan dengan kondisi batas

w(0,t) = E,(0,t) — E,(0,t) =0
w(l,t) =E,(I,t)— E,(1,t) =0

Pandang definisi energi kinetik (KE) berikut ini:
17
KE®) = [ w2 (x,t) dx (3.36)

Diasumsikan tidak ada nilai awal dikarenakan interval |x|s]R besar, sehingga

integral di atas konvergen karena kecepatan perambatan cahaya. Akan
ditunjukkan energi kinetik (3.36) kekal sepanjang waktu. Turunkan persamaan

(3.36) terhadap t, sehingga didapatkan

0 1%
aKE(t) = jm 2w, (X, t)w, (x, t) dx
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% KE(t) = _]iwt (X, t)w, (x, 1) dx (3.37)

Substitusikan w, (x,t) =v’w, pada persamaan (3.37), sehingga didapatkan

; KE(t) = vzzwt(x,t)wxx(x,t) dx (3.38)

Secara umum, besar kuantitas persamaan (3.38) sangat besar. Dalam kasus ini,

perbedaan energi kinetik dan energi potensial (PE) akan selalu ada. Hitung

integral di ruas kanan persamaan (3.38) sehingga didapatkan

%KE(t) = v? [Wt(x,t)wx(x,t)fw - T w,, (X, t)w, (X,t) dxj (3.39)

Dikarenakan kecepatan perambatan cahaya, maka wt(x,t)wx(x,t)rio dianggap
tidak ada, sehingga persamaan (3.39) menjadi

% KE(t) = —vzith(x,t)wx(x,t) dx (3.40)

Kemudian didefinisikan energi potensial (PE) sebagai berikut:

PE(1) =%v2 [ w200t dx (3.41)
Diketahui bahwa
5 5
9 ke(t)=-2 PEt 3.42
P ) p ® (3.42)

atau dapat pula ditulis

%(KE(t) +PE(t))=0 (3.43)
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Karena penjumlahan antara energi kinetik dan energi potensial menghasilkan

energi konservasi, yaitu E(t) = KE(t) + PE(t) maka besarnya energi konservasi

kekal. Kekekalan energi berakibat mengubah energi kinetik menjadi energi

potensial, begitu pula sebaliknya. Sehingga energi konservasi dapat ditulis

E(t) =; ]O (W00 + v (x,1) (3.44)

—00

Kalikan persamaan (3.35) dengan w, dan turunkan terhadap x, sehingga

didapatkan

| |
JWth dx — VZIWIWXX dx=0 (3.45)
0 0

Misalkan w,w, ditulis kembali dalam bentuk sebagai berikut:

OW O*W
W% =5 e
1, 0w dw

27 ot ot

= 18@"") (3.46)
20t\ ot

dan w,w,, ditulis kembali dalam bentuk sebagai berikut:

ow o°w
Wthx = A 2
ot ox
_owow  owow ow o'w
ot ox>  Oxot OX  Ox oxot
B 82W@+ o*w ow 10w o*w?
Ox2 ot oxotox ) 27 ox  oxot

2o 10 (o) @)
OX\ OX ot 2 ot\ oOXx
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Substitusikan persamaan (3.46) dan (3.47) pada persamaan (3.45) sehingga

diperoleh

—_—

|
dx [—v? g(@&wj dx =0
OX\ OX ot

I EE RS AR

ot

_Vzg(awj J dxj_vz(aw(l,t) (Lt aw(o,t) aNé(t),t)j:O %o

OX

karena w(0,t)=w(l,t)=0, maka w,(0,t)=w,(l,t)=0, sehingga persamaan

(3.48) menjadi

| 2 2
Hi12 @Wj _Vz(?(&w b _Vg((O)OW(I,t)_(O)GW(O,t)jzo
2| 5l ot ot ot\ ox ot ot

| 2 2
% I a awj —vzﬁ(aw dx |-v?(0)=0
2|4l ot at at\ ox
1 ¢ o(aw) ,o(ow)
M = VvV =50
2 ! ot atJ 8t(8x

O _g
ot

Karena OE(t)/ot=0, maka diperoleh E(t)=0, hal ini berakibat w(x,t)=0,

untuk setiap x dan t. Substitusikan w(x,t) =0 pada w(x,t)=E,(x,t)-E,(x,t),

sehingga didapatkan

w(x,t) = E,(x,t)—E,(x,t) =0

E,(x,t) = E,(x,t)

(3.49)
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Hal ini kontradiksi dengan E,(x,t) = E,(x,t). Oleh karena itu pengandaian salah,
sehingga terbukti bahwa medan listrik E,(x,t) mempunyai satu penyelesaian.

Selanjutnya, secara analog untuk membuktikan ketunggalan penyelesaian

masalah nilai awal dan masalah nilai batas untuk medan magnet H, dilakukan

dengan prosedur sebagai berikut:
Misalkan Q< R" terbuka, mulus dan terbatas di 0Q. Maka ada satu

penyelesaian HyeCZ(QT), Q. =Qx(0,T] untuk masalah nilai awal dan

masalah nilai batas untuk medan magnet H , yang ditulis sebagai berikut:

o°H o°H
L —v?—Y =0, dalamQ,

ot OX
H, =cos(x), padal;, dimanal; =Q; —-Q;
oH
—yz—icos(x), pada Q x{t = O}

ot u
H,(0,t)=0 pada (0,T) x 0Q
H,(It)=0 pada (0,T) x 0Q

Bukti :

Andaikan H, mempunyai lebih dari satu penyelesaian. Misalkan H, dan
H, adalah penyelesaian untuk medan magnet H,, dimana Hy;tﬁy. Maka

z

masalah nilai awal dan masalah nilai batas untuk I—_Iy dapat ditulis sebagai berikut:

o°H o°H
L-vi—2L=0, dalamQ;
ot OX
H, =cos(x), padal;, dimanal; =Q; —Q;

oH
Y :—lcos(x), pada Q x{t = 0}
ot 7
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H,(0,t)=0 pada (0,T) x 6Q
H,(,t)=0 pada (0,T) x 6Q
maka masalah nilai awal dan masalah nilai batas untuk

Misalkan m=H —H ,

m adalah sebagai berikut:
o'm  ,0'm
P —V? PV =0, dalam Q, (3.50)
m(x,0)=H,(x,0)—H,(x,0)
= €c0S(x) —cos(x)
— (0

pada I';, dimanal; =Q. — Q. dan dengan kondisi awal
m,(x,0)=H, (x,0)-H, (x,0)

1 cos(x) — (— 2 cos(x)]
MU

1
'/ cos(x) + —cos(x)
MU

=0

pada Qx{t =0}.
dan dengan kondisi batas
m(0,t)=H, (0,t)—H,(0,t) =0
m(l,t)=H, (,t)-H, (1,t)=0

Kalikan persamaan (3.50) dengan m, dan turunkan terhadap x, sehingga

| |
jmtmn dx _sz' mm,, dx=0 (3.51)
0

didapatkan

0

Misalkan m,m, ditulis kembali dalam bentuk sebagai berikut:
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om o*m

MM = 50 5
2

1,0m &'m

27 ot at?

190 (8mj (3.52)
" 206t et

dan mm,, ditulis kembali dalam bentuk sebagai berikut:

om &°m
mtmxx NN 2

ot oXx

amazm amaﬂ_aﬂaz

at ox’ axét ox  Ox oxot
{azm om  o'm amj_ 1,0m o'm’

oxF ot axat ox | 27 ax ot

ﬁ(amam}la(amf (353)
ox\ ox ot ) 2ét\ ox '

Substitusikan persamaan (3.52) dan (3.53) pada persamaan (3.51) sehingga

diperoleh

a(amjz i a(amam a( j
2| ¥ dx—vJ. R UL PP
at\ ot Haxlox ot ) 2at\ ox

1

2

T 8(8m] za(amJ2 a[amamj
— j —|—| -V =| — | |dx|[-Vv]|= =
2( ot ot at\ ox 3 ox\ ox ot

| 2 7 |

l J- g(a_mj _Vzg(a_mj dx _Vza_ma_m —

2( 3l atl ot at\ ox ox ot |,

l['j[é(a_mjzvzé(a—mn dXJVz(am(l't) am(l,t) om(0,1) 6m(0,t)j=0 (3.54)
2( | ot\ ot ot\ ox OX ot OX ot
karena m(0,t)=m(l,t)=0, maka m,(0,t)=m,(l,t)=0, sehingga persamaan

(3.54) menjadi
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| 2 2
X
0
1(to(omy ,o6(omY
=5 | - = = | | ax|-v*(0)=0
2|3 at\ ot at\ ox
lja@mivzaamz s
2|3 at\ ot at\ ox
ED _,

ot
Karena OE(t)/ot=0, maka diperoleh E(t) =0, hal ini berakibat m(x,t) =0,
untuk setiap x dan t. Substitusikan w(x,t)=0 pada w(x,t)=E, (x,t)—E,(x,t),
sehingga didapatkan
w(x,t) =E,(x,t) - E,(x,t)=0

E,(x,t) =E,(x,t) (3.55)
Hal ini kontradiksi dengan E,(x,t) # E,(x,t). Oleh karena itu pengandaian salah,
sehingga terbukti bahwa medan magnet H (x,t) mempunyai satu penyelesaian.

Berdasarkan analisis ketunggalan penyelesaian masalah nilai awal dan
masalah nilai batas yang telah dilakukan di atas, dapat disimpulkan bahwa
penyelesaian masalah nilai awal dan masalah nilai batas untuk persamaan

Maxwell tunggal atau unik.

3.2 Penyelesaian Analitik Persamaan Maxwell
Pada subbab ini akan dijelaskan penyelesaian masalah nilai awal dan
masalah nilai batas dimana masing-masing secara berturut-turut akan dijelaskan di

3.2.1 dan 3.2.2 sebagai berikut:
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3.2.1 Penyelesaian Masalah Nilai Awal Persamaan Maxwell

Pada penyelesaian masalah nilai awal persamaan Maxwell satu dimensi
untuk medan listrik E, dan untuk medan magnet H,  dikerjakan dengan langkah
penyelesaian menggunakan metode D ’Alembert.

Persamaan Maxwell untuk medan listrik E, dapat dinyatakan kembali
dalam bentuk sebagai berikut:

o°E, ,0°E
'/
ot? ox?

-0 (3.56)

dengan kondisi awal untuk medan listrik E,(x,t) dinyatakan sebagai berikut

(Zauderer, 2006):

E,(x,0) =sin(x) = f(x) (3.57)
60 1sin(x) =g(x) (3.58)
ot £

Persamaan (3.56) dapat dikerjakan dengan faktorisasi operator diferensial, yaitu:

2 2
% Eazt(zx’t) _y20 Eaz(zx’t) :(;w;j@—v;j E(x,t)=0 (3.59)
X X X

Jika dimisalkan (&/ot—vo/ox)E,(x,t) =w(x,t), maka persamaan (3.59) dapat

ditulis

0 0
(a+v&jw(x,t) =0 (3.60)

Berdasarkan persamaan (3.59) dan (3.60), maka persamaan (3.56) dapat direduksi
menjadi sistem persamaan diferensial parsial orde satu sebagai berikut:

OE, (x,1) iy OE,(x,t)
ot OX

w(X,t) (3.61)
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OW(X,t) v ow(x,t) _

0 3.62
ot OX ( )

Langkah pertama adalah menyelesaikan persamaan (3.62), dengan memberikan
nilai awal w(x,0) =a(x) dan diasumsikan laminer x =z, maka didapatkan

Xx =7, =0, w,=a(r)
sehingga dapat disimpulkan kurva-kurva karakteristik dari persamaan (3.64),
dapat dinyatakan sebagai berikut:

%:v g:1, dan OI—W:O
ds ds ds

Kemudian, integralkan semua komponen di atas, yaitu J'Cl dx:J'cv ds, maka

diperoleh x =vs dan Ll dt:jcl ds, maka diperoleh t=s dan jcl dw:ICO ds,

maka diperoleh w=0. Sehingga didapatkan penyelesaian untuk kurva-kurva
karakteristik dari persamaan (3.62) dengan nilai awalnya yaitu:
X(z,8)=vs+7 dan t(z,s)=s dan w(z,s)=a(r)

dimana persamaan pertama dapat ditulis z =x—vs, untuk setiap s=t maka dapat
dinyatakan 7=x-—vt. Selanjutnya, substitusikan z=x—wt pada w(z,s)=a(r)
sehingga didapatkan

w(z,s) =a(r) =a(x—vt) (3.63)
sehingga diperoleh kondisi awal untuk w(x,t) dari persamaan (3.61), yaitu:

w(x,0) = g(x) —vf'(x)

Kemudian, dengan persamaan (3.63) maka didapatkan penyelesaian untuk

persamaan (3.62), yaitu:
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w(X,t) = g(x—vt) —vf'(x—vt) (3.64)
Substitusikan persamaan (3.64) pada persamaan (3.61), sehingga didapatkan

OE, (x,1) y OE,(x,t)
ot OX

g(x—vt) —vf'(x—vt) (3.65)

sehingga dapat disimpulkan kurva-kurva karakteristik dari persamaan (3.65),
yaitu:

%:1, dl:—v, dan o5 = g(x—vt) —vf'(x—vt)
ds ds ds

Kemudian, integralkan semua komponen di atas, yaitu jcl dt:jcl ds, maka

diperoleh t=s dan jcldx:jc—vds, maka diperoleh x=-vs  dan

J 1€, = jc(g(x—vt)—vf’(x—vt))ds, maka diperoleh E, = jc(g(x—vt)—vf’(x—vt))ds.

Jika pada kondisi awal gelombang diasumsikan laminer x=7, maka
didapatkan
X=7-vs dan t=0 dan E,(x,0) = f(7) (3.66)
Jika kedua ruas persamaan pertama (3.66) ditambah dengan -vs, didapatkan
X—Vt=17—2Vs, (3.67)

untuk setiap s=t. Kemudian, substitusikan persamaan (3.67) pada E,, sehingga

z!

diperoleh

Ot v» O =

E,(z,5) (g(x —vt)— v (x —vt))dt +f(z)

(g(r—th)—vf'(r—th))dtJr f(z)

Jika dimisalkan A =7-2vt, maka dA=-2v dt. Hal ini mengakibatkan



76

7—2VS 7—2VS

E,(z,5) = j g(z)(—z—l\/dzj—vj f'(ﬂl)(—%dﬂ}rf(f)

T T

T—-2VS T-2VS
:—2—1\/ | g(i)d/l+%j f'(1)dA+ f(7)

T

1
=—5-G(A)

:—Zlv[G(r—sz)—G(r)]+;[f(r—sz)— f(0)]+ f(z)

{Zlve(r)—; F(2) + f(r)}+B f(r—2vs)—21VG(2'—2vs)}

j‘z“ + f(z)

7—2VS 1
+=f(1
g > (1)

1 1 1 1
=[2 f(r)+2VG(r)}{2 f(r—2vs)—2VG(r—2vs)} (3.68)

untuk setiap x =7z dan t=s.

Karena 7=x+Vvt dan x—vt =7 —2vt, maka persamaan (3.68) dapat ditulis
1 1 1 1
Ez(x,t)=[f(x+vt)+G(x+vt)}+[f(x—vt)—G(x—vt)} (3.69)
2 2V 2 2V
Karena kondisi awal medan listrik untuk oE, (x,0)/ot =(1/&)sin(x) = g(x), maka
Lg(/i) dA :L(l/g)sin(/l) dA=-1/ccos(1)=G(A).  Substitusikan kondisi awal
untuk medan listrik E, pada persamaan (3.69), yaitu:
U 1 1. 1
Ez(x,t):[sm(x+vt)—cos(x+vt)}+{sm(x—vt)+cos(x—vt)} (3.70)
2 2Ve 2 2ve

Persamaan (3.70) adalah penyelesaian nilai awal untuk medan listrik E,, dimana
1/2sin(x+vt) —(1/2ve) cos(x+vt) merupakan gelombang berjalan ke kiri dan

1/2sin(x—vt) + (1/2ve) cos(x—vt) merupakan gelombang berjalan ke kanan

dengan kecepatan v (Zauderer, 2006).

Persamaan (3.70) dapat dijabarkan dan disederhanakan menjadi
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E,(x,t)= %([Sin(x) cos(vt) +cos(x)sin(vt) |- Vi[cos(x) cos(vt) —sin(x) sin(vt)]j +
&
%([sin(x) cos(vt) —cos(x)sin(vt)]+ Vi[cos(x) cos(vt) +sin(x)sin(vt)])
&
= 1sin(x) cos(vt) + Ecos(x)sin(vt) - icos(x) cos(vt) + isin(x)sin(vt) +
2 2 2Ve 2Ve
+ Esin(x) cos(vt) — 1cos(x)sin(vt) + icos(x) cos(vt) + isin(x)sin(vt)
2 2 2Ve 2Ve
= 1sin(x) cos(vt) + Esin(x) cos(vt) + isin(x)sin(vt) + isin(x)sin(vt)
2 2 2Ve 2Ve
=sin(x)cos(vt) + Vlsin(x)sin(vt)
&

=sin(x) (cos(vt) + 1sin(vt)j
Ve

Sehingga penyelesaian masalah nilai awal untuk medan listrik E,, yaitu:
E,(xt) = sin(x)(cos(vt) + Vlsin(vt)j (3.71)
&

Secara grafik, untuk penyelesaian analitik medan listrik E, dapat dilihat

pada gambar 3.1. Pada gambar 3.1, dapat diketahui amplitudonya adalah

E, =40,9. Amplitudo adalah jarak maksimum atau simpangan maksimum dari

titik setimbangnya (Ishag, 2007). Pada gambar 3.1, amplitudo dilambangkan
dengan huruf A atau ketika benda ada pada titik terendah atau tertinggi pada
gambar 3.1, sedangkan titik setimbangnya adalah garis t=0. Periode adalah
waktu yang dibutuhkan benda untuk mengalami satu getaran. Definisi dari satu
getar adalah ketika benda mengalami keadaan (posisi atau fasa) yang sama pada
saat berikutnya.

Periode secara fisis menunjukkan lambatnya sebuah sistem berosilasi,
periode yang besar menunjukkan osilasi yang lambat, demikian sebaliknya (Ishaq,

2007). Pada gambar 3.1, satu periode adalah waktu yang diperlukan dari titik a ke
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e atau dari titik b ke f dan sebagainya dimana periodenya adalah 0,15. Frekuensi
didefinisikan sebagai banyaknya getaran setiap satu detik. Frekuensi menunjukkan
kecepatan osilasi dari sistem. satuan untuk frekuemsi adalah seperdetik atau lebih
dikenal dengan Hertz (Hz). Frekuensi osilasi tinggi artinya memiliki kecepatan
osilasi yang lebih tinggi dibandingkan dengan osilasi yang rendah (Ishag, 2007).

Hubungan antara periode dengan frekuensi adalah f =1/T, sehingga pada

gambar 3.1 diketahui frekuensinya adalah 1/0,15Hz.

sumbu - E_

"0 01 0.2 03 04 05 06 07 0.8 049 1
sumbu -t

Gambar 3.1 Grafik Penyelesaian Masalah Nilai Awal untuk Medan Listrik E, pada Sumbu
(Ezit)

Sedangkan grafik penyelesaian analitik masalah nilai awal untuk medan
listrik E, pada sumbu (E,,x) dapat dilihat pada gambar 3.2. Pada gambar 3.2,
dapat diketahui amplitudonya adalah E, =+0,9. Amplitudo dilambangkan

dengan huruf a atau ketika benda ada pada titik terendah atau tertinggi pada
gambar 3.2, sedangkan titik setimbangnya adalah garis x=0. Sedangkan

periodenya adalah waktu yang diperlukan dari titik a ke e atau dari titik b ke f dan
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sebagainya, dimana periodenya adalah +6. Serta diketahui frekuensinya adalah

1/6Hz.

Gambar 3.2 Grafik Penyelesaian Masalah Nilai Awal untuk Medan Listrik E, pada

Sumbu (E,, x)

Sedangkan untuk gambar penampang gelombang pada sumbu (Ez,x,t)

dapat dilihat pada gambar 3.3 sebagai berikut:

sumbu - t 0 o

"lllll[[[’i III”I”\\\\\\\IIIIIMQ\\“ [ I

- X

sumbu - x

Gambar 3.3 Grafik Penyelesaian Masalah Nilai Awal untuk Medan Listrik E, pada sumbu

(B, x,1t)

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Untuk lebih jelas melihat perbedaannya, dalam skripsi ini diberikan dua
interval dan dua selang waktu yang berbeda, yaitu 0<x<15 meter, 0<x<30
meter, 0<t <1 detik, dan 0<t <2 detik. Dimana pada gambar 3.4, t dianggap
sebagai konstanta dan pada gambar 3.5, x dianggap konstanta. Perkembangan

variabel akan terlihat sebagaimana gambar 3.4 dan 3.5 berikut:

y Grafik
t=1 =
ASSRT A / T
/ \\ // \\ / // \\\\ // \\ // \
0<x<15 \ : = LV
/ \\ /
Fists) SE=Y
AtAT—fA—f ZM —
- NARRAIA
- / \\ / \\ /// \ / \ / \\ / \\ // \\ / \ / \\ // \\
| | h
M/ \j/ \\ J/ \\ J/ NEVAR VARV \\// |

Gambar 3.4 Grafik Penyelesaian Masalah Nilai Awal Persamaan Maxwell untuk Medan Listrik
E, pada Sumbu x dengan Jarak 0<x<l5 meter dan 0<x<30 meter.

Pada gambar 3.4 dapat dianalisis bahwa pada interval 0<x<15 meter
pada saat t =1 detik, diperoleh amplitudo sebesar 0,9 dan periode sebanyak 2 dan
pada saat t=2 detik amplitudonya sebesar 0,6 dan periode sebanyak 2.
Sedangkan pada interval 0<x<30 meter pada saat t=1 detik diperoleh
amplitudo sebesar 0,9 dan periode sebanyak 4 dan pada saat t =2 detik diperoleh
amplitudo sebesar 0,6 dan periodenya sebanyak 4. Jadi, dapat disimpulkan bahwa

semakin besar interval, amplitudo yang diperoleh tidak berubah atau tetap
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sedangkan periodenya semakin banyak. Semakin lama waktu yang diberikan,
amplitudo yang diperoleh semakin rendah sedangkan periodenya tidak mengalami

perubahan atau tetap.

Grafik

"0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
sumbu -t

Gambar 3.5 Grafik Penyelesaian Masalah Nilai Awal Persamaan Maxwell untuk Medan Listrik
E, pada Sumbu t dengan Waktu 0<t <1 detik dan 0 <t <2 detik.

Pada gambar 3.5 dapat dianalisis bahwa pada saat 0<t<1 detik pada
jarak x=15 meter diperoleh periode sebanyak 5 dan amplitudo sebesar 0,65 dan
pada jarak x=30 meter amplitudonya sebesar 0,95 dan periodenya sebanyak 5.
Sedangkan pada saat 0<t<2 detik pada saat x=15 meter diperoleh amplitudo
sebesar 0,65 dan periodenya sebanyak 11 dan pada saat x =30 meter diperoleh
amplitudo sebesar 0,95 dan periodenya sebanyak 11. Jadi, dapat disimpulkan
bahwa semakin besar interval, semakin besar amplitudo yang diperoleh sedangkan

periodenya tetap atau tidak mengalami perubahan. Semakin lama waktu yang
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diberikan, semakin banyak periodenya sedangkan amplitudonya tidak mengalami
perubahan atau tetap.

Berdasarkan gambar 3.4 dan 3.5, dapat diketahui bahwa semakin lama
waktu yang diberikan dan semakin besar interval yang diberikan, semakin rendah
amplitudo yang diperoleh sedangkan periodenya semakin besar. Semakin besar
periodenya, semakin besar pula frekuensinya yang artinya semakin cepat pula
sistem berosilasi.

Selanjutnya, dengan prosedur yang analog dapat diselesaikan bidang awal

gelombang untuk medan magnet H, .
Persamaan Maxwell untuk medan magnet H, dapat dinyatakan kembali

dalam bentuk sebagai berikut:

o°H, L o°H,
2 Z
ot OX

=0 (3.72)

dengan kondisi awal untuk medan magnet H (x,t) dinyatakan sebagai berikut

(Zauderer, 2006):

H, (x,0) = cos(x) = m(x) (3.73)
w:—icos(x) =n(x) (3.74)
ot y4

Persamaan (3.72) dapat dikerjakan dengan faktorisasi operator diferensial, yaitu:

O°H,(x,t) ,9°H (xt
y(ZX)_Vz y(2X):(ﬁJrvﬁj(ﬁ_vﬁij(x,t):o (3.75)
P ox o ax)lat - ox

Jika dimisalkan (&/ct—a/ox)H, (x,t)=b(x,t), maka persamaan (3.75) dapat

ditulis
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0 0
(a+v&jb(x,t) _0 (3.76)

Berdasarkan persamaan (3.75) dan (3.76), maka persamaan (3.72) dapat direduksi
menjadi sistem persamaan diferensial parsial orde satu sebagai berikut:

oH (x,t) _VaHy(x,t)
ot OX

—b(x,1) (3.77)

ob(x,t) 8 ob(x,t)
ot OX

0 (3.78)
Langkah pertama adalah menyelesaikan persamaan (3.78) dengan
memberikan nilai awal b(x,0)=c(x) dan diasumsikan laminer x=7, maka
didapatkan
=7, BB 4ib & ¢ (6l
sehingga dapat disimpulkan kurva-kurva karakteristik dari persamaan (3.78),

dapat dinyatakan sebagai berikut:

dx dt
N V —

db
— =V, I n —
ds ds

1, dan —
ds

0

Kemudian, integralkan semua komponen di atas, yaitu Ll dx:jcv ds, maka

diperoleh x=vs dan let:jclds, maka diperoleh t=s dan J'Cl db:LO ds,

maka diperoleh b=0. Sehingga didapatkan penyelesaian untuk kurva-kurva
karakteristik dengan nilai awalnya, yaitu:

X(z,8) =vs+7 dan t(z,s) = s dan b(z,s) = c(7)
dimana persamaan pertama dapat ditulis = = x—vs, untuk setiap S=t maka dapat

dinyatakan 7 =x—Vvt. Selanjutnya, substitusikan z=x—vt pada b(z,s)=c(z)
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sehingga didapatkan
b(z,s) =c(r) = c(x —vt) (3.79)
sehingga diperoleh kondisi awal untuk b(x,t) dari persamaan (3.77), yaitu:
b(x,0) =n(x) —vm’'(x)
Kemudian, dengan persamaan (3.79) maka didapatkan penyelesaian untuk
persamaan (3.78), yaitu:
b(x,t) =n(x —vt) —vm'(x —vt) (3.80)
Substitusikan persamaan (3.80) pada persamaan (3.77), sehingga didapatkan

aHy(x,t)_VGHy(x,t)

B T3 n(x—vt) —vm’'(x —vt) (3.81)

sehingga dapat disimpulkan kurva-kurva karakteristik dari persamaan (3.81),
yaitu:

dH
g:1, d—X:—v, dan — =n(x—vt) —vfm’(x —vt) (3.82)
ds ds ds

Kemudian, integralkan semua komponen di atas, yaitu jcl dt:Ll ds, maka

diperoleh t=s dan lex:jc—vds, maka diperoleh x=-vs  dan

Ll dH, =_[C(n(x—vt)—vm'(x—vt))ds, maka diperoleh H, :Ic(n(x—W)—vm'(x—W))ds.

Jika pada kondisi awal gelombang diasumsikan laminer x=z, maka
didapatkan
X=7-vs dan t=0 dan H (x,0)=m(7) (3.83)
Jika kedua ruas persamaan pertama (3.83) ditambah dengan —vs, didapatkan

X—=Vt=17—2Vs, (3.84)
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untuk setiap s =t. Substitusikan persamaan (3.84) pada H,, sehingga diperoleh

Ol 0 Ot

H, (z.s) (n(x—vt)—vm'(x—vt))dt+m(r)

(n(r—2vt) —vm'(r—ZVt))dt+ m(z)

Jika dimisalkan A =7—2vt, maka dA=-2v dt. Hal ini mengakibatkan

H,(z,5) = j n(l)(—zlvd/lj—v_j m'(ﬂl)E—zlvd/lj+m(r)

7—2VS 7—2VS
—21 [ n(/l)d/1+; [ m' (A +me)
V

T T

7—2VS 7—2VS

1 1
— N +ZmA)[ 7 +m()

= —21\/[N (z—2vs)—N(z)] +;[m(r —2vs) —m(z)]+m(z)

[2];/ N(7) —;m(r) + m(r)} + [;m(r —2VS) — 2];/ N(z— 2VS)}

1 1 1 1
:[2 m(r)+2vN(T)]{Zm(r—ZVS)—ZVN(I—ZVS)} (3.85)

untuk setiap x =7z dan t=s.

Karena 7=X+W dan x—vt =7—2vt, maka persamaan (3.85) dapat ditulis
1 1 1 1
H, (x,1) = [m(x +vt) + —N(x +vt)}+ [m(x —vt)——N(x —vt)} (3.86)
2 2V 2 2V
Karena kondisi awal medan magnet untuk aHy(x,O)/at:—(]/ ££)cos(x) = n(x), maka
diperoleh Ln(/l) dA=— L(l/y)cos(/i) dA=(-1/ u)sin(2) = N(2). Substitusikan

kondisi awal untuk medan magnet H, pada persamaan (3.86), sehingga diperoleh

H,(xt)= Fcos(x +Vt) - isin(x +vt)} + Fcos(x —Vvt) + isin(x —vt)} (3.87)
2 2Vu 2 2Vu
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Persamaan (3.87) adalah penyelesaian nilai awal untuk medan magnet H,

dimana 1/2cos(x +vt) — (1/2v w)sin(x +vt) merupakan gelombang berjalan ke kiri

dan 1/2cos(x—vt) + (1/2v u)sin(x—vt) merupakan gelombang berjalan ke kanan

dengan kecepatan v (Zauderer, 2006).

Persamaan (3.87) dapat dijabarkan dan disederhanakan menjadi
H,(xt) = ;[[cos(x) cos(vt) +sin(x)sin(vt)] - Vl[sin(x) cos(vt) + cos(x)sin(vt)]] +
y7,
;[[cos(x) cos(vt) +sin(x)sin(vt)]+ vl [sin(x) cos(vt) —cos(x) sin(vt)]j
y7,
= 1cos(x) cos(vt) + Esin(x)sin(vt) - isin(x) cos(vt) — iCos(x)sin(vt) +
2 2 2Vu 2Vu
L cos(x) cos(vt) + sin(x)sin(vt) + —sin(x) cos(vt) - ——cos(x)sin(vt)
2 2 2Vu 2Vu
= L cos(x)cos(vt) + 1cos(x) cos(vt) — icos(x) sin(vt) — L cos(x)sin(vt)
2 2 2V 2Vu
= c0s(x) cos(vt) — icos(x)sin(vt)
vu

= C0S(X) (cos(vt) - Vlsin(vt)j
y7i

Sehingga penyelesaian masalah nilai awal untuk medan magnetH , yaitu:

H, (xt)= cos(x)(cos(vt) — Vlsin(vt)] (3.88)
U

Secara grafik, untuk penyelesaian analitik medan magnet H, dapat dilihat pada
gambar 3.6. Pada gambar 3.6, dapat diketahui amplitudonya adalah H, ==0,5.

Amplitudo dilambangkan dengan huruf f atau ketika benda ada pada titik terendah
atau tertinggi pada gambar 3.6, sedangkan titik setimbangnya adalah garis t =0.

Sedangkan periodenya adalah waktu yang diperlukan dari titik a ke e atau dari
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titik b ke f dan sebagainya, dimana periodenya adalah +0,15 dan frekuensinya

adalah 1/0,15Hz.

sumbu - I—b

sumbu - t

Gambar 3.6 Grafik Penyelesaian Masalah Nilai Awal Untuk Medan Magnet H, pada Sumbu
(H,.1)

Sedangkan grafik penyelesaian analitik masalah nilai awal untuk medan

magnet H, pada sumbu (H,, X) dapat dilihat pada gambar berikut:

H

sumbu -

sumbL - x

Gambar 3.7 Grafik Penyelesaian Masalah Nilai Awal untuk Medan Magnet H, pada Sumbu
(Hyvx)
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Pada gambar 3.7, dapat diketahui amplitudonya adalah H, A =+0,9.

Amplitudo dilambangkan dengan huruf a atau ketika benda ada pada titik
terendah atau tertinggi pada gambar 3.7, sedangkan titik setimbangnya adalah
garis x=0. Sedangkan periodenya adalah waktu yang diperlukan dari titik a ke e
atau dari titik b ke f dan sebagainya, dimana periodenya adalah +6 dan
frekuensinya adalah 1/6Hz.

Sedangkan gambar penampang gelombang untuk medan magnet pada

sumbu (H,,x,t) dapat dilihat pada gambar 3.8 sebagai berikut:

| i
. 05 ' I'I'""'"",""""'"""
. iy ,,'lll: ';, !,lll
; "

15

0 o

sumbu - t sumbii’= x

Gambar 3.8 Grafik Penyelesaian Masalah Nilai Awal untuk Medan Magnet H, pada Sumbu
(Hy,x,t)

Untuk lebih jelas melihat perbedaannya, dalam skripsi ini diberikan dua
interval dan dua selang waktu yang berbeda, yaitu 0<x<15 meter, 0<x<30

meter, 0<t <1 detik, dan 0<t<2 detik. Dimana pada gambar 3.9, t dianggap
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sebagai konstanta dan pada gambar 3.10, x dianggap konstanta. Perkembangan

variabel akan terlihat sebagaimana gambar 3.9 dan 3.10 berikut:

Grafik
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08 — =
064 -
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. 02—
-
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€
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1
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oa—
0<x<30 S
= = 2y
£
® 02
04 |
06
08
1
o 3 10 15 2 2 30

Gambar 3.9 Grafik Penyelesaian Masalah Nilai Awal Persamaan Maxwell untuk Medan Magnet
H, pada Sumbu x dengan Jarak 0<x<l5 meter dan 0<x<30 meter.

Pada gambar 3.9 dapat dianalisis bahwa pada interval 0<x<15 meter
pada saat t =1 detik, diperoleh amplitudo sebesar 0,9 dan periode sebanyak 2 dan
pada saat t=2 detik amplitudonya sebesar 0,6 dan periode sebanyak 2.
Sedangkan pada interval 0<x<30 meter pada saat t=1 detik diperoleh
amplitudo sebesar 0,9 dan periode sebanyak 4 dan pada saat t =2 detik diperoleh
amplitudo sebesar 0,6 dan periodenya sebanyak 4. Jadi, dapat disimpulkan bahwa
semakin besar interval, amplitudo yang diperoleh diperoleh tidak berubah atau
tetap sedangkan periodenya semakin banyak. Semakin lama waktu yang
diberikan, amplitudo yang diperoleh semakin rendah sedangkan periodenya tidak

mengalami perubahan atau tetap.
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Gambar 3.10 Grafik Penyelesaian Masalah Nilai Awal Persamaan Maxwell Untuk Medan Magnet
H, pada Sumbu t dengan Waktu 0 <t <1 detik dan 0 <t <2 detik.

Pada gambar 3.10 dapat dianalisis bahwa pada saat 0<t <1 detik pada
jarak x =15 meter diperoleh periode sebanyak 6 dan amplitudo sebesar 0,75 dan
pada jarak x=30 detik amplitudonya sebesar 0,15 dan periodenya sebanyak 6.
Sedangkan pada saat 0<t <2 meter pada saat x =15 meter diperoleh amplitudo
sebesar 0,75 dan periodenya sebanyak 11 dan pada saat x=30 meter diperoleh
amplitudo sebesar 0,15 periodenya sebanyak 11. Jadi, dapat disimpulkan bahwa
semakin besar interval dan semakin lama waktu yang diberikan maka amplitudo
yang diperoleh semakin rendah dan periodenya semakin banyak.

Berdasarkan gambar 3.9 dan 3.10, dapat diketahui bahwa semakin lama
waktu yang diberikan dan semakin besar interval yang diberikan, semakin rendah

amplitudo yang diperoleh sedangkan periodenya semakin besar. Semakin besar
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periodenya, semakin besar pula frekuensinya yang artinya semakin cepat pula

sistem berosilasi.

3.2.2 Penyelesaian Masalah Nilai Batas Persamaan Maxwell

Penyelesaian masalah nilai batas persamaan Maxwell untuk medan listrik
dan medan magnet secara berturut-turut dapat diselesaikan dengan metode
pemisahan variabel dengan prosedur sebagai berikut:

Pandang persamaan (3.56) untuk medan listrik E, sebagai berikut:

o*E,  ,0°E
L_vy
ot? OX?

2 -0

dengan kondisi batas untuk medan listrik E,(x,t) yang dinyatakan sebagai
berikut:
E,(0,t)=0 (3.89)
E,(,t)=0 (3.90)
Jika dimisalkan E,(x,t) = X (x)T (t), maka didapatkan

OE,(x,1)

N X()T'(t)
O°E,(x,t) _ .
o X(X)T"(t)
LD e

OX

OX

Substitusikan persamaan di atas pada persamaan (3.56), sehingga didapatkan
X (X)T"(t) =v?X"(X)T (t) =0 (3.91)

Kalikan persamaan (3.92) dengan 1/ X (x)T (t) sehingga didapatkan
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T LX)
T X()

Persamaan di atas dapat ditulis kembali menjadi

17 _ X"(x)
VET()  X(x)

(3.92)

Jika dimisalkan (1/v2)T”(t)/T(t) dan X"(x)/ X(x) sama dengan A, maka

didapatkan
vlzTT”((tt)) 4 (3.93)
2 By, (3.94)
X (X)
Persamaan (3.95) dapat ditulis kembali menjadi
X"(x) = AX(X)
X"(X) = AX(x) =0 (3.95)
Jika dimisalkan X (x) =e™, maka persamaan (3.96) menjadi
m’e™ —1e™ =0 (3.96)
Persamaan (3.97) dapat disederhanakan menjadi
e™(m*—1)=0 (3.97)

Sehingga didapatkan persamaan karakteristik dari persamaan (3.98) yaitu:
m’ -1=0
Persamaan di atas dapat ditulis kembali menjadi

m? =4 (3.98)
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Sehingga didapatkan akar-akar karakteristik dari persamaan (3.99) yaitu:
m, = /4 (3.99)
Berdasarkan akar-akar karakteristik yang diperoleh, maka untuk penyelesaiannya
terdapat tiga kasus yang harus ditinjau, yaitu:

1) Kasus I: Jika A>0, maka didapatkan dua akar riil dan berbeda, yaitu
m, =+J4. Akibatnya, penyelesaian umum dari persamaan (3.99) adalah
X (x) =Ce"™ +Ce™ (3.100)
dengan memperhatikan kondisi batas untuk 0<x<I, maka persamaan
(3.100) pada saat x =0, yaitu:
X(0)=Ce*@ +C,e @ =0
Bentuk di atas dapat dinyatakan kembali menjadi
C,+C,=0
sehingga didapatkan
C,=-C, (3.101)
sedangkan persamaan (3.100) pada saat X =1 adalah
X()=CePM4Cce =0 (3.102)

substitusikan persamaan (3.101) pada persamaan (3.102), sehingga

didapatkan
Cleﬂ(l) _Cle—ﬁ(l) =0
Persamaan di atas dapat disederhanakan menjadi

Cl(e‘ﬁ“) —e“ﬁ“)) =0 (3.103)
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sehingga dari persamaan (3.103) dapat disimpulkan
C,=0 atau e _eg*® =g (3.104)

Jika diasumsikan C, #0 dan e*® —gV*® =0, maka didapatkan

V() _ g~V

ety _ 1
0

22 _q

ezﬁm = eo

2J2(1)=0

sehingga didapatkan
2J2(1)=0

Namun, e*® —e~*® 0 karena A>0 dan |>0. Sehingga penyelesaian

yang mungkin adalah C, =0. Oleh karena itu, dapat disimpulkan bahwa tidak

ada penyelesaian nontrivial pada kasus ini.

Kasus II: Jika A=0, maka didapatkan dua akar yang berulang, yaitu
m, =m, = 0. Akibatnya, penyelesaian umum dari persamaan (3.99) adalah

X (x) =Ce @ +C,xe@* (3.105)
dengan memperhatikan kondisi batas untuk 0<x<I, maka persamaan
(3.105) pada saat x =0, yaitu:

X (0)=C,e9? +C,(0)e? =0
C,e’+C,(0)e° =0

C,+0=0

C,=0

sehingga didapatkan
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C, =0 (3.106)
sedangkan persamaan (3.105) pada saat X=1 adalah

X()=Ce®+C,(1)e” =0
Ce’+C,(Ne’ =0
C,+C,()=0

Substitusikan persamaan (3.106) pada persamaan di atas, sehingga didapatkan

0+C,(1)=0
C,(1)=0

Karena | >0, maka didapatkan C, =0. Oleh karena itu, dapat disimpulkan
bahwa jika A4=0, maka didapatkan C,=C, =0, sehingga tidak ada
penyelesaian nontrivial pada kasus ini.
Kasus Ill: Jika A4<0, maka didapatkan dua akar kompleks, vyaitu
m, =v-4 =+iA. Akibatnya, penyelesaian umum untuk persamaan (3.99)
adalah
X () = C,e@* cos+/Ax +C,e®* sin/Ax

=Clcos\/Zx+C2 sin«/zx (3.107)

dengan memperhatikan kondisi batas untuk 0<x<Il, maka persamaan

(3.107) pada saat x =0, yaitu:

X (0) = C, cos+/2(0)+C,sin/2(0) =0
C,(1)+C,(0)=0
C,=0

sehingga didapatkan
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sedangkan persamaan (3.107) pada saat X=1 adalah
X (1) =C,cosy/A(1) +C,sinJA(1) =0 (3.108)

Substitusikan C, =0 pada persamaan (3.108), sehingga didapatkan

X (1) = (0)cos~/2(1) +C,sinA(1) =0
0+C,siny/2(1)=0
C,sinA(1) =0

Sehingga dari persamaan di atas dapat disimpulkan

C,=0 atau sinﬁ(l):o (3.109)
Jika diasumsikan C, =0 dan sin</A(1)=0, maka sin</2(1)=0 jika dan
hanya jika JA() =nr, yaitu

V() =nz

A(0%) = (nz)?
(3]
I
dimana n=0,1,2,3,....
Jika diasumsikan C, =0, maka tidak ada penyelesaian nontrivial untuk kasus

ini. Sehingga penyelesaian untuk persamaan (3.107), yaitu:

nzX

X, (X)= ansin(T) (3.110)

dimana a, adalah konstan.

Selanjutnya, pandang persamaan (3.93), sebagai berikut:

1T _,
VET(t)
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Persamaan di atas dapat ditulis kembali menjadi
T"(t) = VAT (t)
T"(t) =v2AT () =0 (3.111)
Jika dimisalkan T (t) =e™, maka persamaan (3.111) menjadi
m?e™ —v:1e™ =0
Persamaan di atas dapat disederhanakan menjadi
e™ (m* —v?1)=0 (3.112)
sehingga didapatkan persamaan karakteristik dari persamaan (3.112), yaitu:
m>—v’A1=0
Persamaan di atas dapat ditulis kembali menjadi
m? =v°A (3.113)
Karena A yang sesuai adalah 4 <0, maka diperoleh akar-akar karakteristik dari
persamaan (3.113), yaitu:
m,, = +J—Vv2A = iviA (3.114)
sehingga, penyelesaian umum dari persamaan (3.114) adalah
T (t) = C.e® cos(v+/2 t) +C,e®" sin(v-/At)
= C, cos(v+/At) +C, sin(vy/At) (3.115)

Karena A =(nz/l) dan t>0, maka penyelesaian dari persamaan (3.115) adalah

T.(t)=b, cos(%ﬂt) +¢C,sin (%ﬂtj (3.116)
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Substitusikan persamaan (3.110) dan (3.116) pada E, (x,t) =X, (X)T,(t), maka

didapatkan

E, (x,t)= (an sin (@D(bn cos(vnlﬂtj +cC,sin (anﬁtj] (3.117)

Jika dimisalkan A, =ab, dan B, =a.,, maka persamaan (3.117) dapat ditulis

E, (xt) :sin(nij[ph cos(%”t)ﬂu B, sin(mlltjj (3.118)

Persamaan (3.118) merupakan penyelesaian partikulir masalah nilai batas untuk

kembali

medan listrik E,.

Karena persamaan (3.56) adalah linier dan homogen, maka persamaan

(3.118) dapat ditulis dalam bentuk deret tak hingga sebagai berikut:

E,(x,1) :isin(nij(ﬁ,1 cos(vnlm}t B, sin(vnlﬂtn (3.119)

Persamaan (3.119) juga merupakan penyelesaian dari persamaan (3.56) yang
konvergen dan kontinu serta terturunkan terhadap X dan t.

Kemudian turunkan deret (3.119) terhadap t, sehingga diperoleh

OE,(Xt) _xovnz . (nax (o, . vnat vnzt
p =>. i sm( i )( A]sm( : j+Bncos( : D (3.120)

n=1

Kemudian, substitusikan kondisi awal (3.57) dan (3.58) pada persamaan (3.119)

dan persamaan (3.120), yaitu:

E,(x,0)= isin (@j(ﬂ cos (—ler(o) j +B, sin (—ler ©) D
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E,(x,0)= Zsm( j(Ahcos( )+B,sin(0))
:;sin(@j(A](l)Jan(O))
=§A]sin[n—7|[§j=sin(x)

dan

Vn—”sin nEs —A sin [vn ()j +B cos(ﬁvnﬂ(o)]
I I j I

Tsin —= |(-A,sin(0)+B, cos(0))
% sin[ 2% |(0+8, (1))

B, Vn—”sin (nﬂx = 1sin(x)
| | &

dengan koefisien A, dan B, diberikan sebagai berikut:

jsm(x)sm( | jdx (3.121)

n

1sm(x)sm( jd (3.122)
&

T navsy

Pertama selesaikan Llsin(x)sin(nﬂx/ I)dx sebagai berikut:

Ism(x)sm( I )dx_ Ugcos(l—nl—ﬁJx dx—J'(:cos(1+nT”Jx de (3.123)

Kemudian untuk J'O' cos(1-nz/1)x dx diselesaikan sebagai berikut:

Ilcos 1—n—” X dx = I sin 1—n—” X
0 I |l —nx |

0
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J: cos(l—nT”) X dx = i _Inﬂ (sin (1—n|—7zjl —sin (O)J

.
= I_msm(l —nr) (3.124)

dan untuk _[Ol cos(1+nz /1)x dx dapat diselesaikan sebagai berikut:
jlcos i X dx = ! sin 1+ 2% 1y
0 | | +nz )7,

= +Im [sin(1+ Elir—jl —sin(O)J

N E sin(l+nx) (3.125)
| +nz

Substitusikan persamaan (3.124) dan (3.125) pada persamaan (3.123), sehingga

diperoleh
Llsin(x)sin(nlm(jdx = ;UOI cos(l—nlﬂjx dx—f; cos(1+ nlﬂjx dxj
| 1 :
:Z(I_nﬂsm(l—nfr)—I+nﬂ5|n(l+n7r)j (3.126)

Substitusikan persamaan (3.126) pada persamaan (3.121) sebagai berikut:

A :IE(;(I —1n7r sin(l —n) - I +1n7r a nﬂ)D

sin(l—nz)—

= sin(1+nx) (3.127)
| —nz | +n7z

Kemudian, substitusikan persamaan (3.126) pada persamaan (3.122) sebagai

berikut:

B, = 2 (l( L sin(l-nz)— L sin(l+n7z)D
nzve\ 2\ I —nz | +n7z
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sin(l-nz)-

)= | ( sin(l+n7r)j (3.128)
nzve '\l —nz l+nxz

Persamaan (3.119) merupakan penyelesaian masalah nilai batas untuk
medan listrik E, dengan koefisien A, dan B, diberikan pada persamaan (3.127)

dan (3.128). Secara grafik, penyelesaian analitik untuk medan E, listrik dapat

dilihat pada gambar sebagai berikut:

15 T

5]

sumbu - E
o

-0.5-

sumbu - x

Gambar 3.11 Grafik Penyelesaian Masalah Nilai Batas untuk Medan Listrik E, pada Sumbu

(E;.%)

Pada gambar 3.11, dapat diketahui untuk n=1 amplitudonya adalah *1.
Sedangkan periodenya adalah 2. Begitu pula untuk n=2 dan n=3 amplitudo
dan periodenya tetap, yaitu 2, dan kurva yang dihasilkan mulai terlihat mengalami
gangguan namun tidak terlalu signifikan.

Sedangkan penampang gelombang untuk medan listrik pada sumbu

(E,, x,t) dapat dilihat pada gambar 3.12 sebagai berikut:
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sumbu - E

sumbu - t Qe

sumbu - x

Gambar 3.12 Grafik Penyelesaian Masalah Nilai Batas untuk Medan Listrik E, pada sumbu

(E,, x,1)
Selanjutnya dengan prosedur yang analog, maka penyelesaian masalah

nilai batas untuk medan magnet H, dapat dikerjakan sebagai berikut:

Pandang persamaan (3.72) untuk medan magnet, yaitu:

dengan kondisi batas untuk medan magnet H (x,t) yang dinyatakan sebagai

berikut:

H,(0,)=0 (3.129)
H,(,)=0 (3.130)

Jika dimisalkan H (x,t) = X (x)T (t) maka didapatkan
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oH,(x,t) ,

SR X 0T

D _x

LO0 _ g7 )
OX

THED ot
OX

Substitusikan persamaan di atas pada persamaan (3.72), sehingga didapatkan
X)T"(1) =v*X"()T(t) =0 (3.131)

Kalikan persamaan (3.132) dengan 1/ X (x)T (t) sehingga didapatkan

T o X0 _
TO X

0

Persamaan di atas dapat ditulis kembali menjadi

17" X"(x)
VET()  X(X)

(3.132)

Jika dimisalkan (1/v2)T”(t)/T(t) dan X"(x)/ X(x) sama dengan A, maka

didapatkan
1 T"(t)
— =A 3.133
vZ T(t) ( )
LSS (3.134)
X(x)

Persamaan (3.134) dapat ditulis kembali menjadi

X"(x) = AX(X)
X"(x)=AX(x)=0 (3.135)

Jika dimisalkan X (x) =e™, maka persamaan (3.135) menjadi
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m’e™ —1e™ =0
Persamaan di atas dapat disederhanakan menjadi
e™(m?-2)=0 (3.136)
sehingga didapatkan persamaan karakteristik dari persamaan (3.136) yaitu:
m’-1=0
Persamaan di atas dapat ditulis kembali menjadi
m? =2 (3.137)
sehingga didapatkan akar-akar karakteristik dari persamaan (3.137), yaitu:
m, =+ (3.138)
Berdasarkan akar-akar karakteristik yang diperoleh, maka untuk penyelesaiannya

terdapat tiga kasus yang harus ditinjau, yaitu:

1) Kasus I: Jika A4>0, maka didapatkan dua akar riil dan berbeda, yaitu
m, =+2. Akibatnya, penyelesaian umum dari persamaan (3.138) adalah
X (x) =Ce"™ +C eV (3.139)
dengan memperhatikan kondisi batas untuk 0<x<I, maka persamaan
(3.139) pada saat x =0, yaitu:
X (0)=C.e*® +C e =0
Bentuk di atas dapat dinyatakan kembali menjadi
C,+C, =0
sehingga didapatkan

C,=-C, (3.140)



sedangkan persamaan (3.139) pada saat X=1 adalah
X()=Ce"" +c eV =0

Substitusikan persamaan (3.140) pada persamaan (3.141),

didapatkan
Cse\ﬁ(') —Cse’\ﬁ(') -0
Persamaan di atas dapat disederhanakan menjadi
Cl(eﬁ(" _efﬁm) -0
sehingga dari persamaan (3.142) dapat disimpulkan
C.=0 atau e®_e V20 =g

Jika diasumsikan C, #0 dan e —e*® =0, maka didapatkan

V() _ g0

ovin _ 1
eVA()

e2Vi(h _q

ezﬁ(l) _ eo

2JA(1)=0

sehingga didapatkan
2J2(1)=0
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(3.141)

sehingga

(3.142)

(3.143)

Namun, e*® —e~*® 0 karena A>0 dan |>0. Sehingga penyelesaian

yang mungkin adalah C, =0. Oleh karena itu, dapat disimpulkan bahwa tidak

ada penyelesaian nontrivial pada kasus ini.
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2) Kasus II: Jika A=0, maka didapatkan dua akar yang berulang, yaitu
m, =m, =0. Akibatnya, penyelesaian umum dari persamaan (3.138) adalah
X (x) =C.e@* +C xe®* (3.144)
dengan memperhatikan kondisi batas untuk 0<x<I, maka persamaan
(3.144) pada saat x =0, yaitu:

X (0) = C,e®© +C, (0)e®® =0
C.e’+C,(0)e° =0

C,+0=0

C.=0

sehingga didapatkan
G- (3.145)
sedangkan persamaan (3.144) pada saat X =1 adalah

X (1) =Ce® +C,(1)e® =0
C.e’ +C,(1)e° =0

C.+C,(1)=0
Substitusikan persamaan (3.145) pada persamaan di atas, sehingga didapatkan

0+C,(1)=0
Ce(l) =0

Karena | >0, maka didapatkan C, =0. Oleh karena itu, dapat disimpulkan
bahwa jika A=0, maka didapatkan C.,=C,=0, sehingga tidak ada

penyelesaian nontrivial pada kasus ini.
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3) Kasus IlI: Jika 4>0, maka didapatkan dua akar kompleks, vyaitu
m, == —A =i, Akibatnya, penyelesaian umum untuk persamaan
(3.138) adalah
X (x) = C.e@* cos/Ax+C.e@*sinAx
=Cscosﬁx+cssinﬂx (3.146)
dengan memperhatikan kondisi batas untuk 0<x<I, maka persamaan

(3.146) pada saat x =0, yaitu:

X (0) = C, cos~/2(0) + Csiny/2(0) =0
Cs(1)+Cs(0)=0
C. =0

sehingga didapatkan
C,=0 (3.147)
sedangkan persamaan (3.146) pada saat X =1 adalah
X (1) =C,cosA (1) +Csinv2(1) =0 (3.148)
Substitusikan persamaan (3.147) pada persamaan (3.148), sehingga

didapatkan

X (1) = (0)cos~/A (1) +C, sin/A(1) =0
0+C,siny/A(l)=0
C,sinA(l)=0

Sehingga dari persamaan di atas dapat disimpulkan

C,=0 atau siny/2(1)=0 (3.149)
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Jika diasumsikan C,#0 dan sin</2(1)=0, maka sin~/A(1)=0 jika dan
hanya jika /A (1) = nz, yaitu:

JA() =nz
A(1%) = (nz)°

nz\’
(%)
I
dimana n=0,1,2,3,....
Jika diasumsikan C, =0, maka tidak ada penyelesaian nontrivial untuk kasus

ini. Sehingga penyelesaian untuk persamaan (3.146), yaitu:

NzX

X, (X) = a:sin(lJ (3.150)

dimana a”, adalah konstanta.

Selanjutnya, pandang persamaan (3.133), sebagai berikut:

1T
VET(@)

Persamaan di atas dapat ditulis kembali menjadi
T"(t) = VAT (t)
T"(t) - VAT (1) =0 (3.151)
Jika dimisalkan T (t) =e™, maka persamaan (3.151) menjadi
m’e™ —v?2e™ =0
Persamaan di atas dapat disederhanakan menjadi
e™ (m* —v?1)=0 (3.152)

sehingga didapatkan persamaan karakteristik dari persamaan (3.152) yaitu:
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m? -v’A =0 (3.153)
Persamaan (3.153) dapat ditulis kembali menjadi
m? =v°1 (3.154)
Karena A yang sesuai adalah 4 <0, maka diperoleh akar-akar karakteristik dari
persamaan (3.154), yaitu:
m,, = +v—V2A = +ivy/A (3.155)
sehingga, penyelesaian umum dari persamaan (3.151) adalah
T(t) = C,e® cos(v/2 t) + C,e@" sin(v/At)
0, cos(v«/It) +HE; sin(vﬁt) (3.156)
Karena 4 =(nz/l) dan t >0, maka penyelesaian dari persamaan (3.151) adalah

vnrt

T()=b COS(%MJ-FC;S"](I) (3.157)

Substitusikan persamaan (3.150) dan (3.157) pada H, (x,t) = X (X)T,(t), maka

didapatkan

H, (xt)= (a: sin [n—TﬁD(b: cos(vnlﬂt) +¢, sin (V—nlﬂ‘tn (3.158)

Jika dimisalkan C, =a’b, dan D, =a,c, maka persamaan (3.158) dapat ditulis

kembali
H, (x,t) :sin(@j(cn cos(%ﬂtj+ Dnsin(%ﬂtn (3.159)

Persamaan (3.159) merupakan penyelesaian partikulir masalah nilai batas untuk

medan magnet H,.



110
Karena persamaan (3.72) adalah linier dan homogen, maka persamaan

(3.159) dapat ditulis dalam bentuk deret tak hingga sebagai berikut:

H,(x,t) = Zsm( j[c os(vnlmj Dsm(vnlmj) (3.160)

Persamaan (3.160) juga merupakan penyelesaian dari persamaan (3.72) yang
konvergen dan kontinu serta terturunkan terhadap X dan t.

Kemudian turunkan deret (3.160) terhadap t, sehingga diperoleh

oH, (, t)_ivrlw . (nﬂ j(—cnsin(@j”’nco{%ﬂn (3.161)

Kemudian, substitusikan kondisi awal (3.73) dan (3.74) pada persamaan (3.160)

(C cos(vn”(o)j+ D sin[vn”(o)D
) I ! I

)
= nZwllsin n”XJ(CH cos(0)+ D,sin(0))
J

dan persamaan (3.161), yaitu:

H,(x,0) =) sin| —
n=1

dan
—6Hy(x,0) =S YT i | DX (—Cn sin(—vmlr(o)J+ D, cos(—vmlr(o)jj

= > ==sin| == |(-C, sin(0)+ D, cos(0))

vnr . ( nxX
:nzl—”sm % (0+D,(1))

=> D, Vn—”sin(@j = —icos(x)
-1 I I H

n
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dengan koefisien C, dan D, diberikan sebagai berikut:

C,= %‘I[cos(x) sin (@j dx (3.162)

L | (—icos(x)jsin[@] dx (3.163)
nzv U I

0

Pertama selesaikan LI cos(x)sin(nzx /1) dx sebagai berikut:

LI cos(x)sin(@)dx = %U{:sin(u nT”jx dx—jolsin(l—nl—”jx dxj (3.164)

Kemudian untuk J'Olsin(l+ nz/1)x dx diselesaikan sebagai berikut:

J.Isin 1+n—7Z X dx=— I CoS 1+n_7z X
0 | | +nx | 0

2 +Inﬁ [cos (1+ nl—”jl — cos(O)j

=_I+Inﬁ(cos(l +n7r)—1) (3.165)

dan untuk J'Olsin (1-nz/1)x dx dapat diselesaikan sebagai berikut:

J'Isin 1—n—7[ X dX =— ! CoS l—n—” X
0 l | —nx | 0

- _IM [Cos(l_nl_”jl —cos(O)j

- _'m (cos(1-nz)-1) (3.166)
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Substitusikan persamaan (3.165) dan (3.166) pada persamaan (3.164), sehingga

diperoleh

i (L

. —IZ{_I +In;z (cos(1+ n;r)—l)—[—l | (cos(I- n;r)—l)j]

—Nrx

|
+ Nz

:%( ! (cos(l-nz)-1)- I

| —nz

(cos(I+n) —1)j (3.167)

Substitusikan persamaan (3.167) pada persamaan (3.162) sebagai berikut:

anlz(lz(l—l (oos(1-nm) 1) (COS(HM)_l)D

Nz + Nz

|
| +n7z

(cos(I-nz)-1)- (cos(1+n7z)-1) (3.168)

| —nz
Kemudian, substitusikan persamaan (3.167) pada persamaan (3.163) sebagai

berikut:

DL —— 2 (;(I_Inﬁ(cos(l—nn)—l)—l !

NzvVu +nz

(cos(1+nr) —1)])

(cos(I-nz)-1)— (cos(! +n7z)—1)j (3.169)

I
:_nﬂ'V,u(|—n7Z' | +n7z
Persamaan (3.160) merupakan penyelesaian masalah nilai awal dan masalah nilai
batas untuk medan magnet H, dengan koefisien C, dan D, diberikan pada
persamaan (3.168) dan (3.169).

Secara grafik, penyelesaian analitik medan magnet H,  dapat dilihat pada

gambar berikut:



113

2.5

. | |
\ \

sumbu - H
. ¢
== {
L
=

S

115 ‘v w

sumbu - X
Gambar 3.13 Grafik Penyelesaian Masalah Nilai Batas untuk Medan Magnet H, pada Sumbu

(Hy.x)
Pada gambar 3.13, dapat diketahui untuk n =21 amplitudonya adalah 1.
Sedangkan periodenya adalah 2. Untuk n=2 dan n=3 amplitudonya adalah 1,5
dan periodenya adalah 11. Pada gambar, terlihat bahwa amplitudo dan periodenya

mengalami perubahan yang signifikan dimana jumlah amplitudo dan periodenya

bertambah.

Sedangkan gambar penampang gelombang untuk medan magnet pada

sumbu (H,,x,t) dapat dilihat pada gambar 3.14 sebagai berikut:

sumbu - H

sumbu - t 0 o

sumbu - x

Gambar 3.14 Grafik Penyelesaian Masalah Nilai Batas untuk Medan Magnet H, pada sumbu

(Hy,x,t)
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3.3 Batas Kemampuan Manusia dalam Al-Qur’an
Allah SWT menciptakan manusia berbeda-beda. Ada kuat, ada lemah, ada
kaya, ada miskin, satu cerdas dan berpotensi besar, salah satunya kurang cerdas
dan berpotensi sedikit. Karena memang fitrah manusia diciptakan berbeda-beda
dan memiliki batas kemampuan. Seperti yang dijelaskan dalam surat Al-Bagarah

ayat 286, Allah SWT berfirman:

-

Tl o Bl lp ¥ 655 BTG gles e u |l Lg;wjmu.;;&‘uiij‘ﬁ

3!

M

—_— '.\

Y)L.U uu.%wq.\“& W“lﬂ‘%d@ﬁju) L:Ua>

)}U\J&bj@u LVJ).eg_/.:l L.o})‘j LJja_ob L&g,a_ob ;‘UU LEY L.Lc}d

- =0

Artinya: Allah tidak membebani seseorang melainkan sesuai dengan
kesanggupannya. ia mendapat pahala (dari kebajikan) yang
diusahakannya dan ia mendapat siksa (dari kejahatan) yang
dikerjakannya. (mereka berdoa): "Ya Tuhan Kami, janganlah Engkau
hukum Kami jika Kami lupa atau Kami tersalah. Ya Tuhan Kami,
janganlah Engkau bebankan kepada Kami beban yang berat
sebagaimana Engkau bebankan kepada orang-orang sebelum kami. Ya
Tuhan Kami, janganlah Engkau pikulkan kepada Kami apa yang tak
sanggup Kami memikulnya. beri ma'aflah kami; ampunilah kami; dan
rahmatilah kami. Engkaulah penolong Kami, Maka tolonglah Kami
terhadap kaum yang kafir."

Menurut Al-Qurthubi (2009), kata at-Takliif adalah sesuatu yang
memberatkan seseorang. Terbebani sesuatu artinya adalah menanggung atau
menahan beban tersebut. Sedangkan kata wus’aha, adalah kesungguhan,
kemampuan, dan kesanggupan. Ayat ini menerangkan bahwasanya Allah tidak
membebani seseorang melainkan hanya sebatas kemampuannya, yang mungkin
dilakukan olehnya. Allah memberitahukan bahwa dari awal diturunkannya ayat

pertama, hamba-hambanya tidak pernah dibebani dengan suatu ibadah, baik yang
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dilakukan oleh anggota badan yang dapat dilihat maupun tidak, kecuali
pembebanan itu masih dapat dilakukan oleh mereka.

Sedangkan dalam tafsir Ibnu Katsir dijelaskan bahwa ayat ini yang
menghapus berat beban yang dirasakan oleh para sahabat Nabi, yaitu dalam ayat,
(AL 4 Ldad s it ) Kudil 6 G V88 of5) “Dan jika kamu menampakkan apa yang
ada dalam di hatimu atau kamu menyembunyikannya, niscaya Allah akan
membuat perhitungan denganmu tentang perbuatanmu itu.”  Maksudnya,
meskipun Dia menghisab dan meminta pertanggungjawaban, namun Dia tidak
mengadzab melainkan disebabkan dosa yang seseorang memiliki kemampuan
untuk menolaknya. Adapun sesuatu yang seseorang tidak memiliki kemampuan
untuk menolaknya seperti godaan dan bisikan jiwa (hati), maka hal itu tidak
dibebankan kepada manusia dan kebencian terhadap godaan bisikan yang jelek
merupakan bagian dari iman (Abdullah, 2004). Jadi, apabila manusia tidak
mempunyai kemampuan itu, maka beban itu tidak akan diberikan kepada manusia
atau dengan kata lain, Allah akan mengadzab seseorang yang diberikan pekerjaan
tetapi tidak dikerjakan (Ash-Shiddieqy, 2000).

Menurut Al-Jazairi (2006) dalam tafsirnya yang berjudul Al-Aisar, ayat ini
menerangkan bahwa dalam mencapai tujuan hidup, manusia diberi beban oleh
Allah SWT sesuai batas kesanggupannya, mereka diberi pahala lebih dari yang
telah diusahakannya dan mendapat siksa yang seimbang dengan kejahatan yang
telah dilakukannya. Agama Islam adalah agama yang tidak memberati manusia

dengan beban yang berat dan sulit. Mudah, ringan, dan tidak sempit adalah asas
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pokok dari agama Islam. Hal ini merupakan salah satu dari lemah lembut dan
kasih sayang-Nya kepada makhluk-Nya.

Sedangkan dalam tafsir fi-zhilalil qur’an dikatakan bahwa setiap tugas
yang diberikan oleh Allah adalah sesuai dengan batas kemampuan manusia.
Walaupun akan ada saat dimana manusia merasa berat melaksanakannya, tetapi
itu bukan karena beban itu berat. Namun, merupakan kelemahan dari manusia itu
sendiri. Dengan melipatgandakan semangat dan meningkatkan tekad, semua itu
akan dapat diatasi. Karena, semua tugas yang dibebankan masih dalam lingkup
kemampuan manusia (Qutb, 2001).

Seperti yang telah dibahas sebelumnya, manusia mempunyai kemampuan
terbatas sesuai dengan ukuran yang diberikan oleh Allah kepadanya. Makhluk ini,
misalnya, tidak dapat terbang. Ini merupakan salah satu ukuran atau batas
kemampuan yang dianugerahkan Allah kepadanya. la tidak mampu
melampauinya, kecuali jika ia menggunakan akalnya untuk menciptakan suatu
alat, namun akalnya pun mempunyai ukuran yang tidak mampu dilampaui. Di sisi
lain, manusia berada di bawah hukum-hukum Allah sehingga segala yang
dilakukan pun tidak terlepas dari hukum-hukum yang telah mempunyai kadar dan
ukuran tertentu. Hanya saja karena hukum-hukum tersebut cukup banyak, dan
manusia diberi kemampuan untuk memilih maka manusia dapat memilih yang
mana di antara takdir yang ditetapkan Tuhan terhadap alam yang dipilihnya. Di
sinilah pentingnya pengetahuan dan perlunya ilham atau petunjuk llahi (Shihab,

1996).
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Dari paparan di atas, dapat disimpulkan bahwasanya Allah SWT tidak

akan membebani seseorang kecuali sesuai dengan kesanggupannya. Begitu pula
dalam menyelesaikan suatu permasalahan matematika. Suatu permasalahan
matematika sejatinya dapat dicari penyelesaian analitik dan penyelesaian
numeriknya. Meskipun penyelesaian analitik lebih bagus daripada penyelesaian
numeriknya karena tidak mempunyai galat atau error. Namun terkadang, ada
permasalahan yang sulit dicari penyelesaian analitiknya, sehingga dapat

diselesaikan dengan mencari penyelesaian numeriknya.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan
Berdasarkan penelitian yang telah dilakukan, dapat disimpulkan untuk

analisis eksistensi dan ketunggalan untuk persamaan Maxwell dan penyelesaian

analitik persamaan Maxwell untuk medan listrik E, dan medan magnet H,

dengan masalah nilai awal dan masalah nilai batas sebagai berikut:
1. Berdasarkan analisis eksistensi dan ketunggalan penyelesaian untuk
persamaan Maxwell, diketahui bahwa penyelesaian untuk persamaan

Maxwell ada dan mempunyai satu penyelesaian.

2. Penyelesaian masalah nilai awal untuk medan listrik E, dan medan magnet

H, sebagai berikut:

E,(x,t) =sin(x) (cos(vt) + isin(vt)j
ve

H, (x,t) = cos(x) [cos(vt) — Visin(vt)j
U

3. Penyelesaian masalah nilai batas untuk medan listrik E, dan medan magnet

H, sebagai berikut:

e 0= Son( 27 oo 7 2 7]

dimana
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A, =I_lnﬁsin(l—nn)—I+nﬁsin(l+n7r)

dan

I .
B, = sin(l-nz)-
nzve \ | —nxz | +nx

sin(1 +n7r)j

dan untuk medan magnet H, yaitu:

010 = (27 o oo (2

dimana

(cos(1+n7z)-1)

n

(cos(l1-nz)-1)-

| —nz | +nz

dan

4.2 Saran

Dalam penulisan skripsi ini, penulis menggunakan metode D ’'Alembert
untuk menyelesaikan masalah nilai awal dan metode pemisahan variabel untuk
menyelesaikan masalah nilai batas. Oleh karena itu, penulis memberikan saran
kepada pembaca yang tertarik pada permasalahan ini supaya mengembangkannya
dengan melakukan analisis persamaan Maxwell untuk dimensi yang lebih tinggi

atau menggunakan metode lain.
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LAMPIRAN

Lampiran 1
Program Matlab untuk gambar 3.1 dengan waktu 0 <t <1

% Lampiran 1
% Program Matlab untuk gambar 3.1
% Oleh : Roudatul Khairiyah

clc,clear

t=0:.0225:1;
x=1;
v=3*(10"8) ;

ep=8.85*10"-12;

E z=sin(x)* (cos(v*t)+(1l/v*ep) *sin(v*t)) ;
plot(t,E_z)

grid on

xlabel ('sumbu - t'),ylabel ('sumbu - E z')

Lampiran 2
Program Matlab untuk gambar 3.2 dengan interval 0< x <15

% Lampiran 2
Program Matlab untuk gambar 3.2
Oleh : Roudatul Khairiyah

oe

o\°

clc,clear

x=0:.0001:15;

t=1;

v=3*(10"8) ;

ep=8.85*10"-12;

E z=sin (x)* (cos (v*t)+(1/v*ep) *sin (v*t));
plot(x,E z)

grid on

Lampiran 3
Program Matlab untuk gambar 3.3

o

Lampiran 3
Program Matlab untuk gambar 3.3
Oleh : Roudatul Khairiyah

o

O o\0

clc,clear
t=linspace(1,15,60);

x=t;
[X,T]=meshgrid(x,t);
v=3*10"8;

ep=8.85*10"-12;
E z=zeros (60,60);
for i=1:60
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for j=1:60
E z(i,3)=sin(X(1))*(cos(Vv*T(]J))+(1/v*ep)*sin(v*T(J)));

end
end
surf (X, T,E_z)
xlabel ("sumbu - x'),ylabel ('sumbu - t'),zlabel('sumbu - E z')
e e e D
Lampiran 4

Program Matlab untuk gambar 3.4 dengan interval 0< x <15 dan 0< x <30

% Lampiran 3
Program Matlab untuk gambar 3.4
% Oleh : Roudatul Khairiyah

clc,clear

x=0:.0001:15; % Untuk 0<x<15 dan 0<x<30
t=1; % Untuk t=1,2

=5 (LO2E) ¢

ep=8.85*10"-12;

E z=sin(x)* (cos (v*t)+(1/v*ep)*sin(v*t));
plot(x,E_z)

grid on

Lampiran 5
Program Matlab untuk gambar 3.5 dengan waktu O <t <1 dan O<t<?2

ampiran 5
rogram Matlab untuk gambar 3.5
leh : Roudatul Khairiyah

oe
O U

clc,clear

t=0:.0225:1; % Untuk 0<t<l dan 0<t<2
x=15; % Untuk x=15, 30

v=3*(1078) ;

ep=8.85*10"-12;
E_z:sin(x)*(cos(v*t)+(1/v*ep)*sin(v*t));
plot (t,E_z)

grid on

Lampiran 6
Program Matlab untuk gambar 3.6 dengan waktu 0<t<1

o

Lampiran 6
Program Matlab untuk gambar 3.5
Oleh : Roudatul Khairiyah

oe

oe

clc,clear
t=0:.0225:1;
x=15;
v=3*(10"8);
mu=4*pi* (10"-7);
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H y=cos (x)* (cos (v*t) - (1/v*mu) *sin(v*t));
plot(t,H y)

grid on

xlabel ('sumbu - t'),ylabel ('sumbu - H y')

Lampiran 7
Program Matlab untuk gambar 3.7 dengan interval 0< x <15

% Lampiran 7
Program Matlab untuk gambar 3.7
% Oleh : Roudatul Khairiyah

clc,clear

x=0:.0001:15;

t=1;

v=3*(10"8) ;

mu=4*pi* (10°-7) ;

H y=cos (x)* (cos (v*t)-(1/v*mu) *sin (v*t)) ;
plot (x,H vy)

grid on

Lampiran 8
Program Matlab untuk gambar 3.8

ampiran 8
rogram Matlab untuk gambar 3.8
leh : Roudatul Khairiyah

o
(O™

clc,clear
figure
t=linspace(1l,15,30);
x=t;
[X,T]=meshgrid(x,t);
v=3*10"8;
mu=4*pi* (10%-7);
H y=zeros (30,30);
for 1=1:30
for j=1:30
H y(i,Jj)=cos (X (i))* (cos(V*T(J))-(1/v*mu)*sin(v*T(J)));
end
end
surf (X, T,H y)
xlabel ('sumbu - x'"),ylabel ('sumbu - t'),zlabel('sumbu - H y")
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Lampiran 9
Program Matlab untuk gambar 3.9 dengan interval 0< x <15 dan 0< x <30

o°

Lampiran 9
Program Matlab untuk gambar 3.9
% Oleh : Roudatul Khairiyah

oe

clc,clear

x=0:.0001:15; % Untuk 0<x<15 dan 0<x<30
t=1; % Untuk t=1,2

v=3*(1078) ;

mu=4*pi* (10°-7) ;

H y=cos (x)* (cos (v*t) - (1/v*mu) *sin (v*t));
plot (x,H vy)

Lampiran 10
Program Matlab untuk gambar 3.10 dengan waktu O<t<1 dan O<t<2

ampiran 10
rogram Matlab untuk gambar 3.10
leh : Roudatul Khairiyah

o
O o

clc,clear

t=0:.0225:1; % Untuk 0<t<l dan 0<t<2
x=15; % Untuk x=15, 30

v=3*(10"8) ;

mu=4*pi* (10°-7) ;

H y=cos (x)* (cos (v*t) - (1/v*mu) *sin (v*t));
plOt (tl H_Y)

grid on

Lampiran 11
Program Matlab untuk gambar 3.11

% Lampiran 11
% Program Matlab untuk gambar 3.11
% Oleh : Roudatul Khairiyah

clc,clear

x=(0:0.01:15);
t=(0:0.01:15);

1=15;

ep=8.85*10"-12;

v=3*(10"8);

E z0=(sin(x));

E z=E zO0;

for n=1:3

A n=(1/(l-n*pi))*sin(l-n*pi)-(1/(l+n*pi)) *sin (l+n*pi);

B n=(1/(n*pi*v*ep))*A n;

E z=E z+ sin(n*pi*x).* (A n*cos (v*n*pi*t/1l)+B n*sin(v*n*pi*t/1));
(

x,E z,'LineWidth',1.5), hold on, grid on
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Lampiran 12
Program Matlab untuk gambar 3.12

% Lampiran 12
% Program Matlab untuk gambar 3.12
% Oleh : Roudatul Khairiyah

clc, clear
x=(0:0.095:15) ;
t=(0:0.095:1) ;

1=15;

ep=8.85*10"-12;

v=3*(10"8) ;

[X,T]=meshgrid(x, t);

ul0=sin (X) ;

ul=(8/(3*pi)) * (sin (pi*X)) .* (exp (- (pi) "2*T));

u2=u0;

for n=1:3
u2oud=u2;
A n(n)=(1/(1l-n*pi))*sin(l-n*pi)-(1/(1l+n*pi)) *sin(l+n*pi);
B n(n)=(1/(n*pi*v*ep))*A n(n);
u2=u2+

Sl (@9al ")) o = (e WEaBFT o) (7 ikl / IBISHEY i ((m)) “fefilia (7S mgoal *E /1))
surf (X, T,u2), axis ([0 15 0 1 -3 31)%, view(-40,10)
u20=u2 (1, :);
pause (1)

end

Lampiran 13
Program Matlab untuk gambar 3.13

% Lampiran 13
Program Matlab untuk gambar 3.13
% Oleh : Roudatul Khairiyah

clc,clear
x=(0:0.01:15);
t=(0:0.01:15);
1=15;

mu=4*pi* (10°-7);
v=3*(1078) ;

_z=E _z+ sin(n*pi*x).*(C_n*cos (v*n*pi*t/1l)+D n*sin(v*n*pi*t/1));
plot (x,E _z, 'LineWidth',1.5), hold on, grid on
pause (4)
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end
xlabel ('sumbu - x'),ylabel ('sumbu - H y'")

F==================================== | | ===========================

Lampiran 14
Program Matlab untuk gambar 3.14

ampiran 14
rogram Matlab untuk gambar 3.14
leh : Roudatul Khairiyah

o°
O o

clc,clear

x=(0:0.045:15) ;

t=(0:0.045:1) ;

1=15;

mu=4*pi* (10°-7) ;

[X,T]=meshgrid(x, t);

v=3*(10"8) ;

H y0O=cos (X);

H y=H yO0;

for n=1:3
© m(m)= (17 (Aga=jo ) ¥ (elog! (R—rrdoild) il )

(1/ (l+n*pi) ) * (cos (1+n*pi)-1));
D_n(n)=—(l/(n*pi*v*mu))*C_n(n);
H y=H y+

sin(n*pi*X) .*(
surf (X, T,H
pause (1)

(& olk(i0) oyl i(v/ g ol 1AL ) <KDl ot () =ffaliel ((Wearoal i/ 1)) ) B
y), axis ([0 15 0 1 -3 31])

end
xlabel ('sumbu - x'),ylabel ('sumbu - t'),zlabel('sumbu - H y')
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