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ABSTRAK

Amamah, Syifa’ul. 2014. Penyelesaian Numerik Persamaan Forced KdV Menggunakan
Metode Beda Hingga Skema Eksplisit. Skripsi. Jurusan Matematika Fakultas
Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.
Pembimbing: (1) Mohammad Jamhuri, M.Si. (11) Dr. Abdussakir, M.Pd.

Kata Kunci: Persamaan forced KdV, Metode Beda Hingga, Skema Eksplisit, Syarat
Kestabilan, Syarat Konsistensi.

Persamaan forced KdV adalah persamaan diferensial parsial nonlinier yang
merupakan representasi dari gelombang permukaan yang dihasilkan oleh aliran yang melalui
sebuah gundukan. Wiryanto dan Akbar (2008) menyatakan bahwa persamaan forced KdV
sampai saat ini belum ditemukan solusi analitiknya. Sehingga untuk menentukan solusinya
digunakan sebuah metode numerik dengan menggunakan metode beda hingga skema
eksplisit. Ada beberapa langkah dalam penyelesaian persamaan forced KdV menggunakan
metode beda hingga skema eksplisit antara lain yaitu melakukan diskritisasi pada persamaan
forced KdV dengan menggunakan metode beda hingga skema eksplisit untuk menghampiri
solusi analitiknya, selanjutnya menentukan syarat kestabilan dan syarat konsistensi untuk
menunjukkan bahwa metode yang digunakan tersebut memiliki solusi yang dapat mendekati
solusi analitiknya. Setelah diperoleh syarat kestabilan dan konsistensi dari skema yang
digunakan maka simulasi dari skema yang digunakan dapat dilakukan. Hasil simulasi
menunjukkan bahwa penggunaan metode beda hingga skema eksplisit pada persamaan forced
KdV stabil dengan syarat tertentu. Untuk peneliti selanjutnya dapat menyelesaiakan
persamaan forced KdV menggunakan metode semi-implicit pseudo spectral.
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ABSTRACT

Amamah, Syifa’ul. 2014. Numerical Solution of Forced KdV Equation Using Explicit
Finite Difference Method. Thesis. Department of Mathematics, Faculty of Science
and Technology, The State Islamic University of Maulana Malik Ibrahim Malang.
Advisors: (1) Mohammad Jamhuri, M.Si. (1) Dr. Abdussakir, M.Pd.

Keywords: Forced KdV, Finite Difference Method, Explicit Schemes, Stability,
Consistency.

Forced KdV equation is a nonlinear partial differential equation that represents the
surface waves generated by flow over a bump.Wiryanto dan Akbar (2008) said that the
analitical solution of forced KdV equation still unknown. Therefore to obtain the solution we
used numerical procedure using explicit finite difference scheme. There are several steps in
solving forced KdV, these are discretizing the forced KdV equation using explicit finite
difference scheme in order to approximate analytical solution, then defining the stability and
consistency terms to show that the method has a solution that approaches the analytical
solution. After getting the stability and consistency terms the simulation of the scheme can be
used. From a series of the simulation it shows that explicit finite difference scheme on a
forced KdV equation is stable with certain conditions. For further research one can resolve
the forced KdV equation using the semi-implicit pseudo-spectral method.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Persamaan forced Korteweg de Vries ( forced KdV) merupakan model
hampiran untuk gelombang yang merambat pada permukaan perairan dangkal,
yang dibangkitkan oleh gundukan yang berada pada dasar perairan. Wiryanto dan
Akbar (2008) menyebutkan bahwa sampai saat ini belum ditemukan solusi
analitiknya. Oleh karena itu, solusi persamaan forced KdV dapat dicari
menggunakan metode numerik. Solusi persamaan forced KdV baru-baru ini telah
diselesaikan oleh Grimshaw, dkk (2007) menggunakan metode beda hingga
skema eksplisit CTCS (Central Time Central Space), serta Wiryanto dan Akbar
(2008) menggunakan metode beda hinga skema implisit FTCS (Forward Time
Central Space).

Pada skema eksplisit, penyelesaian persamaan diferensial parsial
nonlinier relatif mudah dilakukan, tetapi syarat kestabilannya seringkali tidak
dapat ditentukan. Pada skema eksplisit nilai setiap besaran waktu yang
sebelumnya selalu diketahui, sehingga nilai n+1 dapat dihitung (Triatmodijo,
2002:206). Grimshaw, dkk (2007) menyebutkan bahwa skema eksplisit pada
persamaan forced KdV dapat digunakan dengan syarat kestabilan tertentu, tetapi
dalam artikel tersebut tidak disebutkan bagaimana syarat kestabilannya. Sehingga
dalam penelitian ini penulis memfokuskan pada masalah penentuan syarat

kestabilan dan syarat konsistensi dari persamaan forced KdV sebagaimana yang
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dimodelkan oleh Farida Maslucah dalam penelitian tugas akhirnya, yang modelnya
hampir sama dengan persamaan forced KdV yang dibahas oleh Grimshaw, dkk
(2007) dalam artikel tersebut.

Dalam penelitian ini diselesaikan persamaan forced KdV menggunakan
metode beda hingga skema eksplisit, dalam penyelesaian persamaan forced KdV
tersebut dilakukan penentuan syarat awal dan kondisi batas dari persamaan forced
KdV yang digunakan, selanjutnya melakukan diskritisasi pada persamaan forced
KdV menggunakan metode beda hingga skema eksplisit CTCS, menentukan syarat
kestabilan, menentukan syarat konsistensi, melakukan simulasi dari metode yang
digunakan, dan interpretasi hasil.

Analisis kestabilan dari skema yang digunakan dapat dicari menggunakan
stabilitas von Neumann dengan mensubstitusikan u;* = p"e'™ ke dalam persamaan
beda yang digunakan, sedangkan untuk analisis konsistensi dapat dicari dengan
menggunakan ekspansi deret Taylor. Zauderer (2006:793-795) menyebutkan bahwa
syarat perlu dan cukup stabilitas von Neumann yaitu |p| < 1 dan kriteria konsistensi
akan terpenuhi jika Ax — 0dan At — 0. Jika syarat kestabilan dan konsistensi
terpenuhi maka solusi numerik tersebut akan mendekati solusi analitik.

Manusia diwajibkan untuk mengembangkan akalnya dengan berbagai
metode untuk menciptakan sesuatu yang dianggap dapat menjadikan sesuatu hal
tersebut lebih baik, lebih mudah dan lebih maksimal hasilnya. Seperti firman Allah

SWT dalam Al-Qur’an Yyaitu
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T el ey B 4N e e T
Artinya: “Allah menghendaki kemudahan bagimu, dan tidak menghendaki
kesukaran bagimu” (QS. Al-Bagarah/02: 185).

Ayat di atas menyebutkan bahwa Allah menghendaki kemudahan bagi umat
manusia dan tidak menghendaki kesukaran. Jika Allah menghendaki kemudahan bagi
umatnya, maka manusiapun menghendaki kemudahan bagi dirinya sendri dan bagi
orang lain. Dengan demikian, maka harapan penulis dapat mempermudah penulis
serta pengguna untuk menyelesaikan permasalahan matematis serta dapat
menemukan metode yang lebih mudah dan sederhana dalam menyelesaikan

permasalahan tersebut, sebagaimana yang dijelaskan dalam sebuah hadits:

(5088 Y5 15025 157558 V5 157)50) b s dma s all s e il Loa il J gy J
(eL.nAjngJlA.jM D‘jJ)
Artinya: “Senangkanlah (Permudahkanlah) dan jangan susahkan dan berilah

kabar gembira dan jangan berikan kabar buruk (buatkan orang lain dari
padamu)”.

Oleh karena itu, tema yang diangkat dalam penelitian ini adalah “Penyelesaian
Numerik Persamaan Forced KdV Menggunakan Metode Beda Hingga Skema

Eksplisit”.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang tersebut, maka rumusan masalah dalam

penelitian ini di antaranya:
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1. Bagaimana penyelesaian numerik persamaan forced KdV menggunakan
metode beda hingga skema eksplisit?

2. Bagaimana syarat kestabilan dan konsistensi dari skema yang digunakan?

1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah di atas, penelitian ini mempunyai tujuan di
antaranya:
1. Menyelesaikan persamaan forced KdV menggunakan metode beda hingga
skema eksplisit

2. Menentukan syarat kestabilan dan konsistensi dari skema yang digunakan.

1.4 Manfaat Penelitan

Manfaat dari penelitian ini adalah sebagai tambahan wawasan dan
pengetahuan mengenai prosedur penyelesaian persamaan forced KdV dengan
menggunakan metode beda hingga skema eksplisit, serta dapat menemukan metode

yang lebih mudah dan sederhana dalam menyelesaikan persamaan tersebut.

1.5 Batasan Masalah
Dengan melihat permasalahan yang telah dipaparkan di atas, dalam
penelitian ini terdapat batasan masalah di antaranya:
1. Persamaan forced KdV yang dicari penyelesaiannya adalah persamaan

forced KdV yang telah diselesaikan oleh Grimshaw, dkk (2007), yaitu
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ut+yux_zuux_guxxx=§Fx

Dengan syarat awal yang diberikan yaitu u(x, 0) = 0 dan kondisi batas yang
diberikan u(—oo,t) = 0 dan u(oo,t) = 0.
2. Metode beda hingga skema eksplisit yang digunakan adalah skema eksplisit

CTCS.

1.6 Metode Penelitian

Teknik kajian yang digunakan dalam pembahasan penelitian ini adalah
penelitian kepustakaan (Library Research). Penelitian kepustakaan merupakan
penampilan argumentasi penalaran keilmuan yang memaparkan hasil kepustakaan
berisi satu topik yang di dalamnya memuat beberapa gagasan yang berkaitan dan
harus didukung oleh data yang diperoleh dari berbagai sumber kepustakaan. Adapun
langkah-langkah dalam menyelesaikan penelitian ini di antaranya:

1. Menentukan syarat awal dan kondisi batas dari persamaan forced KdV yang
digunakan.

2. Melakukan diskritisasi pada persamaan forced KdV dengan menggunakan
metode beda hingga skema eksplisit CTCS (Central Time Central Space).

3. Menentukan syarat kestabilan.

4. Menentukan syarat konsistensi.

5. Melakukan simulasi dari metode yang digunakan.

6. Interpretasi hasil.



1.7 Sistematika Penulisan

Sistematika yang digunakan dalam skripsi ini di antaranya:

Bab | Pendahuluan
Pendahuluan meliputi: latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian,

manfaat penelitian, batasan masalah, metode penelitian dan sistematika

penulisan.

Bab 11 Kajian Pustaka
Kajian pustaka meliputi: penjelasan-penjelasan tentang persamaan forced KdV,
masalah syarat awal dan kondisi batas, well posed, metode numerik, metode beda
hingga, skema eksplisit, kestabilan, konsistensi, konvergensi, dan penyelesaian

masalah dalam Islam.

Bab I1l Pembahasan
Pembahasan berisi tentang syarat awal dan kondisi batas, diskritisasi,
konvergensi, analisis kestabilan, analisis konsistensi, simulasi dan interpretasi

hasil, serta kajian keagamaan.

Bab 1V Penutup
Bab ini terdiri atas kesimpulan serta saran-saran yang berkaitan dengan

permasalahan yang dikaji.



BAB 11

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Persamaan Forced Korteweg de Vries (forced KdV)

Grimshaw, dkk (2007) menyebutkan bahwa persamaan forced KdV
adalah persamaan diferensial parsial nonlinier yang merupakan representasi dari
gelombang permukaan yang dihasilkan oleh aliran yang melalui sebuah
gundukan. Wiryanto dan Akbar (2008) menyebutkan bahwa sampai saat ini
belum ditemukan solusi analitiknya. Secara umum persamaan forced KdV
berbentuk

U+ Y Uy — LU = Uy = 5 () >4

Persamaan forced KdV (2.4) memiliki dua variabel bebas yaitu x dan t,
serta satu variabel terikat yaitu u yang merupakan Kketinggian gelombang
permukaan. Sedangkan p, A merupakan suatu konstanta yang berkaitan dengan

besaran fisis yang mempunyai hubungan berikut:

u= ;—Z,/l = %,c = (gh)'/?
dengan h menyatakan kedalaman, g sebagai gravitasi, dan ¢ merupakan variabel
kecepatan rambat.
Selanjutnya y yang merupakan perbedaan kecepatan aliran, dimana jika
y < 0 disebut aliran subkritis (subcritical flow), jika y > 0 disebut aliran

superkritis (supercritical flow), sedangkan jika y = 0 maka disebut aliran kritis

(critical flow). Sedangkan F(x) adalah fungsi untuk gundukan pada dasar saluran,
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gaya luar yang diberikan sebagaimana yang terdapat dalam Grimshaw, dkk (2007)

yaitu
Fy
F(x) = - (tanh ux — tanh u(x — L))

Bentuk gaya luar yang digunakan di atas, berupa gundukan dengan puncak
datar dengan lebar L dan tinggi gundukan sebesar Fy. Sedangkan u merupakan sudut

kemiringan antara Fy dan s sebagai lebar kaki dari gundukan tersebut.

2.2 Masalah Syarat awal dan Kondisi batas

Spiegel (1983:2) menyebutkan bahwa selesaian persamaan diferensial
parsial dikenal dengan istilah selesaian umum dan selesaian khusus. Selesaian umum
adalah suatu selesaian yang terdiri dari sejumlah fungsi bebas yang jumlahnya sesuai
dengan orde persamaannya. Sedangkan selesaian khusus adalah selesaian yang biasa

didapatkan dari selesaian umumnya. Berikut ini selesaian
2 1 2
u=x°y—-xy + )+ gy

merupakan selesaian umum dari persamaan

’u
oxdy

2x—y

Spiegel (1983:276) menyebutkan bahwa masalah kondisi batas melibatkan
suatu persamaan diferensial parsial dan semua selesaian yang memenuhi syarat
kondisi batas. Misal persamaan diferensial linier orde dua

a(x)y" + a;(x)y" + ag(x)y = f(x)
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dimana a,(x), a; (x), ap(x) merupakan koefisien dan fungsi f(x) merupakan fungsi
yang kontinu di dalam selang a < x < b dengan a,(x) # 0.

Menentukan selesaian y(x) dari persamaan diferensial tersebut pada sebuah
titik x = x, di dalam selang a < x < b dan memenuhi syarat awal yang diberikan

y(xo) = yo dan y'(xo) = y1
Merupakan suatu masalah syarat awal. Variabel bebas x dari persamaan diferensial
pada umumnya menyatakan waktu awal x,, sedangkan y, dan y, menyatakan syarat
awal.

Jika variabel bebas x merupakan variabel yang menyatakan tempat (space
variabel), maka mencari suatu selesaian y(x) dari persamaan diferensial yang
memenuhi syarat awal dari selang a < x < b yaitu

y(a) = Adan y(b) = B
dengan A dan B adalah konstanta yang disebut kondisi batas. Bentuk dari kondisi
batas pada titik akhir dapat berbeda-beda. Nagle dan saff (1996:612) menyebutkan

bahwa ada beberapa bentuk khusus kondisi batas yang digunakan dalam aplikasi, di

antaranya:

Separated caqy(a) + ayy'(a) = ¢
biy(b) + byy'(b) = ¢;

Dirichlet 2y(a) = ¢, y(b) = ¢,

Neumann cy'(a) =cq, ¥'(b) =y

Periodic cy(=T) = y(T), y'(-T) = y(T)
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y(0) = y(2T), y'(0) = y'(2T)
dimana periodenya adalah 2T, bentuk Dirichlet dan Neumann adalah kondisi batas

yang khusus digunakan pada masalah kondisi batas.

2.3 Well Posed

Strauss (2007:25) menyebutkan bahwa suatu persamaan diferensial parsial
dengan syarat awal dan syarat batas dikatakan well posed jika memenuhi syarat:
1. Eksistensi: paling tidak terdapat satu solusi.
2. Keunikan: hanya terdapat satu solusi.
3. Stabilitas: jika data berubah sedikit, maka solusi akan berubah sedikit.
Strauss (2007:25-26) menyebutkan bahwa para ilmuwan biasanya mencoba
mengatur kondisi fisik dari suatu permasalahan yang dapat di modelkan dengan
persamaan diferensial parsial supaya masalah tersebut menjadi well posed, sedangkan
matematikawan mencoba untuk membuktikan apakah model beserta kondisi yang
diberikan tersebut well posed atau tidak. Jika kondisi yang diberikan terlalu sedikit,
maka kemungkinan akan terdapat lebih dari satu solusi (nonuniqueness) sedangkan
jika kondisi yang diberikan terlalu banyak, maka kemungkinan tidak terdapat solusi

(nonexistence).

2.4 Metode Numerik
Munir (2008:5) menyebutkan bahwa metode numerik adalah teknik yang

digunakan untuk memformulasikan persoalan matematika sehingga dapat dipecahkan
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dengan operasi perhitungan atau aritmetika biasa (tambah, kurang, kali, dan bagi).
Suatu solusi dengan metode numerik selalu berbentuk angka. Metode numerik hanya
memperoleh solusi yang menghampiri atau mendekati solusi sejati sehingoa solusi
numerik dinamakan juga solusi hampiran (approximation) atau solusi pendekatan.
Solusi hampiran jelas tidak sama dengan solusi sejati (exact solution), sehingga ada

selisih antara keduanya.Selisih inilah yang disebut dengan galat (error).

2.4.1 Metode Beda Hingga

Strauss (2007:199) menyebutkan bahwa metode beda hingga merupakan
sebuah metode yang sangat populer dalam penyelesaian masalah-masalah persamaan
diferensial biasa maupun persamaan diferensial parsial, yang didasarkan pada
ekspansi deret Taylor. Adapun operator metode beda hingga yaitu

persamaan beda maju

ou  ul,—u'
ox Ax (2.5)

persamaan beda mundur

a_u - u —uly

0x Ax (2.6)
persamaan beda pusat

6_u - u]n+1 - u}l—1
dx  2Ax (2.7)

Persamaan (2.5), (2.6), dan (2.7) dapat diperoleh dari ekspansi deret Taylor,

misalkan diberikan fungsi u(x + Ax, t), u(x — Ax, t), u(x + 2Ax, t), u(x — 2Ax,t),
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u(x,t — At), dan u(x, t + At) diaproksimasikan ke dalam deret Taylor di sekitar (x,t)

sebagai berikut:

1
u(x + Ax,t) = u(x, t) + u,(x,t) Ax + Euxx(x, t) Ax?

1
+ £ Uprr (X, 1) Ax3 + -+ (2.8)
1
u(x — Ax, t) = u(x,t) — u,(x,t) Ax + Euxx(x, t) Ax?
1 3
= — s ()i S (2.9)

6

1
u(x, t +At) = u(x, t) + u(x, t) At + Eutt(x, i) A%

1
+ 5 U (x, ) AL3 + - (2.10)

1
u(x, t — At) = u(x, t) — u.(x,t) At + Eutt(x, t) At?

s % ol oS - (211)

u(x + 24x,t) = u(x, t) + 2u,(x,t) Ax + 2u,, (x,t) Ax?

+§ Useer (X, 1) Ax3 + - (2.12)

u(x — 24x,t) = u(x,t) — 2u, (x,t) Ax + 2u,, (x,t) Ax?

4

= Usrr (2, 1) Ax3 + -+ (2.13)
Turunan hampiran pertama terhadap x untuk beda maju, beda mundur dan

beda pusat dapat dilakukan dengan menggunakan ekspansi deret Taylor dari

persamaan (2.8), (2.9), (2.10), dan (2.11) yang dipotong sampai orde tertentu.

Turunan hampiran pertama terhadap x untuk beda pusat dapat dilakukan dengan

mengurangkan persamaan (2.8) dengan persamaan (2.9), sehingga diperoleh
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1
u(x + Ax, t) —u(x — Ax, t) = 2u, (x,t)Ax — A Unrr (2, 1) Ax3 + -+

2Ax u,(x,t) = u(x + Ax, t) — u(x — Ax, t) + 0(Ax)3

ulx+Ax,t) — ulx — Ax,t
( ) ( )+ 0(Ax)3

e, 0) = 0% (2.14)

sedangkan turunan hampiran pertama terhadap t untuk beda pusat dapat dilakukan
dengan mengurangkan persamaan (2.10) dengan persamaan (2.11), sehingga
diperoleh

u(x, t + At) —u(x, t — At) = 2u,(x, t)At —% Upee (2, 1) AL3 + -

20t ui(x, t) = u(x + Ax, t) — u(x — Ax, t) + 0(At)3

u(x,t) = i 2 t)Z_Atu(x ool 0(At)? (2.15)

Jika digunakan indeks subskrip j untuk menyatakan titik diskrit pada arah x, dan

superskrip n untuk menyatakan titik diskrit pada arah t maka persamaan (2.14) dan

(2.15) dapat ditulis

n n
au - u—]'+1 - uj_l

d0x 2Ax
o u]n+1 i u}n—l
= ~ = (Strauss, 2007:199)

Adapun apkroksimasi turunan kedua terhadap x untuk beda pusat diperoleh

dengan menjumlahkan persamaan (2.8) dengan persamaan (2.9), sehingga diperoleh
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1
ulx + Ax, t) + u(x — Ax, t) = 2u(x, t) + 2 5 Uy (x, ) AX? + -+

u(x + Ax, t) + ulx — Ax, t) = 2u(x, t) + uy, (x, t)Ax? + 0(Ax)*
Uy (%, £)Ax? = u(x + Ax, t) — 2u(x, t) + u(x — Ax,t) + 0(Ax)*

ulx + Ax,t) — 2u(x, t) + u(x — Ax, t)

U (X, £) = e +0(A)* (216

Dengan cara yang sama Yyaitu dengan menggunakan persamaan (2.12) dengan

persamaan (2.13) dapat diperoleh turunan ketiga terhadap x yaitu

uxxx(x; t)
ulx + 2Ax,t) — 2u(x + Ax,t) + 2 u(x — Ax,t) —u(x + 2Ax,t)
B 20x3
+0(Ax)° (2.17)

Jika digunakan indeks subskrip j untuk menyatakan titik diskrit pada arah x, dan
superskrip n untuk menyatakan titik diskrit pada arah t maka persamaan (2.16) dan
(2.17) dapat ditulis

2 n _ n n
a u » uj+1 Zu] + uj_l

ox Ax2 (2.18)
3u  ul, —2ul, +2ult —ut

~2*2 Tt U7l U72 (Strauss, 2007: 199) (2.19)
at 2Ax3

Strauss (2007:201) menyebutkan bahwa terdapat dua jenis galat (error)
dalam sebuah komputasi yang menggunakan aproksimasi tersebut yaitu truncation
error (error pemotongan) error yang terjadi karena pemotongan dari suatu deret tak
hingga menjadi deret berhingga dan roundoff error (Eerror pembulatan) error yang

terjadi akibat pembulatam suatu bilangan sampai pada beberapa digit tertentu.
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2.4.2 Skema Eksplisit

Triatmodjo (2002:206) menyebutkan bahwa dalam skema eksplisit, nilai
pada suatu titik dihitung secara langsung dari nilai di beberapa titik di sekitarnya pada
waktu sebelumnya yang sudah diketahui nilainya atau nilai setiap besaran waktu yang
lalu sudah diketahui, sehingga nilai n+1 dapat dihitung. Dengan metode ini
penurunan persamaan diferensial parsial ke dalam bentuk beda hingga adalah mudah.
Namun kendala utamanya adalah kemungkinan terjadinya ketidakstabilan hitungan

dalam skema yang digunakan, dan kemungkinan juga stabil dengan syarat tertentu.

2.4.3 Stabilitas, Konsistensi dan Konvergensi

Zauderer (2006:793-795) menyebutkan bahwa suatu permasalahan
persamaan diferensial parsial dapat menjadi stabil dan tidak stabil. Suatu konsep
kestabilan dan ketidakstabilan dapat diterapkan dalam skema beda hingga.
Ketidakstabilan skema beda hingga menghasilkan kesalahan dalam aproksimasi
numerik terhadap solusi nilai eksak dari masalah yang diberikan, sehingga solusi
numerik kurang mendekati nilai eksak.

Salah satu metode untuk menganalisis kestabilan skema adalah stabilitas von
Neumann atau juga dikenal dengan stabilitas Fourier, dengan menerapkan stabilitas
von Neumann terhadap skema beda hingga, maka dapat dicari kestabilan dari

persamaan beda dengan mensubstitusikan u;j* = p™e'™ kedalam persamaan tersebut,

yang mana superskrip i menunjukkan posisi, n menunjukkan waktu, j merupakan
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vektor dan untuk semua a dalam interval [0, 2m]. Syarat perlu dan cukup stabilitas
von Neumann adalah:

lpl <1
Zauderer (2006:742) menyebutkan bahwa aproksimasi solusi pasti
konvergen ke solusi analitiknya, jika konsistensi dari persamaan beda dan kestabilan
dari skema yang diberikan terpenuhi. Kriteria konsistensi dengan sendirinya akan

terpenuhi jika Ax — 0 dan At — 0.

2.5 Penyelesaian Masalah dalam Islam

Berbagai permasalahan dalam kehidupan sehari-hari telah dihadapi oleh
manusia dengan berbagai macam cara penyelesaian. Begitu juga dalam matematika,
suatu persamaan dapat diselesaikan dengan berbagai cara. Munir (2008:5)
menyebutkan bahwa secara umum suatu persamaan terdapat dua solusi yaitu solusi
analitik atau disebut solusi sesungguhnya dan solusi numerik yang disebut sebagai
solusi hampiran. Sehingga dapat diketahui bahwasannya setiap permasalahan selalu
ada solusinya meskipun harus melalui proses yang sulit. Hal ini sesuai dengan firman

Allah SWT dalam Al-Qur’an yaitu

z=28 = 8%

(ot ol 5 O3

Artinya: “Karena sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemudahan” (QS.
Al-Insyiroh/94: 5).

Ayat di atas menyebutkan sesudah kesulitan terdapat kemudahan. Ketika

suatu persamaan sulit atau bahkan tidak dapat diselesaikan secara analitik karena
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melibatkan bentuk dan proses yang rumit, maka masih ada jalan lain untuk
mendapatkan solusinya yakni secara numerik. Namun perhitungan dengan metode
numerik secara manual memerlukan waktu yang lama dan berulang-ulang sehingga
dibutuhkan ketelitian agar tidak terdapat kesalahan. Hal ini sesuai dengan firman

Allah SWT dalam Al-Qur’an yaitu

oy 1ie v;:\..cj éﬁmlm
Artinya:  “Sesungguhnya Allah telah menentukan jumlah mereka dan
menghitung mereka dengan hitungan yang teliti ” (QS. Maryam/19: 94).

Menurut Shihab (2002:256-257) dari ayat di atas dapat diketahui bahwa
Allah yang dilukiskan sebagai ahshaahum atau dalam istilah hadits Asma’ al-Husna
adalah Al-mushi dipahami oleh banyak ulama sebagai Dia yang mengetahui kadar
setiap peristiwa, baik yang dapat dijangkau oleh manusia maupun yang tidak, seperti
hembusan nafas, dan rincian perolehan rizki. Allah adalah Dia yang mengetahui
dengan amat teliti rincian segala sesuatu dari segi jumlah dan kadarnya, panjang dan
lebarnya, jauh dan dekatnya, tempat dan waktunya, dan lain sebagainya.

Suatu permasalahan memiliki banyak penyelesaian dan semua manusia
dapat menyelesaikan suatu permasalahan, akan tetapi tidak semua manusia dapat
menyelesaikan permasalahan yang sama, sekalipun Allah memberikan fasilitas yang
sama kepada mereka. Karena pada hakikatnya, Allah menghendaki tugas atau
tanggung jawab dari manusia sesuai dengan kemampuan mereka. Hal ini sesuai

dengan firman Allah SWT dalam Al-Qur’an yaitu
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Artinya:  “Allah tidak membebani seseorang melainkan sesuai dengan
kesanggupannya” (QS. Al-Bagarah /02: 286).

///// 2

02l T A e T ) s T
Artinya: “Allah tidak memikulkan/ beban kepada seseorang melainkan sekedar
apa yang Allah berikan kepadanya. Allah kelak akan memberikan kelapangan
sesudah kesempitan” (QS. At-Thalaq /65: 7).

Ayat di atas menyebutkan Allah tidak membebani seseorang melainkan
sesuai dengan kesanggupannya. Ujian yang dikenakan kepada setiap umat manusia
dalam menyelesaikan suatu masalah yang diberikan bersesuaian dengan apa yang
mampu ditanggungnya, tidak terkecuali dalam matematika. Tidak semua manusia
dapat menyelesaikan persoalan matematika baik itu secara analitik maupun secara
numerik, dan tidak semua manusia dapat menyelesaikan persoalan matematika

dengan metode yang sama. Manusia diberi akal dan kemampuan berpikir sehingga

mampu memilih penyelesaian yang sesuai dengan masalah yang diberikan.
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3.1 Syarat Awal dan Kondisi Batas

Menentukan syarat awal dan kondisi batas merupakan langkah pertama
dalam penyelesaian numerik persamaan forced KdV menggunakan metode beda
hingga skema eksplisit CTCS. Dalam penyelesaian numerik tersebut dapat
diberikan kondisi batas u(—oo,t) = 0 dan u(oo,t) = 0, dan jika dasar saluran
rata maka F, = 0 sehingga persamaan (2.4) menjadi

Bt ST 1) L B T e S

Pada saat E, = 0, dapat diberikan syarat awal u(x,0) = 0 atau u(x,0) =
f(x), untuk setiap f(x) sebarang fungsi. Begitu juga pada saat F, # 0 yang
artinya pada dasar saluran tersebut terdapat gundukan, dapat diberikan syarat awal
u(x,0) =0 atau u(x,0) = f(x), dengan syarat awal u(x,0) =0 akan
menghasilkan solusi yang berbeda dengan syarat awal u(x,0) = f(x). Namun

pada simulasi cukup diberikan syarat awal u(x, 0) = 0.

3.2 Diskritisasi

Grimshaw, dkk (2007) menyebutkan bahwa persamaan (2.4) merupakan

bentuk umum dari persamaan forced KdV. Dengan nilai y, A, ¢

“2a=lc=1
.u_ ) _6;C_

N W

didapatkan

19
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3 1

1
ut+yux_zuux_guxxx=zFx (3_1)

Persamaan forced KdV yang digunakan dalam penelitian ini adalah

persamaan (3.1). Penyelesaian numerik persamaan tersebut menggunakan metode

beda hingga skema eksplisit. Adapun persamaan beda CTCS yang digunakan di

antaranya:
a_u y Ui — U (3.2)
dx 20x
+1 .
ou _wow (3.3)
ot 2At
um— (W + 0+l ) T (3.4)

3 . % Nl @ B
a u |~ u]'+2 2u1'+1 + 2uj_1 uj_z

0x 2Ax3 (35)

Selanjutnya diskritisasi pada persamaan forced KdV menggunakan
metode beda hingga skema eksplisit CTCS dapat dilakukan dengan
mensubstitusikan persamaan (3.2), (3.3), (3.4), dan (3.5) ke dalam persamaan

(3.1), sehingga diperoleh

uTl

+1 -1
ik, A +y W~ Y —l(u’-1 +ul' + ul )—u}lﬂ_ e
2At 2Ax 2 el J-1 2Ax
_1u}‘+2—2u}1+1+2u}1_1—u}1_2 —lF 3.6)
6 2(Ax)3 2

Persamaan (3.6) dapat diuraikan sehingga diperoleh
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. At wh, Hut tuly
u}ﬁl = uj' T Ax ( - ) (U — wq)
At n n n n
+ m (u]-+2 — 2uj+1 + Zu]-_l - uj_z) + At Fx (37)

3.3 Analisis Konvergensi

Teorema ekuivalensi lax menyebutkan bahwa untuk suatu masalah
syarat awal yang well posed, dan jika suatu persamaan beda konsisten dan stabil,
maka persamaan tersebut konvergen. Dalam hal ini akan digunakan analisis
stabilitas von Neumann yang mana syarat kestabilannya adalah |p| < 1. Oleh
karena itu, jika skema yang digunakan stabil dan konsisten maka konvergensi dari

skema tersebut akan terpenuhi.

3.3.1 Analisis Kestabilan

Untuk mengetahui apakah metode yang digunakan untuk mendekati
persamaan forced KdV tersebut stabil atau tidak, maka perlu melakukan uji
kestabilan dengan menggunakan analisis stabilitas von Neumann, sehingga syarat

kestabilan dari persamaan (3.7) dapat dicari dengan cara mensubstitusikan

ul' = p"e'®,V i = +/—1 ke dalam persamaan tersebut, yaitu
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ia(j+1) .
pn+1eia] pn 1 La} E % _pnela g +pnelaj
Ax 2
pneia(j—l)
+T> (pneia(j+1) _ pneia(j—l))
At

ple eta(i+2) _ anela(}+1)
6(A )3 ( (3.8)
+2pneia(j—1) _ pneia(j—Z))

Untuk penyederhanaan, persamaan (3.8) dibagi dengan p"e'® sehingga

diperoleh
At el +1+e7t¢\, . .
— v ol =l
Z= s (Y 3 )(e e~'e)
At (821(1 La + Ze—ia - e—zia) (3-9)
6(Ax)3
Karena et® = cosa + i sina, maka persamaan (3.9) dapat ditulis
N At( 2cosa+1) At % 2)] 5
p? eV > 6(0x)? cosa — (2isina)|p
—1=0 (3.10)
Misalkan

[At ( 2cosa + 1) At
’y—

Ax > + 603 (2cosa —2)|(2isina) = B

maka persamaan (3.10) dapat ditulis
pP+Bp—-1=0
sehingga akar-akar dari persamaan (3.10) adalah

_'Bi '32+4
P12 = >

atau dapat ditulis
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Iy At( 2cosa+1)+ At 2 2)] .
p1= e\ > 6(ax)? cosa sina
At 2cosa+1 At S
+ 1—[E<y— > )+6(Ax)3(2cosa—2)] sin? a
. At( 2cosa+1>+ At % 2)] _
pa = —if—\¥ > 60ax)? cosa sina
At 2cosa+1 At z 5
- [1- E(y— > )+6(Ax)3(2cosa—2)] sin? a
Misalkan
At 2cosa+1 At (3.11)
—\y — . = 2)=5
Ax (V 2 )+ TF et
sehingga diperoleh
p; = —iSsina++1— S?sin?a

p, = —iSsina —+/1 — S?sin?a
Jika V1 — §2 sin? a bernilai real maka |p,| = 1, dan jika V1 — S? sin? a bernilai

imajiner maka

2
lp1| = \/(—Ssina+ 57 sinza—l)

2
lp,| = J(—Ssina —+/S?sin?a — 1)

Dalam kajian pustaka telah dijelaskan bahwa syarat kestabilannya yaitu
|p1] < 1dan |p,| <1, sehingga untuk mengetahui nilai dari S yang memenuhi
syarat kestabilan tersebut, maka |p,| dan |p,| dapat disajikan dalam gambar

berikut:
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p2
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J

Gambar 3.1 Akar Persamaan (3.10) untuk |p, |
0.6+ : A :
02 RN\, Z%’é////jééa"“

Gambar 3.2 Akar Persamaan (3.10) untuk |p,|

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Dari Gambar 3.1 dan Gambar 3.2 di atas diperoleh bahwa |p;| < 1dan |p,| <1
akan terpenuhi jika |S| <1, jika terdapat |S| =1 maka akan terdapat pula
[p1| = 1 dan [p,| > 1 hal ini tidak memenuhi syarat kestabilan. Sehingga untuk
syarat kestabilan metode beda hingga skema eksplisit yaitu |S| < 1.
Karena persamaan (3.11) masih mengandung cos a, dalam hal ini akan
diambil titik diskritnya yaitu cosa = —1,cosa = 0 dan cosa = 1, sehingga
dapat diuraikan sebagai berikut:

Jika cos a = —1 disubstitusikan ke dalam persamaan (3.11) maka diperoleh

S=£<y—_—1>+ L -4

Ax 2 6(Ax)3
K At ( " 1) 4At
~ax\V' T2) T s(ax)3
B At ( N 1) 2At
~ax\V T2) T 3003 (3.12)

Jika cos a = 0 disubstitusikan ke dalam persamaan (3.11) maka diperoleh

G bt 1 At o
-5 ) * s

_ At( 1) 2At
~ax\" T 2) T 6(ax)3

_ At ( 1) At

“ax\V T 2) T 3003 (3.13)
Jika cos a = 1 disubstitusikan ke dalam persamaan (3.11) maka diperoleh
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Selanjutnya persamaan (3.12), (3.13) dan (3.14) disajikan ke dalam

bentuk gambar berikut:
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Gambar 3.3 Persamaan (3.12), (3.13), dan (3.14)

Dari Gambar 3.3 tersebut diperoleh bahwa pada saat Ax < 0,6 hasil dari
persamaan (3.14) lebih besar dari persamaan (3.12) dan persamaan (3.13) namun
pada saat tersebut terdapat |S| = 1. Sedangkan pada saat Ax = 0,6 hasil dari
persamaan (3.12) lebih besar dari persamaan (3.13) dan persamaan (3.14) dengan
|S| < 1. Oleh karena itu, untuk syarat kestabilan akan diambil yang menghasilkan
|S| < 1 dan jika persamaan (3.12) terpenuhi, maka persamaan (3.13) dan (3.14)
dengan sendirinya akan terpenuhi. Sehingga syarat kestabilan dari persamaan

beda hingga skema eksplisit dalam menyelesaikan persamaan forced KdV yaitu

<1

At( +1> 2At
A\ T 2) T 38x)3

3.3.2 Analisis Konsistensi
Konsistensi metode beda hingga skema eksplisit dapat dicari dengan
menggunakan ekspansi deret Taylor yang disubstitusikan ke dalam persamaan

(3.6), ekspansi deret Taylor yang digunakan dalam persamaan (3.6) yaitu
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1 1 (3.15)
u}lil = u]n i At U |;l + E Atzutt |;" i g At3 Uget |7' + -
n n n 1 2 n 1 n
Wi = u't Axuy |+ > Ax*uyy, |f £ 3 AXZ Uy |7 + -+ (3.16)
n n n 2 n 4 3 n
Uipy = W £ 2Ax uy |j + 2Ax° Uy [j £ 3 Ax” Uy [j + - (3.17)

Untuk penyederhanaan, maka persamaan (3.15), (3.16), dan (3.17) dapat

disubstitusikan ke dalam persamaan (3.6) yang dapat diuraikan sebagai berikut:

1 1
u}”’l = u}l_l = (ujn + At u; |7 + EAtzutt |7 + 3 AESUY |1]1

il
At4 utttt |;l + _Ats utttt |7 ...)

Y 120

1 1
<u]n — At Ut |§l aF EAtzutt |§l 1 gAts Ugte |;l

1
At* Upyy i & S A Uy |7+ )

'\ 120

1 1
=u + At ]+ 5 AP ] + 2 A e |

1 1
+ 24 At* ugy |7 + mAts Uttt |? +o - u]n

i 1
+ At ut |;l - E Atzutt |7 + 8 At3 uttt |;l

i 1
~ o4 At Ugggy lj + EAtS Ugeee ] —

1 1
= 2At ut |;l + §At3 uttt + %Ats utttt |7 + .-

1 1
u]n+1 — u}l—l _ 2At ut |;l + §At3 uttt + @AtS utttt |7 + .-
2At 2At



28

1 1
U, —ult, = (u}" +Ax uy |7 + EAxZuxx |7 + gAx3 Uy |7

1 1

4 5
o7 |7_H0Ax Uxxxx |7+>

1 1
= u' + Axu, |} + > Ax*uy, |7+ 3 DI e |

1 1
Ir >4 st 78 o8 |§l v mAxS T I;l T W ujn

1 1
+ Ax U, |§l - E szuxx |;l + g AX3 B |;l

1
4 n 5 n__
= Dk s L AX> Uyyyx | —

24 120
a4 1 s n
= 28% 1y |7 + %% iy + 25 A Uy [+ - (3.19)
n no 2Axu, P+ =Ax? 548 i
uj+1_uj—1_ X Uy |j +§ 0 Usrrore +m X~ Uxxxx |j + .-
_ n+1A 2 Tl_l_LA 4 n-l-"'
= U, |j 3 X Uyxx |j 120 o5 U |f (3.20)

1 1
ut, +ut, = (u]" + Ax u, |7 + Eszuxx 7 + EAX3 Uy |7

1 1
+ﬁAx4 Unxexx |;l +mAx5 Usexxx I;l + )

1 1
+ (u]" — Ax u, |7 + Eszuxx |7 - gAx3 Uncxx l?

1 1
+ﬁAx4 Unxexx |;l _mAxs Usexxx I;l + )
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1 1
= u]" + Ax u, |7 + EAxZuxx |;L + gAxS Usexx |§l

1
4 v . n m
AX™ Uyrnx |j + AX” Uy |j Ty

tox 120 !

1 1
= Ax U, |;-1 + EAxZuxx I}-1 = gAxE' Usxx |7

n

Ax* Uxxxx |j — m

+ﬁ Ax® Usexexx |§l+

1
=\t Ak, [ A, A

1 (3.21)

4
Uy — ULy = (u]" + 20x Uy |7+ 28x%uy, [T+ §Ax3 TR ki

2
4 5 e
+ = Ax* Usyrx AX> Uy | +)

ng o
3 |1+15

4
- (u;ﬂ = 28x | + 200%Us [} — 5 A%% Uy [}

2 4
+ §Ax4 (UL - |7 = EAXS Usexexx |1]1 + )

4
= W'+ 28x Uy [} + 280Uy ] + A% ey []

2 4
+ 500 U [+ 2 8% gy [+ =]

4
+ 20x uy [} = 28x% 1y ] + 3 A%° Uy |

4
- §Ax4 Urxx |;l + EAxS Usexexx |;l +

8 8
— 4A 7-l+—A3 7_1+_A5 7}+...
X Uy |] 3 X7 Uyxx |] 15 X7 Unexxx |] (3.22)
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Selanjutnya untuk mengetahui first truncation term dari persamaan forced
KdV maka substitusikan persamaan (3.18), (3.19), (3.20), (3.21) dan (3.22) ke

dalam persamaan (3.6) sehingoa diperoleh

an+1 _u}l_l n u}n+1 _u}l—1 _1( +u o 1+1 u}l—l
20t Y™ 2ax 2\t 20x
~ luﬁrz — 2wl +2ut g —ut, 1.
6 2(0x)° 2
u}H'l 7 u}l_l + U1 — Yj B ( +ul +u Uy — Uy
20t Y™ 2ax j+1 20x
1w —uwlh,) - 2(uf —ulty) 15
6 2(0x)° 2

1
+ o At Uy |7 i )

1
(ut |§l + gAtZ Uttt |§l 120

1
+V<ux |?+€Ax2 uxxxlj 120

1 1
— E(Bu}l + AxPuyy |7 +EAx e [ ) <ux ¥

6 I 7120 ’ I]+---)

n 8 5 16
+ = AX® Uypy = A Usexxx

40x uy |j 3 |] 30 |]+

1 1
— Ax® Usexxx |;l - ) = EFx

2
J 30 e — 35

— 4Ax uy |}
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1 1
(ut |;l + EAtZ uttt I;l + mAtA- utttt |?;l + "')

1 1
+ (Vux |;l + gysz Uyrx |’]1 + ﬁ”A"4 U |;1 + )

1 5 7l . .
o Euux + ZAX Ullyyy + EAX Uy Uy + EAX Upex Uxxx

t52 AXE Uy Ul %Ax“' Uy + mmﬁ Uy Uy

n

+— Axu,., u + Ax8 u u .|_)
144 xex Bxxxx T 500 xacocx Wxxxx )
3 n 1 5 n
20X Uyeyy |} +§Ax D [ it h 1F
12Ax3 W T
atau dapat ditulis
( N 3 1 ) " N 1 A2 "
U TY Uy —ZUU, — U — User |
x 2 x 6 XXX j 6 j
1 1 1 1 , n
+ (gy Usxx — Zuuxxx 4 Euxuxx o ﬁ uxxxx) Ax

J

1
o mAt4 Uttt |7

1 1 1
+ (m Y Uxxxx + ﬁ Uy Uxxx T Euxxuxxx

n

1 4
ar % uuxxxx> Ax

J

1 1 n
+ (m Uy Uexxx T 144 Uxxx uxxxx) Ax®

J
(3.23)
+

2880 Ax® UsxexaxUgaexx T 000 = EFx

Dari persamaan (3.23) dapat diketahui bahwa error pemotongan yang
dihasilkan mempunyai orde dua O(At? Ax?). Persamaan (3.23) dikatakan
konsisten jika

1 n o (1 1 1 1 "
(Atgr;)l—)OEAt Uget |] + (g)’ Uyxx — Zuuxxx - Euxuxx - ﬁ uxxxx) Ax =0
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Jika Ax dan At sangat kecil maka jumlah dari limit tersebut akan semakin kecil,
karena berapapun nilai wy, , Ullyyy  Upxxrr Ux Uy, Ugee JiKa dikalikan dengan nilai
dari Ax dan At akan ikut mengecil. Error pemotongan yang dihasilkan akan

menuju nol untuk Ax — 0 dan At - 0.

3.4 Simulasi dan Interpretasi Hasil

Pada sub bab ini simulasi dilakukan menggunakan program MATLAB.
Setelah diperoleh syarat kestabilan dari skema yang digunakan, maka dapat
diketahui nilai dari Ax dan At yang memenuhi syarat kestabilan yang akan
digunakan dalam simulasi. Persamaan yang digunakan dalam program tersebut
yaitu persamaan (3.7) yang merupakan bentuk diskrit dari persamaan forced KdV,
dalam persamaan tersebut terdapat y yang merupakan perbedaan kecepatan aliran.
Maka dalam simulasi tersebut akan digunakan tiga kemungkinan nilai y yaitu
y<0,y=0dany > 0.

Persamaan forced KdV merupakan representasi dari gelombang
permukaan yang dihasilkan oleh aliran yang melalui sebuah gundukan, maka
dalam simulasi ini gaya luar yang diberikan sebagaimana yang terdapat dalam

Grimshaw, dkk (2007) yaitu
Fy
F(x) = > (tanh ux — tanh u(x — L))

Bentuk gaya luar yang digunakan di atas, berupa gundukan dengan puncak datar
dengan lebar L dan tinggi gundukan sebesar Fy . sedangkan u merupakan sudut

kemiringan antara Fy dan s sebagai lebar kaki dari gundukan tersebut.
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Simulasi pertama, pada saat F, = 0yang artinya pada dasar saluran
tersebut tidak terdapat gundukan serta dapat diberikan syarat awal u(x,0) = 0,
sehingga simulasi persamaan forced KdV (3.1) untuk y = 0 dapat dilihat pada

Gambar 3.4 berikut:

200 T T T T T

180 F E

160 F 5
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120 =

— 100

a0 -

&0

40F -

20

0 1 1 1 1 1
-300 -200 -100 0 100 200 300

X
Gambar 3.4 Solusi Persamaan (3.1) untuk y = 0

Dengan menggunakan Ax = 0,6 dan At = 0,25 yang memenubhi syarat kestabilan,
pada gambar tersebut diperoleh bahwa tidak adanya gundukan pada dasar saluran
maka aliran tersebut tidak mengalami gangguan, sehingga pada dasar

permukaannya tidak terdapat riak-riak gelombang. Begitu juga untuk y > 0 dan
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y < 0 karena berapapun nilai y, jika tidak terdapat gundukan dan syarat awal

maka akan didapatkan hasil perhitungan numerik yang sama.

Simulasi kedua aliran kritis, pada saat F, # 0 yang artinya pada dasar
saluran tersebut terdapat gundukan dengan F,, = 0.1, L = 50 dan u = 0.25. Serta
dapat diberikan syarat awal u(x,0) = 0, sehingga hasil perhitungan numerik

untuk y = 0 dapat dilihat pada Gambar 3.5 berikut:

200

180 F

160 F w
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120

e

F
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-
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N

60 | Y ]
N—

40F g -

o

20F 5

U | | | | |

-300 -200 -100 0 100 200 300
X

Gambar 3.5 Solusi Persamaan (3.1) untuk y = 0
Dari Gambar 3.5 diperoleh solusi persamaan (3.1) dengan Ax = 0.6 dan At =
0.25 yang memenuhi syarat kestabilan dengan S = 0.563. Dari gambar tersebut

dapat dilihat bahwa karena adanya gundukan pada dasar salurannya maka aliran



35
tersebut mengalami gangguan, sehingga menimbulkan riak-riak gelombang pada
permukaan tersebut. Riak-riak gelombang tersebut berjalan menuju ke arah hulu
pada saat x = 0 dan berjalan menuju ke arah hilir pada saat x = 50.

Gambar 3.5 pada saat Fy, = 0.1,L = 50, dan pu = 0.25 menghasilkan
tinggi gelombang sebesar 0,3737 pada saat t = 780. Jika tinggi dari gundukan
diperbesar Fy, = 0.2 dengan L dan u yang sama, maka diperoleh tinggi dari
gelombang permukaan sebesar 0,5561 pada saat t = 780, dan jika lebar dari
gundukan diperbesar L = 55 dengan F,dan u yang sama maka diperoleh tinggi
gelombang pada permukaan sebesar 0,5562 pada saat t = 780. Jika u = 10,
Fy = 0.1,dan L = 50 maka gelombang yang tampak pada permukaan semakin
banyak dengan tinggi gelombang yang diperoleh sebesar 0,4825.

Simulasi ketiga aliran superkritis jika y = 0.2, hampir sama dengan
simulasi kedua yang menggunakan Ax = 0.6 dan At = 0.25 sebagai syarat
kestabilan dengan S = 0.4799. Pada permukaannya terdapat riak-riak gelombang
dikarenakan adanya gundukan pada dasar salurannya. Riak-riak gelombang
permukaan tersebut berjalan menuju ke arah hulu dan ke arah hilir, tetapi pada
saat x = 50 riak-riak gelombang yang berjalan menuju ke arah hilir mengalami
penipisan gelombang, sehingga tinggi riak gelombang yang bergerak ke arah hulu
dan ke arah hilir berbeda. Untuk lebih jelasnya dapat dilihat pada Gambar 3.6

berikut:
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Gambar 3.6 Solusi Persamaan (3.1) untuk y = 0.2

Gambar 3.6 pada saat F, = 0.1,L =50 dan u = 0.25 menghasilkan
tinggi gelombang sebesar 0,7935 pada saat t = 780 dan jika u diperbesar 10
maka diperoleh tinggi gelombang sebesar 0,8264. Jika tinggi dari gundukan
diperbesar F,; = 0.2 dengan L =50 dan u = 0.25, maka diperoleh tinggi
gelombang sebesar 0,9519 pada saat t = 780 serta riak-riak gelombang yang
timbul semakin banyak, dan jika lebar gundukan diperbesar L = 55 diperoleh
tinggi gelombang sebesar 0,9636 pada saat t = 780. Besar kecilnya gundukan
pada dasar saluran aliran menghasilkan tinggi dan banyaknya gelombang

permukaan yang berbeda.
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Simulasi keempat solusi persamaan (3.1) aliran subkritis jika y = —0.2,

hampir sama dengan simulasi kedua yang menggunakan Ax = 0.6 dan At = 0.25
sebagai syarat kestabilan dengan S = 0.6466. Pada permukaan alirannya terdapat
riak-riak gelombang dikarenakan adanya gundukan pada dasar salurannya. Riak-
riak gelombang permukaan tersebut berjalan menuju ke arah hulu dan ke arah
hilir, tetapi pada saat x = 0 riak gelombang yang berjalan menuju ke arah hulu
mengalami penipisan gelombang, sehingga tinggi gelombang yang bergerak ke
arah hulu terlihat lebih kecil serta riak-riak gelombang yang merambat ke arah

hilir terlihat lebih banyak. Untuk lebih jelasnya dapat dilihat pada Gambar 3.7

berikut:
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Gambar 3.7 Solusi Persamaan (3.1) untuk y = —0,2
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Gambar 3.7 pada saat F), = 0.1,L = 50, dan u = 0.25 menghasilkan

tinggi gelombang sebesar 0,2421 pada saat t = 780 dan jika u diperbesar 10
maka diperoleh tinggi gelombang sebesar 0,3726 pada saat t = 780. Misalkan
tinggi gundukan diperkecil Fy, = 0.09 maka tinggi gelombang juga kecil yaitu
0,2064 pada saat t = 780. Hal ini dapat disimpulkan bahwa, bentuk dari
gundukan yang berbeda-beda pada dasar saluran aliran akan menghasilkan tinggi
dan banyaknya gelombang permukaan yang berbeda, semakin besar gundukan

maka semakin besar pula amplitudo pada gelombang permukaan tersebut.

3.5 Kajian Keagamaan

Persamaan forced KdV sampai saat ini belum memiliki solusi analitik,
namun persamaan forced KdV bukan berarti tidak memiliki solusi. Berdasarkan
hasil pembahasan di atas, bahwa solusi persamaan forced KdV dapat diselesaikan
secara numerik salah satunya dengan menggunakan metode beda hingga skema
eksplisit. Hal ini menunjukkan bahwa semua permasalahan dapat diselesaikan
sekalipun melalui beberapa kesulitan, sebagaimana yang terdapat dalam surat Al-
Insyiroh ayat 5 yakni sesudah kesulitan akan terdapat kemudahan, pada
hakikatnya semua kemudahan akan terwujud jika Allah menghendaki, baik itu
dalam menyelesaikan persoalan matematika.

Menyelesaikan persoalan matematika, seperti penyelesaian persamaan
forced KdV langkah-langkahnya harus teliti, untuk memperoleh hasil yang tepat
dalam perhitungan secara matematis. Untuk memperoleh solusi yang mendekati

solusi analitiknya maka diperlukan syarat kestabilan dan syarat konsistensi dari
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metode beda hingga skema eksplisit, sehingga untuk memperoleh syarat tersebut
langkah demi langkah harus teliti dan cermat. Dalam Islam sangat menekankan
keharusan melakukan segala sesuatu dengan teliti agar didapatkan hasil yang baik
dan benar seperti dalam surat Maryam ayat 94.

Dari ayat tersebut menunjukkan bahwa dalam menyelesaikan suatu
permasalahan diperlukan ketelitian dalam melakukannya, begitu juga dalam
matematika. Perhitungan dengan metode numerik secara manual memerlukan
waktu yang lama dan berulang-ulang, dalam hal ini komputer dapat
mempermudah proses perhitungan tanpa membuat kesalahan serta mempercepat
perhitungan, salah satunya program MATLAB. Dengan diperolehnya syarat
kestabilan maka Ax dan At yang memenuhi syarat kestabilan dapat dimasukkan
ke dalam program tersebut.

IImu matematika banyak memberikan manfaat bagi manusia dalam hal
ilmu hitung-menghitung dalam kehidupan sehari-hari dan juga banyak
menemukan nikmat dari Allah yang sebelumnya tidak ia ketahui. Al-Qur’an
memberikan petunjuk tentang jalan yang benar menuju ilmu pengetahuan serta
mampu mendapatkan kesimpulan yang benar berdasarkan penalaran dan observasi

tentang keajaiban dan rahasia Allah.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil pembahasan, dapat diperoleh kesimpulan berikut:

1. Penyelesaian numerik persamaan forced KdV menggunakan metode beda
hingga skema eksplisit, dapat dilakukan dengan langkah-langkah antara lain
yaitu Menentukan syarat awal dan kondisi batas, melakukan diskritisasi pada
persamaan forced KdV dengan menggunakan metode beda hingga skema
eksplisit untuk menghampiri solusi analitiknya, selanjutnya menentukan
syarat kestabilan dan syarat konsistensi untuk menunjukkan bahwa metode
yang digunakan tersebut memiliki solusi yang dapat mendekati solusi
analitiknya. Setelah diperoleh syarat kestabilan dan konsistensi dari skema
yang digunakan maka simulasi dari skema yang digunakan dapat dilakukan.
Hasil simulasi menunjukkan bahwa penggunaan metode beda hingga skema
eksplisit pada persamaan forced KdV stabil dengan syarat tertentu.

2. Syarat kestabilan dari metode beda hingga skema eksplsit untuk persamaan

forced KdV adalah

At( +1) 2At
A \Y T 2) T 300031 =

Model diskrit yang digunakan tersebut memenuhi syarat konsistensi karena
error pemotongannya menuju nol untuk Ax — 0 dan At — 0, dengan error
pemotongan pertama dari model diskrit yang digunakan memiliki orde

0(Ax?, At?).
40
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4.2 Saran

Berdasarkan temuan penelitian dan analisis, maka saran untuk penelitian
selanjutnya vyaitu dalam menyelesaikan persamaan forced KdV dapat
menggunakan metode numerik lainnya, salah satunya metode semi-implicit

pseudo-spectral.
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LAMPIRAN-LAMPIRAN

Lampiran 1. Script M-file solusi forced KdV

clc,clear,clt
sdengan gundukan tanpa syarat awal

dx=0.6;

dt=0.25;
x=-300:dx:300;
t=0:dt:200;
A=dt/dx;
B=dt/ (6* (dx.”3)) ;

FM=0.1l; %tinggi gelombang
miu=0.25; S%$kemiringan
L=50; %lebar gelombang
gama=0;

F=(FM/2) * (tanh (miu*x) - (tanh (miu* (x-L)))) ;

Fx= diff (F);

splot (x, F)
%area (F)
Sylim([-0.3 0.3]), break

sl=A* (gama+ (1/2))-((2*dt) / (3* (dx"3)))
S2=A* (gama- (1/2))-(dt/ (3* (dx"3)))
S3=A* (gama- (3/2))

if s1 >= S3
disp ('Sl > S3")
elseif sl<= 53
disp ('Sl < S3")
end

Mx=length (x) ;
Nt=length (t) ;
u=sparse (Mx,Nt) ;

u(:,1)=0;
u(:,2)=0;
u(l,:)=0;
u(2,:)=0;
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figure(1l), clf

k=0;
for n=2:Nt-1
for j=3:Mx-2
C=(A* (gama- ((u(j+1l,n)+u(j,n)+u(j-1,n))/2))
(j_lrn)));
)-(2*u(j+1,n))+(2*u(j-1,n)) -

*(u(j+1l,n) -
D=(B*(u(j+2,n
u(j-2,n)));

u(j,n+l)=u(j,n-1)-C+D+ (dt*Fx (7)),
end
max (u(:,n));

if mod(n, 30)==0
k=k+1;
P (3R, U @8, 0)ax0f 3k TN, foellecl goim
pause (0.01)
n
Tinggi=max (u(:,n))

end
end
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\RY

RAL LIBR;

CENT



Lampiran 2. Script M-file Grafik rho

clc,clear,clt
[S,a]=meshgrid(-1:0.1:1, -2*pi:0.1:2*pi);

rol=sqgrt (((=S.*sin(a))+(sgrt (((S.”2) .*(sin(a)) ."2) -
1))).72);

figure (1)
surf (S, a, real (rol))

xlabel (['\fontsize{13}S'])
ylabel (['\fontsize{13}a'l)
zlabel (['\fontsize{13}\rhol'])

figure (2)
[S,a]l=meshgrid(-1:0.1:1
ro2=sqrt (((=S.*sin(a)) -
1))).72);

surf (S, a, real (ro2))

o AL s I 2%l ) 5
(Seredll| (NS B (sim (8) ) - 22) 5

xlabel (['\fontsize{13}S'])
ylabel (['\fontsize{13}a'])
zlabel (['\fontsize{1l3}\rho2'])
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\RY

AL LIBR;

CENTI



Lampiran 3. Script M-file Grafik Persamaan (3.12), (3.13) dan (3.14)

clc,clear,clf
dx=0.4:0.01:1;

dt=0.2;

gamma=-0.2;

Sl=(dt./dx) .* (gamma+ (1/2))-((2.*dt) ./ (3.*dx."3));
S2=(dt./dx) .* (gamma-(1/2))-((1.*dt) ./ (3.*dx."3));
S3=(dt./dx) .* (gamma-(3/2)) ;

plot(dx, S1,'r")

hold on

plot (dx, S2, 'b')

iRoE (Ebx, . §8, Vi)

legend ('\Deltat/\Deltax (\gamma+1/2) -
2\Deltat/3\Deltax”3', '"\Deltat/\Deltax (\gamma-1/2) -
\Deltat/3\Deltax”3', '\Deltat/\Deltax (\gamma-3/2)")
grid on

xlabel ('\Deltax"')

ylabel ('S")
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Lampiran 4. Hasil Perhitungan Nilai dari |S| untuk y = 0

Ax At |S| Ax At |S|

0,1 0,1 66,16666667 0,1 0,2 132,3333
0,2 0,1 8,083333333 0,2 0,2 16,16667
0,3 0,1 2,302469136 0,3 0,2 4,604938
0,4 0,1 0,916666667 0,4 0,2 1,833333
0,5 0,1 0,433333333 0,5 0,2 0,866667
0,6 0,1 0,225308642 0,6 0,2 0,450617
0,7 0,1 0,122934888 0,7 0,2 0,24587
0,8 0,1 0,067708333 0,8 0,2 0,135417
0,9 0,1 0,035893919 0,9 0,2 0,071788
Ax At |S| Ax At |S|

0,1 0,3 198,5 0,1 0,4 264,6667
0,2 0,3 24,25 0,2 0,4 32,33333
0,3 0,3 6,907407407 0,3 0,4 9,209877
0,4 0,3 2,75 0,4 0,4 3,666667
0,5 0,3 1,3 0,5 0,4 1,733333
0,6 0,3 0,675925926 0,6 0,4 0,901235
0,7 0,3 0,368804665 0,7 0,4 0,49174
0,8 0,3 0,203125 0,8 0,4 0,270833
0,9 0,3 0,107681756 0,9 0,4 0,143576
Ax At |S| Ax At |S|

0,1 0,5 330,8333333 0,1 0,6 397
0,2 0,5 40,41666667 0,2 0,6 48,5
0,3 0,5 11,51234568 0,3 0,6 13,31481
0,4 0,5 4,583333333 0,4 0,6 5,5
0,5 0,5 2,166666667 0,5 0,6 2,6
0,6 0,5 1,12654321 0,6 0,6 1,351852
0,7 0,5 0,614674441 0,7 0,6 0,737609
0,8 0,5 0,338541667 0,8 0,6 0,40625
0,9 0,5 0,179469593 0,9 0,6 0,215364
Ax At |S| Ax At |S|

0,1 0,7 463,1666667 0,1 0,8 529,3333
0,2 0,7 56,58333333 0,2 0,8 64,66667
0,3 0,7 16,11728395 0,3 0,8 18,41975
0,4 0,7 6,416666667 0,4 0,8 7,333333
0,5 0,7 3,033333333 0,5 0,8 3,466667
0,6 0,7 1,577160494 0,6 0,8 1,802469
0,7 0,7 0,860544218 0,7 0,8 0,983479




0,8 0,7 0,473958333 0,8 0,8 0,541667
0,9 0,7 0,25125743 0,9 0,8 0,287151
Ax At |S| Ax At |S|

0,1 0,9 595,5 0,1 1 661,6667
0,2 0,9 72,75 0,2 1 80,83333
0,3 0,9 20,72222222 0,3 1 23,02469
0,4 0,9 8,25 0,4 1 9,166667
0,5 0,9 3,9 0,5 1 4,333333
0,6 0,9 2,027777778 0,6 ! 2,253086
0,7 0,9 1,106413994 0,7 1 1,229349
0,8 0,9 0,609375 0,8 1 0,677083
0,9 0,9 0,323045267 0,9 1 0,358939




Lampiran 5. Hasil Perhitungan Nilai dari |S| untuk y = 0.2

Ax At |S| Ax At |S|

0,1 0,1 65,966667 0,1 0,2 131,9333
0,2 0,1 7,9833333 0,2 0,2 15,96667
0,3 0,1 2,2358025 0,3 0,2 4,471605
0,4 0,1 0,8666667 0,4 0,2 1,733333
0,5 0,1 0,3933333 0,5 0,2 0,786667
0,6 0,1 0,1919753 0,6 0,2 0,383951
0,7 0,1 0,0943635 0,7 0,2 0,188727
0,8 0,1 0,0427083 0,8 0,2 0,085417
0,9 0,1 0,0136717 0,9 0,2 0,027343
Ax At |S| Ax At |S|

0,1 0,3 197,9 0,1 0,4 263,8667
0,2 0,3 23,95 0,2 0,4 31,93333
0,3 0,3 6,7074074 0,3 0,4 8,94321
0,4 0,3 2,6 0,4 0,4 3,466667
0,5 0,3 1,18 0,5 0,4 1,573333
0,6 0,3 0,5759259 0,6 0,4 0,767901
0,7 0,3 0,2830904 0,7 0,4 0,377454
0,8 0,3 0,128125 0,8 0,4 0,170833
0,9 0,3 0,0410151 0,9 0,4 0,054687
Ax At |S| Ax At |S|

0,1 0,5 329,83333 0,1 0,6 395,8
0,2 0,5 39,916667 0,2 0,6 47,9
0,3 0,5 11,179012 0,3 0,6 13,41481
0,4 0,5 4,3333333 0,4 0,6 5,2
0,5 0,5 1,9666667 0,5 0,6 2,36
0,6 0,5 0,9598765 0,6 0,6 1,151852
0,7 0,5 0,4718173 0,7 0,6 0,566181
0,8 0,5 0,2135417 0,8 0,6 0,25625
0,9 0,5 0,0683585 0,9 0,6 0,08203
Ax At |S| Ax At |S|

0,1 0,7 461,76667 0,1 0,8 527,7333
0,2 0,7 55,883333 0,2 0,8 63,86667
0,3 0,7 15,650617 0,3 0,8 17,88642
0,4 0,7 6,0666667 0,4 0,8 6,933333
0,5 0,7 2,7533333 0,5 0,8 3,146667
0,6 0,7 1,3438272 0,6 0,8 1,535802
0,7 0,7 0,6605442 0,7 0,8 0,754908




0,8 0,7 0,2989583 0,8 0,8 0,341667
0,9 0,7 0,0957019 0,9 0,8 0,109374
Ax At |S| Ax At |S|

0,1 0,9 593,7 0,1 1 659,6667
0,2 0,9 71,85 0,2 1 79,83333
0,3 0,9 20,122222 0,3 1 22,35802
0,4 0,9 7,8 0,4 1 8,666667
0,5 0,9 3,54 0,5 1 3,933333
0,6 0,9 1,7277778 0,6 ! 1,919753
0,7 0,9 0,8492711 0,7 1 0,943635
0,8 0,9 0,384375 0,8 1 0,427083
0,9 0,9 0,1230453 0,9 1 0,136717




Lampiran 6. Hasil Perhitungan Nilai dari |S| untuk y = —0.2

Ax At |S| Ax At |S|

0,1 0,1 66,36667 0,1 0,2 132,7333
0,2 0,1 8,183333 0,2 0,2 16,36667
0,3 0,1 2,369136 0,3 0,2 4,738272
0,4 0,1 0,966667 0,4 0,2 1,933333
0,5 0,1 0,473333 0,5 0,2 0,946667
0,6 0,1 0,258642 0,6 0,2 0,517284
0,7 0,1 0,151506 0,7 0,2 0,303013
0,8 0,1 0,092708 0,8 0,2 0,185417
0,9 0,1 0,058116 0,9 0,2 0,116232
Ax At |S| Ax At |S|

0,1 0,3 199,1 0,1 0,4 265,4667
0,2 0,3 24,55 0,2 0,4 32,73333
0,3 0,3 7,107407 0,3 0,4 9,476543
0,4 0,3 2,9 0,4 0,4 3,866667
0,5 0,3 1,42 0,5 0,4 1,893333
0,6 0,3 0,775926 0,6 0,4 1,034568
0,7 0,3 0,454519 0,7 0,4 0,606025
0,8 0,3 0,278125 0,8 0,4 0,370833
0,9 0,3 0,174348 0,9 0,4 0,232465
Ax At |S| Ax At |S|

0,1 0,5 331,8333 0,1 0,6 398,2
0,2 0,5 40,91667 0,2 0,6 49,1
0,3 0,5 11,84568 0,3 0,6 14,21481
0,4 0,5 4,833333 0,4 0,6 5,8
0,5 0,5 2,366667 0,5 0,6 2,84
0,6 0,5 1,29321 0,6 0,6 1,551852
0,7 0,5 0,757532 0,7 0,6 0,909038
0,8 0,5 0,463542 0,8 0,6 0,55625
0,9 0,5 0,290581 0,9 0,6 0,348697
Ax At |S| Ax At |S|

0,1 0,7 464,5667 0,1 0,8 530,9333
0,2 0,7 57,28333 0,2 0,8 65,46667
0,3 0,7 16,58395 0,3 0,8 18,95309
0,4 0,7 6,766667 0,4 0,8 7,733333
0,5 0,7 3,313333 0,5 0,8 3,786667
0,6 0,7 1,810494 0,6 0,8 2,069136
0,7 0,7 1,060544 0,7 0,8 1,212051




0,8 0,7 0,648958 0,8 0,8 0,741667
0,9 0,7 0,406813 0,9 0,8 0,464929
Ax At |S| Ax At |S|

0,1 0,9 597,3 0,1 1 663,6667
0,2 0,9 73,65 0,2 1 81,83333
0,3 0,9 21,32222 0,3 1 23,69136
0,4 0,9 8,7 0,4 1 9,666667
0,5 0,9 4,26 0,5 1 4,733333
0,6 0,9 2,327778 0,6 1 2,58642
0,7 0,9 1,363557 0,7 1 1,515063
0,8 0,9 0,834375 0,8 1 0,927083
0,9 0,9 0,523045 0,9 1 0,581161
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