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ABSTRAK

Wahidah, Nurul. 2014. Indeks Wiener pada Graf Terhubung. Skripsi. Jurusan
Matematika Fakultas Sains dan Teknologi Universitas Islam Negeri Maulana
Malik Ibrahim Malang.

Pembimbing: (1) Evawati Alisah, M.Pd
(2) Ari Kusumastuti, S.Si, M.Pd

Kata Kunci: Indeks Wiener, Graf Sikel Berambut hC,, Graf Helm H,,, Graf Helm
Tertutup cH,,, Graf Tangga L,,.

Pada penelitian ini dibahas tentang Indeks Wiener pada graf sikel berambut, graf
helm, graf helm tertutup, graf tangga. Indeks Wiener adalah banyaknya jarak antara
semua pasang titik di G.

Dengan menggambarkan grafnya, akan lebih mudah dicari Indeks Wiener dari
graf tersebut. Setelah ditemukan pola dari Indeks Wiener, akan dilanjutkan dengan
memformulasikannya dalam bentuk teorema dan juga membuktikannya.

Berdasarkan hasil pembahasan dapat diperoleh ksimpulan bahwa rumus umum
untuk Indeks Wiener graf sikel berambut hC,, adalah
Znn? +4n—2) ; ngenap
w(hC,) = 21 . Rumus umum untuk Indeks Wiener graf
En(n2 +4n —3); n ganjil
helm H,, adalah H,, = 6n(n — 1). Rumus umum untuk Indeks Wiener graf helm tertutup

5n(n—1); 3<n<5
cH,, adalah W(cH,,) = 153 ; n=6 . Rumus umum untuk Indeks Wiener
6n® —11n; untukn > 6

graf tangga L, adalah W(L,) = %n(n + 2)(2n —1). Penulis menyarankan kepada
pembaca untuk mengkaji masalah Indeks Wiener terhadap graf yang lain.

Xiv



ABSTRACT

Wahidah, Nurul. 2014. Index Wiener of Connected Graph. Thesis. Department of
Mathematics. Faculty of Science and Technology. State Islamic University of
Maulana Malik Ibrahim Malang.

Advisor: (1) EvawatiAlisah, M.Pd
(2) Ari Kusumastuti, S.Si, M.Pd

Keywords: Wiener Index, Hairy Cycle Graph hC,,, Helm Graph H,,, Closed Helm Graph
cH,,, Ladder Graph L,.

This research discuss about Index Wiener in Hairy Cycle Graph, Helm Graph,
Closed Helm Graph, Ladder Graph. The Index Wiener W (G) is the sum of the distances
between all pairs of vertices of G.
By describing the graph, would be easier to search Index Wiener from graph.
After the discovery of patterns from the Index Wiener, will be follwowed by formulate in
the form of the theorem and also prove it.
Based on the result can be conclude that general from of Index Wiener Hairy
Cycle Graph hC,, is
%n(n2 +4n—2) ; neven
%n(n2 +4n—3); nodd
H,is H, = én(n — 1). General from of Index Wiener in Closed Helm Graph cH, is
S5n(n—1) ; 3<n<5
W (cH,) = 153 ; n=6 . General from of Index Wiener in Ladder Graph
6n® —11n; forn > 6
L,is W(L,) = %n(n + 2)(2n — 1). The author suggests to the reader to examine the
issue of the Index Wiener of a graph.

w(hC,) = . General from of Index Wiener in Helm Graph

XV
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Sebagai umat muslim harus mempunyai keyakinan bahwa hukum-hukum
keteraturan tersebut datangnya dari Allah. Allah menetapkan hukum sesuai
dengan apa yang dikehendaki-Nya, sebagai firman-Nya dalam Al-Qur’an surat

Al-Qamar ayat 49 disebutkan

e % AT ’/{}CJ

72X 3 . -~

(T anal> o 0o JSTU)
~

Artinya: “Sesungguhnya Kami menciptakan segala sesuatu menurut ukuran”.
Shihab (2003:482) menafsirkan bahwa kata gadar pada ayat di atas
diperselisihkan oleh para ulama. Dari segi bahasa kata tersebut dapat berarti kadar
tertentu yang tidak bertambah atau berkurang, atau berarti kuasa. Tetapi karena
ayat tersebut berbicara tentang segala sesuatu yang berada dalam kuasa Allah,
maka adalah lebih tepat memahaminya dalam arti ketentuan dan sistem yang telah
ditetapkan terhadap segala sesuatu. Tidak hanya terbatas pada salah satu
aspeknya saja. Manusia misalnya, telah ada kadar yang ditetapkan Allah baginya.
Selaku jenis makhluk hidup ia dapat makan, minum dan berkembang biak melalui
sistem yang ditetapkan-Nya. Manusia memiliki potensi baik dan buruk. Ia dituntut
untuk mempertanggungjawabkan pilihannya. Manusia dianugerahi Allah petunjuk
dengan kedatangan sekian rasul untuk membimbing mereka. Akalpun

dianugerahkan-Nya kepada mereka, demikian seterusnya yang kesemuanya dan
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yang selainnya termasuk dalam sistem yang sangat tepat, teliti dan akurat yang
telah diciptakan Allah SWT. Demikian juga Allah telah menetapkan sistem dan
kadar bagi ganjaran atau balasan-Nya yang akan diberikan kepada setiap orang.

Dalam surat Al-Jin ayat 28, diterangkan bahwa Tuhan menafsirkan segala
sesuatu (kejadian dan semua objek di alam semesta) dengan “hitungan yang teliti
satu persatu” yaitu dari kata arab, ‘adad

T

r/// /1} P = % - " P D = e }/Es’ £ s ¥
P e ) Z 0 2o w2 NE -, - -
%2‘34.9 26‘J§WJWVUL‘€L\"J@)?L2‘)*L‘”O‘M

Artinya: “Supaya Dia mengetahui, bahwa Sesungguhnya Rasul-rasul itu telah
menyampaikan visalah-risalah Tuhannya, sedang (sebenarnya) ilmu-
Nya meliputi apa yang ada pada mereka, dan Dia menghitung segala
sesuatu satu persatu”.

Esensi ayat ini adalah bahwa ilmu Tuhan meliputi segala sesuatu tidak ada
yang tertinggal. Semua kejadian, objek alam, penciptaan di bumi dan di langit,
dan struktur Al-Qur’an, tidak ada yang kebetulan. Semua ditetapkan dengan
hitungan yang sangat teliti. Sebenarnya bila diketahui, (sebagian) ilmu tersebut
meliputi risalah-risalah yang disampaikan dan ilmu yang ada pada para Rasul.
Dalam kehidupan modern sekarang pun, “hitungan tersebut” mulai dari yang
sederhana sampai yang paling rumit (Muftie, 2004:4).

Berhitung adalah cabang dari matematika. Tetapi sekalipun sebagai
cabang, berhitung telah menjadi bagian seluruh tubuh matematika. Demikianlah
berhitung ada di aljabar, berhitung ada di ilmu ukur (geometri), di teori

kemungkinan (probabilitas), di statistika, analisis, teori fungsi, topologi. Apabila

Morris Klein mencacat bahwa kini telah terdapat delapan puluh cabang besar
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dalam matematika maka berhitung pun akan turut terdapat pada hampir semua
cabang besar dari matematika itu (Naga, 1980:1).

Manusia telah membawa logika ke dalam berhitung untuk menjadikan
berhitung itu suatu ilmu yang masuk akal tetapi manusia pun telah membawa
berhitung ke dalam logika, paling tidak, untuk mengubah penilaian kualitatif
dalam penilaian kuantitatif. Mereka memerlukan berhitung untuk mengambil
suatu keputusan pada gejala dan peristiwa yang kebetulan terletak dua lingkungan
yang berbeda (Naga, 1980:2).

Matematika merupakan penelaahan tentang bilangan-bilangan, bentuk-
bentuk dan lambang-lambang. Berkaitan dengan definisi tersebut, tiga cabang
utama matematika adalah aljabar, analisis, dan geometri. Aljabar membahas
tentang bilangan dan pengabstrakan, analisis membahas kekonvergenan dan limit,
sedangkan geometri membahas tentang bentuk dan konsep-konsep yang berkaitan
(Kerami, 2003:158).

Teori graf merupakan salah satu cabang matematika yang masih menarik
untuk dibahas karena teori-teorinya masih aplikatif sampai saat ini dan dapat
diterapkan untuk memecahkan masalah dalam kehidupan sehari-hari. Dengan
mengkaji dan menganalisis model atau rumusan, teori graf dapat diperlihatkan
peranan dan kegunaannya dalam memecahkan berbagai permasalahan.
Permasalahan yang dirumuskan dengan teori graf dibuat sederhana, yaitu diambil
aspek-aspek yang diperlukan dan dibuang aspek-aspek lainnya (Purwanto,

1998:1).
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Graf G adalah pasangan himpunan (V, E) dengan V(G) adalah himpunan
tidak kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut sebagai titik dan E(G)
adalah himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik berbeda
di V(G) yang disebut sebagai sisi. Himpunan titik di G dinotasikan dengan V(G)
dari himpunan sisi dinotasikan dengan E(G). Sedangkan banyaknya unsur di V
disebut order dari G dan dilambangkan dengan p(G) dan banyaknya unsur di E
disebut size dari G dan dilambangkan dengan (G) . Jika graf yang dibicarakan
hanya graf G, maka order dan size dari G tersebut cukup ditulis dengan G (p, q)
(Chartrand dan Lesniak, 1986:4).

Derajat titik v pada graf G ditulis dengan d egv, adalah banyaknya sisi
yang terhubung langsung pada titik v. Titik v dikatakan genap atau ganjil
tergantung dari derajat titik v genap atau ganjil (Chartrand dan Lesniak, 1986:7).

Indeks Wiener W awalnya disebut “nomor jalan” dan dinotasikan w dan
juga dikenal sebagai jumlah wiener merupakan indeks yang ditetapkan untuk graf-
graf pada n node. Indeks Wiener adalah jumlah jarak antara semua pasangan titik
di G (Al-Hagri dkk, 2011).

Graf sikel berambut hC,, adalah graf yang didapatkan dari graf sikel C,
dengan menambahkan sisi anting-anting pada setiap titik di sikel (Bahri, 2012:16).
Graf helm H,, merupakan garf yang didapatkan dari sebuah graf roda dengan
menambahkan sisi anting-anting pada setiap titik di sikel. Misalnya graf helm Hj
adalah graf helm yang menurut graf roda W5 dengan tambahan sisi anting-anting
pada setiap titik di sikel luar. Graf helm H,, mempunai order 2n + 1 dan 3n sisi

(Mas’udah, 2010:3)
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Graf helm tertutup merupakan graf yang diperoleh dari sebuah graf helm
dengan menghubungkan setiap titik anting-anting untuk membentuk sikel.
Misalnya graf helm tertutup ¢ H adalah graf yang membuat graf helm H; dengan
menghubungkan setiap titik anting-anting luar sehingga membentuk sebuah sikel.
Graf helm tertutup ¢ B, dengan tambahan maksimal satu titik anting yang
membentuk sikel memiliki 2n + 1 titik dan 4n sisi (Mas’udah, 2010:3). Graf
tangga L, yang merupakan hasil kali kartesius graf lintasan P, X P, (Ilmiyah,
2011:19).
Di antara beberapa jenis graf, terdapat graf yang menarik untuk dicari
Indeks Wienernya karena memiliki bentuk yang beraturan sehingga dapat
ditentukan bentuk umumnya. Maka berdasarkan uraian di atas, penulis mengambil

judul “Indeks Wiener pada Graf Terhubung”.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang tersebut, maka rumusan masalah dalam
penulisan skripsi ini adalah bagaimana pola umum dari banyaknya titik dan sisi

Indeks Wiener pada graf terhubung?

1.3 Tujuan
Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka tujuan penulis skripsi ini
adalah untuk mengetahui pola umum dari banyaknya titik dan sisi dari Indeks

Wiener pada graf terhubung.



1.4 Batasan Masalah
Adapun batasan masalah dalam penelitian ini jenis graf yang digunakan
adalah graf sikel berambut hC,,, graf helm H,,, graf helm tertutup ¢ H, graf tangga

L,. Graf yang digunakan adalah graf tidak berbobot.

1.5 Manfaat Penelitian

Adapun manfaat penelitian ini adalah:
1. Bagi Peneliti

Melalui penelitian ini dapat menambah penguasaan materi, sebagai
pengalaman dalam melakukan penelitian dan menyusun karya ilmiah dalam
bentuk skripsi, serta media untuk mengaplikasikan ilmu matematika yang telah
diterima dalam bidang keilmuannya.
2. Bagi Lembaga

Hasil pembahasan ini dapat digunakan sebagai tambahan bahan dalam
pengembangan ilmu matematika khususnya di kalangan mahasiswa Jurusan
Matematika.
3. Bagi Pembaca

Menambah khasanah dan mempertegas keilmuan matematika tentang
Indeks Wiener pada teori graf, dalam peranannya terhadap perkembangan

teknologi dan disiplin ilmu lain.



1.6 Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam skripsi ini adalah metode penelitian

pustaka (Library research), yaitu dengan mengumpulkan data dan informasi dari

berbagai sumber seperti buku, jurnal, atau makalah-makalah. Penelitian dilakukan

dengan melakukan kajian terhadap buku-buku teori graf dan jurnal-jurnal atau

makalah-makalah yang memuat topik tentang Indeks Wiener. Adapun langkah-

langkah yang digunakan oleh penulis dalam membahas penelitian ini adalah

sebagai berikut:

a.

Menggambar beberapa graf terhubung dari hC5; sampai hCgq, H; sampai Hg,
¢ H sampai ¢ i, L, sampai L; yang sudah ditentukan. Penulis menggambar
beberapa macam graf yang menjadi objek penelitian dengan tujuan objek graf
yang diteliti bisa dipahami terlebih dahulu oleh para pembaca.

Mencari pasang titik dari graf terhubung. Penulis mencari ada berapa pasang
titik pada graf terhubung tersebut. Pencarian ini dilakukan satu-persatu pada
setiap graf yang menjadi objek penelitian.

Menentukan Indeks Wiener pada graf terhubung. Setelah penulis menemukan
pasang titik pada graf tersebut, maka kemudian penulis mencari Indeks
Wienernya dari masing-masing pasangan titik pada setiap graf yang menjadi
objek penelitian.

Mencari pola dari masing-masing bilangan Indeks Wiener terhadap graf
terhubung.

Membuktikan pola rumus Indeks Wiener. Tahapan ini merupakan tahap akhir

penelitian ini. Penulis melakukan pembuktian terhadap pola rumus yang
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ditemukan pada langkah sebelumnya. Hal ini dimaksudkan untuk menguji

kebenaran dari rumus Indeks Wiener.

1.7 Sistematika Penulisan

Untuk mempermudah dalam memahami skripsi ini secara keseluruhan
maka penulis menggunakan sistematika penulisan yang terdiri dari 4 bab dan
masing-masing akan dijelaskan sebagai berikut:
Bab I Pendahuluan

Pada bab ini akan diuraikan tentang latar belakang, rumusan masalah,
tujuan penelitian, batasan masalah, manfaat penelitian, metode penelitian,
sistematika penulisan.
Bab II Kajian Pustaka

Dalam bab ini akan dikemukakan tentang teori-teori yang sesuai dengan
masalah yang dibahas, di antaranya adalah definisi graf, derajat titik, operasi pada
graf, graf terhubung dan tak terhubung, jarak, pengertian Indeks Wiener, jenis-
jenis graf.
Bab III Pembahasan

Pada bab ketiga ini berisi analisis Indeks Wiener dari beberapa graf yang
sudah ditentukan sebelumnya. Setelah itu dianalisis hasil dari pencarian Indeks
Wiener tersebut pada tiap graf disertai dengan pembuktian konjektur yang

diperoleh.



Bab IV Penutup
Pada bab penutup akan dikemukakan kesimpulan akhir yang merupakan

jawaban dari rumusan masalah dan diberikan saran.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Pengertian Graf

Pada tahap awal, obyek yang dipelajari dalam graf adalah studi tentang
himpunan titik beserta hubungan diantaranya. Seperti pada pendahuluan di atas
titik bisa merepresentasikan suatu kota atau persimpangan jalan, sedangkan
hubungan antar kota, yang dalam hal ini mungkin jalan, ditandai dengan adanya
garis yang menghubungkan kedua kota. Garis tidak hanya merepresentasikan
jalan dalam bentuk realitas, tetapi bisa juga menyatakan hubungan antar obyek.
Misalnya jalur hubungan langsung dari rute penerbangan antar kota. Contoh lain
adalah silsilah keluarga seseorang dapat juga dinyatakan dalam bentuk graf,
dengan garis menyatakan hubungan keluarga atau keturunan.
Definisi 1:

Graf G adalah pasangan himpunan (V, E) dengan V(G) adalah himpunan

tidak kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut sebagai titik dan

E(G) adalah himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari

titik-titik berbeda di V(G) yang disebut sebagai sisi. Himpunan titik di G

dinotasikan dengan V(G) dari himpunan sisi dinotasikan dengan E(G)

(Chartrand dan Lesniak,1986:4).

Banyaknya unsur di V disebut derajat order dari G dan dilambangkan
dengan p(G) dan banyaknya unsur di E disebut ukuran (size) dari G dan

dilambangkan dengan q(G). Jika graf yang dibicarakan hanya graf G, maka order

10
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dan size dari G tersebut cukup ditulis dengan p dan g (Chartrand dan
Lesniak,1986:4).

Jika u dan v titik-titik di G dan e = {u, v} suatu sisi di G, maka dikatakan
sisi e menghubungkan u dan v; u dan v berdekatan (adjacent); u terkait (incident)
dengan e, demikian juga v dengan e; e terkait dengan u dan v. Lebih lanjut jika el
dan e2 adalah dua sisi yang berbeda dalam G yang terkait dengan sebuah titik
sekutu, maka el dan e2 adalah sisi yang berkaitan. Adalah memudahkan untuk

menyatakan sebuah sisi dalam bentuk uv atau vu daripada dalam bentuk {u, v}.

2.2 Derajat Titik

Definisi 2:
Derajat titik v pada G, ditulis dengan deg.(v) adalah banyak sisi yang
terkait langsung (incident) pada V. Dengan kata lain, banyak sisi yang
memuat ¥V sebagai titik ujung. Titik V' dikatakan genap atau ganijil
tergantung dari jumlah deg. (v) genap atau ganjil (Chartrand and Lesniak,
1996:2).

Contoh 1:

v2 V. v3 V6

vl v3 v va v5
G 1 GZ

Gambar 2.1 Derajat suatu Titik pada Graf G
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Dari gambar graf diatas maka diperoleh bahwa
Untuk G;: degs(v1) =1
degc(vy) =2
deg;(v3) =1

Untuk Gg: deg;(v;) =3

degq(v,) =3
degq(v3) =4
degs(vy) =5
degg(vs) = 2
degq(vg) = 1

Titik yang tidak terkait langsung dengan sisi disebut titik terisolasi
(isolated vertex), dengan kata lain titik terisolasi adalah titik berderajat nol.
Sedangkan titik dengan derajat satu disebut titik tergantung (pendant vertex) atau

titik ujung (end vertex) (Vasudev, 2007:224).

2.3 Operasi pada Graf

2.3.1 Operasi Gabungan (Union)

Definisi 3:
Gabungan dua graf G; dan G, yang dinotasikan dengan G = G, U G,
mempunyai himpunan titik V(G) = V(G;) UV (G,) dan himpunan sisi
E(G) = E(G,) U E(G,). Jika graf G memuat sebanyak n > 2 graf H,
maka dinotasikan dengan G = ,H. Graf 2K; U3K, UK(;3) akan

ditunjukkan pada gambar sebagai berikut (Chartrand and Lesniak, 1996:9).
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Contoh 2:
O

Gambar 2.2 Gabungan Graf

2.3.2 Operasi Penjumlahan (join)

Definisi 4:
Penjumlahan dua graf G, dan G, yang dinotasikan dengan G = G; + G,
adalah graf dengan V(G) = V(G,) UV (G,) dan E(G) = E(G,) U E(G,) U
{fuvlueV(G;) dan v eV(G,). Dengan menggunakan operasi
penjumlahan, maka jelas bahwa K, , = K, + K, (Chartrand and Lesniak,
1996:9).

Contoh 3:

Gy I Gy G‘+ Gy

Gambar 2.3 Penjumlahan dua graf

2.3.3 Operasi Perkalian Kartesius

Definisi 5:
Hasil kali kartesius dari graf G, dan G, adalah graf yang dinotasikan
G = G;xG, dan mempunyai himpunan titik V(G) =V(G)xV(G,) =
{u,, uy} x {vy,v,,v3}, dan dua titik (u;,u,) dan (vq,v,) dari graf G
terhubung langsung jika dan hanya jika u, = v, dan u,v,€eE(G,) atau

u, = v, dan u,v,€E(G,) (Chartrand and Lesniak, 1996:9).
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Contoh 4:

G, G, xG,
(2) (b) (c)

Gambar 2.4 Perkalian kartesius dua graf

2.4 Graf Terhubung dan Tak Terhubung
Suatu graf paling sedikit memiliki satu titik. Jika suatu graf memiliki titik
dan sisi maka hubungan antara kedua sisi dan titik tersebut dapat dinyatakan
dalam definisi berikut:
Definisi 6:
Sisi e = (u,v) dikatakan menghubungkan titik u dan v. Jika e = (u, v) adalah
sisi di graf G, maka u dan v disebut terhubung langsung, u dan e serta v dan
e disebut terkait langsung. Untuk selanjutnya, sisi e = (u,v) akan ditulis e =
uv (Chartrand dan Lesniak, 1986:4).
Contoh 5:

Perhatikan gambar graf di bawah ini.

Gambar 2.5 Graf G dengan 5 Titik dan 7 Sisi
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Dari gambar 2.5 titik yang terhubung langsung adalah v, dan v,, v, dan vs,
v, dan vs, v5 dan v,, v; dan vs, v, dan vg, v dan v,. Sedangkan e; terkait
langsung dengan v; dan v,, e, terkait langsung dengan v, dan v:, e, terkait
langsung dengan v, dan vs, e, terkait langsung dengan v5 dan vs, es terkait
langsung dengan v, dan v,, e terkait langsung dengan v, dan vs, e, terkait

langsung dengan vy dan v;.

2.5 Jarak

Misalkan G graf terhubung dan misalkan u dan v titik di G. Jarak
(distance) dari u dan v di G, dinotasikan dengan d(u,v), adalah panjang lintasan
terpendek u-v di G. Himpunan titik di G dengan fungsi jarak ini membentuk ruang
metrik. Untuk setiap titik u,v dan w di G, maka
a. d(u,v) = 0dand(u,v) = 0 jika dan hanya jika u = v.
b. d(u,v)=d(v,u)
c. du,v)<duw)+dw,v)

(Abdussakir dkk, 2009:56).

2.6 Pengertian Indeks Wiener
Definisi 7:
Jumlah jarak antara semua pasangan titik pada graf terhubung dikenal sebagai

Indeks Wiener (Al-Hagri dkk, 2011:64).
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Indeks Wiener W, awalnya disebut “nomor jalan” dan dinotasikan w dan

juga dikenal sebagai jumlah Wiener, merupakan indeks yang ditetapkan untuk
araf pada n.

Contoh 6:
V. V.

Vs V,
Gambar 2.6 Graf Komplit K,

Dari gambar di atas, graf komplit K, terdapat 4 titik dan 8 sisi.
Untuk d(v;) = 1, adalah yang berjarak 1 dari titik v; sebanyak 3 sehingga

1 x 3 = 3 dan dihitung sebanyak 4 kali maka 3 x 4 = 12.
Karena untuk setiap v,s € V(K,), d(v,s) = d(s,v), jadi 12—2 = 6 maka Indeks

Wiener dari K, adalah 6.

2.7 Jenis-jenis Graf
Ada banyak jenis graf dan juga terdapat beberapa jenis graf sederhana
khusus. Berikut ini beberapa jenis graf khusus yang digunakan dalam penelitian

ini:
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2.7.1 Graf sikel berambut
Definisi 8:
Graf sikel berambut (hC,) adalah graf yang didapatkan dari graf sikel (Cy)
dengan menambahkan sisi anting-anting pada setiap titik di sikel (Bahri,
2012:16).
Berikut adalah contoh dari graf sikel berambut hC3, hC4 dan hCs:

Contoh 7:

Gambar 2.7 Graf Sikel Berambut hC5, hC, dan hCs

2.7.2 Graf Helm

Definisi 9:
Graf helm (H,) adalah graf yang didapatkan dari sebuah graf roda (W)
dengan menambahkan sisi anting-anting pada setiap titik di sikel (Mas’udah,

2010:22).
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Contoh 8:

Gambar 2.8 Graf Helm

H; adalah graf helm yang memuat graf roda W5 dengan tambahan sisi anting-
anting pada setiap titik disikel luar.

H, adalah graf helm yang memuat graf roda W, dengan tambahan sisi anting-
anting pada setiap titik disikel luar.

He adalah graf helm yang memuat graf roda W dengan tambahan sisi anting-
anting pada setiap titik disikel luar.

Teorema 2.1

Graf helm (H,,) memiliki 2n + 1 titik dan 3n sisi (Mas’udah, 2010:23).
Bukti:
Graf helm H,, memiliki n buah titik pada sikel luar dan n buah titik pada

anting-anting serta satu buabh titik pada titik pusat maka |V| = 2n + 1.
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Karena graf helm H,, memuat graf roda W,, yang mempunyai 2n sisi dan
ada tambahan titik anting-anting yang terhubung langsung pada setiap titik di
sikel luar maka akan ada n sisi lagi jadi |F| = 2n +n = 3n.
2.7.3 Graf Helm Tertutup
Definisi 10:
Graf Helm Tertutup cH,, adalah graf helm H,, dengan menghubungkan setiap
titik anting-anting untuk membentuk sikel (Mas’udah, 2010:24).

Contoh 9:

Sikel luar

Gambar 2.9 Graf Helm Tertutup

cH; adalah graf helm tertutup yang memuat graf helm H; dengan
menghubungkan setiap titik anting-anting luar sehingga

membentuk sebuah sikel.
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cH, adalah graf helm tertutup yang memuat graf helm H, dengan
menghubungkan setiap titik anting-anting luar sehingga
membentuk sebuah sikel.
cHs; adalah graf helm tertutup yang memuat graf helm Hs dengan
menghubungkan setiap titik anting-anting luar sehingga
membentuk sebuah sikel.
Teorema 2.2
Graf helm tertutup cH, dengan tambahan maksimal satu titik anting yang
membentuk sikel memiliki 2n + 1 titik dan 4n sisi (Mas’udah, 2010:25).
Bukti:

Graf helm tertutup cH,, memiliki n buah titik pada sikel dalam dan n buah
titik pada sikel luar serta satu buah titik pusat maka |V | = 2n + 1.

Karena graf helm tertutup cH,, memuat graf helm yang mempunyai 3n sisi
dan setiap anting-anting yang terhubung langsung sehingga membentuk sebuah
sikel luar, maka akan ada n sisi lagi, jadi |E| = 3n + n = 4n.

2.7.4 Graf Tangga

Definisi 11:
Graf tangga (ladder) adalah graf yang dibangun dari hasil kali kartesius graf
lintasan P, dan PB,, yaitu P, X B,. Graf tangga dinotasikan dengan L,

(llmiyah, 2011:19).



Contoh 10:

Vil

Vol VU v,u,

Vouy

VU, VU, VU,

)

Gambar 2.10 a) Graf Lintasan P; b) Graf Lintasan P; ¢) Graf Tangga L, = P, X P,
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BAB III

PEMBAHASAN

3.1 Indeks Wiener pada Graf Sikel Berambut
3.1.1 Graf Sikel Berambut h G

Graf sikel berambut hC3 dapat digambarkan sebagai berikut:

Gambar 3.11 Graf Sikel Berambut hC,

Dari gambar di atas, graf sikel berambut hC; terdapat 6 titik dan 6 sisi.
Untuk d(v,) = 1, adalah yang berjarak 1 dari titik v; sebanyak 1 sehingga
1 X 1 = 1 dan dihitung sebanyak 3 kali maka 1 X 3 = 3.
d(v1) = 2, adalah yang berjarak 2 dari titik v; sebanyak 2 sehingga
2 X 2 = 4 dan dihitung sebanyak 3 kali maka 4 X 3 = 12.
d(v,) = 3, adalah yang berjarak 3 dari titik v; sebanyak 2 sehingga
3 X 2 = 6 dan dihitung sebanyak 3 kali maka 6 X 3 = 18.
d(s;) = 1, adalah yang berjarak 1 dari titik s; sebanyak 3 sehingga
1 x 3 = 3 dan dihitung sebanyak 3 kali maka 3 X 3 = 9.
d(s;) = 2, adalah yang berjarak 2 dari titik s; sebanyak 2 sehingga

2 X 2 = 4 dan dihitung sebanyak 3 kali maka 4 X 3 = 18.
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Selanjutnya dari hasil di atas dijumlahkan 3 + 12 4+ 18 + 9 + 18 = 54. Karena
untuk setiap v, s € V(hC,), d(v,s) = d(s,v), jadi 574= 27 maka Indeks Wiener

dari hC5 adalah 27.

3.1.2 Graf Sikel Berambut h G

Graf sikel berambut hC, dapat digambarkan sebagai berikut:

Gambar 3.12 Graf Sikel Berambut hC,

Dari gambar di atas, graf sikel berambut hC, terdapat 8 titik dan 8 sisi.
Untuk d(v,) = 1, adalah yang berjarak 1 dari titik v; sebanyak 1 sehingga
1 X 1 = 1 dan dihitung sebanyak 4 kali maka 1 X 4 = 4.
d(v,) = 2, adalah yang berjarak 2 dari titik v; sebanyak 2 sehingga
2 X 2 = 4 dan dihitung sebanyak 4 kali maka 4 X 4 = 16.
d(v,) = 3, adalah yang berjarak 3 dari titik v; sebanyak 3 sehingga
3 X 3 = 9 dan dihitung sebanyak 4 kali maka 9 X 4 = 36.
d(v,) = 4, adalah yang berjarak 4 dari titik v; sebanyak 1 sehingga
4 X 1 = 4 dan dihitung sebanyak 4 kali maka 4 X 4 = 16.
d(s;) = 1, adalah yang berjarak 1 dari titik s; sebanyak 3 sehingga

1 X 3 = 3 dan dihitung sebanyak 4 kali maka 3 X 4 = 12.
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d(s;) = 2, adalah yang berjarak 2 dari titik s; sebanyak 3 sehingga
2 X 3 = 6 dan dihitung sebanyak 4 kali maka 6 X 4 = 24.
d(s;) = 3, adalah yang berjarak 3 dari titik s; sebanyak 1 sehingga
3 X 1 = 3 dan dihitung sebanyak 4 kali maka 3 X 4 = 12.
Selanjutnya dari hasil di atas dijumlahkan 4 + 16 + 36 + 16 + 12 + 24 + 12 =

120. Karena untuk setiap v,s € V(hC,), d(v,s) = d(s,v), jadi %Oz 60 maka

Indeks Wiener dari hC, adalah 60.

3.1.3 Graf Sikel Berambut h G

Graf sikel berambut h(Cs dapat digambarkan sebagai berikut:

./§ : s'/\3
v 4 \)3

Gambar 3.13 Graf Sikel Berambut hC

Dari gambar di atas, graf sikel berambut hCs terdapat 10 titik dan 10 sisi.
Untuk d(v,) = 1, adalah yang berjarak 1 dari titik v; sebanyak 1 sehingga
1 X 1 = 1 dan dihitung sebanyak 5 kali maka 1 X 5 = 5.
d(v,) = 2, adalah yang berjarak 2 dari titik v; sebanyak 2 sehingga
2 X 2 = 4 dan dihitung sebanyak 5 kali maka 4 X 5 = 20.
d(v,) = 3, adalah yang berjarak 3 dari titik v; sebanyak 4 sehingga

3 X 4 = 12 dan dihitung sebanyak 5 kali maka 12 X 5 = 60.
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d(v,) = 4, adalah yang berjarak 4 dari titik v; sebanyak 2 sehingga
4 X 2 = 8 dan dihitung sebanyak 5 kali maka 8 X 5 = 40.
d(s;) = 1, adalah yang berjarak 1 dari titik s; sebanyak 3 sehingga
1 x 3 = 3 dan dihitung sebanyak 5 kali maka 3 x 5 = 15.
d(s;) = 2, adalah yang berjarak 2 dari titik s; sebanyak 4 sehingga
2 X 4 = 8 dan dihitung sebanyak 5 kali maka 8 X 5 = 40.
d(s,) = 3, adalah yang berjarak 3 dari titik s; sebanyak 2 sehingga
3 X 2 = 6 dan dihitung sebanyak 5 kali maka 6 X 5 = 30.
Selanjutnya dari hasil di atas dijumlahkan 5+ 20 + 60 + 40 + 15 + 40 + 30 =

210. Karena untuk setiap v, s € V(hC,), d(v,s) = d(s,v), jadi %0: 105 maka

Indeks Wiener dari hCs adalah 105.

3.1.4 Graf Sikel Berambut h ¢

Graf sikel berambut hCg dapat digambarkan sebagai berikut:

Gambar 3.14 Graf Sikel Berambut hC

Dari gambar di atas, graf sikel berambut hC¢ terdapat 12 titik dan 12 sisi.
Untuk d(v;) = 1, adalah yang berjarak 1 dari titik v; sebanyak 1 sehingga

1 X 1 = 1 dan dihitung sebanyak 6 kali maka 1 X 6 = 6.
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d(v,) = 2, adalah yang berjarak 2 dari titik v; sebanyak 2 sehingga
2 X 2 = 4 dan dihitung sebanyak 6 kali maka 4 X 6 = 24.
d(v,) = 3, adalah yang berjarak 3 dari titik v; sebanyak 4 sehingga
3 X 4 = 12 dan dihitung sebanyak 6 kali maka 12 X 6 = 72.
d(v,) = 4, adalah yang berjarak 4 dari titik v; sebanyak 3 sehingga
4 x 3 = 12 dan dihitung sebanyak 6 kali maka 12 X 6 = 72.
d(v,) = 5, adalah yang berjarak 5 dari titik v; sebanyak 1 sehingga
5 X 1 = 5 dan dihitung sebanyak 6 kali maka 5 X 6 = 30.
d(s;) = 1, adalah yang berjarak 1 dari titik s; sebanyak 3 sehingga
1 X 3 = 3 dan dihitung sebanyak 6 kali maka 3 X 6 = 18.
d(s;) = 2, adalah yang berjarak 2 dari titik s; sebanyak 4 sehingga
2 X 4 = 8 dan dihitung sebanyak 6 kali maka 8 X 6 = 48.
d(s,) = 3, adalah yang berjarak 3 dari titik s; sebanyak 3 sehingga
3 X 3 = 9 dan dihitung sebanyak 6 kali maka 9 X 6 = 54.
d(s;) = 1, adalah yang berjarak 4 dari titik s; sebanyak 1 sehingga
4 X 1 = 4 dan dihitung sebanyak 6 kali maka 4 X 6 = 24.
Selanjutnya dari hasil di atas dijumlahkan 6 + 24 + 72 + 72 + 30 + 18 + 48 +

54 + 24 = 348. Karena untuk setiap v,s € V(hC,), d(v,s) = d(s,v), jadi

3748= 174 maka Indeks Wiener dari hCyz adalah 174.

Berdasarkan perolehan Indeks Wiener dari graf sikel berambut di atas, maka

diperoleh tabel sebagai berikut:



Tabel 3.1 Indeks Wiener pada Graf Sikel Berambut
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No Graf Indeks Wiener
1 hCs 27
2 hC, 60
3 hCe 105
4 hC, 174
1n(nz+4n—2) ; ngen.
5 hC,, Whc,) =44
En(n2+4n—3); ngan

Hasil ini penulis tetapkan dalam teorema sebagai berikut:

Teorema 1.

Untuk setiap bilangan asli n > 2, W(hC,) =

Bukti :

in(n2 +4n—-2) ;

%n(n2 +4n — 3);

ngenap

nganjil

Untuk bukti pada Teorema ini, perhatikan graf hC,, berikut.

Gambar 3.15 Graf Sikel Berambut hC,,

Misalkan untuk v € V(hC,), notasi d;(v) menyatakan banyaknya titik

berbeda di hC,, yang berjarak i ke v. Dengan demikian, maka jumlah semua jarak

i dari v dapat dituliskan sebagai d;(v)i, Untuk berikutnya, pandang dua kasus

untuk hC,, yaitu untuk n ganjil dan n genap.
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Kasus 1. Untuk n genap

Jelas bahwa untuk setiap j = 1,2,3,...,n, dl( 1;) =1=dn, 2( 1;), dimana
2
n .
St 2 adalah jarak terbesar pada hC,, dz( 1,3) =2, d§+ 1( 1;) = 3, dan di( 1,3) =4
untuk i = 3,4,..., % Sekarang, untuk j = 1,2,3,...,n, jelas bahwa dl( ;) =3 =
dg( ;), dg+ 1( ;) =1, dan di( 1;) =4 untuk i = 2,3,4,...,% — 1. Karena untuk
2 2

setiap v,s € V(hC,), d(v,s) = d(s,v), maka Indeks Wiener dari hC, dapat

dituliskan sebagai berikut:

W(hC”);{zZ (v, )1+2Z:idl(s/)z}

Karena dy(y) =1=dn, {y), do(y) =2, dn, () =3, dan di( y) =4
untuk i:3,4,...,§, serta dl( §)=3:d3( ;), dn, 1( ;)zl,dan di( 1;)=4

untuk i = 2,3,4,.. .,g — 1 maka diperoleh

Zl 1k zz 241 ZZ41+ 23[ j 2]"

13]1 =1

n 1
| =+2[+=) 31+
(523
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> b
:E+2n+124ni+3—n Zi|+Z[ 242 +3—n+124ni+
2 2 2\2 2\ 2 2 25

n

—1

—in2+4n+2nii+2n 14 | +2nii
4 2 2\ 2

|

i=3 i=2
P 1(n n 1(n n
=2n +Tn+2n—|=—-2 || =+3 |+2n=| =—2 |[ =—1+2
200 g 2\2 2
= +4n-2
—En(n +4n— )
Kasus 2. Untuk n ganjil

Jelas bahwa untuk setiap j=1,2,3,...,n, dy 1;) =1, dy y?) =2=

0 n-1 5
dnT—_lF 2( 1;) , dimana —» 2 adalah jarak terbesar pada hC,, dan dl-( 1,-7) =4
. n-1 A W
untuk i = 3’4""’T+ 1. Selain itu, jelas bahwa dl( ;) = dnT—gL 1( ;) =

2, dan di( §) =4 untuk i = 2,?>,4,...,nT_.1 Karena untuk setiap v,s € V(hC,),

d(v,s) = d(s,v), maka Indeks Wiener dari hC,, dapat dituliskan sebagai berikut:

W(hCn)zé 22 di(v,)i+22d,(s))i
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(AN 1& RN n-1
L WATAINES 3 TN IR dw(sj)(TH]
Karena dy(y)=1, dy(y)=2 =dn, {y), dan di(y)=4 untuk i=

3,4,...,%+1, serta d1(§)=3, dg+1(§)=2,dan di(yv)=4 untuk i =
2

2,34,..., g, maka diperoleh

n—_1+1
1 n l n l 2 n ) l n n_l l n
W(cHn)_E;LHE;z-uEZ24z+5;2(7+2)+523-1+
n—1

=3 j=1

n—1 n-1

2 _ 7 v
=£+2n+lz4ni+n e ¢ +3—n+124m‘+n 3 W
2 ) & 2 2 24 2

:%n(n2 +4n—3)

Inm*+4n—-2); ngenap
Jadi terbukti bahwa W (hC,) ={?
En(n2+4n—3); nganjil
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3.2 Indeks Wiener pada Graf Helm
3.2.1 Graf Helm H;

Graf helm H3 dapat digambarkan sebagai berikut:

143

Gambar 3.16 Graf Helm H,

Dari gambar di atas, graf helm H; terdapat 7 titik dan 7 sisi.
Untuk d(v,) = 1, adalah yang berjarak 1 dari titik v; sebanyak 1 sehingga

1 X 1 = 1 dan dihitung sebanyak 3 kali maka 1 X 3 = 3.
d(v,) = 2, adalah yang berjarak 2 dari titik v; sebanyak 3 sehingga

2 X 3 = 6 dan dihitung sebanyak 3 kali maka 6 X 3 = 18.
d(v,) = 3, adalah yang berjarak 3 dari titik v; sebanyak 2 sehingga

3 X 2 = 6 dan dihitung sebanyak 3 kali maka 6 X 3 = 18.
d(s;) = 1, adalah yang berjarak 1 dari titik s; sebanyak 4 sehingga

1 X 4 = 4 dan dihitung sebanyak 3 kali maka 4 X 3 = 12.
d(s;) = 2, adalah yang berjarak 2 dari titik s; sebanyak 2 sehingga

2 X 2 = 4 dan dihitung sebanyak 3 kali maka 4 X 3 = 12.
d(sy) = 1, adalah yang berjarak 1 dari titik s, sebanyak 3 sehingga

1x3=3.
d(sy) = 2, adalah yang berjarak 2 dari titik s, sebanyak 3 sehingga

2X3=6.
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Selanjutnya dari hasil di atas dijumlahkan 3 + 18 + 18 + 12+ 12+ 3+ 6 = 72.
Karena untuk setiap v,s € V(H,,), d(v,s) = d(s,v), jadi 772= 36 maka Indeks

Wiener dari H; adalah 36.

3.2.2 Graf Helm H,

Graf helm H, dapat digambarkan sebagai berikut:

Gambar 3.17 Graf Helm H,

Dari gambar di atas, graf helm H, terdapat 9 titik dan 12 sisi.
Untuk d(v;) = 1, adalah yang berjarak 1 dari titik v, sebanyak 1 sehingga
1 X 1 = 1 dan dihitung sebanyak 4 kali maka 1 X 4 = 4.
d(v,) = 2, adalah yang berjarak 2 dari titik v; sebanyak 3 sehingga
2 X 3 = 6 dan dihitung sebanyak 4 kali maka 6 X 4 = 24.
d(v,) = 3, adalah yang berjarak 3 dari titik v; sebanyak 3 sehingga
3 X 3 = 9 dan dihitung sebanyak 4 kali maka 9 X 4 = 36.
d(v,) = 4, adalah yang berjarak 4 dari titik v; sebanyak 1 sehingga
4 X 1 = 4 dan dihitung sebanyak 4 kali maka 4 X 4 = 16.
d(s1) = 1, adalah yang berjarak 1 dari titik s; sebanyak 4 sehingga

1 X 4 = 4 dan dihitung sebanyak 4 kali maka 4 X 4 = 16.
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d(s;) = 2, adalah yang berjarak 2 dari titik s; sebanyak 3 sehingga

2 X 3 = 6 dan dihitung sebanyak 4 kali maka 6 X 4 = 24.
d(s;) = 3, adalah yang berjarak 3 dari titik s; sebanyak 1 sehingga

3 X 1 = 3 dan dihitung sebanyak 4 kali maka 3 X 4 = 12.
d(sog) = 1, adalah yang berjarak 1 dari titik s, sebanyak 4 schingga

1x4=4
d(sy) = 2, adalah yang berjarak 2 dari titik s, sebanyak 4 schingga

2xX4=8.

Selanjutnya dari hasil di atas dijumlahkan 4 + 24 +36+ 16+ 16+ 24 + 12 +
4 + 8 = 144. Karena untuk setiap v,s € V(H,), d(v,s) = d(s,v), jadi %“': 72

maka Indeks Wiener dari H, adalah 72.

3.2.3 Graf Helm H

Graf helm Hs dapat digambarkan sebagai berikut:

Gambar 3.18 Graf Helm Hg

Dari gambar di atas, graf helm Hs terdapat 11 titik dan 15 sisi.

Untuk d(v;) = 1, adalah yang berjarak 1 dari titik v; sebanyak 1 sehingga



34
1 X 1 = 1 dan dihitung sebanyak 5 kali maka 1 X 5 = 5.
d(vy) = 2, adalah yang berjarak 2 dari titik v; sebanyak 3 sehingga
2 X 3 = 6 dan dihitung sebanyak 5 kali maka 6 X 5 = 30.
d(v,) = 3, adalah yang berjarak 3 dari titik v; sebanyak 4 sehingga
3 X 4 = 12 dan dihitung sebanyak 5 kali maka 12 X 5 = 60.
d(v,) = 4, adalah yang berjarak 4 dari titik v; sebanyak 2 sehingga
4 X 2 = 8 dan dihitung sebanyak 5 kali maka 8 X 5 = 40.
d(s;) = 1, adalah yang berjarak 1 dari titik s; sebanyak 4 sehingga
1 X 4 = 4 dan dihitung sebanyak 5 kali maka 4 x 5 = 20.
d(s;) = 2, adalah yang berjarak 2 dari titik s; sebanyak 4 sehingga
2 X 4 = 8 dan dihitung sebanyak 5 kali maka 8 X 5 = 40.
d(s,) = 3, adalah yang berjarak 3 dari titik s; sebanyak 2 sehingga
3 X 2 = 6 dan dihitung sebanyak 5 kali maka 6 X 5 = 30.
d(sy) = 1, adalah yang berjarak 1 dari titik s, sebanyak 5 sehingga
1x5=5.
d(sy) = 2, adalah yang berjarak 2 dari titik s, sebanyak 5 schingga
2 x5 =10.
Selanjutnya dari hasil di atas dijumlahkan 5+ 30 + 60 + 40 + 20 + 40 + 30 +

5+ 10 = 240. Karena untuk setiap v,s € V(H,), d(v,s) =d(s,v), jadi

N

74(): 120 maka Indeks Wiener dari Hs adalah 120.



3.2.4 Graf Helm H

Graf helm Hg dapat digambarkan sebagai berikut:

L
Va

Gambar 3.19 Graf Helm Hg

Dari gambar di atas, graf helm Hg terdapat 13 titik dan 18 sisi.
Untuk d(v;) = 1, adalah yang berjarak 1 dari titik v; sebanyak 1 schingga
1 X 1 = 1 dan dihitung sebanyak 6 kali maka 1 X 6 = 6.
d(v,) = 2, adalah yang berjarak 2 dari titik v; sebanyak 3 sehingga
2 X 3 = 6 dan dihitung sebanyak 6 kali maka 6 X 6 = 36.

d(v,) = 3, adalah yang berjarak 3 dari titik v; sebanyak 5 sehingga
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3 X 5 = 15 dan dihitung sebanyak 6 kali maka 15 X 6 = 90.

d(v,) = 4, adalah yang berjarak 4 dari titik v; sebanyak 3 sehingga

4 x 3 = 12 dan dihitung sebanyak 6 kali maka 12 X 6 = 72.

d(s;) = 1, adalah yang berjarak 1 dari titik s; sebanyak 4 schingga
1 X 4 = 4 dan dihitung sebanyak 6 kali maka 4 X 6 = 24.

d(s;) = 2, adalah yang berjarak 2 dari titik s; sebanyak 5 sehingga

2 X 5 = 10 dan dihitung sebanyak 6 kali maka 10 X 6 = 60.

d(s;) = 3, adalah yang berjarak 3 dari titik s; sebanyak 3 sehingga

3 X 3 = 9 dan dihitung sebanyak 6 kali maka 9 X 6 = 54.
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d(sy) = 1, adalah yang berjarak 1 dari titik s, sebanyak 6 sehingga
1X6=6.
d(sy) = 2, adalah yang berjarak 2 dari titik s, sebanyak 6 sehingga
2xX6=12.
Selanjutnya dari hasil di atas dijumlahkan 6 + 36 + 90 + 72 4+ 24 4+ 60 + 54 +
6 +12 = 360. Karena untuk setiap v,s € V(H,), d(v,s) =d(s,v), jadi

%0= 180 maka Indeks Wiener dari Hg adalah 180.

Berdasarkan perolehan Indeks Wiener dari graf helm di atas, maka

diperoleh tabel sebagai berikut:

Tabel 3.2 Indeks Wiener pada Graf Helm

No Graf Indeks Wiener
1 H, 36
H, 72
3 H. 120
4 Hg 180
5 5 W(H,) = 6nn—1)

Hasil ini Penulis tetapkan dalam teorema sebagai berikut:
Teorema 2.
Untuk setiap bilangan aslin > 2, W(H,) = 6n(n — 1)
Bukti:

Untuk bukti pada Teorema ini, perhatikan graf H,, berikut:
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Gambar 3.20 Graf Helm H.,

Serupa dengan pembuktian Teorema 1, misalkan untuk v € V(H,,), notasi
d;(v) menyatakan banyaknya titik berbeda di H,, yang berjarak i ke v. Dengan
demikian, maka jumlah semua jarak i dari v dapat dituliskan sebagai d; (v)i.

Selanjutnya, jelas bahwa, d;(vy) =1=d,(v,), serta untuk j =
1,2,3,...,n, dl( y) =gl dz( 1]?) =r3 d3( y) =n—1, dan d4( y) =n-3.
Selain itu, jelas bahwa dl( §) =4 =, dz( ;) =n—1,dan d3( 1,9) =4,
Selanjutnya, Karena untuk setiap v,s € V(H,), d(v,s) = d(s,v), maka Indeks

Wiener dari H,, dapat dituliskan sebagai berikut:

QUARE D IS » I » 1O

i=1 j=1 i=1 j=1

:%dl(v0)1+%d2(v0)2+%j:d1(vj)l+%;d2(v/)2+%j:d3(vj)3+
1 1 1 1
52d4(v0)4+52d1(sj)1+52d2(sj)2+5 d,(s,)3

Jj=1 Jj=1 Jj=1

n

=%+n+%gl-l+%g3-2+%Z(n—1)3+% ' (n—3)4+%Z4-1+

J=1
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Jadi terbukti bahwa W (H,,) = 6n(n — 1)

3.3 Indeks Wiener pada Graf Helm Tertutup
3.3.1 Graf Helm Tertutup ¢ H

Graf helm tertutup ¢ H dapat digambarkan sebagai berikut:

Gambar 3.21 Graf Helm Tertutup ¢ B

Dari gambar di atas, graf helm tertutup ¢ H terdapat 7 titik dan 12 sisi.
Untuk d(v;) = 1, adalah yang berjarak 1 dari titik v; sebanyak 3 sehingga
1 X 3 = 3 dan dihitung sebanyak 3 kali maka 3 X 3 = 9.
d(v,) = 2, adalah yang berjarak 2 dari titik v; sebanyak 3 sehingga
2 X 3 = 6 dan dihitung sebanyak 3 kali maka 6 X 3 = 18.
d(s;) = 1, adalah yang berjarak 1 dari titik s; sebanyak 4 sehingga
1 X 4 = 4 dan dihitung sebanyak 3 kali maka 4 X 3 = 12.
d(s;) = 2, adalah yang berjarak 2 dari titik s; sebanyak 2 sehingga
2 X 2 = 4 dan dihitung sebanyak 3 kali maka 4 X 3 = 12.

d(sy) = 1, adalah yang berjarak 1 dari titik s, sebanyak 3 sehingga

38
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1x3=3.
d(sy) = 2, adalah yang berjarak 2 dari titik s, sebanyak 3 sehingga
2X3=6.
Selanjutnya dari hasil di atas dijumlahkan 9+ 18+ 12+ 12+ 3 + 6 = 60.

Karena untuk setiap v,s € V(c H,), d(v,s) = d(s,v), jadi %Oz 30 maka Indeks

Wiener dari ¢ H adalah 30.

3.3.2 Graf Helm Tertutup c H,

Graf helm tertutup ¢ H, dapat digambarkan sebagai berikut:

W

V3

Gambar 3.22 Graf Helm Tertutup ¢ H

Dari gambar di atas, graf helm tertutup ¢ H, terdapat 9 titik dan 16 sisi.
Untuk d(v,) = 1, adalah yang berjarak 1 dari titik v; sebanyak 3 sehingga
1 X 3 = 3 dan dihitung sebanyak 4 kali maka 3 X 4 = 12.
d(v,) = 2, adalah yang berjarak 2 dari titik v; sebanyak 4 sehingga
2 X 4 = 8 dan dihitung sebanyak 4 kali maka 8 X 4 = 32.
d(v,) = 3, adalah yang berjarak 3 dari titik v; sebanyak 1 sehingga
3 X 1 = 3 dan dihitung sebanyak 4 kali maka 3 X 4 = 12.

d(s;) = 1, adalah yang berjarak 1 dari titik s; sebanyak 4 sehingga



40
1 X 4 = 4 dan dihitung sebanyak 4 kali maka 4 X 4 = 16.
d(s;) = 2, adalah yang berjarak 2 dari titik s; sebanyak 3 sehingga
2 X 3 = 6 dan dihitung sebanyak 4 kali maka 6 X 4 = 24.
d(s,) = 3, adalah yang berjarak 3 dari titik s; sebanyak 1 sehingga
1 X 3 = 3 dan dihitung sebanyak 4 kali maka 3 X 4 = 12.
d(sy) = 1, adalah yang berjarak 1 dari titik s, sebanyak 4 schingga
1XxX4 =4
d(sy) = 2, adalah yang berjarak 2 dari titik s, sebanyak 4 sehingga
2Xx4=8.
Selanjutnya dari hasil di atas dijumlahkan 12 +32+ 12+ 16+ 24+ 12+ 4 +
8 = 120. Karena untuk setiap v,s € V(c H), d(v,s) = d(s,v), jadi %0= 60

maka Indeks Wiener dari ¢ H adalah 60.

3.3.3 Graf Helm Tertutup ¢ H

Graf helm tertutup ¢ H dapat digambarkan sebagai berikut:

R
s

Gambar 3.23 Graf Helm Tertutup ¢ H

Dari gambar di atas, graf helm tertutup ¢ H terdapat 11 titik dan 20 sisi.
Untuk d(v;) = 1, adalah yang berjarak 1 dari titik v; sebanyak 3 sehingga

1 x 3 = 3 dan dihitung sebanyak 5 kali maka 3 X 5 = 15.
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d(v,) = 2, adalah yang berjarak 2 dari titik v; sebanyak 5 sehingga

2 x 5 = 10 dan dihitung sebanyak 5 kali maka 10 X 5 = 50.
d(v,) = 3, adalah yang berjarak 3 dari titik v; sebanyak 2 sehingga

3 X 2 = 6 dan dihitung sebanyak 5 kali maka 6 X 5 = 30.
d(s;) = 1, adalah yang berjarak 1 dari titik s; sebanyak 4 sehingga

1 X 4 = 4 dan dihitung sebanyak 5 kali maka 4 X 5 = 20.
d(s;) = 2, adalah yang berjarak 2 dari titik s; sebanyak 4 schingga

2 X 4 = 8 dan dihitung sebanyak 5 kali maka 8 X 5 = 40.
d(s;) = 3, adalah yang berjarak 3 dari titik s; sebanyak 2 sehingga

3 X 2 = 6 dan dihitung sebanyak 5 kali maka 6 X 5 = 30.
d(sy) = 1, adalah yang berjarak 1 dari titik s, sebanyak 5 sehingga

1x5=5.
d(sy) = 2, adalah yang berjarak 2 dari titik s, sebanyak 5 sehingga

2 x5 =10.

Selanjutnya dari hasil di atas dijumlahkan 15+ 50+ 30+ 20+ 40+ 30+ 5+
10 = 200. Karena untuk setiap v,s € V(c H,), d(v,s) = d(s,v), jadi %Oz 100

maka Indeks Wiener dari ¢ B adalah 100.
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3.3.4 Graf Helm Tertutup ¢ H,

Graf helm tertutup ¢ H dapat digambarkan sebagai berikut:

B

Gambar 3.24 Graf Helm Tertutup ¢ F

Dari gambar di atas, graf helm tertutup ¢ K terdapat 13 titik dan 24 sisi.
Untuk d(v,) = 1, adalah yang berjarak 1 dari titik v; sebanyak 3 sehingga
1 X 3 = 3 dan dihitung sebanyak 6 kali maka 3 X 6 = 18.
d(v,) = 2, adalah yang berjarak 2 dari titik v; sebanyak 5 sehingga
2 x 5 = 10 dan dihitung sebanyak 6 kali maka 10 X 6 = 60.
d(v,) = 3, adalah yang berjarak 3 dari titik v; sebanyak 4 sehingga
3 X 4 = 12 dan dihitung sebanyak 6 kali maka 12 X 6 = 72.
d(s;) = 1, adalah yang berjarak 1 dari titik s; sebanyak 4 sehingga
1 X 4 = 4 dan dihitung sebanyak 6 kali maka 4 X 6 = 24.
d(s,) = 2, adalah yang berjarak 2 dari titik s; sebanyak 5 sehingga
2 X 5 = 10 dan dihitung sebanyak 6 kali maka 10 X 6 = 60.
d(s;) = 3, adalah yang berjarak 3 dari titik s; sebanyak 3 sehingga
3 X 3 = 9 dan dihitung sebanyak 6 kali maka 9 X 6 = 54.
d(sy) = 1, adalah yang berjarak 1 dari titik s, sebanyak 6 sehingga

1xX6=6.
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d(sy) = 2, adalah yang berjarak 2 dari titik s, sebanyak 6 sehingga
2X6=12.

Selanjutnya dari hasil di atas dijumlahkan 18 + 60 + 72 + 24 + 60 + 54 + 6 +
12 = 306. Karena untuk setiap v,s € V(c H), d(v,s) = d(s,v), jadi %6= 153
maka Indeks Wiener dari ¢ £ adalah 153.

Berdasarkan perolehan Indeks Wiener dari graf helm tertutup di atas, maka

diperoleh tabel sebagai berikut:

Tabel 3.3 Indeks Wiener pada Graf Helm Tertutup

No Graf Indeks Wiener
1 cHy 30
2 cH, 60
3 cHe 100
4 cHg 153
S5nn—1); 3<n<5
5 cH, W(cH,) = { 153 ; n=6
6n® — 11n; untukn > 6

Hasil ini Penulis tetapkan dalam teorema sebagai berikut:
Teorema 3.
Untuk setiap bilangan asli n > 2, indeks Wiener graf ¢ H, diberikan oleh
Sn(n — D By=m= 5

W(CHL)={ 153 8 B=E
6n® —11n; untukn > 6

Bukti :

Untuk bukti Teorema ini, perhatikan graf ¢ H, berikut:
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Gambar 3.25 Graf Helm Tertutup ¢ H,

Serupa dengan pembuktian Teorema 1 dan Teorema 2, misalkan untuk

v €V(c H), notasi d;(v) menyatakan banyaknya titik berbeda di H, yang

berjarak i ke v. Dengan demikian, maka jumlah semua jarak i dari v dapat
dinyatakan sebagai d; (v)i.
Kasus 1. Untuk3 <n <5

Jelas bahwa, d, (vy) = n = d,(v,), sertauntuk j = 1,2,3,...,n, dl( 170) =

3, dz( 1]?) =n, dan d3( y) = n — 3. Selain itu, jelas bahwa dl( ;) =4, dz( ;) =

n — 1, dan d3( y) =n — 3. Karena untuk setiap v,s €V(c H), d(v,s) =

d(s,v), maka Indeks Wiener dari ¢ H, dapat dituliskan sebagai berikut:

W(CHn):%[idi (vo)i+iidi (vj)i+23:i:di (sj)ij

i=1 j=1 i=1 j=1

1 1
ZEdl (Vo)1+5dz (V0)2+

Karena d3( y) = d3( ;), maka diperoleh
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:in+li3-1+lZ":n-2+i(n—3)3+li4-1+li(n—1)2
no 295 255 = 255 23

:3n+én+n2 +3n(n—3)+2n+n(n—1)
non

= Sn(n—l)
Kasus 2. Untukn = 6

Untuk kasus ini, jelas dari ilustrasi bahwa W (hC,,) = 153.

Kasus 3. Untuk n > 6

Jelas bahwa, d; (vy) = n = d,(v,), sertauntuk j = 1,2,3,...,n, dl( 1]7) =
3, dz( 177) =5, d3( 1]7) =n—1, dan d4( 1]?) =n—7. Selain itu, jelas bahwa
d1( ;) =4, dz( §) =n—1,dan d3( 1;) = 4. Karena untuk setiap v,s € V(c H),

d(v,s) = d(s,v), maka Indeks Wiener dari ¢ H, dapat dituliskan sebagai berikut:

W(CH”)=%[Izzlldi(vo)i+izn:di(v/)i+z3:idi (s,)i}

i=1 j=1 i=1 j=1
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5n(n—1);3<n<5
Jadi terbukti bahwa W (c H) = 153;n =6 n

6n’ —1ln;untu k>
3.4 Indeks Wiener pada Graf Tangga
3.4.1 Graf Tangga L,

Graf tangga L, dapat digambarkan sebagai berikut:

Y Y,

& 54
Gambar 3.26 Graf Tangga L,
Dari gambar di atas, graf tangga L, terdapat 4 titik dan 4 sisi.
Untuk d(v;) = 1, adalah yang berjarak 1 dari titik v; sebanyak 2 sehingga
1 X 2 = 2 dan dihitung sebanyak 4 kali maka 2 X 4 = 8.
d(v,) = 2, adalah yang berjarak 2 dari titik v; sebanyak 1 sehingga
2 X 1 = 2 dan dihitung sebanyak 4 kali maka 2 X 4 = 8.

Selanjutnya dari hasil di atas dijumlahkan 8 + 8 = 16. Karena untuk setiap

v,s € V(L,), d(v,s) =d(s,v), jadi 176= 8 maka Indeks Wiener dari L, adalah 8.
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3.4.2 Graf Tangga L,

Graf tangga L3 dapat digambarkan sebagai berikut:

Vi Vs Vs

|

J

S S3

5

Gambar 3.27 Graf Tangga L
Dari gambar di atas, graf tangga L3 terdapat 6 titik dan 7 sisi.
Untuk d(v,) = 1, adalah yang berjarak 1 dari titik v; sebanyak 2 sehingga

1 X 2 = 2 dan dihitung sebanyak 4 kali maka 2 X 4 = 8.
d(v,) = 2, adalah yang berjarak 2 dari titik v; sebanyak 2 sehingga

2 X 2 = 4 dan dihitung sebanyak 4 kali maka 4 X 4 = 16.
d(v,) = 3, adalah yang berjarak 3 dari titik v; sebanyak 1 sehingga

3 X 1 = 3 dan dihitung sebanyak 4 kali maka 3 X 4 = 12.
d(v,) = 1, adalah yang berjarak 1 dari titik v, sebanyak 3 sehingga

1 X 3 = 3 dan dihitung sebanyak 2 kali maka 3 X 2 = 6.
d(v,) = 2, adalah yang berjarak 2 dari titik v, sebanyak 2 schingga

2 X 2 = 4 dan dihitung sebanyak 2 kali maka 4 X 2 = 8.

Selanjutnya dari hasil di atas dijumlahkan 8 + 16 + 12 + 6 + 8 = 50. Karena
untuk setiap v, s € V(Ly), d(v,s) = d(s,v), jadi §2_0: 25 maka Indeks Wiener

dari L5 adalah 25.
Berdasarkan perolehan Indeks Wiener dari graf tangga di atas, maka

diperoleh tabel sebagai berikut:
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Tabel 3.4 Indeks Wiener pada Graf Tangga

No Graf Indeks Wiener
1 L, 8
2 Ly 25
1
3 L, wW(L,) = §n(n +2)2n—-1)

Penulis menetapkan hasil ini dalam teorema sebagai berikut:

Teorema 4.
Untuk setiap bilangan aslin > 1, W (L,) = %n (n+2)(2n-1)

Bukti :

Misalkan P;, adalah persegi ke-t pada L, yang berurutan sebanyak i dan
P_lt adalah jumlah semua jarak antar titik-titik ujung pada P;,. Untuk setiap
i=1,23,..,n—1, jelas bahwa banyaknya P; pada L, adalah n—i dan
P_lt = 2((1) +@+0+ 1)) = 4(i + 1). Selain itu, Karena untuk setiap i =
1,2,3,...,n—1, jarak antar titik yang lintasan terpendeknya sisi tegak pada
perhitungan Z”;Flt dihitung sebanyak 2(n — i), serta banyaknya jarak antar
titik yang lintasan terpendeknya sisi tegak adalah n dan jarak tersebut adalah 1,

maka

- n+Z§((Z:4(i+1))_2(”‘i))
=+ (4= 0)(i+1)=2(n 1)
=n+Y. " '2(n-i)(2i+1)
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=%n(n+2)(2n—1)

Jadi terbukti bahwa W(Ln)=§n(n+2)(2n—1) [

3.5 Teori Graf dalam Kajian Agama Islam

Dari beberapa rumus di atas, jika direlevansikan dengan kajian agama
adalah sejajar dengan ayat yang menyebutkan bahwa segala sesuatu yang ada di
dunia ini diciptakan oleh Allah SWT sesuai dengan kadar dan ukurannya dan
ditata-Nya dengan sedemikian rapi. Demikianlah sebagaimana yang tertera pada

surat Al-Qamar ayat 49:

Artinya: “Sesungguhnya Kami menciptakan segala sesuatu menurut ukuran”.

Juga dalam surat Al-Furqan ayat 2:

-~

gl 3 2 - A7, 3 AP ’i"l/ //4,&/" - .4,4
G el A o~ s 1y s A5 N sl ldl el sad gl

Artinya: “Yang kepunyaan-Nya-lah kerajaan langit dan bumi, dan Dia tidak
mempunyai anak, dan tidak ada sekutu baginya dalam kekuasaan(Nya),
dan Dia telah menciptakan segala sesuatu, dan Dia menetapkan ukuran-
ukurannya dengan serapi-rapinya”.

Maksud dari kata dapat direlevansikan antara konsep awal dari masalah
jumlah titik dan pasangan setiap titik ke titik-titik yang lain dengan kajian agama
Islam adalah bahwa berdasarkan ayat di atas yang menyebutkan masalah kadar

dan ukuran dari segala yang ada di muka bumi, yang menurut penafsiran (Shihab,
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2002:482) yakni ketentuan dan sistem yang telah ditetapkan terhadap segala
sesuatu yang ada di muka bumi ini. Sehingga dengan kekuasaan-Nya maka semua
akan terlihat rapi dan sempurna. Sama halnya dengan masalah jumlah titik graf
khususnya adalah graf sikel berambut, graf helm, graf helm tertutup, dan graf
tangga yang mana banyak membutuhkan kadar dan ukuran yang berarti aturan-
aturan dan rumus-rumus yang digunakan untuk mempermudah dalam menemukan
Indeks Wiener pada pencarian jumlah titik dari graf terhubung tersebut.

Penemuan sekaligus pembuktian rumus-rumus yang digunakan dalam
mencari semua lintasan dan pasangan titik ke titik-titik yang lain pada graf sikel
berambut, graf helm, graf helm tertutup, dan graf tangga ini bertujuan untuk
mempermudah dalam menemukan Indeks Wiener pada graf sikel berambut, graf
helm, graf helm tertutup, dan graf tangga. Setelah mengetahui dengan jelas hasil
dari pembahasan di atas yang intinya adalah menemukan rumus untuk Indeks
Wiener pada graf terhubung pembuktian sekaligus penggambaran dari grafnya,
ternyata semuanya telah benar terbukti.

Jika dikaitkan dengan kajian agama Islam, hal ini dapat direlevansikan
dengan Al-Qur’an yang menyebutkan bahwa kebenaran sesuatu tidak cukup
hanya dengan bentuk ucapan, dan tulisan saja, tetapi perlu dan harus dibuktikan.

Hal ini sesuai dengan pada surat Al-Baqarah ayat 111:

- & P

Ty g a0 oo N ST S35 1,065
- 2 N 5
\TJQM,:;J&O;’&=1‘;;

Artinya: “Dan mereka (Yahudi dan Nasrani) berkata: "Sekali-kali tidak akan
masuk surga kecuali orang-orang (vang beragama) Yahudi atau

Y

15 5 abt

—w
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Nasrani". demikian itu (hanya) angan-angan mereka yang kosong

belaka. Katakanlah: "Tunjukkanlah bukti kebenaranmu jika kamu
adalah orang yang benar"”.

Allah SWT tidak memerlukan bukti dari mereka menyangkut kebohongan
mereka, karena Allah Maha Mengetahui segala sesuatu. Tetapi manusia perlu.
Karena itu, di sisi Allah memerintahkan Nabi Muhammad SAW: katakanlah
wahai muhammad kepada mereka, “Tunjukkanlah kami bukti kebenaran kamu
Jjika kamu adalah orang yang benar”. Bukti yang maksud disini adalah berupa
wahyu Illahi, karena surga dan neraka adalah wewenang Allah. Hanya Dia yang
mengetahui siapa yang berhak memasukinya. Nabi Muhammad SAW pun tidak
tahu. Itu sebabnya, maka bukti kebenaran yang dituntut adalah informasi-Nya,
yakni wahyu-wahyu yang disampaikan kepada utusan-utusan-Nya (Shihab,
2002:297).

Sebagai akhir dari penulis tentang relevansi antar konsep salah satu cabang
matematika yaitu teori graf khususnya masalah pencarian Indeks Wiener pada
graf dengan kajian agama Islam, yang sekaligus merupakan hal yang utama yang
dapat dijadikan sebagai refleksi dari semuanya yakni ternyata setelah banyak
mempelajari matematika yang merupakan ilmu hitung-menghitung serta banyak
mengetahui mengenai masalah yang terdapat dalam matematika yang dapat
direlevansikan dalam agama Islam sesuai dengan konsep-konsep yang ada dalam
Al-Qur’an, maka akan dapat menambah keyakinan diri akan kebesaran Allah
SWT selaku sang pencipta yang serta Maha, salah satunya adalah Maha

Matematisi. Karena Dialah sang raja yang sangat cepat dan teliti dalam semua
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masalah perhitungan (Abdusysykir, 2007:83). Hal ini sesuai dalam Al-Qur’an

surat Al-Maryam ayat 94:

a

lj./p;,;j./pjamﬁ'/ ity

Artinya: “Sesungguhnya Allah telah menentukan jumlah mereka dan menghitung
mereka dengan hitungan yang teliti”.

Dari sini terlihat dan dipahami oleh banyak ulama’ sebagai “Dia yang
mengetahui kadar setiap peristiwa dan rinciannya, baik yang dapat dijangkau oleh
manusia maupun yang tidak. Seperti hembusan nafas, rincian perolehan rizki dan
kadarnya untuk masa kini dan mendatang”. Betapa kuasanya Allah dalam
melakukan perhitungan meskipun pada dzat yang terkecil yang tak akan mampu
dihitung dengan kasat mata manusia. Hal ini terbukti, bahwa di dalam Al-Qur’an
disiplin ilmu matematika tidak hanya membahas masalah perhitungan angka saja,
tetapi juga membahas masalah himpunan, bilangan, pengukuran, statistika,
estimasi, dan masih banyak lagi keajaiban-keajaiban matematika yang terdapat

dalam Al-Qur’an.
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BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil pembahasan pada Bab 1l dapat diambil kesimpulan
sebagai berikut :

1. Pada graf sikel berambut hC,, diperoleh rumus Indeks Wiener vyaitu

ln(n2 +4n —2) ; ngenap
_ )2

w(hCy) =45 , 4
En(n +4n —3); n ganjil

2. Pada graf helm H,, diperoleh rumus Indeks Wiener yaitu H,, = én(n — 1)
3. Pada graf helm tertutup cH,, diperoleh rumus Indeks Wiener yaitu
S5nin—1); 3<n<5

W(cH,) = 153 ; n=6 .
6n% —11n; untukn > 6

4. Pada graf tangga L,, diperoleh rumus Indeks Wiener yaitu

W(Ln):%n(n+2)(2n—1).

4.2 Saran

Pada skripsi ini, penulis hanya memfokuskan pada pokok bahasan masalah
menentukan bentuk umum Indeks Wiener dari graf sikel berambut, graf helm, graf
helm tertutup, dan graf tangga. Maka dari itu, untuk penulisan skripsi selanjutnya,
penulis menyarankan kepada pembaca untuk mengkaji masalah Indeks Wiener

terhadap graf yang lain.
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