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MOTO 

 

”Jika kamu gagal, cobalah lagi. Jika kamu salah, perbaikilah lagi. Tetapi jika 

kamu menyerah, semua akan berhenti.” 
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ABSTRAK 

 

Safira, Lauha Kurnia. 2024. Sifat-Sifat Ruang Semi Hasil Kali Dalam. Skripsi. Program 

Studi Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri 

Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Dian Maharani, M.Si. (II) 

Juhari, M.Si.  

 

Kata Kunci: Norma; Hasil kali dalam; Semi hasil kali dalam; 

 

Ruang hasil kali dalam dapat menjadi ruang bernorma dengan norma yang dapatkan  dari 

hasil kali dalamnya yaitu dengan mengakarkan hasil kali dalam antar dua vektor yang sama. 

Ruang hasil kali dalam dapat digeneralisasi menjadi ruang semi hasil kali dalam. Sehingga 

ruang vektor yang dilengkapi dengan semi hasil kali dalam disebut ruang semi hasil kali 

dalam. Semi hasil kali dalam tentu memiliki definisi dan sifat-sifat yang berbeda dengan 

hasil kali dalam. Oleh karena itu, tujuan dari penelitian ini adalah untuk mengetahui sifat-

sifat yang berlaku pada ruang semi hasil kali dalam. Kajian ini dilakukan dengan 

mengumpulkan beberapa teori yang berhubungan seperti ruang vektor, ruang bernorma, 

ruang hasil kali dalam, serta ruang semi hasil kali dalam. Pada pembahasan, penulis 

membuktikan sifat-sifat pada ruang semi hasil kali dalam, yaitu identitas dasar, 

ketaksamaan Cauchy-Schwarz, hukum jajar genjang, identitas polarisasi, dan kekontinuan.   
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ABSTRACT 
 
Safira, Lauha Kurnia. 2024. The Properties of Semi Inner Product Space. Thesis. 

Mathematics Study Program, Faculty of Science and Technology, Universitas 

Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Advisors: (I) Dian Maharani, M.Si. 

(II) Juhari, M.Si. 

 

Keywords: Norm; Inner product; Semi inner product; 

 

The inner product space can be a normed space with the norm obtained from the inner 

product by rooting the inner product between the same two vectors. The inner product space 

can be generalized into a semi inner product space. So a vector space equipped with semi 

inner product is called a semi inner product space. The semi inner product certainly has 

different definitions and properties than inner product space. Therefore, the aim of this 

research is to find out the properties that apply to the semi inner product space. The research 

is based on collecting relevant theories such as vector space, norm space, inner product 

space, and semi inner product space. As an result, it is proven that there are six properties 

that apply to the semi inner product space like basic identity, Cauchy-Schwartz inequality, 

parallelogram law, polarization identity, and continuity. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1. Latar Belakang 

Konsep ruang hasil kali dalam merupakan salah satu objek matematika yang 

dipelajari dan dikembangkan oleh para peneliti (Sanjaya, 2015). Ruang hasil kali 

dalam dapat menjadi ruang bernorma dengan norma yang diinduksi dari hasil kali 

dalamnya (Juliana & Wahyuni, 2021). Menurut Rynne & Youngson (2008), 

diketahui 𝑉 adalah ruang vektor atas lapangan ℂ. Hasil kali dalam pada 𝑉 adalah 

fungsi [. , . ]  ∶  𝑉 ×  𝑉 →  ℂ sedemikian hingga untuk setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈  𝑉 dan 𝛼, 𝛽 ∈

 ℂ memenuhi aksioma-aksioma berikut:  

(H1). [𝑥, 𝑥] ≥ 0 

(H2). [𝑥, 𝑥] = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 0 

(H3). [𝛼𝑥 + 𝛽𝑦, 𝑧] = 𝛼[𝑥, 𝑧] + 𝛽[𝑦, 𝑧]  

(H4). [𝑥, 𝑦] = [𝑦, 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

Pasangan (𝑉, [. , . ]) disebut ruang hasil kali dalam di mana 𝑉 adalah suatu ruang 

vektor atas lapangan 𝕂 (ℝ atau ℂ) dan [. , . ] adalah suatu hasil kali dalam pada 𝑉. 

Namun, dalam pembahasan ini ruang yang digunakan hanya atas lapangan bilangan 

kompleks. 

Ruang hasil kali dalam memiliki beragam aplikasi diberbagai bidang 

matematika dan ilmu terapan, seperti fisika, teknik dan ilmu komputer, ekonomi, 

serta teknologi informasi dan komunikasi. Salah satu contohnya yaitu aplikasi 

ruang hasil kali dalam untuk pengolahan gambar. Ruang hasil kali dalam tersebut 

berfungsi sebagai dasar matematis yang digunakan untuk memahami dan 
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mengimplementasikan teknik-teknik yang dibahas baik dari sisi teori maupun 

aplikasinya dalam pemrosesan gambar.  

Ruang hasil kali dalam dapat digeneralisasi menjadi ruang semi hasil kali 

dalam, sehingga suatu ruang bernorma dapat dibentuk menjadi ruang semi hasil kali 

dalam. Lumer (1961) menggeneralisasi ruang hasil kali dalam yang disebut sebagai 

ruang semi hasil kali dalam Lumer atau biasa disebut ruang semi hasil kali dalam. 

Semi hasil kali dalam pada ruang vektor 𝑉 merupakan suatu fungsi bernilai 

kompleks yang memetakan yang mengasosiasikan suatu lapangan skalar dari 𝑉 

dengan sepasang vektor pada 𝑉, sehingga memenuhi aksioma-aksioma ruang semi 

hasil kali dalam (Sari dkk., 2019).  

Perbedaan antara ruang hasil kali dalam dengan ruang semi hasil kali dalam 

terdapat pada aksioma-aksiomanya. Jika suatu ruang vektor memenuhi aksioma-

aksioma ruang semi hasil kali dalam, maka ia belum tentu memenuhi aksioma-

aksioma ruang hasil kali dalam. Sedangkan, jika suatu ruang vektor memenuhi 

aksioma ruang hasil kali dalam, maka ruang vektor tersebut juga memenuhi 

aksioma ruang semi hasil kali dalam (Nofaria, 2014). Pada tahun 1967, seorang 

ilmuwan lain, yaitu Giles menambahkan aksioma homogenitas pada definisi ruang 

semi hasil kali dalam Lumer untuk mengembangkan konsep ruang semi hasil kali 

dalam Lumer (Lumer, 1961). Misalkan 𝑉 adalah ruang vektor atas lapangan 

kompleks ℂ. Semi hasil kali dalam pada 𝑉 adalah pemetaan [. , . ] : 𝑉 × 𝑉 →

ℂ sedemikian sehingga untuk semua 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑉 dan 𝜆 ∈ ℂ memenuhi aksioma-

aksioma berikut. 

(I1). [𝑥, 𝑥] ≥ 0 

(I2). [𝑥 + 𝑦, 𝑧] = [𝑥, 𝑧] + [𝑦, 𝑧] 
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(I3). [𝜆𝑥, 𝑦] = 𝜆[𝑥, 𝑦] 

(I4). [𝑥, 𝑦] = [𝑦, 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

Ruang vektor yang dilengkapi dengan semi hasil kali dalam disebut ruang semi 

hasil kali dalam (Promislow, 2008). 

Penelitian mengenai ruang semi hasil kali dalam telah beberapa kali 

dilakukan, di antaranya yaitu penelitian yang membahas tentang semi hasil dalam 

atas dan bawah yang dilakukan oleh Sanjaya (2015). Penelitian ini membahas semi 

hasil kali dalam atas dan bawah beserta hubungannya dengan semi hasil kali dalam 

lainnya. Semi hasil kali dalam atas dan bawah berkaitan erat dengan pemetaan dual 

dinormalisasi dan semi hasil kali dalam Lumer-Giles yang ditunjukkan oleh 

beberapa ekuivalensi dari definisi semi hasil kali dalam atas dan bawah. 

Nofaria (2014) telah melakukan penelitian yang membahas tentang sifat-sifat 

semi hasil kali dalam. Penelitian ini berjudul semi hasil kali dalam pada suatu norma 

di ruang vektor kompleks. Pada penelitian ini bertujuan untuk mendeskripsikan 

aksioma yang menjadi perbedaan antara hasil kali dalam dengan semi hasil kali 

dalam. Selain itu juga menjelaskan seminorma dan membuktikan kebenaran 

teorema-teorema yang berlaku pada semi hasil kali dalam dan seminorma pada 

ruang vektor kompleks.  

Penelitian lain yang dilakukan oleh Sari, dkk., (2019) telah mengkaji ruang 

semi hasil kali dalam pada ruang bernorma kompleks. Penelitian tersebut 

menjelaskan bahwa suatu ruang bernorma kompleks dapat dibentuk menjadi ruang 

semi hasil kali dalam menggunakan hubungan antara pemetaan dual dinormalisasi 

pada ruang bernorma kompleks dengan semi hasil kali dalam. Suatu ruang semi 
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hasil kali dalam merupakan suatu ruang bernorma kompleks dengan norma yang 

dibangun oleh semi hasil kali dalam. 

Merujuk penelitian-penelitian sebelumnya, telah dibahas mengenai ruang 

semi hasil kali dalam. Namun, masih belum dijelaskan secara detail. Oleh karena 

itu, peneliti ingin mengkaji lebih dalam mengenai sifat-sifat apa saja yang berlaku 

ruang semi hasil kali dalam. Penelitian lainnya tenatng ruang semi hasil kali dalam 

serta sifat-sifatnya juga telah dilakukan oleh Promislow (2008). 

Adanya perbedaan antara ruang hasil kali dalam dan ruang semi hasil kali 

dalam tersebut menyebabkan adanya perbedaan sifat-sifat ruangnya. Dalam skripsi 

ini, sifat-sifat yang akan dibahas adalah identitas dasar, hukum jajar genjang, 

ketaksamaan Cauchy-schwartz, identitas polarisasi dan kekontinuan (Promislow, 

2008). Berbicara mengenai sifat-sifat, Allah memiliki bermacam-macam sifat 

wajib. Persoalan mengenai sifat Allah adalah salah satu topik penting dan sering 

dibahas dalam ajaran agama Islam. Berbagai kelompok dalam Islam meyakini 

bahwa Allah memiliki sifat-sifat agung. Beberapa sifat agung yang dimaksud 

adalah Maha Mendengar, Maha Melihat, Maha Berkuasa, dan sifat-sifat mulia 

lainnya (Wirman, 2013). Seperti yang dijelaskan dalam al-Qur’an surat Al-Hasyr 

ayat 22 sampai 24 yang artinya: 

“Dialah Allah yang tiada Tuhan selain Dia, Yang Maha Mengetahui yang gaib dan 

yang nyata. Dialah Yang Maha Pemurah lagi Maha Penyayang. Dialah Allah yang 

tiada Tuhan selain Dia, Maharaja, Yang Mahasuci, Yang Maha Sejahtera, Yang 

Maha Mengaruniakan Keamanan, Yang Maha Memelihara, Yang Maha Perkasa, 

Yang Mahakuasa, Yang Maha Memelihara Segala Keagungan. Mahasuci Allah 

dari apa yang mereka persekutukan. Dialah Allah Yang Menciptakan, Yang Maha 

Mengadakan, Yang Maha Membentuk Rupa, Yang Mempunyai Nama-nama yang 

paling Baik. Bertasbih kepada-Nya apa yang ada di langit dan di bumi. Dan Dialah 

Yang Maha Perkasa lagi Maha Bijaksana” (RI, 2019) 
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Menurut tafsir Ibnu Katsir ayat di atas menjelaskan bahwa tidak ada Ilahi 

yang had selain Allah, karena itu tidak ada Tuhan melainkan hanya Allah semata. 

Allah mengetahui seluruh ciptaan baik yang tampak oleh pandangan manusia 

maupun yang tidak tampak. Tidak ada sesuatupun yang tersembunyi dari Allah baik 

di muka bumi ini maupun di langit, kecil maupun besar, tinggi maupun pendek, dan 

lain sebagainya. Allah merupakan Tuhan yang mempunyai sifat rahmat yang sangat 

luas dan meliputi seluruh makhluk di alam semesta. Rahmat Allah tidak terbatas, 

merangkul setiap ciptaa-Nya tanpa terkecuali (Katsir, 2004).  

Selain itu, disebutkan juga bahwa Allah menguasai segala sesuatu serta 

mengendalikan semuanya tanpa ada rintangan dan halangan. Karena kesempurnaan  

dalam dzat, sifat, dan perbuatan-Nya, maka Allah tidak pernah memiliki 

kekurangan serta aib. Allah menguasai dan menaklukkan segala sesuatu di alam ini, 

sehingga tidak ada yang dapat menyamai kekuasan, keagungan, kemulian, serta 

kebesaran-Nya. Oleh karena itu, hanya Allah yang layak memiliki kebesaran yang 

mutlak, dan semua keagungan yang ada berasal dari-Nya (Katsir, 2004). 

 

1.2. Rumusan Masalah 

Berdasarkan uraian latar belakang di atas, maka rumusan masalah dalam 

penelitian ini yaitu bagaimana sifat-sifat yang berlaku pada ruang semi hasil kali 

dalam. 
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1.3. Tujuan Penelitian 

Berdasarkan pemaparan latar belakang dan rumusan masalah tersebut, 

adapun tujuan penelitian yang diambil yaitu untuk mengetahui sifat-sifat yang 

berlaku pada ruang semi hasil kali dalam. 

 

1.4. Manfaat Penelitian 

Sesuai dengan tujuan penelitian, maka manfaat penelitian ini dibedakan 

berdasarkan beberapa kepentingan pihak, yaitu: 

1. Manfaat bagi peneliti 

Penelitian ini merupakan salah satu kegiatan menambah wawasan peneliti 

untuk mengetahui apa saja sifat-sifat yang berlaku pada ruang semi hasil kali 

dalam. 

2. Manfaat bagi pembaca 

a. Bagi mahasiswa, penelitian ini dapat digunakan sebagai bahan rujukan 

atau referensi untuk mata kuliah pada konsorsium analisis. 

b. Bagi peneliti akademis, penelitian ini dapat digunakan untuk 

pengembangan penelitian-penelitian selanjutnya. 

3. Manfaat bagi instansi 

Penelitian ini dapat meningkatkan pengembangan kurikulum matematika 

khususnya pada konsorsium analisis.  
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1.5. Batasan Masalah 

Agar kajian ini tidak terlalu luas pembahasannya, maka penelitian ini hanya 

membahas sifat-sifat yang berlaku pada ruang semi hasil kali dalam hanya atas 

lapangan bilangan kompleks. 

 

1.6. Daftar Istilah 

Terdapat beberapa definisi istilah terkait penelitian ini, yaitu: 

1. Ruang Hasil Kali Dalam (Rynne & Youngson, 2008) 

Jika diketahui 𝑉 sebagai ruang vektor atas lapangan ℂ. Hasil kali dalam 

pada 𝑉 adalah fungsi [. , . ]  ∶  𝑉 ×  𝑉 →  ℂ sedemikian hingga untuk setiap 

𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈  𝑉 dan 𝛼, 𝛽 ∈  ℂ memenuhi aksioma-aksioma berikut: 

(H1). [𝑥, 𝑥] ≥ 0 

(H2). [𝑥, 𝑥] = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 0 

(H3). [𝛼𝑥 + 𝛽𝑦, 𝑧] = 𝛼[𝑥, 𝑧] + 𝛽[𝑦, 𝑧] 

(H4). [𝑥, 𝑦] = [𝑦, 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

Ruang vektor yang dilengkapi dengan hasil kali dalam disebut ruang hasil 

kali dalam. 

 

2. Ruang semi hasil kali dalam (Promislow, 2008) 

Misalkan 𝑉 adalah ruang vektor atas lapangan kompleks ℂ. Semi hasil kali 

dalam pada 𝑉 adalah pemetaan [. , . ] : 𝑉 × 𝑉 → ℂ sedemikian sehingga untuk 

semua 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑉 dan 𝜆 ∈ ℂ memenuhi aksioma-aksioma berikut: 

(I1). [𝑥, 𝑥] ≥ 0 

(I2). [𝑥 + 𝑦, 𝑧] = [𝑥, 𝑧] + [𝑦, 𝑧] 
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(I3). [𝜆𝑥, 𝑦] = 𝜆[𝑥, 𝑦] 

(I4). [𝑥, 𝑦] = [𝑦, 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

Ruang vektor yang dilengkapi dengan semi hasil kali dalam disebut ruang 

semi hasil kali dalam. 

 

3. Seminorma (Nel, 2016) 

Misalkan 𝑉 adalah ruang vektor. Fungsi ‖. ‖: 𝑉 → ℂ dikatakan seminorma 

pada 𝑉 jika memenuhi 

(O1). ‖𝑥‖ ≥ 0, (𝑥 ∈ 𝑉) 

(O2). ‖𝛼𝑥‖ = |𝛼|‖𝑥‖,   (𝛼 ∈ ℂ, 𝑥 ∈ 𝑉) 

(O3). ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖,   (𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉) 

 

4. Definisi bilangan kompleks (Purwosetiyono, 2015) 

Bilangan kompleks 𝑧 merupakan pasangan berurut (𝑥, 𝑦) dengan 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ, 

dan dapat ditulis dengan 𝑧 = (𝑥, 𝑦). Bilangan kompleks 𝑧 merupakan 

bilangan yang berbentuk 𝑥 + 𝑖𝑦 dengan 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ dan 𝑖 = √−1, dan dapat 

ditulis 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦. 

Jika 𝑧 = (𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑖𝑦 , maka 

𝑥 = Re(𝑧) = bagian real 𝑧  

𝑦 = Im(𝑧) = bagian imajiner 𝑧  

𝑖 = satuan imajiner dan 𝑖2 = −1  
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5. Operasi bilangan kompleks (Purwosetiyono, 2015) 

Operasi pada bilangan kompleks sesuai dengan operasi pada bilangan real. 

Misalkan 𝑧1 = 𝑥1 + 𝑖𝑦1 dan 𝑧2 = 𝑥2 + 𝑖𝑦2. 

a. Penjumlahan 

𝑧1 + 𝑧2 = (𝑥1 + 𝑥2) + 𝑖(𝑦1 + 𝑦2) 

b. Pengurangan 

𝑧1 − 𝑧2 = (𝑥1 − 𝑥2) + 𝑖(𝑦1 − 𝑦2) 

c. Perkalian 

𝑧1𝑧2 = (𝑥1 + 𝑖𝑦1)(𝑥2 + 𝑖𝑦2) = (𝑥1𝑥2 − 𝑦1𝑦2) + 𝑖(𝑥1𝑦1 − 𝑥2𝑦2) 

d. Pembagian 

𝑧1

𝑧2
= 𝑧1𝑧2

−1 =
𝑥1𝑥2 + 𝑦1𝑦2

𝑥2
2 − 𝑦2

2 = 𝑖
𝑥2𝑦1 − 𝑥1𝑦2

𝑥2
2 − 𝑦2

2 ,   𝑧2 ≠ 0  

6. Sifat Modulus dan Konjugat Bilangan Kompleks (Purwosetiyono, 2015) 

a. |𝑧1𝑧2| = |𝑧1||𝑧2| 

b. |
𝑧1

𝑧2
| =

|𝑧1|

|𝑧2|
 

c. 𝑧̿ = 𝑧 

d. |𝑧|̅̅̅̅ = |𝑧| 

e. 𝑧1 + 𝑧2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑧1̅ + 𝑧2̅ 

f. 𝑧1 − 𝑧2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑧1̅ − 𝑧2̅ 

g. 𝑧1𝑧2̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑧1̅ 𝑧2̅ 

h. (
𝑧1

𝑧2
) =

𝑧1

𝑧2̅̅ ̅
 

i. 𝑧𝑧̅ = |𝑧|2 

j. |𝑧1 + 𝑧2| ≥ |𝑧1| − |𝑧2| 

k. |𝑧1 + 𝑧2| ≤ |𝑧1| + |𝑧2| 
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BAB II 

KAJIAN TEORI 

 

2.1 Teori pendukung 

Dalam penelitian ini, topik yang akan dibahas adalah sifat-sifat ruang semi 

hasil kali dalam. Sebelum lebih lanjut, terdapat sejumlah teori yang relevan dengan 

topik yang akan dibahas, beberapa di antaranya adalah ruang bernorma, ruang hasil 

kali dalam, dan ruang semi hasil kali dalam. Karena dalam penelitian ini mengkaji 

sifat-sifat ruang semi hasil kali dalam, maka yang akan dibahas terlebih dahulu 

adalah ruang vektor. 

 

2.1.1 Ruang Vektor 

Sebelum mempelajari mengenai ruang semi hasil kali dalam, akan 

dipaparkan terlebih dahulu ruang vektor. Ruang vektor didefinisikan sebagai 

berikut. 

Definisi 2.1 (Rorres, 2014) 

Misalkan 𝑉 adalah vektor yang dilengkapi dengan operasi penjumlahan dan 

perkalian dengan skalar. Dengan penjumlahan antar vektor, yang 

menggabungkan setiap pasangan 𝑥 dan 𝑦 di 𝑉 dan dilambangkan dengan +, dan 

perkalian dengan skalar yang menggabungkan bilangan real atau kompleks 

dengan vektor dan dilambangkan dengan ∙ , maka 𝑉 dengan dua operasi tersebut 

dikatakan ruang vektor apabila untuk setiap vektor 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑉 dan untuk setiap 

skalar 𝛼, 𝛽 ∈ ℂ memenuhi aksioma-aksioma berikut. 
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(V1). Tertutup penjumlahan  

𝑥 + 𝑦 ∈ 𝑉 

(V2). Komutatif penjumlahan 

𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥 

(V3). Asosiatif penjumlahan 

(𝑥 + 𝑦) + 𝑧 = 𝑥 + (𝑦 + 𝑧) 

(V4). Identitas penjumlahan 

Terdapat 0 ∈ 𝑉, sedemikian sehingga 0 + 𝑥 = 𝑥 + 0 = 𝑥, ∀𝑥 ∈ 𝑉  

(V5). Invers penjumlahan 

Terdapat −𝑥 ∈ 𝑉, sedemikian sehingga 𝑥 + (−𝑥) = (−𝑥) + 𝑥 = 0  

(V6). Tertutup perkalian 

𝛼𝑥 ∈ 𝑉 

(V7). Distributif penjumlahan terhadap perkalian skalar 

(𝛼 + 𝛽)𝑥 = 𝛼𝑥 + 𝛽𝑥 

(V8). Distributif perkalian skalar terhadap penjumlahan vektor 

𝛼(𝑥 + 𝑦) = 𝛼𝑥 + 𝛼𝑦 

(V9). Asosiatif perkalian skalar 

(𝛼𝛽)𝑥 =  𝛼(𝛽𝑥) 

(V10). Identitas perkalian 

Terdapat 1 ∈ ℕ sehingga 1𝑥 = 𝑥   

 

Contoh 2.2 

Misalkan 𝑌 adalah himpunan semua barisan bilangan kompleks di mana untuk 𝑥 =

(𝑥𝑛) ∈ 𝑌 dengan  
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𝑥𝑛 = {
𝑎𝑘 ∈ ℂ, 𝑎𝑘 ≠ 0  untuk 𝑛 = 2𝑘 − 1, 𝑘 ∈ ℕ
0 untuk  𝑛 = 2𝑘, 𝑘 ∈ ℕ                                

 

Penjumlahan dan perkalian dengan skalar pada 𝑌 didefinisikan sebagai  

(𝑥𝑛) + (𝑦𝑛) = (𝑥𝑛 + 𝑦𝑛) 

𝛼(𝑥𝑛) = (𝛼𝑥𝑛) 

Untuk (𝑥𝑛), (𝑦𝑛) ∈ 𝑌 dan 𝛼 adalah bilangan kompleks. Tunjukkan bahwa 𝑌 

adalah ruang vektor atas lapangan bilangan kompleks. 

Penyelesaian: 

Untuk membuktikan bahwa 𝑌 adalah ruang vektor atas lapangan bilangan 

kompleks, maka harus memenuhi aksioma-aksioma berikut. 

Misalkan 𝑥 = (𝑥𝑛), 𝑦 = (𝑦𝑛) ∈ 𝑌 dan 𝛼 ∈ ℂ. 

(V1). Akan dibuktikan 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝑌 

𝑥 + 𝑦 = (𝑥𝑛) + (𝑦𝑛)  

= (𝑥𝑛 + 𝑦𝑛)   

Karena 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝑌, misalkan jumlah suku tak nol di 𝑥 ada sebanyak 𝑎 

dan jumlah suku tak nol di 𝑦 ada sebanyak 𝑏, maka jumlah suku tak nol 

di 𝑥 + 𝑦 ada sebanyak 𝑛, dengan 0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑎 + 𝑏. Akibatnya 𝑥 + 𝑦 ∈

𝑌. 

(V2). Akan dibuktikan 𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥  

𝑥 + 𝑦 = (𝑥𝑛) + (𝑦𝑛)  

= (𝑥𝑛 + 𝑦𝑛)    

= (𝑦𝑛 + 𝑥𝑛)  

= 𝑦 + 𝑥   

Terbukti bahwa 𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥 
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(V3). Akan dibuktikan (𝑥 + 𝑦) + 𝑧 = 𝑥 + (𝑦 + 𝑧)  

(𝑥 + 𝑦) + 𝑧 = (𝑥𝑛) + (𝑦𝑛) + (𝑧𝑛)  

= (𝑥𝑛 + 𝑦𝑛) + (𝑧𝑛)  

= (𝑥𝑛) + ((𝑦𝑛) + (𝑧𝑛))  

= 𝑥 + (𝑦 + 𝑧)  

Terbukti bahwa (𝑥 + 𝑦) + 𝑧 = 𝑥 + (𝑦 + 𝑧)  

(V4). Terdapat 0 ∈ 𝑌 sehingga 0 + 𝑥 = 𝑥 + 0 = 𝑥  

sedemikian sehingga 0 + 𝑥 = 𝑥 + 0 = 𝑥 

0 + 𝑥 = 𝑥 + 0 = (𝑥𝑛) + (0)  

= (𝑥𝑛 + 0)  

= (𝑥𝑛)  

= 𝑥  

Terbukti bahwa Terdapat 0 ∈ ℂ sehingga 0 + 𝑥 = 𝑥 + 0 = 𝑥  

(V5). Terdapat −𝑥 ∈ 𝑌 sehingga 𝑥 + (−𝑥) = (−𝑥) + 𝑥 = 0  

yang didefinisikan sebagai 

−𝑥 = (−𝑥𝑛) 

sedemikian sehingga 𝑥 + (−𝑥) = (−𝑥) + 𝑥 = 0  

𝑥 + (−𝑥) = (𝑥𝑛) + (−𝑥𝑛)  

= (𝑥𝑛 + (−𝑥𝑛))   

= 0  

Terbukti bahwa Terdapat −𝑥 ∈ 𝑌 sehingga 𝑥 + (−𝑥) = (−𝑥) + 𝑥 = 0  

(V6). Akan dibuktikan 𝛼𝑥 ∈ 𝑌  

𝛼𝑥 = 𝛼(𝑥𝑛)  

= ( 𝛼𝑥𝑛) ∈ 𝑌  
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Terbukti bahwa 𝛼𝑥 ∈ 𝑌  

(V7). Akan dibuktikan (𝛼 + 𝛽)𝑥 = 𝛼𝑥 + 𝛽𝑥  

(𝛼 + 𝛽)𝑥 = (𝛼 + 𝛽)(𝑥𝑛)  

= (𝛼𝑥𝑛 + 𝛽𝑥𝑛)  

= ( 𝛼𝑥𝑛) + ( 𝛽𝑥𝑛)  

= 𝛼𝑥 + 𝛽𝑥  

Terbukti bahwa (𝛼 + 𝛽)𝑥 = 𝛼𝑥 + 𝛽𝑥  

(V8). Akan dibuktikan 𝛼(𝑥 + 𝑦) = 𝛼𝑥 + 𝛼𝑦   

𝛼(𝑥 + 𝑦) = 𝛼(𝑥𝑛 + 𝑦𝑛)  

= (𝛼𝑥𝑛 + 𝛼𝑦𝑛)  

= ( 𝛼𝑥𝑛) + (𝛼𝑦𝑛)  

= 𝛼𝑥 + 𝛼𝑦  

Terbukti bahwa 𝛼(𝑥 + 𝑦) = 𝛼𝑥 + 𝛼𝑦   

(V9). Akan dibuktikan (𝛼𝛽)𝑥 =  𝛼(𝛽𝑥)  

(𝛼𝛽)𝑥 =  (𝛼𝛽)(𝑥𝑛)  

=  (𝛼𝛽𝑥𝑛)  

= 𝛼(𝛽𝑥𝑛)  

=  𝛼(𝛽𝑥)  

Terbukti bahwa (𝛼𝛽)𝑥 =  𝛼(𝛽𝑥)  

(V10). Akan dibuktikan 1𝑥 = 𝑥 untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑌 

1𝑥 = 1(𝑥𝑛)  

= (1𝑥𝑛)  

= (𝑥𝑛) = 𝑥  

Terbukti bahwa 1𝑥 = 𝑥 untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑌. 
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Karena semua memenuhi semua aksioma, maka terbukti bahwa 𝑌 merupakan 

ruang vektor atas lapangan kompleks. 

 

Definisi 2.3 (Kombinasi Linear) (Kreyszig, 1989) 

Suatu kombinasi linear dari vektor-vektor 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 dari ruang vektor 𝑉 

merupakan bentuk dari  

𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + ⋯ + 𝛼𝑛𝑥𝑛 

di mana koefisien 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛 adalah sembarang skalar. 

 

Definisi 2.4 (Bergantung Linear) (Kreyszig, 1989) 

Suatu himpunan 𝑀 = {𝑥1 , … , 𝑥𝑛} dikatakan bergantung linear, dengan 𝑛 ≥ 1 

pada ruang vektor 𝑉, didefinisikan sebagai berikut 

𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + ⋯ + 𝛼𝑛𝑥𝑛 = 0 

di mana 𝛼1, … , 𝑎𝑛 adalah skalar. Setidaknya terdapat satu vektor dari 𝑀 yang 

dapat ditulis sebagai kombinasi linear dari vektor lainnya. Misalkan, jika berlaku  

𝛼1𝑥1 + 𝛼2𝑥2 + ⋯ + 𝛼𝑛𝑥𝑛 = 0 

dengan 𝛼 ≠ 0, maka 𝑀 bergantung linear, sehingga diperoleh 

𝑥𝑛 = 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2 + ⋯ + 𝛽𝑛−1𝑥𝑛−1       (𝛽𝑗 = −
𝛼𝑗

𝑥𝑛
) 

 

2.1.2 Ruang Bernorma 

Ruang bernorma merupakan ruang vektor yang dilengkapi dengan norma. 

Dalam konsep ruang bernorma, norma memenuhi aksioma-aksioma tertentu, 

berikut definisi ruang bernorma. 
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Definisi 2.5 (Rynne & Youngson, 2008) 

Misalkan 𝑉 ruang vektor atas lapangan ℂ. Suatu norma pada 𝑉 merupakan 

pemetaan ‖. ‖ : 𝑉 → ℂ sedemikian sehingga untuk semua 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 dan 𝛼 ∈ ℂ  

memenuhi aksioma-aksioma berikut: 

(N1). ‖𝑥‖ ≥ 0 

(N2). ‖𝑥‖ = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 0 

(N3). ‖𝛼𝑥‖ = |𝛼|‖𝑥‖ 

(N4). ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ (ketaksamaan segitiga)  

Ruang vektor 𝑉 yang memiliki norma disebut ruang bernorma. 

 

Contoh 2.6 

Misalkan 𝑋 adalah himpunan semua barisan bilangan kompleks. Untuk 𝑥 =

(𝑥1, 𝑥2, … ) ∈ 𝑋, didefinisikan suatu norma pada 𝑋 sebagai 

‖𝑥‖ = ∑|𝑥𝑖|2

∞

𝑖=1

 

Tunjukkan bahwa ‖. ‖ adalah ruang bernorma. 

Penyelesaian: 

(N1). Akan dibuktikan ‖𝑥‖ ≥ 0 

‖𝑥‖ = ∑ |𝑥𝑖|2∞
𝑖=1 di mana ∑ |𝑥𝑖|2∞

𝑖=1 ≥ 0 dengan kata lain ‖𝑥‖ ≥ 0.  

Karena modulus bilangan kompleks selalu tak negatif, maka ‖𝑥‖ ≥ 0. 

(N2). Akan dibuktikan ‖𝑥‖ = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 0 

(→) jika ‖𝑥‖ = 0, maka 𝑥 = 0 

‖𝑥‖ = ∑ |𝑥𝑖|2∞
𝑖=1   

0 = ∑ |𝑥𝑖|2∞
𝑖=1   
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Artinya 𝑥𝑖 = 0 untuk semua 𝑖, sehingga 𝑥 = 0. 

(←) Jika 𝑥 = 0, maka ‖𝑥‖ = 0 

‖𝑥‖ = ∑ |𝑥𝑖|2∞
𝑖=1   

‖𝑥‖ = ∑ |0|2∞
𝑖=1   

‖𝑥‖ = 0  

Terbukti bahwa ‖𝑥‖ = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 0. 

(N3). Akan dibuktikan ‖𝛼𝑥‖ = |𝛼|‖𝑥‖ 

‖𝛼𝑥‖ = ∑ |𝛼𝑥𝑖|2∞
𝑖=1   

= ∑ |𝛼|2|𝑥𝑖|2∞
𝑖=1   

= |𝛼|2 ∑ |𝑥𝑖|2∞
𝑖=1   

= |𝛼|‖𝑥‖  

Terbukti bahwa ‖𝛼𝑥‖ = |𝛼|‖𝑥‖. 

(N4). Akan dibuktikan ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ 

‖𝑥 + 𝑦‖ = ∑ |𝑥𝑖 + 𝑦𝑖|2∞
𝑖=1   

= ∑ |𝑥𝑖|2 + |𝑦𝑖|
2∞

𝑖=1   

≤  ∑ |𝑥𝑖|2 + ∑ |𝑦𝑖|
2∞

𝑖=1
∞
𝑖=1   

= ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖  

Sehingga diperoleh ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖. Maka terbukti bahwa 

‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖. 

Karena keempat aksioma terpenuhi, maka  ‖𝑥‖ adalah ruang bernorma. 

 

Contoh 2.7 

Misalkan 𝑋 adalah himpunan semua barisan bilangan kompleks. Untuk 𝑥 =

(𝑥1, 𝑥2, … ) ∈ 𝑋, didefinisikan suatu norma pada 𝑋 sebagai 
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‖𝑥‖ = ∑|𝑥2𝑛|2

∞

𝑛=1

 

Tunjukkan bahwa ‖. ‖ adalah ruang bernorma. 

Penyelesaian:  

(N1). Akan dibuktikan ‖𝑥‖ ≥ 0 

‖𝑥‖ = ∑ |𝑥2𝑛|2∞
𝑛=1  di mana ∑ |𝑥2𝑛|2∞

𝑛=1 ≥ 0 dengan kata lain ‖𝑥‖ ≥ 0. 

Karena modulus bilangan kompleks selalu tak negatif, maka ‖𝑥‖ ≥ 0. 

(N2). Akan dibuktikan ‖𝑥‖ = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 0 

(→) Jika ‖𝑥‖ = 0, maka 𝑥 = 0 

‖𝑥‖ = ∑ |𝑥𝑖|2∞
𝑖=1   

0 = ∑ |𝑥𝑖|2∞
𝑖=1   

𝑥 = 0  

(←) Jika 𝑥 = 0, maka ‖𝑥‖ = 0 

‖𝑥‖ = ∑ |𝑥2𝑛|2∞
𝑛=1 = 0  

|𝑥2𝑛|2 = 0, ∀𝑛 ∈ ℕ  

|𝑥2𝑛| = 0  

𝑥2𝑛 = 0  

𝑥 = (0,0,0, … )  

Namun, dapat dilihat bahwa 𝑥 ≠ (0,0,0, … ). Sehingga tidak terpenuhi 

‖𝑥‖ = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 0. 

(N3). Akan dibuktikan ‖𝛼𝑥‖ = |𝛼|‖𝑥‖ 

‖𝛼𝑥‖ = ∑ |𝛼𝑥2𝑛|2∞
𝑛=1   

= ∑ |𝛼|2|𝑥2𝑛|2∞
𝑛=1   

= |𝛼|2 ∑ |𝑥2𝑛|2∞
𝑛=1   
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= |𝛼|‖𝑥‖  

(N4). Akan dibuktikan ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ 

‖𝑥 + 𝑦‖ = ∑ |𝑥2𝑛 + 𝑦2𝑛|2∞
𝑛=1   

= ∑ |𝑥2𝑛|2∞
𝑛=1 + |𝑦2𝑛|2  

≤ ∑ |𝑥2𝑛|2∞
𝑛=1 + ∑ |𝑦2𝑛|2∞

𝑛=1    

= ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖  

Karena aksioma ke dua tidak terpenuhi, maka terbukti bahwa ‖𝑥‖ bukan 

merupakan ruang bernorma. 

  

Definisi 2.8 (Kreyszig, 1978) 

Suatu barisan (𝑥𝑛) di ruang bernorma 𝑉 konvergen ke 𝑥 jika 𝑉 memuat 𝑥 sehingga 

lim
𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ = 0 

Atau ditulis (𝑥𝑛) → 𝑥. 

 

Definisi 2.9 (Sherbert, 2010) 

Suatu barisan 𝑋 = (𝑥𝑛) dikatakan terbatas jika terdapat 𝑀 > 0 sedemikian 

sehingga |𝑥𝑛| ≤ 𝑀 untuk semua 𝑛 ∈ ℕ.  

 

Teorema 2.10 (Sherbert, 2010) 

Suatu barisan konvergen adalah barisan yang terbatas. 

Bukti: 

Misalkan 𝑥𝑛 → 𝑥  ambil 𝜀 = 1, berdasarkan definisi terdapat ℕ sedemikian 

sehingga |𝑥𝑛 − 𝑥| < 1 untuk semua 𝑛 > ℕ. Kemudian dengan menggunakan 

ketaksamaan segitiga, untuk  𝑛 ≥ ℕ didapatkan  
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|𝑥𝑛| = |𝑥𝑛 − 𝑥 + 𝑥| ≤ |𝑥𝑛 − 𝑥| + |𝑥| < 1 + |𝑥| 

pilih 

𝑀 ≔ sup{|𝑥1|, |𝑥2|, … , |𝑥𝑛−1|, 1 + |𝑥|} 

Sehingga |𝑥𝑛| ≤ 𝑀 untuk semua 𝑛 ∈ ℕ. 

 

2.1.3 Ruang Hasil Kali Dalam 

Sebelum membahas semi hasil kali dalam, akan dibahas terlebih dahulu 

tentang ruang hasil kali dalam karena semi hasil kali dalam merupakan 

generalisasi dari ruang hasil kali dalam. 

 

Definisi 2.11 (Rynne & Youngson, 2008) 

Misalkan diketahui 𝑉 sebagai ruang vektor atas lapangan ℂ. Hasil kali dalam 

pada 𝑉 adalah fungsi [. , . ]  ∶  𝑉 ×  𝑉 →  ℂ sedemikian hingga untuk setiap 

𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈  𝑉 dan 𝛼, 𝛽 ∈  ℂ memenuhi aksioma-aksioma berikut: 

(H1). [𝑥, 𝑥] ≥ 0 

(H2). [𝑥, 𝑥] = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 0 

(H3). [𝛼𝑥 + 𝛽𝑦, 𝑧] = 𝛼[𝑥, 𝑧] + 𝛽[𝑦, 𝑧] 

(H4). [𝑥, 𝑦] = [𝑦, 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

Ruang vektor yang dilengkapi dengan hasil kali dalam disebut ruang hasil kali 

dalam. 

 

Contoh 2.12 

Misalkan 𝑋 adalah himpunan barisan bilangan kompleks. Untuk 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … ), 

𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, … ) ∈ 𝑋, didefinisikan fungsi [. , . ]: 𝑋 × 𝑋 → ℂ sebagai 
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[𝑥, 𝑦] = ∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖̅

∞

𝑖=1

 

untuk (𝑥𝑖), (𝑦𝑖) ∈ 𝑋 dan 𝑦𝑖̅ adalah konjugat 𝑦𝑖 . Tunjukkan bahwa [. , . ] 

merupakan hasil kali dalam. 

Penyelesaian: 

Akan ditunjukkan bahwa [. , . ] merupakan hasil kali dalam, yaitu:  

(H1). Akan dibuktikan [𝑥, 𝑥] ≥ 0 

[𝑥, 𝑥] = ∑ 𝑥𝑖𝑥𝑖̅
∞
𝑖=1    

= ∑ |𝑥𝑖|2∞
𝑖=1 ≥ 0  

= [𝑥, 𝑥] ≥ 0  

Karena modulus bilangan kompleks selalu tak negatif, maka [𝑥, 𝑥] ≥ 0. 

(H2). Akan dibuktikan [𝑥, 𝑥] = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 0 

(→) Jika [𝑥, 𝑥] = 0 , maka 𝑥 = 0 

Diketahui bahwa [𝑥, 𝑥] = 0 , sehingga diperoleh, 

[𝑥, 𝑥] = ∑ 𝑥𝑖𝑥𝑖̅
∞
𝑖=1   

0 = ∑ |𝑥𝑖|2∞
𝑖=1   

𝑥 = 0  

(←) Jika 𝑥 = 0, maka [𝑥, 𝑥] = 0 

 Diketahui bahwa 𝑥 = 0, sehingga diperoleh, 

 [𝑥, 𝑥] = ∑ 𝑥𝑖𝑥𝑖̅
∞
𝑖=1   

= ∑ |𝑥𝑖|2∞
𝑖=1   

= ∑ |0|2∞
𝑖=1   

= 0  

Terbukti bahwa [𝑥, 𝑥] = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 0. 
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(H3). Akan dibuktikan [𝛼𝑥 + 𝛽𝑦, 𝑧] = 𝛼[𝑥, 𝑧] + 𝛽[𝑦, 𝑧] 

[𝛼𝑥 + 𝛽𝑦, 𝑧] = ∑ (𝛼𝑥𝑖+𝛽𝑦𝑖
∞
𝑖=1 )𝑧𝑖̅  

= ∑ (𝛼𝑥𝑖 + 𝑧𝑖̅
∞
𝑖=1 ) + ∑ (𝛽𝑦𝑖

∞
𝑖=1 + 𝑧𝑖̅)  

= 𝛼 ∑ (𝑥𝑖 + 𝑧𝑖̅
∞
𝑖=1 ) + 𝛽 ∑ (𝑦𝑖

∞
𝑖=1 + 𝑧𝑖̅)   

= 𝛼[𝑥, 𝑧] + 𝛽[𝑦, 𝑧]  

Terbukti bahwa [𝛼𝑥 + 𝛽𝑦, 𝑧] = 𝛼[𝑥, 𝑧] + 𝛽[𝑦, 𝑧]. 

(H4). Akan dibuktikan [𝑥, 𝑦] = [𝑦, 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

Karena telah diketahui  

[𝑥, 𝑦] = ∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖̅

∞

𝑖=1

 

Selanjutnya, 

[𝑦, 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = ∑ 𝑦𝑖𝑥𝑖̅
∞
𝑖=1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  

= ∑ 𝑦𝑖𝑥𝑖̅̅̅ ̅̅ ̅∞
𝑖=1   

= ∑ 𝑦𝑖̅𝑥𝑖
∞
𝑖=1   

= ∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖̅
∞
𝑖=1   

= [𝑥, 𝑦]  

Terbukti bahwa [𝑥, 𝑦] = [𝑦, 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. 

Karena keempat aksioma terpenuhi, maka [. , . ] merupakan hasil kali dalam.  

 

Contoh 2.13 

Misalkan 𝑋 adalah himpunan barisan bilangan kompleks. Untuk 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … ), 

𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, … ) ∈ 𝑋, didefinisikan fungsi [. , . ]: 𝑋 × 𝑋 → ℂ sebagai 

[𝑥, 𝑦] = ∑ 𝑥2𝑖𝑦2𝑖̅̅ ̅̅

∞

𝑖=1
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untuk (𝑥𝑖), (𝑦𝑖) ∈ 𝑋 dan ∀𝑖 ∈ ℕ, 𝑦𝑖̅ adalah konjugat 𝑦𝑖 . Tunjukkan bahwa [. , . ] 

merupakan hasil kali dalam. 

Penyelesaian: 

(H1). Akan dibuktikan [𝑥, 𝑥] ≥ 0 

[𝑥, 𝑥] = ∑ 𝑥2𝑖𝑥2𝑖̅̅ ̅̅∞
𝑖=1    

= ∑ |𝑥2𝑖|2∞
𝑖=1 ≥ 0  

= [𝑥, 𝑥] ≥ 0  

Karena modulus bilangan kompleks selalu tak negatif, maka [𝑥, 𝑥] ≥ 0. 

(H2). Akan dibuktikan [𝑥, 𝑥] = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 0 

(→) Jika [𝑥, 𝑥] = 0 , maka 𝑥 = 0 

[𝑥, 𝑥] = ∑ 𝑥2𝑖𝑥2𝑖̅̅ ̅̅∞
𝑖=1   

0 = ∑ |𝑥2𝑖|2∞
𝑖=1   

𝑥 = 0  

(←) Jika 𝑥 = 0, maka [𝑥, 𝑥] = 0 

[𝑥, 𝑥] = ∑ 𝑥2𝑖𝑥2𝑖̅̅ ̅̅∞
𝑖=1 = 0  

∑ |𝑥2𝑖|2∞
𝑖=1 = 0, ∀𝑖 ∈ ℕ 

|𝑥2𝑖|2 = 0  

𝑥2𝑖 = 0  

Namun, dapat dilihat bahwa 𝑥 ≠ (0,0,0, … ). Sehingga tidak terbukti 

[𝑥, 𝑥] = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 0. 

(H3). Akan dibuktikan [𝛼𝑥 + 𝛽𝑦, 𝑧] = 𝛼[𝑥, 𝑧] + 𝛽[𝑦, 𝑧] 

[𝛼𝑥 + 𝛽𝑦, 𝑧] = ∑ (𝛼𝑥2𝑖+𝛽𝑦2𝑖
∞
𝑖=1 )𝑧2𝑖̅̅̅̅   

= ∑ (𝛼𝑥2𝑖 + 𝑧2𝑖̅̅̅̅∞
𝑖=1 ) + ∑ (𝛽𝑦2𝑖

∞
𝑖=1 + 𝑧2𝑖̅̅̅̅ )  

= 𝛼 ∑ (𝑥2𝑖 + 𝑧2𝑖̅̅̅̅∞
𝑖=1 ) + 𝛽 ∑ (𝑦2𝑖

∞
𝑖=1 + 𝑧2𝑖̅̅̅̅ )   
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= 𝛼[𝑥, 𝑧] + 𝛽[𝑦, 𝑧]   

Terbukti bahwa [𝛼𝑥 + 𝛽𝑦, 𝑧] = 𝛼[𝑥, 𝑧] + 𝛽[𝑦, 𝑧]. 

(H4). Akan dibuktikan [𝑥, 𝑦] = [𝑦, 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

Karena telah diketahui  

∑ 𝑥2𝑖𝑦2𝑖̅̅ ̅̅

∞

𝑖=1

 

Selanjutnya, 

[𝑦, 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = ∑ 𝑦2𝑖𝑥2𝑖̅̅ ̅̅∞
𝑖=1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   

= ∑ 𝑦2𝑖𝑥2𝑖̅̅ ̅̅̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅∞
𝑖=1   

= ∑ 𝑦2𝑖̅̅ ̅̅ 𝑥2𝑖
∞
𝑖=1   

= ∑ 𝑥2𝑖𝑦2𝑖̅̅ ̅̅∞
𝑖=1   

= [𝑥, 𝑦]  

Terbukti bahwa [𝑥, 𝑦] = [𝑦, 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. 

Karena aksioma dua tidak terpenuhi, maka [. , . ] bukan merupakan hasil kali 

dalam. 

 

2.2 Kajian Integrasi Topik dengan Al-Qur’an/Hadist 

Pada kajian integrasi ini bertujuan untuk mencari petunjuk dari ayat Al-

Qur’an ataupun Hadist yang berkaitan dengan topik pembahasan, yaitu sifat-sifat 

yang berlaku pada ruang semi hasil kali dalam. Beberapa sifatnya adalah identitas 

dasar, ketaksamaan segitiga, dan hukum jajar genjang. Sifat-sifat tersebut secara 

umum beragam atau bermacam-macam tetapi sama-sama berlaku pada ruang semi 

hasil kali dalam. 
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Pada masa Nabi Muhammad shallallahu ‘alai wasallam, umat Islam 

menerima sifat-sifat Allah sebagaimana yang disebutkan dalam Al-Qur’an tanpa 

mendalami maknanya secara mendalam. Sifat-sifat tersebut dianggap sebagai 

kesempurnaan yang mutlak. Sifat-sifat kesempurnaan Allah memberikan gambaran 

tentang keagungan dan kemuliaan-Nya yang tidak terbatas. Hal ini menjadikan 

Allah lebih mulia dan lebih agung dari pada segala sesuatu yang ada, karena sifat-

sifat-Nya mencerminkan keunggulan yang tidak terbandingkan dengan apapun. Itu 

sebabnya Allah memiliki sifat mengetahui, Esa, dan semua sifat kesempurnaan 

lainnya (Cecep Anwar, 2023). 

Menurut Muhammad Abduh dalam Risalah at-Tauhid menjelaskan bahwa 

golongan Ahlussunnah, terutama dari kalangan Asy’ariah dan Maturidiah, 

mengajarkan bahwa Allah memiliki sifat-sifat seperti ‘ilmu, qudrat, iradat, sama’, 

bashar dan lain sebagainya. Mereka memandang bahwa penting bagi umat Islam 

untuk menyakini bahwa Allah memiliki sifat-sifat tersebut, yang merupakan ciri 

khas dan pembeda dari sifat-sifat makhluk-Nya (Wirman, 2013). Prinsip ini dikenal 

sebagai akidah mukhalafah atau perbedaan mutlak. Akidah ini memperlihatkan 

bahwa istilah yang digunakan kepada Allah harus dipahami dalam pengertian 

tersendiri atau tidak sama dengan makhluknya (Cecep Anwar, 2023). 

Penetapan sifat-sifat Allah didasarkan pada kenyataan yang dijelaskan 

melalui Al-Qur’an dan Hadist, yang merupakan sumber utama akidah Islam. Akan 

tetapi, pemahaman ini membutuhkan penalaran akal sehat, terutama bagi orang 

yang belum mempercayai keberadaan Allah sebagai Tuhan. Menetapkan sifat-sifat 

Allah bukan hanya sekedar formalitas, tetapi merupakan keharusan untuk 

memahami makna dari sifat-sifat tersebut. Dengan demikian, orang yang belum 
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paham dapat mendapatkan pemahaman yang lebih dalam dan mampu menjelaskan 

sifat-sifat Allah secara rinci yang kemudian dapat memperkuat keyakinan kepada 

Allah (Arifinsyah, 2020). 

Keberadaan sifat-sifat Allah tersebut diungkapkan oleh seorang ulama yang 

bernama Abduh secara jelas sebagai berikut:  

“Bahwa sesungguhnya sifat-sifat Allah yang wajib diyakini (oleh orang beriman) 

adalah bersumber dari petunjuk akal dan informasi yang diberikan oleh syariat 

Islam. Keyakinan ini juga merupakan keimanan seluruh nabi-nabi yang diutus oleh 

Allah kepada umat yang berbeda-beda. Sebagian dari sifat-sifat itu ada yang 

disebut secara jelas oleh syariat dan dapat diterima oleh akal dengan 

penggambaran yang layak untuk Allah. Karena analisis rasional saja tidak cukup 

untuk memahami semua itu, maka diperlukan perangkat iman yaitu ketundukan dan 

kepercayaan bahwa Allah memiliki sifat-sifat itu sesuai dengan informasi wahyu 

yang disampaikan oleh para Rasul Allah” (Wirman, 2013). 

 

Selanjutnya Syekh Muhammad mengemas sifat-sifat Allah dengan 

membaginya berdasarkan tiga kategori hukum akal, yaitu wajib, mustahil, dan jaiz. 

Dalam pembagian ini beliau menetapkan bahwa terdapat 20 sifat wajib bagi Allah, 

20 sifat yang mustahil bagi Allah, dan 1 sifat jaiz bagi Allah (Arifinsyah, 2020). 

Sifat wajib bagi Allah subhanahu wata’ala merupakan sifat yang pasti (wajib 

dimiliki oleh Allah, yang sesuai dengan keagungan-Nya sebagai Pencipta alam dan 

seisinya. Pada dasarnya, Allah memiliki sifat-sifat yang tak terbatas karena Allah 

adalah Maha Segalanya. Namun, dalam ajaran ahlussunnah dijelaskan bahwa setiap 

umat Islam wajib meyakini dan mengimani 20 sifat wajib bagi Allah subhanahu 

wata’ala. Sifat-sifat ini mencakup aspek-aspek kesempurnaan dan kebesaran Allah 

yang harus diyakini oleh setiap muslim (Cecep Anwar, 2023).  
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2.3 Kajian Topik dengan Teori Pendukung 

Pada subbab ini akan dibahas mengenai definisi ruang semi hasil kali dalam 

serta sifat-sifat yang berlaku pada ruang semi hasil kali dalam. Selanjutnya, 

didefinisikan ruang semi hasil kali dalam sebagaimana berikut. 

 

Definisi 4.1 (Ruang Semi Hasil Kali Dalam) (Promislow, 2008) 

Misalkan 𝑉 adalah ruang vektor atas lapangan kompleks ℂ. Semi hasil kali dalam 

pada 𝑉 adalah pemetaan [. , . ] : 𝑉 × 𝑉 → ℂ sedemikian sehingga untuk semua 

𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑉 dan 𝜆 ∈ ℂ memenuhi aksioma-aksioma berikut: 

(I1). [𝑥, 𝑥] ≥ 0 

(I2). [𝑥 + 𝑦, 𝑧] = [𝑥, 𝑧] + [𝑦, 𝑧] 

(I3). [𝜆𝑥, 𝑦] = 𝜆[𝑥, 𝑦] 

(I4). [𝑥, 𝑦] = [𝑦, 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

Ruang vektor yang dilengkapi dengan semi hasil kali dalam disebut ruang semi 

hasil kali dalam. 

 

Definisi 4.3 (Kreyszig, 1989)  

Misalkan 𝑉 adalah ruang hasil kali dalam atas lapangan ℂ. Norma pada suatu ruang 

hasil kali dalam didefinisikan dengan 

‖𝑥‖ = √[𝑥, 𝑥] = [𝑥, 𝑥]1/2 

Norma ini dikatakan norma yang diinduksi dari hasil kali dalam. 
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Definisi 4.5  (Seminorma) (Nel, 2016) 

Misalkan 𝑉 adalah ruang vektor. Fungsi ‖. ‖: 𝑉 → ℂ dikatakan seminorma pada 𝑉 

jika memenuhi. 

(O1). ‖𝑥‖ ≥ 0, (𝑥 ∈ 𝑉) 

(O2). ‖𝛼𝑥‖ = |𝛼|‖𝑥‖,   (𝛼 ∈ ℂ, 𝑥 ∈ 𝑉) 

(O3). ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖,   (𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉) 

Seminorma yang diinduksi dari semi hasil kali dalam berbentuk 

‖𝑥‖ = √[𝑥, 𝑥] = [𝑥, 𝑥]
1
2 

(Promislow, 2008). 

 

Lemma 4.7 (Identitas Dasar) (Promislow, 2008) 

Diberikan 𝑉 adalah ruang semi hasil kali dalam, maka untuk semua 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 

berlaku, 

‖𝑥 + 𝑦‖2 = ‖𝑥‖2 + ‖𝑦‖2 + 2Re[𝑥, 𝑦] 

dimana Re[𝑥, 𝑦] menunjukkan bagian real dari [𝑥, 𝑦]. 

 

Teorema 4.8 (Ketaksamaan Cauchy-Schwartz) (Promislow, 2008) 

Diberikan 𝑉 adalah ruang semi hasil kali dalam, maka untuk semua 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 

berlaku, 

|[𝑥, 𝑦]| ≤ ‖𝑥‖‖𝑦‖ 

Pada kasus hasil kali dalam, maka persamaan berlaku jika dan hanya jika 𝑥 dan 𝑦 

bergantung linear (artinya salah satu dari 𝑥 dan 𝑦 adalah kelipatan skalar dari yang 

lain). 
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Proposisi 4.9 (Hukum Jajar Genjang) (Promislow, 2008) 

Diberikan 𝑉 adalah ruang semi hasil kali dalam, maka untuk semua 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 

berlaku, 

‖𝑥 + 𝑦‖2 + ‖𝑥 − 𝑦‖2 = 2(‖𝑥‖2 + ‖𝑦‖2) 

 

Proposisi 4.10 (Identitas Polarisasi) (Promislow, 2008) 

Diberikan 𝑉 adalah ruang semi hasil kali dalam, maka untuk semua 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 

berlaku, 

[𝑥, 𝑦] =
1

4
(‖𝑥 + 𝑦‖2 − ‖𝑥 − 𝑦‖2 + 𝑖‖𝑥 + 𝑖𝑦‖2 − 𝑖‖𝑥 − 𝑖𝑦‖2) 

 

Teorema 4.11 (Promislow, 2008)  

Jika suatu norma ‖. ‖ pada ruang vektor 𝑋 memenuhi hukum jajar genjang, maka 

norma tersebut dapat diinduksi oleh hasil kali dalam. 

 

Teorema 4.12 (Kekontinuan Hasil Kali Dalam) (Promislow, 2008) 

Diberikan 𝑉 adalah ruang semi hasil kali dalam. Pada ruang semi hasil kali dalam, 

jika barisan (𝑥𝑛) → 𝑥 dan (𝑦𝑛) → 𝑦, maka ([𝑥𝑛, 𝑦𝑛]) → [𝑥, 𝑦] untuk 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉. 
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BAB III 

METODE PENELITIAN 

 

3.1 Jenis Penelitian 

Jenis penelitian yang digunakan dalam penelitian ini yaitu metode kualitatif. 

Kualitatif ini berdasarkan pada studi literatur. Metode studi literatur merupakan 

metode yang dilakukan dengan mengumpulkan data dan informasi dari berbagai 

sumber, membaca, dan mencatat serta mengolah bahan penelitian. Objek yang 

digunakan dalam penelitian ini adalah sifat-sifat ruang semi hasil kali dalam. 

 

3.2 Pra Penelitian 

Sebelum melakukan penelitian, peneliti mengumpulkan beberapa rujukan 

dari penelitian terdahulu yang berhubungan dengan topik penelitian yang akan 

digunakan. Dalam penelitian ini peneliti menggunakan rujukan utama dari buku 

Promislow (2008). 

 

3.3 Tahapan Penelitian 

Untuk membuktikan sifat-sifat ruang semi hasil kali dalam, langkah-langkah 

yang dapat dilakukan adalah sebagai berikut: 

1. Membuktikan lemma 4.7 (identitas dasar) 

a. Mendefinsikan ruang bernorma. 

b. Memaparkan definisi ruang semi hasil kali dalam. 

c. Membuktikan ‖𝑥 + 𝑦‖2 menggunakan aksioma-aksioma semi hasil kali 

dalam. 
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d. Terbukti lemma 4.7 (identitas dasar). 

2. Membuktikan teorema 4.8 (ketaksamaan Cauchy-Schwartz) 

a. Mendefiniskan fungsi pada kombinasi linier. 

b. Mengembangkan fungsi menjadi fungsi kuadrat. 

c. Membuktikan fungsi kuadrat adalah non-negatif. 

d. Terbukti 4.8 ketaksamaan Cauchy-Schwartz. 

3. Membuktikan proposisi 4.9 (hukum jajar genjang). 

a. Membuktikan ‖𝑥 + 𝑦‖2 + ‖𝑥 − 𝑦‖2 menggunakan aksioma-aksioma 

semi hasil kali dalam dan identitas dasar. 

b. Terbukti proposisi 4.9 (hukum jajar genjang). 

4. Membuktikan proposisi 4.10 (identitas polarisasi). 

a. Membuktikan ‖𝑥 + 𝑦‖2 dan ‖𝑥 − 𝑦‖2 menggunakan aksioma-aksioma 

semi hasil kali dalam dan identitas dasar. 

b. Mendefinisikan Re[𝑥, 𝑦]. 

c. Mengubah bagian imajiner menjadi bagian real. 

d. Terbukti proposisi 4.10 (identitas polarisasi). 

5. Membuktikan teorema 4.11 

a. Mendefinisikan fungsi hasil kali dalam. 

b. Membuktikan fungsi tersebut memenuhi aksioma-aksioma hasil kali 

dalam. 

c. Membuktikan aksioma kelinieran menggunakan hukum jajar genjang. 

d. Terbukti teorema 4.11. 

6. Membuktikan teorema 4.12 (kekontinuan pada hasil kali dalam). 

a. Mendefinisikan kekonvergenan pada ruang bernorma. 
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b. Mendefinsikan barisan terbatas. 

c. Membuktikan barisan konvergen adalah barisan terbatas. 

d. Mengembangkan |[𝑥𝑛, 𝑦𝑛] − [𝑥, 𝑦]| sehingga sesuai dengan 

ketaksamaan Cauchy-Schwartz. 

e. Terbukti teorema 4.12 (kekontinuan pada hasil kali dalam). 
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BAB IV 

PEMBAHASAN  

 

4.1 Ruang Semi Hasil Kali Dalam 

Sebelum membuktikan beberapa sifat yang berkaitan dengan ruang semi 

hasil kali dalam, akan dipaparkan terlebih dahulu beberapa definisi yang berkaitan 

dengan topik. Definisi  tersebut di antaranya adalah definisi ruang semi hasil kali 

dalam, ruang hasil kali dalam dan seminorma. Kemudian, dilanjutkan dengan 

melakukan pembuktian pada sifat-sifat yang berlaku pada ruang semi hasil kali 

dalam.  

 

Definisi 4.1 (Ruang Semi Hasil Kali Dalam) (Promislow, 2008) 

Misalkan 𝑉 adalah ruang vektor atas lapangan kompleks ℂ. Semi hasil kali dalam 

pada 𝑉 adalah pemetaan [. , . ] : 𝑉 × 𝑉 → ℂ sedemikian sehingga untuk semua 

𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑉 dan 𝜆 ∈ ℂ memenuhi aksioma-aksioma berikut. 

(I1). [𝑥, 𝑥] ≥ 0 

(I2). [𝑥 + 𝑦, 𝑧] = [𝑥, 𝑧] + [𝑦, 𝑧] 

(I3). [𝜆𝑥, 𝑦] = 𝜆[𝑥, 𝑦] 

(I4). [𝑥, 𝑦] = [𝑦, 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

Ruang vektor yang dilengkapi dengan semi hasil kali dalam disebut ruang semi 

hasil kali dalam. 

Akibat dari aksioma ke (I2),(I3), dan (I4) adalah  

[𝑧, 𝑥 + 𝑦] = [𝑧, 𝑥] + [𝑧, 𝑦] 

[𝑥, 𝜆𝑦] = 𝜆̅[𝑥, 𝑦] 
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Selain itu, jika 𝑥 = 0, maka  

[𝑥, 𝑥] = [0, 𝑥] = [0𝑥, 𝑥] = 0[𝑥, 𝑥] = 0 

[𝑥, 𝑥] = [𝑥, 0] = [𝑥, 𝑥0] = 0[𝑥, 𝑥] = 0[𝑥, 𝑥] = 0, 

di mana 0 yang muncul pada [𝑥, 𝑥] adalah vektor nol. 

Dengan demikian jika 𝑥 = 0, maka [𝑥, 𝑥] = [0, 𝑥] = [𝑥, 0] = 0. 

Untuk semua 𝑥 ∈ 𝑉 apabila [𝑥, 𝑥] = 0 berakibat 𝑥 = 0, maka  [. , . ] disebut sebagai 

hasil kali dalam. 

 

Contoh 4.2 (Ruang Semi Hasil Kali Dalam)  

Misalkan 𝑌 adalah himpunan semua barisan bilangan kompleks di mana untuk 𝑥 =

(𝑥𝑛) ∈ 𝑌 dengan  

𝑥𝑛 = {
𝑎𝑘 ∈ ℂ, 𝑎𝑘 ≠ 0  untuk 𝑛 = 2𝑘 − 1, 𝑘 ∈ ℕ
0 untuk  𝑛 = 2𝑘, 𝑘 ∈ ℕ                                

 

Didefinisikan [. , . ]: 𝑌 × 𝑌 → ℂ sebagai 

[𝑥, 𝑦] = ∑ 𝑥2𝑛𝑦2𝑛̅̅ ̅̅̅

∞

𝑛=1

 

Penjumlahan hasil kali suku-suku genap barisan (𝑥𝑛) dan konjugat suku-suku 

genap barisan (𝑦𝑛). Tunjukkan bahwa [. , . ] adalah semi hasil kali dalam di 𝑉. 

Penyelesaian:  

Akan dibuktikan bahwa [. , . ] adalah semi hasil kali dalam di 𝑌.  

(I1). Akan dibuktikan [𝑥, 𝑥] ≥ 0  

 [𝑥, 𝑥] = ∑ 𝑥2𝑛𝑥2𝑛̅̅ ̅̅̅∞
𝑛=1    

= ∑ |𝑥2𝑛|2∞
𝑛=1 ≥ 0  

= [𝑥, 𝑥] ≥ 0  
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Karena modulus bilangan kompleks selalu non-negatif, maka [𝑥, 𝑥] =

∑ 𝑥2𝑛𝑥2𝑛̅̅ ̅̅̅∞
𝑛=1 ≥ 0. 

(I2). Akan dibuktiktikan bahwa [𝑥 + 𝑦, 𝑧] = [𝑥, 𝑧] + [𝑦, 𝑧] 

[𝑥 + 𝑦, 𝑧] = ∑ (𝑥2𝑛+𝑦2𝑛
∞
𝑛=1 )𝑧2𝑛̅̅ ̅̅   

= ∑ (𝑥2𝑛𝑧2𝑛̅̅ ̅̅∞
𝑛=1 ) + ∑ (𝑦2𝑛𝑧2𝑛̅̅ ̅̅  ∞

𝑛=1 )    

= [𝑥, 𝑧] + [𝑦, 𝑧]   

 Terbukti bahwa [𝑥 + 𝑦, 𝑧] = [𝑥, 𝑧] + [𝑦, 𝑧]. 

(I3). Akan dibutkikan bahwa [𝜆𝑥, 𝑦] = 𝜆[𝑥, 𝑦] 

 Misalkan 𝜆 adalah bilangan kompleks 

 [𝜆𝑥, 𝑦] = ∑ 𝜆𝑥2𝑛𝑦2𝑛̅̅ ̅̅̅∞
𝑛=1     

= 𝜆 ∑ 𝑥2𝑛𝑦2𝑛̅̅ ̅̅̅∞
𝑛=1   

= 𝜆[𝑥, 𝑦]  

 Terbukti bahwa [𝜆𝑥, 𝑦] = 𝜆[𝑥, 𝑦]. 

(I4). Selanjunya, akan dibuktikan [𝑥, 𝑦] = [𝑦, 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

 Karena telah diketahui   

[𝑥, 𝑦] = ∑ 𝑥2𝑛𝑦2𝑛̅̅ ̅̅̅

∞

𝑛=1

 

 selanjutnya 

[𝑦, 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = ∑ 𝑦2𝑛𝑥2𝑛̅̅ ̅̅̅∞
𝑛=1

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

= ∑ 𝑦2𝑛𝑥2𝑛̅̅ ̅̅̅̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅∞
𝑛=1   

= ∑ 𝑦2𝑛̅̅ ̅̅̅𝑥2𝑛
∞
𝑛=1     

= ∑ 𝑥2𝑛𝑦2𝑛̅̅ ̅̅̅∞
𝑛=1   

= [𝑥, 𝑦]  

Terbukti bahwa  [𝑥, 𝑦] = [𝑦, 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. 
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Karena kelima aksioma terpenuhi, maka terbukti bahwa [. , . ] adalah semi hasil kali 

dalam di 𝑌.  

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa [. , . ] bukan merupakan hasil kali dalam 

di 𝑌. Untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑌, apabila  [𝑥, 𝑥] = 0 berakibat  𝑥 = 0. 

Pilih barisan 𝑥 = (2,0,1,0,3𝑖, 0,5,0, 𝑖, 0, … . ) 

[𝑥, 𝑥] = ∑ 𝑥2𝑛𝑥2𝑛̅̅ ̅̅̅∞
𝑛=1  

= ∑ |𝑥2𝑛|2∞
𝑛=1   

= 0  

Namun, dapat dilihat bahwa 𝑥 ≠ (0,0,0, … ). 

Ini menunjukkan bahwa [. , . ] adalah semi hasil kali dalam yang bukan merupakan 

hasil kali dalam. 

 

4.2 Norma yang Diinduksi dari Hasil Kali Dalam 

Ruang hasil kali dalam dapat menjadi ruang bernorma dengan norma yang 

diinduksi dari hasil kali dalamnya yang didefinisikan sebagai berikut. 

 

Definisi 4.3 (Kreyszig, 1989)  

Misalkan 𝑉 adalah ruang hasil kali dalam atas lapangan ℂ. Norma pada suatu ruang 

hasil kali dalam didefinisikan dengan 

‖𝑥‖ = √[𝑥, 𝑥] = [𝑥, 𝑥]1/2 

Norma ini dikatakan norma yang diinduksi dari hasil kali dalam. 
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Contoh 4.4  

Misalkan 𝑋 adalah himpunan barisan bilangan kompleks. Untuk 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, … ), 

𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, … ) ∈ 𝑋. Berdasarkan contoh 2.6, ‖. ‖: 𝑋 → ℂ yang didefinisikan 

sebagai ‖𝑥‖ = (∑ 𝑥𝑖𝑥𝑖̅
∞
𝑖=1 )1/2 adalah norma. Untuk (𝑥𝑖) ∈ 𝑋 dan  𝑥𝑖̅ adalah 

konjugat 𝑥𝑖 , tunjukkan bahwa ‖. ‖ adalah norma yang diinduksi dari hasil kali 

dalam 

Penyelesaian: 

Berdasarkan contoh 2.12, [. , . ]: 𝑋 × 𝑋 → ℂ yang didefinisikan sebagai [𝑥, 𝑦] =

∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖̅
∞
𝑖=1  adalah hasil kali dalam. 

Sehingga  

‖𝑥‖ = (∑ 𝑥𝑖𝑥𝑖̅
∞
𝑖=1 )1/2  

= √[𝑥, 𝑥]  

= ([𝑥, 𝑥])1/2   

Terbukti bahwa ‖. ‖ adalah norma yang diinduksi dari hasil kali dalam. 

 

4.3 Seminorma yang Dibentuk dari Semi Hasil Kali Dalam 

Sebelum membahas sifat-sifat pada ruang semi hasil kali dalam, akan dibahas 

terlebih dahulu seminorma yang dibentuk dari semi hasil kali dalam atau ruang 

seminorma. Berikut definisinya. 

 

Definisi 4.5  (Seminorma) (Nel, 2016) 

Misalkan 𝑉 adalah ruang vektor. Fungsi ‖. ‖: 𝑉 → ℂ dikatakan seminorma pada 𝑉 

jika memenuhi. 

(O1). ‖𝑥‖ ≥ 0, (𝑥 ∈ 𝑉) 
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(O2). ‖𝛼𝑥‖ = |𝛼|‖𝑥‖,   (𝛼 ∈ ℂ, 𝑥 ∈ 𝑉) 

(O3). ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖,   (𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉) 

Jika ‖. ‖ memiliki sifat ‖𝑥‖ = 0 yang berakibat 𝑥 = 0, maka ‖. ‖ adalah norma 

(Wilde, 2003). 

Seminorma dapat didefinisikan menggunakan semi hasil kali dalam, yaitu sebagai 

berikut. 

‖𝑥‖ = √[𝑥, 𝑥] = [𝑥, 𝑥]
1
2 

(Promislow, 2008). 

 

Contoh 4.6 (Seminorma) 

Misalkan 𝑌 adalah himpunan semua barisan bilangan kompleks di mana untuk 𝑥 =

(𝑥𝑛) ∈ 𝑌 dengan  

𝑥𝑛 = {
𝑎𝑘 ∈ ℂ, 𝑎𝑘 ≠ 0  untuk 𝑛 = 2𝑘 − 1, 𝑘 ∈ ℕ
0 untuk  𝑛 = 2𝑘, 𝑘 ∈ ℕ                                

 

Didefinisikan ‖. ‖: 𝑌 × 𝑌 → ℂ sebagai 

‖𝑥‖ = ∑|𝑥2𝑛𝑥2𝑛̅̅ ̅̅̅|

∞

𝑛=1

 

Penjumlahan hasil kali suku-suku genap barisan (𝑥𝑛) dan konjugat suku-suku 

genap barisan (𝑦𝑛). Tunjukkan  bahwa ‖. ‖ adalah seminorma. 

Penyelesaian:  

Akan dibuktikan bahwa ‖. ‖ merupakan seminorma jika memenuhi kondisi berikut. 

(O1). Akan ditunjukkan bahwa ‖𝑥‖ ≥ 0   untuk semua 𝑥 ∈ 𝑌 

‖𝑥‖ = ∑ |𝑥2𝑛𝑥2𝑛̅̅ ̅̅̅|∞
𝑛=1    

= ∑ |𝑥2𝑛|2∞
𝑛=1 ≥ 0  



39 
 

 
 

= ‖𝑥‖ ≥ 0  

Karena modulus bilangan kompleks selalu non-negatif, maka terbukti 

bahwa ‖𝑥‖ ≥ 0. 

(O2). Akan dibuktikan bahwa ‖𝛼𝑥‖ = |𝛼|‖𝑥‖ 

‖𝛼𝑥‖ = ∑ 𝛼𝑥2𝑛𝑥2𝑛̅̅ ̅̅̅∞
𝑛=1   

= 𝛼 ∑ 𝑥2𝑛𝑥2𝑛̅̅ ̅̅̅∞
𝑛=1   

Terbukti bahwa ‖𝛼𝑥‖ = |𝛼|‖𝑥‖. 

(O3). Akan ditunjukkan bahwa ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖ 

‖𝑥 + 𝑦‖ = ∑ (𝑥2𝑛𝑥2𝑛̅̅ ̅̅̅∞
𝑛=1 + 𝑦2𝑛𝑦2𝑛̅̅ ̅̅̅)  

≤ ∑ |𝑥2𝑛|2∞
𝑛=1 + ∑ |𝑦2𝑛|2∞

𝑛=1   

≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖)  

Terbukti bahwa  ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖. 

Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa ‖. ‖ bukan merupakan norma di 𝑌. 

Untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑌, apabila  ‖𝑥‖ = 0 berakibat  𝑥 = 0. 

Pilih barisan 𝑥 = (2,0,1,0,3𝑖, 0,5,0, 𝑖, 0, … . ) 

‖𝑥‖ = ∑ |𝑥2𝑛𝑥2𝑛̅̅ ̅̅̅|∞
𝑛=1    

= ∑ |𝑥2𝑛|2∞
𝑛=1    

= 0  

Namun, dapat dilihat bahwa 𝑥 ≠ (0,0,0, … ). 

Ini menunjukkan bahwa ‖𝑥‖ adalah seminorma yang bukan norma. 

Karena semua aksioma terpenuhi maka ‖. ‖ merupakan seminorma. Selanjutnya, 

akan diberikan contoh seminorma yang diinduksi dari semi hasil kali dalam. 

Misalkan 𝑌 adalah himpunan semua barisan bilangan kompleks di mana untuk 𝑥 =

(𝑥𝑛) ∈ 𝑌 dengan  
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𝑥𝑛 = {
𝑎𝑘 ∈ ℂ, 𝑎𝑘 ≠ 0  untuk 𝑛 = 2𝑘 − 1, 𝑘 ∈ ℕ
0 untuk  𝑛 = 2𝑘, 𝑘 ∈ ℕ                                

 

Telah dibuktikan bahwa ‖𝑥‖ adalah seminorma pada contoh 4.6. Tunjukkan ‖. ‖ 

adalah seminorma yang diinduksi dari semi hasil kali dalam. 

Penyelesaian:  

Berdasarkan contoh 4.2 telah dibuktikan bahwa [. , . ] adalah ruang semi hasil kali 

dalam yang didefinisikan [. , . ]: 𝑌 × 𝑌 → ℂ sebagai [𝑥, 𝑦] = ∑ 𝑥2𝑛𝑦2𝑛̅̅ ̅̅̅∞
𝑛=1 . 

Sehingga  

‖𝑥‖ = √∑ 𝑥2𝑛𝑥2𝑛̅̅ ̅̅̅∞
𝑛=1    

= [∑ 𝑥2𝑛𝑥2𝑛̅̅ ̅̅̅∞
𝑛=1 ]

1

2     

= [𝑥, 𝑥]
1

2  

Terbukti bahwa ‖. ‖ adalah seminorma yang diinduksi dari semi hasil kali dalam. 

 

4.4 Sifat-Sifat Ruang Semi Hasil Kali Dalam 

Promislow (2008) telah memaparkan beberapa lemma, teorema, serta 

Proposisi yang terpenuhi pada ruang semi hasil kali dalam. Beberapa di antaranya 

yaitu, lemma identitas dasar, ketaksamaan Cauchy-Schwartz, ketaksamaan 

segitiga, dan lain sebagainya. 

 

Lemma 4.7 (Identitas Dasar) (Promislow, 2008) 

Diberikan 𝑉 adalah ruang semi hasil kali dalam, maka untuk semua 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 

berlaku, 

‖𝑥 + 𝑦‖2 = ‖𝑥‖2 + ‖𝑦‖2 + 2Re[𝑥, 𝑦] 

di mana Re[𝑥, 𝑦] menunjukkan bagian real dari [𝑥, 𝑦]. 
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Bukti: 

Untuk membuktikan lemma ini digunakan aksioma ruang semi hasil kali dalam, 

yaitu  

[𝑥 + 𝑦, 𝑧] = [𝑥, 𝑧] + [𝑦, 𝑧] 

serta 

[𝑥, 𝑦] = [𝑦, 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

maka 

‖𝑥 + 𝑦‖2 = [𝑥 + 𝑦, 𝑥 + 𝑦]     (kedua ruas dikuadratkan) 

= [𝑥, 𝑥 + 𝑦] + [𝑦, 𝑥 + 𝑦]  

= [𝑥, 𝑥] + [𝑥, 𝑦] + [𝑦, 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + [𝑦, 𝑦]    (berdasarkan I2) 

= ‖𝑥‖2 + [𝑥, 𝑦] + [𝑦, 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + ‖𝑦‖2  

= ‖𝑥‖2 + [𝑥, 𝑦] + [𝑥, 𝑦] + ‖𝑦‖2    (berdasarkan I4) 

= ‖𝑥‖2 + 2Re[𝑥, 𝑦] + ‖𝑦‖2   (lemma identitas dasar) 

Sehingga diperoleh 

‖𝑥 + 𝑦‖2 = ‖𝑥‖2 + ‖𝑦‖2 + 2Re[𝑥, 𝑦] 

Dengan demikian lemma identitas dasar terbukti. 

 

Teorema 4.8 (Ketaksamaan Cauchy-Schwartz) (Promislow, 2008) 

Diberikan 𝑉 adalah ruang semi hasil kali dalam, maka untuk semua 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 

berlaku, 

|[𝑥, 𝑦]| ≤ ‖𝑥‖‖𝑦‖ 

Pada kasus hasil kali dalam, maka persamaan tersebut berlaku jika dan hanya jika 

𝑥 dan 𝑦 bergantung linear (artinya salah satu dari 𝑥 atau 𝑦 adalah kelipatan skalar 

dari yang lain). 
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Bukti: 

Didefinisikan suatu fungsi 𝑓(𝑡) sebagai berikut. 

𝑓(𝑡) = ‖𝑥 + 𝑡𝑦‖2 

untuk semua 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉.  

Sehingga  

𝑓(𝑡) = ‖𝑥 + 𝑡𝑦‖2  

= [𝑥 + 𝑡𝑦, 𝑥 + 𝑡𝑦]      

= [𝑥, 𝑥] + 𝑡[𝑥, 𝑦] + 𝑡[𝑦, 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + 𝑡2[𝑦, 𝑦]    (berdasarkan I2) 

= ‖𝑥‖2 + 𝑡[𝑥, 𝑦] + 𝑡[𝑦, 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + 𝑡2‖𝑦‖2  

= ‖𝑥‖2 + 𝑡[𝑥, 𝑦] + 𝑡[𝑥, 𝑦] + 𝑡2‖𝑦‖2    (berdasarkan I4) 

= ‖𝑥‖2 + 2Re([𝑥, 𝑦])𝑡 + ‖𝑦‖2𝑡2  

Selanjutnya, persamaan kuadrat di atas secara umum dapat di bentuk menjadi 

𝑓(𝑡) = ‖𝑥‖2 + 2Re([𝑥, 𝑦])𝑡 + ‖𝑦‖2𝑡2 

𝑓(𝑡) = 𝑎𝑡2 + 𝑏𝑡 + 𝑐 

di mana 

𝑎 = ‖𝑦‖2  

𝑏 = 2Re([𝑥, 𝑦])  

𝑐 = ‖𝑥‖2  

Kemudian, untuk memastikan bahwa fungsi 𝑓(𝑡) tersebut selalu non-negatif, 

substitusikan persamaan kuadrat tersebut ke dalam diskriminan (∆) dari persamaan 

kuadrat yang dirumuskan sebagai berikut. 

∆= 𝑏2 − 4𝑎𝑐 

sehingga  

∆= (2Re([𝑥, 𝑦]))
2

− 4‖𝑦‖2‖𝑥‖2  
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= 4(Re([𝑥, 𝑦]))
2

− 4‖𝑦‖2‖𝑥‖2  

Agar fungsi 𝑓(𝑡) selalu non-negatif, maka haruslah ∆≤ 0, maka 

∆≤ 4(Re([𝑥, 𝑦]))
2

− 4‖𝑦‖2‖𝑥‖2  

4(Re([𝑥, 𝑦]))
2

≤ 4‖𝑦‖2‖𝑥‖2  

(Re([𝑥, 𝑦]))
2

≤ ‖𝑥‖2‖𝑦‖2  

Namun, yang ingin dibuktikan adalah ketaksamaan untuk modulus atau nilai mutlak 

dari [𝑥, 𝑦]. Karena |[𝑥, 𝑦]| lebih besar atau sama dengan |Re[𝑥, 𝑦]|, maka 

|[𝑥, 𝑦]|2 ≤ ‖𝑥‖2‖𝑦‖2  

|[𝑥, 𝑦]| ≤ ‖𝑥‖‖𝑦‖     (ketaksamaan Cauchy-Schawrtz) 

Pada kasus hasil kali dalam, ketaksamaan |[𝑥, 𝑦]| = ‖𝑥‖‖𝑦‖ terjadi jika dan hanya 

jika diskriminan dari fungsi kuadrat adaah nol, yaitu  

(Re([𝑥, 𝑦]))
2

= ‖𝑦‖2‖𝑥‖2 

Ini terjadi jika dan hanya jika |[𝑥, 𝑦]| = ‖𝑥‖‖𝑦‖. Hal ini dapat terjadi jika 𝑥 atau 

𝑦 bergantung linier, yaitu terdapat suatu skalar 𝛼 sehingga  

𝑥 = 𝛼𝑦 atau 𝑦 = 𝛼𝑥 . 

 

Proposisi 4.9 (Hukum Jajar Genjang) (Promislow, 2008) 

Diberikan 𝑉 adalah ruang semi hasil kali dalam, maka untuk semua 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 

berlaku, 

‖𝑥 + 𝑦‖2 + ‖𝑥 − 𝑦‖2 = 2(‖𝑥‖2 + ‖𝑦‖2) 

Bukti: 

Dengan menggunakan aksioma ruang semi hasil kali dalam serta lemma identitas 

dasar diperoleh 
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‖𝑥 + 𝑦‖2 + ‖𝑥 − 𝑦‖2 = [𝑥 + 𝑦, 𝑥 + 𝑦] + [𝑥 − 𝑦, 𝑥 − 𝑦]  

= [𝑥, 𝑥 + 𝑦] + [𝑦, 𝑥 + 𝑦] +[𝑥, 𝑥 − 𝑦] + [−𝑦, 𝑥 − 𝑦]  

= [𝑥, 𝑥] + [𝑥, 𝑦] + [𝑦, 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + [𝑦, 𝑦] +  

  [𝑥, 𝑥] + [𝑥, −𝑦] + [−𝑦, 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + [−𝑦, −𝑦] 

= ‖𝑥‖2 + [𝑥, 𝑦] + [𝑦, 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + ‖𝑦‖2 +‖𝑥‖2 − [𝑥, 𝑦] − 

  [𝑦, 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + ‖𝑦‖2  

sehingga 

‖𝑥 + 𝑦‖2 + ‖𝑥 − 𝑦‖2 = ‖𝑥‖2 + ‖𝑦‖2 + ‖𝑥‖2 + ‖𝑦‖2  

= ‖𝑥‖2 + ‖𝑥‖2 + ‖𝑦‖2 + ‖𝑦‖2 (berdasarkan V2) 

= 2‖𝑥‖2 + 2‖𝑦‖2  

= 2(‖𝑥‖2 + ‖𝑦‖2)   (berdasarkan V8)  

Dengan demikian hukum jajar genjang terbukti. 

 

Proposisi 4.10 (Identitas Polarisasi) (Promislow, 2008)  

Diberikan 𝑉 adalah ruang semi hasil kali dalam, maka untuk semua 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 

berlaku, 

[𝑥, 𝑦] =
1

4
(‖𝑥 + 𝑦‖2 − ‖𝑥 − 𝑦‖2 + 𝑖‖𝑥 + 𝑖𝑦‖2 − 𝑖‖𝑥 − 𝑖𝑦‖2) 

Bukti: 

Untuk semua 𝑥, 𝑦 ∈ ℂ, maka 

‖𝑥 + 𝑦‖2 = [𝑥 + 𝑦, 𝑥 + 𝑦]      

= [𝑥 + 𝑦, 𝑥] + [𝑥 + 𝑦, 𝑦]  

= [𝑥, 𝑥] + [𝑦, 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + [𝑥, 𝑦] + [𝑦, 𝑦]    (berdasarkan I2) 

= ‖𝑥‖2 + [𝑥, 𝑦] + [𝑦 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + ‖𝑦‖2  
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= ‖𝑥‖2 + [𝑥, 𝑦] + [𝑥, 𝑦] + ‖𝑦‖2  

= ‖𝑥‖2 + 2[𝑥, 𝑦] + ‖𝑦‖2  

= ‖𝑥‖2 + Re2[𝑥, 𝑦] + ‖𝑦‖2   (lemma identitas dasar) 

dan 

‖𝑥 − 𝑦‖2 = [𝑥 − 𝑦, 𝑥 − 𝑦]  

= [𝑥 − 𝑦, 𝑥] − [𝑥 − 𝑦, 𝑦]  

= [𝑥, 𝑥] − [𝑦, 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ − [𝑥, 𝑦] + [𝑦, 𝑦]    (berdasarkan I2) 

= ‖𝑥‖2 − [𝑥, 𝑦] − [𝑦 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + ‖𝑦‖2  

= ‖𝑥‖2 − [𝑥, 𝑦] − [𝑥, 𝑦] + ‖𝑦‖2  

= ‖𝑥‖2 − 2[𝑥, 𝑦] + ‖𝑦‖2  

= ‖𝑥‖2 − 2Re[𝑥, 𝑦] + ‖𝑦‖2   (lemma identitas dasar) 

Menurut (Kreyszig, 1989), jika 

Re[𝑥, 𝑦] =
1

4
(‖𝑥 + 𝑦‖2 − ‖𝑥 − 𝑦‖2) 

diperoleh 

1

4
((‖𝑥‖2 + 2Re[𝑥, 𝑦] + ‖𝑦‖2) − (‖𝑥‖2 − 2Re[𝑥, 𝑦] + ‖𝑦‖2))  

=
1

4
(‖𝑥‖2 + 2Re[𝑥, 𝑦] + ‖𝑦‖2 − ‖𝑥‖2 + 2Re[𝑥, 𝑦] − ‖𝑦‖2)  

=
1

4
(2Re[𝑥, 𝑦] + 2Re[𝑥, 𝑦])  

=
1

4
(4Re[𝑥, 𝑦])  

= Re[𝑥, 𝑦]          (1) 

Selanjutnya dengan mengalikan 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦  dengan −𝑖 didapatkan 

Im[𝑥, 𝑦] = Re([𝑥, 𝑖𝑦]) 

Akan diubah bagian imajiner atau 𝑦 menjadi bagian real atau 𝑥, didapatkan 
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−𝑖(𝑧) = −𝑖(𝑥 + 𝑖𝑦)  

−𝑖𝑧 = −𝑖𝑥 − 𝑖2𝑦  

maka 

 −𝑖𝑧 = −𝑖𝑥 − 𝑖2𝑦  

= −𝑖𝑥 − (−1)𝑦       (karena nilai 𝑖2 = −1) 

= −𝑖𝑥 + 𝑦  

= 𝑦 − 𝑖𝑥  

Bagian real dari −𝑖𝑧 adalah 𝑦, sehingga 

y = Re(−𝑖𝑧) = Re(−𝑖[𝑥, 𝑦]) = Re(−[𝑖𝑥, 𝑦]) = Re([𝑖𝑥, −𝑦])  

diketahui bahwa 𝑦 adalah bagian imajiner atau Im[𝑥, 𝑦], maka 

Im[𝑥, 𝑦] = Re([𝑖𝑥, −𝑦]) 

Karena perkalian dengan −𝑖 mengubah bagian imajiner menjadi real dan 

sebaliknya, maka bagian imajiner dari [𝑖𝑥, −𝑦] adalah bagian real dari [𝑥, 𝑖𝑦], 

sehingga  

Re([𝑖𝑥, −𝑦]) = Re([𝑥, 𝑖𝑦]) 

maka,  

Im[𝑥, 𝑦] = Re([𝑖𝑥, −𝑦]) = Re([𝑥, 𝑖𝑦]) 

Dengan demikian dari persamaan diatas dapat disimpulkan bahwa  

Im[𝑥, 𝑦] = Re([𝑥, 𝑖𝑦]) 

Sehingga diperoleh 

[𝑥, 𝑦] = Re[𝑥, 𝑦] + 𝑖Im[𝑥, 𝑦]  

= Re[𝑥, 𝑦] + 𝑖Re([𝑥, 𝑖𝑦]  

Selanjutnya telah diketahui bahwa  

Re[𝑥, 𝑦] =
1

4
(‖𝑥 + 𝑦‖2 − ‖𝑥 − 𝑦‖2) 



47 
 

 
 

maka untuk 𝑖Re([𝑥, 𝑖𝑦]) 

𝑖Re([𝑥, 𝑖𝑦]) =
1

4
(‖𝑥 + 𝑖𝑦‖2 − ‖𝑥 − 𝑖𝑦‖2) 

Kemudian perhatikan bahwa 

‖𝑥 + 𝑖𝑦‖2 = [𝑥 + 𝑖𝑦, 𝑥 + 𝑖𝑦]      

= [𝑥 + 𝑖𝑦, 𝑥] + [𝑥 + 𝑖𝑦, 𝑖𝑦]  

= [𝑥, 𝑥] + [𝑖𝑦, 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + [𝑥, 𝑖𝑦] + [𝑖𝑦, 𝑖𝑦]   (berdasarkan  I2) 

= ‖𝑥‖2 + [𝑥, 𝑖𝑦] + [𝑖𝑦, 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + 𝑖‖𝑦‖2  

= ‖𝑥‖2 + [𝑥, 𝑖𝑦] + [𝑥, 𝑖𝑦] + 𝑖‖𝑦‖2  

= ‖𝑥‖2 + 2[𝑥, 𝑖𝑦] + 𝑖‖𝑦‖2  

dan 

‖𝑥 − 𝑖𝑦‖2 = [𝑥 − 𝑖𝑦, 𝑥 − 𝑖𝑦]  

= [𝑥 − 𝑖𝑦, 𝑥] − [𝑥 − 𝑖𝑦, 𝑖𝑦]  

= [𝑥, 𝑥] − [𝑖𝑦, 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ − [𝑥, 𝑖𝑦] + [𝑖𝑦, 𝑖𝑦]   (berdasarkan I2) 

= ‖𝑥‖2 − [𝑖𝑦, 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ − [𝑥, 𝑖𝑦] + 𝑖‖𝑦‖2  

= ‖𝑥‖2 − [𝑥, 𝑖𝑦] − [𝑥, 𝑖𝑦] + 𝑖‖𝑦‖2  

= ‖𝑥‖2 − 2[𝑥, 𝑖𝑦] + 𝑖‖𝑦‖2  

Maka diperoleh 

1

4
𝑖((‖𝑥‖2 + 2[𝑥, 𝑖𝑦] + 𝑖‖𝑦‖2) − (‖𝑥‖2 − 2[𝑥, 𝑖𝑦] + 𝑖‖𝑦‖2)  

=
1

4
𝑖(‖𝑥‖2 + 2[𝑥, 𝑖𝑦] + 𝑖‖𝑦‖2 − ‖𝑥‖2 + 2[𝑥, 𝑖𝑦] − 𝑖‖𝑦‖2)  

=
1

4
𝑖(2[𝑥, 𝑖𝑦] + 2[𝑥, 𝑖𝑦])  

=
1

4
4𝑖[𝑥, 𝑖𝑦]  

= 𝑖Re([𝑥, 𝑖𝑦])         (2) 
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Dengan demikian dengan menggabungkan (1) dan (2), maka identitas polarisasi 

terbukti. 

[𝑥, 𝑦] = Re[𝑥, 𝑦] + 𝑖Re([𝑥, 𝑖𝑦])  

= Re[𝑥, 𝑦] + 𝑖Im[𝑥, 𝑦]  

=
1

4
(‖𝑥 + 𝑦‖2 − ‖𝑥 − 𝑦‖2 + 𝑖‖𝑥 + 𝑖𝑦‖2 − 𝑖‖𝑥 − 𝑖𝑦‖2)  

 

Teorema 4.11 (Promislow, 2008)  

Jika suatu norma ‖. ‖ pada ruang vektor 𝑉 atas lapangan kompleks memenuhi 

hukum jajar genjang, maka norma tersebut dapat diinduksi oleh hasil kali dalam. 

Garis besar bukti: 

Definisikan suatu fungsi [. , . ]: 𝑉 × 𝑉 → ℂ yang diduga menjadi hasil kali dalam 

untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 sebagai  

[𝑥, 𝑦] =
1

4
(‖𝑥 + 𝑦‖2 − ‖𝑥 − 𝑦‖2 + 𝑖‖𝑥 + 𝑖𝑦‖2 − 𝑖‖𝑥 − 𝑖𝑦‖2) 

Akan ditunjukkan bahwa fungsi [𝑥, 𝑦] tersebut memenuhi aksioma-aksioma hasil 

kali dalam. Aksioma konjugat simetris dan positivitas sudah jelas. Aksioma 

kelinearan pada variable pertama perlu dibuktikan menggunakan beberapa operasi 

aljabar dan sebagain menggunakan hukum jajar genjang. 

Bukti: 

Diberikan bahwa norma ‖. ‖ pada 𝑉 memenuhi hukum jajar genjang jika untuk 

setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉, berlaku 

‖𝑥 + 𝑦‖2 + ‖𝑥 − 𝑦‖2 = 2(‖𝑥‖2 + ‖𝑦‖2) 

Didefinisikan fungsi [. , . ]: 𝑉 × 𝑉 → ℂ sebagai berikut. 

[𝑥, 𝑦] =
1

4
(‖𝑥 + 𝑦‖2 − ‖𝑥 − 𝑦‖2 + 𝑖‖𝑥 + 𝑖𝑦‖2 − 𝑖‖𝑥 − 𝑖𝑦‖2)   
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Selanjutnya,akan ditunjukkan bahwa [. , . ] merupakan hasil kali dalam. 

1. Akan ditunjukkan bahwa [𝑥, 𝑥] ≥ 0 

Dengan menggunakan hukum jajar genjang, diperoleh 

 ‖𝑥 − 𝑥‖ = 0, maka  ‖𝑥 − 𝑥‖2 = 0  

dan 

‖𝑥 + 𝑥‖ = 2‖𝑥‖, maka  ‖𝑥 + 𝑥‖2 = 4‖𝑥‖2 

serta 

‖𝑥 + 𝑖𝑥‖2 = ‖(1 + 𝑖)𝑥‖2 = (1 + 𝑖)2‖𝑥‖2 

dan 

‖𝑥 − 𝑖𝑥‖2 = ‖(1 − 𝑖)𝑥‖2 = (1 − 𝑖)2‖𝑥‖2 

maka 

[𝑥, 𝑥] =
1

4
(‖𝑥 + 𝑥‖2 − ‖𝑥 − 𝑥‖2 + 𝑖‖𝑥 + 𝑖𝑥‖2 − 𝑖‖𝑥 − 𝑖𝑥‖2)  

=
1

4
(4‖𝑥‖2 − 0 + 𝑖((1 + 𝑖)2‖𝑥‖2) − 𝑖((1 − 𝑖)2‖𝑥‖2))  

=
1

4
(4‖𝑥‖2)  

= ‖𝑥‖2  

= [𝑥, 𝑥] ≥ 0  

 Karena modulus bilangan kompleks selalu non-negatif, terlebih jika 

dikuadratkan, maka terbukti bahwa bahwa [𝑥, 𝑥] ≥ 0. 

2. Akan ditunjukkan bahwa  [𝑥, 𝑥] = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 0 

Dengan menggunakan hukum jajar genjang, didapat  

 ‖𝑥 − 𝑥‖ = 0, maka  ‖𝑥 − 𝑥‖2 = 0  

dan 

‖𝑥 + 𝑥‖ = 2‖𝑥‖ = 2(0) = 0, maka  ‖𝑥 + 𝑥‖2 = 4‖𝑥‖2 = 4(0)2 = 0 
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serta 

‖𝑥 + 𝑖𝑥‖2 = ‖(1 + 𝑖)𝑥‖2  

= (1 + 𝑖)2‖𝑥‖2  

= (1 + 𝑖)2(0)2 = 0  

dan 

‖𝑥 − 𝑖𝑥‖2 = ‖(1 − 𝑖)𝑥‖2  

= (1 − 𝑖)2‖𝑥‖2  

= (1 − 𝑖)2(0)2 = 0  

maka 

[𝑥, 𝑥] =
1

4
(‖𝑥 + 𝑥‖2 − ‖𝑥 − 𝑥‖2 + 𝑖‖𝑥 + 𝑖𝑥‖2 − 𝑖‖𝑥 − 𝑖𝑥‖2)  

=
1

4
(0 − 0 + 0 − 0)  

=
1

4
(0)  

= 0  

Dengan demikian, [𝑥, 𝑥] = 0  jika dan hanya jika 𝑥 = 0 

3. Akan ditunjukkan bahwa  [𝛼𝑥 + 𝛽𝑦, 𝑧] = 𝛼[𝑥, 𝑧] + 𝛽[𝑦, 𝑧] 

Untuk semua 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈  𝑉 dan 𝛼, 𝛽 ∈  ℂ, maka dengan menggunakan hukum 

jajar genjang didapatkan 

‖𝑧 + 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦‖2 = ‖(𝑧 + 𝛼𝑥) + 𝛽𝑦‖2    (berdasarkan V3) 

= ‖𝑧 + 𝛼𝑥‖2 + ‖𝛽𝑦‖2 + 2[𝑧 + 𝛼𝑥, 𝛽𝑦]  

‖𝑧 − 𝛼𝑥 − 𝛽𝑦‖2 = ‖(𝑧 + 𝛼𝑥) − 𝛽𝑦‖2    (berdasarkan V3) 

= ‖𝑧 + 𝛼𝑥‖2 + ‖𝛽𝑦‖2 − 2[𝑧 + 𝛼𝑥, 𝛽𝑦]  

‖𝑧 + 𝛼𝑥 + 𝑖𝛽𝑦‖2 = ‖(𝑧 + 𝛼𝑥) + 𝑖𝛽𝑦‖2   (berdasarkan V3) 

= ‖𝑧 + 𝛼𝑥‖2 + ‖𝑖𝛽𝑦‖2 + 2𝑖[𝑧 + 𝛼𝑥, 𝑖𝛽𝑦]  
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‖𝑧 − 𝛼𝑥 − 𝑖𝛽𝑦‖2 = ‖(𝑧 + 𝛼𝑥) − 𝑖𝛽𝑦‖2   (berdasarkan V3) 

= ‖𝑧 + 𝛼𝑥‖2 + ‖𝑖𝛽𝑦‖2 − 2[𝑧 + 𝛼𝑥, 𝑖𝛽𝑦]  

maka 

[𝛼𝑥 + 𝛽𝑦, 𝑧] =
1

4
(‖𝑧 + 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦‖2 − ‖𝑧 − 𝛼𝑥 − 𝛽𝑦‖2 +  

𝑖‖𝑧 + 𝛼𝑥 + 𝑖𝛽𝑦‖2 − 𝑖‖𝑧 − 𝛼𝑥 − 𝑖𝛽𝑦‖2)  

=
1

4
((‖𝑧 + 𝛼𝑥‖2 + ‖𝛽𝑦‖2 + 2[𝑧 + 𝛼𝑥, 𝛽𝑦]) −  

(‖𝑧 + 𝛼𝑥‖2 + ‖𝛽𝑦‖2 − 2[𝑧 + 𝛼𝑥, 𝛽𝑦]) + 

𝑖(‖𝑧 + 𝛼𝑥‖2 + ‖𝑖𝛽𝑦‖2 + 2𝑖[𝑧 + 𝛼𝑥, 𝑖𝛽𝑦]) − 

𝑖(‖𝑧 + 𝛼𝑥‖2 + ‖𝑖𝛽𝑦‖2 − 2[𝑧 + 𝛼𝑥, 𝑖𝛽𝑦])  

  =
1

4
(‖𝑧 + 𝛼𝑥‖2 + ‖𝛽𝑦‖2 + 2[𝑧 + 𝛼𝑥, 𝛽𝑦] −  

‖𝑧 + 𝛼𝑥‖2 − ‖𝛽𝑦‖2 + 2[𝑧 + 𝛼𝑥, 𝛽𝑦] + 

       𝑖(‖𝑧 + 𝛼𝑥‖2 + ‖𝑖𝛽𝑦‖2 + 2𝑖[𝑧 + 𝛼𝑥, 𝑖𝛽𝑦] − 

‖𝑧 + 𝛼𝑥‖2 − ‖𝑖𝛽𝑦‖2 + 2[𝑧 + 𝛼𝑥, 𝑖𝛽𝑦])  

=
1

4
(2[𝑧 + 𝛼𝑥, 𝛽𝑦] + 2[𝑧 + 𝛼𝑥, 𝛽𝑦]) +  

𝑖(2𝑖[𝑧 + 𝛼𝑥, 𝑖𝛽𝑦] + 2[𝑧 + 𝛼𝑥, 𝑖𝛽𝑦])  

=
1

4
(4[𝑧 + 𝛼𝑥, 𝛽𝑦] + 4𝑖[𝑧 + 𝛼𝑥, 𝑖𝛽𝑦])  

=
1

4
(4[𝑧, 𝛽𝑦] + 4[𝛼𝑥, 𝛽𝑦] + 4𝑖[𝑧, 𝑖𝛽𝑦] + 4𝑖[𝛼𝑥, 𝑖𝛽𝑦])  

=
1

4
(4[𝑧, 𝛽𝑦] + 4𝛼[𝑥, 𝛽𝑦] + 4𝑖[𝑧, 𝑖𝛽𝑦] + 4𝑖𝛼[𝑥, 𝑖𝛽𝑦])  

=
1

4
(4([𝑧, 𝛽𝑦] + 𝛼[𝑥, 𝛽𝑦] + 𝑖[𝑧, 𝑖𝛽𝑦] + 𝑖𝛼[𝑥, 𝑖𝛽𝑦]))  

= [𝑧, 𝛽𝑦] + 𝛼[𝑥, 𝛽𝑦] + 𝑖[𝑧, 𝑖𝛽𝑦] + 𝑖𝛼[𝑥, 𝑖𝛽𝑦]  

= 𝛼[𝑥, 𝑧] + 𝛽[𝑦, 𝑧]  

Dengan demikian terbukti bahwa  [𝛼𝑥 + 𝛽𝑦, 𝑧] = 𝛼[𝑥, 𝑧] + 𝛽[𝑦, 𝑧]. 
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4. Akan ditunjukkan bahwa  [𝑥, 𝑦] = [𝑦, 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

Untuk semua 𝑥, 𝑦 ∈  𝑉 

[𝑦, 𝑥] =
1

4
(‖𝑦 + 𝑥‖2 − ‖𝑦 − 𝑥‖2 + 𝑖‖𝑦 + 𝑖𝑥‖2 − 𝑖‖𝑦 + 𝑖𝑥‖2)  

Dengan menggunakan hukum jajar genjang, maka  

‖𝑥 + 𝑦‖2 = [𝑥 + 𝑦, 𝑥 + 𝑦]      

= [𝑥 + 𝑦, 𝑥] + [𝑥 + 𝑦, 𝑦]  

= [𝑥, 𝑥] + [𝑦, 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + [𝑥, 𝑦] + [𝑦, 𝑦]   

= ‖𝑥‖2 + [𝑥, 𝑦] + [𝑥, 𝑦] + ‖𝑦‖2  

= ‖𝑥‖2 + 2[𝑥, 𝑦] + ‖𝑦‖2  

‖𝑦 + 𝑥‖2 = [𝑦 + 𝑥, 𝑦 + 𝑥]      

= [𝑦 + 𝑥, 𝑦] + [𝑦 + 𝑥, 𝑥]  

= [𝑦, 𝑦] + [𝑦, 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + [𝑥, 𝑦] + [𝑥, 𝑥]   

= ‖𝑦‖2 + [𝑥, 𝑦] + [𝑥, 𝑦] + ‖𝑥‖2 = ‖𝑥‖2 + 2[𝑥 𝑦] + ‖𝑦‖2 

Sehingga ‖𝑥 + 𝑦‖2 = ‖𝑦 + 𝑥‖2  

dan 

‖𝑥 − 𝑦‖2 = [𝑥 − 𝑦, 𝑥 − 𝑦]      

= [𝑥 − 𝑦, 𝑥] − [𝑥 − 𝑦, 𝑦]  

= [𝑥, 𝑥] − [𝑦, 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ − [𝑥, 𝑦] − [𝑦, 𝑦]   

= ‖𝑥‖2 − [𝑥, 𝑦] − [𝑥, 𝑦] − ‖𝑦‖2  

= ‖𝑥‖2 − 2[𝑥, 𝑦] − ‖𝑦‖2  

‖𝑦 − 𝑥‖2 = [𝑦 − 𝑥, 𝑦 − 𝑥]      

= [𝑦 − 𝑥, 𝑦] − [𝑦 − 𝑥, 𝑥]  

= [𝑦, 𝑦] − [𝑦, 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ − [𝑥, 𝑦] + [𝑥, 𝑥]   
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= ‖𝑦‖2 − [𝑥, 𝑦] − [𝑥, 𝑦] + ‖𝑥‖2 = ‖𝑥‖2 − 2[𝑥, 𝑦] + ‖𝑦‖2 

Sehingga ‖𝑥 − 𝑦‖2 = ‖𝑦 − 𝑥‖2 . 

Serta perhatikan bahwa 

‖𝑥 + 𝑖𝑦‖2 = [𝑥 + 𝑖𝑦, 𝑥 + 𝑖𝑦]      

= [𝑥 + 𝑖𝑦, 𝑥] + [𝑥 + 𝑖𝑦, 𝑖𝑦]  

= [𝑥, 𝑥] + [𝑖𝑦, 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + [𝑥, 𝑖𝑦] + [𝑖𝑦, 𝑖𝑦]   

= ‖𝑥‖2 + [𝑥, 𝑖𝑦] + [𝑥, 𝑖𝑦] + 𝑖‖𝑦‖2  

= ‖𝑥‖2 + 2[𝑥, 𝑖𝑦] + 𝑖‖𝑦‖2  

‖𝑖𝑦 + 𝑥‖2 = [𝑖𝑦 + 𝑥, 𝑖𝑦 + 𝑥]      

= [𝑖𝑦 + 𝑥, 𝑖𝑦] + [𝑖𝑦 + 𝑥, 𝑥]  

= [𝑖𝑦, 𝑖𝑦] + [𝑖𝑦, 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + [𝑥, 𝑖𝑦] + [𝑥, 𝑥]   

= 𝑖‖𝑦‖2 + [𝑥, 𝑖𝑦] + [𝑥, 𝑖𝑦] + ‖𝑥‖2 = ‖𝑥‖2 + 2[𝑥, 𝑖𝑦] + 𝑖‖𝑦‖2 

Sehingga ‖𝑥 + 𝑖𝑦‖2 = ‖𝑦 + 𝑖𝑥‖2. 

Kemudian 

‖𝑥 − 𝑖𝑦‖2 = [𝑥 − 𝑖𝑦, 𝑥 − 𝑖𝑦]      

= [𝑥 − 𝑖𝑦, 𝑥] − [𝑥 − 𝑖𝑦, 𝑖𝑦]  

= [𝑥, 𝑥] − [𝑖𝑦, 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ − [𝑥, 𝑖𝑦] − [𝑖𝑦, 𝑖𝑦]   

= ‖𝑥‖2 − [𝑥, 𝑖𝑦] − [𝑥, 𝑖𝑦] − 𝑖‖𝑦‖2  

= ‖𝑥‖2 − 2[𝑥, 𝑖𝑦] − 𝑖‖𝑦‖2  

‖𝑖𝑦 − 𝑥‖2 = [𝑖𝑦 − 𝑥, 𝑖𝑦 − 𝑥]      

= [𝑖𝑦 − 𝑥, 𝑖𝑦] − [𝑖𝑦 − 𝑥, 𝑥]  

= [𝑖𝑦, 𝑖𝑦] − [𝑖𝑦, 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ − [𝑥, 𝑖𝑦] + [𝑥, 𝑥]   

= 𝑖‖𝑦‖2 − [𝑥, 𝑖𝑦] − [𝑥, 𝑖𝑦] + ‖𝑥‖2 = ‖𝑥‖2 − 2[𝑥 𝑖𝑦] + 𝑖‖𝑦‖2 

Sehingga ‖𝑥 − 𝑖𝑦‖2 = ‖𝑦 − 𝑖𝑥‖2 . 



54 
 

 
 

maka 

[𝑥, 𝑦] =
1

4
(‖𝑥 + 𝑦‖2 − ‖𝑥 − 𝑦‖2 + 𝑖‖𝑥 + 𝑖𝑦‖2 − 𝑖‖𝑥 − 𝑖𝑦‖2)  

=
1

4
(‖𝑦 + 𝑥‖2 − ‖𝑦 − 𝑥‖2 + 𝑖‖𝑦 + 𝑖𝑥‖2 − 𝑖‖𝑦 + 𝑖𝑥‖2)  

=
1

4
((‖𝑥‖2 − 2[𝑦, 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + ‖𝑦‖2 − ‖𝑥‖2 + 2[𝑦, 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ − ‖𝑦‖2) +  

    𝑖(‖𝑥‖2 + 2[𝑖𝑦, 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + 𝑖‖𝑦‖2 − ‖𝑥‖2 + 2[𝑖𝑦, 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ − 𝑖‖𝑦‖2))  

=
1

4
((4[𝑦, 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) + (4𝑖[𝑖𝑦, 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  

=
1

4
4([𝑦, 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ + 𝑖[𝑖𝑦, 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ )  

= [𝑦, 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  

Dengan demikian terbukti bahwa [𝑥, 𝑦] = [𝑦, 𝑥]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

Karena semua aksioma terpenuhi, maka terbukti bahwa [. , . ] adalah hasil kali dalam 

yang menginduksi norma ‖. ‖, yang membuktikan bahwa norma tersebut dapat 

diinduksi oleh hasil kali dalam. 

Selanjutnya akan dipaparkan sifat ruang semi hasil kali dalam yang terakhir, 

 

Teorema 4.12 (Kekontinuan Hasil Kali Dalam) (Promislow, 2008) 

Diberikan 𝑉 adalah ruang semi hasil kali dalam. Pada setiap ruang semi hasil kali 

dalam, jika barisan (𝑥𝑛) → 𝑥 dan (𝑦𝑛) → 𝑦, maka ([𝑥𝑛, 𝑦𝑛]) → [𝑥, 𝑦] untuk 𝑥, 𝑦 ∈

𝑉. 

Bukti: 

Untuk semua 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉.  

|[𝑥𝑛, 𝑦𝑛] − [𝑥, 𝑦]| = |[𝑥𝑛, 𝑦𝑛] − [𝑥𝑛, 𝑦] + [𝑥𝑛, 𝑦] − [𝑥, 𝑦]|  

= |([𝑥𝑛, 𝑦𝑛] − [𝑥𝑛, 𝑦]) + ([𝑥𝑛 , 𝑦] − [𝑥, 𝑦])| (ketaksamaan 

 segitiga) 
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≤ |[𝑥𝑛, 𝑦𝑛] − [𝑥𝑛, 𝑦]| + |[𝑥𝑛, 𝑦] − [𝑥, 𝑦]|  

≤ |[𝑥𝑛, 𝑦𝑛 − 𝑦]| + |[𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑦]|  

Pada ketaksamaan yang terakhir beradasarkan ketaksamaan Cauchy-Schwartz 

didapatkan 

|[𝑥𝑛 , 𝑦𝑛] − [𝑥, 𝑦]| ≤ ‖𝑥𝑛‖‖𝑦𝑛 − 𝑦‖ + ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖‖𝑦‖    

Karena barisan (𝑥𝑛) dan (𝑦𝑛) adalah konvergen, maka ‖𝑥𝑛‖ dan ‖𝑦𝑛‖ terbatas dan 

ketika 𝑛 → ∞, lim
𝑛→∞

( 𝑥𝑛, 𝑦𝑛) = (𝑥, 𝑦) atau dapat ditulis ([𝑥𝑛, 𝑦𝑛]) → [𝑥, 𝑦]. Dengan 

demikian terbukti bahwa jika barisan (𝑥𝑛) → 𝑥 dan (𝑦𝑛) → 𝑦, maka ([𝑥𝑛, 𝑦𝑛]) →

[𝑥, 𝑦] untuk 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉. 

 

4.5 Kajian Integrasi Al-Qur’an/Hadist 

Dalam membuktikan sifat-sifat ruang semi hasil kali dalam, tentunya 

memerlukan definisi-definisi yang berkaitan dengan ruang semi hasil kali dalam. 

Terdapat beragam sifat yang berlaku pada ruang semi hasil kali dalam, beberapa di 

antaranya adalah identitas dasar, ketaksamaan Cauchy-schwartz, hukum jajar 

genjang, dan lain sebagainya. Hal ini serupa dengan al-Qur’an surat Al-Hasyr ayat 

22 sampai 24 yang menjelaskan bahwa Allah subhanahu wata’ala  juga memiliki 

sifat yang bermacam-macam. Ada banyak sifat kesempurnaan yang dimiliki Allah, 

tetapi yang wajib diketahui ada sebanyak dua puluh sifat. 

Sifat-sifat wajib bagi Allah yaitu wujud (ada), qidam (terdahulu), baqaa 

(kekal), mukhalafatu lil hawadisi (berbeda dengan makhluk), qiyamuhu binafsihi 

(berdiri sendiri), wahdaniyah (esa), qudrah (kuasa), iradah (berkehendak), ilmu 

(mengetahui), hayaat (hidup), sama’ (mendengar), bashar (melihat), kalam 

(berfirman), qadiran (kuasa), muridan (berkehendak), ‘aaliman (mengetahui), 
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hayyan (hidup), sami’an (mendengar), bashiran (melihat), mutakaliman 

(berfirman). Berikut ini penjelasan tentang beberapa sifat wajib bagi Allah 

subhanahu wata’ala (Arifinsyah, 2020). 

1. Wujud (ada) 

Syekh Muhammad Zain dan Muhammad Quraish Shihab menegaskan bahwa 

keberadaan Allah adalah suatu yang pasti, yang diyakini oleh setiap manusia 

tanpa terkecuali. Mereka menjelaskan bahwa Al-Qur’an dan kitab-kitab 

samawi sebelumnya tidak menuturkan tentang keberadaan Tuhan tersebut, 

tetapi eksistensi (keberadaan) Allah dapat dibuktikan melalui eksistensi alam 

semesta yang teratur dengan hukum-hukumnya. Hal itu membuktikan bahwa 

ada yang mengatur alam, yaitu Allah subhanahu wata’ala. 

2. Qidam (terdahulu) 

Qidam Allah yaitu tidak ada permulaan bagi Allah ta’ala atau tidak ada yang 

mendahului-Nya. Makhluk lain berpangkal, sedangkan Allah tidak 

berpangkal. Alam semesta ini ada karena ada yang mengatur dan 

menciptakan. Segala sesuatu yang baru pasti memiliki pencipta yang 

mendahuluinya, dan Allah adalah yang awal dan juga yang akhir. 

3. Baqaa (kekal) 

Menurut Syekh Muhammad Zain kekal adalah tidak ada akhir atau kesudahan 

bagi wujud Allah, artinya keberadaan Allah itu tidak diputus atau diakhiri 

dengan ketiadaan. Semua makhluk di bumi, termasuk manusia dan hewan, 

serta semua makhluk di langit, akan mengalami kebinasaan dan akhir 

kehidupan. Tidak ada yag tersisa kecuali mereka yang dikehendaki oleh 

Allah.  
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4. Mukhalafatu lil hawadisi (berbeda dengan makhluk) 

Allah tidak bersifat seperti makhluk, bukan jisim yang membutuhkan ruang, 

dan bukan sifat yang ada pada zat, tidak memiliki anggota tubuh, tidak 

memiliki arah, dan tidak pula bertempat. Jika Allah serupa dengan makhluk, 

maka status kebaruan Allah akan sama dengan kebaruan makhluk. Jika Allah 

menyerupai makhluk, maka pasti terdapat kemiripan antara Tuhan dan 

makhluk dalam beberapa aspek atau bagian. 

5. Qiyamuhu binafsihi (berdiri sendiri) 

Al-Qayyum berarti sendiri, yang tidak bersandar atau bergantung kepada yang 

lain karena semua yang lain adalah makhluk-Nya. Allah adalah sumber 

kehidupan yang memungkinkan semua makhluk tercipta. Menurut Syekh 

Muhammad Zain, Allah berdiri sendiri tanpa mengandalkan pada makhluk 

lain karena Allah adalah pencipta makhluk. 

Memahami sifat-sifat wajib bagi Allah tidak hanya memperkaya pengetahuan 

manusia tentang keagungan-Nya, tetapi juga memperkokoh pondasi iman manusia. 

Dengan merenungkan sifat-sifat Allah yang abadi dan sempurna, manusia diberi 

kekuatan serta ketenangan untuk menjalani kehidupan dengan penuh kepercayaan 

kepada-Nya. Dengan demikian, pemahaman akan sifat-sifat Allah bukan hanya 

sekedar kajian intelektual, tetapi juga sebuh perjalanan spiritual yang 

menghidupkan dan memperdalam hubungan manusia dengan Sang Pencipta. 
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BAB V 

PENUTUP 

 

5.1 Kesimpulan 

Berdasarkan hasil pembahasan yang telah dipaparkan pada bab empat, maka 

dapat disimpulkan bahwa pada ruang semi hasil kali dalam berlaku sifat-sifat 

sebagai berikut. Misalkan 𝑉 adalah ruang semi hasil kali dalam. Maka berlaku, 

1. ‖𝑥 + 𝑦‖2 = ‖𝑥‖2 + ‖𝑦‖2 + 2Re[𝑥, 𝑦], untuk semua 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 

dimana Re[𝑥, 𝑦] menunjukkan bagian real dari [𝑥, 𝑦]. 

2. |[𝑥, 𝑦]| ≤ ‖𝑥‖‖𝑦‖, untuk semua 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 

Pada kasus hasil kali dalam, maka persamaan berlaku jika dan hanya jika 𝑥 

dan 𝑦 bergantung linear (artinya salah satu dari 𝑥 atau 𝑦 adalah kelipatan 

skalar dari yang lain). 

3. ‖𝑥 + 𝑦‖2 + ‖𝑥 − 𝑦‖2 = 2(‖𝑥‖2 + ‖𝑦‖2), untuk semua 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉. 

4. [𝑥, 𝑦] =
1

4
(‖𝑥 + 𝑦‖2 − ‖𝑥 − 𝑦‖2 + 𝑖‖𝑥 + 𝑖𝑦‖2 − 𝑖‖𝑥 − 𝑖𝑦‖2), untuk semua 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉. 

5. Jika suatu norma ‖. ‖ pada ruang vektor 𝑉 memenuhi hukum jajar genjang, 

maka norma tersebut dapat diinduksi oleh hasil kali dalam. 

6. Jika barisan (𝑥𝑛) → 𝑥 dan (𝑦𝑛) → 𝑦, maka ([𝑥𝑛, 𝑦𝑛]) → [𝑥, 𝑦] untuk 𝑥, 𝑦 ∈

𝑉. 

 

5.2 Saran 

Pada penelitian ini, peneliti hanya berfokus pada ruang semi hasil kali dalam 

saja. Oleh karena itu, untuk penelitian selanjutnya diharapkan dapat 
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mengembangkan kepada ruang yang lebih luar, seperti ruang semi hasil kali dalam-

2 ataupun yang lainnya. Harapan peneliti, penelitian ni dapat menjadi kontribusi 

penting pada masa mendatang untuk membantu pemahaman terkait ruang semi 

hasil kali dalam. 
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