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DAFTAR LAMBANG
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ABSTRAK

Nasikah, Faridhatun. 2011. Operator Pada Ruang Hilbert. Skripsi. Jurusan Matematika
Fakultas Sains dan Teknologi Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim
Malang.
Pembimbing: (I) Hairur Rahman, M. Si
(ID) Dr. H. Munirul Abidin, M.Ag

Salah satu permasalahan pada analisis fungsional adalah operator linier. Operator
linier didefinisikan: Diberikan X dan Y dua ruang vektor. Operator T: X — Y
disebut operator linier jika memenuhi dua kondisi berikut ini:

Tx+y)=Tx+Ty ;Vx,y€EX
T(ax) =aTx ;Vx€X,a €TF

dimana F field

Operator linier tidak hanya terdapat pada ruang vector tetapi berlaku juga pada
ruang norm, ruang metrics dan ruang Hilbert. Manfaat dari adanya operator pada
ruang Hilbert banyak sekali diantaranya menimbulkan pemikiran baru tentang
fisika quantum. Pembahasan tentang operator ruang Hilbert bermacam-macam,
tetapi pada penelitian ini pembahasan operator ruang Hilbert pada ruang Hilbert
yang kompleks. Operator pada ruang Hilbert yaitu operator Adjoint, Operator
Normal, operator self-adjoit dan operator uniter. Pada penelitian ini memperoleh
sifat-sifat yang berlaku pada operator adjoint, operator normal, operator self-adjoint
dan operator uniter.

Kata kunci: ruang hasil kali dalam, ruang Hilbert, operator linier, dan operator

linier terbatas
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ABSTRACT

Nasikah, Faridhatun. 2011. Normal, Self-Adjoit dan Unitary Operators on Hilbert Space.
Thesis. Department of mathematics. Faculty of Science and Technology. State
Islamic University Maulana Malik Ibrahim Malang
Advisiors: (I) Hairur Rahman, M. Si
(ID) Dr. H. Munirul Abidin, M.Ag

One of the topics in functional analysis is a linear operator. Linear operator is
defined: Given X and Y are two vector spaces. Operator T: X — Y is called a linear
operator if it satisfies the following two conditions:

Clcty) =T £ Tyl |; ¥,y €X

T(ax) = aTx ;Vx€X,a €F
Where F is a field.

Linear operators are not only found in vector space, but applies also to the norm
space, metrics space and Hilbert space. Benefits of the operator on Hilbert space, is
generatins new ideas about physics quantum. Previous studied have been done of
operators on Hilbert space, but this study focuses of operators on a complex Hilbert
space. Operators on the Hilbert space are adjoint operator, normal operator, self-
adjoit operator and unitary operator. This research acquirs the properties that apply
to the adjoint operator, normal operator, self-adjoint operator and unitary operator.

Keywords: inner product space, Hilbert space, linear operators, bounded linear
operators
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BAB1I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Menuntut ilmu merupakan kewajiban bagi semua umat Islam (muslim),
hal tersebut ditegaskan dalam hadits tersebut:

Al e (K e By 8 L) Gl
Artinya: “Menuntut llmu merupakan kewajiban bagi kaum muslim laki-laki dan
perempuan.”

Pada hadits di atas jelas bahwa menuntut atau mencari ilmu itu hukumnya wajib
bagi kaum muslim laki-laki maupun perempuan. Tidak ada perbedaan antara
kaum laki-laki maupun perempuan dalam mencari ilmu. Jenis kelamin laki-laki
maupun perempuan bukan merupakan penghalang untuk mencari ilmu.

Selain hadits di atas masih banyak lagi dalil-dalil yang berkaitan dengan

menuntut ilmu, seperti firman Allah pada surat Al-Mujaadilah ayat 11

¢

Artinya: “...Allah akan meninggikan orang-orang yang beriman di antaramu dan
orang-orang yang diberi ilmu pengetahuan beberapa derajat. dan Allah
Maha mengetahui apa yang kamu kerjakan.”

Pada Surat Al-Mujaadilah ayat 11 dijelaskan bahwa keutamaan orang yang

mempunyai ilmu. Dijelaskan bahwa Allah akan memberikan kemuliaan berupa

pengangkatan derajat.
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Selain mempelajari ilmu agama sudah seharusnya mempelajari ilmu
dunia. Matematika merupakan salah satu ilmu pengetahuan yang harus dipelajari.
Secara bahasa, kata “matematika® berasal dari bahasa Yunani yaitu “mathema”
atau mungkin juga “mathematikos” yang artinya hal-hal yang dipelajari. Orang
Belanda menyebut matematika dengan wiskunde yang artinya ilmu pasti.
Sedangkan orang Arab menyebut matematika dengan ‘ilmu al-hisab, artinya ilmu
berhitung. Secara istilah, sampai saat ini belum ada definisi yang tepat mengenai
matematika. Definisi-definisi yang dibuat para ahli matematika semuanya benar
berdasar sudut pandang tertentu. Meskipun belum ada definisi yang tepat,
matematika mempunyai ciri kas yang tidak dimiliki pengetahuan lain, yaitu
merupakan abstraksi dari dunia nyata, menggunakan bahasa symbol, dan
menganut pola pikir deduktif (pola berpikir yang didasarkan pada kebenaran-
kebenaran yang secara umum sudah terbukti benar)(Abdusysyakir, 2007: 5-9).

Matematika merupakan alat untuk menyederhanakan penyajian dan
pemahaman masalah. Bahasa matematika merupakan suatu bahasa yang
menjadikan suatu masalah dapat menjadi lebih sederhana untuk disajikan,
dipahami, dianalisis dan dipecahkan(Purwanto, 1997:1). Matematika merupakan
ilmu pengetahuan dasar yang dibutuhkan semua manusia dalam kehidupan sehari-
hari baik secara langsung maupun tidak langsung. Matematika merupakan ilmu
yang tidak lepas dari alam dan agama, yang semuanya dapat dilihat dalam Al-
Qur’an. Alam semesta ini banyak mengandung rahasia tentang fenomena-

fenomena alam. Namun keberadaan fenomena-fenomena itu sendiri hanya dapat



diketahui oleh orang-orang yang benar-benar mengerti arti kebesaran Allah
SWT(Rahman, 2007:1).

Matematika merupakan salah satu cabang ilmu yang mendasari berbagai
macam ilmu lain, dimana matematika selalu menghadapi berbagai macam
fenomena yang semakin kompleks. Hal ini disebabkan oleh kemajuan IPTEK
(Ilmu Pengetahuan dan Teknologi). Penghitungan matematika menjadi dasar bagi
desain ilmu teknik, fisika, kimia maupun disiplin ilmu lainnya. Para ahli dari
berbagai disiplin ilmu, menggunakan matematika untuk berbagai keperluan yang
berkaitan dengan keilmuan mereka. Salah satu materi dari ilmu matematika adalah
analisis fungsional, khususnya ruang Hilbert. David Hilbert (1862-1943) adalah
orang yang telah menemukan ruang Hilbert. Dia adalah salah seorang
matematikawan Jerman. dia juga salah satu matematikawan paling berpengaruh
dari abad ke-19 sampai awal abad ke-20. Konsep ruang Hilbert ini berguna dalam
analisis matematika dan mekanika quantum.

Operator linier adalah pemetaan antara dua ruang fungsi atau pemetaan
dari ruang vector ke ruang vector, atau pemetaan dari ruang Banach ke ruang
Banach atau pemetaan dari ruang Hilbert ke ruang Hilbert. Operator linier tersebut
dapat bernilai real ataupun kompleks. Andaikan X dan Y adalah dua buah ruang
vector. Sebuah operator linier T: X — Y adalah operator linier yang memenuhi dua

kondisi sebagai berikut:

Tx+y)=Tx+Ty ;Vx,y€eX

T(ax) =aTx ;Vx€X,a €EF
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dimana F adalah field(Bishop, Bridges. 1985: 301).

Operator linier yang terbatas pada ruang Hilbert dinamakan operator linier
pada ruang Hilbert. Operator pada ruang Hilbert antara lain operator adjoint,
operator normal, operator self-adjoint dan operator uniter. Pada penelitian ini
mencari sifat-sifat yang berlaku pada operator adjoint, operator normal, operator
self adjoint dan operator normal.

1.2 Rumusan Masalah
Pada penelitian ini rumusan masalah yang sesuai dengan penelitian ini
adalah : Bagaimana karakteristik dari operator pada ruang Hilbert?
1.3 Tujuan Penelitian
Tujuan diadakannya penelitian ini adalah: Mendeskripsikan dan
menjelaskan tentang karakteristik dari operator pada ruang Hilbert.
1.4 Manfaat Penelitian
1. Peneliti

Penelitian ini bermanfaat bagi peneliti untuk memperdalam dan

mengembangkan wawasan disiplin ilmu yang telah dipelajari, khususnya

bidang analisis untuk mengkaji lebih lanjut tentang operator pada ruang

Hilbert.

2. Pembaca

Penelitian ini bermanfaat bagi pembaca untuk menambah khazanah

keilmuan dan sebagai titik awal pembahasan yang bisa dilanjutkan atau

dikembangkan.



3. Instansi
Penelitian ini bermanfaat bagi instansi untuk menambah perbendaharaan
karya tulis ilmiah khususnya di bidang analisis, sehingga dapat
memberikan informasi ilmiah tentang ilmu analisis dalam matematika
khususnya yang berkaitan dengan operator pada ruang Hilbert.
1.5 Batasan Masalah

Batasan masalah digunakan untuk menghindari agar pembahasan tidak
semakin meluas dan tidak sesuai dengan rumusan masalah yang ada di atas. Pada
penelitian ini peneliti membatasi pembahasan pada ruang Hilbert di bilangan
kompleks.

1.6 Metode Penelitian

Jenis dari penelitian ini adalah deskriptif kualitatif dan penelitian ini
merupakan penelitian kepustakaan (library research). Penelitian kepustakaan
(library research) yaitu penelitian yang dilaksanakan dengan menggunakan
literatur (kepustakaan), baik berupa buku, catatan, jurnal maupun laporan hasil
penelitian dari peneliti terdahulu yang berkaitan atau berhubungan dengan
penelitian(Hasan. 2002:11).

Penelitian ini menggunakan metode “studi literatur”, sebab penelitian ini
merupakan bentuk kajian. Pengumpulan data dilakukan dengan cara mencari
bahan-bahan kepustakaan sebagai landasan teori yang di hubungannya dengan
permasalahan yang dijadikan objek penelitian. Pembahasan dilakukan dengan
mempelajari berbagai literatur seperti buku-buku cetak, e-book, karya tulis yang

disajikan dalam bentuk jurnal, laporan penelitian serta konsultasi dengan dosen



pembimbing. Data yang sudah diperoleh atau didapatkan akan dianalisis dan
ditarik kesimpulan.
Langkah-langkah penelitian:
1. Merumuskan masalah dalam bentuk kalimat tanya
2. Mencari data dari berbagai referensi berupa definisi, teorema, lemma,
proposisi yang berhubungan dengan rumusan masalah
3. Analisis data

a) Menyusun konsep atau definisi operator adjoint, operator normal,
operator self-adjoint dan operator uniter pada ruang Hilbert yang
meliputi definisi dan teorema.

b) Membuktikan teorema-teorema yang berhubungan dengan operator
adjoint, operator normal, operator self-adjoint dan operator uniter
pada ruang Hilbert.

c¢) Membuat contoh-contoh yang berkaitan dengan operator adjoint,
operator normal, operator self-adjoint dan operator uniter pada ruang
Hilbert.

d) Menyelesaikan contoh-contoh yang berkaitan dengan operator adjoint,
operator normal, operator self-adjoint dan operator uniter pada ruang
Hilbert dengan menerapkan teorema-teorema yang telah dibuktikan.

4. Menarik kesimpulan dari hasil penelitian
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1.7 Sistematika Penulisan
BABI1 :PENDAHULUAN
Pada bab I pendahuluan berisi tentang latar belakang, rumusan masalah,
batasan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, metode penelitian,
dan sistematika penulisan.
BAB1I : KAJIAN PUSTAKA
Pada bab II kajian pustaka berisi tetang teori-teori yang berhubungan
dengan penelitian yaitu tentang ruang vektor, ruang hasil kali dalam, ruang
norm, ruang Hilbert, operator, operator linier dan operator linier terbatas.
BAB III : PEMBAHASAN
Pada bab III pembahasan berisi beberapa analisis data yang diperoleh
berupa definisi, teorema, lemma, proposisi dan lainnya. Analisis data
pembahasan tentang operator adjoint, operator normal, operator self-adjoint
dan operator uniter pada ruang Hilbert. Membuat contoh dan menyelesaikan
contoh operator adjoint, operator normal, operator self-adjoint dan operator
uniter pada ruang Hilbert.
BAB IV : PENUTUP

Berisi tentang kesimpulan dan saran peneliti untuk penelitian selanjutnya.

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



BAB II

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Terbatas dan Supremum
Definisi 2.1.1 (Terbatas)
Misal S himpunan tak kosong dan S subset dari R
1. Suatu bilangan x € R disebut batas atas di S jika s < x untuk setiap
SRERS]
2. Suatu bilangan y € R disebut batas bawah di S jika y < s untuk setiap
SRERS]
S dikatakan terbatas di atas jika mempunyai batas atas. Sama halnya
dengan, jika S mempunyai batas bawah maka disebut terbatas di bawah. Jika S
mempunyai batas atas dan batas bawah maka disebut terbatas (Bartle & Sherbert,
1944:42-43).
Definisi 2.1.2 (Supremum dan Infimum)
Misal S himpunan tak kosong dan S subset dari R
1. Jika S terbatas di atas, maka batas atas x disebut Supremum (batas
atas terkecil) dari S jika tidak ada bilangan terkecil dari x yang
menjadi batas atas dari S.
2. Jika S terbatas di bawah, maka batas bawah y disebut infimum (batas
bawah terbesar) dari S jika tidak ada bilangan terbesar dari y yang

menjadi batas bawah dari S (Bartle & Sherbert. 1994: 42-43)
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2.2 Ruang Vektor
Definisi 2.2.1
Diberikan X himpunan tak kosong untuk setiap objek-objek, dengan dua
operasi yaitu penjumlahan dan perkalian scalar disebut ruang vektor jika
X memenuhi aksioma berikut ini:
I. u+v=v+u
(Sifat komutatif pada operasi penjumlahan)
2 (ut+tv)+w=u+@wW+w)
(Sifat assosiatif pada operasi penjumlahan)
3. Terdapat @ € X makau+ 60 =u
(0 merupakan vektor nol)
4. Untuk setiap u € X terdapat — u makau + (—u) = 0
(—u invers W pada operasi penjumlahan)
5. (aplu = a(Bu)
(Sifat Assosiatif pada operasi perkalian)
6. (a+pB)u=au+pfu
7. au+v)=au+av
8 lu=u
Dimana u,v,w € X dan a, f € R (Bishop & Bridges, 1995:235).
Contoh 2.2.2
Diberikan € himpunan bilangan kompleks, dengan dua operasi yaitu

penjumlahan dan perkalian merupakan ruang vektor.
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Selesaian:

Misalakan u,v,w € C dan «,B,a,b,c,d,e,f €ER

u=a-+bi
v=c+di
w=e+fi

Berdasarkan definisi, suatu himpunan dikatakan ruang vektor jika memenuhi
aksioma berikut ini:
. u+tv=v+u (Sifat komutatif pada operasi penjumlahan)
u+v = (a+ bi) + (c + di)
=(a+c)+(+ad)
=(c+a)+(d+Db)i
= (c + di) + (a + bi)
=v+u
Terbukti bahwau + v =v +u
2. w+v)+w=u+@w+w) (sifat assosiatif pada operasi penjumlahan)
(w+v)+w=((a+bd)+ (c+di))+ (e+fi)
=((a+c)+ B+ di) + (e + fi)
=((a+c)+e)+((b+4a)+f)i
=(a+(c+e)+(b+W@+/))i
=(a+b)+((c+e)+(d+1i)
= (a+bi) + ((c + di) + (e + f1))

=u+w+w)
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Terbukti bahwa (u +v) +w=u+ (v +w)
3. Terdapat @ € X makau + 0 = u (0 sifat komutatif pada operasi penjumlahan)
u+6=(a+bi)+ (0+0i)
=(@+0)+(b+0)i
=a+bi
=u
Terbukti bahwau + 60 = u
4.  Untuk setiap u € X terdapat — u makau + (—u) = 6
(—u invers dari u pada operasi penjumlahan)
u+ (—u) = (a + bi) + (—(a + b))
= (a + bi) + (—a — bi)
=(a—a)+ (b-D>bi
=0+ 0i
=0
Terbukti bahwa u + (—u) = 0
5. (af)u = a(fu) (sifat assosiatif pada operasi perkalian)
(af)u = (ap)(a + bi)
= ((aﬁ)a + (aﬁ)bi)
= (a(fa) + a(pb)i)
= a(Ba + Bbi)
= a(ﬁ (a+ bi))
= a(pu)

Terbukti bahwa (af)u = a(Bfu)



6. (a+Bu=au+pu
(a+ B)u = (a+ B)(a+ bi)
= aa + abi + fa + Bbi
= a(a + bi) + B(a + bi)
=au+ fu
Terbukti bahwa (@ + B)u = au + fu
7. a(u+v)=au+ av
a(u+v) = a((a + bi) + (c + di))
= aa + abi + ac + adi
= a(a + bi) + a(c + di)
=au + av

Terbukti bahwa a(u + v) = au + av

8. lu=u
1lu = 1(a + bi)
= la + 1bi
=a + bi
=u

Terbukti bahwa 1u = u

Berdasarkan bukti di atas maka € merupakan himpunan ruang vektor.

Teorema 2.2.3
Diberikan X ruang vektor, u vektor di X dan a skalar, maka:
1. Ou=26

2.0 =6

12
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Bukti:

13

3. (-Du=-u

4. jika au = 0@ maka a = 0 atauu = 0

I.Oou=(0+0)u
= 0u + Ou
Ou + (—0u) = (0u + Ou) + (—0u)
Ou — Ou = Ou + (Ou — Ou)
0 =0u
Terbukti bahwa Ou = @
2. a0 = a(6 + 0)
=af + ab
ab + (—af) = (ab + af) + (—ab)
ab — ab = a0 + (ab — a0)
0 =ab
Terbukti bahwa a@ = 6
3. Berdasarkan Definisi 2.1.1 Bagian 10 maka
u=1u
u+(—Du=1u+(-Du
=(1+(-D)u

=0u
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Terbukti bahwa (—1)u = —u
4. au=20
Berdasarkan Teorema 2.1.3 Bagianl maka
a=0
Sedangkan berdasarkan Teorema 2.1.3 Bagian 2
u=2~0
Telah ditunjukkan bahwa jika au = @ makaa = O oru = @
2.3 Ruang Metriks
Definisi 2.3.1
Metriks pada himpunan M adalah suatu fungsi d:M X M — R yang
memenuhi aksioma berikut ini.
a)d(x,y)=0
b)dx,y) =0 x=y
¢) d(x,y) = d(y,x)
d)d(x,z) <d(x,y)+d(y,z)
untuk setiap x,y,z € M. Jika d merupakan metriks pada himpunan M,
maka pasangan berurutan (M,d) disebut ruang metrics (Goffman &
Pedrick, 1974:1).
Contoh 2.3.2
Tunjukkan bahwa fungsi d: R x R — R yang didefinisikan dengan
d(x,y) =[x —y| untuk x,y € R

Adalah metriks pada R
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Selesaian:
a) Karena definisi, maka
d(x,y) = |x -yl
=>0,vx,y € R
Terbukti bahwa d(x,y) =0
b)d(x,y) =0 x=y

i. dlx,y)=0>x=y

d(x,y) =0
lx =yl =0
x—y=0
x=y

Terbukti bahwa d(x,y) =0=>x =y
ii. dlx,y)=0&x=y
x=y
d(x,y) = d(x,x)
= |x — x|
=0
Terbukti bahwa d(x,y) =0 < x =y
Maka terbukti bahwa d(x,y) =0 & x =y
©) d(y,x) = |y — x|

=|-x+yl

15
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=|=(x =yl
=|x -yl
=d(x,y)
Terbukti bahwa d(y,x) = d(y, x)
d) d(x,z) = |x — z|
=lx—z+y-yl
=lx—y—-z+y|
dx,z2)=|x—y+y—z|
Slx—yl+ly—z
=d(x,y) +d(y,z)
Terbukti bahwa d(x,z) < d(x,y) + d(y,2),Vx,y € R
Maka d(x,y) := |x — y| merupakan metiks pada R
Definisi 2.3.3
Barisan {x,;} pada ruang metriks (M,d) konvergen ke x € M jika untuk
setiap € > 0 terdapat N € N sedemikian sehingga
d(x,x,) < €;untuk setiapn = N
Biasanya ditulis dengan lim,,_,., x, = x atau x,, = x. Barisan {x,} pada
(M, d) disebut barisan Cauchy jika untuk setiap € > 0 terdapat N € N
sedemikian sehingga
d(xp, %) < €; for allm,n = N (Rynne & Youngson, 2008:12)
Teorema 2.3.4

Setiap barisan konvergen pada ruang metriks merupakan barisan Cauchy.
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Bukti:
Jika x, —» x maka untuk setiap € > 0 terdapat N = N(&) sedemikian

sehingga
£
qEFT > ;untuk setiap > N

Berdasarkan Definisi 2.3.1 bagian d), maka m,n = N
d(xm, xp) < d(xn,x) + d(x, xp)
Berdasarkan Definisi 2.3.1 bagian c)

d(xTann) S d(xm: x) + d(xl xn)

£
2

Gl ) <8 % +
=¢

Ini menunjukkan bahwa barisan {x,, } merupakan barisan Cauchy

Definisi 2.3.5
Ruang metriks (M,d) disebut komplet jika untuk setiap barisan Cauchy
pada (M, d) adalah konvergen (Rynne & Youngson, 2008:12).

2.4 Ruang Hasil Kali Dalam

Definisi 2.4.1
Diberikan X ruang vektor pada bilangan real. Hasil kali dalam pada X
merupakan  fungsi(.,.):X X X > R sedemikian sehingga  untuk
setiap x,y,Z € X dan a, f € R
1. (x,x) =0 dan (x,x) =0<= x =0 (0 merupakan identitas pada

ruang vektor X)

2. (x,y) =(y,x)
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3. {ax,y) = alx,y)

4. (x+y,z)={(x,z) +(y,2z)

Pada Bagian 2, Bagian 3 dan Bagian 4 ekuivalen dengan
3 (x,ay) = alx, y)

4 (x,y+z)=(x2)+ (x,2)

(Phillips, 1984:279-280 dan Rynne & Youngson, 2008:51).

Hasil kali dalam pada X dapat didefinisikan oleh norm sebagai berikut:

x|l = v/{x, x)
(Kreyszig, 1978:129).
Contoh 2.4.2

Suatu fungsi {.,.): RF x R¥ - R yang didefinisikan dengan

k

) =Dt

E
Merupakan hasil kali dalam pada R¥
Selesaian

Berdasarkan definisi hasil kali dalam maka harus memenuhi;

1. (x,x) = YK_ x,x,

(x,x) = Zk:x%

n=1
=212 + 2,2 + 4 x2
=0

Terbukti bahwa {(x,x) =0

(x;x)ZOC)xZG
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Maka

W = o - =, 2/=10
X1 =%y = =%x,=0
Makax =0

Terbukti bahwa (x,x) =0=>x =0
b) x=0=(x,x)=0

(x,x) =(6,0)

=0%+0%+ -+ 02
=04+0+--+0
(x,x) =0

Terbukti bahwax = 0 = (x,x) =0

19
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Terbukti bahwa untuk setiapx € X, (x,x) >0 dan (x,x) =0 x=0 (0
merupakan identitas pada ruang vektor X)
2. (%) = Xie1 Xn¥n

=X1Y1 T XY + ot XpYn

=Y1X1 T YoXo + ot YpXy

k
= Z YnXn
n=1

= (y,x)
Terbukti bahwa untuk setiap x, y € X maka (x,y) = (y, x)

3. (ax,y) = a{x,y) dimana ¢ € R (bilangan real)

k
(ax,y) = Z(axn)yn

k

= Z a(xnyn)

n=1

k
(@x,y) = a ) ()
n=1

= a(x,y)
Terbukti bahwa untuk setiap x, ¥ € X dan a € R (bilangan real) maka
(ax,y) = alx,y)

4. (x +, Z) = Zﬁzl(xn + yn) Zn

k
= Z (ann + Ynzn)
n=1
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=(x,z) +(y,2)
Terbukti bahwa untuk setiap x,y,z € X maka (x + y,z) = (x,z) + (y, z)

Berdasarkan pembuktian di atas, bahwa

k

(x,y) = Z XnYn

n=1
merupakan hasil kali dalam pada R¥. Jadi R¥ merupakan ruang Hilbert.
Definisi 2.4.3
Diberikan ruang vektor pada bilangan kompleks X. Hasil kali dalam pada
X merupakan suatu fungsi {.,.):X X X = C sedemikian sehingga untuk
setiap x,y,Z € X,a,f € C;
1. (x,x)=0
2 (xx)=0=x=80
3. {ax+ By, z) = alx, z) + B(y, z)
4. (x,y) = (y,x) (Rynne & Youngson, 2008:53).
Contoh 2.4.4

Suatu fungsi (., .): C* x C*¥ - C yang didefinisikan dengan

k

(x,y) = Z XnYn

n=1

merupakan hasil kali dalam pada C*
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Selesaian
Berdasarkan definisi maka ruang hasil kali dalam harus memenuhi;
Lo {x,x) = Xhoq XX
(x,x) = .01 + X0 + - + XXy
Misalkan:
X, =, + by,i
X, 4= 0 — 1D
Maka
(x,x) = (a; + byi)(a; — bii) + (agz + byi)(az — byi) + -+ + (@, + bpi)(a, — byi)
= (a2 4+ b;%) + (a2 + by°) + -+ + (a,? + b,°)
>0
Terbukti bahwa (x, x) > 0
2. (x,x)=0x=20

a) (x,x)=0=>x=20

Maka
Xx1+x;++x,=0
X1+x;++x, =0

Sehingga x = 0
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Terbukti bahwa (x,x) =0=x =0
b) x=0=(x,x)=0

(x,x) = Zk: 6,6,

n=1
= 0,0, + 6,0, + - + 6,0,
=00+00+--+0.0
(x,x) =0
Terbukti bahwax = 0 = (x,x) =0
Berdasarkan bukti pada bagian a) dan bagian b) terbukti bahwa
(xx)=0=x=6

3. (ax + By, z) = XX _ 1 (axn + Byn) Zn
k

& Z AXpnZp + ﬁYnZ

(ax + By, z) = alx,z) + B(y, z)

Terbukti bahwa (ax + By, z) = a(x, z) + B(y, z)

4. (x, y) = Zﬁ:l XnYn
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Terbukti bahwa (x, y) = (y, x)

Berdasarkan pembuktian di atas maka

k

(x,y) = Z XnVn

n=1
merupakan hasil kali dalam pada C*
Definisi 2.4.5
Ruang vektor pada bilangan real atau bilangan kompleks dengan hasil
kali dalam maka disebut ruang hasil kali dalam (Rynne & Youngson,
2008:53).
Contoh 2.4.6
Sesuai dengan Contoh 2.4.2 maka R¥ merupakan ruang hasil kali dalam

dengan hasil kali dalam

k

(x,y) = Z XnYn

n=1
Sesuai dengan Contoh 2.4.4 maka C*

k

(x,y) = Z XnYn

n=1
Teorema 2.4.7

Diberikan X ruang hasil kali dalam, maka;

1. (8,y)=(x,0)=0

2. (x,ay + Bz) = a(x,y) + B{(x, z)

3. {ax + By, ax + By) = |al*(x,x) + af(x,y) + Baly, x) + |B1*(y,y)

setiap x,y,z € X dan a, 8 € R (Rynne & Youngson, 2008:56)



Bukti:

.(0,y) =(x,0) =0

a) (6,y) =(0 -0,y)
= 0(0,y)

6,y)=0

b) (x,0) = (0, x)

=(0-0,x)

c) (6,y) = (x,0)
Maka

0,y) =(x,0) =0

2. Berdasarkan Definisi 2.4.3 Bagian 4 maka

(x,ay + Bz) = {(ay + Pz x)

(x,ay + pz) = (ay,x) + (Bz, x)

= a(y, x) + B(z,x)

= a(x,y) + f{x,2)

Terbukti bahwa (x, ay + fz) = @(x,y) + f{x, z)

Berdasarkan teorema 2.4.7 Bagian 2 maka

(ax + By, ax + By) = alax + By, x) + flax + By, y)

25

3. {ax + By, ax + By) = |al®(x,x) + aB(x,¥) + Baly, x) + |B1*(y,y)
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(ax + By, ax + By) = dalx, x) + @B{y, x) + Balx,y) + BB(y,y)
Misalkan @a = |a|? dan BB = |B|?
Maka
(ax + By, ax + By) = |al*(x,x) + aB(x,y) + faly, x) + |B1*(y, )
Terbukti bahwa
(ax + By, ax + By) = |al*(x, x) + aB{x,y) + faly, x) + |31y, )
Contoh 2.4.8

Suatu fungsi (., .): C* x C* - C didefinisikan

k

@y = %7

n=1
Tunjukkan bahwa fungsi tersebut memenuhi dengan Teorema 2.4.7
Selesaian:
1. (6,y) =(x,0) =0
a) (8,y) =Xr_16.7n
=01y1 +60,; + -+ 0y
=0y;+0y; +-+ 0y,
(0,y)=0+0+-+0
=0
Terbukti bahwa (0, y) = 0
b) (x,0) = X5_1 %,0,
= X101 + X205 + + + x, 6,
=x10; +x,0, + -+ x,0,

=x,0+x,0+ -+ x,0
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=0+0+--+0
=0
Terbukti bahwa (x,0) = 0
¢) (6,y) = (x,0)
Akan ditunjukkan
6,y)=(x,0) =0
2. {x,ay + Bz) = a(x,y) + B{x, z)

Berdasarkan Definisi 2.3.3 Bagian 4 maka

k

(X,ay +62) = ) %a(@yn + B)

n=1

k

s zg:xnajz;+'xnﬁzz

n=1

(x,ay + pz) = a(x,y) + f(x, z)

Terbukti bahwa (x, ay + fz) = @(x,y) + f(x, z)

3. {ax + By, ax + By) = |al*(x, x) + aB(x, y) + Baly, x) + |B1*(y,y)

Berdasarkan Teorema 2.4.7 Bagian 2 maka

k k
(ax + By, ax + By) = &Z(ax + By)x, + EZ(ax + BY)Vn
n=1 n=1
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Il
3]

(ax + By, ax + By)

Il
=]
IS}
M=
=
&
+
S]]
=
M=
S
3
+
o]
IS}
M=
=
=
+
=)
=
M=
<
=

= da(x, x) + ap(y, x) + Balx,y) + BBy, y)
Misalkan @a = |a|? dan BB = |B|?
maka (ax + By, ax + By) = |al*(x,x) + af(x,y) + Ba(y, x) + |B1*(y, ¥)
Terbukti bahwa
(ax + By, ax + fy) = |al*(x, x) + af(x,y) + fa(y, x) + |B1*(y, )
Berdasarkan pembuktian pada Bagian 1, Bagian 2 dan Bagian 3 maka

terbukti bahwa

k

)= %7

n=1
memenuhi Teorema 2.4.7

Berdasarkan Definisi 2.4.3 bagian 3 ditunjukkan bahwa ruang hasil kali

dalam bersifat linier. Berdasarkan Definisi 2.4.7 Bagian 2 dimana @ dan 8

konjugate linier. Kedua bentuk tersebut apabila berlaku bersama-sama pada ruang

hasil kali dalam maka disebut sesquilinear (Kreyszig, 1978:130).
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2.5 Ruang Norm
Definition 2.5.1 (Norm)
Diberikan X ruang vektor pada R. Norm pada X merupakan suatu fungsi
[[.]l: X - R sedemikian sehingga:
I |x|l = 0
2 xl=0&=x=6
3. llax|l = lalllx|l
4. lx+yll < x|l + [yl ketaksamaan segitiga
dimana untuk setiap x,y € X dan a € R. (Kreyszig, 1978:31-32)
Contoh 2.5.2

Pada contoh ruang hasil kali dalam pada bilangan real didefinisikan bahwa

n

(= Dldines

i=1
Tunjukkan bahwa fungsi ||. || merupakan norm pada R.

Selesaian:

Berdasarkan Definisi 2.6.1 ||x|| = +/{x, x) maka

1
T 2
= (lenP)
i=1

1
L lxll = (B qlxl?)z
>0

2. |x[l=0
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n 2
(o] <o
i=1

1
(2 + o2 + -+ x, P2 =0

lx1 1% + [ |2 + - + x> = 0

al,
Nax]l = Eqlax;|?)z ; untuk setiap x € X,a € R

1
w 2
laxll = (Z|a|2|xi|2)
i=1
L
L 2
7 (|a|22|xi|2>
i=1
i " 2
= (laf)2 (lem)

i=1

1
2 2
= |al (Zw)
i=1

= |alllxll

1

1
Ax+yll = Giqlx +y:12)2 ;untuk setiap x,y € X

n :
= (Zuxuz + 20yl + |yi|2>>
i=1

1

n 2
< (Zaxnz ' |yi|2)>

30
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1
n n E
- (Zw +Z|yi|2>
i=1 i=1
1 1
n 2 n 2
< (Zw) + (Zw)
i=1 i=1

= llxIl + llyll

1
Berdasarkan Definisi 2.6.1 bahwa ||x|| = (E™,|x;|?)?

it
maka ||x]| = (™ ,]x;|?)z merupakan norm.
Teorema 2.5.3

Diberikan X ruang hasil kali dalam dan x,y € X.maka;
I [{x, »)? < (x, 21y, )

2. Suatu fungsi ||.||: X - R didefinisikan ||x|| = (x, x)% merupakan norm
pada X (Rynne & Youngson, 2008:56-57)
Bukti:
1. Jikax =0 atauy = 0

Hasil bernilai benar, sehingga harus ditunjukkan bahwa x atau y adalah

nol. Ambil & = =% dan =1

(x,x)
Pada bagian 3 Teorema 2.5.7 diperoleh

0<(ax+y,ax+y)

{mxy)  yx)
(x,x) (x, x)

+y)

—2

[ P® el ()X y)
- (x,x) (x, x) (x, x)

+ .y



32

Kl ey Kl

T (x,x) (x, x) (x, x) oy
2
:_lii’iil +(y,y)
2
e

Maka [(x, y)|? < (x,x)(y,y)
. Berdasarkan sifat dari ruang hasil kali dalam maka dapat digunakan untuk

mendefinisikan ruang norm:
a) |lx|l = (x,x)2 > 0
b)llx]| =0 (x,x)2=0=x=0
) llax|| = (ax, ax)z
18 1
= (@a)2(x, x)2
= |lalllx||
d) llx+yl* = (x,x) + (x,y) + (¥, x) + (¥, )
=(x,x) + 2Re(x, y) + (¥, y)
<{(x,x)+2[{x,y)| + (¥, y)
1 1
< (x,x) + 2(x, x)2(y, )2 + (¥, )

Karena ||x + y|1? < (|lx|| + |lyl})?, berdasarkan Teorema

berdasarkan Teorema 2.5.3 dapat ditulis

16 < Lyl

Ketaksamaan ini disebut ketaksamaan Cauchy-Schwarz
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Teorema 2.5.4
Diberikan X ruang vektor pada R dengan norm ||.||. Diberikan {x,;} dan
{yn} barisan di X yang masing-masing konvergen ke x,y pada X dan

barisan {a,} barisan di R konvergen ke a pada R, maka;

Lo lxll = lylil < llx = yli

N

limy oo [l || = 1l

“

limp o0 (Xn +yn) =x+y
4. limy,_, . ayx, = ax (Rynne & Youngson, 2008:37)
Bukti:
1. Berdasarkan ketaksamaan segitiga maka
lIxll = llx + v = i
llxll = 1ICx — ) + ¥l
lIxll < llx = yll + [yl
Ixll =yl <llx=»1 2.1
Disisi lain
lIxll = llx + (v — »l
lIxll = ICx =) + ¥l
lIxll < llx = yll + [yl
llxll = Myl < llx =yl
—(llxll = 1yl = =llx — yll
—lixll + Iyl = =[x = ylI
—llx =yl + 2Ixll = Nyl < NIyl = llxll + 2=l = Nyl

—llx =yl + 2C0xll = lylD < llxll = Iyl
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“Nx=yl<lxll =Myl 2.2
Berdasarkan Persamaan 2.1 dan Persamaan 2.2 maka
—llx =yl < lixll = llyll < llx— ¥l
maka [||x|| — llylll < [lx — Il
. Karena lim,,_,, x,, = x dan berdasarkan Teorema 2.6.3 Bagian 1
bahwa |||x|| — [|x, ||| < ||x — x|l dimanan € N
Maka limy, o [|x, | = |l
. Karena lim,,_,, x, = x, lim,_,, y,, = ¥ dan
1Cen + ) = x+ D = 1Ge — %) + (e = W
< NG =0+ 1 — W

Maka lim,,_,o,(x, + y,) = x+y
. Karena {a,} barisan konvergen maka {a,} terbatas, sehingga terdapat
K > 0 sedemikian sehingga |a,| < K ; untuk setiapn € N
Maka ||a,x, — ax|| = |la,x, — ax — ayx + a,x||

= ||, x =, x = ax + anzll

= |lapx, — apx + ay,x — ax||

= [l (o — %) + (an — @)l

< llaw(en — 20 + Nl (an, — )l

= lanlll(xn = 0 + la, — alllx|

< Kll(Gen — 0l + lay, — alllxl

Karena lim,,_,,, a,x, = ax (Rynne & Youngson, 2008:37-38)

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



35

Teorema 2.5.5
Jika pada ruang hasil kali dalam, x, - x dan y, =y, maka (Xn, V) —

(x, y)(Kreyszig, 1978:138).

Bukti:
[0 yn) = 6 = (0 Yn) = (X, ¥) + (6, y) — (X, 9
< [(xn, yn) = G 2 + [(xn, ¥) — (2, 9
=[x, yn = ¥) + (xn — %, y)|
< llxnllllyn = ¥l + llx, — xlHy|
Karena (y,, —y) — 0 dan (x,, — x) » 0 dimanan — oo
Terbukti bahwa (x,,, y,,) = (x, y)
2.6 Ruang Hilbert

Definisi 2.6.1
Ruang hasil kali dalam yang komplet disebut ruang Hilbert. Sedangkan
ruang hasil kali dalam biasanya disebut ruang pre-Hilbert (Reed,
1980:39).

Contoh 2.6.2

Tunjukkan bahwa R dengan hasil kali dalam ini

k

(x,y) = Z XnVn

n=1
merupakan ruang Hilbert

Selesaian:

Ruang hasil kali dalam yang komplet maka memenuhi;

Akan ditunjukkan setiap barisan Chauchy adalah konvergen
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Barisan pada ruang hasil kali dalam konvergen Cauchy
1% Yn) = Xms Ymd | = [, Y) = (X, Yind + (X Vi) = (i, Y|
< 1t Yn) = (X Yo | + (X, Yim) = (X Ym)|
= [n, Yn = Y| + 100 = X, yim)|
1, ) = (s Yimd | < N2 llllyn = Yl + 1l — 20 [y |l

Terbukti bahwa barisan pada ruang hasil kali dalam konvergen Cauchy, sehingga

k

=Y s

n=1
merupakan ruang Hilbert
Definisi 2.6.3 (Orthogonaly)
Diberikan X ruang hasil kali dalam. vektor x,y € X disebut orthogonal
Jika
(x,y)=0

(Rynne & Youngson, 2008:60)

Definisi 2.6.4
Diberikan X ruang hasil kali dalam pada A subset dari X. komplemen
orthogonal dari A jika vector x,y € X disebut orthogonal atau
(x,y)=0
At ={x € X:(x,a) = 0} untuk setiap a €A (Rynne & Youngson,

2008:65).
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Contoh 2.6.5
Jika X = R3 dan A = {(a, a,,0),a,,a, € R} maka A+ = {(0,0,x3), x5 €
R}
Selesaian:
Berdasarkan Definisi 2.6.4, diperoleh vektor x = (x,x,,x3) pada At jika dan
hanya jika untuk setiap a = (a4, a,, 0) dengan a,, a, € R maka diperoleh
(x,a) = x;a; + x50, + x305
= 0a; + 0a, + x30
=0
Ambil x; = a; dan x, = a,
Maka diperoleh x; = x, =0
Oleh karena itu x € A+
Teorema 2.6.6 (Teorema Riesz-Frechet)
Diberikan H ruang Hilbert dan f € H'
Terdapat sesuatu yang unik y € H sedemikian sehingga
fG) = f,() = (x,9)
Vx € H. maka ||f]| = ||yl
Bukti:
a) Jika f(x) =0;Vx € H makay =0
Selain itu, Ker f = {x € H: f(x) = 0} merupakan proper subspace
tertutup pada H sehingga (Ker f)* # {0}
Jadi terdapat z € (Ker f)* maka f(z) = 1.

Oleh karena itu, z # 0



Ambil y = iz ”2

Misalkan x € #, maka f linier sehingga
fx—f)z) = f(x) - f)f(2) =0
Dan karena x — f(x)z € Kerf
dimana z € (Ker f)* maka
(x = f)z2) =0
Oleh karena itu, (x,z) — f(x)(z,2) = 0
Jadi (x,z) = f(x)||z]|?

maka

() = (. 7=0)

iz II2

=(x,y)

Jika [|x|| < 1 maka berdasarkan ketaksamaan Cauchy-Schwarz

If )] = [{x, ¥
< [lxIliyll
< Iyl

sehingga ||f]l < [yl
Di lain pihak, jika x = ﬂmaka [|x]| = 1 dan
AN = |fCol
IfI
If1l =
iyl
_ )

iyl

38
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_lyl?
Iy

= Iyl
sehingga [|f]l = ||yl
karena |||l < llyll dan [|f]l = Iyl
jadi [I£1 = Iyl
2.7 Operator Linier
Definisi 2.7.1
Operator linier T merupakan operator dari domain X ruang vektor dan
mengikuti aksioma berikut ini:
1. T(u+ v) = T(w) + T(v); untuk setiap u,v € X
2. T(au) = aT (w); untuk setiapu € X, a € R
Dapat ditulis menjadi
T(au + Bv) = aT(w) + BT (v)
untuk setiap u,v € X, a, € R (Reddy, 1997:134)
Definisi 2.7.2
Diberikan T:X — Y operator linier, T dikatakan terbatas jika terdapat
k > 0 sedemikian sehingga
[|Tull < k|lul| ; untuk setiapu € X
Untuk u # 0 maka

I Tl
k=>——
[lull
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Sehingga himpunan {k: k> m, u# 0} terbatas di bawah dan terbatas di

=l
atas, untuk setiap anggota u pada X.

Diperoleh

IT|| = sup {ﬂT_uIl u+ O}
llull ’

dan dapat juga ditulis
ITull < [IT|{fall
(Reddy, 1997:146-147).
Definisi 2.7.3 (bentuk sesquilinier)
Diberikan X dan Y ruang vector atas field R. Maka bentuk sesquilinier h
pada X X Y merupakan pemetaan
h:X XY ->K
dimana untuk setiap x,x1,X, € X dan'y,y,,y, € Y dan skalar a, 8
1. h(x1 + x2,y) = h(xy,y) + h(xz,y)
2. h(x,y1 +y2) = h(x,¥1) + h(x,y2)
3. h(ax,y) = ah(x,y)
4. h(Bx,y) = Bh(x,y).
Karena h bersifat linier dan linier conjugate, jika X dan Y bilangan real
(K = R) maka Bagian 4 menjadi
h(x,By) = B{x,y) . 2.3
dan h disebut bilinier
Jika X dan Y ruang norm dan bilangan real k sedemikian sehingga untuk

setiap X,y maka
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|h(e, )| < Ellxlllyl 2.4

Maka h disebut terbatas

Ih(x, )

h =Sup ——————

Nl = sup 1o
yeY

Al = supjep=1 IR cenenien 2.5
llyll=1

disebut norm h
Berdasarkan Persamaan 2.4 dan Persamaan 2.5 maka

|h(x, Y)| < [IAlllIxyll

(Kreyszig, 1978:191-192)

Teorema 2.7.4

Bukti:

Diberikan H,, H, ruang Hilbert dan
h:Hy X H, > K
bentuk sesquilinier terbata. Maka h dapat dibentuk menjadi
h(x,y) = (Tx,y)
dimana T: H; — H, operator linier terbatas. T unik pada h dan bernorm
TNl = IRl

(Kreyszig, 1978:192)

Karena h(x, y) berarti y linier. Maka

h(x,y) ={y,z) 2.6

Sehingga

h(x,y) ={z,y) i 2.7
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karena z € H; unik tentu saja x € H;. Berdasarkan definisi operator
T-H, - H,
Diperoleh
z=Tx

Dengan mensubtitusikan Persamaan 2.7 pada Persamaan 2.6 sehingga T
linier maka
(T (axy + Bx3),y) = h(ax, + Bx;,y)

= ah(xy,y) + ph(xz, y)

= a(Txy,y) + B(Txz,y)

= (aTxy,y) + (BTxz, )
Untuk setiap y di H, berlaku

T(ax; + Bx;) = aTx; + BTx,

Akan ditunjukkan T terbatas. Jika T = 0 maka diperoleh

(T, y)|
IRl = sup ——222
ot A TPITITRNT
y#0
Tl sup 2T
= S) ——
wto T
Tx#0
ITx]
= Ssup —
e ]
=7l

Terbukti T terbatas.
Akan ditunjukkan 7 unik

Disisi lain ||h|| = ||T||
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Il = sup L2

p
x=0 [lx ||yl
y#0

ITxllyl
~ x=o IxllIvll

|Tx|
= Sup—-
x=0 ||l

Al = [Tl
Jadi, terbukti T unik. Diasumsikan bahwa operator linier T:H; = H,
untuk setiap x € H; dan y € H, diperoleh

h(x,y) = (Tx,y)
Terbukti bahwa ||T|| = ||A||
Teorema 2.7.5
Diberikan T operator linier dan T:H; = H,. Range T dinotasikan
dengan Ran(T) dan didefinisikan
Ran (T) = {y € H,; Tx = y dimana x € H,}

operator T bersifat invertible jika untuk setiapy € Ran (T) terdapat
sesuatu yang unik x € H; sedemikian sehingga Tx = y. Invers operator T
dinotasikan T~ merupakan

T~Y:Ran (T) » H;
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BAB III

PEMBAHASAN

3.1 Operator Adjoint
Sebelum membahas tentang operator self-adjoint, operator normal dan operator
uniter pada ruang Hilbert, harus terlebih difahami tentang operator adjoint.
Definisi 3.1.1
Jika T: H — K operator linier terbatas, dimana H dan K ruang Hilbert
kompleks. Maka operator adjoint pada ruang Hilbert T* dari T
didefinisikan
T F7C S%
Dimana untuk setiap x € H dany € K
(Tx,y) = (x,T"y)
Contoh 3.1.2
Untuk setiap k € C[0,1] dan T}, € B(L?[0,1]) didefinisikan
(Teg) (@) = k() g ()
Jika f € €[0,1] dengan (T;)" = T7
Selesaian
Andaikan g, h € [2[0,1] dan k = (Tf)*h maka (ng, h) = (g,k)

berdasarkan definisi adjoint maka

1 1
[ rog@r@a = [ g@rwrwa
0 0

= f g k@ dt
0

44
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Persamaan ini benar jika k(t) = h(t) f(t)

Sehingga

k(t) = k(®)
=h(D) ()
=h() F(O)
= h(D)f (1)

Karena sifat unik dari adjoint maka dapat disimpulkan

(T:) h(t) = k(t)

f@®R®)
Tzh(t)

Karena (Tf)*h(t) = Tfh(t)
maka (Tf)* 1
Teorema 3.1.3
Diberikan H,¥K ruang Hilbert kompleks dan TeB(H,K). Terdapat
operator unik T* € B(K,H) Sedemikian sehingga:
R =y e 1) ;VXEH,yEXK
Bukti:
Andaikan y € K dan f: H — C dengan

fG) =(Tx,y)

Maka f transformasi linier dan berdasarkan ketaksamaan Cauchy-Schwarz
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dan terbatas di T berakibat
If ()| = (Tx, y)
< ITx|llyl

< TNl 11l

Maka f terbatas
Berdasarkan teorema Riesz-Frechet terdapat yang unik
ZEH
sehingga
f(x) =(x,z) ;VxeH

Didefinisikan T*(y) = z
maka T": X - H
sehingga
=Mk ig ES TR B 3.1.1
VxeEH,yeXK.
Jadi T* suatu fungsi yang memenuhi persamaan dalam Teorema 3.1.3
Akan ditunjukkan T* trasformasi linier. Andaikan y;,y, € X ,A,u €
C dan x € H maka berdasarkan Persamaan 3.1.1 diperoleh
(x, T*(Ay1 + uy2)) = (T (), Ays + uy2)

= (T (x), Ay1) + (T (x), uy,)

= AT (), y1) + (T (%), )

= Mx, T*y1) + i@{x, T*y,)

= (x,AT"y1 + uT"yy)

karena (x, T*(Ay; + py,)) = (x, AT"y1 + uT"y,)
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Maka T*(Ay; + puy;) = AT y1 + uT"y,
Jadi T transformasi linier.
Akan ditunjukkan T™ terbatas

Dengan menggunakan ketaksamaan Cauchy-Schwarz maka

IT*yll> =(T"y,T* y)

=(TT"y,y) Definisi 3.1.1
< [ITT* y|ll[yll ketaksamaan Cauchy-Schwarz
< ITINT* ¥yl T terbatas

Jika ||[T*y]| >0

maka ketaksamaan tersebut dapat di bagi dengan ||T* y||
sehingga diperoleh
IT*yIl < Tyl
Tetapi jika |[T* y|| = 0 maka trivialnya |[T* y|| < ||T|||lyll . Karena
VyeXK
IT* yll < Tyl
maka T terbatas dan ||T* || < ||T].
Akan ditunjukkan T* unik
Andaikan B; dan B, di B(K,H) danVx € H dany € K
(Tx,y) = {x,B1y) = (x, B;y)
sehingga
Biy=By ;VyE€X

maka B; = B, dan T* unik
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Contoh 3.14
Diberikan H ruang Hilbert kompleks. Jika I operator identitas pada H
maka [* =1
Selesaian
Jika x, y € H maka
(Ix,y) = {x,y) = {x,I"y)
Dan
(x,Iy) = (x,y) ={I"x,y)
Karena (x, I"y) = (x,Iy) maka [* = |
Teorema 3.1.5
Diberikan 3,¥ dan L ruang Hilbert kompleks, R,S € B(H,XK) dan
T € B(X,L).
Sedangkan A, u € C maka
a) (UR +AS)* = aR* + AS*
b) (TR)" =R'T*
Bukti
a) ((UR + A8)"y, x) = (¥, (uR + A8)x)
= (¥, (WR)x) + (y, (A8)x)
= (¥, u(Rx)) + (y, 2(Sx))
= i(y, Rx) + Ay, Sx)
= IRy, x) + {S™y, x)
= (AR"y,x) + (AS"y,x)

= ((AR* + AS")y, x)
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Maka (uR + A8)*y = (AR* + AS™)y
Terbukti bahwa (UR + AS)* = IR* + AS*
b) ((TR)"y, x) = (y, (TR)x)
= (v, Tx)(y, Rx)
=(T"y, x}(R"y, x)
=((T"R")y, x)
Maka (TR)*y = (T*R*)y
Terbukti bahwa (TR)* = R*T*
Teorema 3.1.6
Diberikan H, X ruang Hilbert kompleks dan T € B(J{,X)
a) T =T
b) IT*|| = |IT|
c) Fungsi f:B(H,X) -» B(K,H ) didefinisikan dengan f(R) = R*
kontinu
&) IT*T|l = IIT|I?
Bukti

a) Akan ditunjukkan bahwa adjoint dari adjoint adalah operator original

(v, (T*)*x) =(T"y, x) definisi (T*)*
= (x,T*y) definisi ruang hasil kali dalam
=(Tx,y) definisi T*
=(y,Tx) definisi ruang hasil kali dalam

Karena (y, (T*)*x) = (y, (T*)*x)

maka (T*)*x = Tx Vx EH
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Jadi (T*)* =T
b) Dari Teorema 3.1.3 didapat ||[T*|| < ||T|| dengan menerapkannya hasil
(T*)* dan bagian a) maka
ITI = I1CT)"|]
< |IT"|]
<|ITll
Sehingga [[T[| = |ITI]
¢) Misalkane > 0dan § = emaka ||[R —S|| < §
IfFR) = £ =IR" = 5"l
= IR =Sl
IfFR) — £l =1IR - Sl
<6
— =
Berdasarkan bagian b) maka f kontinu
d) Pada bagian b) ||T|| = ||T*|| sehingga
NT=TI < IT*ITII
= [ITINTII
=ITII?
Di samping itu
ITx||> = (Tx, Tx)
= (T*Tx, x) definisi T*
< IT*Tx||llx|| ketaksamaan Cauchy-Schwarz

< IT*T x|l
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= IT"TIlllxII?
Karena [|Tx||* < IT*T]l||x||?

Berakibat ||T||2 < ||T*T]|

Teorema 3.1.7

Bukti

Jika H ruang Hilbert kompleks dan T € B(J) invertible maka T*
invertible dan

(T)" = (T

Karena T € B(H) invertible
maka
TE =T 1=y
Jika diambil adjointnya maka
) =L N
dan
T (e

Jadi T* invertible dan (T*)~! = (T~1)*.

Teorema 3.1.8 (Sifat Operator Adjoint)

Diberikan 3,XK ruang Hilbert kompleks, S:H — K dan T:H - K
operator linier terbatas dan a skalar .

Maka:

a){(T"y,x) = (y,Tx) XEH,yEK

b) S+T) =S"+T"

c) (@T)* = aT”
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Bukti:

a) Berdasarkan Definisi 2.4.3 maka

(T*y, x) = (x, T*y) Definisi 2.5.3
= (Tx,y) Definisi3.1.1
= (y, Tx) Definisi 2.5.3

Terbukti bahwa ( T*y, x) = (y, Tx)

b) (x,(S+T)'y)=((S +T)x,y) Bagian a)
= (Sx,y) +(Tx,y) Definisi 2.8.3
= (x,S*y) + (x, T*y) Definisi 3.1.1
=(x,(S*+T")y) Definisi 2.8.3

Karena (S+ T)*y = (S*+ Ty

Terbukti bahwa (S + T)* = S* + T*

c) {((@T)*y,x) = (y, (aT)x) Bagian a)
= (y,a(Tx)) Definisi 2.8.3
= a(y, Tx) Definisi 2.8.3
=a(T"y,x) Definisi 3.1.1

((@T)*y,x) = (aT"y,x)
Karena (aT)*y = aT"y
Terbukti bahwa (aT)* = aT*
3.2 Operator Normal
Definisi 3.2.1
Diberikan H ruang Hilbert kompleks dan T € B(H) maka T operator

normal jika
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TT* = T*T
Contoh 3.2.2
Misalkan T}, € B(L2[0,1]) yang didefinisikan pada Contoh 3.1.2 untuk
setiap k € C[0,1], jika f € C[0,1] maka Ty operator normal
Selesaian:
Pada Contoh 3.1.3 diperoleh bahwa (T;)" = T7; Vg € L2[0,1]
(7:(17) ) (@) = Ty ((Tf)*(g))
=T, (77 (9))
=T;(fg)
=ffg
(1)) (9) = (1) (Tf(g))
=T; (77 (9))
(1) 1) (@) = T7(f9)
=ffg
=ffg
karena (T7(T¢) ) (9) = ((T¢) 'Tr)(9)
maka T¢(T;)" = (Ty) Ty
Jadi terbukti bahwa T operator normal

Contoh 3.2.3
Jika H ruang Hilbert kompleks, I operator identitas pada ', 1 € C dan

T € B(# ) operator normal maka T — Al juga operator normal
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Selesaian:
(T—-AD)"=T"-A
Berdasarkan Definisi 3.2.1 yaitu
TT* =T'T
Maka
(T — AT =AD" = (T — AD(T* — AI)
=TT*— AT*— UT + M2l
=TT* —AT* — AT + AAl
=(T* = A)(T - Al)
= (=) (8 41)
Karena (T — AI)(T — AI)* = (T — A)*(T — AI)
Maka T — Al operator normal
Teorema 3.2.4
Diberikan H ruang Hilbert kompleks
T € B(H ) normal dan a > 0 maka berlaku
2T = NIT*Coll ;Vx € H
2. Jika ||T(x)|| = a||x|| maka Ker T* = {0} ;Vx €H
Bukti:
1. Misalkan x € H dan T € B(H ) operator normal
Berdasarkan definisi operator normal bahwa TT* = T*T maka
ITCOIPITxN? = IT* x|l 2 = (Tx, Tx) = {T"x, T"x)
=(T"Tx,x) — (TT"x,x)

=(TT*x,x) —(TT*x,x)
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=(TT*x — TT*x,x)
= (0, x)
=0
karena [IT()I> = IT* ()| ?
Jadi terbukti bahwa ||[T(x)|| = ||IT* ()| ;Vx EH
2. Misalkany € Ker T*"
MakaT*y =0
Berdasarkan bagian 1 maka
ITyll =Tyl
ITyll =0
Karena ||Tx|| = al|x||
Sehingga [|Ty|| = a|ly||
Oleh karena itu 0 = ||Ty|| = al|y||
Hal ini berarti ||y|]| = 0
Sehingga y = 0
Jadi Ker T* = {0}
3.3 Operator Self-Adjoint
Definisi 3.3.1
Jika H ruang Hilbert kompleks dan T € B(J ) maka T operator self-
adjoint jika
T=T"

Contoh 3.3.2
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Misalkan T, € B(L?[0,1]) yang didefinisikan pada Contoh 3.1.2 Vk €
C[0,1], jika f € C[0,1] bernilai real maka T; operator self-adjoint
Selesaian:
Pada Contoh 3.1.1 diperoleh bahwa (Tf)* =Tf;Vg € L?[0,1]
f € C[0,1] nilainya real, hal ini berarti f = f
Sehingga (Tf)* =Ty
=
Jadi terbukti T operator self-adjoint
Teorema 3.3.3
Misalkan 3 ruang Hilbert kompleks dan S himpunan dari operator self-
adjoint di B(H)
1. Jika a,f € R (bilangan real) dan T, T, € S maka aT; + BT, € S
2. S himpunan bagian tertutup dari B(H)
Bukti:
1. Ty, T, € S dan S himpunan dari operator self-adjoint di B(H)
T;, T, operator self-adjoint
Maka
(aTy + BT,)* = aTy" + BT,
= aT; + T,
maka
aTy + BT, €S

2. Andaikan {T;,} barisan di S yang konvergen ke T € B(J{ )
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Maka berdasarkan Teorema 3.1.5 {T},"} konvergen ke T*
Oleh karena itu {T;,} konvergen ke T~

Dimana T,," = Ty, ;Vn e N

SehinggaT =T*danT € S

Jadi S merupakan himpunan bagian tertutup

Teorema 3.3.4

Bukti:

1.

Misalkan H ruang Hilbert kompleks dan T € B(J{ )
1. T*T dan TT* operator self-adjoint

2. T =R + iS dimana R,S operator self-adjoint

Berdasarkan Definisi 3.3.1 bahwa
=
Sehingga
(T*T)* =TT
=TT*
maka TT* operator self adjoint
Berdasarkan Definisi 3.3.1 maka T*T operator self-adjoint

Jadi terbukti TT* dan T*T operator self-adjoint
Andaikan R = %(T +T%)

Dan S = %(T —T")

Berdasarkan Definisi 3.3.1 maka T = R + iS

1
R =T +T°)
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1
ST +T™)

1

1
==(T+T"
ST +T7)
R*=R
Jadi R operator self-adjoint

—l
5 o e ([P =)
] Zi( )

-1
21 ( )

-1
=—(T"-T
57 ¢ )
1
=—(T-T*
il )
=S

Jadi S operator self-adjoint

Terbukti bahwa T = R + iS dengan R dan S operator self-adjoint

3.4 Operator Uniter

Definisi 3.4.1

58

Diberikan 3 ruang Hilbert kompleks dan T € B(J ) maka T operator

uniter jika

Contoh 3.4.2

TT*" =TT =1
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Misalkan T, € B(L?[0,1]) yang didefinisikan pada Contoh 3.1.2 Vk €

C[0,1], jika f € C[0,1] sehingga |f(t)|=1 ;Vt € [0,1] maka T

operator uniter

Selesaian:

Pada Contoh 3.1.2 diperoleh bahwa (Tf)* =Tf;Vg € L?[0,1] untuk

(1) Tr)g@® = ((Tr) g ®
= (1) g ®
=fOfg®
= |f(®)12g(®)
Karena |f(t)| = 1 maka |[f(t)]? =1
Sehingga ((T;) T;)g(®) = g(t)
maka T;*T;(g) = g
Jadi T¢ Ty = 1
untuk
(7:(17) )9 @® = (T:/)a(®)
= (FH®g®
= fOF©g®
=|f®IPg®
Karena |f(t)| = 1 maka |f(£)|> = 1

Sehingga (Tf(Tf)*)g(t) =g(t)
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maka T¢T;"(g) = g
Sehingga Ty Tf™ = I
Oleh karena itu T " Tf = Tp T =1
Jadi Tr operator uniter
Teorema 3.4.3
Diberikan H ruang Hilbert kompleks dan diberikan T,U € B(H ) maka
1. T*T = I jika dan hanya jika T isometri
2. U operator uniter jika dan hanya jika U isometri dari H ke
Bukti:
1. a) Karena T*T = |
Maka ||Tx||? = (Tx, Tx)
=T A
= ((/5%,79)]
(T = |||
Jadi T isometri
b) Maka (T*Tx,x) = (Tx, Tx)
= ITx|I?
= ||x]|I?
= (Ix,x)
JadiT'T =1
2. a) Karena U operator uniter
Maka U isometri berdasarkan bagian 1

Misalkan y € H makay = U(U*y)
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Sehinggay € Im U

MakaU:H - H

Jadi U isometri dari H ke H

b) Karena U isometri dari H ke H

Maka berdasarkan definisi U*U = [

Jikay € H,dimana U: H —> H

Maka 3x € H sedemikian sehingga
Ux=y

Oleh karena itu

UU*y = UU*(Ux)

=UU"Ux)

=Ulx

=Ux

=
JadRUS =0T B G 34.1
wuy=uur

=1

JadiUU*=1 3.4.2

Berdasarkan Persamaan 3.4.1 dan Persamaan 3.4.2 maka

U'u=U0U0"=1

jadi U operator uniter
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3.5 Kajian Agama

Menuntut ilmu hukumnya wajib bagi seluruh muslim, hal itu telah
dijelaskan dalam hadits berikut:

Al bl (K e Ay 8 ol Gl
Artinya: “Menuntut llmu merupakan kewajiban bagi kaum muslimin laki-laki
dan perempuan.”

Pada hadits di sudah sangat jelas perintah untuk menuntut ilmu. Pada
hadits tersebut juga tidak ada perbedaan antara laki-laki dan perempuan dalam
kaitannya menuntut ilmu. [Imu tidak hanya ilmu agama melainkan ilmu duniapun
juga wajib hukumnya untuk dipelajari. Hal tersebut dijelaskan hadits berikut ini:

Uil 55 alal) Cllef
Artinya: ”Tuntutlah ilmu walau ke negeri cina” (Anas Ibnu Malik)

Pada hadits tersebut diperintahkan menuntut ilmu walaupun sampai ke
negeri sebrang (negeri Cina). Apabila dicermati secara mendalam, tidak mungkin
mencari ilmu agama di negeri Cina. Sehingga menuntut ilmu sampai ke negeri
cina, ilmu yang di pelajari di negeri Cina adalah ilmu dunia.

Dijelaskan juga dalam hadits berikut:

Al Ty i (8 o Ly 58 ol Gl (8 (aally 1y el Callaf
Artinya: “Carilah ilmu meskipun di negeri Cina karena mencari ilmu itu wajib
bagi setiap muslim”
(Yaqub, 2008:1)
Orang yang menuntut ilmu sangat mulia sekali di hadapan Allah, hal

tersebut dijelaskan dalam Al-Qur’an surat Al-Mujadillah ayat 11 sebagai berikut:
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“«

Artinya: . niscaya Allah akan meninggikan orang-orang yang beriman di
antaramu dan orang-orang yang diberi ilmu pengetahuan beberapa
derajat. dan Allah Maha mengetahui apa yang kamu kerjakan”

Allah akan mengangkat derajat orang yang menuntut ilmu. Sungguh mulia
sekali kedudukan orang yang menuntut ilmu.

Ilmu dunia banyak sekali macamnya, salah satunya ilmu matematika.
Cabang dari ilmu matematika di antaranya kalkulus, analisis fungsional, statistika,
analisis real dan masih banyak lagi. Pada analisis fungsional banyak sekali
dijelaskan tentang ruang vector, ruang norm, ruang metriks, ruang Hilbert dan
masih banyak lagi. Pada penelitian ini membahas tentang operator pada ruang
Hilbert.

Pada ruang Hilbert terdapat operator adjoint, operator normal, operator
self-adjoint dan operator uniter. Berdasarkan definisi operator normal di atas
sesuai dengan hadits berikut:

Al o a Jilh algl b ) a8 o i o8 " M ) S Lalaka aSaaf ST 13

(il ol 5) oAl

Artinya: “Ketika salah satu dari kalian memakan makanan maka ucapkanlah
akan nama Allah namun bila pada awalnya lupa mengucapkan nama
Allah maka, ucapkanlah dengan menyebut nama Allah dari awal
sampai akhir”(Riwayat Tirmidzi)

(Al-Hasyim, 999:12)
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Pada hadits di atas maka apabila menjadi dasar dari operator normal maka
meyebutkan nama Allah ketika memulai atau mengawali makan berlaku atau
dinotasikan dengan T*T sedangkan menyebutkan nama Allah ketika di tengah
atau di akhir makan berlaku atau dinotasikan dengan TT*. Berdasarkan dari
pahala yang didapat ketika menyebut nama Allah adalah sama-sama mendapatkan
pahala. Hal tersebut dijelaskan kaidah figih sebagai berikut:

L ) VA
Artiny: “Tidak ada pahala kecuali dengan niat”(Djazuli, 2006:196)

Dari kaidah figih di atas menyebut nama Allah diartikan dengan niat.
Maka mengucapkan niat di awal maupun di tengah-tengah ataupun di akhir sama-
sama mendapatkan pahala. Berdasarkan kaidah figih tersebut maka dapat
dikatakan bahwa mengucapkan niat baik di awal atupun ditengah-tengah bahkan
di akhir sama-sama mendapatkan pahala, hal tersebut sesuai dengan definisi
operator normal yaitu

T A=NT

Berdasarkan definisi atau pengertian dari self-adjoint di atas sesuai
dengan kaidah figih sebagai berikut:
oSl e (8l glay Jual)
Artinya: “Asal hukum sesuatu sebagaimana hukum yang ada sebelumnya”
(Mubarok, 2002:20)
Pada kaidah figih tersebut di atas maka apabila menjadi dasar dari operator

self-adjoint maka hukum atau aturan yang berlaku pada T* sesuai dengan hukum
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yang telah berlaku sebelumnya, yaitu hukum yang berlaku pada T. Sehingga
berdasarkan kaidah figih tersebut maka dapat dikatakan bahwa asal hukum
sesuatu sesuai dengan hukum yang telah berlaku sebelumnya hal ini sesuai
dengan definisi operator self-adjoint yaitu
T"=T
Berdasarkan hadits dan kaidah figih pada operator normal TT* = T*T
yaitu menyebut nama Allah di awal ataupun di tengah bahkan di akhir sama-sama

mendapatkan pahala. Berdasarka surat Al-Bagarah ayat 261 disebutkan:

£
e M 2 -~ N T2 Es
) .- ;LZA)JAJ;__M Ay ...
g - - d

(&

¢

Artinya: “... Allah melipat gandakan (ganjara) bagi siapa yang Dia kehendaki ...”

Pada surat Al-Baqarah ayat 261 dijelaskan bahwa pahala yang diberikan
Allah karena menyebut nama Allah di awal, di tengah dan di akhir sesuai dengan
kehendak Allah. Maka berdasarkan hadits dan kaidah figih yang berlaku pada
operator normal ditambah dengan penjelasan dari Al-Qur’an surat Al-Baqarah
ayat 261, menjadi dasar dari operator uniter. Mengawali makan dengan menyebut
nama Allah berlaku atau dinotasikan dengan T*T, menyebut nama Allah pada saat
di tengah makan atau di akhir maka berlaku atau dinotasikan dengan TT* sama-
sama mendapatkan pahala, tetapi pahala yang di dapatkan sesuai dengan kehendak
Allah berlaku atau dinotasikan dengan [. Hal tersebut sesuai dengan definisi

operator uniter yaitu:

T"T=TT"=1



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Sifat dari operator Hilbert antara lain:

a.

Diberikan 7, K dan £ ruang Hilbert kompleks, R, § € B(H,¥K) dan

T € B(¥X,L). dimana A, n € C maka

1) (UR+A8)* = iR* + AS*

2) (TR)" =R'T*

L) =T

4) Tl = [Tl

5) Fungsi f:B(H,K) - B(¥X,H ) yang didefinisikan f(R) = R*
merupakan fungsi kontinu

6) IT*TIl = IITII?

Diberikan ', K ruang Hilbert kompleks, S: H - K dan T: H — K

operator terbatas dan a skalar, maka:

1) (Ty,x) =y, Tx) i XEH,yEK

2) (S+T)=S"+T"

3) (al)*=aT*

Diberikan # ruang Hilbert kompleks, T € B(3H ) operator normal, dan

o > 0 dimana x € H sedemikian sehingga:

1) AT = NTCoOll

2) jika ||IT(x)|| = allx|| maka Ker T* = {0}
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d. Diberikan H ruang Hilbert kompleks, S operator self adjoint di B(H)
3. jikaa,p € R (bilangan real) dan Ty, T, € S makaaT;, + T, € S
4. S subset tertutup di B(H)
e. Diberikan H ruang Hilbert kompleks dan T € B(H )
1) T*T dan TT" operator self adjoint
2) T =R +iS dimana R, S operator self adjoint
f. Diberikan H ruang Hilbert kompleks dan T, U € B(H ) maka
1) T*T =1 jika dan hanya jika T isometri
2) U operator uniter jika dan hanya jika U isometri dari H ke H
4.2 Saran
Dari penelitian ini perlu pengembangan pembahasan agar lebih
mendalam. Diharapkan untuk penelitian selanjutnya lebih dikembangkan

pembahasannya tidak hanya pada fungsi saja dan pada ruang yang berbeda.
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