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DAFTAR SIMBOL

A(G) = Matriks adjacency dari graf G.
R(H ) = Rank dari matriks Hermite yang digambarkan oleh graf G.

mr (Hg) = Rank minimum dari matriks Hermite yang digambarkan oleh graf G.
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DAFTAR LAMPIRAN

Program MATLAB Rank Minimum yang Digambarkan Graf G



ABSTRAK

Syafi’i, Mohamad. 2011. Rank Minimum Matriks Hermite Yang
Digambarkan Graf G . Skripsi. Jurusan Matematika Fakultas Sains dan
Teknologi Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.
Pembimbing: 1. Abdussakir, M.Pd.

Il. Dr. H. Ahmad Barizi, M.A.

Kata Kunci: Rank Minimum, Matriks Hermite, Graf.

Rank minimum dari matriks Hermite yang digambarkan oleh graf G
didefinisikan dengan rank terkecil dari matriks Hermite dimana unsur-unsur ke-ij
dalam matriks tersebut adalah:

I. Untuk i = j adalah taknol, jika (i,j) adalah sisi di G.

ii. Untuk i = j nilainya diabaikan.

iii. 0 untuk yang lainnya.

Pada skripsi hanya menentukan rank minimum yang digambarkan oleh graf
komplit, graf lintasan, graf sikel, graf bipartisi komplit, dan graf star. Dalam
menentukan rank minimum yang digambarkan graf tersebut dengan cara graf
yang digambarkan dibentuk dalam matriks adjacency, kemudian dikembangkan
menjadi beberapa matriks Hermite, setelah itu dicari rank dari beberapa matriks
tersebut, sehingga diperoleh rank minimum. Dalam mencari rank matriks
digunakan operasi baris elementer dan dengan bantuan program Matlab.

Hasil penelitian ini diperoleh :

1. mr(Hy )=LneNdann>2

mr(H, )=n-LneNdannz=2
mr(H. )=n-2,neNdann=>3
mr(HKmvn) =2, mneN
mr(Hs )=2,neN

Olgi-m gORIND

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



ABSTRACT

Syafi’i, Mohamad. 2011. The Minimum Rank of Hermitian Matrices
Described by a Graph. Thesis. Mathematics Department Science and
Technology Faculty State Islamic University Maulana Malik Ibrahim of
Malang.

Advisor: I. Abdussakir, M.Pd.
Il. Dr. H. Ahmad Barizi, M.A.

Keywords: Minimum Rank, Hermitian Matrices, Graf.

The minimum rank of Hermitian matrices described by a graph is defined
to be the smallest rank over all Hermitian matrices whose entries ij-th of its
matrices are:

I. For i= j is nonzero whenever (i,j) is an edge in G
ii. Fori=j isignored
iii. Zero, for otherwise
This thesis only determiniation of minimum rank described by complete graph,
path graph, cycle graph, bipartite complete graph, and star graph. The method
Determination of minimum rank described a graph is from a graph, then finding
the adjacency matrix, then developed into a Hermitian matrices, after that lookfor
rank from its to get the rank minimum. In determination rank matrices using
elementary row operations and Matlab Program.
The result this thesis are :
1. mr(H )=LneNandn>2

mr(H, )=n-1LneNandn>2
mr(Hc )=n-2,neNandn>3
mr(H, )=2,mneN

mr(Hs )=2,neN

Ulghs GRS

Xi
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang

IImu adalah pengetahuan tentang sesuatu bidang yang disusun secara
bersistem menurut metode-metode tertentu yang dapat digunakan untuk menerangkan
gejala-gejala tertentu di bidang (pengetahuan) itu (Kamus Besar Bahasa Indonesia,
1989). Ibnu Khaldun membagi kelompok ilmu ke dalam dua kelompok yaitu :
1. llmu yang merupakan suatu yang alami pada manusia, yang ia bisa menemukannya

karena kegiatan berpikir.

2. llmu yang bersifat tradisional (naqgli) (Rachman, 2006:257).

Matematika merupakan salah satu cabang ilmu pengetahuan, bahkan Carl

Friedrich Gauss mengatakan matematika sebagai "Ratunya limu Pengetahuan™. Menurut

Kerami dan Sitanggang (2003:156) matematika merupakan penelaahan tentang
bilangan-bilangan, bentuk-bentuk dan lambang-lambang. Berkaitan dengan definisi
tersebut, matematika seringkali dibagi menjadi tiga cabang, yaitu aljabar, analisis dan
geometri. Aljabar membahas tentang bilangan dan pengabstrakannya, analisis
membahas kekonvergenan dan limit, sedangkan geometri membahas tentang bentuk dan
konsep-konsep yang berkaitan. Dalam perkembangan selanjutnya, cabang matematika
menjadi semakin banyak dan salah satunya adalah teori graf. Teori graf berkembang
sangat pesat, bahkan dalam perkembangannya dapat disejajarkan dengan aljabar yang
lebih dahulu berkembang.

Matematika pada dasarnya berkaitan dengan pekerjaan menghitung, sehingga

tidak salah jika kemudian ada yang menyebut ilmu hitung atau ilmu Al-hisab. Dalam


http://id.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss
http://id.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss
http://id.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss

urusan hitung menghitung ini, Allah adalah rajanya. Allah sangat cepat dalam
menghitung dan sangat teliti. Dalam hal ini Allah berfirman dalam surat Al-Bagarah

ayat 202:

2
T

B

lanllfs 2 Al l5ias s ot ol AT
Artinya : “Mereka itulah orang-orang yang mendapat bahagian daripada yang mereka
usahakan; dan Allah sangat cepat perhitungan-Nya ”.(QS Al-Bagarah: 202).

Dewasa ini semakin banyak muncul penggunaan model matematika maupun
penalaran matematika sebagai alat bantu dalam menyelesaikan permasalahan yang
dihadapi dalam berbagai disiplin ilmu. Teori graf merupakan salah satu cabang
matematika yang penting dan banyak manfaatnya karena teori-teorinya dapat diterapkan
untuk memecahkan masalah dalam kehidupan sehari-hari.

Teori graf mempunyai banyak aplikasi dalam biologi, ilmu komputer,
ekonomi, teknik, informatika, linguistik, matematika, kesehatan, dan ilmu-ilmu sosial.
Dalam berbagai hal, graf menjadi alat pemodelan yang sangat baik untuk menjelaskan
dan menyelesaikan suatu permasalahan (Abdussakir, Azizah, dan Nofandika, 2009:1).

Suatu Graf G adalah himpunan tidak kosong dan berhingga dari objek-objek
yang disebut titik, bersama dengan himpunan (kemungkinan kosong) pasangan tak
berurutan dari titik-titik yang berbeda di G yang disebut sisi. Himpunan titik di G
dinotasikan dengan V(G), sedangkan himpunan sisi dinotasikan dengan E(G)
(Chartrand dan Lesniak, 1986:4).

Misalkan terdapat suatu graf G, dari suatu graf tersebut dibentuk menjadi
matriks adjacency atau matriks keterhubungan. Matriks adjacency suatu graf G adalah

matriks simetri dengan unsur nol dan satu, dan memuat nilai nol pada diagonal



utamanya. Bernilai satu jika antara titik satu dengan titik lainnya terhubung langsung,
sedangkan bernilai nol jika titik yang satu dengan titik lainnya tidak terhubung langsung
(Abdussakir, Azizah, dan Nofandika, 2009: 73-74).

Dari matriks adjacency graf tersebut dapat dicari ranknya. Dimensi umum
dari ruang baris dan ruang kolom dari suatu matriks A disebut rank dari A dan
dinyatakan sebagai rank(A) (Anton dan Rorres, 2004:294).

Matriks adjacency merupakan matriks simetri. Jika dari matriks adjacency
dirubah menjadi matriks Hermite, yang mana unsur-unsurnya adalah bilangan kompleks
tak nol jika antar titik dalam graf tersebut terhubung langsung dan nol jika antar titik
dalam graf tersebut tidak terhubung langsung, sedangkan untuk unsur diagonalnya
diabaikan. Setelah dibentuk menjadi beberapa matriks Hermite, maka dapat dicari rank
dari matriks Hermite tersebut, karena pemberian unsur-unsur bilangan kompleks
bersifat random, maka dapat diperoleh rank minimum dari matriks Hermite yang
digambarkan oleh graf G.

Penelitian sebelumnya tentang rank minimum dari matriks yang digambarkan
graf G hanya dikaji dalam bentuk matriks adjacency, matriks simetri yang unsur-
unsurnya modulo Z,, dan matriks simetri real. Oleh karena itu penulis ingin
mengembangkan dan meneliti tentang rank minimum dari matriks Hermite yang
digambarkan graf G, karena matriks Hermite juga merupakan matriks simetri dengan
semesta bilangan kompleks.

Dari latar belakang di atas, penulis ingin membahas rank minimum matriks
Hermite yang digambarkan Graf G. Oleh karena itu penulis memberi judul pada skripsi

ini ""Rank Minimum Matriks Hermite yang Digambarkan Graf G".



1.2. Rumusan Masalah
Adapun rumusan masalah pada penelitian ini adalah bagaimana pola rank
minimum matriks Hermite yang digambarkan araf G?
1.3. Batasan Masalah
Adapun batasan masalah pada penelitan ini adalah penulis hanya membatasi
pada graf komplit (K,), graf lintasan (P,), graf sikel (C,), graf bipartisi komplit (Kmn),
graf bintang (Sy).
1.4. Tujuan Penelitian
Menentukan dan membuktikan pola umum dari rank minimum matriks Hermite
yang digambarkan graf G.
1.5. Manfaat Penelitian
Adapun manfaat penelitian ini adalah :
1. Jurusan Matematika
Hasil pembahasan ini dapat digunakan sebagai tambahan bahan dalam
pengembangan ilmu matematika khususnya di kalangan mahasiswa jurusan
matematika.
2. Peneliti
Melalui penelitian ini dapat menambah penguasaan materi, sebagai pengalaman
dalam melakukan penelitian dan menyusun karya ilmiah dalam bentuk skripsi, serta
media untuk mengaplikasikan ilmu matematika yang telah diterima dalam bidang
keilmuannya.

3. Pengembangan ilmu pengetahuan



Menambah khasanah dan mempertegas keilmuan matematika khususnya dalam
perkembangan teori graf dan aljabar linier elementer.
1.6. Metode Penelitian
Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode penelitian
kepustakaan (library research) atau kajian pustaka, yakni melakukan penelitian untuk
memperoleh data-data dan informasi-informasi serta objek yang digunakan dalam
pembahasan masalah tersebut. Studi kepustakaan merupakan penampilan argumentasi
penalaran keilmuan untuk memaparkan hasil olah pikir mengenai suatu permasalahan
atau topik kajian kepustakaan yang dibahas dalam penelitian ini.
Adapun langkah-langkah yang akan digunakan oleh peneliti dalam membahas
penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Mencari literatur utama yang dijadikan acuan dalam pembahasan ini.

2. Mengumpulkan berbagai literatur pendukung, baik yang bersumber dari buku,
jurnal, artikel, diktat kuliah, internet, dan lainnya yang berhubungan dengan
permasalahan yang akan dibahas dalam penelitian ini.

3. Memahami dan mempelajari konsep rank, teori graf : definisi graf, graf
terhubung, graf kompilt (K,), graf lintasan (P,), graf sikel (C,), graf bipartisi
komplit (K ), graf bintang (S,), matriks adjacency, matriks Hermite.

4. Membuat contoh-contoh graf baik untuk graf lintasan (P,), graf kompilt (K,),
graf sikel (C,), graf bipartisi komplit (Kn ), graf bintang (S;).

5. Membentuk contoh-contoh graf tersebut menjadi matriks adjacency.

6. Membentuk matriks adjacency menjadi beberapa matriks Hermite



7. Menggunakan operasi baris elementer dan program Matlab untuk menghitung
rank dari matriks-matriks Hermite tersebut.
8. Menentukan pola umum rank minimum matriks Hermite yang dari graf-graf
tersebut.
9. Membuktikan pola umum rank minimum matriks Hermite yang dari graf-graf
tersebut.
10. Membuat kesimpulan dari penelitian ini.
1.7. Sistematika Penulisan
Agar penulisan skripsi ini lebih terarah, mudah ditelaah dan dipahami, maka
digunakan sistematika penulisan yang terdiri dari empat bab. Masing-masing bab
dibagi ke dalam beberapa subbab dengan rumusan sebagai berikut:
BAB | PENDAHULUAN
Pendahuluan meliputi: latar belakang, rumusan masalah, batasan masalah, tujuan
penelitian, manfaat penelitian, metode penelitian dan sistematika penulisan.
BAB Il KAJIAN PUSTAKA
Bagian ini terdiri atas konsep-konsep (teori-teori) yang mendukung bagian pembahasan.
Konsep-konsep tersebut antara lain membahas tentang pengertian graf, graf terhubung,
graf komplit, graf lintasan, graf sikel, graf bipartisi komplit, graf bintang, graf
terdukung, matriks, matriks Hermite, eliminasi Gauss-Jordan, rank matriks, hubungan
graf dan matriks, matriks adjacency, rank minimum matriks Hermite yang digambarkan

graf, serta kajian Al Qur’an tentang graf.



BAB Il  PEMBAHASAN

Pembahasan berisi tentang menentukan pola umum rank minimum dari matriks Hermite
yang digambarkan oleh graf komplit (K,), araf lintasan (P,), graf sikel (C,), graf
bipartisi komplit (K, ), graf bintang (Sp).

BAB IV PENUTUP

Pada bab ini disajikan tentang kesimpulan dari pembahasan dan saran.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Kajian Teori Graf dalam Al Qur'an

Secara umum beberapa konsep dari disiplin ilmu telah dijelaskan dalam Al-
Qur’an, salah satunya adalah matematika. Teori graf yang merupakan salah satu cabang
matematika. Graf adalah himpunan tidak kosong dan berhingga dari objek-objek yang
disebut titik, dan himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik
berbeda yang disebut sisi.

Suatu graf superstar tergambar pada susunan tata surya di ruang angkasa. Para
ahli perbintangan telah menjelaskan bahwa matahari dikelilingi oleh sekumpulan benda
angkasa yang terdiri dari planet, bulan, dan komet yang selalu mengikuti matahari dan
tunduk terhadap kekuatan gravitasi matahari (Abdushshamad, 2003:29).

Nicoulas Copernicus membuat model dari geosentris Ptolomeus dengan
menjadikan matahari sebagai pusat jagad raya. Johanes Kepler merupakan astronom
pertama yang menerima dan menindaklanjuti gagasan heliosentris dan menggunakannya
untuk menganalisis data-data posisi planet yang dihimpun Tycho Brahe. Pengamatan
dan penggunaan metode paralaks tidak memberikan hasil sampai akhirnya astronom
Friedrich Wilhelm Bessel dengan teleskop buatannya berhasil mengamati perubahan
posisi bintang Cygnus 61 pada tahun 1838. Keberhasilan ini kemudian diikuti oleh
pengamatan lain: Paralaks bagi bintang Alfa Centauri oleh Henderson dan bintang Vega
oleh Struve. Sehingga Heliosentris menjadi kokoh, planet bergerak mengitari matahari

(Purwanto, 2009:237).



Dari uraian tersebut maka graf superstar dapat diasumsikan sebagai susunan
dari tata surya, dengan titik center diasumsikan sebagai matahari dan titik-titik lainnya
diasumsikan sebagai benda-benda langit yang mengelilingi matahari sesuai dengan garis
edarnya dan berjalan pada dimensi yang tetap dalam kelompoknya.

Allah berfirman dalam Al-Qur’an

D Dosaielh 3855 N 3 I J2a01 3,5 ol B ol St
Artinya: Tidaklah mungkin bagi matahari mendapatkan bulan dan malampun tidak
dapat mendahului siang. dan masing-masing beredar pada garis edarnya (QS. Yasiin:
40).

Menurut ‘Abdullah bin Muhammad bin ‘Abdurrahman bin Ishaq Alu Syaikh

dalam kitab lubabuttafsir menjelaskan bahwa ayat o s~ S0 3 JS° 5 ... Dan masing-

masing beredar pada garis edarnya.” Yakni malam, siang, matahari dan bulan
semuanya beredar, yaitu berputar pada garis edar langit. Pendapat yang dikemukakan
oleh Ibnu ‘Abbas, ‘Ikrimah, adh-Dhahhak, al-Hasan, Qatadah, ‘Atha’ al-Khurasani.
Ibnu ‘Abbas dan selainnya dari kaum salaf lebih dari satu orang berkata: “Garis edarnya
seperti putaran alat pemintal benang.” Mujahid berkata: “Garis edarnya bagaikan besi
putar atau bagaikan putaran alat pemintal benang, yang mana alat pemintal tidak akan
berputar kecuali dengan putaran tersebut dan putaran tersebur tidak akan berputar
kecuali dengan alat pemintal tersebut (‘Abdullah, 2007:650).

Pada Surat Yasiin Ayat 40 di atas menunjukkan tentang gerakan kumpulan
benda angkasa yang ada di sekeliling matahari. Artinya, matahari, bulan, dan bumi yang
diumpamakan dengan malam dan siang masing-masing mesti beredar bersama-sama
mengelilingi matahari. Sehingga dengan pengaitan pada graf superstar akan terilustrasi

seperti pada Gambar 2.1
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YR AN
) J

N
b
Gambar 2.1 Representasi Tata Surya pada Graf Superstar

dengan asumsi, a adalah matahari dan b adalah benda-benda langit yang mengelilingi
matahari.

Misalkan suatu graf yang menggambarkan kehidupan manusia dilihat dari sisi
amal perbuatan, dimana titik adalah waktu dalam hal ini satuannya adalah hari, dimana
titik awal ketika manusia terlahir di dunia sampai dengan titik akhir dimana manusia
menghembuskan nafas terakhir (meninggal dunia). Garis adalah proses perjalanan
manusia tersebut. Manusia yang tercipta di muka bumi pastilah memiliki perbedaan.

Jika kehidupan manusia dianalogikan dalam teori graf, dalam hal ini dikaitkan
dengan segala amal perbuatan manusia yang dilakukan selama di dunia. Jika
diasumsikan titik adalah hari dan sisi adalah kehidupan manusia, maka dapat

digambarkan sebagai berikut :

O ) ) O

HariKe—n

HariKe -1 (Hari ketikamanusia wafat)

Gambar 2.2 Representasi Kehidupan Manusia pada Graf Lintasan

tentunya seluruh amal pebuatan manusia yang dilakukan selama di dunia akan

dipertanggungjawabkan di akhirat nanti.
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Dalam Al Qur'an surat Al Zilzalah ayat 7 dan 8 :

8. F7 <

nji;jSJ@’M*’jdgj,aﬁ (o5 855 Utk Jads oo

2o

’°J=’.

Artinya : Barangsiapa yang mengerjakan kebaikan seberat dzarrahpun, niscaya Dia
akan melihat (balasan)nya. Dan Barangsiapa yang mengerjakan kejahatan sebesar
dzarrahpun, niscaya Dia akan melihat (balasan)nya pula.(Q.S. Al Zalzalah :7-8).

Adapun amal yang diterima oleh Allah Adalah

A ﬁ/ L /e}/}o/ /:}o/}t/ - ﬁ/a o - 8 Q./BE/B c}c Béﬂ/

&\&ém\dy)w:Jme\‘;})qM\a,&qu@\w}d\ﬁg\y

b L Bt ST GG By JWEN W ) S oy e ) & e LIS
Fod G W ISty iy 0 J) A 5

s oy (@) B B ) E g S a

a\

Dari Amirul Mukminin, Umar bin Khathab r.a., ia berkata, “Aku mendengar Rasulullah
saw. bersabda, “Sesungguhnya segala amal perbuatan bergantung kepada niatnya dan
tiap orang akan mendapatkan apa yang ia niatkan. Barang siapa yang hijrahnya
kepada Allah dan Rasul-Nya, maka ia akan mendapatkan pahala hijrah karena Allah
dan Rasulullah. Barang siapa yang hijrahnya karena faktor duniawi yang akan ia
dapatkan atau karena wanita yang akan ia nikahi, maka ia dalam hijrahnya itu ia
hanya akan mendapatkan apa yang ia niatkan.” (H.R. Bukhari-Muslim).

Para ulama figih menegaskan bahwa niat adalah pembeda antara ibadah dan
adat, membedakan antara satu ibadah dengan ibadah lainnya. lkhlas merupakan sifat
dari sebuah niat. Karena sesungguhnya niat itu berkaitan dengan pekerjaan suatu ibadah
, sedangkan keikhlasan niat dalam ibadah itu dengan cara menyandarkan ibadah tersebut
kepada Allah SWT. Jadi, peran niat adalah untuk membedakan antara ibadah dengan
pekerjaan lainnya atau diharapkan dengan niat seseorang akan mengarahkan pekerjaan

hanya kepada Allah (Sulaiman, 2005:11).



12

Dalam Al Qur'an surat Al Mulk ayat 2:

3558801 50301 a5 S G2 K S 5y STk o
Artinya: Yang menjadikan mati dan hidup, supaya Dia menguji kamu, siapa di antara
kamu yang lebih baik amalnya. dan Dia Maha Perkasa lagi Maha Pengampun (QS. Al
Mulk: 2).

Menurut *Aidh Al Qarni dalam kitab Tafsir Muyassar menjelaskan bahawa
ayat di atas adalah Dia-lah Allah, yang menciptakan kematian dan kehidupan. Dia
menghidupkan makhluk dari ketiadaan. Dia-lah yang mematikan manusia untuk
menguji siapa di antara mereka yang lebih ikhlas dan benar dalam beramal. Iman adalah
ujian bagi manusia, apakah dia menaati Allah ataukah mengikuti jejak langkah setan.
Allah Maha Perkasa, tidak ada sesuatu pun yang sulit bagi-Nya ataupun yang tidak
mampu dilakukan-Nya. Maka Dia yang Maha Perkasa dapat memaksa siapa saja. Dia
akan mengampuni semua dosa orang yang bertaubat dan akan memaafkan semua
kesalahan orang yang kembali kepada-Nya. Ayat ini mengandung motivasi untuk
menaati Allah dan menghindari perbuatan maksiat (Al Qarni, 2007:377).

Menurut Teungku Muhammad Hasbi Ash Shiddigiey dalam kitab Tafsir Al
Qur'anul Majid An Nuur Ayat e gual oS oS L menjelaskan bahwa Allah
menetapkan yang demikian itu untuk menguji keadaanmu, untuk mengetahui kebajikan
dan kejahatanmu, dan untuk mengetahui siapa di antara kamu yang lebih baik
amalannya, lebih banyak keikhlasannya, lebih jauh dari segala yang diharamkan, dan
lebih cepat kepada ketaatan. Ringkasnya, hidup ini adalah tempat ujian, sedangkan mati
adalah masa pembalasan (Ash Shiddigiey, 2000:4289).

Amal perbuatan manusia tidak selamanya dicatat malaikat, hal itu terjadi jika

manusia berada dalam lima keadaan: ketika manusia belum beranjak aqil baligh, ketika
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dalam keadan terpaksa atau membahayakan jiwa, ketika manusia menjadi gila, ketika
sedang tertidur, ketika dalam keadaan lupa.

Sebenarnya seseorang itu terhenti amalnya tatkala datang kematiannya. Tetapi
ada beberapa amalan yang dilakukan pada saat hidupnya dan manfaatnya terus-menerus
dipakai, maka pahalanya akan terus mengalir kepada pelakunya meskipun temponya
berlangsung lama. Itu berbentuk segala usaha kebaikan yang dapat bermanfaat bagi
manusia ataupun binatang ternak; seperti wakaf-wakaf untuk kebaikan, pohon-pohon
berguna yang berbuah, sumber-sumber air minum, membangun masjid-masjid dan
madrasah, anak keturunan yang shalih, mengajarkan ilmu bermanfaat dan mengarang

kitab-kitab yang berfaedah.

Bk ;U 0 V] dles i) 2Tl Sl BJG oo g ade ) o 1 J gy O e 1 o2y 50,8 Gf e
(1> sl ol) dyss Lo Ay o) 4 wisy oo ) )l
diriwayatkan  dari Abu  Hurairah  Radhiyallahu’anhu  bahwa  Rasulullah
Shallallahu’alaihi wasallam bersabda : “Apabila seorang anak Adam meninggal, maka
akan terputus amalannya kecuali tiga perkara : shadagoh jariyah, atau ilmu yang
bermanfaat, atau anak shalih yang mendoakan kepadanya” (H.R. Abu Dawud).

Jika amal perbuatan manusia direpresentasikan dalam suatu persamaan

matematika, maka diperoleh :

Hi= A+ A, + A+ A+t A

Hy = A+ A+ A+ A+ + A,

Hy=Au+ Ap+ A+ A+ + A

Hy=Ai+ A+ A+ A+ + A,

Tentunya sebagai manusia tidak kuasa untuk menentukan nilai amal atau jumlah pahala

dan dosa yang dilakukan setiap hari, hanya Allah SWT yang Maha Kuasa, Maha

Melihat atas apa yang terjadi di dunia.
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Setidaknya setiap manusia meyakini bahwa setiap amalan yang diperbuat
selama di dunia pasti tercatat dan terdefinisi, dan harus dipertanggungjawabkan kelak
pada yaumul Hisab, sehingga dari contoh persamaan matematika mengenai amal

perbuatan manusia pasti akan diperoleh

10000 - 0 b
01000 - 0 b,
00000 10
Dari hasil eselon baris di atas menunjukkan bahwa apa yang dilakukan manusia pasti
terdefinisi dan diketahui oleh Allah SWT, karena sesungguhnya Allah SWT Maha
Melihat dan Maha Kuasa.
2.2 Graf
2.2.1 Definisi Graf
Graf G adalah pasangan (V(G), E(G)) dengan V(G) adalah himpunan tidak
kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut sebagai titik dan E(G)
adalah himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik
berbeda di V(G) yang disebut sebagai sisi. Banyaknya unsur di V(G)
disebut order dari G dan dilambangkan dengan p(G) dan banyaknya unsur
di E(G) disebut ukuran dari G dan dilambangkan dengan q(G). Jika graf
yang dibicarakan hanya graf G, maka order dan ukuran dari G masing-
masing cukup ditulis p dan g. Graf dengan order p dan ukuran q dapat
disebut graf-(p,q). (Abdussakir, Azizah, Nofandika, 2009:4-5).
Menurut Johnsonbough dan Schaefer (2004: 68) suatu graf (graf tak

berarah) G terdiri dari himpunan V yang terdiri dari titik-titik (node) dan
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himpunan E yang terdiri dari sisi-sisi (arcs) sedemikan hingga setiap sisie € E
terhubung dengan pasangan terurut suatu titik.
Secara matematis graf didefinisikan sebagai berikut, Graf G

didefinisikan sebagai pasangan himpunan (V,E), yang mana dalam hal ini :
V = himpunan tidak kosong dari titik (vertices atau node)

={V1, V2, V3 . Vn}
E = himpunan sisi (edges) yang menghubungkan sepasang titik

={eseye;s ... em}
atau G = (V,E).
Himpunan titik (V) tidak boleh kosong, sedangkan sisi (E) boleh kosong. Jadi,
suatu graf dimungkinkan tidak mempunyai sisi, tetapi titiknya harus ada,
minimal satu. Graf yang mempunyai satu titik tanpa sisi dinamakan graf trivial
(Munir, 2003 :291).

Contoh:

Gambar 2.3 Graf G Berorder 4

Pada Gambar 2.3 Graf G memuat himpunan titik V(G) dan sisi E(G) yaitu:
V(G) ={a, b, c, d}

E(G) ={(a b), (b, d), (d, c), (c, )}
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Graf G mempunyai 4 titik sehingga order G adalah p = 4. Graf G mempunyai 4
sisi sehingga size graf G adalah q = 4.
2.2.2 Derajat Titik

Definisi
Derajat dari titik v di graf G, ditulis degg (v), adalah banyaknya sisi di G
yang terkait langsung (incident) dengan v. Jika dalam konteks pembicaraan
hanya terdapat satu graf G, maka tulisan deg.(v) disingkat menjadi
deg(v) . Titik yang berderajat genap disebut titik genap (even vertices) dan
titik yang berderajat ganjil disebut titik ganjil (odd vertices). Titik yang
berderajat nol disebut titik terisolasi (isolated vértices) dan titik yang

berderajat satu disebut titik ujung (end vertices) (Chartrand dan Lesniak,

1986:7).
Contoh:
v, V,
) 3 2
3 2
3
o 1
V6 V5

Gambar 2.4 Graf dengan Derajat Titik

Berdasarkan Gambar 2.4, diperolah bahwa:
degg (v1) =3

degG (Vz) =3



2.2.3

2.2.4
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degg (v3) =2
degg (v4) =2
degg (vs) =1
degg (ve) =3
Jalan, Trail, Lintasan, Sirkuit, dan Sikel
Misalkan G graf, Misalkan u dan v adalah titik di G (yang tidak harus
berbeda). Jalan u-v pada graf G adalah barisan berhingga yang berselang-seling.

W:iu=v,e,v,e,V,, e,V =V

antara titik dan sisi, yang dimulai dari titik dan diakhiri dengan titik, dengan
e =V, V, 1=123,---,n
adalah sisi di G. vq disebut titik awal, v, disebut titik akhir, titik vi, vy, ..., Vha

disebut titik internal, dan n menyatakan panjang dari W. Jika v, # Vv, , maka W

disebut jalan terbuka. Jika v, =v,, maka W disebut jalan tertutup. Jalan yang

tidak mempunyai sisi disebut jalan trivial (Abdussakir, Azizah, Nofandika,
2009:49).

Jalan W yang semua sisinya berbeda disebut trail. Jalan terbuka yang
semua titiknya berbeda disebut lintasan. Dengan demikian setiap lintasan pasti
merupakan trail, tetapi tidak semua trail merupakan lintasan. Jalan tertutup W
tak trivial yang semua sisinya berbeda disebut sirkuit. Jalan tertutup tak trivial
yang semua titiknya berbeda disebut sikel (Abdussakir, Azizah, Nofandika,
2009:51).

Graf Terhubung

Definisi
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Suatu graf G disebut terhubung (connected) jika untuk setiap titik u dan v
di G terdapat lintasan yang menghubungkan kedua titik tersebut.
Sedangkan jika terdapat dua titik pada graf G yang tidak dihubungkan oleh
suatu lintasan, maka graf G disebut graf tak terhubung (disconnected)
(Chartrand and Oellerman, 1993 :21).

Sebagai contoh gambar 2.5 (a) adalah graf terhubung dan 2.5 (b)

adalah graf tak terhubung karena tidak ada lintasan yang menghubungkan antara

V4 dan vs
Contoh:
Vi
v Vo Ve
V3 V3 4 8
@ (b)

Gambar 2.5. (a) Graf Terhubung (b) Graf Tak Terhubung

Sisi e = (u, v) dikatakan menghubungkan titik u dan v. Jika e = (u, v)
adalah sisi di graf G, maka u dan v disebut terhubung langsung (adjacent), u dan
e serta v dan e disebut terkait langsung (incident). Untuk selanjutnya, sisi e =
(u,v) akan ditulis e = uv (Chartrand dan Lesniak, 1986:4).

Contoh: u
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Gambar 2.6. Graf G yang Incident dan Adjacent
Dari Gambar 2.6 tersebut, titik u dan e, serta e, dan v adalah incident (terkait
langsung) dan titik u dan v adalah adjacent (terhubung langsung).
2.2.5 Graf Komplit/ Complete Graph (Kp)

Definisi
Graf G adalah komplit jika setiap titik terhubung langsung ke setiap titik
yang lain, graf komplit dengan n-titik dinyatakan dengan K, (Lipschutz
dan Lipson, 2002:29).

Contoh:

*—0
K, K, Ks
Gambar 2.7 Graf Komplit
2.2.6 Graf Lintasan/Path Graph (P,)
Definisi
Graf berbentuk lintasan dengan titik sebanyak n dinamakan graf lintasan
order n dan ditulis P, (Abdussakir, Azizah, Nofandika, 2009:53).

Contoh:

O 6—0 0——0—0 0—0—0—0 0—0—0—0—90
Pl Pz P3 l:)4 Ps

Gambar 2.8. Beberapa Bentuk Graf Lintasan
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2.2.7 Graf Sikel/Cycle Graph (Cp)
Definisi
Graf berbentuk sikel dengan titik sebanyak n, n >3, disebut graf sikel dan
ditulis C, (Abdussakir, Azizah, Nofandika, 2009:55).

Contoh: :

7 AU s PT N
A& PR %as

Gambar 2.9 Graf Sikel Cs, C4, dan Cs

2.2.8 Graf Bipartisi Komplit

Definisi
Graf bipartisi (bipartite graph) adalah graf yang himpunan titiknya dapat
dipisahkan menjadi dua himpunan tak kosong X dan Y sehingga masing-
masing sisi di graf tersebut menghubungkan satu titik di X dan satu titik di
Y; X dan Y disebut himpunan partisi (Purwanto, 1998:21).

Definisi
Suatu graf G disebut bipartisi komplit jika G adalah graf bipartisi dan
masing-masing titik pada suatu partisi terhubung langsung dengan semua
titik pada partisi yang lain. Graf bipartisi komplit dengan m titik pada salah
satu partisi dan n titik pada partisi yang lain ditulis Kn,, (Abdussakir,
Azizah, Nofandika, 2009:22).

Contoh:
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K13 K23 K33
Gambar 2.10. Graf Bipartisi Komplit K 3 K; 3, K33

2.2.9 Graf Bintang/Star Graph (S,)
Definisi
Graf bintang (Star Graph) adalah graf bipartit komplit yang berbentuk

Kin. Graf Ky, ditulis dengan S, (Abdussakir, Azizah, Nofandika,

2009:22).
Contoh:
®
Kis K14

Gambar 2.11 Graf Bintang Ky 3 dan Ky 4

2.2.10 Subgraf
Definisi

Graf H disebut subgraf dari G jika himpunan titik di H adalah subset dari

himpunan titik-titik di G dan himpunan sisi-sisi di H adalah subset dari

himpunan sisi di G. Dapat ditulis V(H) < V(G) dan E(H) < E(G). Jika H
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adalah subgraf G, maka dapat ditulis H < G (Chartrand dan Lesniak,
1986:8).
Contoh:
Graf G yang memuat himpunan titik V dan himpunan sisi E seperti berikut ini:
V(G) = {v1, V2, V3, V4, V5} dan
E(G) = { v1 Vo, V1 V6, V1 V4 ,V2 V3,V2 Vg, V3 Vg . V3Vs, VaVs, Vs Ve }

Graf G tersebut dapat digambar sebagai berikut:

v, v,
v, \' 4
G:
6 5
Gambar 2.12 Graf G
V2 V3
®
v,
H:
Vs‘ Vg
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Gambar 2.13 H Subgraf dari G

Gambar 2.12 dan 2.13 menunjukkan dua graf G dan H dan menunjukkan
bahwa H subgraf G.
2.2.11 Subgraf Terdukung
Misalkan G graf dengan himpunan titik V(G) dan himpunan sisi E(G).
Misalkan U adalah himpunan bagian tak kosong dari V(G). Subgraf di G yang
terdukung oleh himpunan U, dinotasikan dengan G[U], adalah graf dengan
himpunan titik U dan memuat semua sisi di G yang terkait langsung dengan dua
titik di U. Jadi sisi di graf G[U] adalah semua sisi uv di G dengan syarat u,v eU
. Graf H disebut subgraf terdukung titik (atau disebut terdukung) di G,
dinotasikan dengan H <G, jika H = G[U], untuk suatu U cV(G) dan U = @
(Abdussakir, Azizah, Nofandika, 2009:43).

Sebagai contoh misalkan graf G sebagai berikut:

Vv Vv
i} 2 Vv,

V4 Vs
Gambar 2.14 Graf G

Diketahui V(G) ={v,,v,,v;,v,,v.}.Misalkan U ={v,,v,,v,,v.}, maka subgraf

terdukung G[U] di G terlihat pada gambar berikut:
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G[U]:

Vi Vs

Gambar 2.15 G[U] Merupakan Subgraf Terdukung Oleh U di Graf G

2.3 Matriks
2.3.1 Konsep Dasar Matriks
Definisi
Bentuk yang paling umum dari sebuah matriks adalah susunan bilangan

yang berbentuk persegi panjang yang dapat digambarkan sebagai berikut

ay &, &,
4y &y Ay 2 . .

A=l . : =(a;), i=1,2, ...,mdan j=1,2,..,n (2.1)
aml amZ ' amn

Bilangan-bilangan a,,,a,,,---,a,, yang menyusun rangkaian itu disebut

elemen atau unsur dari matriks itu. Indeks pertama dari elemen
menunjukkan baris dan indeks kedua menunjukkan kolom dimana elemen
itu berada. Untuk menuliskan matriks beserta elemen-elemennya
dipergunakan tanda kurung siku seperti yang diperlihatkan pada persamaan
(2.1), sedangkan suatu huruf dicetak tebal (misalnya, A) dapat digunakan
juga untuk menyatakan suatu matriks. Penyajian lain untuk suatu matriks

adalah dengan menuliskan elemen umumnya dalam suatu kurung siku,
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maka matriks A pada persamaan (2.1) dapat juga ditulis [a;;] atau [A] (Gere
dan Weaver,1987:13).
Susunan matriks persegi panjang disebut matriks m kali n (ditulis mx

n) karena memiliki m baris dan n kolom. Suatu matriks pada umumnya
merupakan susunan bilangan-bilangan yang berdimensi dua, maka diperlukan
dua subkrip yang menyatakan setiap elemennya (isi elemen-elemen matriks).
Dengan perjanjian, subkrip pertama berkaitan dengan barisan, dan kedua di
kolom. Maka ay; berkaitan dengan baris kedua dan kolom ketiga; dan a;j
berkaitan dengan elemen di baris ke-i dan kolom ke-j. Tidak perlu ada hubungan
antara jumlah baris dan jumlah kolom. Sebuah matriks, misalkan, dapat
memiliki 100 baris dan 10 kolom atau 1 baris dan 1000 kolom. Setiap matriks
yang memiliki jumlah baris dan jumlah kolom yang sama disebut matriks bujur
sangkar. Matriks bujur sangkar dengan n baris dan n kolom sering disebut
matriks berordo-n. Setiap matriks yang berordo-n sesuai dengan definisi adalah
matriks bujur sangkar (Naipospos dan Soemartoyo, 1983:51).
Matriks Simetri
Definisi

Jika A adalah matriks m x n, maka tranpos dari A (tranpose of A),

dinyatakan dengan A", didefinisikan sebagai matriks n x m yang

didapatkan dengan mempertukarkan baris-baris dan kolom-kolom dari A;

sehingga kolom pertama dari A" adalah baris pertama dari A, kolom kedua

adalah baris kedua dari A, dan seterusnya (Anton dan Rorres, 2004(a):67).

Contoh:
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1 2 3
A=|4 5 6
7 8 9
1 4 7
AT =|2 5 8
3 6 9
Definisi

Suatu matriks bujur sangkar A disebut matriks simetri jika matriks tersebut
sama dengan transposenya (A= A") (Anton dan Rorres, 2004(a):78).

Contoh:

2.3.3 Matriks Hermite
Dalam matriks dengan unsur riil, matriks bujur sangkar A dikatakan
matriks ortogonal jika A* = AT, A dikatakan simetris jika A = AT. Matriks
ortogonal dan matriks simetris memiliki peran penting dalam diagonalisasi
matriks dengan unsur real. Sedangkan matriks uniter, matriks Hermite, matriks
normal memiliki peranan penting dalam diagonalisasi matriks dengan unsur

kompleks.
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Jika A merupakan matriks dengan unsur kompleks, maka tranpose

sekawan A, yang dinyatakan oleh A", didefinisikan oleh:

A =AT
Contoh:
) ) f i 1+i -—-i O
Misal diketahui matriks A = Y A
2 3-21 i
maka
o~ 1-i i 0
| 23 12i) |
sehingga
1—i 2
A=A"=| i 3+2i
0 —i

Matriks simetrik memainkan peranan mendasar dalam masalah
pendiagonalan matriks secara ortogonal dengan unsur real. Analog kompleks
yang paling alamiah dari matriks real simetrik adalah Hermite .

Definisi
Matriks bujur sangkar A dengan unsur kompleks disebut Hermite, jika A =
A" (Anton dan Rorres , 2004(b):118).
Untuk memudahkan mengenali matriks Hermite, misalkan M=[m;;]

adalah suatu matriks m x n dengan m;; = a;; +ib;; untuk setiap i dan j. Sehingga

M dapa dituliskan dalam bentuk

M=A+iB
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Dengan A=[a;] dan B =[b;]mempunyai entri bilangan real. Didefinisikan
matriks sekawan dengan

M = A-iB

Jadi M adalah matriks yang terbentuk dengan mengambil kompleks sekawan

dari setiap entri M. Transpose dari M dilambangkan dengan M "', jadi suatu

matriks M disebut Hermite, jika M = M".

Contoh:
1 i 1+i
A= i -5 2—-i |,
1-i 2+i 3
maka
1 1|
A=l i -5 2+i
1+i 2-i 3
Sehingga
1 i 1+i
A =AT =| —i -5 2—-i |=A
1-i 2+i 3

yang berarti bahwa A adalah matriks Hermite.
Eliminasi Gauss Jordan

Thomas (dalam Anton dan Rorres, 2004(a):13) mengatakan bahwa
setiap matriks memiliki bentuk eselon baris tereduksi yang unik, artinya kita
akan memperoleh bentuk eselon baris tereduksi yang sama untuk matriks

tertentu bagaimanapun variasi operasi baris yang dilakukan.



29

Langkah-langkah operasi baris yang dikemukakan oleh Gauss dan
disempurnakan oleh Jordan sehingga dikenal dengan Eliminasi Gauss-Jordan,
sebagai berikut:

1. Jika suatu baris tidak seluruhnya dari nol, maka bilangan tak nol pertama
pada baris itu adalah 1. Bilangan ini disebut 1 utama .

2. Jika terdapat baris yang seluruhnya terdiri dari nol, maka baris-baris ini akan
dikelompokkan bersama pada bagian paling bawah dari matriks.

3. Jika terdapat dua baris berurutan yang tidak seluruhnya dari nol, maka 1
utama pada baris yang lebih rendah terdapat pada kolom yang lebih kanan
dari 1 utama pada baris yang lebih tinggi.

4. Setiap kolom memiliki 1 utama dan memiliki nol pada tempat lain (Anton
dan Rorres, 2004(a):9).

Contoh:

00 -20 7 12
2 4 -106 12 28
2 4 -56 -5 -1
Langkah 1 : Perhatikan kolom paling kiri yang tidak seluruhnya terdiri dari

nol.

00 -20 7 12
2 4 -106 12 28
2 4 -56 -5 -1

T Kolom tak nol paling kiri



30

Langkah 2 : Jika perlu, pertukarkan baris paling atas dengan baris lain untuk
menempatkan entri taknol pada puncak kolom yang diperoleh pada langkah

1.

2 4 -10 6 12 28 Baris pertama dan kedua pada

0 0 -2 0 7 12| <«— matrikssebelumnya
2 4 475 A5 SER dipertukarkan

Langkah 3 : Jika entri yang kini berada pada puncak kolom yang kita peroleh
pada langkah 1 adalah a, kalikan dengan baris pertama dengan E,a;to
a

sehingga terbentuk 1 utama

12 -53 6 14 Baris pertama dari matriks
0 0 -20 7 12| «—

sebelumnya dikalikan dengan =
2 4 -5 6 -5 -1 2

Langkah 4 : Tambahkan kelipatan yang sesuai dari baris paling atas ke baris-

baris di bawahnya sehingga semua entri dibawah 1 utam menjadi nol.

12 -53 6 14 -2 kali baris pertama matriks
00 -2 0 7 12 | € sebelumnyaditambahkan ke

00 5 0 -17 —-29 baris ketiga

Langkah 5 : Sekarang tutuplah baris paling atas dari matriks dan mulailah
lagi dengan iangkah 1 pada submatriks yang tersisa. Lanjutkan langkah ini

hingga seluruh matriks berada dalam bentuk eselon baris.

1 2 -53 6 14
00 -20 7 12
00 5 0 -17 -29

t

Kolom tak nol paling kiri dalam submatriks
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Baris pertama submatriks
dikalikan dengan % untuk

memperoleh 1 utama

-5 kali baris pertama
submatriks ditambahkan ke
baris kedua submatriks untuk
memperoleh nol dibawah 1
utama

Baris paling atas submatriks
ditutup dan kita kembali ke
langkah 1

| Kolom tak nol paling kiri dalam

6 14
.
2

Keseluruhan matriks Kkini

tambahan berikut.

memperoleh nol di atas 1 utama.

14

R O O

1
2

Submatriks baru

Baris pertama (dan satu-
satunya) dalam submatriks
baru dikalikan dengan 2
untuk memperoleh 1 utama

berada dalam bentuk eselon baris. Untuk

memperoleh bentuk eselon baris tereduksi kita membutuhkan langkah

Langkah 6 : Mulai dengan baris taknol terakhir dan bergerak ke atas,

tambahan kelipatan yang sesuai dari tiap baris ke baris di atasnya untuk

% kali baris ketiga dari matriks

sebelumnya ditambahkan
ke baris kedua
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12 -530 2
0 1 001 -6 kali baris ketiga
0 0 01 2 ditambahkan ke baris pertam
120307 5 kali baris kedua
001001 ditambahkan ke baris pertama
0 001 2

Matriks terakhir di atas berada dalam bentuk eselon baris tereduksi.
Jika kita hanya menggunakan 5 langkah pertama, prosedur di atas akan
menghasilkan bentuk eselon baris disebut eliminasi gauus, dengan
melakukan prosedur sampai langkah keenam maka prosedur di atas akan
menghasilkan matriks dalam bentuk eselon baris tereduksi dan disebut
eliminasi gauss jordan (Anton dan Rorres, 2004(a):13).
2.4 Ruang Vektor dan Subruang
Definisi:
Misalkan V adalah suatu himpunan takkosong dari objek-objek sebarang, di mana
dua operasinya didefinisikan, yaitu penjumlahan dan perkalian skalar. Jika
aksioma-aksioma berikut dipenuhi objek u, v, w pada V dan semua skalar k dan I,
maka disebut ruang vektor dan objek-objek pada V adalah vektor.
1. Jika u dan v adalah objek-objek pada V, maka u + v berada pada V.
2. U+V=Vv+u.
3. u+t(v+w)=(u+v)+w.
4. Di dalam V terdapat suatu objek 0, yang disebut vektor nol untuk V,

sedemikian rupa sehingga 0 + u = u + 0 = u untuk semua u pada V.
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5. Untuk setiap u pada V, terdapat suatu objek —u pada V, yang disebut sebagai

negatif dari u, sedemikian rupa sehingga u + (-u) = (-u) +u =0.

6. Jika k adalah skalar sebarang dan u adalah objek sebarang pada V, maka ku

terdapat pada V.
7. k(u+v)=Kku +kv.
8. (k+Du=ku+lu.
9. k(lu) = (kI)(u).
10. lu = u (Anton dan Rorres, 2004(a):228).

Contoh:

a 0
Himpunan semua matriks 2 x 2 berbentuk {O b} dengan penjumlahan dan perkalian

skalar matriks adalah ruang vektor.

Bukti:

a 0 a 0 a+a 0
a. u+v= + = eV
{0 b} {O b} { 0 b+b}

o =g o] [f ;’J
{

c . a 0
. u+tvs=
0 b

[{3 S

o
o

i

a0

0 b} =(u+v)+w
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f. u+(-u)= a 0+—a 0 =0
' "o bl |0 -b|
a 0] [a O
g. lu=1 = =u
5 oo o)

h kenu=k+n 2 C =k{g E}FIB ﬂ:kuﬂu

Loy O
0 b

e ff ol e

a 0 a o0
Karena matriks {0 b} memenuhi semua aksioma maka matriks {O b} dengan

I. V

penjumlahan dan perkalian skalar matriks adalah ruang vektor.
Definisi:
Suatu subhimpunan W dari suatu ruang vektor V disebut subruang (subspace) dari
V, jika W itu sendiri merupakan suatu ruang vektor di bawah penjumlahan dan
perkalian skalar yang didefinisikan pada VV (Anton dan Rorres, 2004(a):236).
Definisi:
Suatu vektor w disebut kombinasi linier (linier combination) dari vektor-vektor vy,
Va, ..., Vy jika dapat dinyatakan dalam bentuk
W = Kkyvy + Kovp + L+ Ky

dengan k;,k,,---, k. adalah skalar (Anton dan Rorres, 2004(a):241).
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Perhatikan vektor-vektor u = (-1, 2, 1) dan v = (8, 3, 4) pada R®, maka w = (15,

2, 9) adalah suatu kombinasi linier dari u dan v, maka harus terdapat skalar k; dan k

sedemikian rupa sehingga w = k; u + k, v, yaitu:
(15,2,9)= ki (-1,2, 1) +ko (8,3, 4)
atau
(15, 2, 9) = (-kg + 8ky, 2ky + 3Ky, ky +4ky)

dengan menyetarakan komponen-komponen yang bersesuaian diperoleh

-k; + 8k, =15
2ky + 3k, =2
ki + 4k, =9

dengan menyelesaikan sistem ini akan menghasilkan k; = -2, k, = 2, sehingga
W =-2u+ 2v.

Jadi w = (15, 2, 9) adalah suatu kombinasi linier dari u dan v.

Definisi:

Jika S ={w, vy, ..., vy } adalah himpunan vektor-vektor taknol, maka persamaan

vektor kivi + kovo + ... + kpvy, = 0. Jika ini satu-satunya solusi, Jika ini satu-

satunya solusi, maka S disebut sebagai himpunan bebas linier (linearly

independent). Jika terdapat solusi-solusi lain, maka S disebut sebagai himpunan

tidak bebas linier (linearly dependent) (Anton dan Rorres, 2004(a):249).

Contoh:

Perhatikan vektor-vektor i = (1, 0, 0), j = (0, 1, 0), dan k = (0, 0, 1) pada R®. Persamaan

vektor dalam bentuk komponen-komponennya
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kil + koj + kok =0
menjadi
k,(1,0,0)+k,(0,1,0) + k,(0,0,1) = (0,0,0)
atau secara ekuivalen,
(k;,k,,k;) =(0,0,0)
ini mengimplikasikan bahwa k;, =0,k, =0,k, =0, sehingga himpunan S = {i, j, k}
bebas linier.
2.5 Basis dan Dimensi
Definisi:
Jika V adalah suatu ruang vektor sebarang dan S = { vy, v», ..., Vo } adalah suatu
himpunan vektor-vektor pada V, maka S disebut basis untuk V jika dua syarat
berikut berlaku:
a. S bebas linier
b. S merentang V (Anton dan Rorres, 2004(a):260).

Telah ditunjukkan bahwa jika i = (1, 0, 0), j = (0, 1, 0), dan k = (0, 0, 1) maka S
= {i, j, k} adalah suatu himpunan bebas linier pada R®. Himpunan ini juga merentang R®
karena vektor sebarang v =(a, b, ¢) pada R® dapat ditulis sebagai
v=(ab,c)=2a(1,0,0)+b(0,1,0)+c(0,0,1)=ai+bj+ck
Jadi, S adalah basis untuk R® dan disebut sebagai basis standar untuk R®.

Definisi:
Dimensi dari ruang vektor V yang berdimensi terhingga, dinotasikan dengan
dim(V), didefinisikan sebagai banyaknya vektor-vektor pada suatu basis untuk V

(Anton dan Rorres, 2004(a):269).
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2.6 Ruang Baris, Ruang Kolom dan Ruang Null

Definisi:
Jika A adalah suatu matriks mxn, maka subruang dari R" yang direntang oleh
vektor-vektor baris dari A disebut ruang baris (row space) dari A, dan subruang
dari R™ yang direntang oleh vektor-vektor kolom disebut ruang kolom (column
space) dari A. Ruang solusi dari sistem persamaan yang homogen Ax =0, yang
merupakan subruang dari R", disebut ruang null (null space) dari A (Anton dan
Rorres, 2004(a):278).

Contoh:

a. Diketahui matriks A berikut:

(1 2 3]

—2 1 0
A=

3 1 1

|5 0 —1]

Vektor baris dari A adalah:
rn=@23),r,=(-210),r,=@B1L1),dan r, =(50,-1)

Sedangkan vektor kolom dari A adalah

b. Misalkan B=[2 4 5}
-4 2 3.

Ruang null dari matriks B terdiri dari vektor (x,Y,z) € R® yang memenuhi
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X
2 45 0
y =
-4 2 3 0
z
Maka dapat ditulis sistem persamaan linier homogen meliputi X, y dan z.
2X+4y+52=0
—4x+2y+3z2=0
Sehingga dapat ditulis dalam bentuk matriks sebagai berikut:
2 4 50
-4 2 30
Dengan eselon baris tereduksi didapatkan matriks sebagai berikut:
1 0 -010
01 13 O
Maka dapat diperoleh:
x=(0.1)z

y=(-1.3)z

Ruang nul (solusi Bx=0) dalam z, dimana z adalah skalar, adalah

X 0.1

yl=12-13].

Z 1
Definisi:

Kernel dari matriks A, dinotasikan dengan ker(A), adalah himpunan dari semua
solusi persamaan homogen Ax=0. Kernel dari matriks A disebut juga dengan
ruang null dari A dan dimensinya disebut nullitas dari A, dinotasikan dengan

null(A) (Hogben, 2007: 2-6(57)).
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Contoh:

Tentukan rank dan nullitas dari matriks

>

Il
L S
o o N NN
O, ON B
R O Rk O K
N PO O R

Penyelesaian:

Bentuk eselon baris tereduksi dari A adalah

f 0 osd 2
0 1 00 =1
A=[0 0 1 -1 -1
000 0 0
000 0 O]

Karena terdapat tiga baris taknol (atau secara ekuivalen, tiga 1 utama), ruang
baris dan ruang kolom ketiganya berdimensi tiga, sehingga Rank(A) = 3. Untuk
menentukan nullitas dari A, maka ditentukan dimensi dari ruang solusi sistem linier Ax

= 0. Sistem persamaan yang bersesuaian adalah

X, + X, +2X, =0

X, =X =0

Xz — X, —X; =0

Atau, untuk menyelesaikan variabel-variabel utama,

X, ==X, —2X;
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Maka solusi umum dari sistem tersebut adalah

X, =—S—2t
X, =t

Xy =S+1
X, =S

Xg =t

Atau secara ekuivalen,

X, -1 — 2
X, 0 1
X;|=s| 1 |+t 1
X, 1 0
%] [ 0] |1

Kedua vektor pada ruas kanan di atas merupakan basis untuk ruang solusi, sehingga
nullitas(A) = 2.
2.7 Rank
Definisi

Rank dari suatu matriks A adalah dimensi dari ruang baris dari A (Leon,

2001:144).

Untuk menentukan rank dari suatu matriks, dengan mereduksikan matriks yang

bersangkutan menjadi bentuk eselon baris. Baris-baris taknol dari matriks eselon baris

akan membentuk basis untuk ruang barisnya.
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Contoh :
1 -2 3
A=|2 -5 1
1 -4 -7

Dengan mereduksi A menjadi bentuk eselon baris, maka kita peroleh matriks

Karena terdapat dua baris tak nol, jelas bahwa (1, -2, 3) dan (0, 1, 5) membentuk baris
untuk ruang baris dari U. Sehingga rank dari A adalah 2.

2.8 Hubungan Matriks dan Graf

2.8.1 Matriks Adjacency

Misal G graf dengan order p(p >1)dan ukuran q serta himpunan titik
V(G) ={v,,V,,..,V, }. Matriks keterhubungan (Matriks Adjacency) dari graf G,
dinotasikan dengan A(G), adalah matriks (p x p) dengan unsur pada baris ke-i
dan kolom ke-j bernilai 1 jika titik v; terhubung langsung dengan titikv;, dan
bernilai 0 jika ftitik v; tidak terhubung langsung dengan titik v,
(Abdussakir,Azizah, dan Nofandika, 2009: 73-74).
Matriks Adjcency dapat ditulis A(G) = [aij J,ls i, ] < p, dengan

, Jikav, v, e E(G)
aji —
! jikav, v, = E (G)
Matriks keterhubungan suatu graf G adalah matriks simetri dengan unsure 0 dan

1 dan memuat nilai 0 pada diagonal utamanya.
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Contoh:
v, Vv,
G:
A v,
Gambar 2.16 Graf G
0@ i
1L @ i
AG)=
01 0 1
L db a0

2.8.2 Rank Minimum dari Matriks Hermite yang Digambarkan Graf G

Suatu himpunan dari matriks Hermite berukuran n x n dinotasikan

dengan H,. Misalkan A e H,, sebuah graf yang digambarkan oleh matriks

n?

Hermite A dinotasikan g(A). g(A) adalah sebuah graf dengan himpunan titik
{1, 2, ..., n} dan sisinya adalah {{i, j}|a; #0dani= j}, dan elemen-elemen

diagonal utama A diabaikan. Himpunan matriks Hermite dari graf G dinotasikan
H(G), sehingga H(G) ={A € H, : g(A) = G} (Fallat dan Hogben, 2007:19).
Dengan melihat adanya keterhubungan antara matriks dengan graf pada
subbab 2.8.1, maka dapat dikembangkan dengan mensubtitusi element dari
matriks Adjacency dengan elemen bilangan kompleks dan memenuhi matriks
Hermite. Adapun langkah-langkahnya adalah sebagai berikut :
1. Diketahui graf G, Karena pada penulisan skripsi ini dibatasi pada graf
Lintasan (Py), graf Komplit (K,), graf Sikel (C,), graf Star(S;), graf Bipartisi

Komplit (Km n). Maka dapat diambil dari contoh-contoh graf tersebut.
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2. Membentuk matriks adjacency dari graf tersebut.

3. Membentuk matriks adjacency menjadi matriks Hermite.
Dengan aturan :

I. Elemen diagonal diabaikan nilainya.

I1.  Unsur nol selain di diagonal utama harus nol.

[1l. Unsur tak nol pada matriks dirubah dengan unsur tidak boleh nol dengan
semesta bilangan komplek dan diberikan secara random (Fallat dan Hoghben,
2007: 1).

Dari langkah-langkah di atas maka terdapat banyak kemungkinan matriks
Hermite. Matriks-matriks tersebut memiliki rank masing-masing, sehingga dapat
ditentukan rank minimum yang dapat didefinisikan sebagai berikut:
Rank minimum dari matriks Hermite yang digambarkan oleh graf G
dapat didefinisikan:
mr (Hg) = min{ rank(A) : Ae H(G)}
Teorema 2.1

Diberikan suatu graf G dan titik v eV (G),

mr(G) -2 <mr(G-v) <mr(G)

Bukti:

Akan dibuktikan:

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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(i) mr(G)-2<mr(G-v)
(i) mr(G-v)<mr(G)

(i) mr(G)-2<mr(G-v)

Untuk membuktikan pertidaksamaan yang pertama, perlu diperhatikan bahwa
pertambahan baris pada suatu matriks dapat menambah rank matriks tersebut
paling banyak 1, dan pertambahan kolom pada sebuah matriks dapat menambah
rank matriks tersebut paling banyak 1, sehingga pertambahan titik pada suatu
graf, dapat menaikkan rank minimum paling banyak 2.

Sehingga diperoleh

mr(G +v)<mr(G)+2

Secara analog apabila pengurangan baris pada suatu matriks dapat mengurangi
rank matriks tersebut paling banyak 1, dan pengurangan kolom pada sebuah
matriks dapat mengurangi rank matriks tersebut paling banyak 1, sehingga
perngurangan titik pada suatu graf, dapat menurunkan rank minimum paling
banyak 2.

Sehingga diperoleh

mr(G —v)=mr(G)-2

(i) mr(G-v)<mr(G)

Mengurangi satu titik pada suatu graf, berarti mengurangi satu baris dan satu
kolom pada suatu matriks. Keterangan pada (i), bahwa pengurangan titik pada
suatu graf, tidak dapat menaikkan rank pada matriks tersebut. Sehingga tidak
mungkin

mr(G-v)>mr(G)
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Sehingga kemungkinan yang diperoleh

mr(G-v)<mr(G)

Dari (i) dan (ii) maka diperoleh

mr(G) —2 <mr(G —-v) <mr(G)

Sehingga terbukti apabila diberikan suatu graf G dan titik v «V (G), maka
mr(G) — 2 <mr(G —v) < mr(G) (Chenette dan Droms, 2006:6).

Akibat dari Teorema 2.1: jika H merupakan subgraf terdukung dari graf G, maka
mr(H) <mr(G)

Lemma 1

Untuk setiap field F dan graf G dengan order n, maka mr(G) <|G|-1 (Chenette
dan Droms, 2006:6).

Bukti:

Misalkan A adalah matriks adjacency dari G. Ubah entri diagonal dari A dengan

cara sebagai berikut misal

n
Qi = _Z Ay
k=1

k=i

Untuk setiap entri diagonal a;,1<1i<n. Sehingga diperoleh matriks baru, sebut
AB. Kemudian ingat bahwa jumlah dari baris A® adalah vektor nol, sehingga
keseluruhan vektor 1 adalah ker A®, dan diperoleh rank(AB )s n-1.

Sehingga

mr (G) < rank(A® )< n—1

mr(G)<n-1
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Maka dapat disimpulkan bahwa mr(G) < |G| -1 (Chenette dan Droms, 2006:7).

Teorema 2.2

Untuk Sebarang field F, mr (P,) =n-1

Bukti:

Matriks Adjacency dari graf P,

adalah matriks tridiagonal. Jika dihapus kolom pertama dan baris terakhir

diperoleh,

N -

A%(P,)= 3

n-1

1
0
1
0

0

R, O RN

0

2
5
0
1
0
0

O B O W

0

3
0
1
0

0

_ o o &

o O O

- O O O S

ol

O O o =S

O - “oe

AP (P,) merupakan matriks segitiga bawah dan diagonalnya tidak nol, sehingga

det(A® (P,)) =0

Sehingga rank A®(P,)=n-1

Berdasarkan Teorema 2.1, diperoleh

mr®(P,)>n-1



47

Dari Lemma 1 diperoleh mrf (P,) Sn—L....cccoouririniinereseese e, 2

Sehingga dari 1 dan 2, maka untuk sebarang field F diperoleh mrf(P)=n-1

(Chenette dan Droms, 2006:7).

Teorema 2.3

Untuk graf G dengan order n maka mr(G) > diam(G) (Fallat dan Hogben, 2007:
5).

Bukti :

Pilih titik u dan v sedemikian sehingga d(u,v) = diam(G). Buatlah lintasan
terdukung antara titik u dan titik v, sebut P4 dengan d = diam(G)+1. Sesuai

Teorema 2.2 mr(P,) =d -1.

Maka diperoleh

mr(P,)=d -1
mr(P,) = (diam(G)+1)-1
mr(P,) = diam(G)

Perhatikan juga pertambahan titik v; pada graf G bukan pada Py. Menurut
Teorema 2.1 bahwa setiap pertambahan titik v; pada graf G tidak dapat
menurunkan minimum rank dari G.

Sehingga diperoleh

mr(G)>mr(P, +v)>mr(P, )= diam(G)
mr(G)> diam(G)

Sehingga terbukti bahwa untuk graf G dengan order n maka mr(G) > diam(G)

(Chenette dan Droms, 2006:7).



ONVIVIA 40 ALISHIAINN DINVISI 31VLS NIHVAHEGI MITTVIN VNVTINVIN 40 AdVaall TVELNZO

48




BAB |11

PEMBAHASAN

3.1 Rank Minimum Matriks Hermite yang Digambarkan Graf K,

Graf komplit (K,) dengan n titik, dengan ne N,n>2, dapat digambarkan

sebagai berikut:

le 93

n® @4

Gambar 3.1 Graf K,

Matriks adjacency graf komplit (K,) tersebut, sebagai berikut:

h 2 3 N
1[0 1
2|11 0
A 3|1

- P

njl 1 1 1 0]
Berdasarkan matriks adjacency tersebut dibentuk matriks Hermite dengan cara :
i.  Unsur diagonal diabaikan nilainya.

ii. Unsur nol selain di diagonal utama harus nol.

iii. Unsur tak nol pada matriks diganti dengan konstanta tak nol secara random.

49
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Karena tujuan penulis adalah mencari rank minimum maka dari matriks Hermite yang
diperoleh ditentukan ranknya dan dipilih yang terkecil atau minimum. Selain itu dalam
mencari rank minimum juga berpedoman pada Teorema 2.3.

Adapun beberapa kemungkinan-kemungkinan bentuk matriks Hermite yang
digambarkan graf K, adalah sebagai berikut :
1. Matriks Hermite bentuk 1

Matriks Hermite bentuk 1, setiap unsur matriksnya tidak sama.

1 2 3 n
1[a+bi c+di e+ fi --- x+1zi]
c—di g-+hi j+ki - l+mi
HERE SR flsssiv= KT {6 - S¥RpEsio |l
n|x—zi I-mi p-qi --- r+si|
dengan a,b,c,d,e, f,g,h, j,k,I,m,n,0, p,q,---,r,seRyang

semuanya berbeda, dan i =+-1.
Untuk memperoleh rank matriks Hermite bentuk 1, digunakan eliminasi Gauss-
Jordan.

Pada matriks

fa+bi c+di e+ fi o x+1zi|
c—di g+hi j+ki - l+mi
e—fi j—ki n+oi --- p+qi
| X=zi I-mi p-qi - r+si|

baris pertama dibagi a -+ bi, sehingga diperoleh
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1 c+di e+fi  x+17i]
a+bi a-+bi a+bi
c—di g+hi j+ki - I+mi
e—fi j—ki n+oi -+ p+qil’
| X—=zi |l-mi p-qi - r+siJ

Jika pada suatu kolom terdapat 1 utama maka unsur pada kolom yang sama selain 1
utama dapat dibuat nol. Oleh karena itu, baris kedua dikurangi c—di kali baris

pertama, baris ketiga dikurangi e — fikali baris pertama, begitu seterusnya hingga

baris ke-n, baris ke-n dikurangi x — zi kali baris pertama, sehingga diperoleh

L ¢ +di e+ fi X+ zi
a+bi _ a+bi h a+Di )
0 gehi--d) N jakiceod) N s mie ey X2
a+bi a+t]3_| a+bi|,

| B 0y M - B B RAN [V

i ~a+hi S aEbr £ ~ a+hi

MY e WA HE R
L a+bi a+bi a+bi|

Sesuai dengan langkah-langkah eliminasi Gauss-Jordan, jika terdapat dua baris
berurutan yang tidak seluruhnya nol, maka 1 utama pada baris yang lebih rendah

terdapat pada kolom yang lebih kanan dari 1 utama pada baris yang lebih tinggi,

. i . . c+di
maka baris kedua dibagi g+ hi—(c—di) -
a+bi
Misalkan:
. . c+di . . e+ fi .
g + hi — (c —di) — =, + [ n + oi — (e — fi) - =g + L
a + bi a + bi
jrkicc—dnSrT _ o 4 pi p+qi—(e— f)X2 — o 4 ai
a + bi a+ bi
l+mi —(c—di)X T2 — o, + g, —mi —(x—2zi) S99 L i
Sra 2%
. - .. C+ . N - -
j—kl—(e—fl)a+bi:a4+,84| p—ql—(x—2|)a+bi:a8+ﬂ8|
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rsi—(x—zi) X2 g 4 By
T a+bi
;:g: =+ Piol
Z:;: =ay, + B,
%;Ii:alz"'ﬂlzi

dengan «,, 5, € R,neN.

Dari pemisalan di atas diperoleh

1 o+ Pyl o+ Pyl = ap+ Bl
0 a+pi a,+p,1 - oa;+pfi
0 a,+0,1 ag+fi -+ ag+fli
0 o, + 0,1 ag+ i - a9+ﬂ9i_

Baris kedua dibagi dengan «, + £, i, sehingga diperoleh

! Yzt Bl et ﬂll_i Qg t ﬂ12_i
. a, + | (048" |
O 0!1+,31I 2 ﬁZ- 3 ﬂS-
a, + fl a, + 1
0 Vot B0 + 01 (o[ aptf:]
0 o N B0 agd Bl - a9+ﬁ’9i_

a, + 1 # 0, karena diperoleh dari unsur-unsur yang berbeda.

Jika pada suatu kolom terdapat 1 utama maka unsur pada kolom yang sama selain 1
utama dapat dibuat nol, sehingga baris pertama dikurangi «;, + S,,1 kali baris
kedua, baris ketiga dikurangi «, + 3,1 kali baris kedua, begitu seterusnya hingga

baris ke-n, baris ke-n dikurangi o, + 3, i kali baris pertama, sehingga diperoleh



I i hZ2t Pl ; N2 A
10 a11+ﬂ11|_(a10+ﬁ10 i) aj+ﬂ:| ' a12+ﬁ12|_(a10+,810 i) aj+ﬂ:l
01 %+ pol o+ Py
o+ Bl o, + B .
00 0(5+ﬁ5| (Ol4+ﬂ4 ')a2+ﬂ2 Og +ﬁei_(0(4 +ﬂ4 i)a3+ﬂ3.l
. a, ﬂl a, ﬂl
00 a8+ﬂS| (Of7+ﬂ7 I) a2+ﬂ2 (249 +ﬂ9| (057 +ﬂ7 |) a3+ﬂ3
L a, +pi a, +
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Sesuai dengan langkah-langkah eliminasi Gauss-Jordan, jika terdapat dua baris
berurutan yang tidak seluruhnya nol, maka 1 utama pada baris yang lebih rendah

terdapat pada kolom yang lebih kanan dari 1 utama pada baris yang lebih tinggi,

maka baris ketiga dibagi dengan a, + A, i — (a, + 3,1) < ,52  sehingga diperoleh
l+ al
1E a11+ﬁlli_(0’10+ﬁ10i)Lﬂ2.i 3 6112"'1312i_(Otlo"',Bloi)LﬂQ).i
S+ p AT A
b kgl a +fyi
el a +pii
Qg+ P i— (054+,84|)a3+'83
00 1 o, + i
a6+ﬂ6i_(a4+ﬁ4|)a3+ﬁ3_
) a, +p1
00 a8+ﬂ8| (0'/7_'_ﬂ7|)az+ﬂ2 a9+ﬂ9i*(a7+ﬂ7i)Lﬂ3_i
) Lt a+Bi |

Jika pada suatu kolom terdapat 1 utama maka unsur pada kolom yang sama selain 1

utama dapat dibuat nol, sehingga baris kedua dikurangi L’Z}_‘ kali baris ketiga,
o+ pi
o, +p,1i

1 lI

kali baris ketiga, begitu

baris pertama dikurangi o, + 8,1 — (o + Bio 1)

+mo%+?

seterusnya hingga baris ke-n, baris ke-n dikurangi o, + Gy i— (e,

kali baris ketiga, sehingga diperoleh



i Bii
. ae+ﬂs|*(a4+ﬂ4) a;+ Py
oo [a12+ﬁ12ii(aerﬁmi)aa+'B3-I]7(a11+ﬁ11i’(a'erﬁm')az+ﬂ2] (ZI:?
a1+ﬁ1l a :81 a*ﬂs' (0!4+ﬂ I) 3 /}3
P A
010 - [a3+ﬂ3i]_[az+ﬂzi] g+ B i—(a, + B, 1) P Y
(11+ﬂ1i a1+ﬂ1i a6+ﬂsi_(a4+ﬂ jyZetrsl 3+ﬂ3
o+ By
ag+ B i— (aa+ﬂ4l) +hsi
oo @t fi
ae+ﬂ5i—(a4+ﬂ4|)a3+ﬂ3_
o a1+ﬁ1|
Bl
g+ P i— ((14+/}4|)a3+ 3
pee [a9+/35| (“7+ﬁ7|)a3+ﬂ3] [aa+ﬂaif(a7+ﬁ7i)az+52.j Py
+Ai a,+pBi a5+ﬂ6i—(a4+ﬁ4l)a3iﬁ3 J.
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Sesuai dengan langkah-langkah operasi baris elementer, jika terdapat dua baris

berurutan yang tidak seluruhnya nol, maka 1 utama pada baris yang lebih rendah

terdapat pada kolom yang lebih kanan dari 1 utama pada baris yang lebih tinggi, hal

ini terjadi pada setiap baris sampai baris ke-n, maka baris ke-n dibagi dengan

[a9+ﬂ9i—(a7+/;7i)0‘3+ﬂs_iJ_
a+p
diperoleh,

-1 0 0 [mrei-tape A
010

001

0 0 0

a5+ i (owatu)M

%+ pl

i o+,
[%""ﬂs' (a; + B, 1) o ﬂlJ

g+ By i— (o, + B 1) —— o+ fil

1+ﬂ1

oy + fyi
N @+ Bsi—(a,+ B, 1) " /4
i) & ﬁa] (a11+ﬂ11i_(a10+ﬁ10i)a2+ﬂ2.lj a1+§1
@ +hl WA e pi-tap B
o+ fsi
[a3+ﬁ3ij7[az+ﬁzij B at+ B
G+ A G tAl ag+ Psi—(a,+ 0 I)Ot3+'83
6 4 4 1 ﬂl
- Loyt o
a5+ fsi—(ay + B4 1) 17,51'
P a3+ fsi
ag+ B i—(a,+B,1) Py

sehingga

Sehingga dengan eliminasi Gauss-Jordan diperoleh matriks eselon baris sebagai

berikut;

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



55

Jadi rank pada matrik Hermite bentuk 1 adalah n atau R(H, ) =n.

. Matriks Hermite Bentuk 2

Matriks Hermite yang mempunyai dua baris yang elemennya sama.

1
[a+bi
a + bi
a + bi

| a+bi

2
a—Dbi
a—Dbi
a + bi

a+bi

3 n
a—bi ¥ -Ya=bi
a—-bi --- a-—bi
c+di --- e+ fi
ca 8- e Sl |

dengan a,b,c,d,e, f,---, g, he R yang semuanya berbeda, dan i = J-1.

Untuk memperoleh rank matriks Hermite bentuk 2, digunakan eliminasi Gauss-

Jordan.

Pada matriks

[a+bi

| a+Dbi

a—hi
a—hi
a+bi

a+bi

a—Dbi
a—Dbi
c+di

e+ fi

a—bi |
a—hi
e+ fi

g+ hi |

baris pertama dibagi dengan a + bi, sehingga diperoleh
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1 a—bi a-—bi
a+bi a+bi

a+bi a-bi a-bhi
a+bi a+bi c+di
_a+bi a+bi e+ fi

56

a-bi]

a+bi
a—bi

e+ fi |’

g+ hi |

Jika pada suatu kolom terdapat 1 utama maka unsur pada kolom yang sama selain 1

utama dapat dibuat nol. Oleh karena itu, baris kedua dikurangi a+bi kali baris

pertama, baris ketiga dikurangi a+ bi kali baris pertama, begitu seterusnya hingga

baris ke-n, baris ke-n dikurangi a+ bi kali baris pertama, sehingga diperoleh

1 a—bi a—bi
a -+ bi a -+ bi
0 0 0
0 2bi -—-a+c+(b+d)i
10 2bi -—a+e+(b-f)i

a —bi

a+bi
0

—a+e+(b+ )i

ks o RGO IV

Karena baris kedua semua unsurnya adalah nol maka baris kedua dipindahkan ke

baris n dan baris ke-n dipindahkan ke baris dua, sehingga diperoleh

1 a—bhi a—bhi
a+bi a-+bi

0 2bi -—-a+e+(b—f)i

0 2bi -—-a+c+(b+d)i

10 0 0

a—bhi

a+bi
—a+e+(b+hi

—a+e+(b+ |

0

Sesuai dengan langkah-langkah eliminasi Gauss-Jordan, jika terdapat dua baris

berurutan yang tidak seluruhnya nol, maka 1 utama pada baris yang lebih rendah

terdapat pada kolom yang lebih kanan dari 1 utama pada baris yang lebih tinggi,

maka baris kedua dibagi dengan 2bi, sehingga diperoleh



a-—bi a—Dbi
a+bi a+bi
—a+e+(b-f)i —a+e+(b+h)i
2bi 2bi .
—a+c+(b+d)i —a+e+(b+ f)i
0 0
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Jika pada suatu kolom terdapat 1 utama maka unsur pada kolom yang sama selain 1

utama dapat dibuat nol. Oleh karena itu, baris pertama dikurangi

a—Dhi

a+bi

kali baris

kedua, baris ketiga dikurangi 2bi kali baris kedua, begitu seterusnya hingga baris

ke-n+1, sehingga diperoleh

10 a—bl_

a-bil-a+e+(b-f)i

a+hi
01

00

il

-a+e+(b-f)i
2bi

a—bi_

a-bil-a+e+(b+h)i

a+hi

|

sl

—a+e+(b+h)i
2D

|

00 (—a+c+(b+d)i)—(2bi)(

-a+e+(b-f)i
2bi

0

| J (—a+e+(b+f)i)—(2bi)(2bij

—a+e+(b+h)i)|’

0

Misalkan :

a—bi_
a+bi

a—bi\ —a+e+(b— f)i

0 S

—a+e+(b— f)i

(

(—a+c+(b+d)i)—(2bi)(
a—bi —a+e+(b+h)i

(abi

—a+e+((b+h)i
(—ra+e+(b+ f)i)—(2bi)[

j:y1+51i

=1, + 65,1

—a+e+(b-— f)i
2bi

j=ﬂ3+53i

a—bi _
a+Dbi

j=/14+54i

2bi = #5705
—a+e+ (b+h)i

2bi

j=/u6+56i

dengan u,,0, €eR,neN
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Sehingga diperoleh

1 0 g +6,0 - u,+6,i
0 1 p+d,1 -+ pg+0i

0 0 py+d,1 -+ pg+0,i].
00 0 0 |

Sesuai dengan langkah-langkah eliminasi Gauss-Jordan, jika terdapat dua baris
berurutan yang tidak seluruhnya nol, maka 1 utama pada baris yang lebih rendah

terdapat pada kolom yang lebih kanan dari 1 utama pada baris yang lebih tinggi,

maka baris ketiga dibagi dengan s, + J, 1, sehingga diperoleh

1 0 w+6i - p+6,1]
1 u,+0,1 -+ u+05;1
00 1 He* 051
Mg + 05

10 0 0 Ul

Us + 0,1 # 0, karena diperoleh dari unsur-unsur yang berbeda.

Jika pada suatu kolom terdapat 1 utama maka unsur pada kolom yang sama selain 1
utama dapat dibuat nol. Baris kedua dikurangi u, +0,1 kali baris ketiga, baris
pertama dikurangi g, + ;1 kali baris ketiga, begitu seterusnya hingga baris ke-n+1,

sehingga diperoleh

1 0 m+6i - (ﬂ4+54i)_(ﬂ1+51i{L56!)
My + 55
0 1 s+, - (ﬂ5+55i)_(ﬂ2+52i{M} .
My + 051
00 1 Ho ¥ 01
My + 05
10 0 0 0 ]
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Dari proses eliminasi Gauss-Jordan, diperoleh bahwa rank matriks Hermite bentuk 2

adalah n-1, atau R(H, )=n-1.

3. Matriks Hermite Bentuk 3

dengan a e R,a=0,dani=+/—-1

N

1
a
ai

ai

ai

2
—al

a
a

Untuk memperoleh rank matriks Hermite bentuk 3, digunakan eliminasi Gauss-

Jordan.

Pada matriks

a
ai
ai

ai

baris pertama dibagi dengan a, sehingga diperoleh

1
ai
ai

ai

—ai
a
a

a

a

—ai
a
a

a

a

—ai
a

a

Jika pada suatu kolom terdapat 1 utama maka unsur pada kolom yang sama selain 1

utama dapat dibuat nol. Oleh karena itu, baris kedua dikurangi ai kali baris
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pertama, baris ketiga dikurangi ai kali baris pertama, begitu seterusnya hingga baris

ke-n, baris ke-n dikurangi ai kali baris pertama, sehingga diperoleh

1 —i
0 0
0 0
0 0

Dari proses eliminasi Gauss-Jordan di atas, diperoleh bahwa rank pada matriks

Hermite bentuk 3 adalah 1, atau R(H, ) =1.

Masih terdapat banyak lagi bentuk matriks Hermite yang memenuhi matriks

adjacency yang digambarkan oleh graf K,. Tetapi dari 3 macam tipe matriks di atas

sudah diperoleh minimum rank dari matriks Hermite yang digambarkan graf K, hal ini

dikuatkan dengan Teorema 2.3, karena diam (K,) = 1, maka diperoleh mr(H, )=1

sehingga didapat teorema:

Teorema 3.1

Jika K, graf komplit dengan n titik, dengan n e N,dann >2, maka mr(H, )=1.

Bukti :

Diketahui : Graf komplit (K;) dengan n titik dengan ne N,dann>2.

Maka matriks adjacency dari graf K, adalah :

H
P RO R

Akan dibuktikan : mr(H, )=1

r O L N

O r Fr W

R R R 3

o -
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Berdasarkan Teorema 2.3 diperoleh mr (K ) > diam(K,) =1
Sehingga mr(K,)>1
Cukup ditunjukkan bahwa mr (K ) <1

Ambil matriks Hermite:

1 2 3 ... n
1 [ a 47 a0 =aiN- S rEar

2 | ai a a a

He :3ai  a a el A
n | ai a a a |

dengan a e R, a=0,dani=+/—-1
Dengan menggunakan Eliminasi Gauss-Jordan, diperoleh rank dari matriks Hermite
tersebut adalah 1.

Jadi mr(K,) <1
Karena mr(K,) =1 dan mr(K,) <1, maka mr(H, )=1

Sehingga Teorema 3.1 terbukti.

Contoh:

.

SN
‘ £ 7l

1),

Kig:

)

Gambar 3.2 Graf Ky
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Bentuk matriks adjacency dari Ky, adalah

A,

P RRPRRRRPRRRO
PR RPRRRPRRLROR
PR RPRRRPROPRR
P RRPRPRRRPORRER
PR RPRPRRORRERER
P RRPRPRORPRRERERR
P RRPORRPRRRERLR
P RORRRRREREER
P ORRRREPRRERR
ORRPRRPRRRRRREER

salah satu kemungkinan matriks Hermite dari matriks adjacency yang digambarkan graf

K10 adalah
D7 e i iR i S S|
77 7 7 7 7 7 7 7 7
77 7 7 7 7 7 7 7 i7
77 7 7 7 7 7 7 7 %
|77 7 7 7 7 7 7 7 7
i’ N 7 7 7 7 7 7 7 7
707 7 7 7 7 7 / 7 7
%Y 7 7 7 7 7 7 7 7 7
74 W7 7 7 7 7 i 7 v 7
| 7i % 7 7 7 7 7 7 7 7 |

Menggunakan program MATLAB, diperoleh R(H, )=1
3.2 Rank Minimum Matriks Hermite yang Digambarkan Graf P,
Graf Lintasan (P,) dengan n titik, dengan ne N,n> 2, dapat digambarkan

sebagai berikut:

® ® ® O 0
2 3

1 4 n

Gambar 3.3 Graf P,

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Matriks adjacency graf Lintasan (P,) tersebut, sebagai berikut:

1 2 3 4 n-1 n
10100 0 O]
211 010 0 O
3/01 01 0 O

Ao 4100 10 0 O
n-10 0 0 O
n 000 0 :-- 1 |

Berdasarkan matriks adjacency tersebut dibentuk matriks Hermite dengan cara :
I.  Unsur diagonal diabaikan nilainya.
ii. Unsur nol selain di diagonal utama harus nol.
iii. Unsur tak nol pada matriks diganti dengan konstanta tak nol secara random.
Karena tujuan penulis adalah mencari rank minimum maka dari matriks Hermite yang
diperoleh ditentukan ranknya dan dipilih yang terkecil atau minimum. Selain itu dalam
mencari rank minimum juga berpedoman pada Teorema 2.3.

Adapun beberapa kemungkinan-kemungkinan bentuk matriks Hermite yang
digambarkan graf lintasan (P,) adalah sebagai berikut :
1. Matriks Hermite bentuk 1

Matriks Hermite bentuk 1, setiap unsur matriks tak nol tidak boleh sama

1 2 3 4 -+ n-1 n
1 [a+bi c+di 0 0 0 0 ]

2 |c—di e+fi g+hi 0 0 0

3 0 g-hi j+ki l+mi - 0 0

Hy, : 4 0 0 I-mi o+ pi 0 0
n-1 0 0 0 0 <o g+ s+t
n| O 0 0 0 - s—ti u+vij
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dengan a,b,c,d,e, f,g,h, j,k,I,m,n,o0, p,---,q,r,s,u,v € R, , yang semuanya

berbeda dan i=+-1.
Untuk memperoleh rank matriks Hermite pada bentuk 1, digunakan eliminasi
Gauss-Jordan.

Pada matriks

fa+bi c+di 0 0 0 0
c—di e+ fi g+hi 0 0 0
0 g-hi j+ki I+mi 0 0
0 0 |-mi o+ pi 0 0
0 0 0 0 o Q+ri S+t
0 0 0 0 T, U

baris pertama dibagi dengan a + bi, sehingga diperoleh

N R - Wy
a+bi
c—di e+ fi g+hi 0 0 0
0 g-hi j+ki I+mi 0 0
0 0 l-mi o+ pi 0 0
0 0 0 0 e QA S+t
0 0 0 0 - s—ti u+vi

Jika pada suatu kolom terdapat 1 utama maka unsur pada kolom yang sama selain 1
utama dapat dibuat nol. Oleh karena itu, baris kedua dikurangi c—di kali baris

pertama, sehingga diperoleh



o

c+di
a +bi

(e+ fi)—(c—di)(
g —hi
0

0 0
“d'_) g+hi 0
a+bi
j+ki I+mi
I-mi o+ pi
0 0
0 0
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0 0

0 0

0 0

0 0
g+ri Ss+ti
s—ti u+vi|

Sesuai dengan langkah-langkah eliminasi Gauss-Jordan, jika terdapat dua baris

berurutan yang tidak seluruhnya nol, maka 1 utama pada baris yang lebih rendah

terdapat pada kolom yang lebih kanan dari 1 utama pada baris yang lebih tinggi,

maka baris kedua dibagi dengan (e+ﬁ)_(c_di)[c+dij, sehingga

diperoleh
c+d|_ 0 0
a+bi _
0 1 (g +hi) y 0
. A C+di
e+ fi)—(c—di
(( ) ( )(a+biD
0 g-hi j+Ki [ +mi
0 0 | —mi 0+ pi
0 0 0
i 0 0

a+ bi

0 0

0 0

0

0
q+ri S+ti
s—ti u+vi|

Jika pada suatu kolom terdapat 1 utama maka unsur pada kolom yang sama selain 1

utama dapat dibuat nol. Oleh karena itu, baris pertama dikurangi (;+_(:J!) kali baris
+ bi

kedua, begitu juga baris ketiga dikurangi g —hi kali baris kedua, sehingga diperoleh
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10 _(C+dij (g + hi) 0 0 0
a+bi . A C+di
[(e+ f|)—(c—d|)(a+biD
01 (g”")c 7 0 - 0 0
. A ¢+ di
[(e+ fl)—(c—dl)(a_l_bin
0 0 (j+ki)=(g-hi @+h) im0
((e+ fi)—(c—di)(”d!jj
a + bi
00 | — mi o+pi - 0 0
- g+ s+t
I 3 (M T

Sesuai dengan langkah-langkah eliminasi Gauss-Jordan, jika terdapat dua baris
berurutan yang tidak seluruhnya nol, maka 1 utama pada baris yang lebih rendah
terdapat pada kolom yang lebih kanan dari 1 utama pada baris yang lebih tinggi,

maka baris ketiga dibagi dengan

(g +hi)

(J+ki)-(g-hi ((e+fi)—(c—di)(c+diD :

a+bi

karena setiap baris mempunyai unsur yang berbeda maka dengan cara yang analog

pada baris pertama dan kedua, maka akan didapatkan

O O O -

0
0
1
0

P O O O
- O O O O
o O o o

0
1
0
0

o
o

00

o o -

- 01

Sehingga diperoleh rank pada matriks Hermite bentuk 1 adalah n.



2. Matriks Hermite bentuk 2

SR W N R

1
ai
—ai
0

[©)

2

ai

0
—ai

(@)

3 4
0 0
ai 0
0 ai

—ai O
0 0
0 0
0 0

dengan aeR,i=~+/—1,dana =0,

n—2

o O o o

—ai
0

n—-1

o O O O

0
—ai

o O o o

ai

—ai |
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Untuk memperoleh rank matriks Hermite pada bentuk 1, digunakan eliminasi

Gauss-Jordan.

Pada matriks

ai
—ai

ai

0
—al

0

ai
0

o @ 9 & ©

0
—ai
0

T4 S "o_O

ai
0
—ai

) ONE" _OW®)

0
ai

—ai |

baris pertama dibagi dengan ai, sehingga diperoleh

[ 1

—ai
0
0

o

1
0
—ai

o

0

ai

0
—ai

o

0
0
ai
0

o

o O O o

—ai

0

o O O o

0
—ai

O O O o

ai

—ai |
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Jika pada suatu kolom terdapat 1 utama maka unsur pada kolom yang sama selain 1

utama dapat dibuat nol. Oleh karena itu, baris kedua dikurangi —ai Kkali baris

pertama, sehingga diperoleh

1 1 0
0 ai ai
0 —-ai O
0 0 -—ai
0
0
i 0

0
0
ai
0
0
0
0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 ai 0
—ai 0 ai

Uilge 00I - I

Sesuai dengan langkah-langkah eliminasi Gauss-Jordan, jika terdapat dua baris

berurutan yang tidak seluruhnya nol, maka 1 utama pada baris yang lebih rendah

terdapat pada kolom yang lebih kanan dari 1 utama pada baris yang lebih tinggi,

maka baris kedua dibagi dengan ai, sehingga diperoleh

1 RLIRNOENG
0 1 1 0
0 —ai 0 ai
0 0 -a 0
0 0
0 0
I 0

0
0
0
0
0

0

« —al

0 0

0 0

0 0

0 0

a0

0 ai
—ai —ai|

Jika pada suatu kolom terdapat 1 utama maka unsur pada kolom yang sama selain 1

utama dapat dibuat nol. Oleh karena itu, baris pertama dikurangi 1 kali baris kedua.

Begitu juga baris ketiga dikurangi —ai kali baris kedua, sehingga diperoleh



O O O
o O+ O

-1

ai

1

—ai

0
ai

o

—ai

O O O O

0

0

- O O O O

ai
0

—ai
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- O O O O

0
ai

—ai |

Sesuai dengan langkah-langkah eliminasi Gauss-Jordan, jika terdapat dua baris

berurutan yang tidak seluruhnya nol, maka 1 utama pada baris yang lebih rendah

terdapat pada kolom yang lebih kanan dari 1 utama pada baris yang lebih tinggi,

maka baris ketiga dibagi dengan ai,

0
1
0
0

O O O B+

0
0
0 0

=il

1
1

—ai

c © P @ ©

0
0
0

—ai

o @) © © ©

0

0

c QIO o

ai
0

—ai

SelFo) © (O

0
ai

—ai |

Jika pada suatu kolom terdapat 1 utama maka unsur pada kolom yang sama selain 1

utama adalah nol. Oleh karena itu, baris kedua dikurangi 1 kali baris ketiga, baris

pertama dikurangi -1 kali baris ketiga, dan baris keempat dikurangi —ai kali baris

ketiga, sehingga diperoleh

O O O
o O+ O

O O O

o O O O

—ai

0

o O O O

0
—ai

o O O O

ai
—ai |
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Sehingga dengan menggunakan eliminasi Gauss-Jordan sampai dengan baris ke-n-2

akan diperoleh,

dengan o =+1.

Perhatikan pada baris ke-n-1 dan baris ke-n

o O O =

O O -

0

O O O pr

O e

o
o

o O - O

O O -

0

O O +r O

o) oot

0]
o

o O O

O O -

0

©Or OO

o O -

(0]

kO O O

0
0
0

R O O O

O -

o
o

o O O o

0

O O O O

(NN

o
o

- R R R R

1
ai
—ai

+ R R R R

al,
ai
—ai

- O O O O

0
ai

—ai |

WSO OO0

0]
ai

—ai |

Sesuai dengan langkah-langkah eliminasi Gauss-Jordan, jika terdapat dua baris

berurutan yang tidak seluruhnya nol, maka 1 utama pada baris yang lebih rendah

terdapat pada kolom yang lebih kanan dari 1 utama pada baris yang lebih tinggi,

maka baris ke-n-1 dibagi dengan ai, sehingga diperoleh

O O O

o o -

o o pr O

QO O -

o +r OO

o O

= O O O

o O O O

0

R R R R

—al

—ai |

o O O O

Q e
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Jika pada suatu kolom terdapat 1 utama maka unsur pada kolom yang sama selain 1
utama dapat dibuat nol. Oleh karena itu, baris ke-m dikurangi —ai kali baris ke-n-1,

beqgitu juga dengan baris pertama sampai baris ke-n-2 dapat dibuat nol, sehingga

diperoleh

1 0 0 O O 0 o]
O 1 0 O O 0 «
0O 0O 1 O O 0 o
O O O 1 O 0 «
O O O O 1 0 «
O 0O O O 0 &% b

0 0O OO --- 0 O O]

dengan o =+1.
Sehingga diperoleh rank matriks Hermite bentuk 2 adalah n-1.
Masih terdapat banyak lagi bentuk matriks Hermite yang memenuhi matriks
adjacency yang digambarkan oleh graf P,. Tetapi dari 2 macam tipe matriks di atas
sudah diperoleh minimum rank dari matriks Hermite yang digambarkan graf Py, hal ini

dikuatkan dengan Teorema 2.3, karena diam (P,) = n-1, maka diperoleh
mr(H, ) = n—-1 sehingga didapat teorema:

Teorema 3.2

Jika P, graf lintasan dengan n titik, dengan n e N,dann>2, maka mr(H; ) =n-L1.
Bukti :

Diketahui : Graf P, dengan n titik dengan n e N,dann > 2

maka matriks adjacency dari graf P, adalah :
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1 2 3 4 n-1 n

1[0 1 00 0 O]

211 010 0 O

3/01 01 0O O

Ac: 410 010 0O O
n-10 0 0 O

n |0 0O 1 |

Akan dibuktikan : mr(H; )=n-1
Berdasarkan Teorema 2.3 diperoleh mr(P,) > diam(P,) =n-1
Sehingga mr(P,)>n-1

Ambil Matriks Hermite:

1 2 & 4 .- n—2 n-1 n
1 [ ai ai 0 0 0 0 0 |
2 | —ai 0 ai 0 0 0 0
3 0 —ai 0 ai 0 0 0
R 4 0 0 —'al 0 0 O 0
n—2| 0 0 0 0 0 ai 0
n-1 O 0 0 0 —al 0 ai
n 0 0 0 Oms=Ec @ =&l —=all]

dengan a e R, a=0,dan i =~/—1

dengan menggunakan eliminasi Gauss-Jordan, diperoleh rank dari matriks Hermite
tersebut adalah n-1.

Jadi mr(H,)<n-1

Karena mr(H, ) >n-1dan mr(H; )<n-1, maka mr(H, )=n-1

Sehingga Teorema 3.2 terbukti.
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Contoh 1 (Untuk n genap):

0
™
o)

Ps : > 2 - o =5
Gambar 3.4 Graf Pg

Bentuk matriks adjacency dari Pg adalah

;

o O O O O O
O O b OB O O O
O B Ok O O O O
@ - e © @ @ (@
o4 F © © © @ © ©

O O O O O o +— O
O O O O O O B
o O O O O+ O

salah satu kemungkinan matriks Hermite dari matriks adjacency yang digambarkan graf

Ps adalah

Vg o Ty, en G 9 L

Ui OGSO L 0 g

0 -4 0 4 0 0 0 O

’ 0O 0 -4 0 4 0 0 O

10 0 0 -4 0 4 0 0

0 0 O 0 -4 0 4 o0

O 0 O 0 0 -4 0 4
0 0 0 0 0 0 -4 —4i

Menggunakan program MATLAB, diperoleh R(Hg) =7

Contoh 2 (Untuk n ganjil):

]
L]

& i = 7

o
(v

Pgl &

Gambar 3.5 Graf Py



Bentuk matriks adjacency dari Py adalah

0 1 0
101
0 10
00 1
A,:l0 00
00 0
00 0
00 0
00 0

O O o o O+ O o

O O O O O o o

O O B O kb O O O O

O r O B O O O o o

R O B O O O O O o
O r O O O O O o o
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salah satu kemungkinan matriks Hermite dari matriks adjacency yang digambarkan graf

Pg adalah
2i 2i
—-2i 0
0 -—2i
0 O
Hp:] 0O O
0 o0
0 0
4§ o
| 0%} §@

© TCNeOHNeONS O

2i
0
—2i

Moo © © e O

2i

—2i |

Menggunakan program MATLAB, diperoleh R(H, ) =8

3.3 Rank Minimum Matriks Hermite yang Digambarkan Graf C,

Graf Sikel (C,) dengan n titik, dengan ne N,n>3, dapat digambarkan

sebagai beikut:

3
Gambar 3.6 Graf C,
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Matriks adjacency graf Sikel (C,) tersebut, sebagai berikut:

1 2 3 4 n-1 n
10100 0 1]
211 010 0 O
3101 0 1 0 O

Ac: 410 010 0 O
n-1 0 0 - 0 1
n | 0 L )

Berdasarkan matriks adjacency tersebut dibentuk matriks Hermite dengan cara :

i. Unsur diagonal diabaikan nilainya.

ii. Unsur nol selain di diagonal utama harus nol.

iii. Unsur tak nol pada matriks diganti dengan konstanta tak nol secara random.

Karena tujuan penulis adalah mencari rank minimum maka dari matriks Hermite yang
diperoleh ditentukan ranknya dan dipilih yang terkecil atau minimum. Selain itu dalam
mencari rank minimum juga berpedoman pada Teorema 2.1.

Ada beberapa kemungkinan-kemungkinan bentuk matriks Hermite yang
digambarkan graf sikel (C,), matriks adjacency yang digambarkan oleh graf Sikel (Cy)
adalah salah satu kemungkinan matriks Hermite dengan unsur tak nol dalam matriks
tersebut memenuhi a+bi dan sekawannya a-bi, dengan a=1 dan b=0. Disini penulis
mengambil kemungkinan bentuk matriks Hermite dari matriks adjacency langsung dan
hanya merandom unsur diagonal utama.

Adapun beberapa kemungkinan bentuk matriks Hermite dari matriks

adjacency langsung dan hanya merandom unsur diagonal utama adalah:
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}

— O <« <«

O 1 O «i
1_10

O 1 O «i

HCA[

menggunakan program MATLAB diperoleh R(H, ) =2

0 00 0 01

1

0
1
0

-1 4 GSSUR NI

g 1 _ON=@ % () (
1 JINT™ O %0y §O

1

W e

O 0 QONLF0 1Y 0F 0
-1 1.0

0 0 001
0 0 00O

1
1

0
il

1

GRSUNGRSUNY O

1

Cg -

H

menggunakan program MATLAB diperoleh R(H, ) =6

1

(0]

0
1

(0]

o

-1 1 0 O

(0]

o

-1 1 0 O

© © 4k

(0]

© (© 4k © =dk dh (@

o

(0]

=10

menggunakan program MATLAB diperoleh R(H )

-1 1 0

1

1

Hc55

menggunakan program MATLAB diperoleh R(H. ) =3
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1 1 0 0 0 1
11 1 0 0 O
01 2 1 0O

O 01 1 1 O

O 0 01 1 1

1 0 0 01 O

HCG:

menggunakan program MATLAB diperoleh R(H ) =4

— O O O O O O «+ O
O O O O O O 1 o
O O O O O «1 O 1 O
O O O O 1 O 1 O O
O O O «+1 O 1 O O O
O O «+1 O 1 O O O O
—
o | o O O O O
i
— | o O O O O O
—
| 1T © © ©O O O o
L |
S
I

menggunakan program MATLAB diperoleh R(H ) =7

1\ O OF OSNO=p~ii
1 1 1 0 0 0 O
0 1 el “O=@EsE
O 01 01 O O
O 0 01 0 10

1 0 0 01 0 1
O 0O OO0 1 O

HC7 :

menggunakan program MATLAB diperoleh R(H. ) =5
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1
|

11000000071
1110000000
0111000000
0011100000
0001110000
“ 0 000111000
0000010100
0000001010
0000O0O0O0T1O01
|1 40 400 056y 00" 0N 10

menggunakan program MATLAB diperoleh R(H. )=8

Ciz *

P O OO O0OO0OO0OO0OO0OOOoO R P
O OO O 0O 0000 Oo0O P PP Pk
[eleoleoleol ol oleol ool U ol
O o0 o000 o0o0ooOopkr PP+, OO
O o0 o0Oo0oo0oo0ooOokr Pk, PFrLr OOOo
OO0 o0Oo0Oo0OoO0Okr kPP OOOoOOo
@ O e © O [@ P (w O%El © Cle
O o0 o0ooPr PrPFr OOOOoOOoOOo
O o0OOoOPr PFrPPFP OOOOOODOo
CEE FEE B '©_ 0O O OO aE)
CREROYSROWE" ONE"C™ O O _0O 0O
EHEONF" _Om® & CGNE, ©OEmEewe=Oo™ O
© [ (@ © O © Ye © Ys, @m0 [

menggunakan program MATLAB diperoleh R(H. ) =11

Masih terdapat banyak lagi bentuk matriks Hermite yang memenuhi matriks
adjacency yang digambarkan oleh graf C,. Tetapi dari macam-macam tipe matriks di
atas sudah diperoleh minimum rank dari matriks Hermite yang digambarkan graf C,.

Hal ini dikuatkan dengan Teorema 2.1, mr(C)=n-2,dengan P, adalah subgraf
lintasan terdukung dari graf C,, maka diperoleh mr(H. )=n-2 sehingga didapat

teorema:
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Teorema 3.3

Jika Cy, graf sikel dengan n titik, dengan n e N,dann >3, maka mr(H. )=n-2.
Bukti :

Diketahui : Graf C, dengan n titik dengan n e N,dann >3

maka matriks adjacency dari graf C, adalah :

1 4 £ n-1 n

1 W0 4800 g il

F M 0 g0 0 O
310101 0 O

Ac: 4100 10 0 0
n-1 0 1
n|l1 00 1 |

Akan dibuktikan : mr(H. )=n-2

Graf sikel (C,) bukan merupakan graf lintasan (P,). Akan tetapi graf sikel (C,) memuat
subgraf lintasan terdukung dengan lintasan n-1 titik (P,.1), berdasarkan Teorema 2.1

diperoleh

mr(C.)>mr(P,_,)

mr(C,)>(n-1)-1

mr(C,)>n-2

Sehingga diperolehmr(H; ) >n-2.
Sehingga cukup dibuktikan mr(H; ) <n-2

Ambil matriks Hermite, untuk:

untuk n = 3, karena C3 = K maka diperoleh mr(H; ) =1
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untuk n >4, ambil matriks Adjacency dari graf sikel atau A , dengan untuk :
i n=0mod 4, makapilih matriksA. +diag(0,-1,0,,0,-10,1---,0,-10,1)
il n=1mod 4, dan n>5maka pilih matriks A, +diag(-1-1-10,00,--0)
iii n=2mod 4, dann>6,maka pilih matriks A, +diag(1111110,0,0,---,0)
iv. n=3 mod 4, dan n>7,maka pilih matriks A. +diag(1110,0,0,---,0)
Dengan menggunakan program MATLAB, maka diperoleh Rank dari matriks-matriks
tersebut adalah n-2.
Jadi mr(H; )<n-2
Karena mr(H. ) =n—2dan mr(H. ) <n-2, Maka mr(H; )=n-2
Sehingga Teorema 3.3 terbukti.
3.4 Rank Minimum Matriks Hermite yang Digambarkan Graf K, ,
Graf bipartisi komplit (Kn,) dengan m + n titik, dengan m,n e N, dapat

digambarkan sebagai berikut:

Gambar 3.7 Graf K,

Matriks adjacency graf Bipartisi Komplit (Kn ) tersebut, sebagai berikut:
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12 - m m+1 m+2 --- n

1 [0 0 0 1 1 1]
00 0 1 1 1

~m |00 - 0 1 gy,
Koo 'm+1/1 1 - 1 0 0o - 0
m+2/1 1 -1 0 0O -0

n |11 - 1 0 0 - 0

Berdasarkan matriks adjacency tersebut dibentuk matriks Hermite dengan cara :
I.  Unsur diagonal diabaikan nilainya.
ii. Unsur nol selain di diagonal utama harus nol.
iii. Unsur tak nol pada matriks diganti dengan konstanta tak nol secara random.
Karena tujuan penulis adalah mencari rank minimum maka dari matriks Hermite yang
diperoleh ditentukan ranknya dan dipilih yang terkecil atau minimum. Selain itu dalam
mencari rank minimum juga berpedoman pada Teorema 2.3.
Adapun salah satu kemungkinan-kemungkinan bentuk matriks Hermite yang

digambarkan graf bipartisi komplit (K, ) adalah sebagai berikut :

1 2 - m m+1 m+2 --- n
0 D O ai ai - ail
0 o - 0 ai ai 1
~m |0 0 - 0 ai ai - ai
Koo 'm41|—ai —ai .- —ai 0 0o - 0
m+2/—-ai —ai --- —ai 0 0 - 0
n |-ai —ai --- -—ai 0 0 - 0]

dengan a e R, i =+/—1,dana=0,



untuk memperoleh rank matriks Hermite tersebut, digunakan eliminasi Gauss-Jordan.

Pada matriks

0
0 0
0 0
—ai —ai
—ai —ai
|—ai —ai

baris ke-m+1 ditukar ke baris ke-1, sehingga diperoleh

—ai —ai

0 0

0 0

0 0
—al —ai
|—ai —ai

Baris pertama dibagi dengan —ai, sehingga diperoleh

1 1
0 0
0 0
—ai —ai
—ai —ai

—ai
—ai

—ai

—ai

0
0
0

—ai

—ai

1

—ai

—ai

ai ai
ai ai
ai ai
0

0

0 O

@y o,
ai ai
ai ai
ai ai
0 O
0 O

0 O
ai ai
ai ai
ai ai
0 O
0 O

ai
ai

ai

0

0
ai

ai
ai

0 -
o
ai
ai
ai
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Jika pada suatu kolom terdapat 1 utama maka unsur pada kolom yang sama selain 1

utama dapat dibuat nol. Oleh karena itu, baris ke-m+2 dikurangi —aikali baris pertama,

hal ini juga berlaku pada baris ke-m+3 sampai baris ke-n, sehingga diperoleh

1

0

1
0

0

1
0

0

0
ai

ai
ai

0

0
ai

ai
ai

0

0
ai

ai
ai

0

Sesuai dengan langkah-langkah eliminasi Gauss-Jordan, jika terdapat dua baris

berurutan yang tidak seluruhnya dari nol, maka 1 utama pada baris yang lebih rendah

terdapat pada kolom yang lebih kanan dari 1 utama pada baris yang lebih tinggi, maka

baris kedua dibagi dengan ai,

1

0

1
0

0

0

ai
ai

0

ai
ai

0

ai
ai

0

Jika pada suatu kolom terdapat 1 utama maka unsur pada kolom yang sama selain 1

utama dapat dibuat nol. Oleh karena itu, baris ketiga dikurangi ai kali baris kedua, hal

ini juga berlaku pada baris ke-4 sampai baris ke-n
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Sehingga diperoleh rank matriks Hermite bentuk di atas adalah 2.

Masih terdapat banyak lagi bentuk matriks Hermite yang memenuhi matriks
adjacency yang digambarkan oleh graf K., .. Tetapi bentuk matriks Hermite di atas
sudah diperoleh minimum rank dari matriks Hermite yang digambarkan oleh graf Kp .
Hal ini dikuatkan dengan Teorema 2.3, karena diam (Knn) = 2, maka diperoleh

mr(H, )=2 sehingga didapat teorema:

Teorema 3.4

Jika Kp, graf bipartisi komplit dengan n+m titik, dengan m,n e N, maka
mr(H Km,n) = 2

Bukti :

Diketahui : Graf Ky, , graf bipartisi komplit dengan n+m titik, dengan m,n e N.

maka matriks adjacency dari graf Kn, , adalah :

12 - m m+1 m+2 --- m+n

1 /00 -0 1 1 1]

2 (0 0 --- 0 1 1 1

A m |0 O 0 1 1 1
mm41l1 1 1 0

m+2/1 1 1 0 0 0

m+n1l 1 .- 1 0 0 0]




Akan dibuktikan: mr(H, )=2

Berdasarkan Teorema 2.3 diperoleh mr(H, ) >diam(K ) =2

Sehingga mr(H, )>2

Cukup ditunjukkan mr(H, )<2

Ambil Matriks Hermite:

1 2
0
0
m 0 0

mm+1l—ai -—ai
m+2|—ai -—ai

n [—al -—ai

—ai
—ai

—ai

m+1
ai
ai

dengan a eR,i=+/—-1,dana=0,

Dengan menggunakan eliminasi Gauss-Jordan, diperoleh rank dari matriks Hermite

tersebut adalah 2.

Jadi mr(H, )<2

Karena mr(H, )>2dan mr(H, )<2,maka mr(H, )=2

Sehingga Teorema 3.4 terbukti.

Karena graf bintang (S,) sama dengan graf bipartisi komplit dengan bentuk K;, maka

dari Teorema 3.4 akan berakibat Teorema 3.5

Teorema 3.5

m+ 2
ai
ai

ai

ai
ai

ai




Jika Sy graf bintang dengan ne N, maka mr(H; )=2.

Bukti :
Diketahui : Graf bintang (S,) memuat n + 1 titik,
maka matriks Adjacency dari graf S, adalah :

+1

o O W NP

N S = T = T =T o R
O O 0O 0O O kL, N
O O O O O P W
. O O O O O kL b
O O O O O B+, O
- 0O O 0O 0O 0O Rk, O
O O O O O ~» S5

nG IS0 0N0N0| [, N0

Akan dibuktikan : mr(H; ) =2

Berdasarkan Teorema 2.3 diperoleh mr(H ) > diam(S,) =2
Sehingga mr(H ) =2

Cukup ditunjukkan mr(Hs ) <2

Ambil Matriks Hermite:

1 2%3 256 - n+l

1[0 ai ai ai ai ai - ail

2 |-ai 0 0 0 0 O 0
3|-ai 0O 0 0 0 O 0

Y 4 |-ai 0 0 0 0 O 0
“"5]|-ai 0 0 0 0 O 0
6 |—-ai O 0 0 0 O 0
n+l-ai 0 0 0 0 O - O]
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dengan a R, i=+—-1,dana=0,
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dengan menggunakan eliminasi Gauss-Jordan, diperoleh rank dari matriks Hermite

tersebut adalah 2.

Jadi mr(Hg ) <2
Karena mr(Hg ) >2 dan mr(H ) <2, maka mr(H; ) =2

Sehingga Teorema 3.5 terbukti.

Contoh:

1 2 3
o o ®
o o ®
4 5 6

Gambar 3.8 Graf K34

Bentuk matriks adjacency dari K34 adalah:

Ksag -

P P, P P, O O O

P P P P O O O

P P P P O O O

O O O O F k- -

O O O O FF - -

O O O O F - -

OO O O O F = -

~

salah satu kemungkinan matriks Hermite dari matriks adjacency yang digambarkan graf

K34 adalah
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[0 0 0 5 5 5 5i
0 0 0 5 5 5 5i
0 0 0 5 5 5 5i

He :|-5i -5 =5 0 0 0 0
|-5i -5 =5i 0 0 0 O
5 -5 -5i 0 0 0 O

51 -5 -5 0 0 0 0

Menggunakan program MATLAB, diperoleh R(H, )=2

@
@
83 . 1
® {
4 &
Gambar 3.9 Graf S;

Bentuk matriks adjacency dari S; adalah

L O
O O O -
@ @ @ [
9 @ @ [

Salah satu kemungkinan matriks Hermite dari matriks adjacency yang digambarkan graf

Ps adalah

0 16i 10i 10i

|-20i 0 0 0
'1_10i 0 0 O
~10i 0 0 0

Menggunakan program MATLAB, diperoleh R(H; ) =2



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan tentang rank minimum dari matriks Hermite yang

digambarkan oleh graf G, diperoleh kesimpulan:

a. Rank minimum matriks Hermite yang digambarkan graf K,, (graf komplit dengan n
titik, n>2) adalah 1 atau mr(H, )=1.

b. Rank minimum matriks Hermite yang digambarkan graf P, (graf lintasan dengan n
titik, n > 2) adalah n-1 atau mr(H;, ) =n-1.

c. Rank minimum matriks Hermite yang digambarkan graf C, (graf sikel dengan n
titik, n>3) adalah n-2 atau mr(H. ) =n-2.

d. Rank minimum matriks Hermite yang digambarkan graf K., (graf bipartisi
komplit dengan m + n titik, m, n e N) adalah 2 atau mr(H, ) =2.

e. Rank minimum matriks Hermite yang digambarkan graf S, (graf bintang dengan n
+ 1 titik, n e N) adalah 2 atau mr(H; ) =2.

4.2 Saran

Pada skripsi ini, penulis hanya memfokuskan pada pokok bahasan masalah

rank minimum matriks Hermite yang digambarkan oleh graf K,, graf P,, graf C,, graf

Kmn, dan graf S,. Maka dari itu, untuk penulisan skripsi selanjutnya, penulis

menyarankan kepada pembaca untuk mengkaji lebih lanjut dengan pada graf yang lain.
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DAFTAR LAMPIRAN

Program MATLAB untuk Rank Minimum
Digambarkan oleh
1. Graf Komplit
clear
clc
n=input(‘banyaknya titik:");
a=input('batasan nilai:");
k=graph
complete(k,n)
ndraw(k)
A=a*ones(n);
for i=1:n-1;
A(L,i+1)=-a*sqrt(-1);
A(i+1,1)=a*sqrt(-1);
i=i+1;
end
A

rank(A)

Matriks Hermite yang

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



2. Graf Lintasan

clear

cle

n=input(‘banyaknya titik:");

a=input(‘batasan nilai:");

p=graph

path(p,n)

ndraw(p)

A=zeros(n);

for i=1:n-1;
A(ii+1)=a*sqrt(-1);
A(i+1,i)=-a*sqrt(-1);
A(1,1)=a*sqrt(-1);
A(n,n)=-a*sqrt(-1);
%A(4*i-2,4%i-2)=-1;
%A (4*i,4%i)=1;
i=i+1;

end

A

rank(A)
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3. Graf Sikel

% untuk n=0 mod 4, n=4,8,12,16,20,...

clear

clc

n=input(‘banyaknya titik:");

c=graph

cycle(c,n)

ndraw(c)

A=zeros(n);

for i=1:n-1;
A(i,i+1)=1;
A(i+1,i)=1;
A(1,n)=1,;
A(n,1)=1,;
%A(4*i-2,4%i-2)=-1;
%A (4*i,4%i)=1;
i=i+1;

end

for j=1:n;
if mod(j,4)==2

AG.))=-1;

end

end
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1:n;
A(k.k)=1;

if mod(k,4)==0

end
rank(A)

for k
end
A



% untuk n=3 mod 4, n=7,11,15,19,23....

clear

cle

n=input(‘banyaknya titik:");

c=graph

cycle(c,n)

ndraw(c)

A=zeros(n);

for i=1:n-1;
A(i,i+1)=1;
A(i+1,1)=1;
A(1,n)=1;
A(n,1)=1,;
A D)=L
A(2,2)=1;
A(3,3)=1;
i=i+1;

end

A

rank(A)
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% untuk n=1 mod 4, n=5,9,13,17,21,25.29...

clear

cle

n=input(‘banyaknya titik:");

c=graph

cycle(c,n)

ndraw(c)

A=zeros(n);

for i=1:n-1;
A(i,i+1)=1;
A(i+1,1)=1;
A(1,n)=1;
A(n,1)=1,;
A 1=
A(2,2)=-1;
A(3,3)=-1;
i=i+1;

end

A

rank(A)
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% untuk n=2 mod 4, n=6,10,14,18,22.26...

clear

cle

n=input(‘banyaknya titik:");

c=graph

cycle(c,n)

ndraw(c)

A=zeros(n);

for i=1:n-1;
A(i,i+1)=1;
A(i+1,1)=1;
A(1,n)=1;
A(n,1)=1,;
A D)=L
A(2,2)=1;
A(3,3)=1;
A(4,4)=1,;
A(5,5)=1;
A(6,6)=1
i=i+1;

end

A

rank(A)
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% untuk n=6

clear

cle

n=input(‘banyaknya titik:");

c=graph

cycle(c,n)

ndraw(c)

A=zeros(n);

for i=1:n-1;
A(i,i+1)=1;
A(i+1,1)=1;
A(1,n)=1;
A(n,1)=1,;
A D)=L
A(2,2)=1;
A(3,3)=2;
A(4,4)=1,;
A(5,5)=1;
A(6,6)=0
i=i+1;

end

A

rank(A)
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