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ABSTRAK

Intifaada, Amalia. 2014. Spektrum Laplace Graf Commuting dari Grup Dihedral.
Skripsi. Jurusan Matematika. Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas
Islam Negeri Maulana Malik lIbrahim Malang.
Pembimbing: (1) Abdussakir, M.Pd.
(1) Fachrur Rozi, M.Si.

Kata Kunci: Spektrum, Graf Commuting, Grup Dihedral.

Graf merupakan suatu himpunan tak kosong dari elemen-elemen yang disebut
titik dan himpunan sisi yang menghubungkan titik-titik tersebut. Graf commuting adalah
salah satu bagian dari graf yang membahas mengenai graf yang dibangun dari grup yang
anggotanya memenuhi sifat komutatif. Misal G grup terbatas dan X adalah subset dari G,

graf commuting C (G, X )adalah graf dengan X sebagai himpunan titik dan dua elemen

berbeda dari X menjadi terhubung langsung jika mereka elemen yang komutatif dari G .
Perkembangan graf didukung dengan berkembangnya salah satu cabang ilmu lain
dalam matematika yaitu aljabar linier. Kedua cabang ilmu ini, dapat dihubungkan dengan
mengkaji suatu graf melalui sifat-sifat aljabar yaitu dari representasi graf dalam suatu
matriks. Teori spektrum graf merupakan penghubung yang mempertemukan teori graf
dan aljabar linier. Pada teori spektrum graf membahas hubungan polinomial karakteristik,
nilai eigen dan vektor eigen pada aljabar linier. Tujuan penelitian ini adalah untuk
mengetahui pola polinomial pada graf commuting dari grup dihedral serta menentukan
bentuk umum spektrum Laplace graf commuting.
Berdasarkan pembahasan, maka dapat diperoleh kesimpulan yaitu:
1. Polinomial karakteristik matrik Laplace dari graf commuting grup dihedral D,, untuk
n ganjil yaitu:
p(A) = -1(-n+A)""(-1+ A)"(-2n+ 1)1 sedangkan polinomial Kkarakteristik matrik
Laplace dari graf commuting grup dihedral D,, untuk n genap Vyaitu:

P(A) = ~1(-n+ A)"*(A* - 64 +8)? ((2n + ) A)
2. Spektrum Laplace graf commuting dari grup dihedral D,, dengan n ganjil yaitu:

0 1 n 2n
SpeCL(DZn)z(l n n-2 1)-

Berdasarkan pembahasan, maka penulis menyarankan agar pembaca bisa
melanjutkan penelitian ini yakni misalkan mengkaji spektrum adjacency, spektrum
Detour dan spektrum Signness Laplace pada graf commuting dari grup lain.



ABSTRACT

Intifaada, Amalia. 2014. Laplace Spectrum of Commuting Graphs on Dihedral
Group. Thesis. Department of Mathematics, Faculty of Science and Technology,
State Islamic University of Maulana Malik Ibrahim Malang.
Supervisor: (1) Abdussakir, M. Pd.
(I1) Fachrur Rozi, M.Si.

Keywords: Spectrum, Commuting graphs, Dihedral Group.

graph is a representation of a set of objects where some pairs of objects are
connected by links. Commuting graphs is one part of the graph discussing about graphs
who built from groups whose members meet the anti-commutative property. The
commuting graph C(G;X), where G is a group and X is a subset of G, is the graph with
vertex set X and distinct vertices being joined by an edge whenever they commute.

Development of graphs backed with the development of one of the other branch
of science in mathematics, linear algebra. The both branch of this science, can be
connected by examining a graph through the algebraic properties of matrix a in the graph
representation. Spectral theory of graphs a liaison to meet by graph theory and linear
algebra. On the theory of graph spectra characteristic polynomial relations, discusses the
value of eigen and eigen vectors in linear algebra. The purpose of this research is to know
the pattern of polynomials on dihedral group commuting graph and determine the general
form of the spectrum of the Laplace commuting graphs. Based on the discussion, then a
conclusion can be obtained as follows:
1. characteristics of the Laplace matrix Polynomial of the dihedral group D, commuting

graph for n odd, i.e:

P(A) =-1(-n+A)"?(-1+ A)"(-2n+A)A, the characteristic polynomial of
matrix and Laplace of the dihedral group D,, commuting graph for n even, i.e.

p(A) =-1(-n+A)"?(A* =61 +8)2((2n+ 1) A)
2. the spectrum of the Laplace commuting graphs from the dihedral group D,, with n
odd, i.e:
01 n 2n
SpeCL(DZn )_ (l n n—2 1)

Based on the discussion, the authors recommend that readers can continue this
research that examines the spectrum of the Adjacency, the spectrum of the Detour and the
spectrum of the Laplace Signless on another group of commuting graph.
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PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Matematika merupakan penelaahan tentang bilangan-bilangan, bentuk-
bentuk dan lambang-lambang. Berkaitan dengan definisi tersebut, matematika
seringkali dibagi menjadi tiga cabang, yaitu: aljabar, analisis, dan geometri.
Aljabar membahas tentang bilangan dan pengabstrakannya, analisis membahas
kekonvergenan dan limit, sedangkan geometri membahas tentang bentuk dan
konsep-konsep yang berkaitan (Kerami, 2003).

Hakikatnya, matematika merupakan ilmu pengetahuan dasar yang
dibutuhkan oleh masyarakat dalam kehidupan sehari-hari baik secara langsung
maupun tidak langsung. Matematika juga merupakan ilmu yang tidak terlepas dari
agama. Pandangan ini dengan jelas dapat diketahui kebenarannya dari ayat-ayat
Al-Qur’an yang berkaitan dengan matematika, di antaranya adalah ayat-ayat yang
berbicara mengenai bilangan, operasi bilangan, dan adanya penghitungan.

Hal ini dapat dilihat pada QS. Maryam:93-94.
z - g7 /,..ﬁ ,E’J/ //4,4' PR
e el Gl Y Yy et 3 e J&= 0

Z . 2 g I SR S

lae ;._a.x_cj Ao Az

Artinya: “tidak ada seorangpun di langit dan di bumi, kecualiakan datang kepada
Tuhan yang Maha Pemurah selaku seorang hamba. Sesungguhnya Allah

telah menentukan jumlah mereka dan menghitung mereka dengan
hitungan yang teliti ” (QS. Maryam: 93-94).
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Ayat ini menyatakan bahwa “Tidak ada seorangpun di langit dan di
bumi, kecuali akan datang pada Tuhan Yang Maha Pemurah selaku seorang
hamba. Sesungguhnya Allah telah menentukan jumlah mereka dan menghitung
mereka dengan hitungan yang teliti”. Allah juga menyatakan bahwa penciptaan
matahari dan bulan serta peredarannya menggunakan penghitungan yang cermat
dan teliti. Ini dapat dilihat pada QS. Ar-Rahman ayat 5. Hingga Allah menyebut
hari kiamat (yaum al-giyamah) dengan sebutan hari penghitungan amal (yaum al-
hisab). Ayat-ayat Al-Qur’an yang disebutkan di atas hanya sebagian kecil dari
ayat-ayat Al-Qur’an lainnya yang mengandung bilangan, operasi bilangan dan
konsep matematika yang lain.

Salah satu cabang matematika adalah mengenai aljabar yang berkaitan
dengan graf. Graf merupakan suatu himpunan tak kosong dari elemen-elemen
yang disebut titik dan himpunan sisi yang menghubungkan titik-titik tersebut.
Penggunaan istilah dalam teori graf belum sepenuhnya bersifat baku. Misalkan
untuk menyatakan suatu titik digunakan istilah node, dan untuk menyatakan suatu
sisi digunakan istilah busur atau garis. Istilah-istilah dalam teori graf dapat
diterima jika digunakan secara konsisten.

Graf commuting adalah salah satu bagian dari graf yang membahas
mengenai graf yang dibangun dari grup yang anggotanya memenuhi sifat

komutatif. Misal G grup berhingga dan X adalah subset dari G, graf commuting

C (G, X )adalah graf dengan X sebagai himpunan titik dan dua elemen berbeda di

X terhubung langsung jika keduanya komutatif di G (Nawawi dan Peter, 2012).
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Banyak kajian-kajian maupun penelitian graf commuting yang dilakukan
terkait dengan grup, grup simetri maupun grup dihedral. Pada grup simetri
diantaranya “A Note on Commuting Graphs for Symmetric Groups” ditulis oleh
C. Bates, D. Bundy, S. Hart dan P. Rowley tahun 2012. Untuk penelitian
mengenai graf commuting pada grup dihedral mulai dikembangkan dalam
beberapa tahun terakhir ini, di antaranya “On Commuting Graphs for Elements of
Order 3 in Symmetric Groups” yang ditulis oleh Athirah Nawawi dan Peter
Rowley dan diterbitkan bulan Mei 2012, “Commuting Graphs on Dihedral
Group” yang merupakan penelitian dari T.T. Amizh Chelvam, dkk tahun 2011.
Perkembangan graf ternyata didukung dengan berkembangnya salah satu
cabang ilmu lain dalam matematika yaitu aljabar linier. Kedua cabang ilmu ini,
dapat dihubungkan dengan mengkaji suatu graf melalui sifat-sifat aljabar yaitu
dari representasi graf dalam suatu matriks. Teori spektrum graf merupakan
penghubung yang mempertemukan teori graf dan aljabar linier. Pada teori
spektrum graf membahas hubungan polinomial karakteristik, nilai eigen dan
vektor eigen pada aljabar linier. Spektrum Laplace dari graf G adalah matriks
L(G)=D(G)-A(G dengan D(G) adalah diagonal matriks dimana enterinya adalah
derajat titik dari G dan A(G) adalah matriks Adjacency graf G (Biyikoglu dkk,
2007).
Misalkan G adalah graf dengan titik-titik vy, vo, ...,vy (n berhingga).
Matriks keterhubungan graf G adalah matriks A=(a;;) dengan a; menyatakan
banyaknya sisi yang menghubungkan titik v; dengan v;; i,j=1, 2, ..., n. Karena

banyak sisi yang menghubungkan titik v; dengan v; selalu sama dengan jumlah sisi
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yang menghubungkan v; dengan v; maka jelas bahwa matriks keterhubungan selalu
merupakan matriks yang simetris. Matrik Laplace dari G adalah matriks
L(G)=D(G)-A(G). Dengan D(G) adalah diagonal matriks dimana enterinya adalah
derajat titik dari G dan A(G) adalah matriks Adjacency graf G (Biyikoglu, dkk,
2007).

Spektrum sebelumnya pernah diteliti oleh ilmuwan. Di antaranya Shuhua
Yin (2006) yang meneliti spektrum Adjacency dan spektrum Laplace graf G, yang
diperoleh dari graf komplit K;. Kemudian Abdussakir, dkk (2009) yang meneliti
spectrum Adjacency pada graf Komplit (K,) graf Star (S;), graf Bipartisi Komplit
(Km,n) dan graf Lintasan (Pp).

Berdasarkan uraian tersebut dalam penelitian ini penulis mengambil

judul skripsi ”Spektrum Laplace Graf Commuting dari Grup Dihedral”.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang yang telah dijelaskan di atas maka rumusan
masalah yang diberikan dalam penelitian ini adalah:
1. Bagaimanakah bentuk umum polinomial Laplace graf commuting?

2. Bagaimana bentuk umum spektrum Laplace graf commuting?

1.3 Tujuan Penelitian
Tujuan penelitian ini adalah:
1. Bagaimanakah bentuk umum polinomial Laplace graf commuting?

2. Bagaimana bentuk umum spektrum Laplace graf commuting?



1.4 Manfaat Penelitian

Hasil penelitian ini diharapkan member manfaat sebagai berikut:
Untuk menambah pemahaman tentang konsep yang ada dalam matematika,
khususnya teori graf.
Mengetahui pola polinomial graf commuting untuk grup dihedral.
Memberikan informasi mengenai spektrum suatu graf sehingga dapat menjadi
acuan peneliti lain untuk menentukan spektrum graf-graf yang lain yang

belum dikaji dalam penelitian ini.

1.5 Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penulisan skripsi ini menggunakan studi

literatur vyaitu penelitian yang dilakukan di perpustakaan dengan cara

mengumpulkan data dan informasi dengan bantuan material yang terdapat di

ruang perpustakaan. Jurnal utama yang digunakan dalam skripsi ini adalah jurnal

yang berjudul Commuting Graph on Dihedral Group, oleh T.T. Chelyam, K.

Selvakumar dan S. Raja (2011).

1.

2.

Menentukan grup dihedral dari Dg, Dg, D1g, D12, D14, D1s.

Menggambarkan Tabel Cayley dari grup dihedral Dg, Dg, D1g, D12, D14, D1s.
Menggambarkan graf commuting dari grup dihedral Dg, Dg, D19, D12, D14, D1s.
Menentukan matriks Laplace.

Menentukan polinomial karakteristik.

Mencari nilai eigen dari matriks Laplace.

Mencari vektor eigen dari matriks Laplace.



8. Menentukan spektrum dari masing-masing graf yang telah terbentuk.

9. Mengamati dan menentukan pola yang terbentuk pada graf commuting.

10. Membuktikan pola yang terbentuk.

1.6 Sistematika Penulisan

Sistematika penulisannya adalah sebagai berikut:

BAB |

BAB Il

BAB Il

BAB IV

Pendahuluan

Pada bab ini membahas tentang latar belakang masalah, rumusan
masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, metode penelitian dan
sistematika penulisan.

Kajian Pustaka

Pada bab ini menyajikan tentang penjabaran materi graph, dihedral
grup.

Pembahasan

Bab ini membahas tentang simulasi hasil dari penelitian yang
dilakukan dan representasi hasil yang didapat dari penelitian yang
dilakukan.

Penutup

Bab ini berisi tentang kesimpulan dan saran.



BAB 11

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Graf

Graf merupakan salah satu banyak cabang ilmu matematika yang
aplikasinya banyak digunakan dalam kehidupan kita, namun dalam teori graf
masih banyak sekali kajian di dalamnya. Graf G terdiri atas himpunan yang tidak
kosong dari elemen-elemen yang disebut titik (vertex) dalam penulisan ini
disimbolkan dengan V(G), sedangkan himpunan sisi (edge) disimbolkan dengan

E (G)dan seterusnya menggunakan istilah titik dan sisi.

2.1.1 Definisi Graf

Definisi 1
Graf G adalah pasangan himpunan (V, E) dengan V adalah himpunan tidak
kosong dan berhingga dari obyek-obyek yang disebut sebagai titik dan E
adalah himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik
berbeda di V yang disebut sebagai sisi. Himpunan titik di G dinotasikan
dengan V(G) dan himpunan sisi dinotasikan dengan E(G). Sedangkan
banyaknya unsur di V disebut order dari G dan dilambangkan dengan p(G)
dan banyaknya unsur di E disebut size dari G dan dilambangkan dengan
g(G). Jika graf yang dibicarakan hanya graf G, maka order dan ukuran dari

G tersebut cukup ditulis dengan p dan q (Chartrand dan Lesniak, 1986).
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Perhatikan graf G yang memuat himpunan titik V dan himpunan sisi E
seperti berikut ini.
V={abc,de}
E={(a b) (a c), (a d), (b, d), (b, c), (d, e)}.

Graf G tersebut dapat digambar sebagai berikut

Gambar 2.1 Graf G

Graf G mempunyai 5 titik sehingga order G adalah p = 5. Graf G mempunyai 6
sisi sehingga size graf G adalah g = 6.

Graf G dengan

V={abcde}

E={(a b), (a c), (a d), (b, d), "111(b, c), (d, e)}
Dapat juga ditulis dengan

V={ab,c,de}

E = {eq, e, €3, €4, €5, €6}
dengan

e1=(a, b)

e;=(a, c)

es=(a, d)

€4 = (b’ d)



es = (b, ¢)
es =(d, e)
Definisi 2

Graf trivial adalah graf berorder satu dengan himpunan sisinya merupakan
himpunan kosong. Graf non trivial adalah graf yang berorder lebih dari
satu (Chartrand dan Lesniak, 1986).

Contoh:

1 /
G1 G2
Gambar 2.2 Graf Trivial dan Non Trivial

Berdasarkan gambar 2.2, G, merupakan graf trivial karena G, hanya

memuat satu titik atau berorder satu dan himpunan sisinya merupakan himpunan

kosong. Sedangkan G, merupakan graf non trivial karena berorder lebih dari

satu.

2.1.2 Derajat Titik

Derajat dari titik v; dalam graf G, dinotasikan dengan d; atau “deg v;”.
adalah banyaknya sisi yang terkait langsung (incident) dengan v;. Karena setiap
sisi adalah terkait langsung dengan dua titik-titik, hal ini dapat memperbesar

jumlah derajat titik-titik sebanyak 2 kali. Isitilah deg berasal dari kata degree yang
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berarti derajat, sehingga penulis menggunakan istilah der yang berasal dari kata
derajat.

Derajat titik v pada graf G adalah banyaknya sisi dari graf G yang
terkait dengan v. Derajat titik v pada graf G dinotasikan dengan derg(v) atau
secara sederhana dapat juga dinotasikan dengan der(v). Titik yang berderajat
genap sering disebut titik genap (even vertices) dan titik yang berderajat ganjil
disebut titik ganjil (odd vertices) titik yang berderajat nol disebut (isolated
vertices) dan titik yang berderajat satu disebut titik ujung (end vertices)
(Chartrand & Lesniak, 1986).

Perhatikan graf G berikut yang mempunyai himpunan titik V = {a, b, c, d}

dan himpunan sisi E = {e1, e, €3, €4, €5}

a e, c

€
G: ey e;

Gambar 2 3Graf G

Berdasarkan gambar, diperolah bahwa

deg(a) =3

deg(b) =3

deg(c) =2

deg(d) =2
Titik a dan b adalah titik ganjil, titik ¢ dan d adalah titik genap. Karena tidak ada
yang berderajat 1, maka graf G tidak mempunyai titik ujung. Hubungan antara

jumlah derajat semua titik dalam suatu graf G dengan banyak sisi, yaitu g, adalah
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> deg(v) =2q.

veG

Hal ini dinyatakan dalam teorema berikut.

Teorema 1

Jika Ggraf dengan V(G) = { vi, V, ..., Vp}

p
maka ZdegG (v;) =29 (Chartrand dan Lesniak, 1986).

i=1

Bukti:
Setiap sisi adalah terkait langsung dengan 2 titik. Jika setiap derajat titik

dijumlahkan, maka setiap sisi dihitung dua kali.

Corollary 1

Pada sebarang graf, jumlah derajat titik ganjil adalah genap.

Bukti:

Misalkan graf G dengan size g dan misalkan Whimpunan yang memuat

titik ganjil pada G serta U himpunan yang memuat titik genap di G. Dari
teorema 1 maka diperoleh:

> degs v=">deg, v+ > deg; v=2q

vev(G) veW veU

Dengan demikian karena >  dege v genap, maka » degs Vv juga

genap. Sehingga |W| adalah genap.
Definisi 3

Sisi e = (u, v) dikatakan menghubungkan titik u dan v. Jika e = (u, v)

adalah sisi di graf G, maka u dan v disebut terhubung langsung (adjacent),

u dan e serta v dan e disebut terkait langsung (incident). Untuk
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selanjutnya, sisi e = (u, v) akan ditulis e = uv (Chartrand dan Lesniak,
1986:4).

Dari definisi di atas, maka dapat digambarkan sebagai berikut :

u & "
® @

Gambar 2.4 Sisi e = (u, v) yang Menghubungkan Titik u danv
Karena e = (u, v) sisi di G, maka u dan v disebut terhubung langsung
(adjacent), sedangkan e dan u serta e dan v disebut terkait langsung (incident).
Definisi 4
Banyaknya unsur di V disebut order dari G dan dilambangkan dengan
p(G), dan banyaknya unsur di E disebut size dari G dan dilambangkan

dengan q(G) (Chartrand dan Lesniak, 1986).

Contoh :

V1 e Vo)

oO—0

&2 ©3
54 €4 33
Gambar 2.5 Graf G dengan Order 4 dan Size 4

2.2 Graf Terhubung
Definisi 5

Sebuah jalan (walk) u-v di graf G adalah barisan berhingga (tak kosong) W

U= U, €1, U, €, .. ., Un1, €n, Un=V Yang berselang seling antara titik dan
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sisi, yang dimulai dari titik u dan diakhiri dengan titik v, dengan & =t

untuk i =1, 2, ..., nadalah sisi di G. up disebut titik awal, u, disebut titik
akhir, ug, Uy, ..., Uy disebut titik internal, dan n menyatakan panjang dari
W (Chartrand dan Lesniak, 1986:26).

Definisi 6
Jalan u-v disebut terbuka atau tertutup jika u=v atau u=v (Chartrand
dan Lesniak, 1986).

Definisi 7
Jalan u-v yang semua sisinya berbeda disebut trailu-v (Chartrand dan
Lesniak, 1986).

Definisi8
Jalan u-v yang semua sisi dan titiknya berbeda disebut path (lintasan) u-v.
Dengan demikian, semua lintasan adalah trail (Chartrand dan Lesniak,
1986).

Contoh:

vi €1 v, €2y
Gambar 2.6 Jalan pada Graph

Dari graph di atas vy, €1, Vo, €s, Vs €6, V4, €4, Vo, €2, V3 disebut sebagai trail,
sedangkan vy, e1, V2, €s, Vs €6, V4 disebut sebagai path (lintasan).
Definisi 9

Suatu titik u yang membentuk lintasan (path) u-u disebut jalan trivial

(Chartrand dan Lesniak, 1986).
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Definisi 10
Sirkuit vy, €1, Vo, €2, V3, . . ., V-1, €n-1, €n, Vi, Vadengan n > 3dan v; berbeda
untuk setiap i disebut sikel (cycle) (Chartrand dan Lesniak, 1986).

Contoh:

Gambar 2.7 Jalan, Lintasan, Trail, dan Sikel

Dari Gambar 2.7 Vv,,V,,V,Vs,V,,V,,V, disebut jalan tertutup dengan
panjang 6 dan v,,V,,V,V.,V,,V,,V,;,V, disebut jalan terbuka dengan panjang 7.
Vi,V3,Ve,Ve,V,,V,,V, adalah  trail  tetapi  bukan lintasan, sedangkan
V,,V;, Ve, Ve, V,,V, disebut sebagai path (lintasan) dan v,,Vv,,V;,V, adalah sikel.
Definisi 11

Misalkan u dan v titik berbeda pada graf G. Maka titik u dan v dapat

dikatakan terhubung (connected), jika terdapat lintasan u — v di G.

Sedangkan suatu graf G dapat dikatakan terhubung (connected), jika untuk

setiap titik u dan v di G terhubung (Chartrand dan Lesniak, 1986).

Contoh:

V3 V4

V1 V2

G
Gambar 2.8 Graf Terhubung (connected)
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Untuk suatu graf terhubung G, maka jarak (distance) d(u,v) antara dua

titik u dan v di G adalah panjang lintasan terpendek yang menghubungkan u dan v
di G. Jika tidak ada lintasan dari titik u ke v, maka didefinisikan jarak d(u,v) =

(Chartrand dan Lesniak, 1986).

2.3 Grup
Definisi 12
Grup adalah suatu struktur aljabar yang dinyatakan sebagai (G,*) dengan
G tidak sama dengan himpunan kosong (G # ¢) dan * adalah operasi
biner pada G yang memenuhi sifat-sifat berikut:
1. (axb)*c=a=*(bxc), untuk semua a,b,c e G (yaitu *assosiatif ).
2. Ada suatu elemen e di G sehingga a*e=e*a=a, untuk semuaacG (e
disebut identitas di G).
3. Untuk setiap a € G ada suatu element a™ di G sehingga a*a ' =a ' *a=e
(a™ di sebut invers dari a)
Sebagai tambahan, grup (G,*) disebut abelian (grup komutatif) jika
a*b=Db=*a untuk semua a,b e G (Dummit dan Foote, 1991).
Contoh:
Selidiki apakah (Z, o) grup, Z adalah himpunan bilangan bulat dan o
didefinisikan denganaob=a—-2ab + 1, dimana a,be Z .
Jawab:

1. Untuk setiap a,beZ makaaob=a-2ab+1le Z
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2. Untuk setiap a,b,c € Z maka

(aob)oc=ao(boc)
Untuk (aob)yoc=(a-2ab+1)oc

=(a—-2ab+1)-2(@a-2ab+1)c+1

=a—2ac—2ab+4abc—2c+2
Untukao(boc)=ao(b—-2bc+1)

=a-2a(b—-2bc+1)+1

=—a—2ab+4abc-2a+1

Karena (ao b) o c#ao (b oc), maka (Z, o) bukan grup.

2.3.1 Grup Dihedral
Defnisi 13

Grup dihedral adalah grup dari himpunan simetri-simetri dari segi-n

beraturan, dinotasikan D, , untuk setiap n adalah anggota bilangan bulat

positif, n>3. Dalam buku lain ada yang menuliskan grup dihedral

dengan D, (Dummit dan Foote, 1991).

Misalkan D,, suatu grup yang didefinisikan oleh st untuk s,t € D, yang

diperoleh dari simetri (simetri sebagai fungsi pada segi-n, sehingga st adalah

fungsi komposisi). Jika s,t akibat permutasi titik berturut-turut o,z, maka st
akibat dari oor. Operasi biner pada D,, adalah assosiatif karena fungsi
komposisi adalah assosiatif. Identitas dari D,, adalah identitas dari simetri (yang

meninggalkan semua titik tetap), dinotasikan dengan 1, dan invers dari s€D,,
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adalah kebalikan semua putaran dari simetri s (jadi jika s akibat permutasi pada

titik o, s akibat dari o) (Dummit dan Foote, 1991).
Karena grup dihedral akan digunakan secara ektensif, maka perlu beberapa

notasi dan beberapa hitungan yang dapat menyederhanakan perhitungan

selanjutnya dan membantu mengamati D, sebagai grup abstrak, yaitu:
(1) 1, rgf” AN
) |s|]=2,
(3) s = r'untuk semua i.
(4) sr' =srluntuk semua 0<i, j<n-—1 dengan i = j.Jadi
DTS B TS Ol CT , BONGIP )
yaitu setiap elemen dapat dituliskan secara tunggal dalam bentuk s*r'
untuk k =0atau 1 dan 0<i<n-1.
(5) ST=r"s,

(6) sr' =r's, untuk semua 0 <i < n(Dummit dan Foote, 1991).

2.4 Graf Commuting

Misal Gadalah grup terbatas dan X adalah subset dari G, graf
commutingC (G, X)adalah graf dengan X sebagai himpunan titik dan dua elemen
berbeda dari X menjadi sisi jika mereka elemen yang komutatif dari G (Nawawi
dan Peter, 2012).
Contoh:

Misalkan untuk n = 3, maka D¢ merupakan grup dihedral dengan 6 elemen.



Adapun penyajian D4 dalam tabel 2.1 adalah sebagai berikut:

Tabel 2.1 Tabel Cayley D¢

° 1 | r | 2| s | sr |sr?
1 1 | r | 12| s | sr |sr?
™ T e R
r2 | r2 | 1 | r | sr|sr?| s
% | bsntosr 52 | 1 r | r?
sr [ sr ns@2ih B et TS &
srasisre | s | sr | rdNFl | &

Dari Tabel 2.1 terlihat bahwa :

18

1. 1 komutatif dengan setiap elemen Dy (sifat elemen identitas) sehingga 1

bertetangga dengan setiap elemen Dg.

2. r . r?2 = r?2°r =1 merupakan elemen-elemen yang komutatif sehingga

elemen-elemen tersebut bertetangga satu sama lain.

3. Sebagian elemen-elemen yang tidak komutatif maka elemen-elemen tersebut

tidak bertetangga.

Secara geometri graf commuting pada D dapat disajikan sebagai berikut.

ST

Gambar 2.9 Graf Commuting pada D¢

r

ST

rz
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2.4.1 Sifat-sifat Graf Commuting pada Grup Dihedral
Teorema 2
Misal G = C(D,,, Q) adalah graf commuting, di mana Q adalah subset dari D5,
dan n> 3, berikut ini adalah benar:
(i) Jika Q adalah abelian subgrup dari D,,, maka diam(G )= 1.
(i) Jika Q adalah subgrup dari D7, maka diam(G )= 2.
(i)  Jika Q = Dy, — Z(Dyp) = oo.
Teorema 3
Misal G = C(D2n, Q2), di mana Q adalah subset dari Dy, maka:
(i)  Jikan ganjil dan Q = {r', sr, untuk setiap 1 <i<n-1 dan 1 <j<n} maka
diam(G)= oo.
(i) Jikangenap dan Q= {r', sr’, untuk setiap 1 <i<n-1,i#>dan 1<j<n}

maka diam(G)= o (Chelvam dkk, 2011).

2.5 Matriks
2.5.1 Definisi 14

Sebuah matriks adalah susunan segi empat siku-siku dari bilangan-
bilangan. Bilangan-bilangan dalam susunan tersebut dinamakan entri dalam
matriks. Ukuran matriks dijelaskan dengan menyatakan banyaknya baris (garis
horisontal) dan banyaknya kolom (garis vertikal) yang terdapat dalam matriks

tersebut.
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Contoh:

1 2

30|, [210], m [4]

-1 4

Matriks pertama pada contoh di atas mempunyai 3 baris dan 2 kolom sehingga
ukurannya adalah 3 kali 2 (yang ditulis 3x2). Angka pertama selalu menunjukkan
banyaknya baris dan angka kedua menunjukkan banyaknya kolom. Jadi, matriks
selebihnya dalam contoh di atas berturut-turut mempunyai ukuran 1x3, 2x2, 1x1

(Anton, 1997).

2.5.20perasi Matriks

Jika A dan B adalah sebarang dua matriks yang ukurannya sama, maka
jumlah A+B adalah matriks yang diperoleh dengan menambahkan bersama-sama
entri yang bersesuaian dalam kedua matriks tersebut. Matriks-matriks yang

ukurannya berbeda tidak bisa ditambahkan (Anton, 1997).

Contoh:
2 1 0 -4 3
v/ — By { 3 -4
Maka A+B adalah:
2+(-4) 1+3 0+5 -2

A+B=| -1+2 0+2 2+0 |=

4 5
1 2 2
4+3 -2+2 T7+(-4) 7 0 3
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Jika A adalah suatu matriks dan ¢ adalah suatu skalar, maka hasil kali
(product) cA adalah matriks yang diperoleh dengan mengalikan masing-masing

entri dari A oleh ¢ (Anton, 1997).

Contoh:
2
il g
-1 0
Maka 2A adalah

4 2 2x4  2x2 SE14
2A=211 3(=| 2x1 2x3|(=|2 6
-1 0 2x-1 2x0 -2 0

Jika A adalah matriks mxn dan B adalah matriks rxn , maka hasil kali AB adalah
matriks mxn yang entri-entrinya ditentukan sebagai berikut. Untuk mencari entri
dalam baris i dan kolom j dari AB, pilih barisi dari matriks A dan kolom j dari
matriks B. Kalikan entri-entri yang bersesuaian dari baris dan kolom tersebut
bersama-sama dan kemudian tambahkanlah hasil kali yang dihasilkan

(Anton,1997).

2.5.3 Macam-Macam Matriks

Definisi 15
Misalkan A adalah matriks nxn. Jika terdapat B matriks nxn, seperti
AB=1 = BA, dimana | adalah matriks identitas nxn, maka disebut inverse
dari A, dan A disebut sebagai invertible. Matriks invertible juga dapat

disebut sebagai nonsingular (Janin dan Gunawadena, 2004).
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Catatan:
Inverse dari matriks A dinotasikan dengan A™* (tidak dengan 1/A).
Definisi 16
Identitas matriks adalah matriks persegi yang memiliki 1 pada diagonal

utama, dan 0 untuk yang lain (Ron dan David, 2009).

Jika ditulis:
1 00 0
1 0 0
0 01 0
0 0O 1
Definisi 17

Matriks persegi adalah matriks dimana banyaknya baris dan banyaknya
kolom sama. Matriks diagonal adalah matriks persegi yang semua elemen
kecuali diagonal utama adalah nol. Matriks persegi yang semua entri di
atas diagonal utamanya adalah nol disebut matriks segitiga bawah dan
matriks persegi yang semua entri di bawah diagonal utamanya adalah nol
disebut matriks segita atas. Suatu matriks, baik segitiga bawah atau
segitiga atas disebut matriks segitiga (Anton dan Rorres, 2004).
Definisi 18

Jika A adalah matriks mxn, maka transpos dari A, dinyatakan dengan A'.
Didefinisikan sebagai matriks nxm yang didapatkan dengan pertukaran
baris dan kolom dari A, kolom kedua adalah baris kedua dari A, dan

seterusnya (Anton dan Rorres, 2004).
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Contoh:

Diketahui matriks:

co o1 N
© O W

Maka AT adalah:

AT =

w N
oS o1 B~
© o0

Definisi 19
Suatu matriks persegi A disebut matriks simetri jika matriks tersebut sama

dengan transposnya (A)=A" (Anton dan Rorres, 2004).

2.5.4 Determinan
Untuk setiap matriks bujur sangkar dengan elemen-elemen bilangan riil,
terdapat tepat satu nilai yang berhubungan dengan matriks tersebut. Satu nilai riil
ini disebut determinan.
Definisi 20
Determinan matriks persegi A=|A| atau det A adalah jumlah semua
perkalian elementer matriks A. Bila inversinya genap tanda +, bila
inversinya ganjil tanda — (Gazali, 2005).
Hasil kali elementer jika A adalah matriks nxn , maka hasil kali elementer
dari matriks A adalah perkalian dariunsur-unsur yang berasal dari baris dan kolom

yang berbeda dari matriks A.
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Contoh:

Diberikan matriks:

A (au au]
a'21 a22

Maka determinan dari A adalah det(A)= a,,a,, —a,,3,, .
Definisi 21
Jika matriks berukuran nxn, determinan matriks A didefinisikan sebagai:

8y @,

21 22

Det(A)= Zn: a; (—1)"*'det(M) dan

=1

= 8,8y, — a8,

(Cullen, 1993).

2.5.5Matriks Laplace

Misalkan G(V, E) adalah graf dengan himpunan titik VV dan himpunan sisi
E, dikonversi menjadi |V|=n dan |E|=m. Jadi, G adalah graf dengan n titik dan m
sisi.

Matrik Laplace dari G adalah matriks L(G)=D(G)-A(G). Dengan D(G)
adalah diagonal matriks dimana enterinya adalah derajat titik dari G dan A(G)
adalah matriks Adjacency graf G (Biyikoglu, dkk, 2007).

Contoh:

Diketahui graf commuting sebagai berikut

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Gambar 2.10 Graf Commuting Dg

Matriks Laplace dari graf tersebut adalah

L rr s srosr 1 7 A s#spE s

IREDSNI . 1™ | 140G B A0 OOl

ri1 01000 rio 20000
NN (/4080 Y0 IRUSE-Zld B0V R of l0mC

s{1 000 0O s|0 001 00O

sril1 0 0 0 0 O srf{0 0 0 01 O

sr2_100000_ sr2_000001_

[5 00 000] [01 111 1] [5 -1 -1 -1 -1 -1]

02 00O00O0 1 01 0 0O -1 2 -1 0 0 O
L:D—A:OOZOOO- 110000 :—1 -1 2 0 0 O

0 001O00 10 0 00 -1 0 0 1 0 O

000010 100000 -1 0 0 0 1 O

000001 [1t00000f [-1 0 0 0 0 1|

2.5.6 Nilai Eigen dan Vektor Eigen

Nilai eigen merupakan nilai karakteristik suatu matriks. Nilai eigen
merupakan bilangan real, yang berarti dapat bernilai nol, negatif dan juga positif.
Secara sederhana, nilai eigen merupakan nilai yang mempresentasikan suatu

matriks dalam perkalian dengan suatu vektor.
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Definisi22
Jika A adalah matriks n x n, maka vektor tak nol x pada R" disebut
vektor eigen dari A jika Ax adalah kelipatan skalar dari x; Ax = Ax
untuk sebarang skalar A. Skalar A disebut nilai eigen dari A, dan x disebut
sebagai vektor eigen dari A yang terkait dengan A (Anton & Rorres,
2004).
Teorema 4
Misalkan Amatriks nxn. Bilangan A adalah nilai eigen jika dan hanya
jika:
Det(A- A1)=0
Dimana | notasi dari matriks nxn (Jain & Gunawardena, 2004).
Sedangkan menurut Anton (1994) untuk mencari nilai eigen matriks A
yang berukuran nxn maka dituliskan kembali Ax = AlIx sebagai:
AX = AIX
atau secara ekuivalen
(A1 —A)x=0
Supaya A menjadi nilai eigen, maka harus ada selesaian tak nol dari
persamaan ini. Akan tetapi persamaan di atas akan mempunyai selesaian tak nol
jika dan hanya jika det (A1 —A)=0. Persamaan di atas dinamakan persamaan
karakteristik A dan scalar yang memenuhi persamaan ini adalah nilai eigen dari A
(Anton, 1994).
Contoh

Tentukan nilai eigen dari:
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0O 1 O
A=0 0 1
4 -17 8

Polinomial karakteristik A adalah

A -1 0
Det(A-A)=det| 0 A -1 |=2°-81°+171-4
-4 17 A1-8

kemudian diperoleh persamaan karakteristik:
det(A- AD)=(1-4)(A* —44+1)=0

sehingga nilai-nilai eigennya adalah:

A=4, 2=2+3, dan A=2-43.

Teorema

Jika A adalah suatu matriks dengan n kolom, maka:
rank(A) + nulitas(A) = n

Bukti

Karena A memiliki n kolom, maka sistem linier homogen Ax=0 memiliki n faktor
yang tidak diketahui (variabel). Variabel ini terbagi dalam dua kategori, variabel

utama dan variabel bebas. Jadi,
(Banyaknya variabel utama) + (Banyaknya variabel bebas)=n

Tetapi banyaknya variabel utama adalah sama dengan banyaknya 1 utama dalam

matriks eselon baris tereduksi dari A, dan angka ini merupakan rank dari A. Jadi,

rank(A) + (Banyaknya variabel bebas)=n
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Banyaknya variabel bebas adalah sama dengan nulitas dari A. Hal ini terjadi
karena nulitas dari A adalah dimensi ruang solusi dari Ax=0, yang sama artinya

dengan banyaknya variabel bebas. Jadi,

rank(A) + nulitas(A) =n

(Anton dan Rorres, 2004).

2.6 Polinomial Karakteristik
Definisi 23 (Polinomial Karakteristik)

Polinomial p(A)= det(A-Al) disebut polinomial karakteristik. Akar dari p(L)
= 0 adalah nilai eigen dari A (Demmel, 1997).

Contoh:

0 1 1
Misal A=|1 0 O
1 00

01112 0 0 A -1 -1
p()=det(A-Al) =det|[1 O O|-|0 A Of|=det|-1 4 -1
I oy T o 0 A7 1 -1 A

= p(=A2=31-2=-0
P(A)=2°-31-2=0=(1+1)*(1-2)=0

Akar dari p(A) = 0 adalah -1 dan 2, sehingga nilai eigennya adalah -1 dan 2.

2.7 Spektrum Graf

Misalkan f (1) =det(I1—A(G)) adalah polinomial karakteristik dari

matriks adjacency graf G, maka spektrum dari graf G dengan n titik yang
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dinotasikan dengan Sp(G) adalah Sp(G)=[ﬂl,ﬂz,...,ﬂ,,] dimana A merupakan

akar-akar dari f (1)=0, (A adalah nilai-nilai eigen dari matriks A(G))

(Cvetkovik dan Doob, 1980).

Matriks keterhubungan langsung (adjacency) banyak digunakan untuk
membahas karakteristik graf karena matriks keterhubungan merupakan matriks
persegi. Berikut ini  merupakan suatu perluasan pembahasan matriks
keterhubungan langsung (adjacency) suatu graf dikaitkan dengan konsep nilai
eigen dan vektor eigen pada topik aljabar linier.

Misalkan G graf berorder p dan A adalah matriks keterhubungan langsung
(adjacency) dari graf G. Suatu vektor tak nol x disebut vektor eigen (eigen vector)
dari A jika Ax adalah suatu kelipatan skalar dari x; yakni, Ax= Ax, untuk sebarang
skalar 4. Skalar A disebut nilai eigen (eigen value) dari A, dan x disebut sebagai
vektor eigen dari matriks A, persamaan Ax= Ax ditulis kembali dalam bentuk:

(A—A1)x=0,
Dengan | adalah matriks identitas berordo (1xp). Persamaan ini akan mempunyai
solusi tak nol jika dan hanya jika:

det(A — AI) = 0.
Persamaan det(A — AI) = 0 akan menghasilkan persamaan polinomial dalam
variabel A dan disebut persamaan karakteristik dari matriks A. Skalar-skalar A
yang memenuhi persmaan karakteristik ini tidak lain adalah nilai-nilai eigen dari

matriks A.
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Misal 4,4,,...,4, adalah nilai eigen berbeda dari A, dengan A4,>A4,>...>
A, dan misalkan m(4,),m(4,),...,m(4,) adalah banyaknya basis untuk ruang
vektor eigen masing-masing A, maka matrik berordo (2 x n) yang memuat

Ay Ay, A, pada baris pertama dan m(4,),m(4,),....m(4,) pada baris kedua

disebut spectrum graf G dan dinotasikan dengan Spec(G). Jadi, spektrum graf G

dapat ditulis

Ai 2’2 /ln .
G)= .
. {m(m i) mm} (Biggs, 1973)

2.8 Inspirasi Adjacent dalam Al-Qur’an

Al-Qur’an merupakan kalam Allah yang di dalamnya berupa ilmu-ilmu
Allah yang perlu dikaji lebih mendalam. Al-Qur’an tidak hanya berisi mengenai
halal haram, surga dan neraka serta aturan-aturan peribadahan untuk umat-Nya.
Tetapi juga berisi berbagai ilmu pengetahuan yang ada di muka bumi ini, baik
yang telah kita kenal selama ini maupun ilmu-ilmu pengetahuan yang masih
belum kita kenal. Teori graf merupakan salah satu contoh ilmu yang perlu dikaji
lebih dalam lagi. Salah satu kajian tetntang graf adalah graf commuting. Graf
commuting adalah himpunan titik dengan dua titik yang berbeda dalam himpunan
tersebut dikatakan bertetangga (adjacent) jika dua simpul tersebut komutatif.

Islam adalah agama yang sangat menjunjung tinggi keadilan. Allah SWT
juga memiliki nama lain yang berhubungan dengan keadilan seperti Al- ‘4d! (Yang

Maha Adil) atau Al-Hakim (Yang Maha Menghakimi). Di dalam Al-Qur’an
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sendiri juga dijelaskan bahwa segala perbuatan, baik ataupun buruk, sekecil
apapun, pasti akan mendapat ganjaran dari Sang Maha Kuasa.

Artinya: “ Barangsiapa yang mengerjakan kebaikan seberat dzarrahpun, niscaya
Dia akan melihat (balasan)nya. Dan Barangsiapa yang mengerjakan
kejahatan sebesar dzarrahpun, niscaya Dia akan melihat (balasan)nya
pula”(QS. Az Zalzalah: 7-8).

Dalam ayat-ayat ini Allah memperincikan balasan amal masing-masing.

Maka barangsiapa beramal baik, walaupun amalnya itu seberat atom niscaya akan

diterima balasannya, begitu pula yang beramal jahat walaupun seberat atom akan

merasakan balasannya. Amal kebajikan orang-orang Kkafir tidak dapat
menolongnya dan melepaskannya dari siksa kekafirannya. Mereka akan tetap
sengsara selama-lamanya di dalam neraka. Adapun keterangan ayat yang
menyatakan bahwa pahala amal perbuatan mereka tidak berguna, maksudnya
tidak dapat melepaskan mereka dari siksa kekafiran, walaupun ada keringanan

dari siksa kejahatannya selain azab kekafiran. Adapun siksa kekafiran tidak akan

dikurangi sedikitpun, sebagaimana firman Allah:

“87 =27 8

P
s - _ 2o e P 9,4/. 2 9//97 _ P _ 1.7
o) el anal A iali N B il sols =0

- > W
.
> .
z I

;. &
-~ -~ /7/"

S5 CBIG S50 T (D)

Artinya: “Kami akan memasang timbangan yang tepat pada hari kiamat, Maka
Tiadalah dirugikan seseorang barang sedikitpun. dan jika (amalan itu)
hanya seberat biji sawipun pasti Kami mendatangkan (pahala)nya. dan
cukuplah Kami sebagai Pembuat perhitungan” (QS. Al Anbiyaa’: 47)
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Tidak ada dusta dan pengurangan atau penambahan atas balasan perbuatan
manusia. Apapun perbuatan yang manusia lakukan maka balasannyapun akan
sama dengan perbuatannya tersebut. Penjelasan tentang terhubung langsung
(adjacent) dari dua titik yang berbeda yang ada di dalam graf commuting
digunakan untuk menggambarkan hubungan antara perbuatan baik terhadap
balasannya atau perbuatan buruk terhadap balasannya.

Manusia, baik laki-laki maupun perempuan, akan menerima balasan di
akhirat sesuai perbuatannya di dunia. Islam mendorong umatnya untuk berlomba-
lomba dalam berbuat kebaikan dan taqwa, dan balasan bagi segala perbuatan baik
itu ada yang langsung dibalaskan di dunia, dan ada juga yang ditangguhkan untuk
dibayarkan di akhirat. Seperti dalam firman-Nya, “Berlomba-lombalah kamu
dalam berbuat kebaikan. Di mana saja kamu berada pasti Allah akan
mengumpulkan kamu sekalian pada hari kiamat. Sesungguhnya Allah Maha
Kuasa atas segala sesuatu ”(QS. Al-Bagarah [2]:148).

Berbuat baik itu tidak mengenal usia, ras ataupun golongan. Kita
diperintahkan untuk berbuat kebaikan kepada semua orang. Dalam salah satu ayat
Al-Qur’an, “Dan berbuat baiklah kepada ibu-bapak, karib kerabat, anak-anak
yatim, orang-orang miskin, tetangga yang dekat dan tetangga yang jauh, teman
sejawat, ibnu sabil (orang yang bepergian) dan hamba sahayamu

(pembantu)” (QS. An-Nisa [4]:36).
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PEMBAHASAN

Pada bab ini, dibahas mengenai spektrum graf commuting yang terbentuk

dari grup dihedral berdasarkan tabel Cayley.

3.1 Spektrum Laplace Graf Commuting Dihedral
Seperti yang telah diketahui bahwa grup dihedral merupakan grup dari
himpunan simetri-simetri dari segi-n beraturan. Di sini grup dihedral akan dibagi
menjadi dua himpunan bagian yaitu:
i) x={1, r,r ..., r"*} atau yang dikenal dengan himpunan bagian rotasi;
i) y = {s, sr, sr’, ..., sr"'} atau yang dikenal dengan himpunan bagian

refleksi atau dapat dituliskan sebagaix< D,, dan yc D,,. Hasil operasi

komposisi pada grup dihedral akan diberikan dalam bentuk tabel Cayley.

3.1.1 Spektrum Laplace Graf Commuting Grup Dihedral Dg
Hasil operasi komposisi pada grup dihedral berbentuk tabel Cayley

sebagai berikut:

Tabel 3.1 Tabel Cayley D¢
r r> s sr sr

o 1

1 |1 r r* s sr srf
rolr r* 1 sr* s sr
P [ 1 r s st s

s |s sr s 1 r r
sr |sr s s r* 1 r
srP st s st r r* 1

33
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Dari tabel Cayley 3.1, hasil operasi komposisi grup dihedral akan
digambarkan ke dalam bentuk graf commuting. Berdasarkan tabel Cayley berikut
dapat diketahui elemen-elemen yang mempunvyai sifat komutatif dengan operasi
°. Elemen-elemen yang memenuhi sifat komutatif disajikan dalam bentuk daftar

seperti berikut:

rel=1°r 1°1=1°1

r2 ° Y= gieipe AR T

P 4V [ 74 Ol = i O
sr°l=1°%sr $°s=5°s

Er2°1 =_I* s1& B s Ws7]

¥ °r? ="7%"°n Gl Sif B0t o

Elemen-elemen dari grup dihedral yang komutatif didapatkan graf sebagai

berikut:

Gambar 3.1 Graf Commuting Dg

Untuk graf commuting De dengan graf tersebut menghasilkan matriks

Laplace sebagai berikut:



Setelah mendapatkan bentuk matriks Laplace maka akan

O O O O o »;

O O O o N O

O O O N O O
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[ = T = = Y

O O O O O -
O O O O O -

O O O O B
O O O O -~ -
O O O O O -

vektor eigen dari matriks-matriks tersebut:

Det(L- 2 1)=0

det

det

il ]
2 -1 0
1 2 0
0 G~
0 0 0
0 0 0
5-4 -1
B ¥
Sl
—f, (0
1 0
-1 o0

(5

-1 2 -1
112
-1 0 o0
-1 0 0
-1 0 ©

1 -1][2 0000 O
0 0//0 20000
0 0//00 2000
Ol 20 400 B0’ 20N IR0
wholl FYiRa o
Rl R oay ©
Ui PEl =R
N YWADY E
2-2 0 0 0 ||5
0 1-4 0 O
0 0 1-4 O
0 0 0 1-4]

0

o O O

0

0
0
1
0

0

= O O O

-1 -1 -1 -1 -1]
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dicari nilai eigen dan

Dengan mereduksi matriks menggunakan metode Eliminasi Gauss yang ada pada

software Maple 12, maka akan diperoleh suatu pola pada diagonal utamanya

0

0
0
0
0

.Y

-1 0 0

“3+A 3—-A 0 0

0 -1+A I =A% 0
0 0 -1+A 1 -2
0 0 0 -1+

0 0 0 0

0
0
0
0
1—2
(-64+21) A
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Karena det(L- A 1) adalah hasil perkalian diagonal matriks segitiga atas berikut,
maka diperoleh polinomial karakteristiknya yaitu:

Det(L- A )= -1(-3+ A )(-1+ A )} ((-6+ 1) 1)
Karena det(L- A 1)=0, maka

Det(L- A 1)=-1(-3+ A )(-1+ 1)*((-6+ 1) 1)=0
Dan diperoleh nilai eigennya
A=0, 1=3, 1=1, 1=6
Selanjutnya akan ditentukan basis untuk ruang vektor eigen. Untuk A =0

disubtitusikan ke dalam det(L- A I)= diperoleh

SR, S W 1) g Sy Iy (e [
20 RSN 0 1 2 -1 0 0 0
-1 -1 2-0 0 0 O [ ||-1-12 0 0 O
-1 0 0 1-0 0 || ||-1 0 1 0 O
-1 0 0 0 1-0 0 <) 0 0 1 O
-1 0 U A 0 | A 0 00 Ju

Dengan mengeliminasi matriks dengan metode Jordan yang ada pada software

Maple 12, maka didapatkan:

10000 -1]
01000 -1
00100 -1
00010 -1
00001 -1
100000 0

Dari matriks di atas dapat dikatakan bahwa banyak basis ruang vektor eigen yang
bersesuaian dengan A;=0 sebanyak 1. Selanjutnya akan ditentukan basis untuk
ruang vektor eigen yang bersesuaian dengan A,. Untuk A,=3 disubtitusikan ke

dalam (L- A4 I)=diperoleh
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5-3 -1 -1 -1 -1 -1 (2 -1 -1 -1 -1 -1
-1 -1 -1 0 0 O
-1 -1 0 0 O
-1 0 0 -2 0 O
-1 0 0 0 -2 O
-1 0 0 0 0 1-3 -1 0 0 0 0 -2

|
-
|
=
N
|
w
o
o
o O O o
|
[N

Dengan mengeliminasi matriks dengan metode Jordan yang ada pada software
Maple 12, maka didapatkan:

[100000]
011000
000100
000010
000001

1000000

Jadi banyaknya basis untuk ruang vektor eigen yang bersesuaian dengan A =3
adalah 1. Selanjutnya akan ditentukan basis untuk ruang vektor eigen yang

bersesuaian dengan A3. Untuk A3=1 disubtitusikan ke dalam (L- A I)= diperoleh

[EESER  E _q TA( LARRR RR ¥
1 2-1 -1 0 0 O SISO ¥ 0
-1 -1 2-1 0 0 Of[[|[-21-11 0 0 O
L% 0 o SIS sdEn (IENET 0 0 @ S0 o
1 0 0 0 1-1 o0 -1 0 0 0 0 O
-1 0 0 0 0 1-1j){[-21 0 0 0 0 O

Dengan mengeliminasi matriks dengan metode Jordan yang ada pada software

Maple 12, maka didapatkan:



Jadi banyaknya basis untuk ruang vektor eigen yang bersesuaian dengan A =1
adalah 3. Selanjutnya akan ditentukan basis untuk ruang vektor eigen yang

bersesuaian dengan A4. Untuk A,=6 disubtitusikan ke dalam (L- A 1)=0 diperoleh

Dengan mengeliminasi matriks dengan metode Jordan yang ada pada software

Maple 12, maka didapatkan:

Jadi banyaknya basis untuk ruang vektor eigen yang bersesuaian dengan A =6

adalah 1.

100

010

001

000
000
000

0 0 0]
1 1 1
2 2 2
1 1 1
2 2 2
0 0 0
0 0 0
0 0 0

L1 -1
0 0
Wl
¢n G )g
1 11
0 1-6|) |[-1

(10000 5]
01000 -1
00100 -1
00010 -1
gugEgEg |
100000 0

Jadi spektrum Laplace untuk graf commuting DG:[

6 310
1131

=)
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3.1.2 Spektrum Laplace Graf Commuting Grup Dihedral Dg
Elemen-elemen  pembangun  dari  grup dihedral Dg  vyaitu
{1,7,72,13,s,sr,sr?%, sr3}. Berdasarkan elemen-elemen pembangunnya tersebut,
maka diperoleh tabel Cayley dari Dg sebagai berikut:

Tabel 3.2 Tabel Cayley Dg

1 r r2 r® s sr sr* srd

1 1 r 2.1 s Vs sr® sw
r TR AT RN 513/ s  Ssrs sr
2 3
r i r 1 r Sr< sr S ST

s - 7 o Wil sr srlisrd NS

s s Y s Usid srd B r B 1l
sr | R sr2 Bst®l s | Y A r e
sr2 | Bl s> R ER sr 4% 2 il T

sy B o b GEE orZ N R S B

Berdasarkan tabel Cayley di atas dapat diketahui elemen-elemen
komutatif dari Dg dengan operasi °. Pada tabel di atas, elemen-elemen yang

memenuhi sifat komutatif dengan operasi ° pada Dg:

1°1=1°1  r°r=r°r ECSr=5ery ) erFesr'= srosr
1°r =r°1 Tl et i e e s T
1°r=r*1 ror’=ror reosr’=sror? 1°sr=sr*°1
losf=sr®]  1oP%=r%1  2op= o2 dori=pior3
1°s=s°1 rrer’=r%r?  1°sr=sr°l  r¥os=sor’

Setelah diketahui elemen-elemen komutatif dari Dg, maka didapatkan graf

commuting pada Dg tersebut:
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2

Gambar 3.2 Graf Commuting Dg

Graf tersebut menghasilkan matriks Laplace sebagai berikut:

[7 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1]
o T Rl I W gl e
=i, LW 7 B =7 g5 = AT L

=[-1-1-13 0 0 0 0
SIVON L1 0NN [0°=L NG
—140 /1 0s.0 /3 0/ -1
10 -10 -10 3 0
-1 0 -1 040" -20 3

Setelah mendapatkan bentuk matriks Laplace maka akan dicari nilai eigen dan

vektor eigen dari matriks-matriks tersebut:

Det(L- 2 1)=0
(7 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1] [2 0 0 0 0 0 0 O]
13 -1-10 0 0 0|0 2000000
1 -17 -1 -1-1-1-1/00400000

det/[-1 -1 -1 3 0 0 0 0] |00 0 4200 0 0
10 -1 0 3 0 -10/|0000 4000
10 -1 0 0 3 0 -1/ /0 0000 200
10 -1 0 -10 3 0/[00000O0O0 40
-1 0 -1 0 0 -1 0 3/|00000GO0O0 2]
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7-2 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -
1 342 -1 -1 0 0 0 0

1 -1 7-2 -1 -1 -1 -1 -1

1 -1 -1 32 0 0 0 0 ||l=g
14 0 -1 0 34 0 -1 0

-1 o LG Wi 0 -1

_1” o ST g Ng_ i O
1 (N T N3/ |

Dengan mereduksi matriks menggunakan metode Eliminasi Gauss yang ada pada

software Maple 12, maka akan diperoleh suatu pola pada diagonal utamanya

S
0 1
0 0
0 0
0 0
0 I
0 0

0 -44+4X% 8§—XA 0

-1 =1l 0 0 a 0

-1l -1

-8+ A 4—A 1 1 1 1
1 AT=N0 SR 0 -1 1
1 ™ 25 - e 1 -1
2
N KN ) e S 5 -4+
~3+% -3 +2

s—6h+x  s—gr+d
34 “34A
(-5+X) A

0 0 0 0 0

Karena det(A- A1) adalah hasil perkalian diagonal matriks segitiga atas berikut,

maka diperoleh polinomial karakteristiknya yaitu:

Det(L- A )= —1(~4+ 2)(~4 + A) (1 — 2)(8— 64 + A2)((=8 + 1)° A)

Karena det(L- A 1)=0, maka

Det(L- A 1)= —L(—4+ A)(~4+ A)(A - 2)(B 64+ A2)(-8+ 1)’ 1) =0

Dan diperoleh nilai eigennya

A=0, A=2, 1=4,1=8
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Selanjutnya akan ditentukan basis untuk ruang vektor eigen. Untuk A4=0

disubtitusikan ke dalam det(L- A I)= diperoleh

= 0 —! (08, e (0] —. 0
-1 0 =1l 0 ™S 0 e 0 )
— 0 -1 0 = 0 3-0 O
— 0 -1 0 0 = OF 3 0

Dengan mengeliminasi matriks dengan metode Jordan yang ada pada software

Maple 12, maka didapatkan:

SFcC SF = Sl oMo
CHS Til=r © (= ch ©
Ol o = © = 9© =
|
=

= O S @ © e
=l S K= TEl = gel — S
CRS =) © el — = o)
e = © of — 1w 9© <

Dari matriks di atas dapat dikatakan bahwa banyak basis ruang vektor eigen yang
bersesuaian dengan A;=0 sebanyak 1. Selanjutnya akan ditentukan basis untuk
ruang vektor eigen yang bersesuaian dengan A,. Untuk A,=2 disubtitusikan ke

dalam (L- A 1)=0 diperoleh
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(5 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
-11 -1 -1 0 0 0 O
-1 -1 5 -1 -1 -1-1 -1
-1 -1 -11 0 0 0 O
-1 0 -1 0 1 0 -1 O
1 O TRNORNG, T 0 -1
-1 0 -1 0 -1 0
-1 0 1 0 0 -1 0 1

Dengan mengeliminasi matriks dengan metode Jordan yang ada pada software

Maple 12, maka didapatkan:

(100000 0 0
010000 1 1
001000 0 0
R R ) L
000010 -1 0
000001 0 -1
000000 0 O
000000 0 O

Karena untuk 2=2 yang elemennya menghasilkan 0 sebanyak 2 baris, maka
banyaknya basis untuk ruang vektor eigen yang bersesuaian dengan 1 =2 adalah
2. Selanjutnya akan ditentukan basis untuk ruang vektor eigen yang bersesuaian
dengan A3. Untuk A3=4 disubtitusikan ke dalam (L- A I)=diperoleh

3 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1]
-1 -1 -1 -1 0 0 0 O
-1 -1 3 -1 -1-1-1-1
-1 -1-1-10 0 0 O

-1 0 -1 0 -1 0 -1 0
-1 0 -1 0 0 -1 0 -1
-1 0 -1 0 -1 0 -1 0
-1 0 -1 0 0 -1 0 -1
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Dengan mengeliminasi matriks dengan metode Jordan yang ada pada software

Maple 12, maka didapatkan:

CSECHICEI_INORGS & O

e @ © @ = N =l
SOOI INCOMON © O

e e o © «© =
S O O O O o = O
= e @ & = ol
= = e @ e «© af [
= @ © @ = @ e el

Karena untuk 2=4 yang elemennya menghasilkan 0 sebanyak 3 baris, maka
banyaknya basis untuk ruang vektor eigen yang bersesuaian dengan 1 =4 adalah
3. Selanjutnya akan ditentukan basis untuk ruang vektor eigen yang bersesuaian
dengan A4. Untuk 24,=8 disubtitusikan ke dalam (L- A I)=diperoleh

-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1]
—L &b 14 T O OR_(0. 10
=T =il Eilgg®il =il Ei A il
sl =il =l =580 O@F0 (©

10 -1 0 -5 0 -1 0
10 -1 0 0 -5 0 -1
1 D=1 0 . —L0F £50 0
1 oK'l ost1t o 5|

Dengan mengeliminasi matriks dengan metode Jordan yang ada pada software

Maple 12, maka didapatkan:

1010000 6|
0100000 -1
0001000 -1
0000100 -1
0000010 -1
0000001 -1
0000000 O
0000000 0
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Karena untuk 1=8 yang elemennya menghasilkan 0 sebanyak 2 baris, maka

banyaknya basis untuk ruang vektor eigen yang bersesuaian dengan 1 =8 adalah

_ . 8 4 20
2. Jadi spektrum Laplace untuk graf commuting Dg:[2 3 9 1)

3.1.3 Spektrum Laplace Graf Commuting Grup Dihedral Dy

Elemen-elemen  pembangun  dari grup dihedral D;, Vvaitu

{1,7,72,13,r% 5,51, sr?,sr3,sr*}. Berdasarkan elemen-elemen pembangunnya

tersebut, maka diperoleh tabel Cayley dari D, .

Tabel 3.3 Tabel Cayley D,

2 1 r r2 13 r* s sr sr: sr3 srt
1 1 Y Rl R AN L o g
T e 72 i st s Nspsr2 s
2 N AT W m xRSy 5 05
s 1 1 (P Mty 572 sr® srt s S
et 1 E R @l sr (s’ sniesrt &
s R sr  sr?. _srd srt B TR N i
sr [SE sr2 sr3 srt s Ao T
s7e [NEEEM s “sr st sr vt rt 1 T 1>
std gl sr* s  sr sr? 2 r® ot 1 r
st | ST TSmma 7 STT ST L 3t 1
Berdasarkan tabel Cayley di atas dapat diketahui elemen-elemen

komutatif dari D;, dengan operasi °. Pada tabel di atas, elemen-elemen yang
memenuhi sifat komutatif dengan operasi ° pada D,, ditunjukkan dengan warna
yang berbeda. Elemen-elemen yang memenuhi sifat komutatif dengan operasi °

pada D, disajikan kedalam daftar berikut:
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rel=1°r rer¢=r2°r 1°1=1°1
r2°1=1°r? rerd=r3°r rer=rer
T'3°1=1°T3 T°T4:T4°T T2°T2=T2°T2
rho 1 =10 4 F20 33 — p30,.2 ;3073 — p30,3
s°1=1°s r2ort =rtoy? réort =rtopt
sr°l=1°sr IS ity — 54 w3 S —Ns

sr?° W= srtosrt = srtogrt Sr°sr =sr°sr
sif® =SS ST ST = ST S
§rt 1 ==iluNsrt K73 ° s = sro° T

Setelah diketahui elemen-elemen komutatif dari D;,, maka didapatkan

graf commuting pada D, tersebut:

ST

Gambar 3.3 Graf Commuting pada D,

Graf tersebut menghasilkan matriks Laplace sebagai berikut:
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-1 -1 -1 -1

-1
0

-1
-1
-1
-1
4

-1
-1
-1

-1
-1

9 -1
-1 4
-1
-1

-1 4

-1
-1

0

-1 4

-1

=il

-1

Setelah mendapatkan bentuk matriks Laplace maka akan dicari nilai eigen dan

vektor eigen dari matriks-matriks tersebut:

=0

Det(L- A1)

A 000 O0O0O0OOTO OO

0400 0 O0O0OOTG OO O

0 0400 O0O0OOTOTO O

0 004 00O0O0TO0CTDO

0 000 A2 0O0O0O0TDO

0 0000 400 O00O0
0 000 O0OO2O000O0
0 00 0O0OOOMAZTU0T0O0
0 00 O0OO0OOOTU O 20
0 00O O O0OOUOTU O 2

il il
0 0 O

=il ==l =i =il

-1 -1

-1

9

oL V=19

=
-1

-1 4
-1 -1 4
-1 -1

=il

0

-1 4

-1 -1 4 O

=il

-1 4-2 -1 -~

=1

Dengan mereduksi matriks menggunakan metode Eliminasi Gauss yang ada pada

software Maple 12, maka akan diperoleh suatu pola pada diagonal utamanya
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0
0
0
0
0
0
0
0

0 DR — 1 1— 4
0 0 0 (-10+4)N

[ Y s Y s Y s Y s s Y s Y
[ Y s s s s S s s N

Karena det(L- A1) adalah hasil perkalian diagonal matriks segitiga atas berikut,
maka diperoleh polinomial karakteristiknya yaitu:

Det(L- A 1)=(-5+1)}(1-1)°(-10+ A)A
Karena det(L- A 1)=0, maka

Det(L- A )= (-5+2)°(A1-1)°(-10+2)2=0
Dan diperoleh nilai eigennya

A=0, 1=10,4=5, A=1

Selanjutnya akan ditentukan basis untuk ruang vektor eigen. Untuk A4=0

disubtitusikan ke dalam det(L- A I)= diperoleh

9 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
1 4 -1 -1-10 0 0 0 0
1 -1 4 -1-10 0 0 0 0
-1 -1-14 -10 0 0 0 0
1 -1-1-14 0 0 0 0 0
40 0 0 0 1 0 0 0 0
-1 0 0 0 0 0 1 0 0 0
-1 0 0 0 0 0 0 1 0 0
10 0 0 0 0 0 0 1 0
-1 0 0 0 0 0 0 0 0 1
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Dengan mengeliminasi matriks dengan metode Jordan yang ada pada software

Maple 12, maka didapatkan:

=2 e e @ =2 @ © O
= e = @ =2 @ = = B -
SOOI CICON OO ©
= = © =2 © @ = = -l (-
S O O O O = O O O o©o
= @ @ @ & © © @ K= )
S O O B O O O o o o
SECMESRCOICICICIES o O
S 2 O O O O O o o <O
|
—

Dari matriks di atas dapat dikatakan bahwa banyak basis ruang vektor eigen yang
bersesuaian dengan A;=0 sebanyak 1. Selanjutnya akan ditentukan basis untuk
ruang vektor eigen yang bersesuaian dengan A,. Untuk A,=1 disubtitusikan ke

dalam (L- A I)= diperoleh

[O=7 —da =1l =1 SEesr —i4§ -1 =i =]
SIS R, S 0 0 0 0
S L I 1, 0 0 0 0
5 o I R i R 0 0 0 0
S B N R B i) 0 0 0 0
-1 0 0 0 Oy 122 A\ G 0 0 0
-1 0 0 0 0 0 1-2 0 0 0
s 0 0 0 0 0 0 1-42 0 0
-1 0 0 0 0 0 0 0 1-2 0

| -1 0 0 0 0 0 0 0 1-2]

Dengan mengeliminasi matriks dengan metode Jordan yang ada pada software

Maple 12, maka didapatkan:



50

100000 0 0 0 O

11 1 1 1
01000~ o & &+ 7

111 1 1
00100~ & & &+ 7

11 1 1 1
00010~ - 3 &+ -

I |
00001 4 o & &+ -
000000 0 0 0 0
000000 0 0 0 0
000000 0 0 0 0
000000 0 0 0 0
000000 0 0 0 0

Karena untuk 1=1 yang elemennya menghasilkan O sebanyak 5 baris, maka
banyaknya basis untuk ruang vektor eigen yang bersesuaian dengan 1 =1 adalah
5. Selanjutnya akan ditentukan basis untuk ruang vektor eigen yang bersesuaian

dengan As. Untuk A3=5 disubtitusikan ke dalam (L- A 1)= diperoleh

(4 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
S Sl iRl 0 3@ O
=il S <l il OF 0, O 0 @
-1 -1 -1-1-10 0 0 0 O
-1 -1 -1-1-10 0 0 0 0
=1 0 0 0 0 -4 0 0 030
-1 0 0 0 0 0 4 0 0 O
= 0 © O 0 © 0 =4 0 0
-1 0 0 0 0 0 0 O 4 0

-1 0 0 0 0 0O O O O -4

Dengan mengeliminasi matriks dengan metode Jordan yang ada pada software

Maple 12, maka didapatkan:
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1000000000
0111100000
0000010000
0000001000
0000000100
0000000010
0000000001
0000000000
0000000000
0000000000

Karena untuk 2=5 yang elemennya menghasilkan O sebanyak 3 baris, maka
banyaknya basis untuk ruang vektor eigen yang bersesuaian dengan A =5 adalah
3. Selanjutnya akan ditentukan basis untuk ruang vektor eigen yang bersesuaian

dengan A4. Untuk 1,=10 disubtitusikan ke dalam (L- A 1)= diperoleh

-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1]
il GF T L HgF O O ) 0
=l =1l =6 EWl O O g0 O 0
-1 1 -1 6 -1 0 0 0 0 O
il =il =il fFlL SO 0 OF 0 0
=i 40 [0 = 08 W M4V 0 0
-1 0 0 0 0 0 9 0 0 O
-1 0 0 0 0 0 O -9 0 O
= O O 0 0 O O 0 £ 0
= 0 0.0 U 00 0 O =

Dengan mengeliminasi matriks dengan metode Jordan yang ada pada software

Maple 12, maka didapatkan:

S O O O O O o o o =
S O O O O O o o = O
S O O O O o o = O O
S O O O O o = O O O
S O O O O = O O ©o O
S O O O = O O O o <o
S O O = O O O o o o
S O = O O O O o o <o
S = O O O O o o o <o
|
—
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Karena untuk 1=10 yang elemennya menghasilkan O sebanyak 1 baris, maka
banyaknya basis untuk ruang vektor eigen yang bersesuaian dengan 4 =10 adalah

: : 10 510
1. Jadi spektrum Laplace untuk graf commuting Dloz[ j

1 351

3.1.4 Spektrum Laplace Graf Commuting Grup Dihedral Ds;

Elemen-elemen  pembangun  dari grup dihedral D;, vaitu
& ofr?, P2 5, s, s, sro, st sr2l. Berdasarkan elemen-elemen
pembangunnya tersebut, maka diperoleh tabel Cayley dari D, ,.

Tabel 3.4 Tabel Cayley D,,

° 11 r r2 r r* 5 s sr srt sr3 srt sr’
1|1 B Al S5 o T g
r BN A BN s° s sr sr® sr® sri
2 N s 1 B sr* sr® | s st osr? i
° R T FOA Fearl— o« o Fa
rt T B e 5r2 sri sr* sr® s Br
r> | rahl VL Rl d s sr2 sr2Ssrt sot F s

S S sz sr2 WY sttt asrS r i it o
srylEal sva s A sr° s r° gl ™ 1 ¥
sr2 el sr° syt lERE. s sr .o p2 oy ¥y
sr3hsiell srt sr° BESEN st s Nt r° r r?
st | B Nasr® s SN sr? srd 2 Bl e b 1 r
STS | ST g ST Sl S 24 5

Berdasarkan tabel Cayley di atas dapat diketahui elemen-elemen
komutatif dari D;, dengan operasi °. Pada tabel di atas, elemen-elemen yang
memenuhi sifat komutatif dengan operasi ° pada D;, ditunjukkan dengan warna
yang berbeda. Elemen-elemen yang memenuhi sifat komutatif dengan operasi °

pada D,,, disajikan sebagai berikut



r°el=1°

r2°e1= 1°r2
r3°e1=1°r3
rte1=1°r*

rSe1=1°r>
sr°l= 1°sr
sr?°1= 1°sr?

sr3 ° = A %S

sr3°1=1°sr®

rer?=r2°r 1°1=1°1
rerd=r3°r rer=rer
T°T4:T4OT TZOTZ_TZOT'Z
7"07"5:7"507" T3°T3_T3°T3
172 © L 3gEFy 3 gl réort = ytopt
STS oer _STS oer ,',.5 07,.5 :TS OTS
7O = O g S — e

e T e STSi ST =" SR
g0 -4 — pf o3 ST sr2= Sr2 ST
1 3RmR = 5103 815 ° sTh= sw3 ° sr
= ST St S\ St ST

2

&
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Setelah diketahui elemen-elemen komutatif dari D,,, maka didapatkan graf

commuting pada D, , tersebut:

Gambar 3.4 Graf Commuting pada D, ,

Untuk graf commuting D;, dengan graf tersebut mengahsilkan matriks Laplace

sebagai berikut:
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Dengan mereduksi matriks menggunakan metode Eliminasi Gauss yang ada pada

software Maple 12, maka akan diperoleh suatu pola pada diagonal utamanya

MV-srts N —6h+s

-1 5—% -1 -1 e W 4 TR K 0
0 64X 6-% D 0 h Be Ho § @ 0
0 0 —6+h 12—%h 0O ok NI ER S =
00 0 -124+A 6—X D 1 1 1 1
00 0 0 —6+A6—% 0 0 0D 0
00 0 0 o a2 Vol i =
b0 i i i B = g e 1
00 ] 0 0 0 0 A—33—A 0

2
) W 0 0 0 0 0 0 p_4 Dk —6AFE

A3
00 0 0 0 5 0 0 0D

g
00 0 0 0 IS R 0
00 0 0 0 0 0 0 0D 0

W_6r+s A —6h+3

h—13

A—3
il

A—13
(-12+A) A

Karena det(A- A1) adalah hasil perkalian diagonal matriks segitiga atas berikut,

maka diperoleh polinomial karakteristiknya yaitu:

Det(L- A )= —1(-6+ 4)* (A —4)(A — 2)(A> —61+8)((=12 + A)* A)

Karena det(L- A 1)=0, maka

Det(L- A )= —1(-6+4)*(1—4)(A —2)(1* —61+8)*((-12+1)*2)=0

Dan diperoleh nilai eigennya
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A=0, A=12,1=6, 1 =4, 1=2

Selanjutnya akan ditentukan basis untuk ruang vektor eigen. Untuk A=0

disubtitusikan ke dalam det(L- A 1)=0 diperoleh:

Dengan mengeliminasi matriks dengan

Maple 12, maka didapatkan:

— el CES
[=Eelle = © © 5 @ 9 = = <=

S O O O O O O o o ~ O o
S ©O ©O O O ©O © —~ O ©oO o o

S O O O O O o o o o o
S O O O O O ©O o o o ~= o
S O O O O o o o

metode

© © © g=l M

O O O ERNGCHORORGS SO O
-B-l-1 S G e @ oOmEe = =
=Bl = © @ e @ 9 (= %= o
S —m O O O O O O o o o o
|
=

S O o o O

-1
0
0

=il

-1

0
0

=L,

O O w O o o

-1 -1 -1 -]
0 0 0 O
0 0 0 0
SN )
0 0 0 0
0 0 0 0
oy 146/ 0
0 0 -1 0
3 fogZo a1
0 3 0 0
0 L0 B0
_£S0oN s

Jordan yang ada pada software

Dari matriks di atas dapat dikatakan bahwa banyak basis ruang vektor eigen yang

bersesuaian dengan A;=0 sebanyak 1. Selanjutnya akan ditentukan basis untuk

ruang vektor eigen. Untuk A =2 disubtitusikan ke dalam det (L- A 1)=0 diperoleh
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([0 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1]
13 -1 -1-1-10 00 0 0 O
-1 -13 -1 -1-10 0 0 0 0 O
-1 -1-19 -1 -1-1-1-1-1-1-41
1 -1-1-13 -1 0 0 0 0 0 O
-1 -1-1-1-13 0 0 0 0 0 O
-1 0 0 -1 0 0 1 0 0O -1 0 O
-1 0 0 -1 0 0 01 0 0 -1 0
-1 0 0 -1 0 0 0 0 1 0 0 -1
=l O @O = ©® O 9 © © i 0 X
= @O O = 0 ©® 0 -1 0 0 L @
-1 0 0 -1 0 0 0 0 -1 0 0 1]

Dengan mengeliminasi matriks dengan metode Jordan yang ada pada software

Maple 12, maka didapatkan:

1000000000 0 0 |
140 gl
010000000~ — ~
1 P20
001000000 — — —
0001000000 0 0
i (i
000010000 — — ~
&
000001000~ — -
000000100 -1 0 0
000000010 0 -1 0
000000001 0 0 -1
0000000000 0 O
000000000 0 0
000000000 0 0

Dari matriks di atas dapat dikatakan bahwa banyak basis ruang vektor eigen yang
bersesuaian dengan A,= 2 sebanyak 3. Untuk A =4 disubtitusikan ke dalam det(L-

A )= diperoleh



58

-1 -1 -1-1-12 0 0 0 0 0 O
-1 0 0 -1 0 0 -1 0 0 -1 0 O
-1 0 0 -1 0 0 0 -1 0 0 -1 0
-1 0 0 -1 0 0 0 O -1 0 0 -1
= © O =1 © O = 0 0 = 0 Y
= O o =t 0 O O =i 0 0 = @
=L@ O = 0 0 0 0 b 0 @ =i

Dengan mengeliminasi matriks dengan metode Jordan yang ada pada software

Maple 12, maka didapatkan:

—_— O
S © O = = s O O e peto
=2 @ @ = = e W O
SHICHICOE— EC O SOOMCL. O 0
SO © = aome o O o ©
S oMo CNO S =)

= & = =
=2 & @ b NS lel © O @= cpY=

SHICHIIOF O CEICOEFC TSRO T SN
= o e © oOe © e 5 =
G SO ad O © <

2 @ O «le Teadsl — © @l ©
e © @ W © NeggaFrio ellaiale—]
o o O CERe Sl oW © © 9 ©

Dari matriks di atas dapat dikatakan bahwa banyak basis ruang vektor eigen yang
bersesuaian dengan As= 4 sebanyak 3. Untuk A =6 disubtitusikan ke dalam det(L-

A )= diperoleh



5 -1 -1
-1 -1 -1
-1 -1 -1
-1 -1 -1
-1 -1 -1
1 -1 -1
-1 0 0
-1 0 0
1.0 0
-1 0 0
Lg% 0
e 0 w8

Dengan mengeliminasi matriks dengan

Maple 12, maka didapatkan:

O e © OuelaT © ge) O =) @

e e o e o e o = ©
SEGCHOES SO ROHNO O© O

—

C O © CHRe =R © tTeglel — O (@
e O © © %= OoONegeTlo N

—

e O O © 9 Eo e e — ©

-1 -1
0 O
0 0
-1 -1
0 0
0 0
-3 0
0 -3
0 0
= ;)
0 -1
Y0
metode

O O © O e Y= (= ge — (o) (o)
e o o O - — O © Y=
SECHIOICOE OO = TONOoONOWNS O
(=) (=) (=) (=) (i () (=) () () () (o)
= O 2@ @ /Y= O C©) ©x, S W=
= @ o b @ oEREe © © A= (o

-1 -1 -1
0 0 O
0 0 O

-1 -1 -1
0 0 O
0 0 O

-1 0 0

-1 0
0 =1

-3 0 0
0 3 0
0 0 =
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Jordan yang ada pada software

Dari matriks di atas dapat dikatakan bahwa banyak basis ruang vektor eigen yang

bersesuaian dengan A,= 6 sebanyak 3. Untuk A =12 disubtitusikan ke dalam

det(L- A )=diperoleh
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-1 -1-1-1-1-1-1-1-1-1-1-1]
-1-7-1-1-1-1 0 0 0 0 0 0
-1-1-7-1-1-1 0 0 0 0 0 0
-1 -1 -1-1-1-1-1-1-1-1-1 -1
-1-1-1-1-7-1 0 0 0 0 0 0
—1 g i, (WG, 0 0 0 O
S* 0 ORSINGENOR=ON, (WL 0 0
-1 0 0-1 0 0 0-9 0 0-1 0
-1 0 0-1 0 0 0 0-9 0 0 -1
=1%o FONS* o il 98J0 &9 0 O
=% 0 0 sl ROA O 0,-1 0#F-9. 0
1l O FORN% 50 0= RgT ¢ i 0 00|

Dengan mengeliminasi matriks dengan metode Jordan yang ada pada software

Maple 12, maka didapatkan:

—

e O O O © O S Ows o
@@ e - e ) oo o (e (=&
—_

c O © CHS T pler O @) CNs ©
o o e s 2 e e = O (=l O
2 @ @ — = T O Ml e
2 e = O CEO Cll=n o S o &
|
=

SOOI O BECO—e, 15O —- O O
SHESOICOIC TEh O, SF OIS

SOOI SO N O 1=SNOSSOTT O
= e e @ = e e = () & =
D O © OE=Eo @i le O WS s s

Dari matriks di atas dapat dikatakan bahwa banyak basis ruang vektor eigen yang

bersesuaian dengan As= 12 sebanyak 3. Jadi spektrum Laplace graf commuting

12 6 4 2 0
D=
2 3 3 31
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3.1.5 Spektrum Laplace Graf Commuting D14
Elemen-elemen

pembangun dari grup dihedral D, Vyaitu

{1022 r* r°r® s sr.sr® sr sr° sr®}. Berdasarkan elemen-elemen pembangunnya

tersebut, maka diperoleh tabel Cayley dari D14.

Tabel 3.5 Tabel Cayley D, ,

° 1 r r B r 5 1% s sr sr: srd® sr* sr° sré
1 |1 A N ORGSO 515 s
r AT SO B 576 s b sr N sr2 sr3 hsEt s
72 DN ENEE A B W sr° sr® s spersr? sed ) osrt
7° R F N T B | svt s sr st Asr  srill srl
t R DA Nl ) s7i srt st sr® s Brll sr?
rs | rd 6 1T RO W s’ sre sttt sre sre l s sr
2 G = i v A st osr? sr3 srt sl st s
s O Sl sretsr? sr® !l srt s34 srf b AE N R
sr | sr? “sr? srt sro. srb s 7 . r2 3 gt S
s | srQ sr3 srt sY® sroes. ..sr o5 | v 1 oy > B rt
sr3|sr3 srfisrd sr® s sr sr:? r* o 5 Wil r r: 73
srd | srt sr5 sr® s osr osr? osrd 3ot S 0 1 r o r?
sr3|sr® sr® s sr osr?: osrd osrt 2 3 ot S 61 r
sr® |sr® s sr sr? osrd osrt sr° r 2 o3 ot S %1
Berdasarkan tabel Cayley di atas diketahui elemen-elemen komutatif

dari D14 dengan operasi ° sebagai berikut:



rel=1°r rer?=r?°r

T'2°1=1°T2 T°T3_T3°T

r3e1=1°r3 rert=rtor

rte1=1°r* B i

r’°1=1°r° roré=ré°r
T6°1:1°T6 1,.201,.3:7.307,2
so1=1°s F2o0p4 — pho 2
siff W= s 2 © S = 8 @ g
1201 = 1°gp2 F20 6 — 1602
ST3°1=1OST3 T'3°T'4=T'4°T3
ST4°1=1OST4 T3°T5=T50T3
s R=Ns = & 7 I e
kgl =1"s1° N - el
T5°T6=T6°T‘5 T4°T6=T6°T

Setelah diketahui elemen-elemen komutatif dari D;4, maka didapatkan graf

commuting pada D14 tersebut

1°1=1°1
r°r=r°r
7,.207,.2:.',.20.’,.2
303 = 30,3
T4OT4=T4°T4
TSOTS_TSOTS
76076 = 60 1.6
s°s=5°s

ST °Ssr = sr°sr

STowdsT 4= Sr>°
57 © s = s ©
srtosrt =gsrte
S C 5 = g ©
Ssr®°sr® =srog

Sr

S

Sr

Sr

Sty

2

B

4

5

6
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Sr

Gambar 3.5 Graf Commuting pada D, ,

Untuk graf commuting D4 dengan graf tersebut mengahsilkan matriks

Laplace sebagai berikut:

19 Bl il =il <IN CEF =i =i Eilgesil Sl =i =il =i
=il g™ RSN SR 0 JOgml [0 0 © @
=il <l @ =i =F =0 O 0 0 © O
=il =l il G <=l g o a0 0 0 © @
-1 -1 -1-16 -1-10 0 0 0 0 0 O
-1 -1 -1-1-16 -10 0 0 0 0 0 O
==l =i =it =ib =i =i 6§ O O @ 0 © ©
= © 0 0. .0 0 0 L. 0 0 0 0 O 4
= © O 0 0 0.0 @ i O O 0 Ol
-1 0 0 0 OO O O O0OT1 O OO0 O
-1 0 0 0O OO O O O OT1 0 O0 O
-1 0 0 0 0 0 OO 0O O O 1 0 O
-1 0 0 0O 0O 0OOO 0 OO OTI1I O
-1 0 0 0 0 0 0 0O OO O O O 1]

Setelah mendapatkan bentuk matriks Laplace maka akan dicari nilai eigen dan
vektor eigen dari matriks-matriks tersebut:

Det(L- A 1)=0
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3-2 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1]
41 6-4 -1 -1 -1 -1 -1 0 0 0 0 0 0 0
1 -1 6-4 -1 -1 -1 -1 0 0 0 0 0 0 0
1 -1 -1 6-4 -1 -1 -1 0 0 0 0 0 0 0

det/| 1 -1 -1 -1 6-4 -1 -1 0 0 0 0 0 0 0 |[|l=
1 -1 -1 -1 -1 6-2 -1 0 0 0 0 0 0 0
41 -1 -1 -1 -1 -1 6-4 0 0 0 0 0 0 0
414 o0 ©0 0 0 0 0 1-4 0 0 0 0 0 0
1 o0 ©O0 0 O 0 0 0 1-2 0 0 0 0 0
14 o0 ©O0 0 0 0 0 O0 0 1-2 0 0 0 0
1 70 4NN OO 1) 0 0
A A g NoX o 0 o 0" ol 0N W 0 0
71485 0 000 0 READ flo- 0"Fo 20 OhnRi 0
(A1 oSN e \fs "o 0 "fa Sy LA 0 1-2]

Dengan mereduksi matriks menggunakan metode Eliminasi Gauss yang ada pada

software Maple 12, maka akan diperoleh suatu pola pada diagonal utamanya

-1 6—X =1l = =1l = | ml 0 0 0 0 1] 0 0
0 -7+x 7—4 0 0 I 0 i} 0 I 0 I 0 0
0 0 -7T4+Xk T—1%h 0 1] 0 0 0 1] 0 1] 0 0
0 0 0 -7+A 7T—A 1] 0 I} 0 1] 0 I 0 0
0 0 0 0 -T+h T4 0 0 0 1] 0 1] 0 0
0 0 0 0 0 -T+AT7—% 0 0 1] 0 1] 0 0
0 0 0 0 0 I A—-11-% 1 I 0 ] 0 0
0 0 0 0 0 1] 0 A—11—A 0 0 1] 0 0
0 0 0 0 0 I 0 0 A—11—-4 O I 0 0
0 0 0 0 0 1] 0 0 0 A—11—% 1O 0 0
0 0 0 0 0 1] 0 0 0 0 A—11-=-% 0O 0
0 0 0 0 0 1] 0 0 0 1] 0 A—-11-—24 0
0 0 0 0 0 1] 0 0 0 ] 0 o a—1 1—%
0 0 0 0 0 I 0 i} 0 ] 0 I 0 (-14+A)A

Karena det(L- A1) adalah hasil perkalian diagonal matriks segitiga atas berikut,

maka diperoleh polinomial karakteristiknya yaitu:
Det(L- A )=(-7+1)*(1-1)"(-14+ 1)1
Karena det(L- A 1)=0, maka

Det(L- A )= (-7 + A)*(A —1)" (-14+ 2)2 =0
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Dan diperoleh nilai eigennya
A=0, A=, A=7,A=14
Selanjutnya akan ditentukan basis untuk ruang vektor eigen. Untuk A4=0

disubtitusikan ke dalam det(L- A I)=diperoleh

13 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1]
16— It RO E 0 s 00 Ne, N, 0
£ 0 6 R TTL o0 o 0 00 Na N
L T 6 o Al Gp0  0"F0 0 0N
~INCT _1%=1l6 -1 1 0 ‘ofAD o folap o
gif -1 21 1 6 =10 0 00 BLN0. 0
ST G )
S(Sos o oaioN 0N @) 1L 1 ORGP0 IR G
ERN0NN ORLo O O 'O0N TN oA ORTRN R
ERNOE N0 YOI 0¥ N 00 80" 4 ORNGRNGRES
BN (6,700 Ol Gl Gl 5V CBRONS SCENN GG
10 0 0 0 0 00 OO0 O0 1 0 0
10 0 0 0 0 00 00 O0 0 1 0
-1 0 0 0 00O O OO0 O 0 0 1]

Dengan mengeliminasi matriks dengan metode Jordan yang ada pada software

Maple 12, maka didapatkan:

S O O O O O O O O o o o o =
S O O O O O O O o o o o = o
S O O O O O O O O o o ~ o O
S O O O O O o o o o = o o <
S O O O O O O o o = o o o o
S O O O O O O o = O ©o o o o
S ©O ©O O O O O = O O O o o <o
S ©O O O O O =) O O O O o o o
S O O O O = O O O o o o o <o
S © ©O O = O O O O o o o o <o
S O O = O O O O O o o o o o
S O O O O O O o o o o o <
S =, O O O O O O O o o o o <o

|

—_
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Dari matriks di atas dapat dikatakan bahwa banyak basis ruang vektor eigen yang
bersesuaian dengan A;=0 sebanyak 1. Selanjutnya akan ditentukan basis untuk
ruang vektor eigen yang bersesuaian dengan A,. Untuk A,=1 disubtitusikan ke

dalam (L- A )= diperoleh

(12 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
— 1O R T TR T TS O R OB OB, 0, 0
= =5 ===l =@ 0 @0 0 @ el
e T TR () S () B ()R () R ) B () B )
==l = = = = @ 0@ @ 0 @ @
1 TR S =15 () R () B (R () R ) B () R ()
=i ==l ST WO 0 O @0 0 0 @
=l O O 0 R0 goygomY © © © O @
=i @ 00 £ B0 RO ROF [0 [ © ©. 0 @
=il QM0 T © WO/M0 WO F L @0 0 €
-1 0 0 0 0 OO O O O O OO0 O
=il 40 MO © (N0 N 0 U jo Pgo 0 @
-1 0 0 0 0 OO 0 O O O O 0 O

-1 0 0 0 0 0 0 0 0 O O O O O]

Dengan mengeliminasi matriks dengan metode Jordan yang ada pada software

Maple 12, maka didapatkan:

1000000 O
1

Ll =1
-0
—_— O
- O
- O

0100000~ — — — — — —
0010000 — — — — — — —
0001000~ — — — — — —
0000100 — — — — — — —
0000010~ — — — — — —

0000001 — — — — — — —

6
0000000 O
0000000 O
0000000 O
0000000 O
0000000 O
0000000 O
0000000 O

S O O O o O O &
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Karena untuk 1=2 yang elemennya menghasilkan 0 sebanyak 7 baris, maka
banyaknya basis untuk ruang vektor eigen yang bersesuaian dengan 1 =2 adalah
7. Selanjutnya akan ditentukan basis untuk ruang vektor eigen yang bersesuaian

dengan As. Untuk A3=7 disubtitusikan ke dalam det(L- A I)=diperoleh

(6 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1]
L 5 IR RIS IR NN OB ORNORN0, 0, O
e T R = T 1 OR ORR O NS O RSN ORI B0
L L TR (O ()R ()R () R ) N ) R, ()
L R T T (O () R ()R () e () S () B ()
e e s TR L 0RO R ()R () B () () R ()
=1 =i =, <@L Bl SN0 4 O @O © "0 @
=il 0 0g0 @0 ¥ WIEHEW 0 0 © O @
=i -0 0 X W= 0o Ho© =5 g0 40 0O @ . C
=1 © 1 OW0 P& [ FF =g O 0 ©
=i @ A0 T [ [ [ Oy 56, 0 © @
=il L[ O AW O 4 @ #0 W6 0 ¢
-1 0 0 0 0 0O O OO O O 0 -6 O

[ BN ) ) 0y O UNs 8 €0 | CEnan iy

Dengan mengeliminasi matriks dengan metode Jordan yang ada pada software

Maple 12, maka didapatkan:

10000000000000O0
0111111000000°0
00000001000000O0
0000000010000 0
00000000010000O0
00000000001000
00000000000100
00000000000010
0000000000000 1
00000000000000O0
00000000000000O0
00000000000000O0
00000000000000O0
00000000000000O0
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Karena untuk =7 yang elemennya menghasilkan O sebanyak 5 baris, maka
banyaknya basis untuk ruang vektor eigen yang bersesuaian dengan 2 =7 adalah
5. Selanjutnya akan ditentukan basis untuk ruang vektor eigen yang bersesuaian

dengan A4. Untuk A4=14 disubtitusikan ke dalam (L- A I)= diperoleh

-1 -1-1-1-1-1-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
s =) =il =i =il =il (0 0 0 0 0 0 0
=1 -1 =81 1 18 =18 0 0 0 0 0 0 0
-1 -1 -1 -8 -1 -1 -1 O 0 0 0 0 0 0
=i = = S = =i =L @ 0 0 0 0 0 0
=i =it =il =il =i Gl =i © 0 0 0 0 0 0
1 T e =1 (=81 B0 0 0 0 0 0 0
-1 0 0 0 0 O 0 -13 © 0 0 0 0 0
= O 04 OO #0 R0 § O8 =ilcR [0 0 0 0 0
=i © O © .tk O @R 0 0} S0 a0 0 0 0
=i © 08 @F 0 W KO YO 0 OF =5 13F0 0 0
=i O RON © OuFfNE0C § C 0 0 0 -13 0 0
SINOR0 _OalORSON (0% 0 0 0 0 0 -13 0
-1 0 0 0 0 O O O 0 0 0 0 0 13

Dengan mengeliminasi matriks dengan metode Jordan yang ada pada software

Maple 12, maka didapatkan:

1000000000000 13
0100000000000 -1
0010000000000 -1
0001000000000 -1
0000100000000 -1
0000010000000 -1
0000001000000 -1
0000000100000 -1
0000000010000 -1
0000000001000 -1
0000000000100 -1
0000000000010 -1
0000000000001 -1
0000000000000 O
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Karena untuk =14 yang elemennya menghasilkan 0 sebanyak 1 baris, maka
banyaknya basis untuk ruang vektor eigen yang bersesuaian dengan 1 =14 adalah

14710]

1. Jadi spektrum Laplace untuk graf commuting D14=[ 1571

3.1.6 Spektrum Laplace Graf Commuting D
Elemen-elemen  pembangun dari grup dihedral D, vaitu
5 G

{128 v ol r s,sr,sr? s sr sr® st sr'}. Berdasarkan ~ elemen-elemen

pembangunnya tersebut, maka diperoleh tabel Cayley dari D,.



Tabel 3.6 Tabel Cayley Dy
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° 1 r r2 ¥ 5 5 7 s  sr sr: sr3 srt sr® sr® sr’?
1 1 r r2 B S e 7 s srosr?: o osrd3 osrt osrS sr® sr?
r | r 2 B o % 71 sr7 s sr osr? osr3 osrt sr5 sr®
r2 |2 B ot o 71 r sr® s’ s sr osr? osr3 srt sr®
|2 o % 71 r 12 osr® sr® sr7 s sr osr? osr3 srt
rt | rt 5 P AN S N, s sr sr2 srd
r3 | 1 2 Pt sr3 osrt osrS sr8 sr’ s sr sr?
1o | 16 0N R R o2 C o3 STt s sy s s sr
r’ | £ i Bt 2 1% sr osrdosr3 srt osrow st sr7 s
s g sr sr2 sr3 Bsrt sr5 sr® srT BRI r 2 3 BptE S 6 47
sr QS sr? _sre wsrt BN sr® sr? s ' r7 W v 2 'rP Bl 5 b
sr2 Rl sr*Ssrt " Srs (B s’ si| Nst ) r® 47 r r:2 3 rt g
sr3 (IRl sr* sr® syt Eld s st sl pchire D BN A 3 gt
srt [ BRrfl sr® sre sr sy sr2 sriiia'Re e v 7 Il r r: 3
sT5 | W sr® sr7 s BEYsr sr3 srt B3 SR ° 7 J il r re
sT0 | sTR WSrNNSNGT e ot oAl S8, V28,3 SR el el -7 r
sr7 | st W st usr? BRSS! s disrS ARV AR ¥ 6 7 B
Berdasarkan tabel Cayley di atas dapat diketahui elemen-elemen

komutatif dari D¢ dengan operasi °.

komutatif dengan operasi ° pada D4 Sebagai berikut:

r°l=1°r
201: 107,2
301: 107'3
4°1=1°T4
5°1=1°T5
601: 107'6
r’e1=1°7r7
s°1=1°s
sr°l= 1°sr
sr?°1 = 1°sr?
sr3°1= 1°sr3
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Elemen-elemen yang memenuhi sifat
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srt°1= 1° srt r3ert =prtoys sr3°srd3 =sr3osrsd
sro°1=1°sr> r3eyd =prS5oy3 srde srt = srto srt
sré°1=1°sr® 730 r6 =y60y3 sr5° sr® = sr3° sr®
sr’°1=1°sr’ r3ey7 =r7°y3 sr®° sr® = sré° sré
T4°S=S°T4 7"407"5:7"507"4 ST'7°ST'7=ST7°ST7
rt*°sr =sr°r* e sosrt=gsrt°s
rt°sr? =sr2°ort T 1 BPT — T Ol srosr® =srd°sr
7,.4- o ST‘3 — 57"30 1,.4 T'5 o T'6 = 7'6 o 7'5 STZ o 57"6 — ST'6O ST'Z
7,.4- o ST‘4 — 57"40 T'4 T'5 o T'7 = 7'7 o 7'5 57"3 o 57"7 — ST'7O ST'3
réosrs = sréort RO el — -85 rtesr’ =sr’°rt
F40 opb = o604

Setelah diketahui elemen-elemen komutatif dari D.s , maka didapatkan graf

commuting pada D4 tersebut

Gambar 3.6 Graf Commuting pada D,

Graf tersebut menghasilkan matriks Laplace sebagai berikut:



72

-1 -1 -1 -1

-1 -1 -1

0
0

0
-1

-1 -1 -1 -1

-1 -1 -1 -1

15

-1 -1 -1 -1-1-120

-1 7

-1 -1 -1-1-120

-1 -1 -1 7

-1
-1

-1 -1 7
-1

-1 -1 -1 -120

-1 -1 -1 7 -1 -1 -1-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
o o 0]

-1
-1

1 -1 -1 7
—1 g

0

=il

-1 7

L=|-1 -1 A

-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

-1
0

0
0

-1
=l
=1
-1
=il
-1
=il

-1
-1
=1
-1
=il
-1

-1
=il
-1
-1
-1

-1
!
=1
-1

-1
=L,
—1

-1
-1

-1

15

-1 7
=1
-1
=L,
-1
=il

=17
-1
=L,
-1
=il

-1 7
=il
-1
-1

R N 1

0
0

=i 7
=i
=il

-1 7
=il

=il S

3

[

5]

S

[

[<B]

2

(¢D)

-

=

=

]

Q

=

(=

5]

X

<

o]

X

<

e

[«B}

(&}

G

o —
>

- 3

)

Sy (2

= 2

C  »n

g X

~ =

2 £

Cl ]

v o

e

nr

g E

m.n

S &

T O

nno

T

ee)

E D =

c 2

S 50 4

[T o D =

..I_k..n_l-.v

L o

n > O



73
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Dengan mereduksi matriks menggunakan metode Eliminasi Gauss yang ada pada

software Maple 12, maka akan diperoleh suatu pola pada diagonal utamanya



1 7-2 -1 -1 -1 A
0 8+4 8-2 0 0 0
0 0 -8+2 8-4 0 0
0 0 0 -8+4 16-2 0
0 0 0 0 -16+2 -8+4
0 0 0 0 0 -8+4
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
lo o 0 0 0 0

-1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 -1 -1 -1 -1
0 0 1 1 1 1
8-1 0 0 0 0 0
-8+4 8-4 0 0 0 0
0 B3 — /R0, 0 0
0 0 2-3 3-4 0 0
0 0 W =6 2 1)
0 0 0 0 A1-3 2-1
0 0 0 0 0 1-4
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
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0 0 0
0 0 0
0 0 0
-1 -1 -1
1 1 1
0 0 0
0 0 0
-1 0 0
0 -1 0
0 1 0
0 0 0
0 0 2-1
AP-6A+8  2(A-4) 54A-22+1° -194°
=3 2-3 -3
0 A2-6A+8 (A-4)(A-2)
198 1-3
2
g h A2-64+8
Ai-3
0 0 0

Karena det(L- A 1) adalah hasil perkalian diagonal matriks segitiga atas berikut,

maka diperoleh polinomial karakteristiknya yaitu:

Karena det(L- A 1)=0, maka

Dan diperoleh nilai eigennya

A=0, A=2,1=4,1=16

Det(L- 2 1)=—-1(-8+ A)°(1—2)(1 —4)(A? — 64 +8)°((~16 + 1)2)

Det(L- A 1)=-1(-8+ 2)*(A - 2)(1 - 4)(A* —64+8)* (=16 + 1)) =0

Selanjutnya akan ditentukan basis untuk ruang vektor eigen. Untuk A4=0

disubtitusikan ke dalam det(L- A 1)=0 diperoleh

|
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15 -1 -1 -1 -1 -1
17 -1 -1 -1 -1
1 -1 7 -1 -1 -1
1 -1 -1 7 -1 -1
1 -1 -1 -1 15 -1
1 -1 -1 -1 -1 7
“1 -1 -1 P L]
~1 -1 G ST
10 0 0 -1 0
A 45 0 o150
A 0 o= Y 0
1§ 0=f0 SIND
—1# 0N 0 0 \=1F 0
10 0 0 -1 0
=0 a0) 0 -1, 0
-1 0 0 0 -1 0

Dengan mengeliminasi matriks

Maple 12, maka didapatkan:
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metode Jordan yang ada pada software

-1 -1 -1
-1 -1 0
-1 -1 0
-1 -1 0
gl -1
—1-=1_0
7 -1 0
-1 7 0
0 o3
0 0 O
0 0 O
ool 9
0 0 -1
0 0 O
0 0 O
0 0 O
dengan

000000
000000
000000
000000
100000
010000
001000
000100
000010
000001
000000
000000
000000
000000
000000
000000

=Bl lleoN-E H © © © e @ (=) o e <
S O O O B, O O O O O o o o o o o
S O O =B, O O O O O O o o o o o o
S O = O O O O O O O O o o o o o
S = O O O O O O O O O o o o o o

Dari matriks di atas dapat dikatakan bahwa banyak basis ruang vektor eigen yang

bersesuaian dengan A;=0 sebanyak 1. Selanjutnya akan ditentukan basis untuk
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ruang vektor eigen yang bersesuaian dengan A,. Untuk A,=2 disubtitusikan ke

dalam (L- A )= diperoleh

(13 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1]
15 -1-1-1-1-1-10 0 0 0 0 0 0 O
-1 -1 5 -1 4-1 -1%0_ 0%0 0 0 0 0 O
-1 -1 15 -1-1-1-10 0 0 0 0 0 0 O
—1 5T IR IRRTCEE TR TRE REe). Sle1 -1 -1
FL S R (RS R == IS OO OO, 0%0 O
oo A S BT O R O R O R O ORI O, 0%, 0
BRI B S e BT 0 (0 (0) R (0 (o) (0 o)
= @ 0 O S 0 O . 0 i1 0 0 0 = 0 © 0
= -0 ¢ <4 0 © O 0 & 0 © O =HG 0 O
= O 0 .= 0 O 0 U 0 4.0 0 0 = @
=il O O 0 < U O oag0 0 © 4.0 @0 0 =i
= O @0 O g On OF O O 0 © i1 0 © 0
=l O O0-=L f O RO} 0 © © 1L @ @
SENO0NN0, "0RN=1 S0 SO} RO OF S0 B=18 ORSORS0ES 150!

= 080 Y = 0O © R0 408 PPSI@0 O O d]

Dengan mengeliminasi matriks dengan metode Jordan yang ada pada software

Maple 12, maka didapatkan:

100000000000 0 O O O

" A
0100000000003 3 3 3

1 1 1 1
0010000000003 3 3 3

| A | B |
0001000000003 NG 3
000010000000 0 O O O

1 1 1 1
0000010000003 o

=" ]
0000001000003 3 3 3

1 1 1 1
0000000100003 3 3 3
000000001000 -10 0 O
0000000001000 -1 0 O
0000000000100 O -10
000000000001 O 0 0 -1
0000000000000 O O O
0000000000000 O O O
0000000000000 O O O
0000000000000 O O O
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Karena untuk 1=2 yang elemennya menghasilkan O sebanyak 4 baris, maka
banyaknya basis untuk ruang vektor eigen yang bersesuaian dengan 2 =2 adalah
4. Selanjutnya akan ditentukan basis untuk ruang vektor eigen yang bersesuaian

dengan As. Untuk A3=4 disubtitusikan ke dalam (L- A 1)=0 diperoleh

11 -1 -2 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1]
-1 3 -1 -1 -1 -1-1-120 0 0
=l =i g =il S = = =i (0 0 MY
O I | 1 A ) IR ) R B (O (OB O B (O R ()
=il o=l il =l = Sl il =il S L sl =i =i =L
R I (S B 1 () )R )R ()R O R ()R ()
A [ I e O 0 ()0 (o) S0 SR () (0)
R TRl S oS8 [SFR ORFS0 S OR R () B () ()
=0 a0 =i OO0 QOFEZ2SN R 0 0 = © 0 O
=l © 40 Y =i Ol © RO [0 =24 © 40 -1 0 O
=i QM0 (=i OF U N0 0] =2m0 0 -1 0
= O WO. F Th OM0O N0 v OW©OQ =280 0 © -1
=il /0 MO0 =IO W0 WO FiSOMN G M B2/ 0 0O ©
=m0 Mo O SR 0 J0 4 =0 0 go=2 0 O
=il omOme —i O o OF OMON-1 0 o © =2 ©

=l 0@ © =i, 0 WOS) 0 WOl R © 0 =2

Dengan mengeliminasi matriks dengan metode Jordan yang ada pada software

Maple 12, maka didapatkan:

1000000000000000
0100000000000000
0010000000000000
0001000000000000
0000100000000000
0000010000000000
0000001000000000
0000000100000000
0000000010001000
0000000001000100
0000000000100010
0000000000010001
0000000000000000O
0000000000000000O
0000000000000000O
0000000000000000O
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Karena untuk 1=4 yang elemennya menghasilkan O sebanyak 4 baris, maka
banyaknya basis untuk ruang vektor eigen yang bersesuaian dengan 2 =4 adalah
4. Selanjutnya akan ditentukan basis untuk ruang vektor eigen yang bersesuaian

dengan A4. Untuk 14,=8 disubtitusikan ke dalam (L- A I)=diperoleh

[ -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1]
L e [ T e A TS O R ORORE ORN O R0 40
L T (T 15 )R ()N ()R ) B ) R O R O, O
=il S B I B 8 i St () 8 o) ()0 S0 ()08 (0]
=lLo=l =i S S =l =i S = L =l =i =i =
=l =l =il o= =L = =g =l 0 0 O 0 0 O
=il =il =il =l =il =il =i 0 0 O 0 0 O
= =l =i == RS ) SR O @ 0.0 0 @
=0 0a® =i Um0 QOFES9UR 0 O =l © O O
=1l 0 4O YW =gl 0 RO JoF 5 00 0 =i © ©
=i, 00 0=l OF 0 N0 0 P—6im0 0 0 O
=il 0 RO_ (O Tk O 0 WO v 0 =5m) 0 0 @
=i f0 OO0 =NgOR0 WO FLHFOM @G A E5 0 0O ©
=0 MO © S 0 §0 4 =g 0 0 o= 0 0O
=il SO -1l O @l OF OMNOR 0 O Wy 0 5 ©

=il 0 W W =i, O QOM0D © 0 0 0 0 0 -6

Dengan mengeliminasi matriks dengan metode Jordan yang ada pada software

Maple 12, maka didapatkan:

1000000000000000
0111011100000000
0000100000000000
0000000010000000
0000000001000000
0000000000100000
0000000000010000
0000000000001000
0000000000000100
0000000000000010
0000000000000001
0000000000000000
0000000000000000
0000000000000000
0000000000000000
0000000000000000
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Karena untuk 2=8 yang elemennya menghasilkan 0 sebanyak 5 baris, maka
banyaknya basis untuk ruang vektor eigen yang bersesuaian dengan 1 =8 adalah
5. Selanjutnya akan ditentukan basis untuk ruang vektor eigen yang bersesuaian

dengan As. Untuk As=16 disubtitusikan ke dalam (L- A 1)=0 diperoleh

-1 -1-1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -I&% -1% -1 -1 -1
— L g0 TR R RN () 0 0 0 0 0 0 0
—igpr—il = =l =il == = (0 0 0 0 0 0 0 0
S R T | R TR () 0 0 0 0 0 0 0
B T [ I R S T, )
S B S e S R | 0 0 0 0 0 0
=il =l =l = = =L Y Sl 0 0 0 0 0 0
-1 -1 1 -1 -1 -1 -1 -9 0 0 0 0 0 0 0
=L © 0 © =l " om0 g 0 0 =i @ 0 0
=i @ 0 0= © Om © -14 0 0 @ = 0 0
= ©-0 [0S O N C 0 -14 O 0 0 =i @
=il © 080 =0 0Of O 80 0" fld WO 0 © =l
=l © © Wo_ =iy W OF O @i 0 -14 O 0
=l © 0 Mo L= ONROR C 14 © 0 -14 O
-1 0 0 0 -1 0 0 O 0 -1 0 0 0 -14

-1 0 0 0 -1 0 0 0 O 0 0 =i 8@ 0 0 -14]

Dengan mengeliminasi matriks dengan metode Jordan yang ada pada software

Maple 12, maka didapatkan:

—_—

S O O O O O O = O O O O O o o o
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S O O B O O O O O o o o o o o <o
S O B O O O O O O O o o o o o o

|

—_

S O O OO O O O O o o o o = O O
S O O O O O O O O o o o = o o o
S O O O O O O O O o o o o o <o

S O O O O O O O O o o = o OO o o
S O O O O O O O O o —~ O o ©o o o
S O O O O O O O O = O O O O o o
S O O O O O O O ==, O O O o o o o

S O O OO O O O O O o o o o o
S O O O O O O O o o o o o <o
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Karena untuk 1=16 yang elemennya menghasilkan 0 sebanyak 2 baris, maka
banyaknya basis untuk ruang vektor eigen yang bersesuaian dengan 4 =16 adalah

i . 16 8 4 2 10
2. Jadi spektrum Laplace untuk graf commuting Dlﬁz( j .

2 54 4 1

3.2 Polinomial Karakteristik Matriks Laplace dan Spektrum dari Graf Dy,

Tabel 3.7 Pola Polinomial Karaketristik Matriks Laplce Graf Commuting

No Graf Commuting Polinomial Graf Commuting

1 | Graf commuting Dg 1(-3+ A)(-1+ A )*((-6+ 1) 1)

2 | Graf commuting Dg ~1(—4+2)(B-61+1*)*((-8+1)°4)
3 | Graf commuting D1g “1(-5+2)°*(1-1)°(-10+ DA

4 | Graf commuting D, —1(-6+1)}(1* —61+8)%((-12+ 1)° 1)

5 | Graf commuting D14 -7+ A)°(A-1)(-14+ )4

6 | Graf commuting Ds6 ~1(-8+1)*(A* —61+8)*((-16+1)* 1)

Dari tabel di atas dapat diperoleh kesimpulan bahwa bentuk umum
polinomial karakteristik matriks Laplace dari graf commuting D2, untuk n ganjil
adalah
D,, =—4-n+A)"*(-1+ A)"(-2n+ ) A
dan bentuk umum polinomial karakteristik matriks Laplace dari graf commuting

D2 untuk n genap adalah

—1(-n+A)"? (A2 -64 +8)2((2n +A)A)
Sehingga dapat diberikan:
Teorema 3.1
Jika graf commuting D,, dengan n ganjil dan n > 3, maka polinomial

karakteristik matriks Laplace dari graf commuting D, dengan n ganjil adalah:



~1(-n+A)"*(-1+ )" (-2n+ 1)1

Bukti:

Diketahui grup dihedral D,, = {1, r, r%, ..

s, s, A L,

81

sr"'}. Karena n

ganjil, maka srt # ris,i = 1,2,..,n—1 dan r‘ = r~¢, artinya selain s dan r*

saling terhubung langsung di graf commuting D,,,. Maka diperoleh matriks

keterhubungan titik:

1
T
7"2
-1
A(FDZn) 3 i
S
ST
T
-1
Dan matriks derajat:
1
1 2n—1
r 0
it 0
n—1 0
D(T = 4
( DZn) S O
ST 0
sr? 0
S,r'l’l—l | O

[EENEN
_R o R

R R R e
OO O R .-

0

S O O

0

0

Maka matriks Laplace graf commuting dari grup dihedral D,,, adalah:

o

rl_\ cee
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1 r r? 1 s sr sré syl

1 2n—1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

r -1 n—1 0 0 -1 -1 -1 .- -1

r? -1 0 n—1 .. 0 -1 -1 -1 .. -1
_ rn-1 -1 -1 —1 n—1 0 0 0 0
S -1 0 0 0 1 0 0 0
ST -1 0 0 0 0 1 0 0
sr2 -1 0 0 0 0 0 1 0

s L 0 0o - 0 o o0 0 - 1

Setelah mendapatkan bentuk matriks Laplace maka akan dicari nilai eigen dan
vektor eigen dari matriks tersebut dengan cara det(L(DZn) — M):O dan

diperolen  matriks  segitiga atas dari L(D,,) — AIsebagai berikut:

1 r rz .. i L %4s sr G oo G2 Sl 3

1 -1 n—-1-21 -1 -1 -1 0 0 0 0

r 0 -n+ A n—Aa 0 -1 -1 —1 —1 -1

r? 0 0 —-n+ A 0 0 0 0 0 0
1|0 0 0 —n+A n=1 0 0 0 0

s 0 0 0 0 A—-1 1+2 0 0 0

% NG 0 A * 0 GY PR (A 0 0

sr2 |0 0 0 0 0 0 A-1 0 0
sr™2| 0 0 0 0 0 0 0 w A—1 1+A
srt] o 0 0 - 0 0 0 0 - 0 (~144+DA

Polinomial karakteristik dari L(D,,) — Al adalah det(L(D,,) — AI), merupakan
hasil perkalian semua unsur diagonal utama matriks segitiga atas tersebut,
sehingga diperoleh:

p() = =1(-n+A)"*(-1+ A)"(=2n+ A) A
Teorema 3.2: '
Jika graf commuting D, dengan n genap, maka polinomial karakteristik matriks

Laplace dari graf commuting D,, dengan n genap adalah:

~1(-n+1)"?(1*-64+8)2((2n+ 1)) , sehingga nilai eigennya yaitu:
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Bukti:
Diketahui grup dihedral D,,, = {1, r, %, ...,r"% s, sr, sr?, ..., sr™*}. Karena n
genap, maka sri =r~7's, i = 1,2,..,n — 1, artinya {1,73} dan selain s dan r*
saling terhubung langsung di graf commuting D,,,. Maka diperoleh matriks

keterhubungan titik:

1 7 =1 s sr sré.. sr3  srisr... srt~Zgyn-l
r 0 1 dalp 1,1 T 1 1
r (1 0 b i 0 0 0 0 0
111 1 01 1 1 ¥ 1\1 o 1
s |1 0 il d0 ONPe 0 0 1 0 0
sr |1 0 il ] 0 \0 0 0 0 0 0
2
A= [ o) D AR
sri |1 0 71 G LS 0 0 0 1 0
iy [y A i §o Y 0 0 0 0 1
o0 Bl 10 0 1 0 0 0 0 0
sT™211 0 10 0 0 1 0 0 0 0
st 11 o 1.0 00 0 1 0 0 0

Dan matriks derajat:

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



NA

r2

s
D (FDZn) = n
srz7t
n
sr2
n
S_rE+1
Sl
sr

=1 =

r

2n —1 0
0 n—1
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0

sr sr? sr
0 0 0 0
0 0 0 0
-1 0 0 0
0 n—1 0 0
0 0 n—1 0
0 0 0 n-—
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

Maka matriks Laplace graf commuting dari grup dihedral D, adalah:

1
1
r2n—1
r -
n—1 5
r =l
S | -1
S7; -1
ST =
L(FDZn) = E :
sr3 | -1
srt -1
sro | 1
: 1
STn_Z, 1
STn_1

r'wll 15 sr
-1 -1 -1
-1 -1
n—1 -1 -1
-1 n—1 -1
-1 -1 n—1
-1 -1 -1
-1 0 -1
-1 0 0
-1 0 0
-1 0 0
-1 0 0
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sT5e sy2 gynTl

0 0 0 0 07

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
n—-1 0 0 0 0

0 3 0 0 0

0 0 3 0 0

0 (') 3 0

0 0 0 0 3
G LG G on G N
-1 -1 -1 -1 —-13
-1 -1 -1 -1 -1
-1 -1 -1 -1 -1
-1 0 -1 -1 -1
-1 -1 0 -1 -1
-1 -1 -1 0 -1

n-1 0 -1 -1 0

0 3 0 0o -1
-1 0 3 0 0
0 -1 0 3 0
0 0o -1 0 3

Setelah mendapatkan bentuk matriks Laplace maka akan dicari nilai eigen dan

vektor eigen dari matriks tersebut dengan cara det(L(Tp, ) — A1)=0 dan

diperoleh matriks segitiga atas dari L(l“Dzn) — A1 sebagai berikut:

L(FDzn)
1 —1 -1
r 0 —nm+21
flo o
rn—l 0 0
s |o 0
N 0 0
_osr2
= : o 0
sr3 |0 0
sré |00
sT° | ;
o 0
STn_Z
sr—1lo 0

0 0
0 0
-1 -1
1 1
0 0
0 0
-1 -1
0 1
22-64+8 0
-3
0 22-62+84
7-3
-1 0

@2n + Al
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Polinomial karakteristik dari L(D,,) — Al adalah det(L(D,,) — Al), merupakan
hasil perkalian semua unsur diagonal utama matriks segitiga atas tersebut,

sehingga diperoleh:

p(1) = —1(=n+ 2)"2(A% — 64 +8)2((2n + 1))

Teorema 3.3:

Spektrum Laplace I'p, dengan n ganjil diperoleh:

L m=2 m i

SpeCL(Dgn)Z[zn n 1 Oj

Bukti :
Dari teorema 3.1, diperoleh bahwa

p() = =1(-n+A)"?(-1+ A)"(-2n+ )1
Sehingga diperoleh nilai eigen

Ah=2nA,=n1;=1,4,=0

Selanjutnya akan ditentukan multiplisitas dari setiap nilai eigen. Karena
multiplisitas itu sama dengan basis ruang vektor eigen yang besesuaian dengan A,
dan basis merupakan baris nol pada matriks, subtitusikan A; ke L(D,,) — A4;l
dengan mereduksi matriks menggunakan meode Gauss Jordan akan diperoleh
matriks eselon baris tereduksi. Dengan melihat basis pada matriks tersebut
diperoleh:
Untuk A, = 2n setelah disubtitusikan ke L(I'p, ) — 441, diperoleh matriks eselon
baris dengan n baris yang nol. Jadi untuk 4, = 2n memiliki multiplisitas sebanyak
1. Untuk 4, = n setelah disubtitusikan ke L(I'p, ) — 441, diperoleh matriks eselon

baris dengan n — 2 baris yang nol. Jadi untuk A, =n memiliki multiplisitas
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sebanyak n — 2. Untuk 45 = 1 setelah disubtitusikan ke L(I'p, ) — 441, diperoleh

matriks eselon baris dengan 1 baris yang n. Jadi untuk A; =1 memiliki
multiplisitas sebanyak n. Untuk A, = 0 setelah disubtitusikan ke L(T'p, ) — 41,

diperoleh matriks eselon baris dengan 1 baris yang nol. Jadi untuk A, =0
memiliki multiplisitas sebanyak 1.

Sehingga diperoleh:

A7 m 1O
SpeCL(DZ”):[l n-2 n 1]

3.4 Keteraturan Pola dalam Al-Qur’an

Di alam semesta, miliaran bintang dan galaksi yang tak terhitung
jumlahnya bergerak dalam orbit yang terpisah. Meskipun demikian, semuanya
berada dalam keserasian. Bintang, planet, dan bulan beredar pada sumbunya
masing-masing dan dalam sistem yang ditempatinya masing-masing. Terkadang
galaksi yang terdiri atas 200-300 miliar bintang bergerak melalui satu sama lain.
Selama masa peralihan dalam beberapa contoh yang sangat terkenal yang diamati
oleh para astronom, tidak terjadi tabrakan yang menyebabkan kekacauan pada
keteraturan alam semesta.

Di seluruh alam semesta, besarnya kecepatan benda-benda langit ini
sangat sulit dipahami bila dibandingkan dengan standar bumi. Jarak di ruang
angkasa sangatlah besar bila bandingkan dengan pengukuran yang dilakukan di
bumi dengan ukuran raksasa yang hanya mampu digambarkan dalam angka saja

oleh ahli matematika, bintang dan planet yang bermassa miliaran atau triliunan
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ton, galaksi, dan gugus galaksi bergerak di ruang angkasa dengan kecepatan yang
sangat tinggi.

Kecepatan orbital bumi mengitari matahari kurang-lebih enam kali lebih
cepat dari peluru, yakni 108.000 km/jam. Namun, angka-angka ini baru mengenai
bumi saja. Tata surya bahkan lebih menakjubkan lagi. Kecepatan tata surya
mencapai tingkat di luar batas logika manusia. Di alam semesta, meningkatnya
ukuran suatu tata surya diikuti oleh meningkatnya kecepatan. Tata surya beredar
mengitari pusat galaksi dengan kecepatan 720.000 km/jam.

Kecepatan yang luar biasa ini menunjukkan bahwa hidup berada di ujung
tanduk. Biasanya, pada suatu sistem yang sangat rumit, kecelakaan besar sangat
sering terjadi. Namun, seperti diungkapkan Allah sistem ini tidak memiliki
“cacat” atau “tidak seimbang”. Alam semesta, seperti juga segala sesuatu yang
ada di dalamnya, tidak dibiarkan “sendiri” dan sistem ini bekerja sesuai dengan
keseimbangan yang telah ditentukan Allah (Subsafan, 2008). Dalam Al-Quran

surat Al-Mulk ayat 3-4 dijelaskan:

- -
//////
-

E L]
(ol S o R 365 L BLb e fn Gle Gl

T U S A VEPIPP Iy >
b b a1 AL Clay 07 il a5l o5 (D)) 5kd o (655 U ]
2 - A

Y

(D) > 587

Artinya: “Yang Telah menciptakan tujuh langit berlapis-lapis. kamu sekali-kali
tidak melihat pada ciptaan Tuhan yang Maha Pemurah sesuatu yang
tidak seimbang. Maka Lihatlah berulang-ulang, Adakah kamu lihat
sesuatu yang tidak seimbang?.K emudian pandanglah sekali lagi niscaya
penglihatanmu akan kembali kepadamu dengan tidak menemukan
sesuatu cacat dan penglihatanmu itupun dalam keadaan payah” QS. Al-
Mulk: 3-4).
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Manusia misalnya, telah ada kadar yang ditetapkan Allah baginya. Selaku
jenis makhluk ia dapat makan, minum, dan berkembang biak melalui sistem yang
ditetapkan-Nya. Manusia memiliki potensi baik dan buruk. la dituntut untuk
mempertanggung jawabkan pilihannya. Manusia dianugerahi Allah petunjuk
dengan kedatangan rasul untuk membimbing mereka. Akal pun dianugerahkan-
Nya kepada mereka, demikian seterusnya yang kesemuanya dan yang selainnya
termasuk dalam sistem yang sangat tepat, teliti, dan akurat yang telah ditetapkan
sistem dan kadar bagi ganjaran atau balasan-Nya yang akan diberikan kepada
setiap orang. Bahkan semuanya saling bersesuaian dan seimbang. Tidak ada
pertentangan, benturan, ketidakcocokan, kekurangan, aib, dan kerusakan. Ayat
diatas berarti bahwa jika engkau melihat secara berulang-ulang sebanyak
mungkin, niscahya pandanganmu itu akan kembali yakni tidak menemukan cacat
atau kerusakan. Tidak lagi bertenaga karena karena terlalu banyak mengulang dan
dia tidak melihat adanya kekurangan. Dia menjelaskan kesempurnaan dan
hiasannya (Abdullah, 2007).

Teorema adalah pernyataan yang dapat ditunjukkan kebenarannya.
Teorema dapat ditunjukkan kebenarannya dengan serangkaian pernyataan yang
membentuk sebuah argumen, disebut bukti. Pembuktian pada teorema berperan
sebagai jaminan kebenaran. Untuk mengkontruksi bukti, metode-metode
diperlukan untuk memperoleh pernyataan-pernyataan baru dari pernyataan-
pernyataan lama. Pernyataan-pernyataan yang digunakan dalam sebuah bukti

dapat meliputi aksioma atau postulat, yaitu pernyataan dasar yang tidak perlu
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dibuktikan kebenarannya, hipotesis dari teorema yang dibuktikan, dan teorema
yang telah dibuktikan sebelumnya (Rosen, 2003).

Untuk spektrum graf commuting dicari matriks Laplace sehingga
ditemukan pola umum spektrum graf commuting. Kemudian pola tersebut akan
dibuktikan kebenarannya. Ini juga merupakan salah satu ukuran yang diciptakan
oleh Allah SWT yang kemudian harus diperhatikan, dipikirkan, dipahami, dan

dibuktikan kebenaran teorema-teoremanya.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan
Berdasarkan pembahasan pada Bab 111, maka dapat diperoleh kesimpulannya
yaitu:
1. Polinomial karakteristik matrik Laplace dari graf commuting grup dihedral D,
untuk n ganjil yaitu:
p(A) ==1(-n+A)"*(-1+ )" (-2n+A)A sedangkan polinomial karakteristik

matrik Laplace dari graf commuting grup dihedral Dy, untuk n genap Yaitu:

P(A) = -1(-n+A)"? (12 —61+8)2((2n+ A)A).
2. Spektrum Laplace graf commuting dari grup dihedral D,, dengan n ganjil yaitu:

21T et TR )

SpeCL(Dzn ):(1 n-2 n 1

j . Sedangkan spektrum Laplace graf commuting dari

grup dihedral D, dengan n genap tidak berpola.

4.2 Saran

Berdasarkan pembahasan yang sudah penulis lakukan, maka penulis
menyarankan agar pembaca bias melanjutkan penelitian ini yakni misalkan mengkaji
spektrum Adjacency, spektrum Detour dan spektrum Signless Laplace graf commuting

dari grup lain.
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