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ABSTRAK

Elvierayani, Rivatul Ridho. 2014. Spektrum Adjacency, Laplace, dan Signless-Laplace
graf Non Commuting dari Grup Dihedral (D,,). Tugas akhir/skripsi. Jurusan
Matematika Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana
Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Abdussakir, M.Pd. (Il) Dr. Ahmad
Barizi, M. A.

Kata kunci: spektrum, matriks Adjacency, matriks Laplace, matriks Signless-Laplace,
nilai eigen, vektor eigen, graf Non Commuting, Grup dihedral

Graf dapat dinyatakan dalam bentuk matriks, misalnya matriks Adjacency,
Laplace, dan Signless-Laplace. Ketika graf sudah dinyatakan dalam bentuk matriks,
maka dapat didekati secara aljabar linier untuk mencari nilai eigen dan vektor eigennya.
Matriks baru yang memuat semua nilai eigen pada baris pertama dan banyaknya vektor
eigen yang besesuaian pada baris kedua disebut spektrum. Spektrum yang diperoleh dari
matriks A(G) disebut spektrum Adjacency, matriks L(G) disebut spektrum Laplace dan
matriks Q(G) disebut spektrum Signless-Laplace.

Tujuan dari penelitian ini adalah mencari pola yang nantinya dijadikan suatu
teorema dari spektrum Adjacency, Laplace, dan Signless-Laplace graf non commuting
yang dibangun dari grup dihedral (D). Hasil dari penelitian ini adalah:

1. Spektrum Adjacency I'p,

a. nganjildann > 3 (n € N ) diperoleh:

1 1

g 24 =]

specc (Ip,, ) =
b. ngenap dann = 6 (n € N) diperoleh:

n;2+ /5n2—12n+4 0 o n;Z_ ’5n2—12n+4
specc (Ip,, )=

3n—-6 n-2
1 — 1
2 2

2. Spektrum Laplace I'p, |

a. nganjildann = 3 (n € N) diperoleh:
2n—1 0
specy, (Ip,, )= [ nn n z 2 1]
b. ngenap dann = 6 (n € N) diperoleh:
2n—1) 2(n-2) n 0]
n

specy, (FDzn): [ - n n—-3 1
2 2
3. Spektrum Signless-Laplace I'p, dengan n genap dann > 8 (n € N) diperoleh:

2n-3)++v2n?2-8n+9 2(n-2) 2n-3) n (2n-3)—-V2n2-8n+9
speco(lp,, )= 1 n nz 3 1
2

2
Bagi penelitian selanjutnya diharapkan dapat menemukan bermacam-macam teorema
tentang spektrum graf non commuting dari grup lainnya.
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ABSTRACT

Elvierayani, Rivatul Ridho. 2014. Spectrum Adjacency, Laplace, and Signless-Laplace
Non Commuting Graph of Dihedral (D,,) Group. Final Project/Thesis.
Department of Mathematic, Faculty of Science and Technology, Islamic State
University of Maulana Malik lbrahim Malang. Advisors: (1) Abdussakir, M.Pd.
(1) Dr. Ahmad Barizi, M.A.

Keyword: spectrum, Adjacency matrix, Laplace matrix, Signless-Laplace matrix, eigen
value, eigen vektor, Non commuting Graph, Dihedral Group

Graph can be shown in matrix form, for example Adjacency matrix, Laplace
matrix and Signless-Laplace matrix. When a graph has been shown in the matrix form,
so, it can be approached as a linear algebra to find the eigen values and the eigen vektors.
The new matrix which containing all of eigen values in the first row and the number of
the corresponding eigen vektors in the second row is called spectrum. Spectrum from
Adjacency matrix A(G) is called spectrum Adjacency, from Laplace matrix L(G) is called
spectrum Laplace, and from Signless-Laplace matrix Q(G) is called spectrum Signless-
Laplace.

The purpose of this research is to find a formula which will be used as a theorem
of the spectrum Adjacency, Laplace, and Signless-Laplace non commuting graph which
built from dihedral (D,,) group. The results from this research are:

1. Spectrum Adjacency I,

a. noddandn >3 (n € N) is:

1 1

n—-2 n-—1

specc (Ip,,) =

b. nevenandn > 6 (n € N) is:

n—2 5n2—12n+4 n—2 5n2—12n+4
ALy 2 2 aNE g
specc (Ip,, )=

3n—-6 n-2
2

2. Spectrum Laplace I'p,

a. noddandn >3 (n € N) is:
_[2n—-1 n 0
specy, (Ip,,)= [ - n—2 1]
b. nevenandn =2 6Vn € N Is:
2n—-1) 2(n-2) n 0
specy, (FDZn)z [ n n n—3 1]
2 2
3. Spectrum Signless-Laplace I'p, withnevenandn > 8 (n € N) is:

2n-3)++v2n?2-8n+9 2n-2) 2n-3) n (2n-3)—-V2n2-8n+9
speco(lp,, )= 1 n nz 3 1

2 2
For the next research the writer hopes can get the other of theorems about spectrum non

commuting graph from the other groups.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Segala fenomena yang dialami sehari-hari, sebenarnya sudah terpola
dengan rapi, tersusun dari beberapa aturan-aturan yang saling berkaitan, ada
langkah-langkahnya, perhitungannya bahkan formulanya. Matematikawan atau
pun ilmuwan lainnya secara umum tidak membuat suatu formula, tetapi mereka
menangkap fenomena yang terjadi, kemudian meneliti dan merumuskannya dalam
suatu bentuk tertentu sehingga terbentuk suatu formula baru.

Dalam Islam fenomena di atas telah diatur dalam firman Allah yang

berbunyi

A

i
A PR ’7 z A @
02 )k abals .25 S Ll
B === £ s
-// - = -
~

(

Artinya: “Sesungguhnya Kami menciptakan segala sesuatu menurut ukuran”
(Qs-Al Qamar/54:49).

Avyat tersebut menyiratkan suatu makna yaitu kata ukuran (,-2) jika dikaji dalam
ilmu matematika dapat dikaitkan dengan suatu teori baru yang akan dijadikan
suatu konjektur atau teorema yang diperoleh dari suatu pola-pola teratur dengan
ukuran-ukuran tertentu sehingga menghasilkan suatu rumus baru yang dapat
dianggap sebagai suatu teorema. Dari dasar ini penulis ingin mengetahui
keteraturan pada suatu graf.

Graf G merupakan pasangan (V(G), E(G)) dengan V(G) adalah
himpunan tidak kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut titik, dan

E(G) adalah himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik
1



2
berbeda di VV(G) yang disebut sisi. Banyaknya unsur di V(G) disebut order dari G
dan dilambangkan dengan n(G), dan banyaknya unsur di E(G) disebut ukuran
dari G dan dilambangkan dengan m(G) (Chartrand & Lesniak, 1996:1).

Sisi e = (u,v) dikatakan menghubungkan titik u dan v. Jika e = (u, v)
adalah sisi di graf G, maka u dan v disebut terhubung langsung (adjacent), sisi e
terkait dengan v dan u disebut terkait langsung (incident), dan titik u dan v disebut
ujung dari e. Untuk selanjutnya, sisi e = (u, v) akan ditulis e = uv. Derajat dari
titik v di graf G, ditulis degg(v), adalah banyaknya sisi di G yang terkait langsung
dengan v. Dalam konteks pembicaraan hanya terdapat satu graf G, maka tulisan
degg(Vv) disingkat menjadi deg(v) (Chartrand & Lesniak, 1996:1-2).

Misalkan G graf dengan order n(n = 1) dan ukuran m serta himpunan
titik V(G) = {vy, Va2, ..., Vn}. Matriks keterhubungan titik (atau matriks Adjacency)
dari graf G, dinotasikan dengan A(G), adalah matriks (n x n) dengan unsur pada
baris ke-i dan kolom ke-j bernilai 1 jika titik v; terhubung langsung dengan titik v;
serta bernilai O jika titik v; tidak terhubung langsung dengan titik v;. Dengan kata
lain, matriks Adjacency dapat ditulis A(G) = [ajj], 1 < i, j < n. Matriks Adjacency
suatu graf G adalah matriks simetri dengan unsur 0 dan 1 dan memuat nilai 0 pada
diagonal utamanya (Chartrand & Lesniak, 1996:1).

Matriks derajat dari matriks G, dinotasikan dengan D(G), adalah matriks
diagonal yang elemen baris ke-i dan kolom ke-i adalah derajat dari vi, i = 1, 2, 3,
..., . Jadi, matriks derajat dari graf G dapat ditulis D(G) = [dij], 1 < i, j < n.

Matriks L(G) = D(G) — A(G) disebut matriks Laplace (Biyikoglu, dkk., 2007).



3
Matriks Q(G) = D(G) + A(G) disebut matriks Signless-Laplace (Brower dan
Haemers, 2010:1).

Pembahasan matriks Adjacency A(G), matriks Laplace L(G) dan matriks
Signless-Laplace Q(G), dari graf G dapat dikaitkan dengan konsep nilai eigen dan
vektor eigen pada topik aljabar linier yang menghasilkan konsep spektrum.
Misalkan Ao, A1, ..., As5_1 dengan Ao > A1 > ... > A5_; adalah nilai eigen berbeda
dari matriks suatu graf, dan misalkan m(4;), m(41), ..., m(4s_;) adalah
multiplisitas dari nilai-nilai eigennya A;. Matriks berordo (2 x n) yang memuat Ao,
A1, ..., As—1 pada baris pertama dan m(4g), m(41), ..., m(1s_1) pada baris kedua
disebut spektrum graf G, dan dinotasikan dengan Spec(G). Jadi, spektrum graf G
dapat ditulis dengan

Ao T N L
m(d) my) - ms_1)

Spec(G) =
Spektrum yang diperoleh dari matriks A(G) disebut spektrum Adjacency, dari
matriks L(G) disebut spektrum Laplace, dari matriks Q(G) disebut spektrum
Signless-Laplace.

Lebih spesifiknya teori spektrum graf memuat tentang aljabar linier dalam
representasi matriks. Dragos M. Cvetkovic, Michael Doob dan Horst Sachs
(1980) dalam bukunya menyatakan bahwa spektrum graf diberikan dengan
mendeskripsikan tentang beberapa teori-teori graf dengan teori-teori dalam
matriks. Penelitian sebelumnya mengenai spektrum monograf yang dikaji oleh
mereka dalam karya ilmiahnya yang berjudul Spectra of Graph pada tahun 1980.

Beberapa penelitian mengenai spektrum suatu graf sudah pernah

dilakukan. Shuhua Yin (2006) meneliti spektrum Adjacency dan spektrum
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Laplace pada graf G, yang diperoleh dari graf komplit K; dengan menambahkan
pohon isomorfik berakar untuk masing-masing titik di K;. Abdussakir, dkk (2009)
meneliti spektrum Adjacency pada graf komplit (K,), graf star (S,), graf bipartisi
komplit (Knn), dan graf lintasan (P,). Ayyaswamy & Balachandran (2010)
meneliti spektrum Detour pada beberapa graf yang meliputi graf K(n, n), graf
Korona G dan Kj, graf perkalian Kartesius G dengan K;, graf perkalian
leksikografik G dengan K;, dan perluasan dobel kover dari graf beraturan.
Abdussakir, dkk (2012) meneliti spektrum Adjacency, Laplace, Singless-Laplace,
dan Detour graf multipartisi komplit K(ay, a3, a3, ..., a,, ). Abdussakir, dkk (2013)
meneliti spektrum graf commuting suatu grup.

Teori graf juga membahas graf yang dibangun dari grup yang anggotanya
memenuhi sifat-sifat grup non abelian. Misal G grup non abelian dan Z(G) adalah
center dari G. Graf non commuting (I';) adalah suatu graf yang mana titik-titiknya
merupakan himpunan dari G\Z(G) dan dua titik x dan y terhubung langsung jika
dan hanya jika xy # yx (Abdollahi, dkk, 2006). Dalam penelitian mengenai graf
non commuting, A. Abdollahi, dkk (2006 & 2010) meneliti tentang grup finite
pada dua grup yang non abelian dan bilangan clique.

Berdasarkan uraian di atas, belum ada yang mengkaji spektrum pada graf
non commuting. Pada penelitian ini, dikaji spektrum Adjacency A(G), spektrum
Laplace L(G) dan spektrum Signless-Laplace Q(G) graf non commuting dari grup

dihedral (D,,,).



1.2 Rumusan Masalah

1.

Masalah yang dirumuskan oleh penulis di antaranya:
Bagaimana pola spektrum Adjacency A(Tp, ) graf non commuting dari grup
dihedral (D3,,).
Bagaimana pola spektrum Laplace L(I'p, ) graf non commuting dari grup
dihedral (D3,,).
Bagaimana pola spektrum Signless-Laplace Q(I'p,, ) graf non commuting dari

grup dihedral (D5,,).

1.3 Tujuan Penelitian

Sesuai dengan rumusan masalah yang ada, tujuan penelitian ini di

antaranya:

1.

Untuk menentukan pola spektrum Adjacency A(I'p, ) graf non commuting
dari grup dihedral (D,,,).

Untuk menentukan pola spektrum Laplace L(I'p, ) graf non commuting dari
grup dihedral (D5,,).

Untuk menentukan pola spektrum Signless-Laplace Q(T'p, ) graf non

commuting dari grup dihedral (D,,,).

1.4 Manfaat Penelitian

1.

Penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat sebagai berikut:
Memberikan informasi mengenai spektrum suatu graf non commuting yang

diperoleh dari suatu grup.
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2. Memberikan informasi saling keterkaitan antara beberapa topik dalam

matematika, khususnya teori graf, aljabar linier dan aljabar abstrak.

1.5 Batasan Masalah

Penelitian ini hanya membahas masalah spektrum Adjacency titik A(I'p,, )
graf non commuting dari grup dihedral (D,,) pada n ganjil dan n > 3 dan n
genap dengan n = 6. Pada spektrum Laplace L(I'p, ) graf non commuting dari
grup dihedral (D,,) ditunjukkan pada n ganjil dan n > 3 dan n genap dengan
n = 6, dan pada spektrum Signless-Laplace Q(T'p, ) graf non commuting dari
grup dihedral (D,,,) ditunjukkan pada n genap dengan n > 8 dimana untuk setiap

n adalah bilangan asli (vn € N).

1.6 Metode Penelitian

Penelitian ini adalah penelitian pustaka (library research). Penelitian
dilakukan dengan melakukan kajian terhadap buku-buku teori graf, aljabar linier,
dan aljabar abstrak. Tahap penelitian yang digunakan adalah pendekatan
kualitatif. Pola pembahasannya dimulai dari hal-hal khusus (induktif) menuju
pada suatu generalisasi yang bersifat deduktif. Secara garis besar langkah
penelitian ini sebagai berikut.
1. Menentukan unsur yang tidak saling komutatif pada grup dihedral (D).
2. Menentukan himpunan titik graf non commuting dari grup dihedral (D2p).

3. Menggambar graf non commuting dari grup dihedral(T,, ).

4. Menyatakan graf non commuting (I'p,, ) dalam bentuk matriks Adjacency.



5. Menyatakan graf non commuting (I'p,_) dalam bentuk matriks derajat.

6. Menyatakan graf non commuting (I'p, ) dalam bentuk matriks Laplace.

7. Menyatakan graf non commuting (FDZH) dalam bentuk matriks Signless-
Laplace.

8. Menentukan nilai eigen dan multiplisitas nilai eigen dari masing-masing
matriks yang dibentuk dengan cara Eliminasi Gauss dan Gauss Jordan untuk
memperoleh spektrumnya. Untuk mempermudah menemukan pola spektrum,
maka proses penentuan spektrum juga akan dilakukan dengan bantuan
program Maple 12.

9. Membuat dugaan (konjektur) berdasarkan pola yang ditemukan untuk masing-
masing kasus.

10. Merumuskan konjektur sebagai suatu teorema.

11. Menghasilkan suatu teorema yang dilengkapi dengan bukti.

12. Menulis laporan penelitian.

1.7 Sistematika Penulisan
Penulisan skripsi ini menggunakan sistematika penulisan yang terdiri dari
empat bab. Masing-masing bab terdiri dari sub bab sebagai berikut:
Bab | Pendahuluan
Pendahuluan meliputi latar belakang masalah, rumusan masalah, tujuan
penelitian, batasan masalah, manfaat penelitian, metode penelitian,

sistematika penulisan.



Bab 1l Kajian Pustaka
Bab ini terdiri atas teori-teori yang mendukung pembahasan. Teori tersebut
meliputi teori graf, analisis matriks, spektrum graf, grup, araf non
commuting dan kajian keislaman (silaturahim) dalam Al-Qur’an.

Bab 111 Hasil dan Pembahasan
Bab ini akan menguraikan keseluruhan langkah yang disebutan dalam
metode penelitian. Spektrum-spekturm yang dikaji adalah spektrum
Adjacency A(T'p, ) spektrum Laplace L(I'p, ) dan spektrum Signless-
Laplace Q(T'p,, ).

Bab IV Penutup
Bab ini akan memaparkan kesimpulan dan saran untuk penelitian

selanjutnya.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Teori Graf

2.1.1 Graf

Definisi 2.1
Graf G adalah pasangan (V(G), E(G)) dengan V(G) adalah himpunan tidak
kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut titik, dan E(G) adalah
himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik berbeda di
V(G) yang disebut sisi (Chartrand dan Lesniak, 1996:1).

Definisi 2.2
Banyaknya unsur di V(G) disebut order dari G dan dilambangkan dengan n(G),
dan banyaknya unsur di E(G) disebut ukuran dari G dan dilambangkan dengan
m(G). Jika graf yang dibicarakan hanya graf G, maka order dan ukuran dari G
masing-masing cukup ditulis n dan m. Graf dengan order n dan ukuran m dapat
disebut graf (n, m). Sisi e = (u, v) dikatakan menghubungkan titik u dan v. Jika
e = (u, v) adalah sisi di graf G, maka u dan v disebut terhubung langsung
(adjacent), v dan e serta u dan e disebut terkait langsung (incident), dan titik u
dan v disebut ujung dari e. Dua sisi berbeda e; dan e, disebut terhubung
langsung (adjacent), jika terkait langsung pada satu titik yang sama. Untuk
selanjutnya, sisi e = (u, v) akan ditulis e = uv (Chartrand dan Lesniak, 1996:1-

2).
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Dari definisi-definisi tersebut penulis memberikan contoh dari suatu graf

yang merupakan pasangan dari himpunan titik V(G) dan himpunan sisi E(G).

Uy V3
Gambar 2.1 Contoh Graf G(4,3)

Graf G pada Gambar 1 mempunyai order 4 dan mempunyai ukuran 3, dapat
dinyatakan sebagai G(V(G),E(G)) atau G(4,3) dengan V(G)={vy,v,, v3, 1,4} dan
E(G)={ey, e, e3}. Titik-titik yang terhubung langsung di antaranya v; dengan v,,
v; dengan v;dan v, dengan v,. Titik v; dan e; serta v, dan e; dikatakan terkait
lagsung. Sisi e; dan e, juga e; dan e3 dikatakan sisi yang terhubung langsung

(adjacent).

2.1.2 Derajat Titik

Definisi 2.3
Derajat dari titik v di graf G, ditulis degg(v), adalah banyaknya sisi di G yang
terkait langsung (incident) dengan v. Titik v dikatakan genap atau ganjil

tergantung dari degg(v) genap atau ganjil (Chartrand dan Lesniak, 1996:2).
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Contoh 2.1: Diberikan graf G sebagai berikut:

’\ _//’

\ / . /
;// . j S .-.\ s

Gambar 2.2 Contoh Graf G (5,9)
Dari contoh tersebut dapat dituliskan derajat masing-masing titiknya adalah

sebagai berikut:

degs(vy) =3
dege(vz) = 3
dege(v3) = 4
dege(vy) = 4
dege(vs) = 4

Perhatikan bahwa jumlah total derajat titik di G adalah 18 sedangkan
banyak sisinya adalah 9. Ini menunjukkan bahwa jumlah derajat semua titik di G
adalah 2 kali banyak sisi di G.

Selanjutnya diberikan suatu teorema yang menunjukkan hubungan antara
jumlah derajat semua titik dalam suatu graf G dengan banyak sisi, yaitu m sebagai

berikut.
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Teorema 2.1:
Jumlah derajat semua titik pada suatu graf adalah genap, yaitu 2 kali banyak

sisi pada graf tersebut. Dengan kata lain, jika G=(V(G),E(G)) maka:

P
> dege(w) = 2m
i=1

Bukti:
Setiap sisi adalah terkait langsung dengan dua titik. Jika setiap derajat titik
dijumlahkan, maka setiap sisi dihitung dua kali (Chartrand dan Lesniak,

1996:3).

2.1.3 Graf Terhubung

Definisi 2.4
Misalkan G graf serta u dan v adalah titik di G (yang tidak harus berbeda).
Jalan u-v pada graf G adalah barisan berhingga yang berselang-seling W:
U=U,, €1, Uz, €2, ..., Uk1, €k Ux = Vv antara titik dan sisi, yang dimulai dari titik
dan diakhiri dengan titik, dengan e; = u; —u;_1,i=1, 2, 3, ..., k adalah sisi di
G (Chartrand dan Lesniak, 1996:16).

Up disebut titik awal, uy disebut titik akhir, titik uq, u,, ..., uxq disebut titik
internal, dan k menyatakan panjang dari W. Jika up # ux, maka W disebut jalan
terbuka. Jika up = uy, maka W disebut jalan tertutup. Jalan yang tidak mempunyai
sisi disebut jalan trivial.

Karena dalam graf dua titik hanya akan dihubungkan oleh tepat satu sisi, maka

jalan u-v, W: u=v,, ey, vi, €2, Vo, ..., €n, Vp=V
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dapat ditulis menjadi W: u=v,, v, Vo, ..., Vo -1, Va=V.

Jalan W yang semua sisinya berbeda disebut trail. Jalan terbuka yang
semua titiknya berbeda disebut lintasan. Dengan demikian setiap lintasan pasti
merupakan trail, tetapi tidak semua trail merupakan lintasan.

Teorema 2.2
Setiap jalan u-v pada suatu graf selalu memuat lintasan u-v
(Chartrand dan Lesniak, 1996:17).
Bukti
Misalkan W adalah jalan u-v di graf G. Jika W tertutup, maka jelas W memuat
lintasan trivial di G. Misalkan
W: u=v, V1, Vo, ..., V-1, Vo=V
adalah jalan u-v terbuka. Jika tidak ada titik yang berulang di W, maka W
adalah lintasan u-v. Jika ada titik yang berulang di W, misakan i dan j adalah
bilangan bulat positif berbeda dengan i < j sehingga vi; = v;. Maka, suku v;,
Vi+1, ..., Vj dihapus dari W. Hasilnya sebut Wi, yakni jalan u-v baru yang
panjangnya kurang dari panjang W. Jika pada W; tidak ada titik yang
berulang, maka W; adalah lintasan u-v. Jika pada W; ada titik yang berulang,
maka lakukan proses penghapusan seperti sebelumnya, sampai akhirnya
diperoleh jalan u-v yang merupakan lintasan u-v.
Definisi 2.5
Misalkan u dan v titik berbeda pada graf G. Titik u dan v dikatakan terhubung
(connected), jika terdapat lintasan u-v di G. Suatu graf G dikatakan terhubung

(connected), jika untuk setiap titik u dan v yang berbeda di G terhubung.
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Dengan kata lain, suatu graf G dikatakan terhubung (connected), jika untuk
setiap titik u dan v di G terdapat lintasan u-v di G. Sebaliknya, jika ada dua titik
u dan v di G, tetapi tidak ada lintasan u-v di G, maka G dikatakan tak

terhubung (disconnected) (Chartrand dan Lesniak, 1996:18).

2.1.4 Graf dalam Matriks
Definisi 2.6
Misalkan G graf dengan order n (n> 1) dan ukuran m serta himpunan titik
V(G)={vy, Vo, ..., vn}. Matriks keterhubungan (atau matriks adjacency) dari
graf G, dinotasikan dengan A(G), adalah matriks (n x n) dengan unsur pada
baris ke-i dan kolom ke-j bernilai 1 jika titik v; terhubung langsung dengan titik
v; serta bernilai O jika titik v; tidak terhubung langsung dengan titik v;. Dengan
kata lain, matriks keterhubungan dapat ditulis A(G) = [a;], 1 <, j < n, dengan
_{l jikav,v, € E(G)
%\ \o jikav,v, ¢ E(G)
(Chartrand dan Lesniak, 1996:1).

Matriks keterhubungan suatu graf G adalah matriks simetri dengan unsur 0
dan 1 dan memuat nilai 0 pada diagonal utamanya. Hal ini karena graf tidak
memuat lup dan tidak memuat sisi paralel.

Contoh 2.2 :
Pada Gambar 2.2 himpunan titik V(G) = {v,v,, v3,v4,v5} dan himpunan sisi
E(G) = {v1v3, v1vy, V1Vs5, VoV3, V304, VaVs, V3Vy, V3Vs, UaVs}.

Maka, diagram dan matriks keterhubungan graf G sebagai berikut:
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V1 Vp V3 V4 Vs
vip0 001 1 1
172[0 01 1 1
AG =71 1 0 1 1|
v4[1 11 0 1J
sl 1.1 1 0

Definisi 2.7
Misalkan G graf dengan order n (n > 1) dan ukuran m serta himpunan titik
V(G) = {v1, V2, ..., Vo} dan himpunan sisi E(G) = {es, €2, ..., en}. Matriks
keterkaitan (matriks incidence) dari graf G, dinotasikan dengan B(G) adalah
matriks (m x n) yang unsur pada baris i dan kolom j adalah bilangan yang
menyatakan berapa Kkali titik v; terkait langsung dengan sisi e;. Dengan kata
lain, matriks keterkaitan dapat ditulis B(G) = [bjj], 1 <i<n, 1 <j < m dengan

1 , Jika v; terkait langsung dengan e;
"0 , jika v, tidak terkait langsung dengan e,

(Chartrand dan Lesniak, 1996:2).
Contoh 2.3
Misalkan graf G dengan himpunan titik V(G) = {vi, vz, Vs, V4, Vs} dan himpunan
sisi E(G) = {viVa, ViVs, VaVs, VoV4, VoVs, V4Vs}. Maka, diagram dan matriks

keterkaitan dari graf G sebagai berikut.

11 el 12
€1 € €3 €4 €5 €¢
G- 1f 17 1 0 0 0 O

: e a3

e Uz[l 01 1 1 0]
B(G)=v3]0 0 1 0 0 O
« . 0 0 01 0 1
Vs ° V4 V3 sl 1 0 0 1 1
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Selain matriks adjacency dan matrik incidence Matriks derajat dari
matriks G, dinotasikan dengan D(G), adalah matriks diagonal yang elemen baris
ke-i dan kolom ke-i adalah derajat dari v;, i = 1, 2, 3, ..., n. Jadi, matriks derajat

dari graf G dapat ditulis D(G) = [d;j], 1 <1, j < n, dengan

4 Jdea(vi) =]
I g 0

Matriks L(G) D(G) — A(G) disebut matriks laplace (Biyikoglu, 2007:3).

Matriks Q(G) = D(G) + A(G) disebut matriks signless-laplace (Brouwer dan

Haemers, 2010:1).

2.2 Analisis Matriks
2.2.1 Matriks
Definisi 2.8
Matriks adalah susunan segi empat dan siku-siku dari bilangan-bilangan.
Bilangan-bilangan dalam susunan tersebut dinamakan entri dalam matriks
(Anton, 1997:22). Suatu susunan dari bilangan (atau simbol) yang terdiri dari
m baris dan n kolom adalah matriks m x n (Jain dan Gunawardena, 2004:17).
Dari definisi di atas, bilangan-bilangan yang dimaksudkan adalah
bilangan-bilangan riil. Bilangan yang terdiri dari m baris dan n kolom adalah
susunannya saja. Misalkan A adalah matriks dengan ukuran m baris dan n kolom,
m dan n merupakan bilangan riil, maka matriks A dapat ditulis:
ai; a7 Qi

_lax asn t Aop
A =% % :

An1t Q2 7 Amn
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Suatu matriks yang terdiri dari n baris dan 1 kolom disebut sebagai vektor

kolom dengan ukuran n atau vektor, sedangkan matriks yang terdiri dari 1 baris
dan n kolom disebut sebagai vektor baris dengan ukuran n. Matriks yang
berukuran 1 X n atau n x 1 dinotasikan sebagai R™ (Jain dan Gunawardena,

2004:17).

2.2.2 Operasi Matriks

Definisi 2.9
Jika A dan B adalah sebarang dua matriks yang ukurannya sama, maka
jumlah(sum) A+B adalah matriks yang diperoleh dengan menjumlahkan entri-
entri pada B dengan entri-entri yang bersesuaian pada A dan selisih (difference)
A — B adalah matriks yang diperoleh dengan mengurangi entri-entri pada A
dengan entri-entri yang bersesuaian dengan B. Matriks dengan ukuran yang
berbeda tidak dapat di jumlahkan atau di kurangkan (Anton dan Rores,
2004:28).

Contoh 2:

Perhatikan matriks-matriks berikut;

2 1 0 3 -4 3 5 1
A=|-1 0 2 4|,B=|12 2 0 -1
4 -2 7 0 3 2 —4 5
Maka
-2 4 5 4 6 -2 -5 2
A+B=|-1 2 2 3|ldnAdA—-B=|-3 -2 2 5
7 0 3 5 1 -4 11 -5
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2.2.3 Macam-Macam matriks
Definisi 2.10
Matriks identitas adalah matriks yang memiliki 1 pada diagonal utama, dan 0
untuk yang lain (Larson dan Valvo, 2009:65). Jika ditulis:
[1 0O 0 -- 0]

o 1 0 - of
o2 of N2 .. L0l

HEDS
Definisi 2.11
Misalkan A adalah matriks n x n. Jika terdapat B matriks n X n, seperti
AB = | = BA, dimana I adalah matriks identitas n X n, maka B disebut invers
dari A, dan A disebut invertible. Matriks invertible juga dapat disebut sebagai
nonsingular. Invers dari matriks A dinotasikan dengan A~!. (Jain &
Gunawardena, 2004:115).

Suatu matriks bujursangkar yang semua entrinya yang tidak terletak pada
diagonal utama adalah nol disebut matriks diagonal. Matriks bujursangkar yang
semua entri di atas diagonal utamanya adalah nol disebut matriks segitiga bawah
(lower triangular) dan matriks bujursangkar yang semua entri di bawah diagonal
utamanya adalah nol disebut matriks segitiga atas (upper triangular). Suatu
matriks baik segitiga bawah maupun segitiga atas disebut matriks segitiga (Anton,

dan Rorres, 2004:74).
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2.2.4 Gaus Eliminasi dan Gaus Jordan
Dalam Howard Anton (1997), suatu matriks dikatakan dalam bentuk
eselon baris tereduksi (reduced row-echelon form) jika mempunyai sifat-sifat

berikut:

1. Jika baris tidak terdiri seluruhnya dari nol, maka bilangan tak nol pertama
dalam baris tersebut adalah 1. (dinamakan 1 utama)

2. Jika terdapat baris yang seluruhnya terdiri dari nol, maka semua baris seperti
itu di kelompokkan bersama-sama di bawah matriks.

3. Dalam sebarang dua baris yang berurutan yang seluruhnya tidak terdiri dari
nol maka 1 utama dalam baris yang lebih rendah terdapat lebih jauh ke kanan
dari 1 utama dalam baris yang lebih tinggi.

4. Masing-masing kolom yang mengandung 1 utama mempunyai nol di tempat
lain.

Suatu matriks yang mempunyai sifat-sifat 1, 2 dan 3 dikatakan berada
dalam bentuk eselon baris (row-echelon form).

Bentuk matriks eselon baris tereduksi:

1 0 0 1
A= [O 1 2]
0 01 3
Contoh 2.4:

Ubahlah matriks A berikut sehingga menjadi matriks berbentuk eselon baris

tereduksi!

A=12 4 -10 6 12 28

2 4 -5 6 -5 -1

00—20712]
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Penyelesaian:
Langkah 1. Letakkan kolom paling Kiri (garis vertikal) yang seluruhnya tidak

terdiri dari nol.

A=|2 4 -10 6 12 28
2 4 -5 6 -5 -1

LKolom taknol paling Kiri

00—20712]

Langkah 2. Pertukarkanlah baris atas dengan baris lain, jika perlu, untuk

membawa entri taknol ke atas kolom yang didapatkan dalam langkah 1.

Baris pertama dan baris
kedua dalam matriks
terdahulu dipertukarkan

RSO SER SN 12

2 DY (R S =il

2 4 —-10 6 12 28]

Langkah 3. Jika entri yang sekarang ada di atas kolom yang didapatkan dalam
Langkah 1 adalah a, kalikanlah baris pertama tersebut dengan % untuk

memperoleh 1 utama.

1 2 -5 3 6 14 - "
A=lo o =2 0o 7 12 aris pertama matriks
terdahulu dikalikan dengan Y.
2 4 -5 6 -5 -1

Langkah 4. Tambahkanlah kelipatan yang sesuai dari baris atas pada baris-baris

yang di bawah sehingga semua entri di bawah 1 utama menjadi nol.

1 2 -5 3 6 14 —2 kali baris pertama dari
A=]10 0 =2 0 7 12 ] matriks terdahulu akan
0 0 5 0 —-17 =29 ditambahkan pada baris ketiga.

Langkah 5. Sekarang tutuplah baris atas dalam matriks tersebut dan mulailah
sekali lagi dengan Langkah 1 yang diterapkan pada submatriks yang masih sisa.
Teruskanlah dengan cara ini sampai entri matriks tersebut berada dalam bentuk

bentuk eselon baris.
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1 2 -5 3 6 14 Baris pertama dalam submatriks
A=10 0 -2 0 7 12 dikalikan dengan ¥z untuk
0O 0 5 0 -17 =29 mendapatkan 1 utama.

LKolom taknol paling kiri dalam submatriks

1 2 -5 3 67 14 —5 kali baris pertama submatriks

A=10 0 1 O = —6 ditambahkan ke baris kedua dari
—17 =29 submariks untuk mendapatkan nol di

bawah 1 utama.

o

7 Baris atas dalam submatriks ditutupi
A= T UE i R, ) =(¢ dan kembali sekali lagi ke Langkah 1.

4-10 0 1 0 -2 -6
_0000% i |

T—Kolom taknol paling kiri dalam submatriks yang baru

12 =5 3 6 14| MBaris pertama (dan hanya baris pertama) dalam
A=|(0 0 1 0 —- —6] | submatriksyang baru dikalikan dengan 2 untuk
0O 0 O 0 1 ) mendapatkan 1 utama.

Entri matriks tersebut berada dalam bentuk eselon baris. Untuk mencari bentuk
eselon baris tereduksi diperlukan langkah tambahan berikut.

Langkah 6. Dengan memulai dari baris taknol terakhir dan bekerja ke arah atas,
tambahkanlah kelipatan yang sesuai dari setiap baris pada baris-baris di atas untuk

mendapatkan nol di atas 1 utama.

12 =53 6 14 7 kali baris ketiga dari matriks terdahulu
A= 0 ! 001 (znl't bahk da baris ked
0 0 0 0 1 2 itambahkan pada baris kedua

—6 kali baris ketiga ditambah baris
pertama

oS
Il
(@]
(@]
—_
(e}
(e}
—_
[
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5 kali baris kedua ditambahkan ke

A= baris pertama

1 2 0 3 0 2
0 01 0 01
0 0 00 1 2

Prosedur di atas untuk mereduksi matriks menjadi bentuk eselon baris tereduksi
yang dinamakan eliminasi Gauss-Jordan. Jika hanya menggunakan lima langkah
pertama, prosedur untuk menghasilkan eselon baris tersebut dinamakan eliminasi

Gauss.

2.2.5 Determinan

Definisi 2.11
Permutasi himpunan bilangan bulat {1, 2, ..., n} adalah susunan bilangan bulat-
bilangan bulat ini menurut suatu aturan tanpa adanya penghilang atau
pengulangan (Anton dan Rorres, 2004:90).

Suatu invers (inversion) dikatakan terjadi dalam permutasi (ji,j2, -, jn )
jika suatu bilangan bulat yang lebih besar mendahului suatu bilangan bulat yang
lebih kecil. Jumlah invers seluruhnya yang dapat terjadi dalam permutasi adalah
sebagai berikut:

1. Carilah banyaknya bilangan bulat yang lebih kecil dari j; dan yang membawa
Jj1 dalam permutasi tersebut.

2. Carilah banyaknya bilangan bulat yang lebih kecil dari j, dan yang membawa
J, dalam permutasi tersebut.

3. Lanjutkanlah proses perhitungan ini untuk js,...,j,—1. Jumlah bilangan-
bilangan ini akan sama dengan jumlah invers seluruhnya dalam permutasi

tersebut.
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Contoh 2.5:
Tentukan banyaknya permutasi (6, 1, 3, 4, 5, 2)
Penyelesaian :
Bilangan pertama dari permutasi tersebut adalah 6, karena 1 adalah bilangan yang
lebih kecil dari 6, maka di hitung 1 inversi, kemudian bilangan selanjutnya adalah
1, 3, 4, 5, 2 sehingga dari masing-masing bilangan tersebut di hitung 1 inversi,
jadi total invers untuk bilangan tersebut di hitung 1 inversi, jadi total invers untuk
bilangan 6 dalam permutasi tersebut adalah 1+ 1+ 1+ 1+ 1 = 5. Kemudian
langkah yang sama di gunakan untuk menghitung total invers pada bilangan
selanjutnya, sehingga diperoleh total invers untuk 1, 3,4, 5, 2 berturut-turut adalah
0,1,1,1. Jadi jumlah total inversi pada permutasi tersebut adalah 5+ 0+ 1 +
1+1=8.
Definisi 2.12
Suatu permutasi dinamakan genap (even) jika jumlah invers seluruhnya adalah
suatu bilangan bulat yang genap dan dinamakan ganjil (odd) jika jumlah invers
seluruhnya adalah suatu bilangan bulat yang ganjil (Anton dan Rorres,
2004:92).
Definisi 2.13
Hasil kali elementer adalah hasil kali yang berbentuk ay;,,asj,, ..., ayj,
dimana (jy,j,...,j, ) adalah permutasi himpunan {1,2,...,n}. Hasil kali

elementer bertanda A adalah hasil kali elementer ay;,, azj,, ..., a,;, dikalikan

J

dengan +1 atau —1. Penggunaan tanda + jika (jy, jz, ..., j, ) adalah permutasi
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genap dan tanda - jika (jy, jo, ..., j, ) adalah permutasi ganjil (Anton, 1997:61-
62).

Definisi 2.14
Misalkan A adalah matriks persegi. Fungsi determinan dinyatakan oleh det, dan
didefinisikan det(A) sebagai jumlah semua hasil kali elementer bertanda dari A.
Jumlah det(A) dinamakan determinan A (Anton, 1997:63).

Contoh 2.6:

Hitunglah determinan dari matriks berikut ini
a1 A1z 43
A3zx3 = |Q21 Q22 Ap3
az; azz d4ss
Penyelesaian
Matriks A berukuran 3 baris dan 3 kolom, maka berdasarkan definisi di atas, ada 3
entri hasil kali elementer pada matriks A yang masing-masing berasal dari baris
yang berbeda. Hasil kali elementernya dapat ditulis dalam bentuk a; ,a, ,as,
dimana titik-titik kosong menunjukkan nomor kolom. Karena pada hasil kali
elementer mensyaratkan perkalian pada entri matriks yang berasal dari kolom
yang berbeda, maka nomor-nomor kolom tersebut merupakan permutasi dari
himpunan {1,2,3}. Sesuai dengan definisi 2.14 maka determinan dari matriks
A543 adalah
a1 Az 413
Azyz = (21 G2z 423
az; aszz d4szz

=a11Qa22033 T 412073031 T A130210A3; — A13022031 — Q1202103 —

aq2033033
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Determinan suatu matriks dapat dihitung dengan mereduksi matriks tersebut
pada bentuk eselon baris. Metode ini penting untuk menghindari perhitungan
panjang vang terlibat dalam penerapan definisi determinan secara langsung.
Teorema 2.3:
Jika A adalah sebarang matriks persegi yang mengandung sebaris bilangan nol,
maka det(A) = 0.
Bukti:
Karena hasil kali elementer bertanda dari A mengandung satu faktor dari setiap
baris A, maka tiap-tiap hasil kali elementer bertanda mengandung faktor dari baris
bilangan nol dan sebagai konsekuensinya juga akan mempunyai nilai nol. Karena
det(A) adalah jumlah semua hasil kali elementer bertanda, maka didapatkan
det(A) = 0 (Anton, 1997:66).
Teorema 2.4:
Jika A adalah matriks segitiga n X n, maka det(A) adalah hasil kali entri-entri
pada diagonal utama, yakni det(4) = a;1a;; ... a,, (Anton, 1997:67).

Contoh 2.7: Hitunglah det(A)!

2 7 -3 8 3
[0—3751]
A=lo 0 6 7 6
0O 0 0 9 8
0 0 0 0 4

Penyelesaian:
Matriks A merupakan matriks segitiga atas (upper triangle). Menurut teorema 3

det(A) adalah hasil kali entri-entri pada diagonal utamanya, sehingga det(4) =

(2)(=3)(6)(9)(4) = —1296.
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2.2.6 Nilai Eigen dan Vektor Eigen
Definisi 2.15
Jika A adalah suatu matriks n x n, maka suatu vektor taknol x pada R"
disebut vektor eigen (eigen vektor) dari A jika Ax adalah suatu kelipatan skalar
dari x; yakni, Ax = Ax, untuk sebarang skalar A. Skalar 2 disebut nilai eigen
(eigen value) dari A, dan x disebut sebagai vektor eigen dari A yang
bersesuaian dengan A (Anton dan Rorres, 2004:384).
Untuk menentukan nilai eigen dari matriks A, persamaan Ax = Ax ditulis
kembali dalam bentuk
(A—ADx=0
dengan | adalah matriks identitas berordo n X n. Persamaan tersebut merupakan
sistem persamaan linier homogen dan akan mempunyai solusi taknol jika dan
hanya jika matriks (A — AI) singular (tidak mempunyai invers) akibatnya
det(A—AI) =0
Persamaan  det(A—AI) =0 disebut persamaan  karakteristik
(characteristic equation) matriks A, skalar yang memenuhi persamaan ini adalah
nilai-nilai eigen A. Apabila diperluas lagi determinan det(A — AI) adalah suatu
polinomial p dalam variabel A yang disebut sebagai polinomial karakteristik
(characteristic polynomial) matriks A (Anton & Rorres, 2004:385).
Jika A adalah suatu matriks n x n, maka polinomial karakteristik A
memiliki derajat n dan koefisien variabel A" adalah 1, jelasnya polinomial
karakteristik p(x) dari suatu matriks n x n memiliki bentuk:

p(AD) =detA—AD) ="+ A" 1+ .. +c,
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Berdasarkan teorema dasar aljabar bahwa persamaan karakteristik
M+ 1+ L +c, =0
(Anton dan Rorres, 2004:385)
Teorema 2.5
Jika A adalah suatu matriks segitiga n X n (segitiga atas, segitiga bawah, atau
diagonal), maka nilai-nilai eigen dari A adalah entri-entri yang terletak pada
diagonal utama matriks A (Anton dan Rorres, 2004:387).
Contoh 2.8:

Tentukan nilai-nilai eigen dari matriks segitiga atas:

a1 Q2 13 Q14
A= 0 axpn axy axy
0 0 as3 a3y
0

0 0 B4
Jawab:
A="a, i w—ais —aq3 —Qq4
- =aa| § TR T
0 0 0 A—ayy

= (A —a11)(A —az)A—azz)(d—as)
Sehingga persamaan karakteristiknya adalah:
A—a1)(A—az)(A—az)(d—ay) =0
Dan nilai-nilai eigennya:
M =ayy, Ay =ap, 43 =azz, Ay =ay
Setelah mengetahui nilai eigen, akan ditentukan suatu vektor eigen dari
matriks A yang terkait dengan nilai eigen A yaitu merupakan vektor-vektor taknol

X yang memenuhi persamaan Ax = Ax. Dengan kata lain vektor-vektor eigen yang
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terkait dengan A adalah vektor-vektor taknol di dalam ruang solusi (A — A)x =
0. Sehingga ruang solusi ini disebut dengan ruang eigen (eigen space) dari
matriks A yang terkait dengan A.

Contoh 2.9

Tentukan basis-basis untuk ruang eigen dari matriks

O08 2
A=11 2 1
MO M3

Penyelesaian

Persamaan Karakteristik matriks A adalah 23 — 512 + 814 — 4 = 0, atau dalam
bentuk terfaktorkan, (1 — 1)(A— 2)? = 0. Sehingga nilai-nilai eigen dari A
adalah 41 =1 dan A = 2. Dengan demikian terdapat dua ruang eigen dari A.

Menurut definisinya

Adalah suatu vektor eigen dari matriks A yang terkait dengan A jika dan hanya

jika x adalah suatu solusi nontrivial dari (A — AI)x = 0, yaitu:
-1 0 -2 1[* 0
1 2-21 1 X21=10
il 0 3 mededalX3 0
Jika A = 2, maka persamaan di atas menjadi
-2 0 =21™ 0
1 0 11bx3 0

Dengan menyelesaikan sistem ini menggunakan metode Gauss Jordan akan

menghasilkan
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1 0 1 0
0 0 0 O
0 0 0O

Jika ditulis dalam sistem persamaan berbentuk

R =i — S
xZ—t
X3 =S

Sehingga vektor eigen dari A yang terkait dengan A = 2 adalah vektor-vektor

taknol yang berbentuk

=& =5 0 -1 0
x:ltl:lol+t=s 0O|+¢t]1
S S 0 1 0

Karena

2]l

bebas linier, vektor-vektor ini membentuk suatu basis untuk ruang vektor eigen

yang terkait dengan A = 2. Jika 4 = 1 maka persamaannya akan menjadi

-1 0 -2 0

I~ RN 23| ="o

1 0 211x3 0

Dengan menyelesaikan sistem ini akan menghasilkan
1 0 2 O
01 -1 0
0 0 0 O

Jika ditulis dalam sistem persamaan berbentuk

Xy = —2x3 = —28
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Sehingga vektor eigen dari A yang terkait dengan A = 1 adalah vektor-vektor

-]
i

Adalah suatu basis untuk ruang vektor eigen yang terkait dengan 1 = 1.

taknol yang berbentuk

sehingga

2.3 Spektrum Graf

Definisi 2.16
Spektrum dari graf berhingga I' didefinisikan dengan spektrum dari matriks
adjacency A yang merupakan himpunan dari nilai eigen bersamaan dengan
multiplisitas dari nilai eigen tersebut (Brouwer dan Haemers, 2010:2)

Misalkan Aq, A1, ..., As_1 adalah nilai eigen berbeda dari A, dengan 1o> A4
> ... > As_q1, dan misalkan m(4o), m(41), ..., m(4s_;) adalah banyaknya basis
untuk ruang vektor eigen masing-masing A, maka matriks berordo (2 x n) yang
memuat Ao, A1, ..., As_1 pada baris pertama dan m(Ag), m(41), ..., m(1s_1) pada
baris kedua disebut spectrum graf G, dan Norman Biggs (1974) menotasikannya
dengan Spec(G). Jadi, spektrum graf G dapat ditulis dengan

ﬂ, ﬂ “es ﬂ_
SpeC(G)=[m(EO) m(/lll) m(flaiﬂ
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Contoh 2.10:
Untuk menentukan spektrum suatu graf, perhatikan graf komplit K; beserta

matriks keterhubungannya berikut ini:

v
9 U1 Uy V3

0 1 1
A(K3) =121 0 1
31 1 0
vy U3

Pertama akan ditentukan nilai eigen dari A menggunakan persamaan det(A —

Al) = 0. Diperoleh

011 100
det{[1 O 1(-4{0 1 0}|=0
110 0 0 1

-2 1 1

det|| 1 -4 1 ||=0
i 1 -2

~A Vi

1 -2 1|=-2+31+2=0
1

A2 -31-2=0

(A -=2)(A+1)°* =0.
Jadi, diperoleh nilai eigen A3 = 2 dan A, = -1.
Untuk A; = 2, maka

(A—ADx =0

=

|
N
X X X
N
Il
o o o

w
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Melalui operasi baris elementer pada matriks yang diperluas dari persamaan

homogen ini, diperoleh matriks eselon tereduksi baris berikut.

10 -10
01 -1 0}.
00 0 O
Diperoleh:
X1 —X3=0
Xo —X3=0

Diperoleh vektor eigen:
X, Xg 1
X, [=| X3 |=X5|1].
X3 Xq 1

Dengan demikian, terdapat 1 basis untuk ruang vektor eigen pada A; = 2.

Untuk A, = —1, maka

(A-ADx=0
11 1jx 0
111x,|=|0].
11 1|x 0

3
Akan diperoleh suatu persamaan tunggal, yaitu
X1+ X2+ X%X3=0

Diperoleh vektor eigen

X, — (X, +X3) -1 -1
X, |= X, =X, 1 [+X%X] O
Xq Xg 0 1

Dengan demikian, terdapat 2 basis untuk ruang vektor eigen pada A, = —1.
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Jadi, diperoleh nilai eigen A; = 2 dan A, = —1 serta m(A1) = 1 dan m(Lp) = 2.

Dengan demikian, maka spektrum graf K3 adalah

2 —
spec(Kg):{1 2}.

Spektrum yang dicontohkan di atas disebut spektrum Adjacency karena diperoleh

dari matriks Adjacency graf.

2.4 Grup
Definisi 2.17
Menurut Raisinghania dan Aggarwal (1980), suatu sistem aljabar (G,*) dengan
G bukan merupakan himpunan @ dan suatu operasi biner * dikatakan sebagai
grup jika memenuhi postulat:
(i) Hukum assosiatif berlaku pada operasi * :
(axb)*c=ax(bxc)....Va,b,c €EG
(if) Setiap unsur pada G mempunyai identitas terhadap operasi *, misal e
adalah identitas:
exa=a*xe=a...Va€eG
(iii) Setiap unsur di G mempunyai invers:
1 1 _

a‘xa=a*xa -=e.... dimana e adalah € G

Sebagai tambahan, grup (G,*) disebut abelian (grup komutatif) jika

a*b=Db=*a untuk semua abeG (Raisinghania dan Aggarwal, 1980:31).

Himpunan bilangan bulat Z dengan operasi jumlah memenuhi aksioma grup,

yakni (Z, +) adalah grup abelian.
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2.4.1 Grup Dehidral (D)
Definisi 2.18

Grup dihedral adalah grup dari himpunan simetri-simetri dari segi-n beraturan,

dinotasikan D, , untuk setiap n bilangan bulat positif dan n>3. Dalam buku

lain ada yang menuliskan grup dihedral dengan D, (Dummit dan Foote,
1991:24-25).

Misalkan D,, suatu grup yang didefinisikan oleh s dan t untuk S,t € D,,
yang diperoleh dari simetri (simetri sebagai fungsi pada segi-n, sehingga
s, t adalah fungsi komposisi). Jika S,t akibat permutasi titik berturut-turut o, 7,
maka st akibat dari o o7 . Operasi biner pada D,, adalah assosiatif karena fungsi

komposisi adalah assosiatif. Identitas dari D,, adalah identitas dari simetri (yang

meninggalkan semua titik tetap), dinotasikan dengan 1, dan invers dari S € D,,
adalah kebalikan semua putaran dari simetri s (jadi jika s akibat permutasi pada

titik o, s™* akibat dari &) (Dummit dan Foote, 1991:24-25).
Karena grup dihedral akan digunakan secara ektensif, maka menurut

Dummit dan Foote (1991) perlu beberapa notasi dan beberapa hitungan yang
dapat menyederhanakan perhitungan selanjutnya dan membantu mengamati D,,
sebagai grup abstrak, yaitu:

@airr, ...t

@ [f=2,

(3) s = r'untuk semua i.
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(4) sr' =sriuntuk semua 0<i, j<n-1 dengan i = j.Jadi
D, ={Lr,r’,...r" % ssr,sr’,..,sr"'}

yaitu setiap elemen dapat dituliskan secara tunggal dalam bentuk s*r' untuk k
=0atau 1dan 0<i<n-1.

(5) Sr=r’'s,

(6) sr' =r's, untuk semua 0<i<n.

Contoh 2.11

D¢ adalah grup dihendral yang memuat semua simetri (rotasi dan refleksi) pada

bangun segitiga sehingga D¢ = {1, , 1%, s, sr, sr’}.

2.4.2 Center Grup
Definisi 2.19
Dalam Raisinghania dan Aggarwal (1980) misal G grup, center dari grup G,
dituliskan Z(G) sebagai berikut:
Z(G)={z€G:2zx =x2,Vx E€G}
Jadi jika Z(G) adalah himpunan anggota G yang komutatif terhadap semua

anggota Z(G).

2.5 Graf Non Commuting
Definisi 2.20
Misal G grup non abelian dan Z(G) adalah center dari G. Graf non commuting

I'; adalah suatu graf yang mana titik-titiknya merupakan himpunan dari
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G\Z(G) dan dua titik x dan y terhubung langsung jika dan hanya jika xy #
yx (Abdollahi, dkk., 2006).
Teori graf juga membahas graf yang dibangun dari grup yang anggotanya
memenuhi sifat-sifat grup non abelian. I; adalah suatu graf yang titiknya adalah
bukan elemen-elemen center dari suatu graf G, titik-titik dari I; adalah G\Z(G)
merupakan pengambilan atau penghapusan elemen center pada graf G (Abdollahi,
dkk., 2010, Algebra Collogium).
Contoh 2.12
pada grup dihedral order 6 yaitu Dg = {1, r, r?, s, sr, sr’} terhadap operasi fungsi
komposisi. Diambil T'; = Dg maka akan ditentukan unsur yang tidak saling
komutatif melalui tabel berikut.

Tabel 2.1 Tabel Cayley Dg

° 1 r r S Ssr sr

2

1 1 r I s sr | sr?

r r & i sr s sr

r r 1 r Ssr Sr S

s s sr | sr? 1 r r?

sr (WS sr-

r sr S sr r r 1

Dari Tabel 1 terlihat bahwa:

1. Elemen 1 komutatif dengan setiap elemen Dy (sifat elemen identitas) sehingga
1 merupakan center di I'p (ditunjukkan pada tabel dengan warna merah).

2. Himpunan titik V(Ip  )={ 7, r2,s,sr,sr’}

3. Elemen-elemen pada Dg yang tidak komutatif ditunjukkan pada tabel dengan

warna biru dan elemen yang tidak komutatif terhubung langsung di Iy, .
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4. Untuk elemen-elemen yang komutatif maka elemen-elemen tersebut tidak
terhubung langsung di I'p, .

Secara geometri, graf non commuting pada Dy dapat disajikan sebagai berikut:

Gambar 2.3 Graf Non Commuting pada Grup Dg

2.6 Kajian Al-Qur’an tentang Graf

Al-Qur’an merupakan sumber dari segala sumber ilmu yang ada di dunia
ini. Segala sesuatu yang ada di dunia ini sebenarnya telah termuat dalam Al-
Qur’an. Seperti halnya ilmu pengetahuan merupakan hasil yang diperoleh dari Al-
Qur’an karena semua ilmu pengetahuan yang terlahir tidak lepas dari Al-Qur’an,
begitu pula dengan ilmu matematika salah satunya vyaitu teori graf yang
merupakan himpunan titik dan sisi. Suatu graf dinyatakan terhubung apabila dua
titik berbeda dalam suatu graf terdapat suatu lintasan (sisi) yang menghubungkan
kedua titik tersebut. Graf non commuting grup dihedral merupakan representasi
graf dari suatu grup dihedral. Graf dapat dinyatakan dalam bentuk matriks, salah
satunya adalah matriks adjacency. Matriks adjacency merupakan representasi
keterhubungan graf. Matriks adjacency bernilai 1 jika antara titik-titik dalam suatu

graf terhubung langsung dan bernilai O jika sebaliknya. Dalam Al-Qur’an hal
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tersebut dapat direpresentasikan dengan kegiatan silaturahim. Kata s>l 4la
(silaturahim) merupakan salah satu ajaran akhlak yang paling asasi.

Secara etimologi, kalimat yang berasal dari bahasa Arab ini merupakan
gabungan dari mudhof (kata yang disandarkan), yaitu kata shilah an mudhaf (kata
yang menjadi tempat penyandaran mudhaf), yaitu al-rahmi. Menurut kamus besar
Bahasa Arab Al-Munawwir, shilah juga dapat bermakna alagah, yaitu hubungan
atau menghubungkan. Dalam hal ini dapat di representasikan dengan graf yang
saling menghubungkan antar titik dengan suatu sisi.

Adapun kata al-rahmi seakar dengan kata al-Rahmah dari kata rahimah
yang bermakna kasih sayang. Selain itu kata al-rahmi itu sendiri juga
mengandung makna al-gqarabah atau kerabat, serta mustauda’ al-janin yang
artinya tempat bayi di dalam perut ibu atau rahim.

Secara terminologi, Imam Nawawi mengemukakan bahwa silaturahim
artinya berbuat baik kepada kerabat sesuai dengan kondisi yang menyambung
maupun yang disambung. Silaturahim dapat dilakukan dengan harta, benda,
pelayanan, kunjungan, salam, dan lain sebagainya. Senada dengan hal tersebut,
Ibnu Manzhur menjelaskan adanya kaitan antara kedua pengertian etomologi dan
terminologi silaturahim. la mengatakan, bahwa silaturahim merupakan kiasan
tentang berbuat baik kepada kerabat yang ada hubungan darah (nasab atau
kekerabatan) maupun perkawinan, bersikap sayang dan santun kepada mereka,
memperhatikan kondisi mereka, meskipun mereka jauh atau pernah menyakiti.

Seolah-olah dengan berbuat baik kepada mereka hubungan kekerabatan,
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perkawinan, dan hubungan sah telah terjalin (asy-Syafrowi, dkk, 2010:91-96).

Dalam Al-Qur’an dijelaskan

T T T S R A T T T N < TR < R IR R A

LS Nl Wi Eas W) G 155 330 et (o 23l 61 (555 15851 LT Gl
s Ao o Z.geg S Eoe P PN Fo g Sge &

@Ry ;&,J& O A Ol ple3VI5 ca o Jiles Al 158515 ZLA
Artinya: “Hai sekalian manusia, bertakwalah kepada Tuhan-mu yang telah
menciptakan kamu dari seorang diri, dan dari padanya Allah menciptakan
isterinya; dan dari pada keduanya Allah memperkembang biakkan laki-laki dan
perempuan yang banyak. dan bertakwalah kepada Allah yang dengan
(mempergunakan) nama-Nya kamu saling meminta satu sama lain[264], dan

(peliharalah) hubungan silaturrahim. Sesungguhnya Allah selalu menjaga dan
mengawasi kamu” (QS. An-Nisaa’/04: 1).

Dalam firman Allah tersebut terkandung makna bahwa Allah menciptakan
manusia untuk bertagwa, yang memelihara dan meliputi manusia dengan
kemurahan dan kedermawanan-Nya. Ingatlah bahwa Dia telah menciptakan
manusia dari satu jiwa (Nabi Adam), kemudian menjadikan kamu sebagai suatu
jenis makhluk (yaitu manusia) yang kemaslahatan-kemaslahatannya baru bisa
ditegakkan atas dasar saling menolong dan saling membantu, serta saling
memelihara dalam hal kebenaran. Bertagwalah kalian kepada Allah yang kalian
agungkan, dan kalian saling meminta antar sesama dengan memakai Asma dan
hak-Nya atas hamba-hamba-Nya di samping dengan kekuasaan dan pengaruh
yang dimiliki-Nya. Ingatlah baik-baik hak-hak silaturahim atas kalian, jagan
sampai kalian menyia-yiakannya. Sebab apabila kalian berbuat demikian, berarti
kalian telah merusak hubungan kekeluargaan dan persaudaraan (Al-Maraghi,
1993:314).

Perintah untuk bertaqwa tersebut secara nyata memperlihatkan kepada
manusia, bahwa sesungguhnya seorang manusia itu merupakan bagian dari

manusia lain yang terikat erat sebagai ketentuan baku dari-Nya. Adanya hubungan
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antar satu sama lain yang saling membutuhkan itu merupakan kodrat penciptaan.
Manusia tidak akan dapat hidup tanpa keberadaan manusia lainnya. Ketentuan
Allah swt. Ini menimbulkan suatu konsekuensi logis, bahwa untuk
melanggengkan hubungan di antara manusia, mereka perlu menjaga dan
memelihara silaturahim dengan sebaik-baiknya. Dengan kata lain silaturahim
merupakan sunnah penciptaan. Allah swt sendirilah yang telah memutuskan agar
manusia saling berhubungan dan bersilaturahim (asy-Syafrowi, dkk, 2010:98).
Sehingga jika seseorang tidak melakukannya akan merusak hubungan antar
manusia, sehingga Allah swt menegaskan dalam firmannya:

(D 05 KA1 s A B 30T
Artinya:  “Orang-orang beriman itu Sesungguhnya bersaudara. sebab itu

damaikanlah (perbaikilah hubungan) antara kedua saudaramu itu dan takutlah
terhadap Allah, supaya kamu mendapat rahmat” (QS. Al-Hujaraat/49:10).

Secara matematika suatu graf yang dapat direpresentasikan dengan matriks
adjacency terdapat suatu nilai bahwa 1 merupakan nilai entri matriks untuk graf
yang titiknya saling terhubung dengan sisi, dan bernilai O pada nilai entri matriks
jika sebaliknya. Hal ini jika dimaknai secara mendalam nilai 1 dapat
menggambarkan proses silaturahim antar sesama manusia yang baik. Jika
seseorang sebagal umat manusia saling bersilaturahim Allah sangat menyukai hal
tersebut sehingga kegiatan ini di mata Allah sangat indah dan akan menimbulkan
rasa kasih dan sayang antar sesama, begitu pula sebaliknya nilai 0
mendeskripsikan kebencian Allah swt terhadap manusia jika tidak melakukan

kegiatan silaturahim ini. Dalam suatu hadis dikatakan bahwa
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Artinya: “Tidak akan masuk surga orang yang memutus hubungan kekerabatan
(ar-rahim)” (HR. al-Bukhari dan Muslim).

Dalam ayat lain juga dijelaskan oleh Allah kepada siapa manusia bersilaturahim
dan seperti apa manusia bersilatuahim, firman Allah yang menerangkan hal

tersebut yakni:

de
AT oSullTly el Gl iy Gels) sl B2 o 15,85 N5 AT 1,067 o
- Ao

A, & //ﬁ"ﬂé’q}/ogﬂ/// - a7 P - 2 2 o1 3% 2< P W . .

L P I
5 st YUz §les

(@

|3 ()

(]

Artinya : “Sembahlah Allah dan janganlah kamu mempersekutukan-Nya dengan
sesuatupun. dan berbuat baiklah kepada dua orang ibu-bapak, karib-kerabat,
anak-anak yatim, orang-orang miskin, tetangga yang dekat dan tetangga yang
jauh, dan teman sejawat, Ibnu sabil dan hamba sahayamu. Sesungguhnya Allah
tidak menyukai orang-orang yang sombong dan membangga-banggakan diri”
(QS-An Nisaa’/4:36).

Dalam ayat tersebut terdapat kata-kata dekat-jauh yang dapat diartikan dengan
tempat, hubungan kekeluargaan, dan ada pula antara yang Muslim dan yang
bukan Muslim. Ayat tersebut sangat jelas bagi manusia untuk melakukan
hubungan baik kepada semua manusia. Poin terpenting lain dari pemaknaan
silaturahim adalah apa yang terangkum di dalam makna shilah itu sendiri, yaitu
menyambung  atau = menghubungkan.  Makna  “menyambung”  atau
“menghubungkan” menunjukkan bahwa ada suatu proses aktif dari sesuatu yang
pada mulanya tidak ada ikatan menjadi terikat atau dari sesuatu yang tidak tertata
menjadi sesuatu yang bersatu dan utuh kembali. sebagaimana sabda Rasulullah
saw Dberikut ini “Yang disebut bersilaturahim itu bukanlah seseorang yang
membalas kunjungan atau pemberian, melainkan bersilaturahim itu ialah

menyambungkan apa yang telah putus”. Secara matematika silaturahim
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direpresentasikan dari suatu graf terhubung sederhana yang titik-titiknya saling

terhubung langsung oleh suatu sisi.

Vs

Gambar 2.4 Graf terhubung

Pada gambar tersebut titik-titik yang ada dimisalkan sebagai dua orang tua, karib-
kerabat, anak-anak yatim, orang-orang miskin, tetangga dekat, tetangga yang jauh,
teman sejawat, ibnu sabil dan hamba sahaya, dan sisi merepresentasikan

silaturahim yang ditegakkan di antara mereka.
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HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini, dibahas mengenai spektrum graf non commuting yang
terbentuk dari grup dihedral berdasarkan tabel Cayley.
3.1 Spektrum Adjacency Graf Non Commuting Grup Dihedral

Grup dihedral adalah suatu grup yang anggota-anggotanya adalah simetri-
simetri dari segi n beraturan (poligon n). Grup dihedral ke n ditulis sebagai D,,,.
Anggota-anggotanya merupakan rotasi dan komposisi dari rotasi dan refleksi.
i) x={1,r,r’ ..., r"*} atau yang dikenal dengan himpunan bagian rotasi;
i) y = {s, sr, sr% ..., sr"*} atau yang dikenal dengan himpunan bagian komposisi

dari rotasi dan refleksi;

atau dapat dituliskan sebagai X = D,, dan y < D,,. Hasil operasi komposisi pada

grup dihedral akan diberikan dalam bentuk tabel Cayley.

3.1.1 Spektrum Adjacency Graf Non Commuting Grup Dihedral Dg (D.3)
Grup dihedral Dg dibangun dari elemen-elemen {1,7,72,s, s, sr?}, hasil

operasi komposisi pada setiap elemen grup dihedral berbentuk tabel Cayley yang

menunjukkan unsur-unsur yang tidak komutatif pada Dg sebagai berikut:

43
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Tabel 3.1 Tabel Cayley D

° 1 r r? s sr| sr

2

1 1 r i s sr | sr?

r r r? 1 sr? | s sr

I 1 r sr | sr

sr sr Sr S r 1 r

Sr Sr

Dari tabel Cayley 3.1, menentukan center Dy atau Z(Dg) yaitu {1} yang
ditunjukkan pada tabel dengan warna merah, dan elemen-elemen pada Ds yang
tidak komutatif ditunjukkan pada tabel dengan warna biru. Elemen-elemen yang

memenuhi sifat non komutatif dengan operasi o pada D, adalah:

2 2

ros#sor r2os#sor S oSr#Sros
roSr#sSror r2 o Sr#sror? Sosr’#sr®os
rosrt#sr:or r2 o sr?+#srtor? Sr osr? # sr? o sr

Sehingga graf non commuting dari grup D¢ memiliki himpunan titik-
titiknya I'p, = {r,72,s,sr,sr?}. Dari hasil tersebut akan digambarkan ke dalam

bentuk graf non commuting sebagai berikut:

Gambar 3.1 Graf Non Commuting pada Grup Dg
Graf non commuting grup Dy di atas menghasilkan matriks Adjacency

sebagai berikut:
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r ré¢ s sr sr?
r[00111]
2
r|00111
A(Tp,)=sf1 1 0 1 1
sr[lllOlJ
sr’l1 1. 1 1 0

Setelah mendapatkan bentuk matriks Adjacency akan dicari nilai eigen dan vektor

eigen dari matriks tersebut. Agar A menjadi suatu nilai eigen maka harus ada
penyelesaian taknol (nontrivial) dari persamaan (A(FDG) — il)x = 0. Akan
tetapi persamaan di atas mempunyai pernyelesaian taknol jika dan hanya jika
det(A(FDé) -1 I):O, sehingga nilai eigen dan vektor eigen dari matriks 4(T'p,)
dapat dicari dengan cara:

det(4(I'p,) — A1)=0

(0 0 1 1 1 [1000011
00111|01000||
det{l1 1 0 1 1]-2l0 o 1 0 olf=0
11101[00010”
li1 1110 looo o1
0 0 1 1 17 (A 0 0 0 O
00111 [0 2 0 0 0
det{l1 1 0 1 1|-|0 0 A 0 0|[=0
11101 lo oo a0
li 1110 ooooaJ
1 0 1 1 1
0 -2 1 1 1
detl1 1 -2 1 11]=0
1 1 1 -2 1
1 01 1 1 -2

Dengan mereduksi matriks menggunakan metode Eliminasi Gauss yang ada pada

software Maple 12, maka akan diperoleh suatu pola pada diagonal utamanya
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(11 - 1 1

OAT—2% 141 1+

00 I1+2A -A—1 0
00 O 1+ A -A—1

00 0 0 6+2x—2°

Karena det(A(FDé) - 11) adalah hasil perkalian diagonal matriks segitiga atas
berikut, maka diperoleh polinomial karakteristiknya yaitu:

det(A(p,) = A1) = (D@L + D2(6 + 21 — 22)

Karena det(A(FD6) -1 1) =0, maka

det(A(p,) = A1) = (DAL +D?(6+24—22) =0

Dan diperoleh nilai eigennya

/11:0,12:—1,/13:1—\/7,14:14‘\/7

Selanjutnya akan ditentukan basis untuk ruang vektor eigen. Menurut definisinya
X1
[
x =|X3
X4
Xs
Adalah suatu vektor eigen yang terkait dengan A jika dan hanya jika x adalah

suatu solusi nontrivial dari (A(FD6) -1 I)x = 0, yaitu

20 1 1 1 0
{0 -2 1 1 1}[] [ﬂ
[1 1 —A 1 1 l|xs]=
l1 1 A 1Jx4

1 1 Mlxs

Jika 1; = 0 maka persamaan di atas menjadi:
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0
0
1
1
1

Sehingga diperoleh matriks yang diperbesar untuk sistem tersebut adalah:

Dengan menggunakan eliminasi Gauss Jordan maka diperoleh:

Matriks tersebut akan membentuk sistem sebagai berikut:

[ = = N )

e A = [ N =R S

O @®Bo @

o R —_ O R R

SO O OO

1
1
1
1
0

[ o R S G R

SO O R OO

I

|

X1
X2
X3
X4
X5

[ Y S G S G

SO R O OO

| o

|l

Xl = B2 i
EP= 5
X3—O
x4 =0
X5:O

47

Sehingga vektor eigen dari A(T'p,) yang terkait dengan A, = 0 adalah vektor

taknol yang berbentuk
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vektor ini membentuk suatu basis untuk ruang eigen yang terkait dengan 1; = 0

sebanyak 1. Selanjutnya akan ditentukan basis untuk ruang vektor eigen yang

bersesuaian dengan A,. Untuk A,

(SR T S )

= —1 akan diperoleh persamaan:

[S U Y
[S U Y

Sehingga diperoleh matriks yang diperbesar untuk sistem tersebut adalah:

[1
|0
[1

;

07
0]
ol

q

(SR G )
(S U G
(S U U U G
(S U U U G

Dengan menggunakan eliminasi Gauss Jordan maka diperoleh:

oY L™ N
10000]
0al JPIAT
i o0 UING
008 POl 0P

Matriks tersebut akan membentuk sistem sebagai berikut:

x1 =0
X, =0
X3 = —X4 — X5
X4 =S
XSzt

Sehingga vektor eigen dari A(FDG) yang terkait dengan A, = —1 adalah vektor

taknol yang berbentuk
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vektor ini membentuk suatu basis untuk ruang eigen yang terkait dengan 4, = —1

sebanyak 2. Selanjutnya akan ditentukan basis untuk ruang vektor eigen yang

bersesuaian dengan A5. Jika A; = 1 — /7 akan diperoleh persamaan:

G 0 1 1 1 X

N S o W/ g A N
1 1 -1 -7 1 1 |x3|=|o|
1 1 1 —(1=V7) 1 40
1 1 1 1 -1 =+7) xs! Lol

Sehingga diperoleh matriks yang diperbesar untuk sistem tersebut adalah:

[—(1 —/7) 0 1 it 1 0
0 -1 =47 1 1 1 0
1 1 el 1 1 0
1 1 1 -1 -7 1 0
1 l 1 1 —-1-v7) o

Dengan menggunakan eliminasi Gauss Jordan maka diperoleh:

i 3
1000 ——
—1++7
3
0100 0
—1++7
0010 -1 0
0001 -1 0
0 0 0 0 0 o

Matriks tersebut akan membentuk sistem sebagai berikut:

3 3
X =————X5 = ————5
YT V7T ST
3 3

X)=———xe=———
2T 14NT T C1447
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X3 = X5 =S
Xy = X5 =S
X5 =S

Sehingga vektor eigen dari A(Tp,) yang terkait dengan A; = 1 —+/7 adalah

vektor taknol yang berbentuk

V=

X=S 1447
1
1
0

vektor ini membentuk suatu basis untuk ruang eigen yang terkait dengan A3 =
1 —+/7 sebanyak 1. Selanjutnya akan ditentukan basis untuk ruang vektor eigen

yang terakhir yaitu A,, jika A, = 1 + /7 akan diperoleh persamaan:

[—(1 +7) 0 1 1 1 ] 0
0 —(1++7) 1 1 ! [ ] [0]

1 1 —(1+4D 1 1 Ix3I |0

1 1 1 —(1++7) 1 J [0

1 1 1 1 -1 ++V7) > ol

Sehingga diperoleh matriks yang diperbesar untuk sistem tersebut adalah:

—(1 +/7) 0 1 1 1 0
0 —A+7) 1 1 1 0
1 1 —A+7) 1 1 0
1 1 1 —1+7) 1 0
1 1 1 1 -1+vV7) o

Dengan menggunakan eliminasi Gauss Jordan maka diperoleh:
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3 -
1 0 0 — 0
1++7
3
010 0 — 0
1++7
00 1 0 -1 0
00 0 1 -1 0
0 0 0 0 0 0

Matriks tersebut akan membentuk sistem sebagai berikut:

3 3
R A Ve
3 3
- 0K
= o 5
A §
IVE 3 S

Sehingga vektor eigen dari A(FDG) yang terkait dengan A; = 1 ++/7 adalah

vektor taknol yang berbentuk

Jadi banyaknya basis untuk ruang vektor eigen yang bersesuaian dengan A4,
dengan A, = 1 ++/7 adalah 1.

Sehingga spektrum Adjacency untuk graf non commuting grup dihedral Dg

L :[1+\/7 0 -1 1—\/7]
° 1 1 2 1
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Dengan cara yang sama akan dilakukan penelitian terhadap Dsg,
Di9, D13, ..., D, dengan bantuan Software Maple 12 untuk mencari nilai eigen

dan basis dari vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigennya.

3.1.2 Pola Spektrum Adjacency Graf Non Commuting D5,
Dari penelitian yang telah dilakukan, diperoleh spektrum graf non
commuting dari beberapa grup dihedral di antaranya:

Tabel 3.2 Polinomial Karakteristik Matriks Adjacency Beberapa Graf Non Commuting
dari Grup Dihedral (D,,,)

No | Graf Non Commuting Polinomial Graf Non Commuting

1 | Graf Non Commuting Dg (DA + D26+ 21— 12)

2 | Graf Non Commuting Dg (D)2 (8 + 41) <ZA + %AZ - %P)

3 | Graf Non Commuting Dio (D3 +1)*(20 + 421 — 42?)

4 | Graf Non Commuting Dip | (1)(A)*(~1)2(~2A — 12)(84 + 24) (— 22322070,
5 | Graf Non Commuting Dy, (DA + 1) (—2A2% + 61 + 42)

1 A(=96—601—42%+23
12 44

6. | Graf Non Commuting D1 | (1)(D)*(—1)3(—24 — 22)2(121 + 48)(— )

1 A(=160—96A—612+A3

7. | Graf Non Commuting D2y | (1)(1)8(—1)*(—21 — 22)3(161 + 80)(— = ) )
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Tabel 3.3 Spektrum Adjacency Beberapa Graf Non Commuting dari Grup Dihedral (D,,,)

No. Graf Non Kommuting Spektrum Graf Non Commuting

1. Graf Non Commuting Dg specc(Tp, ) = [1 +1\/7 (1) —21 1 —1\/7
2. Graf Non Commuting Dg specc(Tp, ) = ‘11 (3) —22]

3. | Graf Non Commuting Dy | specc(Ip,,) = :2 +12\/5 g —41 2 —12\/5'
4. Graf Non Commuting D1, | specc(Tp,,) = i2 +12\/7 g —22 2 —12ﬁ_
S. Graf Non Commuting D14 SpeCC(FDH) — :3 +1\/ﬁ (5) _61 3 _1\/5—1-
6. Graf Non Commuting D1 specc(Ip,, ) = :3 +1\/§ 8 —32 3 —f/ﬁ
7. | Graf Non Commuting Dyo | spec(Tp,,) = [4 +14\/5 102 —42 4 —14\/3

Lemma 1:

Polinomial karakteristik matriks Adjacency ATy, ) dengan n ganjil dan

n = 3 (n € N) adalah:

p() = A1+ )" (=2+ (n = DA+ (n(n— 1))

Bukti:

Diketahui grup dihedral D,, = {1, r, % ..

L s, sr,osr?, L., sr™Y Untuk n

ganjil diperoleh bahwa Z(D,,) = {1} karena V 1 jika dioperasikan dengan operasi

o di D,,, akan menghasilkan unsur-unsur yang saling komutatif. Dengan demikian

graf non commuting D,,, mempunyai himpunan titik { r, r%, ..., "% s, sr, sr% ...,

sr"'}. Karena n ganjil, maka sr’ # r's,i = 1,2, ...,n — 1, artinya s dan ' saling
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terhubung langsung di graf non commuting D,,,. Demikian juga, karena n ganijil,
maka srisr/ # srisrt, j=1, 2,..,n-1dan i =1,2,..,n— 1, dengan i # j, yang
berarti sr' dan sr/ saling terhubung langsung di graf non commuting maka

diperoleh matriks keterhubungan titik:

¥ _r? r*1 ¢ sr sr? ... grn-1
r 10 O 0 i S| S - 17
r2 [0 0 0= 1" S & A2 M
rie 00 OW M NG F /1 1
A, )= s |1 1 1 0 1 1 1
s |l il 1 1 0 1 1
srz |1 1 1 1 1 O 1
ST'n_l_l BN = N vV i &

Setelah mendapatkan bentuk matriks Adjacency maka akan dicari nilai eigen dan

vektor eigen dari matriks tersebut dengan cara:

det (A(Tp,, ) = A1)=0

32 1 s sr sr? S &

r =12 0 0 1 1 1 1

e 0, -1 0 1 1. W 1

o i ) —) NI 1 1

det (A(Tp,, )= 4)= s [1 1 i B T 1
sro |1 1 1 1 -2 1 1

sr2 |1 1 1 i 1

srt=1 1 e 1 1 1 - -2

Diperoleh matriks segitiga atas dari A(FDZH) — Al sebagai berikut:
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r or:.. 7l sr sr? .. sl
sl 1 1 -2 1 1 1
r2 |0 2 A 1-22 14212 14212 - 1+2
~-110 0 A n=22 n+d n+d - n+ A
s [0 o 0 144 —A=1 0 - 0
st [0 0 0 0 e, 0
o2 [0 0 0 0 0 1 i, 0
st o 0 - 0 0 0 1 e =A+@m— DA+ (n(n-1)

Polinomial karakteristik dari A(Tp, ) — Al adalah det (A(Tp,, ) — Al). Dengan
eliminasi Gauss-Jordan A(Tp,, ) — Al, diperoleh polinomial karakteristik dalam A
yaitu:

p(A) = MWL+ )" (=24 (n = DA+ (n(n— 1))
Teorema 1:

Spektrum Adjacency I', dengan n ganjil dann = 3 (n € N) diperoleh:

nz;l+\/(n—l)n+(nz;1)2 0 -1 nz;l—\/(n—l)n+(n7_1)zl
1 n—2 n-—1 1

Specc (Ip,, )=

(Elvierayani, 2013).
Bukti:
Dari lemma 1, diperoleh bahwa
p() = M1+ )" (=24 (n - DA+ (n(n— D))

Sehingga diperoleh nilai eigen

_ N2
Ay =0, 43 =—1, Ay, =n71i\/(n—1)n+(71)

Selanjutnya akan ditentukan basis untuk ruang vektor eigen yang bersesuaian

_1\2
dengan 1; = "2;1 + \/ (n—Dn+ (nTl) dengan mensubstitusikan ke (4(Tp,, ) —



56

?\11) dan mereduksi matriks menggunakan metode Gauss Jordan akan diperoleh

matriks eselon baris tereduksi berikut:

r
r |1
r?2 o
rn—l 0
¢ 4o
STr
0
2
St 0
n-1]*
Sr o

T
0

[N}

0

Tn—l

0

oS O

0

S Ssr sr
0 0 0

S -

0

0

= @

0

STn_l
n

E%l+/(n—1)n+(£%l)2

n
1%l+/(n—1)n+(£%l)2

n

1%l+/(n—1)n+(£%l)2

n—1 n—1 2
Dengan A = ~ J(n —Dn+ (T) yang elemennya menghasilkan 0

sebanyak 1 baris, maka banyaknya basis untuk ruang vektor eigen yang

m=il n—1\2
bersesuaian dengan 41 =——+ J(n - Dn+ (T) adalah 1. uUntuk 4, =0

disubstitusikan ke dalam (A(Tp, ) —2A,1) =0 dengan mereduksi matriks

menggunakan metode Gauss Jordan akan diperoleh matriks eselon baris tereduksi

berikut:
r
r r1l
rZ |0
r"-_l 0
S 0
sr |0
sr2 10
Srn—l 0

o

SO OO

R i e )

o O OO

SO O

o O OO

S O =

cCoOoR .-

cee S‘r'n_l

o

oOR OO -
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Dengan 42 =0 yang elemennya menghasilkan 0 sebanyak n-2 baris, maka

banyaknya basis untuk ruang vektor eigen yang bersesuaian dengan 42 =0

adalah n-2. Untuk A3 = —1 setelah di substitusikan ke (4(Tp,, ) —2sl)dan

mereduksi matriks menggunakan metode Gauss Jordan akan diperoleh matriks

eselon baris tereduksi berikut:

i S 0 RN eyl Al =L

r ST 10 0 0 0 O 01

7 A0 0__%B&I0" 0 0

1o 0 1 00 0 0

s |10 0 0 i1— 1

sr |0 O 0 0 0 O 0

sr2 10 0 0 0 0 0 0
sr" 'l o 0 00 0 0
Dengan A3 = -1 yang elemennya menghasilkan 0 sebanyak n-1 baris, maka

banyaknya basis untuk ruang vektor eigen yang bersesuaian dengan 43 = —1

— n— 2 5 4 4
adalah n-1. Untuk 44 = "2—1 - \/(n —Dn+ (Tl) setelah di substitusikan akan

diperoleh matriks eselon baris tereduksi berikut:

r
r |1
% o
o |
* 1o
sr

51:2 8
syl 0

"
0

o O O

20 n—1

T
0

o O O

s S Sir

0 0 O

S O

= O O

STn_l
n

—E§l+- (n—l)n+(2§l)2

n

—2%l+- (n—l)n+(2%l)2
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n-1 n—1\2
Dengan =~ — \/ (n—1n+ (T) yang elemennya menghasilkan 0 sebanyak 1

baris, maka banyaknya basis untuk ruang vektor eigen yang bersesuaian dengan

n—1 n—-1\2
- - \/(7’1 —Dn+ (T) adalah 1.

Sehingga :
n— n— 2 n— n— 2
spece ()= [+ - om () 0 1 e e ()]
1 n—-2 n-—1 1
Lemma 2:

Polinomial karakteristik matriks Adjacency A(FDZn)dengan n genap dan

n = 6 (n € N) adalah:

PO=@" (1T (=24 = 2T [@n - 9+ (? - 2] [ 1 At Dt

. n
2n—4 7+

Bukti:

Diketahui grup dihedral D,, = {1, r, >, ..., "% s, sr, sr?, ..., st™}. Untuk n

genap diperoleh bahwa Z(D,,) = {1,1’%} karena V 1, r%jika dioperasikan dengan
operasi o di D,, akan menghasilkan unsur-unsur yang saling komutatif. Dengan

demikian graf non commuting D,,, mempunyai himpunan titik {r, r?, ..., " s, sr,

n n
sr?, srz, srztt . s 2, sr"'} yang mana berjumlah 2n — 2. Karena n genap,

maka sr! # r's, i = 1,2,..,n — 1, artinya s dan r* saling terhubung langsung di
graf non commuting D,,,. Demikian juga, dengan srisr/ = sr/sri, j=1, 2,..., n-1

dan i =1,2,..,n— 1, dengan i # j, maka sr’ dan sr/ saling terhubung langsung

di graf non commuting D,, kecuali jika srisr/ = rz yang berarti sr‘ dan sr/
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tidak saling terhubung langsung di graf non commuting D,, maka diperoleh

matriks keterhubungan titik:

n n n

ror? e v ls g osr?e sy lsrzsratle. gpnt2 gpnol
"0 0 0 ] My 1 1 1 - 1 14
T lo oo 01 1 1 « 11 1 - 11
1 Lo S T R S T A S S

0 0 01 1 1 10 11
P 4 160 1 & 101 11
:‘:2 11 ha? o' N 1 ) N1
A 1110 ' i1 I

A(FDzn): :n g ALY W O S

__1 . .
S A 111 1 0ASL, 1 1 0
e ) [ eI R T R % I A
| e L IOl e R g
i hT T T R N TR O
el (T -5 1 100 B0 8 R07 A1 VIR

Setelah mendapatkan bentuk matriks Adjacency maka akan dicari nilai eigen dan

vektor eigen dari matriks tersebut dengan menyelesaikan persamaan

det (A(Tp,, ) — A1)=0:

7P o S G G sra !t srz sratl.. gpn2 gpne1
Lo1-A 0 - 1 1 1 11
L ol gl frl 1 11
Yot ; : ; P P
0 0 -2 1 1 1 i 11
T /a1 1 -1 e 1 0 1 11
STl 1 ] A8\ B I 11
det(A(F )—21)— SO | T L~ _; Y 1 0 1
D2n - Y 8 g 8 : : .
__1 . . . . . .
972 T Al 1 1 1 1 -2 1 1 1 0
srz | 1 R—g—— 1 -2 1 101
sz 1| ol 1 1 -2 11
gn2 |1 1 1 1 1 1 1 1 1 -1 1
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Diperoleh matriks segitiga atas dari A(Tp,, ) — Al sebagai berikut:

rorte s sr sr? srat st sritt s st
r 11 1 -2 1 1 1 0 1 1 1
2 |0 2 . 2 1-22 1+ 22 1+22 1+22 1 1+ 22 1+2% 1+ 22
110 0 -+ 2 m=3)=-2 m-3)+A (n—-3)+2 - m—-3)+2% m-3) m-3)+A% - (n—-3)+22 (n—13)+2%
s [0 0 - 0 A 0 0 0 -1 0 0 0
st |0 0 - 0 0 -1 0 0 2+2 -A-1 0 0
sr2 [0 0 - 0 0 0 -1 0 2+1 0 0 0
A LR : ‘ ; i i i -2-1
srz’ 10 0 - 0 0 0 0 =il 2+4 0 0 -1-1
a3 |00 0 0 0 0 0 —22-2*  22+2 - 0 0
ny 00 - 0 0 0 0 0 0 —21—2% 0 0
sz : . : H
jnfz o0 0 0 0 0 0 0 0 0 o @n—4)A+ (n* - 2n) —(n—-2)2-22
sr m2 b. 2 3
anio o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 _ 1 ,M n(2n? —4n)} —{(n nz)(n +2OM-(n—HA2+ 2
2n—4 7+ A

Polinomial Karakteristik dari A(Tp,, ) — Al adalah det (A(Tp,, ) — Al), merupakan hasil

perkalian semua unsur diagonal utama matriks segitiga atas tersebut, sehingga diperoleh:

PA)=W @ (—1)'F (24 - )T [(2n - D2+ (02 = 2m)) [ om0 Do ]

. n
2n—4 74

Teorema 2:
Spektrum Adjacency I'p, dengan n genap dann = 6 (n € N) diperoleh:

n—2 5n2—12n+4 n-2 5n2—12n+4
Specc (I, )= - 1 WS B g

3n—-6 n-—2
1 — 1
2

(Elvierayani, 2013).
Bukti:

Dari lemma 2, diperoleh bahwa

PA=@" (- 1T (21— 2YT [@n - DA+ (02 = 2m)] [ Gt (0 Dot

. n
2n—4 7+

Sehingga diperoleh nilai eigen

n—2 5n2—-12n+4 n—2 5n2—12n+4
M=t T =0, =2 2y =T P

Selanjutnya akan ditentukan basis untuk ruang vektor eigen yang bersesuaian

dengan A; =+ /@ dengan mensubstitusikan ke (A(Tp,, ) — 1) dan

mereduksi matriks menggunakan metode Gauss Jordan akan diperoleh matriks



61
eselon baris tereduksi yang elemennya menghasilkan 0 sebanyak 1 baris, maka

banyaknya basis untuk vektor eigen yang bersesuaian dengan /11="2;2+

/w adalah 1. Untuk 1, = 0 disubstitusikan ke dalam (A(Tp, ) — A,I) dan

mereduksi matriks menggunakan metode Gauss Jordan akan diperoleh matriks

eselon baris tereduksi berikut:

r ré Bt ys e g srsr?e. srz o syt 2gpn1
r11 111 100 0 0 0 07
™ 10 0000 01 0 0 1 0 0
7 [0 0N0oWo 0 00 1 0 0 0 0
™ 1o 0 0 0 0 il 080 Y 0 1 0
™ 10 00 0 0 00 0 0 0 0 1
™o 0 0 0 0 00 0 0 - 0 0 0
s oo oo o LU 10 B8 K 0 0
st o 0 0 0 0 oy ) oo 0 0
st2 10 0 0 0 0 ol 0 el ROl o 0 0
srz]10 0 0 00O - 00 00 O O : 0 O
st"2l0 0 00O -~ 0000 0 0 - 0 0
srlo 0o 000 - 0000 O O - 0 O

Dengan 4, = 0 yang elemennya menghasilkan 0 sebanyak 3712—_6 baris, maka

banyaknya basis untuk vektor eigen yang bersesuaian dengan A, = 0 adalah 3n2_6.

Untuk 23 = —2 disubstitusikan ke dalam (A(Tp, ) — A1) dan mereduksi matriks
menggunakan metode Gauss Jordan akan diperoleh matriks eselon baris tereduksi

berikut:
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ror? e ls srsr?e. sy sy tsrasrzt it o syt 2gpnl

rrz 10 0000 000 0 O 0 0
. {01 0000 000 0 O 0 0
o1 | P P :

< oo 1.0 0 0 000 0 0 0 0
o |00 0100 000 1 1 11
o2 |00 0010 Il e, — 0 0 0
: Jo o 00 0 1 000 0 -1 0 0
or2|i o y o S S
» o o 00 00 100 0 0 -1.0
ST2 10 0 0 00 O 010 0 O 0 -1
srz |00 00 00 o of Wt i L1 1 g
5110 0 000 0 000 0 O 0 0
ai2(0 0 00 00 o\ pA D Jidr 0 0 0
Al 00 00 000 0 O 0\0
p' £ L0N0 0000 000 0 O 0% D

ST

Dengan A3 = —2 yang elemennya menghasilkan 0 sebanyak "2;2 baris, maka
banyaknya basis untuk vektor eigen yang bersesuaian dengan A; = —2 adalah

n—2 5n%—12n+4

— |/ disubstitusikan ke dalam (A(Tp,, ) — A1) dan

2 4

?. Untuk A, =

mereduksi matriks menggunakan metode Gauss Jordan akan diperoleh matriks

eselon baris tereduksi yang elemennya menghasilkan O sebanyak 1 baris, maka

. . g —2 5n2—-12n+4
banyaknya basis untuk vektor eigen yang bersesuaian dengan nT — %
adalah 1.

Sehingga :

n-2 5n2-12n+4 n-2 5n2—12n+4

==+ /— 0 -2 ==- /—
specc ([; =] 2 4 2 4

P ( DZ") n-2 3n—6

1 1

~ |

2
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3.2 Spektrum Laplace Graf Non Commuting Grup Dihedral
Setelah diteliti dan ditunjukkan sebelumnya mengenai spektrum Adjacency
dari graf non commuting dihedral (D2,) selanjutnya akan ditunjukkan spektrum
Laplace dari graf non commuting dihedral dengan konsep:
L(Tp,,) = D(I,, ) — A(Tp,,)
Untuk pencarian nilai eigen dan basis vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai
eigennya peneliti menggunakan Software Maple 12 untuk mempermudah

perhitungan.

3.2.1 Spektrum Laplace Graf Non Kommuting Grup Dihedral D¢ (D5.3)

Dalam pembahasan sebelumnya telah diketahui matriks Adjacency dari

graf non commuting dari grup dihedral Ds (Tp, ) adalah sebagai berikut:

r r2 s sr sr?
r0 0 1 1 1
2
o0 0 1 1 1
Alp,)=sf1 1 0 1 1
srllllOlJ
sr2l] 1 -0

Selanjutnya ditentukan matrik derajat dari grup dihedral De:

N

2

r r- S Sr Sr
r[30000]
r2|03000
D(Ip,)= s 10 0 4 0 0
sr[OOO4OJ
st’lo 0 0 0 4

Sehingga diperoleh matriks Laplace dari grup dihedral De:
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r r:2 s sr sr
rr3 0 -1 -1 -1

rlo 3 -1 -1 -1
O |
SrY | — — —_ —

sril1 -1 -1 -1 4

Setelah mendapatkan bentuk matriks Laplace maka akan dicari nilai eigen dan

vektor eigen dari matriks tersebut dengan cara:

det (L(Ip,) — A1)=0

3 0 -1 -1 -1 L 00 0 0
0 aY =hvt1 -1 |01000||

deti[-1 -1 4 -1 -1|/-2lo 0o 1 0 o}j=0
2157 4 21| [ o0 1 ol
SR . 8 l00001JJ
3 0 -1 -1 =11 (2 0 0 0 0
RN | L. [ N, B/ 40 (/40|

det|l-1 —=1 4 -1 -1|l-lo 0o 2 o0 ol|=0
S loooaoJ
S ST Yo Yo, 4

0 S ASAR i

Y31 10 =1

AN S g =0

N\l SMEss—5 1

—1 N\ ST

Dengan mereduksi matriks menggunakan metode Eliminasi Gauss yang ada pada

software Maple 12, maka akan diperoleh suatu pola pada diagonal utamanya

R -1

0 3—4 -1 -1 -1

0 0 -5+% 5—A 0

0 0 0 -5+ 5-—2A
0 0 0 0 -5A+°
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Karena det(L(FDG) - /11) adalah hasil perkalian diagonal matriks segitiga atas
berikut, maka diperoleh polinomial karakteristiknya yaitu:
det(L(Ip,) — A1) = (—1)(3 = A)(=5 + )*(=51 + 4?)
Karena det(L(FDﬁ) — /11) =0, maka
det(L(Tp,) — A1) = (—1)(3 = A)(=5 + D*(=52+ 42) = 0
Dan diperoleh nilai eigennya
=01=34;=5
Selanjutnya akan ditentukan basis untuk ruang vektor eigen. Untuk 4; =0

disubstitusikan ke dalam (L(Tp, ) — 2,1 diperoleh:

[3—0 0 —il 8 L ] [3 0 —1 =1l —1]
0 3-0 -1 -1 -1 |0 1 -1
e, sfidh Vel iy & R
{—1 1 14 ‘ l By —1J
1 =il g=1_ 1 -1 -1 4

Dengan mengeliminasi matriks dengan metode Gauss Jordan yang ada pada

software Maple 12, maka didapatkan:

(1000 -1
0100 -1
0010 -1
0001 -1
0000 0

Dari matriks di atas dapat dikatakan bahwa banyak basis ruang vektor eigen yang
bersesuaian dengan A;=0 sebanyak 1. Selanjutnya akan ditentukan basis untuk
ruang vektor eigen yang bersesuaian dengan A,. Untuk A, = 3 disubstitusikan ke

dalam (L(Tp, ) — 2,1) diperoleh:



3-3 0 -1 -1 -17 [0
[ 0 3-3 -1 -1 -1 ] | 0
1 -1 4-3 -1 -1 |=|-1
{ 1 -1 -1 4-3 -1 ‘ [—1
1 -1 -1 -1 4-31 [

Dengan mengeliminasi matriks dengan metode Gauss Jordan

software Maple 12, maka didapatkan:

[11000]
00100
00010
00001
00000

0
0
-1
-1
-1

-1
-1
1
-1
-1
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ada pada

Banyaknya basis untuk ruang vektor eigen yang bersesuaian dengan A, =3

adalah 1. Selanjutnya akan ditentukan basis untuk ruang vektor eigen yang

bersesuaian dengan A;. Dengan A; =5 disubstitusikan ke dalam (L(FDé)—

A1) diperoleh:

[3—5 0 -1 -1 -1 1 [—2

RO  3=5 -1 -1 99 |

| —1 -1 4-5 -1 1 |l=1-1

[ N VA<l 4-5 -1 J [—1
R [ [ P Y S K (2 )

Dengan mengeliminasi matriks dengan metode Gauss Jordan

software Maple 12, maka didapatkan:

11 1]
10553
11 1
0l > 753
000 0 O
000 0 0
000 0 0

ada pada
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Dari hasil tersebut banyaknya basis untuk ruang vektor eigen yang bersesuaian

dengan 43, dengan A; = 5 adalah 3.

Sehingga spektrum Laplace untuk graf non commuting I'p, = (1) ? g]

Dengan cara yang sama akan dilakukan penelitian terhadap
Dg, D19, Dg, ..., Dy,,. Sehingga akan membentuk suatu pola teratur dan dirumuskan

menjadi suatu lemma dan teorema dengan disertai bukti.

3.2.2 Pola Spektrum Laplace Graf Non Commuting D>,
Dari penelitian yang telah dilakukan, diperoleh polinomial karakeristik dan
spektrum Laplace graf non commuting dari beberapa grup dihedral di antaranya:

Tabel 3.4 Polinomial Karakteristik Matriks Laplace Beberapa Graf Non Commuting dari
Grup Dihedral (D,,)

No | Graf Non Commuting Polinomial Graf Non Commuting
! Non Commuting D (—1)B =) (=5+ 1)?(-51+ 1?)
. 24 — 101 + A2
2 Non Commuting Dg DU -5+ o 7 (—6+ 1A
3 Non Commuting Dy (DG =D3(=9 + D*(=91 + 1?)
. i 2\ 2
4 Non Commuting D, (=1)(6 = D3 (=9 + D?(=8+2) <_ %) (=10 + DA
5 Non Commuting D14 (—1D(7 = 1)°>(—13 + 1)°(=131+ 1?)
. _ 3
6. Non Commuting D (=18 = D)5 (~13 + D3 (=12 + A) (—W) (=14 + DA
. _ 4
7. Non Commuting Do (=1)(10 = )7 (=17 + )* (=16 + 2) <_W) (-18 + DA
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Tabel 3.5 Spektrum Laplace Beberapa Graf Non Commuting dari Grup Dihedral (D,,,)

No. Graf Non Commuting Spektrum Graf Non Commuting

1. Graf Non Commuting Ds specy(Tp,) = [g i 2]

2. Graf Non Commuting Dsg specy(To,) = [(1) ;L g]

3. Graf Non Commuting D1 SpeCL(FDm) N 2 g (1)]

4. Graf Non Commuting D1 specy,(Tp,,) = [130 2 S (1)]

5. | Graf Non Commuting D14 speci,(Tp,,) = [173 ; (1)]

6. | Graf Non Commuting Dys speci,(Tp,g) = [144 142 g (1)]

7. Graf Non Commuting Dy specy(Tp,,) = [158 156 17O (1)
Lemma 3:

Polinomial karakteristik matriks Laplace L(FDZn) dengan n ganjil dan n >
3 (n € N), adalah:
p() = (D) — D" 2((—2n+ 1) + )" ((-2n + DA + 12)

Bukti :
Diketahui grup dihedral D,, = {1, r, r% ..., "™ s, sr, sr%, ..., st™'}. Untuk n
ganjil diperoleh bahwa Z(D,,) = {1} karena V 1 jika dioperasikan dengan operasi
o di D,, akan menghasilkan unsur-unsur yang saling komutatif. Dengan demikian
graf non commuting D,,, mempunyai himpunan titik { r, r% ..., r"%, s, sr, sr?, ...,
sr™'}. Karena n ganjil, maka sri # r's, i = 1,2,..,n — 1, artinya s dan r saling

terhubung langsung di graf non commuting D,,,. Demikian juga, karena n ganjil,
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maka srisr/ # sr/srt, j=1, 2,.,n-1dan i =1,2,..,n— 1, dengan i # j, yang

berarti pula sr* dan sr/ saling terhubung langsung di graf non commuting maka

diperoleh matriks keterhubungan titik:

NN

n—1

A(FDZn) = " S

Sr

sr?

n—1

Sr

Dan matriks deraj

n—-1]

-0

Sr

cos= =

oo o=

N = =T

L1

at:

oS OoN

0

2

(=) (=) (@ ]

[ S = T

S © O~

0

SONSNS) ~

R RO e

3 ..

.rn

oo o~

OO0 S -

0

o O O

[ S = TS

=il

=l

_ O R e

P eee

el

[

2n — 2

Maka matriks Laplace graf non commuting dari grup dihedral D,,, adalah:

el s ST
0 -1 -1
0 -1 -1
0 -1 -1
n 1 -1
-1 2n-—-2 -1
-1 -1 2n—2
-1 -1 -1
-1 -1 -1

sr2 .. sr1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
2 -1
2n—2
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Setelah mendapatkan bentuk matriks Laplace maka akan dicari nilai eigen dan

vektor eigen dari matriks tersebut dengan cara det (L(FDZH)— /11):0 dan

diperoleh matriks segitiga atas dari L(FDZH) — A I sebagai berikut:

r r2 3 .. g S sr sr: . srn—2 R
Fol-1 -1 -1 . -1 2m—-2-2 -1 -1 -1 -1
r? 0 n—21 0 0 -1 -1 —1 iy -1
s /o 0 n-2 0 -1 -1 -1 -1 -1
R 0 n—2 S =1 -1 -1 -1
s o o 0 0 —2n+1+1 2n—1-2 0 0 0
s |0 0 0 - 0 0 Dpaila ) Dp—il=A | e 0 0
a2 10 0 0 - 0 0 0 —n+1+4 - 0 0
st 2o 0 0 . 0 0 0 0 v —2n+1+4  —2n—1-2
st o o 0 - 0 0 0 0 0 (=2n+ DA+ A2

Polinomial karakteristik dari L(T, ) — Al adalah det (L(Tp,, ) — AI), merupakan
hasil perkalian semua unsur diagonal utama matriks segitiga atas tersebut,
sehingga diperoleh:
p(A) = (-1 — D" 2((—2n+ 1) + )" ((=2n + 1)1 + 12)
Teorema 3:
Spektrum Laplace I',, dengan n ganjil dann = 3 (n € N) diperoleh:

2n—1 n 0]
n n—2 1

specy, (Ip,, )= [
(Elvierayani, 2013).
Bukti :
Dari lemma 3, diperoleh bahwa
p(d) = (=D — D" 2((=2n+ 1) + )" ((=2n + 1)1 + 12)
Sehingga diperoleh nilai eigen
M=2n—-1,4=n143;=0

Selanjutnya akan ditentukan multiplisitas dari setiap nilai eigen. Karena

multiplisitas itu sama dengan basis ruang vektor eigen yang besesuaian dengan A;,
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i = 1, 2, 3 dan basis merupakan baris nol pada matriks, substitusikan A; ke

(L(FDZH)—/L-I) dan dengan mereduksi matriks menggunakan meode Gauss

Jordan akan diperoleh matriks eselon baris tereduksi. Untung ruang vektor eigen

yang bersesuaian dengan 1, = 2n — 1 disubstitusikan ke dalam (L(Tp,. ) — A,1),

diperoleh matriks eselon baris tereduksi:

Y7
r [1
r2 0
rTl—l 0
S o
ST
sr? 0
. 0
n—1 :
ST n

—_

e O O O O e

0

1l g

1
0F -

il
0\~
8 1‘.
1=
0 0
0 0
0 0
0 0

%)
<

=
==
(=

=

=

=
— et

.o O O
-

0

%)

r

I [=1|=
(= =

|).;...

=5

e OOl
-

0

2,

95

<
=~
h

= 0=
=N =l

|H--

S

B @ = @ |
=

04

Dengan 41 = 21 — 1 yang elemennya menghasilkan 0 sebanyak n baris, maka

banyaknya basis untuk ruang vektor eigen yang bersesuaian dengan A =2n-1

multiplisitasnya sebanyak n.

Untuk 42 =n dengan mereduksi matriks

menggunakan metode Gauss Jordan akan diperoleh matriks eselon baris tereduksi

berikut:
r
r 1l
rZ [0
r".‘l 0
S 0
sr |0
sr2 10
Srn—l 6

o

o O

o
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Dengan A, = n yang elemennya menghasilkan O sebanyak n — 2 baris, maka
banyaknya basis untuk ruang vektor eigen yang bersesuaian dengan 1, = n adalah

n — 2. Untuk 1; = 0 akan menghasilkan matriks eselon baris tereduksi sebagai

berikut:
r r? 1 s sr sr? srn-1
r 11 0 0 0 0 O -1
r:2 10 1 04" FOLNO ~1
=110 0 1 0 0 0 -1
s 10 0 0 1 0 O -1
sr 10 O 0 0 1 0 -1
sr2 10 0 0 OF 208 1 -1
srn—1 0 0 - 0 Ol o1 (- T PO

Dengan A3 =0 yang elemennya menghasilkan 0 sebanyak 1 baris, maka
banyaknya basis untuk vektor eigen yang bersesuaian dengan A; = 0 adalah 1.

Sehingga diperoleh:

specy, (Ip,, )= [Zn -1 n 0].

n n—2 1

Lemma 4:
polinomial karakteristik matriks Laplace L(T'p, ) dengan n genap dan n > 6,

maka adalah:

n—2
2

4m?>—-3n+2) — (4n—6)1 + AZ} (—2n— 22+ 22)

(=2n+3)+21

pD) =(Dm-D"3((-2n+3) + ,1)%2((—271 +4)+21) {—
Bukti:

Diketahui grup dihedral D,, = {1, r, %, ..., "% s, sr, s, ..., s'™'}. Untuk n

genap diperoleh bahwa Z(D,,) = {1, r%} karena v 1, r%jika dioperasikan dengan
operasi o di D,, akan menghasilkan unsur-unsur yang saling komutatif. Dengan

demikian graf non commuting D,,, mempunyai himpunan titik {r, r?, ..., r"%s, sr,
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n n

Sr2, ST2, srzt!

,...,sr™2 s} yang mana berjumlah 2n — 2. Karena n genap,
maka sr! # ris, i = 1,2,..,n — 1, artinya s dan r* saling terhubung langsung di
graf non commuting D,,,. Demikian juga, dengan srisr/ # sr/srt, j=1, 2,..,, n-1
dan i =1,2,..,n— 1, dengan i # j, maka sr* dan sr’/ saling terhubung langsung
di graf non commuting D,, kecuali jika srisr/ = ra yang berarti sr’ dan sr/
tidak saling terhubung langsung di graf non commuting D,, maka diperoleh

matriks keterhubungan titik:

5 B ol B BB sr%_lsr%sr%+1--- grn=2 gpn-1

(ISR DP O 10 B B0 SIS
e 1A VYL L D
ERY | R - s 4 —
00 Ol bl BB iRl i 11
e E ] 10 1 11
N E! w8 ) 11 0 =
T A W I 1 1 1
A(FDZn): :n . . 3 9 . . . . . )

__1 . . . . . . . . .

S N N 0 1 1 1 0
srz |1 1 10 1 1 1 0 1 11
sraall 1 e N 1 1 0 1 1
g2 |1 1 11 1 1 1 1 1 0 1
1 1 11 1 1 01 1 1 0

21 - L]

r o r? .. rtlsg sr sr¥ . srz sr2 srzt e srtt2 gpnol
om0 .0 0 0 0 -« 0 0 0 -~ 0 0
10 n .. 0 0 0 0 - 0 0 0 - 0 0
rn.—l S H : : H H : :

00 - n 0 0 0 0 0 0 0 0
S oo -« 0 2n-4 o0 0 0 0 0 0 0
55:2 00 0 0 2n-4 0 0 0 0 0 0
" lo 0o - 0 0 0 2n-4 0 0 0 0 0

D(FDZn)= :n H : : . : : e -
() : : : : : : :

srzolo 0 0 0 0 0 2n-4 0 0 0 0

srz |0 0 0 0 0 0 0 2n-4 0 -~ 0 0

s3]0 0 0 0 0 0 0 0 2n-4 0 0

gn2]0 0 - 0 0 0 0 -~ 0 0 0 - 2n-4 0

gn1lo 0 - 0 0 0 0 ~ 0 0 0 0 2n-4
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Maka matriks Laplace graf non commuting dari grup dihedral D,,, adalah:

n

n n

ro or? .. gl sr sr? o srzt osrz o sratla. gpnt2 gl
"m0 .. 0 -1 -1 -1 e A -1 -1 e -1 -1 7
1o n . 0o -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
e | B : : P : - :

0 0 - n -1 -1 -1 e A1 -1 -1 e -1 -1
S l-1 -1 - -1 2n-4 -1 -1 - -1 0 -1 e -1 -1
St -1 -1 2n-40 -1 e -1 -1 0o~ -1 -1
ST q .
-1 -1 e -1 -1 -1 2n-4 -~ -1 -1 -1 A1 -1

L(FDZn) = :” : : : : : % % : : : : - -

sl =1 e =1 =1 -1 -1~ 2n-4 -1 e D | 0
sz |-1 -1« -1 0 -1 -1~ -1 2n-4 -1 ~ -1 -1
srattl-1 =1 - -1 -1 0 -1 -~ -1 -1 2n-4 - -1 -1
AP | ST R (| -1 -1 . -1 -1 -1 - 2n-4 -1
gl -1 -1 = -1 -1 -1 I i) -1 -1 - -1 2n-4

Setelah mendapatkan bentuk matriks Laplace maka akan dicari nilai eigen dan

vektor eigen dari matriks tersebut dengan cara det (L(FDZH)— /11):0 dan

diperoleh matriks segitiga atas dari L(FDZH) — A I sebagai berikut:

r r2 . ognid s sr 512 st sr7 st s’ syt
Sl =l g, = Fped) =il -1 o 0 =il -1 o1
r 0 n—-21 .. 0 2 =il =1 =i =10 =il -1 -1
2 | i : ; ] : ; ; ; ;
. o o n—2 -1 =il =1 £l =il =il -1 -1
-1 |0 0 0 (-2n+3)+1 (@n-3)-2 0 0 =i 1 - -1
s 0 0 0 0 (-2n+3)+2 (@2n-3)-21 0 0 =il 1 -1
o |0 0 0 0 0 (=2n+3)+1 - 0 0 0 0 -1
- | ] : : P 3
! LB W
Lo 0 w0 0 0 0 n (4 a)4a AR Gnenat 0 -1 1
LY, (Zn+3)42
Sri 0 0 0 0 0 0 K 0 _4(n?-3n42)-n-A+22  _ 4(n?-3n+2)-(4n-6)A+a2 0 _ (a4
sr2 y (=2n+3)+1 (=2n+3)+1
5 4(n2-3n+2)~(4n—-6)a+22
s o 0 o 0 0 0 0 0 0 _ e ana2) tn-oaea? 0 0
} e
ST 3 4(n2-3n+2)-(4n-6)A+A2
g0 0 w0 0 0 0 . 0 0 0 e 0
0 0 - 0 0 0 0 i 0 0 0 0 (—2n—2)A+ 2?

Polinomial karakteristik dari L(T, ) — Al adalah det (L(Tp,, ) — AI), merupakan
hasil perkalian semua unsur diagonal utama matriks segitiga atas tersebut,

sehingga diperoleh:

n—2
2

4> -3n+2)—(4n—6)1+ AZ} (=2n—2)2 + 22)

(—2n+3)+1

p) = D -D"3((-2n+3) + A)nz;z((—Zn +4)+2) {—
Teorema 4:
Spektrum Laplace I'p, dengan n genap dann = 6 (n € N) diperoleh:
2(n—1) 2(n-2) n 0
specy, (FDZn): % 72_1 n—3 1]

(Elvierayani, 2013).
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Bukti :
Dari lemma 4, diperoleh bahwa

4% =3n+2)—(4n—6)1+ 22
(-2n+3)+2

p() = (D - )" 2((-2n+3) + A)"Z;Z((—zn +4)+2) {_ }TZ (—2n— 2)A + A2)
Sehingga diperoleh nilai eigen

AM=2n—-1),4,=2n—-2), A3=n,1, =0
Selanjutnya akan ditentukan multiplisitas dari setiap nilai eigen. Karena
multiplisitas itu sama dengan basis ruang vektor eigen yang besesuaian dengan A;,
i =1, 2, 3, 4 dan basis merupakan baris nol pada matriks, substitusikan A; ke
L(Tp, ) — A;1 dan dengan mereduksi matriks menggunakan meode Gauss Jordan

akan diperoleh matriks eselon baris tereduksi. Untuk A; = 2(n — 1) setelah

disubstitusi ke (L(FDZn) — /111), diperoleh matriks eselon baris tereduksi sebagai

berikut:
T T O RCL T SR > P et
T [1 o0 0 0 0 0 =2 L2 =2,
2 2 2
2 o1 00 0 0 = umage
2 2 2
™ 1lo o 1 0 0 O ©=2 22 Bt
s 2 2 2
0 0 01 0 0 -1 b |
ST 1o o 0010 0 0 0
S lo o 0 0 0 1 0 -1 0
stz o 0 00 0 0 1 0 -1
'_2 M M .‘. .‘.
sr" o0 - 0 0 0 0 -- e 0
S.r.n—l
o o0 .- 0 0 O O - 0 - 0 0

dengan % baris yang nol, jadi untuk A2; = 2n — 1 memiliki multiplisitas sebanyak

%. Untuk A, = 2(n—2) setelah disubstitusi ke (L(T'p, ) —A,I), diperoleh

matriks eselon baris tereduksi sebagai berikut:



o=

0

0

Lo

dengan

O = O o

0
0

O .-

o O - o

0
0

(e}
o
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% baris yang nol, jadi untuk A, = 2(n —2) memiliki multiplisitas

sebanyak % Untuk A3 =n setelah disubstitusi ke (L(T'p,, ) — 23l), diperoleh

matriks eselon baris tereduksi sebagai berikut:

N g
N g

n—2

n—1

oo R X

0

-0

8]

S O =

OSSO OO OO O -

0
0

<

S O =

SO OO OO O -

0
0

n—

O = O »

O CHERE © Sile) -

0
0

S Sr

e S

0
0

sr2 sr3 ..
0
0
0

0
0

S O ONn

0
0

N3

n—2

S oo

0
0

(%}

0

0

dengan n — 3 baris yang nol. Jadi untuk 1; = n memiliki

OOQ

n—1

multiplisitas sebanyak

n — 3. Untuk A, = 0 setelah disubstitusi ke (L(Tp,, ) — A4I), diperoleh matriks

eselon baris tereduksi sebagai berikut:
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For2 P pnURneZnly o 23 g7 .. gpne2 gpnol
rz 1 0 0 0O 0 0 0 0 0 O 0 0 —17
T3 0 1 0 0O 0 0 0 0 0 O 0 0 -1
T‘ o 0 1 - 0O 0 0 0 0 0 O 0 0 -1
3 0 0 O 1 0 0 0 0 0 O 0 0 -1
e 0 0 O 01 0 0o O 0 O 0 0 -1
rnt 0 0 O 0O 01 0o 0 0 O 0 0o -1
S 0 0 O 0O 0 01 0 O O 0 0 -1
STZ 0 0 O 0O 0 0 01 0 O 0 0 -1
ST3 0 0 O 0O 0 0 0 01 O 0 0o -1
57" 0 0 O © O O .0 0 © i 0 0 -1
7210 00 - 000 0 00 0 - 1 i 0 -1
sr™210 0 0 .- 0 OO OO O O -~ 0 -+ 1 -1
sr»l0 0 0 -~ 0 O O O OO 0 -~ 0 - 0 0 A

dengan 1 baris yang nol, maka untuk A; = 0 memiliki multiplisitas sebanyak 1.
Sehingga diperoleh:

e . V(TR 1)) n 0

Spec,, (FDZn): % % n—3 1l

3.3 Spektrum Signless-Laplace Graf Non Commuting Grup Dihedral

Setelah diteliti dan ditunjukkan sebelumnya mengenai spektrum Adjacency,
spektrum Laplace dari graf non commuting dihedral (D,) selanjutnya akan
ditunjukkan spektrum Signless-laplace dari graf non commuting dihedral dengan
konsep:

Q(Tp,,) =D(Ip,.) + A(Ip,,).

Untuk pencarian nilai eigen dan basis vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai
eigennya peneliti menggunakan Software Maple 12 untuk mempermudah

perhitungan.
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3.3.1 Spektrum Signless-Laplace Graf Non commuting Grup Dihedral Dg

(D2.4)

Dalam teorema sebelumnya dapat diketahui matriks Adjacency dari Iy,

adalah sebagai berikut:

r

T3

S
A(FDB) = ST

sr?
3

Sr-L

mm RO O

=

[ = N )

PO RrRPORRN

Selanjutnya ditentukan matrik derajat dari Iy,

r

T3

S
D(FDS) = ST

sr?

sr3

OO OO O A=

=
w

S O OO H»O

S TONCIMNNCLA O

O OoORR L3

coroocof

Sehingga diperoleh matriks Signles-Laplace dari I},

r
T3

Q(Toy) = D(Tp,) + A(Tp,) = ssr

sr2

sr3

U NN T

w

(T TN

(SN < Y S QN N G g

O R B R R RS

N R e

RorRror R,y

obhocoocoocol

-Fooooc;(:; Iov—\or—xv—\r—lxtg

e

Setelah mendapatkan bentuk matriks Signless-Laplace

eigen dan vektor eigen dari matriks tersebut dengan cara:

det (Q(Ip,) — £1)=0

maka akan dicari nilai
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4 0 1 1 1 17 1 0 0 0 0 01
0 4 11 1 1 010 0 0 0
11 4 10 1 00100 O
detily 1 1 4 1 0o/ %o 0o 01 0 offT°
11 0 1 4 1 000 0 1 0
11 1.1 0 1 4 0 0 0 0 0 1
[f4 0 1 1 1 13 A 0 0 0 0 01
0 4111 1] [0 2 0 0 0 O
getllt 14 10 1f j10o 0 2 0 0 Ofj_,
1 M A 4 & WEI=0 05 =N 0
4 0 NS4S 1l |ox JDAG 8;.4 ©
L1 1101 4 Voo 000/ 4
4—2 0 ik 1 1 1
0 2= s 1 1 1
1 T Sa— 1 0 'Y s
1 1 iy -5l 0
1 1 0 . RLy R !
1 1 1 0 A vy

Dengan mereduksi matriks menggunakan metode Eliminasi Gauss yang ada pada

software Maple 12, maka akan diperoleh suatu pola pada diagonal utamanya

[ R 2= 0 |
04—21 1 1 1 1
0 0 -3+A 3—2A 1 -1
2
0 0 0 44 _BZO6AFA -4+ )
-3+ A -3+ A
2 2
0 0 h . 8— 6L+ A 8—6A+ A
-3+ A -3+ A
0 0 0 0 0 -(-2+1) (L—238)

Karena det(Q(FDB) — /11) adalah hasil perkalian diagonal matriks segitiga atas

berikut, maka diperoleh polinomial karakteristiknya yaitu:

8—61+12

det(Q(In,) — A1) = (M@= D3+ V(=4 + 1) (L) - (-2+ DA - 8)

Karena det(Q(FDB) - /11) =0, maka
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8—61+1%

det(Q(Ip,) = A1) = (DA - (=3 + D(~4+2) (Z25) — (-2 + DA - 8) =0
Dan diperoleh nilai eigennya
11:8,12:4,13:2

Selanjutnya akan ditentukan basis untuk ruang vektor eigen. Untuk A; =8

disubstitusikan ke dalam (Q (T, ) — 4 1)=0 diperoleh:

4-8 0 1 1 il 17140 1 1 1 17
|40 438 1 1 PRI, N 1 |
| 1 1N — g\ 0 ISR R 0N, 1 |
¥ 1 1oy —38 1 00 [ INECS TR —1 N WO |
| 1 1 0 1 4-8 1| [1 2 o1 -4 %]
| 1 1 1 0 1 a-gl L1 1 1 o 1 Z4

Dengan mengeliminasi matriks dengan metode Gauss Jordan yang ada pada
software Maple 12, maka didapatkan:

(10000 -1
01000 -1
00100 -1
00010 -1
00001 -1
00000 0

Dari hasil tersebut banyaknya basis untuk ruang vektor eigen yang bersesuaian
dengan A;, dengan A; = 8 adalah 1. Selanjutnya akan ditentukan basis untuk

ruang vektor eigen yang bersesuaian dengan A,. Untuk A, = 4 disubstitusikan ke

dalam (Q(FDB) — /1])=0 diperoleh:

| R OR R R
R R R ROO
el el
O R o
ORORRERE
R OR OR P
ororR,R
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Dengan mengeliminasi matriks dengan metode Gauss Jordan yang ada pada

software Maple 12, maka didapatkan:

[110000]
001010
000101
000000
000000
000000

Banyaknya basis untuk ruang vektor eigen yang bersesuaian dengan A, = 4

adalah 3. Selanjutnya akan ditentukan basis untuk ruang vektor eigen yang

bersesuaian dengan A;. Untuk A; = 2 disubstitusikan ke dalam (Q(FDB)—

}

Dengan mengeliminasi matriks dengan metode Gauss Jordan yang ada pada

A 1)=0 diperoleh:

| R OR R =
R R R RO
RO R NP R
ORNR R
RPNR O R
NP OR R

4

software Maple 12, maka didapatkan:

(1000 1 1]
0100 1 1
0010 -1 0
0001 0 -1
0000 0 0
0000 0 0

Dari matriks di atas dapat dikatakan bahwa banyak basis ruang vektor eigen yang
bersesuaian dengan 1; = 2 sebanyak 2.

Sehingga spektrum Signless-Laplace untuk graf non commuting grup dihedral Dg
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4 2
speccQ(l"DB):El; 3 o

3.3.2 Spektrum Signless-Laplace Graf Non commuting Grup Dihedral Dj;
(D2.6)
Dalam teorema sebelumnya dapat diketahui matriks Adjacency dari Iy,

adalah sebagai berikut:

r r2 r*r> s sr sr? sr3sr*srS
A0l I R
7210, 0l 0 OV LS i)
08 108 (0] 0 |\ 1IN
e Lol 08 08 O 10NT ST
Sl VA IS AR 1o)X W)

A(FDlz)_sr1111101101
T T O 4 D
el § A 4 RN o
gl 1 VidE- 4 Wil B
s B o WEN ) L L

Selanjutnya ditentukan matriks derajat dari I, , :

r 2 r* > s sr sr? sr3sr*srS
r@6 0 0 00 0O O O 0 O
o 6 000000 0 0
™[0 06 00 00 0 00
™[0 0060 000 0O
s|o 0o 0080 00 0 0

D(T,,) srl0 0 00O 0O 8 0 00O
st2l0 0 0 0 0 0 8 0 0 O
st3lo 0 0 0 0 0 0 8 0 O
st lo 0 0 0 0 0 0 0 8 1
st°lo 0 0 0 0 0 0 0 0 8

Sehingga diperoleh matriks Signless-Laplace dari I, , :

Q(FDn) = D(FD12) + A(FD12)
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1 0 00 0 0 0 0 0 O
01000 0O0UO0TO0O
001 00O0UO0UO0TO 0O
0001 00O0UO0TU 0O
000 0100UO0TUO0O
000 0O0OT1O0TUO0TUO0O0
000 0O0OUOT1UO0TUO0O
000 0O0OOUOT1O0O0
000 0O0O0UOU OT10O0
lo o 00000 0 0 1
02 0000O0UO0TU 0O
00A 0O0TO0O0OTUOTU OO
000 A2 00O0UO0TO 0O
0000 A 0O0TUO0TO0O
00000 AO0TUO0T OO
000 0O0O0A20TO00O0
000 0O0O0OAAXAO0O
000 O0O0OTUO0OUOUOAO
o0 0 000 00 0 0 A

A0 00 00 0 0 0 O

A

6 00111111
06 0111111
0006 111111
1111811011
st |1 1 1T e Y, |
sr2|1 39 1T (]
st311 1110 118 1 1
st*f11 11110 1 1 8 1
spPll 17 N 1 VoV i ) g
det (Q(Tp,,) — 41)=0

S

0 6 00111111
O 0 6 O gl plsAa 1 Nk
O © © & gt Bl i __Jigil Sl
1111811011
1111181101
1111118110
1111011811
11111011 81
't 1. 1.1 1 1 0 1 1 8
06 00111111
0 SO NGIORE1S S | S S S
0006 111111
1111811011
1111181101
1111118110
1111011811
1111101181

L

‘1 11111 0 1 1 8

(6 0 0 0 1 1 1 1 1 17
(6 0 0 0 1 1 1 1 1 17

Setelah mendapatkan bentuk matriks Signless-Laplace maka akan dicari nilai

eigen dan vektor eigen dari matriks tersebut dengan cara:

Q(FDlz)

det
det

=)
Il

~
o O |
©

<
Hord O |
o0}

<
Hrd A A O |
oo}

<
Hre Al A | O
o0}

<
Hre A Al | A O
o0}

~<
Hred A | O
o0}

<
COO | A
O

<
OO | O v v v v
O

<
O | OO A
O

<
| OO v v v v
O
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Dengan mereduksi matriks menggunakan metode Eliminasi Gauss yang ada pada

software Maple 12, maka akan diperoleh suatu pola pada diagonal utamanya

1 1 1 1 B—A 1 1 n 1 1
Da—A 0 1] 1 1 1 i 1 1
[[R] f—A 0 1 1 1 1 1 1
I i fi—A 1 1 1 1 1 1
oo I] 1] -7+ Ak T—A 1] 1 -1 I]
[[R] i] 1] i] -7+XA T—XA 1] 1 -1
2
00 0 0 0 0 —8+k—48 145+ A 0 -5+ A
-7+ A -7+ A
2 7l
00 0 0 0 0 0 48 — 140+ A _48—141+l 0
-7+ A -7+ A
2 2
A 0 0 0 0 0 0 43 — 14A+ A _48—141+1
T+ A -7+ A
oo I] 1] 1] 1] 1] 1] 1] —12+181—48

Karena det(Q(FDlZ) - /11) adalah hasil perkalian diagonal matriks segitiga atas

berikut, maka diperoleh polinomial karakteristiknya yaitu:

48—141+22

2
_22 _
= ) (=22 + 181 — 48)

det(Q(Tp,,) — A1) = (6 - * (=7 + V(-8 + 1)

Karena det(Q(FDlZ) — /11) =0, maka

48—142+22

2
- 2 —_ =
- r ) (-2*+181-48) =0

det(Q(Ip,,) — A1) = (1)(6 - )*(=7 + (-8 +2) (
Dan diperoleh nilai eigennya

A =9++/33,1,=8, 13 =6dan 1, =9 —+/33

Selanjutnya akan ditentukan basis untuk ruang vektor eigen. Untuk ruang vektor

eigen yang bersesuaian dengan A;. Dengan A, = 9 ++/33 disubstitusikan ke

dalam (Q(FDH) -1 I) diperoleh:
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-3—33 0 ] 0 1 1 1 1 1 1
] -3— 33 ] i 1 1 1 1 1 1
] 0 -3 0 1 1 1 1 1 1
] 0 ] -3—33 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 -1 1 1 0 1 1
1 1 1 1 1 -1— 33 1 1 0 1
1 1 1 1 1 1 -1—J33 1 1 0
1 1 1 1 ] 1 1 -1—437 1 1
1 1 1 1 1 0 1 1 -1—33 1
1 1 1 1 1 1 0 1 1 -1—33

Dengan mengeliminasi matriks dengan metode Gauss Jordan yang ada pada

software Maple 12, maka didapatkan:

6 (35 + 3733 )
(3+V3) (2+J33) (1 +J73)

tooo0o0o0000 -

10000000 - 6 (35+3/33)
G+y3)2+y33)(1+y33)

no1000000 - 6 (35 +3 /33
(3+y3)(z+y33) (1+33)

6(35+ 3,33 )

poolooooon - —_— Ak —
(B+y3)(2+V33) (1+33)

000010000 - e, 70 L
(z+y33) (1+J33)
000001000 - %5:3"'33,_
(z+y33) (14 33)
000000100 - 3,5_+3"'33,_
(z+y33) (1+J33)
000000010 0
000000001 =
000000000 0

Dari hasil tersebut banyaknya basis untuk ruang vektor eigen yang bersesuaian
dengan A, dengan A; = 9 ++/33 adalah 1. Selanjutnya akan ditentukan basis

untuk ruang vektor eigen yang bersesuaian dengan A,. Untuk A, =8

disubstitusikan ke dalam (Q(FDIZ) - A I) diperoleh:
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|
[EE N e = = )
|
—_ e e e e = O O N O
|
[ e R =)
|
[EEG N S = = R =)
e Y S e S S =
—_ O o O e e e e
(e} ot — () p— [ ot — it —
— — © L — (o) it o — —
— [} — o (=) e — — —_ —_
S — m) O = ok m ok km .

Dengan mengeliminasi matriks dengan metode Gauss Jordan yang ada pada

software Maple 12, maka didapatkan:

1000000000
0100000000
0010000000
0001000000
0000100100
0000010010
0000001001
0000000000
0000000000
0000000000

Banyaknya basis untuk ruang vektor eigen yang bersesuaian dengan A, =8

adalah 3. Untuk A5 = 6 disubstitusikan ke dalam (Q(FDIZ) — /11) diperoleh:

S e = I = =]
[EE N e = I = =)
L T T S e R = N )
L T T S e B R )
—_ kO k= N m e e e
N N T S S G G Y
—_ N = kO ke e = e
N —m = O = = e s

—_ O o N/ e e e
S~ R, N = = k==

Dengan mengeliminasi matriks dengan metode Gauss Jordan yang ada pada

software Maple 12, maka didapatkan:
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11110000 0 O
00001000 1 1
00000100-1 0
00000010 O -1
00000001 1
00000000 O
00000000 O
00000000 O
00000000 O
00000000 O

S O O O O =

Dari matriks di atas dapat dikatakan bahwa banyak basis ruang vektor eigen yang
bersesuaian dengan 4; = 6 sebanyak 5.

Selanjutnya akan ditentukan basis untuk ruang vektor eigen yang bersesuaian

dengan A,. Dengan A, =9 —+/33 disubstitusikan ke dalam (Q(FDu) — /11)

diperoleh:

-3+ 33 0 0 0 1 1 1 1 1 1
i -3+ 33 ] ] 1 1 1 1 1 1
0 0 -3+ 433 0 1 1 1 1 1 1
i ] ] -3+ 33 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 -1+ 433 1 1 0 1 1
1 1 1 1 1 = 1R 1 1 ] 1
1 1 1 1 1 1 -1+ 433 1 1 0
1 1 1 1 ] 1 1 =il 4&"50 1 1
1 1 1 1 1 0 1 1 -1+ 433 1
1 1 1 1 1 1 ] 1 1 -1+

Dengan mengeliminasi matriks dengan metode Gauss Jordan yang ada pada

software Maple 12, maka didapatkan:
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6(-35+3)33)
(-3+y33) (-2+y33) (-1+33)
6(-35+333)
(-3+V33) (-z2+y33) (-1+33)
6(-35+3)33)
(—2+y33) (-2 J33) (-1 4+ y33)
6(-35+333)
(-3+y3 ) (-2+ 3 ) (-1+y33)
—35+ 331
(-2+33) (-1+V33)
-35+ 3433
(-2+33) (-1+733)
—35+ 333
(—z+J33) (-1 +33)
ooo000001o0 -1
000000001 -1
000000000 0

looooo0o0n00 -

porooonoo0n0 -

gpotroooo0n0n -

oootronoo0n -

poonotroonoan

ooooo1roo0a0

ponooo100

Dari hasil tersebut banyaknya basis untuk ruang vektor eigen yang bersesuaian

dengan A4, dengan A, = 9 —+/33 adalah 1.

Sehingga spektrum Signless-Laplace untuk graf non commuting

SPGCCQ(FDH) 9+1\/ 8 6 & 2 \/33|

3.3.3 Pola Spektrum Signless-Laplace Graf Non Commuting Dyp,
Dengan cara yang sama akan diperoleh bentuk polinomial karakeristik dan
spektrum Signless-Laplace dari graf non commuting beberapa grup dihedral di

antaranya:
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Tabel 3.6 Polinomial Karakteristik Matriks Signless-Laplace dari Beberapa Graf Non
Commuting dari Grup Dihedral (D,,,)

No | Graf Non Commuting

Polinomial Graf Non Commuting

_ 2
1 Non Commuting Dg (DA =D(=3+D(=4+2) (%) —(=2+1)(1-8)
¢ Non Commuting D1, | (1)(6 — D)3(~7 + D*(-8 + ) (%)2 (=22 + 181 — 48)
3 Non Commuting D¢ (1)(8 = DS (=11 + )3 (=12 + 1) (120:12123;“)3 (=22 + 261 — 96)
4 Non Commuting Dao | (1)(10 — 2)7(=15 + 2)*(=16 + A) (22‘*‘3‘””2)4 (=12 + 341 — 160)

—15+24

5 Non Commuting Dy,

’ 2\5
(1)(A2 = )7(=19 + )5(=20 + 1) (36"_139831” ) (=A% + 422 — 240)

Tabel 3.7 Spektrum Signless-laplace Beberapa Graf Non Commuting dari Grup Dihedral

(l)Zn)

No. Graf Non Commuting

Spektrum Graf Non Commuting

1. Graf Non Commuting Dg

8 4 2
specQ(FD8)= 1 3 2]

2 Graf Non Commuting D12 | specq(Tp,,) = 9 +1\/§ 533 g 9 —1\/@]
3. Graf Non Commuting Dis | specq(Ip,,) = [13 +1\/ﬁ 142 130 g 13 —lx/ﬁ]
4, Graf Non Commuting Do specg(Toy,) = [17 +1\/m 156 144 170 17_@]

5. Graf Non Commuting Dyq4

specQ(FD24

)=[21+\/201 20 18 12 21—\/201]
1 6 4 K 1

Lemma5:

Polinomial karakteristik matriks Signless-Laplace Q(FDZn) dengan n genap

dan n > 8, adalah:

p(D) = W) — )"3((—2n +5) + A)"Z;Z((—Zn +4)+2) {W}T{(—an +4n) + (4n — 6)1 — 12)}

(—=2n+5)+1
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Bukti:

Diketahui grup dihedral D,, = {1, r, %, ..., "% s, sr, sr?, ..., st™'}. Untuk n

genap diperoleh bahwa Z(D,,) = {1, r%} karena V 1, r%jika dioperasikan dengan
operasi o di D,, akan menghasilkan unsur-unsur yang saling komutatif. Dengan

demikian graf non commuting D,,, mempunyai himpunan titik {r, r%, ..., " s, sr,

n n
sr?, srz, srztt . sr"2, sr™'} yang mana berjumlah 2n — 2. Karena n genap,

maka sr! # r's, i = 1,2,..,n — 1, artinya s dan r* saling terhubung langsung di
graf non commuting D,,,. Demikian juga, dengan srisr/ # sr/srt, j=1, 2,..., n-1
dan i =1,2,..,n— 1, dengan i # j, maka sr‘ dan s/ saling terhubung langsung
di graf non commuting D, kecuali jika srisr/ = ra yang berarti sr! dan sr/
tidak saling terhubung langsung di graf non commuting D,, maka diperoleh

matriks keterhubungan titik:

n n n

r 12 v ls srosr? .. srzlsrzsratl.. gpnm2 gpnl
CRSTONON A0 W i 11 1 1 1
o0 1l 111 11
a1 [N P P P

00 01 1 1 T PaN 1 iy 1
S 11 1f~o21D1 10 1 ¢
SS:Z 11 110 1 110 1
[ 1110 1Lt 11

A(FDZn) = :n i S - B " DU
__1 . . . . . . . . . . .

sre ol o1 11 1 1 01 1 10

srz |11 101 1 10 1 11

sratt|1 1 110 1 110 11

gn2 |1 1 1111 111 0 1
b1 11 1 1 01 1 10



Dan matriks derajat:

D(FDZn) =

n
srz7t
n
srz
n
sr2tt
ST R
S

n-1 L

=

SO OO -

r2 .. gpnlg
0 0

n 0 0
0 n 0
0 0 2n-4
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0
0 0 0

n
sr2t

n
Srz

n
sr2t

0

o

1
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srn2  gpn-l

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0
2n-4 0

0 2n -4

Maka matriks signless-laplace graf non commuting dari grup dihedral D,,, adalah:

Q (FDZn ) =

z
srzt
n
ST&2
2
Sri+1
Sie

G

[

co = = = ooo

1
L1

S o

N = SR

= ooo

1
1

,rn—l

0 1
0 1
n 1
1 2n-4
1 1
1 1
1 1
1 0
1 1
1 1
1 1

_

srz
1
1

=

E
Sr2

1
il

[ S

+1 cee

e sy

1 1

1 1

1 il

1 1l

1 1

1 1

1 0

1 1

1 1
2n-4 1

1 2n -4

Setelah mendapatkan bentuk matriks Signless-Laplace maka akan dicari nilai

eigen dan vektor eigen dari matriks tersebut dengan cara det (Q(FDZH) - /II):O

dan diperoleh matriks segitiga atas dari Q(FDZH) — A1 sebagai berikut:

T - 5 & & s o-Sooe o

T s ST ST
1 2n-4-1 1 1
0 1 1 1
n-21 1 1 1
0 (-2n+5+2 (@n-5-1 0
0 0 (-2n+5)+2 (@n-3)-2
0 0 0 (-2n+5)+2 -
0 0 0 0
0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

0
0
0
0

0
0

“ (~m45) 41 (2n-3)-2
(~2n+a)+1 -
p

Lo e

srztt

- [Ep ]
© o o orlooco 9

3

L _A0-5e-tnoons
. Canisria

srnt

cococorarRm

|
i

_ i
e

o o

et h

0

o
(=2n% + 4n) + (4n — 6)2 - 22
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Polinomial ~karakteristik dari Q(T'p, ) —Al adalah det (Q(Tp,,) — Al),

merupakan hasil perkalian semua unsur diagonal utama matriks segitiga atas

tersebut, sehingga diperoleh:

n—

2
4(n—5n+6)—(4n—10)A+1%2)"2 o2 _ 2
s S } ¥ (202 + 4n) + (4n - 6)2- 1)}

p() = (W —)"3((-2n+5) + A)#((—Zn +4)+2){

Teorema 5:
Spektrum Signless-Laplace I'j, dengan n genap dann = 8 (n € N) diperoleh:

L |[(@r="3) 28O 2 =2) P 2(m 3)s 7 (2n—-3)—V2n?-8n+9

specy(lp,, )= ; . g )

Bukti :

Dari lemma 5, diperoleh bahwa

n-2

}T {(=2n% 4+ 4n) + (4n — 6)1 — 2?)}

4(n—5n+6)—(4n—10)1+12
(—2n+5)+14

p(D) = W) — )" ((~2n +5) + /1)"2;2((—271 +4)+2){
Sehingga diperoleh nilai eigen

M=0@n—-3)+V2n2—-8n+9, 1, =2(n—2), 13=2(n—-3), 44=n,1s=2n—3) —V2n2 —8n+9

Selanjutnya akan ditentukan multiplisitas dari setiap nilai eigen. Karena
multiplisitas itu sama dengan basis ruang vektor eigen yang besesuaian dengan A;,
i =1, 2, 3, 4, 5 dan basis merupakan baris nol pada matriks, substitusikan A; ke
Q(Ip,, ) — A dan dengan mereduksi matriks menggunakan meode Gauss
Jordan akan diperoleh matriks eselon baris tereduksi. Untuk A; = (2n-3) +
Van® —8n + 9 setelah disubstitusikan ke (Q(Ip, ) — A1), diperoleh matriks eselon

baris sebagai berikut:



1%yl sposp? e srzlsrisrz
.t o 00 0 0 0 0 0
2 101 .. 00 00 0 0 0
rn:—l :

0 0 1 0 0 O 0 0 0
S1loo - 0100 0 0 0
ST 000 0 0 1 0 0 0 0
2
ST 104045 0 0 0 1 0 0 0
sr2=10 0 - 0 0 0 0 1.0 0
sz |0 0NV OL YL S0 0 01 0
sratllo 0 - 0 0 0 0 0 0 1
n2[0 0% -0 0 0 0 00 0
sn-1l0 0 -+ 0 0 0 0 0 0 0
dengan 1 baris yang nol, jadi
multiplisitas sebanyak 1.

Untuk A, = 2(n — 2)

+1

Sr

=)

0

1
0
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n—2 n—1

sr
2n3-8n2+11n)+3nv2n?—8n+9

[(n—3)+Van?—8n+9][(2+V2n2—8n+9) | [(1+V2n?—8n+9)]
2n3-8n2+11n)+3nv2n?—8n+9

[(n—3)+V2n?—8n+9][(2+V2n2—8n+9) | [(1+V2n?—8n+9)]

2n3-8n2+11n)+3nVan*—sn+9

[(n=3)+V2nZ—8n+9][(2+V2n>—8n+9)|[(1+V2n2—8n+9)]
(2n?—8n+11)+3v2n—8nt9
[ +Va—8m39) | [(1+V2r2—8nt9)]
(2n?—8n+11)+3v2n—8n+9
[(2+V2n2=8n+9)|[(1+Vzn?—8n+9)]
(2n?—8n+11)+3v2n—8n+9
B [(2+V2nZ=8n+9)|[(1+V2n?—8n+9)]

(2n?—8n+11)+3v2n—8n+9
E [(2++V2n2—8n+9)|[(1+V2n?—8n+9)]
=1l
=1l

=1l
0

untuk A; = (2n-3) + Van? —8n +9 memiliki

setelah disubstitusi ke

(Q(Tp,,) — A,I) diperoleh matriks eselon baris tereduksi sebagai berikut:

1

r
TZ h
. |0
rnfl ()
;; 0
0

2
Sf 0
LN
srzn 0
srz |0
ST'7+1 9
Srﬁ—z 0
S.r.n—l L0
dengan

’r' e r

O o O
1 0
0 1
0 0
0 0
0 0
0 - 0
0 - 0
0 - 0
0 - 0
0 - 0

© @

S e © O = O ...

o

O .-

n

0
0

S e ©O O R O 0

o

0
0

oOR OO -

n

Srzsrz

SFil

n—2

ST

0
0

_ o oo -

O .-

o

srit”

1

% baris yang nol, jadi untuk A, = 2(n —2) memiliki multiplisitas

sebanyak % Untuk A3 = 2(n —3) setelah disubstitusi ke (Q(Ip,, ) — 430),

diperoleh matriks eselon baris tereduksi sebagai berikut:
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ror? e s sposr? e sraisra lsrasratisratl e spn2gpnl
rrz 10 00 0 0 000 0 0 0 0
. |01 00 0 0 000 0 0 0 0
pn-1|E Pt P : :
< |00 1000 000 0 0 0 0
o |00 01 0 0 000 1 1 1 1
o2 |00 00 10 000 —1 0 0 0
. lo o 000 1 0 0 00, =g 1 0
] L F_gFr T e, ™ o
w0 o 00 0 0 100 0 0 -1 0
sz o o 0 00O 0 BEk g0 0 0 -1
srz |0 0 00 00 o a1 /1 i
srzt1 10 0 00 0 0 000 0 0 0 0
T 00 00 000 0 0 0 0
g2 |00 00 0 0 000 0 O 0 0
i L0 00 0 0 000 0 0 0 0

dengan nz;z baris yang nol. Jadi untuk A3 = 2(n —3) memiliki multiplisitas

sebanyak "2;2 Untuk 4, = n setelah disubstitusi ke (Q(Ip,,) — 441), diperoleh

matriks eselon baris tereduksi sebagai berikut:

r or2 rd . 32yl o 23 srz e syt 2l

rz r1 1 1 Tl Ok 0 JOK [0 0 0 07
X 0 0 O © Fo Osi o OF O 0 0 O
r 0 0 O 0O 0 0 0 1 0 O 0 0 O
ANEREEEE &
2 0 0 O 0O 0 0 0 0 0 O 0 0 O
ot 0 0 O 0O 0 0 0 0 0 O 1 © @
s 10 0 O © © 0. 00 -0 O 0 0 O
ST‘Z 0 0 O 0O 0 0 0 0 0 o 0 1 0
S7”3 0 0 O 0O 0 0 0 0 0 o 0 0 1
57.” 0 0 O 0O 0 0 0 O 0 O 0 0 O
ss2]0 00 - 000 0 000 0 : 0 0
sr™210 0 0 - 0 OO O 0 O O «+ 0 = 0 O
srmto 0 0 -~ 00 OO 0 OO0 - 0 - 0 o

dengan n — 3 baris yang nol, maka untuk A, =n memiliki multiplisitas
sebanyakn — 3. Untuk A = (2n-3) —v2n> —8n+9 setelah disubstitusi ke

(Q(I,, ) — 4sI), diperoleh matriks eselon baris sebagai berikut:
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n n

roor2 e s sposr? e sralsrasratlo. g2 srnt
r 10 .. 0000 = 000 - 0 _[—(n—3)+x/z_ng:j;j;[?i;iz::mx/zﬂ—8n+9)]
2 001 00 0 0 00 0 w0~
Mo 100 0 000 0~ R
S oo 0100 %000 -0 e
T 00010 000 %0 T vy
T oo 0001 000 0 BT
sr§;1 00 0000~ 100 = 0 e e By
2 : _
w2100 0~ 0000 001 4 0 0
Sl iaarck sy [
smn-it0 0 - 0 0O OO .- 0 0 O - O 0

dengan 1 baris yang nol, jadi untuk A5 = (2n-3) - V2n? —8n+9 memiliki
multiplisitas sebanyak 1.

Sehingga diperoleh:

(@ =13V 2nZ I8N 2 (= 2)) F2(m= 3) 7 (2n—3)—V2n2-8n+9
specq(lp,, )= 1 n L 1 :
2 2




BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan, maka dapat diperoleh kesimpulan sebagai

berikut :

1. Spektrum Adjacency I,

a. nganjil dann > 3 (n € N) diperoleh:

nz;l+\/(n—1)n+(§)2 0 -1 %—\/(n—l)n+(%)z]
1 = Wi g 1 1

specc (Ip,, ) =

b. ngenap dan n = 6 (n € N) diperoleh:
n—2 4 ’5n2—12n+4-
specc (Ip, )= | 2 4
1

. Spektrum Laplace I'p, .

2 n—2 5n2—12n+4
2 4

0
3n—-6 n-— 1
2

[\S]

> |

a. nganjil dan n = 3 (n € N) diperoleh:

2n—1 n 0
specy, (FDZn): [ n

=2z 1
b. ngenap dann = 6 (n € N) diperoleh:

2n—1) 2(n-2) n 0
specy, (Ip,,)= I n n l
2

E n—3 1

. Spektrum Signless-Laplace I, dengan n genap dan n > 8 (n € N) diperoleh:

_|@Gn-3)++v2n2-8n+9 2(n-2) 2n-3) n (2n-3)—v2n*-8n+9
SpeCQUbM)_[ 1 n n-2 n-3 1

2 2

96
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4.2 Saran
Bagi penelitian selanjutnya, disarankan untuk melanjutkan penelitian
mengenai spektrum Signless-Laplace graf non commuting grup dihedral D,,, pada
n ganjil. Penelitian selanjutnya juga dapat mencari teorema dari berbagai macam

spektrum yang dapat diperoleh dari graf non commuting dari grup lainnya.
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LAMPIRAN-LAMPIRAN

e Perhitungan Nilai Eigen dan Vektor Eigen yang Besesuaian pada matriks
adjacency graf Non Commuting grup dihedral D

> start;
start
> with(linalg) :
> d6 = matrix([[-1,0,1,1,1], [0,-A, 1, 1, 1], [1, 1,-A, 1, 1], [1, 1, 1,
X 1L (11,1, 1,-4]]);

> gaussjord (d6);

0000 |
1000
0100
0010
0001

S TSBO =

> gausselim (d6);
Tpla % 1 1

0 ) BT Friin 1+

00 1+A -A—1 0
00 O I+A -A—1

00 0 0 6+21—2°
> d60 = matrix([[0,0,1,1,1],[0,0,1,1,1],[1,1,0,1,1], [1, 1, 1,0,
1],[1,1,1,1,0]]);
(00111
00111
d60=|11011
11101
11110

> gaussjord (d60);



[11000]
00100
00010
00001
00000

> d63 = matrix([[1
1

’07 1’ 1’ 1]7 [07 ]" 17 17 ]‘]’ [1’ 1’ 17 17 ]‘]’ [17 17 1’ 17
1]3[13 15 19 31]]

b}

(1011
0111
d63=1111
Tt (T
1111

e e e

> gaussjord (d63);

[10000]
01000
00111
00000
00000

> d61 == marrix([[-(1 +v7),0,1,1,1), [0, - (1 +¥7), 1,1, 1],
RO P 1N - (W YE R dl e, 1 IR
+V7)1D);

'—1—\/7 0 1 1 1
0 T o 1 1 1
dél = 1 1 -1-J7 1 1
1 1 1 -1—-7 1
1 1 1 1 - & K

> gaussjord (d61);
Warning, unable to find a provably non-zero pivot

3
1000 —~——
14+J7
3
0100 ———
1+J7
0010 -1
0001 -1
0000 0

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG

AL LIBRARY

CENTI



> 466 = marrix([[-(1 = ¥7),0,1,1,1], [0, (1 = y7 ), 1,1, 1],
A (e R A PR R (R RIN R R
—Jy7)1D:
_—1+ﬁ 0 1 1 1
0 “1+7 1 1 1
de6 = 1 1 -1+J7 1 1
1 1 1 N 1
1 1 1 1 -1+7

> gaussjord (d66);
Warning, unable to find a provably non-zero pivot

3
1000 ———
-1+7
3
0100 ———
~1+J7
0010 = |
0001 S
0000 0

e Perhitungan Nilai Eigen dan Vektor Eigen yang Besesuaian pada
matriks Laplace graf Non Commuting grup dihedral D¢

> start;
start
> with(linalg) :
> d6 = matrix([[3 — A, 0,-1,-1,-1],[0,3 — A,-1,-1,-1],[ -1,-1,4
= AM-1-1],[-1,-1,-1,4 = A,-1], [ -1,-1,-1,-1,4 — A]]);

[3-2 0 -1 -1 -1
I e ]
0 s g

-1 -1 -1 4—-x -1
-1 -1 -1 -1 4—1

> gaussjord (d6);

[(10000]
01000
00100
00010
00001

> gausselim (d6);

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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[-1,-1,-1,4,-1], [ -1,-1,-1,-1,4]]);
[-1,-1,-1,1,-1], [-1,-1,-1-1,1]]);

> gaussjord (d63);

> d60 = matrix([[3,0,-1,-1,-1],[0,3,-1,-1,-1], [ -1,-1,4,-1,-1],
> d63 = mamix([[0,0,-1,-1,-1],[0,0,-1,-1,-1], [ -1,-1,1,-1,-1],

> gaussjord (d60);

>

> d65 = matrix([[-2,0,-1,-1,-1],[0,-2,-1,-1,-1], [ -1,-1,-1,—1,

-1, [-L-1-1,-1-1], [-1,-1,-1-1,-1]]);



[ -2 0 -1 -1 -1
0 -2 -1-1-1

des =| -1 -1 -1 -1 -1
-1 -1 -1 -1 -1
-1 -1 -1 -1 -1
> gaussjord (d65);
1 1 1
Lo 2 2 2
el
01 20
00 0 0 O
00 0 0 O
00 0 0 O

e Perhitungan Nilai Eigen dan Vektor Eigen yang Besesuaian pada
matriks Signless-Laplace graf Non Commuting grup dihedral Dg

> with(linalg) :

> 48 = matrix([[4 — 10,1, 1,1,1],[0,4 — A, 1,1, 1, 1], [1, 1,4 — A,
1,0,1],[1,1,1,4 — A, 1,0],[1,1,0, 1,4 — A, 1],[1,1,1,0, 1,4

=)

(4—2% o0 1 1 1 ]

> gaussjord (d8);

(100000
010000
001000
000100
000010
0000011

> gausselim(dS8);
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11
04—2%
0 0
0 0
0 0
0" 40

> d81 = matrix([[2,
1

17 2, 17 0]7 [ b

—_—
M

> gaussjord (d81);

> d84 = matrix([[4
L0, 1] [1, 1,1,
m i

> gaussjord (d84);

4

0

dsl =

ds4 =

0 1
1 1
1 -1

44+
34

_8—6A+1

-3+ A
0 ~(-2+2) (A —8)

(001 111]
001111
110101
111010
110101

111010
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[110000]
001010
000101
000000
000000
000000

> d80 = matrix([[4 — 8,0,1,1,1, 1], =
1,0,1],[1,1,1,4 —8,1,0],[1,1,0,1,4 —
— 811);

d80 =

0 1 -4

> gaussjord (d80);

10000 1|

01000 -1

00100 -1

00010 -1

00, 0 @ 1=
0

00000 O

e Perhitungan Nilai Eigen dan Vektor Eigen yang Besesuaian pada
matriks Signless-Laplace graf Non Commuting grup dihedral D,

> start;
start

> with(linalg) :

7 a1 = matrix([[6 —2,0,0,0,1,1,1,1,1,1],[0,6 — 2,0,0, 1, 1, 1,

1,1,1],[0,0,6 —A,0,1,1,1,1,1,1],[0,0,0,6 — A, 1, 1,1, 1, 1,
1,[,1,1,1,8—=A1,1,0,1,1],[1,1,1,1,1,8 = A, 1,1,0,1], [ 1,
L1,,1,1,8—A,1,1,0],[1,1,1,1,0,1,1,8 — A, 1, 1], [ 1, 1, 1,
1,1,0,1,1,8 — A, 1], [1,1,1,1,1,1,0,1,1,8 — A]]);
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gz =

> gaussjord (d12);

(1000000000
0100000000
0010000000
0001000000
0000100000
0000010000
0000001000
0000000100
0000000010
0000000001
> gausselim (d12);
1 T S 1 0 1 1
P6—% 0 0 1 1 1 1 1 1
10 f—%& 0 1 1 1 1 1 1
b0 0 6—h 1 1 1 1 1 1
B0 0 0 -T+ATF-—A 0 1 -1 0
o o0 00 0 T4k TN 0 1 -1
o0 00 0 P U3 L o il
=T+ A =T+ A
o0 o0 o o o . g-Mh+n o+ o
-7+ A -7+ A
s o0 o0 o o o . o #-MA+N - MAt+N
=T+ A =T+ A
(R T B | 0 0 0 0 0 A ra—4




>

d61 = matrix ([[6 = (9 + ¢33 ),0,0,0,1,1,1,1,1,1), [0,6 — (9 + 33 ), 0,0, 1,
L1,1,1,1) (0,06 —(9+v33),0.1,1,1,1,1,1), [0,0,0,6 — (9

1
1
1
1
1
1}
1
1
1

1
),

w3 Lo Lnnnn 8= (9+y33),1,1,0) [1,1,1, 1,0, 1,1,

s—(o+y33 ), L1l (L 01,1,8—(o+y33 ), 1) [0, 1, 1,1,
5

0.1.1,8— (9+33)]]):
-3 33

V33

LuLLni - (o+y33 ), ,1,0,1,1) [1,1,1,1,1,8— (9

e e T

il

gaussjord (d61);

>

Warning, unable to find a provably non-zero pivot

6 (35 +333)

(3+v33) (2+v33) (1+V33)

100000000 -

6 (35 +333)

(3+v33) (2+v33) (1+V33)

010000000 -

6 (35 +333)

(3+v33) (2+v33) (1+V33)

001000000 -

6 (35 +333)

(3+v33) (2+v33) (1+V33)

000100000 -

3543433
(2+y33) (1+v33)

000010000

3543433
(2+v33) (1+V33)

000001000

35 +333
(2+v33) (1+33)

000000100

000000010
000000001
000000000

g

9

s

0
(
1

d2 = matrix([[6 = (9-33),0,0,0,1,1,1,1, 1, 1], [0, 6 — (9-33),

>

.11, 1,1, 1,1],[0,0,0,6 —
9-33), 1, 1,0, 1, 1], [1,1,

0

(

s

0,1,1,1,1,1,1],[0,0,6 = (9-y33)

717191)191])[1a1715118_

1

(
LLLLOLL8—(9-y33), L1], (L1 1,1,011,8=—(9

3L [LLL 0118 (9-933)]]);

-V33),

9-y33),1,1,0,1],[1,1,1,1,1,1,8 = (9-/33), 1, 1,0],

1,8—

—

[



-3+433 il 0 0 1 . : .
0 -3+3 0 0 1 ) | |
0 o -3+3E 0 1 1 ) .
D o 0 -3+3 1 1 1 .

42 = ! ! 1 L S 1 0
1 1 1 1 1 -1+ 1 1
1 1 1 1 1 ] - .
1 1 1 1 0 1 1 -1+
1 1 1 1 1 . | .
1 1 1 1 1 1 y .
> gaussjord (d2);
Warning, unable to find a provably non-zero pivot
100000000 - 6(-35+3/33)
(-3+v33) (2+y33) (-1+y33)
010000000 - 6(-35+3/33)
(-3+v33) (22+y33) (-1 +/33)
001000000 - 6(-35+333)
(3+v3) (2+V33) (-1+/33)
000100000 - 6(-35+3/33)
(-3+v3) (2+y33) (-1+33)
000010000 =35 +333
(-2+V33) (-1+/37)
000001000 =35 +3/33
(2+v33) (-1+33)
000000100 -35 +3/33
(2+y33) (-1+y33)
000000010 i
000000001 2
000000000 .

Z 68 = marix([[6 — 8,0,0,0,1,1,1,1,1,11,[0,6 — 8,0,0, 1, 1, 1, 1,
1,1],[0,0,6 — 8,0,1,1,1,1,1,1],[0,0,0,6 — 8,1,1,1,1,1, 1],
[1,1,1,1,8—8,1,1,0,1,1],[,1,1,1,1,8—8,1,1,0,1],[1,1’
L1118 81,100 [L11,1,0,1,1,8 =811 [1,1,1,1,1,
0,1,1,8 —8,1],[1,1,1,1,1,1,0,1,1, 8 — 8]]);

-2 0 0 0111111
0 =2 (1) (]l ol |
0 0-2 0111111
0 0 O0-21111T11
1 1 1 1011011

deés =
1 1 1 1101101
1 1 1 1110110
1 1 1 1011011
1 1 1 1101101
1 1 1 1110110

> gaussjord (d68),
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S ©O O O O o o o o -~

- d66 = matrix([[6 —

6
1]9[090’6_6’05 5 b b

oo —

d66 =

> gaussjord (d66);

S O O O O O O o o =
S O O O O O O o o =

S O O O O O ©oO o = O

—_—
- p— e
=l

_—

-

i — e © @ S S ) 9

S O O O O O o o o =

S O O O O O ©o ~= o ©o

—
—_—r

— e e e e OO OO

e e e e = R = T e B )
e e e e e = R = B e B )

— e Y= NEEF . e T e

S O O O O O o o o =

S O O O O O = O O O

—_—
-

-

S O O O O O o o ~ O

pH

SHCIOCOICY = O© © O <O

, 1

S O O O O o o ~ o o

S ©O O O = O O o o o
S ©O O =R, O O O ©o o o
S ©O O O O =~ O O OoO o

S O O O O o = O O O

—_ O = kN o e e e

S O O O O = O O O O

S = Mk N =

S O O O O = O = = O

S O O O = O O o o <o
S O O = O O O o o <o

e S T N s B S T

S O O O O = = O = O

= hy e RS e N T

N = = O = = = = e e
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