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ABSTRAK

Sukron, Muhammad. 2014. Penurunan Persamaan Boussinesq pada Gelombang yang
Melalui Sebuah Gundukan. Skripsi. Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan
Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.
Pembimbing: (I) Mohammad Jamhuri, M.Si. (II) Achmad Nashichuddin, MA.

Kata kunci: Persamaan Boussinesq, Gelombang Soliter, Gelombang pada Gundukan.

Dalam penelitian ini dibahas tentang penurunan model gelombang permukaan
yang disebabkan oleh aliran yang melalui sebuah gundukan. Penurunan model ini
dilakukan dengan mangasumsikan bahwa aliran fluida berada pada saluran dua dimensi
yang memiliki dasar tidak rata dan memiliki kecepatan seragam. Kemudian aliran
mengalami gangguan berupa gundukan pada dasar saluran, sehingga kecepatan aliran
tersebut berubah dan menimbulkan gelombang pada permukaan fluida.

Dalam penurunan model gelombang permukaan ini, langkah-langkah yang
dilakukan sebagai berikut: menurunkan persamaan-persamaan dasar fluida, penskalaan,
aproksimasi dengan deret, peninjauan tiap orde, menyederhanakan ke dalam model
matematika. Model gelombang yang dihasilkan berupa sistem persamaan differensial
parsial nonlinier yang dikategorikan dalam bentuk persamaan Boussinesq.
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ABSTRACT

Sukron, Muhammad. 2014. Derivation of Boussinesq equation on a wave passing a
bump. Thesis. Department of Mathematics, Faculty of Science and Tecnology,
State Islamic University Maulana Malik [brahim Malang.
Supervisor: (I) Mohammad Jamhuri, M.Si. (II) Achmad Nashichuddin, MA.

Keywords: Boussinesq Equation, Solitery Wave, Wave of Bump.

This study discusses about derivation of surface wave models generated by flow
passing a bump. In the derivation, we assume the flowing fluid is at two dimensional
channel having an lineven bottom and uniform speed. The flow is disturbed by a bump on
the bottom of channel, so the flow velocity changed and generated waves on the fluid
surface.

The steps of a derivation surface wave models can be generated as follows:
deriving a governing equation of fluid, scaling, approximation to the system of equation
using series function, reviewing each order of approximation, simplifying the solution
into the mathematical model. The model generated is a wave equation of a nonlinear
equations system which are categorized into Boussinesq equation.

Xiv
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Matematika adalah ilmu pengetahuan yang memiliki objek pembahasan
yang luas. Ilmu matematika juga banyak mendasari beberapa disiplin ilmu
pengetahuan yang lain untuk membantu dalam memodelkan dan menyelesaikan
suatu masalah. Salah satunya adalah penerapan persamaan differensial dalam ilmu
fisika yang menjelaskan masalah-masalah fisis atau masalah yang berkaitan
dengan hukum alam yang memiliki sebab akibat.

Salah satu contoh masalah fisis dalam fisika adalah gelombang.
Gelombang merupakan bentuk dari suatu getaran yang merambat pada suatu
medium. Ada berbagai macam gelombang di alam semesta. Gelombang
permukaan adalah fenomena yang akan ditemui ketika mengamati permukaan air
laut. Gelombang tersebut terjadi karena karena perbedaan rapat massa air dan
udara. Salah satu gelombang permukaan adalah gelombang soliter (Pangaribuan,
2008).

Fenomena gelombang permukaan ini merupakan suatu tanda kebesaran
Allah yang sesuai dengan firman-Nya dalam surat Al-Bagarah ayat 164, sebagai

berikut:

A T SR ORI IR T R T PR I SR T
r/w} P AP giﬂﬁc /,i'f ~g -,1,4/ 41//5-/
315 S e G E05 e 35 ol 4y B (G (LL2UT (e AT
PR oW P iﬂ,o/ -/1,4/,/ f/ =0 /{A/ /wl . ,:/
o}@q{}u%yu@wﬁw\wfmﬁ@wb o iy
Artinya: ‘“‘Sesungguhnya dalam penciptaan langit dan bumi, silih bergantinya
malam dan siang, bahtera yang berlayar di laut membawa apa yang berguna
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bagi manusia, dan apa yang Allah turunkan dari langit berupa air, lalu dengan
air itu Dia hidupkan bumi sesudah mati (kering)-nya dan Dia sebarkan di bumi
itu segala jenis hewan, dan pengisaran angin dan awan yang dikendalikan antara
langit dan bumi; sungguh (terdapat) tanda-tanda (keesaan dan kebesaran Allah)
bagi kaum yang memikirkan” (QS. Al Baqarah: 164).

Dalam tafsir Al-Aisar (2006) dijelaskan bahwa dalam ayat tersebut
mengandung enam ayat kauniyah (bukti fenomena alam) yang menunjukkan
adanya Allah, kekuasaan, ilmu, hikmah dan rahmat-Nya. Semuanya itu
mengharuskan ibadah kepada Allah semata. yaitu (1) Penciptaan langit dan bumi
adalah penciptaan yang agung, tidak ada yang mampu melakukannya kecuali
Tuhan yang Maha Kuasa, (2) Pergantian malam dan siang secara beraturan, yang
satu masanya panjang dan yang satu masanya pendek, (3) Berlayarlah perahu dan
kapal diatas permukaan air laut dengan muatan dan bobot yang berton-ton baik
dari makanan ataupun kebutuhan hidup manusia, (4) Allah menurunkan hujan
langit untuk kehidupan bumi dengan menghidupkan tumbuhan-tumbuhan dan
tanaman setelah sebelumnya kering dan mati, (5) Berhembusnya angin baik
panas, dingin, kering dan basah, angin timur dan angin barat, angin utara dan
selatan, sesuai kebutuhan hidup manusia, (6) Awan yang berjalan di antara langit
dan bumi, terkadang bergantian antara suatu negeri dengan lainnya, hingga terjadi
hujan di sebuah tempat dan tidak terjadi pada tempat lain, sesuai dengan kehenak
Allah ta’ala yang Maha Perkasa lagi Maha Bijaksana.

Ayat kauniyah ini merupakan dalil yang sangat kuat, menunjukkan
bahwa adanya Allah, ilmu, kekuasaan, kebijakan, dan rahmat-Nya. Di akhir surat
tersebut tersiratkan lafadz “o st » & <u¥” ) artinya tanda-tanda kebesaran tersebut

hanya bisa dilihat bagi orang-orang yang berfikir.

Selain itu, Allah berfirman dalam QS. Yunus ayat 101 sebagai berikut:
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Artinya: “Katakanlah: “Perhatikanlah apa yang ada di langit dan di bumi,
tidaklah bermanfaat tanda kekuasaan Allah dan Rasul-rasul yang memberi
peringatan bagi orang-orang yang tidak beriman” (QS. Yunus:101).

Ayat tersebut menganjurkan manusia untuk melakukan pengkajian,
penelitian, dan pengamatan tentang fenomena alam yang ada di langit dan di
bumi. Dengan harapan manusia dapat mengambil manfaatnya sebagai ilmu
pengetahuan agar dapat digunakan untuk kebutuhan dan kesejahteraan hidupnya.
Selain itu, hal pokok yang harus diperoleh dengan mengamati tanda-tanda
kekuasaan Allah tersebut, yaitu agar dapat mengambil pelajaran untuk
meningkatkan keimanan dan ketakwaan dirinya kepada Allah Swt. Sehingga dari
itu mendorong banyak ilmuan untuk mengamati dan mempelajari fenomena alam,
salah satunya adalah fenomena angin yang menimbulkan gelombang dengan
berbagai asumsi sehingga muncul berbagai teori gelombang.

Menurut Wiryanto (2010) gelombang tunggal (Solitary Wave) adalah
gelombang berjalan yang terdiri dari satu puncak gelombang. Gelombang tunggal
merupakan gelombang translasi, di mana kecepatan partikel airnya bergerak
dalam arah penjalaran gelombang.

Pembahasan dalam tulisan ini adalah berkaitan dengan model 1-D gerak
arus bebas melalui gundukan. Gundukan yang berada dibagian bawah saluran
menyebabkan aliran menjadi non-seragam yang dapat diamati dari ketinggian

permukaan bebas. Hal-hal yang berpengaruh penting disini adalah karakteristik

aliran, kedalaman aliran dan kecepatan aliran.
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Telah banyak penelitian yang sudah dilakukan oleh para ahli mengenai
masalah gelombang seperti Cole (1985) yang memecahkan masalah aliran bagian
hilir, dengan mendefinisikan bilangan Froude berdasarkan aliran hulu seragam
yang dipilih cukup dekat. Serta banyak muncul karya numerik pada gelombang di
atas gundukan, seperti penelitian yang dilakukan oleh Forbes dan Schwartz
(1982). Vanden-Broeck (1987) dan Forbes (1988). Mereka merumuskan masalah
dalam penelitian tersebut dengan persamaan integral dan diselesaikan secara
numerik dengan metode elemen hingga.

Penelitian pada gelombang juga dilakukan oleh L.H Wiryanto (2010)
yang meneliti perambatan gelombang tunggal yang melalui sebuah gundukan.
Penelitian tersebut ditulis dalam sebuah artikel dengan judul “A4 Solitary-like
wave generated by flow passing a bump”. Dalam artikel tersebut dijelaskan
bahwasanya aliran gelombang seragam yang melalui sebuah gundukan berubah
menjadi tidak seragam. Artikel tersebut berkaitan dengan persamaan Boussinesq
sebagai model aliran gelombang permukaan yang melalui sebuah gundukan.
Model aliran gelombang tersebut diperoleh dari fungsi potensial yaitu dengan
mengaproksimasi masalah nilai batas persamaan Laplace dari fungsi potensial
menjadi persamaan Boussinesq dengan asumsi bahwa fluida dangkal, dan
gelombang yang dihasilkan panjang tetapi amplitudonya kecil. Dalam
menyelesaikan persamaan Boussinesq pada penelitian tersebut menggunakan
metode beda-hingga prediktor-korektor, dengan skema Adam-Bashforth untuk

prediktor dan skema Adam-Moultan untuk korektor.



Sehingga dalam penelitian tugas akhir ini adalah difokuskan pada
penjabaran penurunan persamaan Bousinessq pada gelombang yang melalui

sebuah gundukan.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas, maka rumusan masalah pada
penelitian ini adalah bagaimana penurunan persamaan Boussinesq pada

gelombang yang melalui sebuah gundukan.

1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka tujuan penelitian ini adalah
untuk menurunkan persamaan Boussinesq pada gelombang yang melalui sebuah

gundukan.

1.4 Manfaat Penelitian
Manfaat penelitian ini adalah:

1. Hasil yang diperoleh dari penelitian ini diharapkan dapat menjelaskan
bagaimana penurunan persamaan persamaan Boussinesq pada perjalanan
gelombang permukaan yang melalui sebuah gundukan

2. Hasil penelitian ini diharapkan dapat menjadi landasan untuk melakukan

penelitian ulang yang terkait dengan gelombang tersebut.

1.5 Batasan Masalah

Berikut batasan masalah yang digunakan dalam penelitian ini yaitu:
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1. Permasalahan ditinjau sebagai masalah satu dimensi dan diturunkan terhadap
waktu.
2. Fluida diasumsikan ideal, yaitu tak termampatkan, tak kental, dan mempunyai
kerapatan konstan.
3. Fluida diasumsikan sebagai fluida tak berotasi.
4. Fluida diasumsikan memiliki rapat massa yang homogen atau konstan.

5. Tekanan hidrostatiknya diasumsikan sangat kecil, sehingga dapat diabaikan.

1.6 Metode Penelitian
Teknik yang digunakan penulis dalam penelitian ini adalah metode
penelitian kepustakaan (/ibrary research) atau kajian pustaka, yakni melakukan
penelusuran dan penelaahan terhadap beberapa literatur yang berhubungan dengan
topik bahasan. Langkah-langkah yang akan digunakan oleh peneliti dalam
membahas penelitian ini adalah sebagai berikut:
1. Menurunkan persamaan-persamaan dasar dari hukum-hukum kesetimbangan
yang terjadi pada aliran fluida.
2. Melakukan penskalaan yang bertujuan untuk menondimensionalkan variabel-
variabel yang digunakan.
3. Mengaproksimasi variabel-variabel yang digunakan.
4. Menyelesaikan sistem dengan melakukan peninjauan pada tiap-tiap orde dari
deret, mulai dari orde terkecil sampai orde yang dikehendaki.

5. Memberikan kesimpulan dari sistem yang diperoleh.



1.7 Sistematika Penulisan
Sistematika penulisan digunakan untuk mempermudah dalam memahami

intisari dari laporan penelitian ini yang terbagi menjadi lima bagian, yaitu:

Bab I Pendahuluan
Pada bab ini akan diuraikan tentang latar belakang, rumusan masalah,
tujuan penelitian, manfaat penelitian, metodologi penelitian, dan
sistematika penulisan.

Bab II Kajian Pustaka
Bagian ini menjelaskan tentang gambaran umum dari teori yang mendasari
pembahasan. Pada bab ini akan diuraikan tentang penurunan persamaan
kontinuitas, persamaan momentum, persamaan Bernoulli, kondisi batas,
dan persamaan Laplace.

Bab III Pembahasan
Bab ini merupakan bab inti dari penulisan yang menjabarkan tentang
bagaimana penurunan persamaan Boussinesq pada perambatan gelombang
permukaan yang melalui sebuah gundukan.

Bab IV Penutup
Pada bab ini dibahas tentang rangkuman hasil penelitian yang berupa
kesimpulan dari pembahasan hasil penelitian yang telah dibahas dengan

dilengkapi dengan saran-saran yang berkaitan dengan penelitian ini.



BABII

KAJIAN PUSTAKA

Bab ini menjelaskan mengenai hukum-hukum kesetimbangan massa
yang terjadi pada aliran fluida yang melalui sebuah gundukan yang diilustrasikan

pada Gambar 2.1 berikut:

y=n(x1t)

. SN d(x,y,1)

— /\\{z H

Gambar 2.1 Sketsa Aliran Gelombang

Dimana dari gambar diatas dapat dijelaskan bahwasanya u(x,t) merupakan
kecepatan gelombang dari sebelah kiri dan y = h(x) merupakan fungsi
gundukan, sehingga aliran fluida secara alami akan mengalami sebuah gelombang
permukaan yaitu y = n(x, t) yang bergantung terhadap ruang dan waktu.
2.1 Persamaan Boussinesq

Menurut Patiroi (2010) persamaan Boussinesq menggambarkan aliran air
dangkal yang diturunkan dari persamaan Euler yang incompressible dan
irrotational. Ada dua parameter penting dalam pengembangan persamaan
Boussinesq yaitu nonlinearitas dan dispersifitas. Model Boussinesq dapat digunakan
untuk memprediksi elevasi gelombang di dalam pelabuhan dan interaksi gelombang

di daerah dekat pantai.
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Menurut Djohan (1997) Persamaan Boussinesq merupakan model bagi
persamaan gelombang air dua arah di atas dasar tak rata. Di atas dasar rata,
persamaan Boussinesq mempunyai solusi gelombang berjalan periodik, yaitu
gelombang yang menjalar tanpa berubah bentuk dan kecepatan, yang disebut
gelombang cnoidal.

Beberapa teori mendasar yang akan digunakan sebagai landasan dalam
melakukan penelitian ini adalah kekekalan massa, kekekalan momentum,
persamaan Bernoulli, dan persamaan Laplace, yang akan dijelaskan sebagai
berikut.

2.2 Penurunan Persamaan Kontinuitas

Kekekalan massa fluida mempersyaratkan bahwa dalam suatu volume zat
massa selalu konstan, dan karena itu laju perubahan massanya sama dengan nol
(Olson, 1993).

Douglas (2001), menyatakan massa jenis dinotasikan dengan p yang

didefinisikan sebagai masa per satuan volume, yaitu

Py
sehingga
m = pV
m = p(AxAyAz)
dimana p merupakan massa jenis dan V adalah volume(AxAyAz). Sehingga

peruhan massa terhadap waktu dinyatakan dalam bentuk:

6m_6(AAA)
ETAR T i
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Pada elemen volume, perubahan massa merupakan selisih antara massa

yang masuk dan keluar, seperti ditunjukkan pada Gambar 2.2.

i (x+Ax,y + Ay, z+ Az)
PULx_ Ly
Az
y\ .................................................
N L 5;v
Ay \ !x Z\ E ------
A"“ ] y; } Ax 2 -

Gambar 2.2 Laju Perubahan Massa

Berdasarkan Gambar 2.2, pu|,AyAz , pv|,AxAz dan pw|,AxAy masing-

masing menyatakan massa yang masuk searah dengan koordinat x, y dan z per

satuan waktu. Besaran pu|,4axAyAz , pv|y a0y AxAz dan pw|,,,AxAy masing-

masing menyatakan massa yang keluar per satuan waktu. Jadi, sesuai dengan

hukum kekekalan massa maka laju perubahan massa pada elemen volume dapat

dituliskan pada persamaan (2.1) sebagai berikut:

dp
AxAyAz—= = (pulx AyAz = pulciar AyAz)

+ (pvly AxDz — pv|y4ay AxAZ)
+ (pwlz AxAy — pW|z4nz AxAY)

atau dapat ditulis:

dp
AxAyAZE = AyAZ(pulx - pu|x+Ax) + AXAZ(pU|y - pv|y+Ay)

+ AxAy(pw|, — pW|z4nz)

(2.1)

(2.2)
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Dengan membagi persamaan (2.2) dengan AxAyAz , maka diperoleh persamaan

sebagai berikut:

a_P _ (puly — pulxtax) N (pvly - pv|y+Ay)
at Ax Ay
(2.3)
(leZ = pW|Z+AZ)
off
Az

Dari persamaan (2.3) untuk lim, lim dan lim pada setiap koordinat adalah:
Ax—0 Ay-0 Az—0

1i (pulx 7 pu|x+Ax) -4 dpu
1im
Ax—0 Ax dx

e (pvly - pv|y+Ay) — _apv

Ay—0 Ay dy
li (pwlz . pW|z+Az) v apW
1m = —

Az—0 Az 0z

Sehingga diperoleh:

dp  Odpu dpv Jdpw

0 ' ) 3 dy 0z

Dengan menggunakan asumsi fluida tak termampatkan, yaitu fluida yang

mengalir tanpa mengalami perubahan volume atau massa jenis, maka kepadatan
] .
massa akan konstan a_i = 0 (yaitu semua turunan p terhadap waktu adalah nol)

maka persamaan tersebut tereduksi menjadi persamaan (2.4) yang disebut dengan

persamaan kontinuitas:

du Jdv Jw (2.4)
ai‘@i‘g—o

dalam notasi vektor dapat dituliskan:
V-gq=0

dimana:
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_ (6 d 6) 7= )
~ \ox’dy’ oz 4= wnw
Aliran yang kerapatan massanya dalam persamaan kontinuitas dianggap konstan

disebut aliran tak termampatkan (Olson, 1993).

2.3 Kekekalan Momentum

Menurut Holthuijsen (2007) untuk mendapatkan persamaan kekekalan
momentum dalam aliran fluida, maka diberikan pu sebagai momentum dari air,
yang menurut definisi yaitu hasil perkalian dari massa dengan kecepatan partikel
air (besaran vektor) dan dapat dituliskan sebagai berikut:

p = pu = (puy,puy, pu,)

Berdasarkan hukum IT Newton bahwa gaya total adalah perkalian massa

dengan percepatan, dapat dinotasikan F = ma dengan menggunakan definisi

percepatan sebagai turunan dari kecepatan (v) terhadap waktu, sehingga F =
m %, sehingga apabila diintegralkan terhadap dt maka akan diperoleh

fF dt = mv (2.5)

Ruas kanan dari persamaan (2.5) merupakan definisi dari momentum. Sehingga
ketika persamaan (2.5) diturunkan terhadap waktu sehingga

_i (2.6)
F = T (mv)

yang berarti bahwa gaya total adalah rata-rata perubahan momentum persatuan
waktu, karena m = pV, maka diperoleh

F=p=pVyv (2.7)
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Berdasarkan teorema momentum maka keseimbangan momentum pada elemen
volume dapat dinyatakan dengan perubahan momentum terhadap waktu adalah
momentum yang masuk dikurangi dengan momentum yang keluar dan ditambah

dengan jumlah gaya ekternal, atau dapat dituliskan sebagai berikut:

opP

FTin Prasuk — Pretuar + jumlah gaya eksternal.

Sehingga momentum yang melintasi bidang x adalah
(pul)AyAz .ul, = (pu?|,)AyAz
Dimana p merupakan rapat masa dan u adalah kecepatan searah x.
dan momentum yang keluar dari x adalah
(PUlx+2x) AYAZ Uy py = (PUP|x1ax) AYAZ
serta resultan gaya-gaya dalam arah x adalah
(Plx = Plx+ax)ByAz + pg,AyAz
P|, menyatakan tekanan pada bidang x, dan g, menyatakan percepatan akibat
gravitasi dalam arah x.
Selanjutnya untuk momentum yang melintasi y adalah sebesar
(pu|y)AxAZ.v|y — (puv|y)AxAZ
dengan v merupakan kecepatan bidang y
dan yang keluar melintasi y adalah
(PUly+ay)AXAZ D]y = (PUVIy40y)AxAz
Sedangkan untuk momentum yang melintasi z adalah
(pul)AxAy .w|, = (puw|,)AxAy
dengan w merupakan kecepatan bidang z

dan momentum yang keluar melintasi z adalah



(pu|Z+Az)AxAy Wz4az = (qu|z+Az)AxAy

Sehingga perubahan momentum untuk arah x, yaitu
opu 2 2
¢ (xAyAz) = [(pu”])AyAz — (pu”|rsax) AyAz]

+[(puv|y)AxAZ = (puv|y+Ay)AxAZ]
+[(puw|,)AxAy — (puw|;+a,) AxAy]
+(@lx = Plx+ax)AyAz + pg, AyAz

Selanjutnya dikalikan dengan , sehingga diperoleh :

Ay

dpu - (Pu2|x) - (pu2|x+Ax) n (puvly) i (puvly+Ay)
) A— Ax Ay

= (,DUW|Z) ~ (qu|z+Az) 4 (plx y p|x+Ax) -t PYx
Az Ax Ax

maka  lim diperoleh sebagai berikut:
(Ax,Ay,Az)—0

(pu |x) = (pu |x+Ax) (puvly) (puv|y+Ay)
(Ax, Ay TAz)=0 Ax Ay

n [(puwlz) - (qu|z+Az) + (plx pr p|x+Ax) + PYx

Az Ax Ax
sehingga diperoleh:
dpu apu dpuv apuw
F e e el Bl o A
dpu ou? N ouv N duw| dp N
ot~ Plax "oy "oz | ax ' PIx
atau
6u+6u2+6uv+6uw 3 6p+
Plac T ax "oy T oz | T “ax T P9x

Dikalikan % sehingga diperoleh

14
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ou (Qu?) (Ouv) (ouw) 10p
T Tox T dy Tz __EaJ’g" (28)

dengan cara yang sama dapat dilakukan untuk arah aliran fluida lainnya, yaitu
arah sumbu y dan arah sumbu z. Sehingga untuk kekekalan momentum yang

searah sumbu y diperoleh

ov  (0uv) N (0v?) N (avw)l _ 1ap

° 4 2.9
WP A0 dy 0z pdy Ty (2.9)

dan kekekalan momentum yang searah z diperoleh

ow (duw) (dvw) (aw?)|  1dp
lﬁ+ 5w T oy T |m st (2.10)

sehingga dari persamaan (2.8), (2.9) dan (2.10) dapat dituliskan dalam notasi

vektor, dengan V= (%, %, % ), dan g = (u, v,w), sehingga dapat ditulis
a‘7+(‘ V)g = Lop+ g 2.11
ey o g (2.11)

dengan g = —Vgy, karena gaya gravitasi hanya berpengaruh pada arah y.

2.4 Penurunan Persamaan Bernoulli

Menurut Munson, dkk (2004) persamaan Bernoulli diturunkan dengan
penerapan secara langsung hukum kedua Newton terhadap sebuah partikel fluida
yang bergerak sepanjang sebuah garis arus.

Penurunan persamaan Bernoulli dimulai dari dalam bentuk vektor yaitu

ax(Vx =@ vV—-(3-V)q

= (%|q|2)v— @q-V)q (2.12)

(pembuktian persamaan (2.12) ada pada lampian 1)
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Karena untuk fluida dengan aliran seragam dan tidak berotasi artinya (V X q) =

0, maka persamaan (2.12) menjadi

qx0=(@ -Pv-(q-V)q
1
0=v(51a1?)- @V

i _ B
V(Elql ) =(q-V)q
Sehingga persamaan (2.11) menjadi
dq

+v(1|—|2)—1vp+ . 213
3t > 1a =5 g (2.13)

Dengan g = —Vgy, maka

aC_’+v(1|—|2)— Lop_v 214
5t >1al® ) = ) gy (2.14)

Dengan q = V¢ (x,y,z) = ((,bx, by, gbz) = (u,v,w) , maka

|g] = Vu? + v? + w?

|g| adalah besarnya laju (kecepatan), sehingga persamaan (2.13) menjadi
a(V )+V(1I‘|2)— vp—v
T ¢ lal”) = z gy

a(V)+v(1|—|2)+1vp+v =0
5: (VP 514 5 gy =

v(a¢+<1|‘|2)+1P+ )—0
gr  \2'10) T, n 9] = (2.15)
Dengan mengintegralkan terhadap persamaan (2.15) terhadap variabel x, y, dan z

sehingga menjadi

99

1 1
5+ (51a2) + 5P +ay = 1@ (2.16)
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dimana f(t) merupakan fungsi sebarang dari ¢ akibat pengintegralan terhadap x,

y, dan z dan persamaan (2.16) merupakan persamaan Bernoulli.

2.5 Penurunan Persamaan Laplace

Aliran potensial adalah aliran nonrotasi yang komponen-komponen
kecepatannya boleh diturunkan dari fungsi-fungsi potensial kecepatan. Kondisi ini
berlaku untuk fluida tak mampat dan karena aliran fluida tersebut non rotasi,
persamaan Bernoulli berlaku untuk medan alirannya secara keseluruhan. Variasi-
variasi kecepatan dan tekanan untuk sebuah medan aliran dapat diketahui dari
pola arus dan dari penerapan Bernoulli (Olson,1993).

Selanjutnya, dengan asumsi bahwa partikel fluida yang ditinjau tak
berotasi yaitu V X g = 0, maka terdapat fungsi potensial ¢p. Menurut Holthuijsen

(2007) fungsi potensial ¢(x, y, t) didefinisikan sebagai:

7
= 9x

_ ¢ (2.17)
2= e

atau dalam notasi vektor g = V¢
Jika dilakukan subtitusi persamaan (2.17) ke persamaan kontinuitas,

maka akan diperoleh persamaan Laplace berikut:

0?2 02 2.18
0’9, 09 _ (218)
d0x? = 0y?

atau dapat dinotasikan dalam bentuk vektor
V.-V =V

Persamaan (2.18) merupakan persamaan Laplace.
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2.6 Kondisi Batas

Masalah pada aliran fluida merupakan permasalahan differensial parsial
terhadap bidang atau terhadap waktu, sehingga kondisi batas sangat diperlukan
untuk dapat menyelesaikan model yang ada. Kondisi batas ada dua jenis yaitu
kondisi batas kinematik dan kondisi batas dinamik. Kondisi batas dinamik hanya

berlaku pada permukaan bebas.

2.6.1 Kondisi Batas Kinematik pada Permukaan Fluida
Kondisi batas kinematik pada permukaan fluida y = n(x,t), secara
implisit dapat ditulis:
y—n(x,t)=0 (2.19)
Persamaan (2.19) dapat kita nyatakan sebagai persamaan F(x,y,t) = 0, secara
implisit untuk suatu partikel yang berada pada koordinat (x,y) dan partikel
tersebut tetap pada permukaan, maka dapat dinyatakan dalam operator turunan

total dari fungsi F' adalah:

DF B
Dt
karena
DF_6F+6Fdx+6de
Dt adt odxdt dydt
maka

DF _OF OF  OF (2.20)
Dt ot ax " ay’

Subtitusikan fingsi F’ kedalam persamaan (2.20), sehingga diperoleh:
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_y-n&0) oy-ntxo)  y-—nxv)

0 Jat 0x dy

=Ny —Uun,+v (2.21)
Dengan u = ¢, dan v = ¢,,, maka:
0=—=n — @xNx + ¢y (2'22)

Sehingga diperoleh

6_4) an 64)611_0 (2.23)
dy ot 0xodx

persamaan (2.23) merupakan kondisi batas kinematik pada permukaan fluida.

2.6.2 Kondisi Batas Dinamik pada Permukaan Fluida
Kondisi batas dinamik diturunkan dari persamaan Bernoulli yang berlaku

pada permukaan fluida. Adapaun persamaan Bernoulli pada 2D yaitu:

a9 i * s 1
—+(5(@" +8,°) | +-P+gy =f(D) (2.24)
at 2 p

Kondisi batas dinamik pada permukaan fluida pada y = n(x,t). Pada
permukaan fluida tekanan diabaikan sehingga P = 0, maka persamaan (2.24)

menjadi:

1
Pt 5 (07 +8,%) +9(nlx D) = O (2.25)

Karena keadaan seragam (uniform) maka ruas kiri dari persamaan Bernoulli
berlaku kecepatan vertikal ¢, = 0, kecepatan horizantal ¢, = Uy, dan ¢, = 0,

karena tidak ada perubahan terhadap waktu, sehingga diperoleh:
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1
e+ (6" + ") +9(n(x,0) = £(©)
1 2
0+Ewb+oﬂ=fa)

1,
EUO =f(®) (2.26)
Selanjutnya subtitusikan persamaan (2.26) kedalam persamaan (2.24), sehingga

diperoleh:

99
at

IV¢I2+;P+g(n(x D) —3 )2 (2.27)

Karena pada batas kondisi dinamik tekanan udara konstan sehingga P = 0, maka:

0
3T 42 + () =
9] 1
a(f =|Vo|* + gn(x,t) = 5 Uy” (2.28)

Persamaan (2.28) merupakan kondisi batas dinamik pada permukaan fluida.

2.6.3 Kondisi Batas Kinematik pada Dasar Fluida
Kondisi batas kinematik pada dasar fluida y = —h(x) secara eksplisit
dapat ditulis:
y+h(x)=20 (2.29)
Persamaan (2.29) dapat kita nyatakan sebagai persamaan F(x,y,t) = 0. secara
implisit untuk suatu partikel yang berada koodinat (x,y) dan partikel tersebut

tetap pada permukaan tersebut, dapat dinyatakan dalam operator turunan total:

DF_0
Dt

karena
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DF_6F+6Fdx+6de
Dt dt odxdt dydt

maka

DF _0F OF  OF (2.30)
Dr ot ax " ay’

Subtitusikan fingsi F' kedalam persamaan (2.30), sehingga diperoleh

o 00 Th() A +h@) A +h@)

Jt 0x ay
oh
= eV (2.31)
Dengan u = % danv = %, maka:
Sehingga diperoleh:
%+%%= (233)
atau
LI
dy Jdx 0x
by = —hxx (2.34)

Persamaan (2.34) merupakan kondisi batas kinematik pada dasar fluida pada

y = —h(x0).

2.7 Kajian Alam Semesta dalam Al-Qur’an
Menurut Abdusysyakir (2007), alam semesta memuat bentuk-bentuk dan

konsep matematika, meskipun alam semesta tercipta sebelum matematika itu ada.
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Alam semesta dan segala isinya diciptakan Allah dengan ukuran-ukuran yang
cermat dan teliti, dengan perhitungan-perhitungan yang mapan, dan rumus-rumus

serta persamaan-persamaan yang seimbang dan rapi. Sebagaimana firman Allah

dalah Al-Qur’an surat AI-Qomar ayat 49:

Artinya: “Sesungguhnya Kami menciptakan segala sesuatu menurut ukuran”

(QS. Al-Qomar: 49).

Ayat di atas merupakan sebuah pemberitahuan dari Allah tentang aturan
alam semesta yang telah Dia ciptakan, bahwa segala kejadian yang terjadi di alam
semesta ini telah diketahui oleh ilmu Allah dan telah ditentukan (Al-Jazairi,
2009). Dalam tafsir Fi Zhilalil Qur’an dijelaskan bahwa pada hakikatnya segala
sesuatu diciptakan oleh Allah menurut ukuran yang menentukan sifat, kadar,
waktu, tempat, dan kaitannya dengan segala perkara yang ada disekitarnya serta
pengaruh terhadap keberadaan alam semesta (Quthb, 2004).

Secara global, menurut tafsir Muyassar ayat diatas menjelaskan
bahwasanya Allah menciptakan segala sesuatu dan menentukan ukurannya sesuai
dengan ketetapan, ilmu pengetahuan, dan suratan takdir-Nya. Jadi, semua yang
terjadi di alam semesta ini pastilah berdasarkan takdir Allah SWT (Al-Qarni,
2007).

Selain ayat di atas, Allah berfirman dalam Al-Qur’an surat Al-Furgaan

ayat 2:

z > s g7t - g A P
lﬁ,\jj 20 IR £ e Jé:d'l}j
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Artinya: “Dan Dia telah menciptakan segala sesuatu, dan Dia menetapkan

ukuran-ukurannya dengan serapi-rapinya” (QS. Al-Furqaan: 2).

Firman Allah ini memiliki makna bahwa segala sesuatu selain Dia adalah makhluk
(yang diciptakan) dan marbub (yang berada di bawah kekuasaan-Nya). Dialah
pencipta segala sesuatu, Rabb, Raja dan Ilahnya. Sedangkan segala sesuatu berada
di bawah kekuasaan, aturan, tatanan dan takdir-Nya (Ibnu Katsiir, 2003).

Maksud dari kata ") & » )3é" dalam tafsir Al-Qurthubi yaitu menetapkan
segala sesuatu dari apa yang diciptakan-Nya sesuai dengan hikmah yang
diinginkan-Nya, dan bukan karena nafsu dan kelalaian, melainkan segala sesuatu
berjalan sesuai dengan ketentuan-Nya hingga hari kiamat dan setelah kiamat (Al-
Qurthubi, 2009). Dalam tafsir 4/-4Aisar makna dari kata tersebut adalah Allah
menetapkan ukuran dengan serapi-rapinya tanpa ada celah atau kebongkokan di
dalamnya, tidak perlu ada penambahan atau pengurangan walaupun dengan alasan
atau suatu hikmah atau maslahat. Dan semua yang Allah tentukan adalah demi
kemslahatan manusia (Al-Jazairi, 2009).

Dalam buku Al-Qur’an dan Tafsirnya dijelaskan bahwa meskipun Allah
sudah menetapkam ukuran-ukurannya dengan tepat, tetapi manusia diwajibkan
untuk berusaha. Sesuai dengan hadits sahih yang diriwayatkan oleh Ahmad dan
Muslim dari Abu Hurairah: Rosulullah SAW bersabda, “Minta tolonglah kepada
Allah dan jangan bersikap lemah. Bila sesuatu menimpamu maka katakanlah
Allah telah menetapkannya. Apa yang Dia kehendaki, Dia kerjakan, dan jangan
kamu berkata: seandainya aku berbuat begini maka akan begitu. Sesungguhnya

kata “seandainya” membuka perbuatan setan” (Kementerian Agama R1, 2010).
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Ayat-ayat tersebut menjelaskan bahwasanya setiap segala sesuatu yang ada di
bumi ini ada ukurannya, ada perhitungannya dan juga ada persamaannya.
Sesungguhnya dengan ayat tersebut, Ahli matematika tidak dapat membuat rumus
sedikitpun, tetapi mereka menemukan rumus atau persamaan dari sebagian yang
di ciptakan Allah. Albert Einstein tidak membuat rumus e = mc? tetapi dia
menemukan dan menyimbulkannya. Archimedes menemukan hitungan mengenai
volume benda melalui media air. Hukum Archimedes itu sudah ada sebelumnya
dan dialah yang menemukan pertama kali melalui hasil menelaah dan membaca

ketetapan Allah (Abdusysyakir, 2007).



BAB III

PEMBAHASAN

3.1 Penurunan Persamaan Boussinesq

Bab ini akan dijelaskan bagaimana penurunan persamaan Bousinesq pada
aliran gelombang yang melalui sebuah gundukan. Sebelumnya telah peroleh
persamaan kontinuitas yang menghasilakn persamaan laplace, persamaan
momentum yang memperoleh persamaan serta kondisi batas kinematik dan
dinamik pada permukaan fluida, serta kondisi batas kinematik dasar fluida.

Sehingga dapat ditunjukkan dengan gambar berikut.

N B o
o¢p 0hd¢

9y 0xox

Gambar 3.1: Sketsa aliran gelombang dengan kondisi batas

Dimana nantinya pada persamaan-persamaan yang diperoleh diatas akan
dilakukan penskalaan, setelah itu dilakukan ekspansi dengan deret, dan
selanjutnya melakukan peninjauan tiap-tiap orde pada deret, dan selanjutnya
membawa ke dalam model matematika yaitu gelombang permukaan, dengan

pembahasan sebagai berikut:

25
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3.1.1 Penskalaan
Skala digunakan untuk membandingkan antara keadaan nyata dengan
model atau gambaran dan penskalaan digunakan untuk mengubah ukuran baik
memperbesar atau mengecilkan. Sebagai contohnya, ketika dalam menggambar
sebuah gedung, maka akan cukup sulit apabila menggambar sesuai dengan
keadaan aslinya, sehingga terlebih dahulu dilakukan penskalaan. Begitu juga
model gelombang soliter, sehingga sebelum diperoleh modelnya terlebih dahulu
dilakukan penskalaan terhadap persamaan Laplace beserta kondisi batas pada
permukaan fluida dan kondisi batas pada dasar fluida.
Suatu saluran fluida yang memiliki panjang gelombang A jauh lebih

besar dibanding dengan kedalaamannya h,, sehingga dapat didefinisikan sebuah
parameter yang sangat kecil p sebagai y = % Serta memiliki amplitudo yang

kecil yaitu a.

Skala-skala yang digunakan diantaranya:

xzi _Ngho _
Jl t = 1 t
y h
y = — — oy »
ho ¢y, t) = Ug ¢(x, y,t)
h =
a T’(x,t) - a

Selanjutnya dari skala-skala tersebut nantinya akan disubtitusikan kedalam

persamaan (2.18), persamaan (2.23), persamaan (2.28) dan persamaan (2.34).
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Pertama, dilakukan penskalaan variabel pada persamaan (2.18).

)lan

Skala-skala ¢ = -
0

b, = % (x — %) 4+ ®, dan X = xA disubstitusikan

kedalam i diperoleh:

0x?

dp 0¢ ox
dx Ox 0x

0 (AaUO ) d (JZ)
~0x\ hy ¢ dx \1
ho

Dengan ¢p = — (x ~ %) + O sehingga persamaan diatas menjadi

a

{5 -9) 56

==0J (AU ( Ft)_I_AaUO (D) 0 <9?>
RPN W i

(3.1)
Selanjutnya

2’¢ 0 <a¢‘>> ox

9%2 ~ 0x\0x ) dx
— (U +aU0(D )6 (9?)
g Bt SR

= (0+5) ()

B hy */\1

anq)

Ahy (3.2)
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Skala-skala ¢ = AZUO ¢, = % (x - %) + ®, dan y = yh, disubstitusikan
0

kedalam 22 diperoleh:
cdalam 6372 lperoe .

0p 0¢ay
0y 0y oy

0 (AaUO ) d (37)
“ o\ The ) 35\,

0 (AaU, (h Ft o (y
el ) )
dy\ hy \a 2 dy \h,

o (AU ( Ft)_l_/laUO(D) 0 <37>
Ty T ) T T ) 95\

i, - (3.3)

Selanjutnya

he® Y (3.4)
Persamaan (3.2) dan persamaan (3.4) disubstitusikan kedalam persamaan (2.18),

sehingga diperoleh:
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9%¢p 0%

f(p + Td) =0

0x? = 0y?
aUOq) +/1an® —0
Ahy ¥ hg Yy

Dengan dikali dengan ahTo, maka diperoleh:
0

1 A
I(DXX +h—02(Dyy - O

ho’®_ + 22Dy,
Ahy? ]

ho’® .+ A?®,, =0

2

h"cp ., =0
>Vt F (3.5)

2

Dimana % = u , sechingga % = pu?, maka persamaan (3.5) menjadi:

WD+, =0 (3.6)

Kedua, dilakukan penskalaan pada persamaan (2.23):

skala-skala ¢ = M(ﬁ, ¢ = @(x - E) +® x=xA dan y=yh,
ho a 2
. Y o= b ..
disubstitusikan kedalam Tx diperoleh persamaan (3.1) dana—y diperoleh

persamaan (3.3).

Selanjutnya skala 77 = an, dan X = x4 disubstitusikan kedalam % diperoleh
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0 _ 07 0x
dx 0x0x

“ 5 ()

= ano ()

” a
-2 (3.7)

& N } F on .. )
Dengan skala 7 = an, dant = Tore disubstitusikan kedalam e diperoleh:

of _ o7 ot
ot ot ot

_6( 0 (t\ghy
=39 3:\ 732

h
= (any) <\/§>

_a gho
& /A (3.8)

Dari persamaan (3.1), (3.3), (3.7), dan (3.8) disubstitusikan ke dalam persamaan

(2.23), sehingga diperoleh

6<l3_0ﬁ+0<l36ﬁ
dy Ot 0xox

AaU, a./ghy al, a
hoz (Dy_ 1 Ne t (Uo+h—0®x>(zﬂx)

a aU,

nt+A(U0 +h_0q)x>nx

_a gho
A

a
ho

a./gh a
= g Ont+_U0(1+

Selanjutnya dikalikan dengan Ui sehingga diperoleh
0
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Aa(D_a gho +a<1+aq))
hoz y — AUO Mt 21 h() MNx
o ho ./gh hy? 1%
y — /12 UO t+/1_2 +h_0 x | Mx

Dengan dikalikan —= \/gT maka diperoleh

U hy* ho® U, a
— D, = — L (1+—®x>nx

Ne +
N A N T

ho (3.9)
Dimana 22 = U , sehingga ho’ _ uli, 2 = ¢ dan =2 = F, maka persamaan (3.9)
2 22 ho Vgho
menjadi:
F®, = p?ne + p?F (1 + €Dy Iny (3.10)

Ketiga, dilakukan penskalaan pada persamaan (2.28):

/1an

Skala yang digunakan (,i_) = (,i) ¢ = ( — %) +®, X = xA dan y = yh,

diperoleh persamaan (3.1) dan% diperoleh

2le

disubstitusikan kedalam

-\ 2
persamaan (3.3). Sehingga dari persamaan (3.1) maka untuk (g—z) diperoleh

= 2 2
(o) aU,
(a_) = (0 +h—0®x)
al, al,
(UO + h—OCDX> (UO + h_O(DX)

al,? alU
= Uy +2—> q>x+(—°c1>x>

(3.11)

Dari persamaan (3.3) diperoleh (g—z)



32

06\>  [aU, \°

7% =772 %

oy he (3.12)
AaUO
ho

Selanjutnya skala-skala ¢ = ¢, ¢= %0 (x — %) +®, dan t=

disubstitusikan kedalam Z—‘? diperoleh

dp 0¢ot
ot  at ot

ho

_ (_ AUGF » AaU, <I>t) <\/%)

2 ho

_ _UOF gho n anvgho(D
2 ho ¢ (3.13)

Persamaan (3.11), (3.12), (3.13) dan 7 = an disubstitusikan kedalam persamaan

(2.28) diperoleh

UyF./gh alUy/ gh 1 al,? alU 2 AaU 2

2 ho ho ho

1
+gan=§ Uy

Uo

Jaho

Karena F = sehingga



2 2 2 2
Uy aUO,/gh al, (aU0 ) AaU,
( > ) 2<U0 +2 h D, + h o) + h? o,

1 .,
+gan=§ Uo

2
Dengan ruas kanan dan kiri ditambahkan dengan U%, sehingga menjadi

alUy+/ ghy gl al,® aU, » AaU, ?
<—th +=| U2+ 2 CDX+<—CDX) + F(Dy + gan

ho 2 hg hg h
i
atau
aUy+/ ghg 1, a Z Aa 4 )
— T 1 2—(D ® —d =
( o &+ > Uo + hy H (ho ) + h02 v + gan = U,

Selanjunya dikalikan dengan g%, sehingga diperoleh
0

( 2o ®>+1U2 14220, +<a®>2+</1aq))2 + Ay,
hov/gho 2 gh, hy h ho? hol N °

. a .
Dimana -= = ¢, sehingga:
0

1., A P 2
eF(I>t+§F 1+ 2e®y + €Dy +P<Dy +en=1U, (3.14)

Dengan kecepatan awalnya U, = 0, sehingga diperoleh:

1 , (3.15)
EF(Dt-l-EFZ 1+ 2ed, + €2D, +‘l?q)y +en =0

Keempat, dilakukan penskalaan variabel pada persamaan (2.34):

/1an

Sehingga dengan skala-skala ¢ = ¢ ¢ = ( —%) +®, ¥y =yhy dan

X = xA disubstitusikan kedalam g—? diperoleh persamaan (3.1) dang—i diperoleh

persamaan (3.3).
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Selanjutnya skala-skala h = g, dan x = %, disubstitusikan ke dalam Z—Z diperoleh
oh B dh dx
dx 0x 0x
d d (X
= 5: @ 5: ()
1
= (ahy (5)
a
r (I hX) (3.16)

Persamaan (3.1), (3.3), dan (3.16) disubstitusikan kedalam persamaan (2.34),

sehingga diperoleh
AaU, al, a
ho? O, = — (Uo it h_O(DX ) (Ihx)
a aU,
- ‘z(%*h—oq’x)’lx
o (1 +—® )h
- 2’ ho X X

Dengan dikalikan Ui, maka persamaan diatas menjadi
0

Ala a a
2 =214 20, )1,

hoz y A ho
h3 a
S _ﬁ<1 g ) i (3.17)

2
Dimana % = u , sehingga % = pu?, dan hi = ¢, maka persamaan (3.17) menjadi:
0

Oy = —p*(1 + Dy )hy (3.18)
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3.1.2 Aproksimasi Variabel yang digunakan
Langkah berikutnya yaitu menentukan nilai @ dari persamaan (3.6) dan
persamaan (3.18) dengan fungsi potensial yang diekspresikan sebagai deret,
sebagaimana menurut L.H. Wiryanto (2010) yaitu sebagai berikut berikut:
D = Oy+u’d,+u*d, + - (3.19)
Selanjutnya disubstitusikan persamaan (3.19) ke persamaan (3.6) dan (3.18),

sehingga diperoleh:

2[(@) xx 12 (@) x i (®,) ez + -]

(3.20)
+ [(@g)yy +1E (@))yy +1*(@,)yy + ] =0
dan
.uzhx + fuze[(q)o)x-l'.uz (q)l)x+ﬂ4(q)2)x LY. ]h-x
(3.21)
+ [(@)y +12 (D )y +u* (@), + ] =0
Persamaan di atas dapat dituliskan menjadi:
((Do)yy + p? [((Do)xx‘l'(q)l)yy] + M4[(q)1)xx p- (CDZ)yy] +:=0 (3.22)
dan
(Dy)y + 12[(@)y + (1 + (@) )hy] +
(3.23)
M4[Ehx(q)1)x e (q)z)y] +--=0
Sehingga untuk orde I diperoleh
a. Persamaan (3.22)
(@))yy(x,y,6) =0 (3.24)

b. Kondisi batas kinematik (3.23) paday = —1
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(@)y(x,y,t) =0 (3.25)
dan orde u? diperoleh
a. Persamaan (3.22)
(@ xx + (@)yy =0 (3.26)
b. Kondisi batas kinematik (3.23) paday = —1
(®)y+he=0 (3.27)
Sehingga untuk solusi dari orde I, langkah pertama yaitu dari persamaan (3.24)

diintegralkan terhadap y sehingga
f(d)o)yy(x,y, t)dy = fO dy

(@)y(x,y,t) =C (3.28)

dengan C merupakan konstanta terhadap y yang dapat dituliskan sebagai C (x, t).
Dengan kondisi batas diy = —1

(@,)y(x,-1,t) =0
Jika disubstitusikan y = —1 pada persamaan (3.28) diperoleh

(@,)y(x,—1,t) = C(x, t)

berakibat nilai C(x,t) = 0, sehingga persamaan (3.28) menjadi

(@), (5, y,6) =0

Selanjutnya (@), (x,y,t) = 0 diintegralkan kembali terhadap y, sehingga

[@pyy.oay=[oa

Do (x,y,0) = A(x, 1) (3.29)
Dari orde u? mempunyai:

((DO)xx + (q)l)yy =0
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atau
(@))yy(x,y,8) = =(@)xx (x, ¥, ) (3.30)
Dari persamaan (3.29) dapat diketahui bahwa
(@) xx (2, ¥, 1) = Auy (x, 1)
Sehingga berakibat pada persamaan (3.30) menjadi:

(q)l)yy (x' y' t) = _Axx (x' t)
f (®,)yy(6,7,0) dy = f A (1, 8) dy

(@,)y(x,y,t) = Ay (x, )y + B (3.31)
Dimana B merupakan konstanta pengintegralan terhadap y yang dapat dituliskan
B(x,t).
Dari persamaan (3.27) diperoleh:
(@), (x,~1,1) = —h,
Sehingga persamaan (3.31) diperoleh:
—Axx (x, 1) (—1) + B(x, t) = (®,),(x,—1,1)
A (x,t) + B(x,t) = —h,
B(x,t) = —A,,(x,t) — h, (3.32)
Sehingga persamaan (3.32), maka persamaan (3.31) menjadi:
@)y @) = — A%,y = Apa 6, 1) — Iy (333)

Selanjutnya untuk mencari ®,, maka diintegralkan kembali, sehingga diperoleh



38

j(q)l)y(x: Y, t) dy = f _Axx(xr t)y - Axx(x: t) — hydy

1
(Dl(xry' t) = _EAxx(x' t)yz - Axx(x: t)y - hxy +B

1
= _Axx(x; t) (Eyz +Y> —hyy+B

2
ye+2y
=—Axx(x,t)< > >—hxy+B

Dimana B merupakan konstanta pengintegralan terhadap y yang dapat dituliskan
B(x,t).

Dengan manipulasi aljabar sehingga diperoleh:

1
D, (x,y,t) =5 (y2+ 2y + DA, (x,t) — hyy

+ {B(x, 0+ %Axx(x, t)}

1
= _E(yz + 2y+ 1)Axx(xft) A h-xy + F(x;t)

1 2
= —Axx(x, t) % i hxy + F(X' t) (334)

Selanjutnya persamaan(3.29) dan (3.34) disubstitusikan pada persamaan (3.25),

sehingga ®(x, y, t) diperoleh

+ 1)2
D%y, ) = A(x, ) + 4% |—A (x, £) % — hy+F(x0)

(3.35)

+0(u*)
Karena tujuannya adalah mencari model gelombang permukaan, sehingga langkah
selanjutnya yaitu dari persamaan (3.35) disubstitusikan pada kondisi batas
permukaan fluida yaitu persamaan (3.10) dan (3.15). dimana dari persamaan

(3.35) diperoleh nilai dari ®,(x, y, t) sabagai berikut
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(y+1)?

(Dx(x: Y, t) =A,+ .u2 [_Axxx 2

— hyx + Fxl
Sehingga jika y = 0 maka menjadi
1
(Dx(x’ 0, t) =Ay + .uz [_EAxxx - hxx + Fx]

Dari persamaan (3.35) diperoleh @y (x,y, t) sabagai berikut
DOy (x,y,t) = p?[=Ay(y + 1) — hy]
Sehingga jika y = 0 maka menjadi
Dy (x,0,t) = p?[—Ary — hy]
Dari persamaan (3.35) diperoleh ®,(x, y, t) sabagai berikut

(y +1)?

o

Ou(x,y,t) = Ap + u? [_Axxt
Sehingga jika y = 0 maka menjadi
2 R
CDt(X, 0, t) 3 At + ‘u I:_EAxxt + Ft]
Sehingga persamaan(3.10) menjadi:
2 2 2 [ 1
Fus[—Ayy — hy]l = pne + p°F (1 + €A, + ep _EAxxx_hxx+Fx Nx
Atau
[ 1
F[=Axx —hy]l =n¢+F (1 + €A, teu [_EAxxx — hyy + Fx] )nx
Dengan asumsi bahwa € = u?, sehingga persamaan diatas menjadi:
[ 1
F[-Ayxy —hy]=n+F (1 + €A te€ [_EAxxx — hyy + Fx] )rlx

Jika persamaan diatas diambil sampai orde € saja, maka diperoleh:
F[=Ayx — hy]l =m¢ + F(1 + €Ay )

Ne+ F[Ay + ]l + Fy + €FAM, =0 (3.36)
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Selanjutnya persamaan (3.15) menjadi:

1, I
eF(Dt+§F 1+ 2e®Dy + €°Dy +F(I)y +en=20
) 1
EF (At + l,l, [_EAXXT + Ft])
1 ” 5 1
+§F 1+2€<Ax+u [—EAxxx—hxx+FxD

2
+ €2 | A, + p? _2a St B
€ X M 2 XXX XX X

62
+ E(P[Z [_Axx e hx])z) Tiey—= 0

Karena € = u?, sehingga

1

il 1
+ EFZ <1 + 2¢ (Ax +€ [—EAxxx — Ry + Fx])

2
< (el=Are — he)?)

1 2
+ €2 (Ax +e€ [_EAxxx — Ry + Fx]> L
+en=20
Persamaan diatas diambil sampai dengan orde €, maka diperoleh
1
eF(Ap) + §F2(1 +2e(A)+en =0

Atau dapat disederhanakan menjadi

1
eFA, +€F2Ax+en+§F2 =0

1
2 2 —
e(FA, + F?A, + 1) +2F =0 (3.37)

Dengan didefinisikan bahwa kecepatan rata-rata adalah
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1
u(x,t) = ¢, dy = - + A, (3.38)

1 fen
en+1+eh —(1+€h)

Dari persamaan (3.38) maka diperoleh

—1+A
u—e x
1
Ax:u—g
Ayx = Uy

Sehingga persamaan (3.36) menjadi:
1
Nt + Flu, + hy] +an+eF<u—E)nX =0

Atau dapat dituliskan sebagai

N + Fu, + Fhy + Fny + €Funy, — Fn, =0
Sehingga dari persamaan (3.36) diperoleh bentuk sederhana sebagai berikut

Ne + Fu, + Fh, + €Fung = 0 (3.39)
Selanjutnya untuk persamaan (3.37) mempunyai variabel A;, sehingga terlebih

dahulu untuk mencari nilai dari A, yaitu bahwasanya dari persamaan (3.38)

diperoleh
-t +A
u=- X
1
Ax = u—g

Sehingga untuk mencari nilai A, maka diintegralkan terhadap x, sehingga

diperoleh
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1
fodx=fu——dx
€

1
A=fudx——x
€

Sehingga dengan demikian A; diperoleh

At = .I- ut dx
Sehingga persamaan (3.37) menjadi
1 1
6<Ffutdx+F2(u—E)+n)+§F2 =0
Atau
1 1
6<Ffutdx+F2u—FZE+n>+EF2 = ()
Sehingga dapat disederhanakan menjadi

1 1
F dx+ F’u—F:~4+n+—F2>=0
fut X u c T] 26

1
Ffutdx+F2u+n—2—€F2=0

Sehingga untuk menghilangkan integral terhadap x, maka diturunkan terhadap x,
sehingga diperoleh
Fu, + F2u, + 1, =0 (3.40)
Dari (3.39) dan (3.40) diperoleh sistem persamaan differensial parsial sebagai
berikut:
Nt + F(uy + hy )+ €Fungy =0
(3.41)
Fu, + F2u, + Ny, =0
Persamaan (3.41) merupakan model persamaan Boussinesq untuk gelombang

permukaan yang melalui sebuah gundukan dimana 7n(x,t) adalah ketinggian
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permukaan fluida, u(x, t) adalah kecepatan rata-rata pada aliran fluida, h, adalah
representasi dari gundukan pada dasar saluran, F adalah froud number, dan €
adalah perbandingan dari amplitudo gelombang dengan kedalaman aliran.

Untuk mencari solusi dari persamaan (3.41) dibutuhkan kondisi awal n
dan u. Dengan diberikan 7n(x,0) = 0 yang menggambarkan bahwa pada saat
permulaan belum terjadi gelombang. Selanjutnya akan dicari u(x,0) dengan
memberikan suatu fungsi z = x — ct yang disubstitusikan dalam persamaan
(3.40) schingga

Fu, + F2u, + Ny, =0

Fu, + FPu, = —ny

1
ut+Fux=—F Nx

karena
ou 0z Ju 0z on 9z
=55t il 2" A L
= u,(—c) =u,(1) =1,(1)
Sehingga diperoleh

1
uz(_c) + Fu, = _F Nz

il
(F —ou, = F Nz (3.42)
Maka dari persamaan (3.42) diperoleh
_ 1
uZ - F(F _ C) T]z

Sehingga untuk memperoleh u maka diintegralkan terhadap z, sehingga

(3.43)
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1
fuzdz=—fmnz dz

1

— n4C
FF—on T

u =

Sehingga persamaan (3.38) dan persamaan (3.43) pada t = 0 diperoleh

u(x,0) = u(x,0)

1
E+Ax(x,0) ~ — n(x,0) +C

1
F(F —¢) (3.44)

Sehingga nilai C pada persamaan (3.44) dapat diperoleh dari

. L. 1
S A e i e ol S

1
0 S =20
€
Sehingga
u(x,0) = u(x,0)

1
==
€

1
u(x,0)=C=-
€

Sehingga diperoleh kondisi awal (x,0) = 0 dan u(x,0) = é

3.3 Kajian Persamaan Boussinesq dalam Al-Qur’an
Persamaan
Nt + F(uy + hy )+ €Fun, =0
Fu,+ F?u, + 1, =0
merupakan persamaan Boussinesq yang diturunkan dari persamaan Laplace

beserta kondisi batas pada permukaan fluida dan kondisi batas pada dasar fluida.
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Dengan diperoleh persamaan ini maka membuktikan bahwa terdapat model
matematika untuk fenomena alam yang terkait dengan gelombang permukaan.
Adanya model ini menjelaskan bahwa keteraturan alam ini membuktikan
hubungan yang menjelaskan Al-Qur’an surat Al-Qomar ayat 49. Sehingga dengan
model matematika ini, selain dapat menambah pengetahuan juga dapat
meningkatkan keimanan dan ketaqwaan kepada Allah SWT, sebab Allah telah
menciptakan alam semesta ini dengan perhitungannya masing masing.

Sebagaimana Allah berfirman dalam surat Al-Hijr ayat 21:

=D

. 2 g - G A 2 A e - - < - w _
(sl 5 MDA Loy sagl> bie NI o0 e 05

U]

Artinya: “Dan tidak ada sesuatupun melainkan pada sisi Kami-lah khazanahnya
dan Kami tidak menurunkannya melainkan dengan ukuran yang tertentu” (QS.
Al-Hijr: 21).

Oleh karena itu, perlu diingat bahwa apa yang diketahui sekarang, hanyalah
sebagian kecil dari keluasan ilmu Allah SWT yang sangat luas, ibarat sebutir pasir
dari pasir di pantai. Oleh karena itu, tidak boleh menyombongkan diri atas

penemuan kita, karena sesungguhnya masih amatlah luas apa yang diciptakan

Allah SWT.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan
Dari pembahasan dapat di simpulkan bahwa langkah-langkah untuk
mendapatkan model gelombang permukaan dengan gangguan berupa gundukan
pada dasar saluran yaitu: menurunkan persamaan-persamaan kesetimbangan yang
diturunkan dari hukum-hukum kekekalan yang terjadi pada aliran fluida,
selanjutnya dilakukan penskalaan, aproksimasi variabel, peninjauan tiap-tiap orde
dengan deret, dan menyederhanakan kedalam sebuah model matematika. Model
yang diperoleh berupa sistem persamaan differensial parsial nonlinier yang dapat
dikategorikan sebagai persamaan Boussinesq. Adapun persamaan tersebut adalah
sebagai berikut:
Ny + F(u, + hy )+ €Funy =0
Fu, + F2u, + Ny, =0
dimana 7n(x, t) adalah ketinggian permukaan fluida, u(x, t) adalah kecepatan rata-
rata pada aliran fluida, h, adalah representasi dari gundukan pada dasar saluran,
F adalah froud number, dan € adalah perbandingan dari amplitudo gelombang

dengan kedalaman aliran.

4.2 Saran

Dalam penelitian ini penulis hanya melakukan penurunan model terhadap

masalah yang dibahas. Selanjutnya penulis menyarankan agar pada penelitian
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selanjutnya untuk menentukan solusi dari sistem persamaan differensial parsial

yang di hasilkan.
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