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ABSTRAK

Hotmah, Nurul. 2013. Analisis Latis Modular pada Himpunan Matriks Boolean
n x n. Skripsi. Jurusan Matematika Fakultas Sains dan Teknologi Universitas
Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.
Pembimbing I: Drs. H. Turmudi, M.Si.
Pembimbing I1: H. Wahyu Henky Irawan, M.Pd.

Kata Kunci: Latis Modular, Matriks Boolean.

Sistem aljabar dengan dua operasi biner yang memenuhi sifat tertutup, komutatif,
asosiatif dan absorpsi disebut latis. Selanjutnya dalam latis terdapat beberapa kelas
istimewa, di antaranya adalah latis distributif, latis modular dan latis semi modular. Akan
tetapi dalam perkembangannya, latis masih jarang sekali dijadikan materi penelitian,
terlebih mengenai latis istimewa, seperti halnya latis modular. Oleh karena itu, untuk
memberi warna baru pada materi latis, maka dalam penelitian ini penulis menggunakan
himpunan matriks Boolean dalam menganalisis sifat-sifat dan beberapa teorema yang
berlaku pada latis modular dengan definisi tertentu.

Dengan mendefinisikan operasi matriks dan keterurutan parsial pada himpunan
matriks Boolean n X n, maka himpunan matriks Boolean dengan entri semua anggota
dari aljabar Boolean, yang disertai dua operasi biner U dan N adalah latis. Selanjutnya
himpunan matriks Boolean dengan dua operasi biner U dan M juga memenuhi sifat-sifat
latis modular.



ABSTRACT

Hotmah, Nurul. 2013. Analysis of Modular Lattices on the Set of n X n Boolean
Matrices. Thesis. Department of Mathematics, Faculty of Science and
Technology of the State Islamic University Maulana Malik Ibrahim Malang.
Advisor I: Drs. H. Turmudi, M.Si.

Advisor II: H. Wahyu Henky Irawan, M.Pd.

Algebraic system with two binary operations that satisfy the closed, commutative,
associative and absorption properties is called lattices. Next in lattices there are some
special classes, such as distributive lattices, modular lattices and semi-modular lattices.
But in its development, lattices still rarely used as research material, especially on special
lattices, as well as modular lattices. Furthermore, to give a new knowledge to the material
lattices, so in this research the authors used the set of Boolean matrices in analyzing the
properties and some of the theorems that apply to modular lattices with specific
definitions.

By defining the matrices operation and partially ordered set on the set of n xn
Boolean matrices, then the set of Boolean matrices with entries all elemen of Boolean
algebra, with two binary operations U and N is lattices. Furthermore, the set of Boolean
matrices with two binary operations U and N also satisfy the modular lattice properties.

Keywords: Modular Lattices, Boolean Matrices.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Allah SWT berfirman dalam surat Al-Mujaadilah ajdt sebagai berikut:

4,
~ g~

9‘:.0;}’2/.4.4 2 Q. N o & 2 09 2 o 2 L - <
Sl 1g5sl cpdlly 250w Ttz el B 193230 1o2asl 15 15

B Gl L 4y ar 3
Artinya: ...niscaya Allah akan meninggikan orang-ayagang beriman di
antaramu dan orang-orang yang diberi ilmu pengetahubeberapa
derajat. Dan Allah Maha Mengetahui apa yang kamijakan. (QS. Al-
Mujaadilah:11)

Dalam ayat di atas dijelaskan bahwa Allah akan raegkat derajat
orang-orang yang berilmu dan beriman, ilmu yangatisadkan antara lain semua
ilmu yang memberi manfaat bagi kehidupan manusyat fersebut menunjukkan
betapa pentingnya ilmu pengetahuan dalam kehidoparusia, dan matematika
adalah salah satunya.

Matematika adalah ilmu pengetahuan yang diperodgtyan cara berpikir
dan bernalar. Menurut Sumardyono (2004), matematikaupakan buah pikir
manusia yang kebenarannya bersifat umum (dedukti®benarannya tidak
bergantung pada metode ilmiah yang mengandung rioskelktif. Kebenaran
matematika pada dasarnya bersifat koheren. Selalamd bidang sosial,
matematika juga dapat diterapkan dalam bidang kehingga matematika

dikatakan sebagai induk dari berbagai dimensi ilfimmu matematika menjadi

induk dari berbagai dimensi ilmu ini disebabkan ekex banyaknya cabang



matematika. Salah satunya adalah aljabar, yang wiadalamnya juga terdapat
kajian tentang aljabar abstrak.

Aljabar adalah salah satu cabang yang paling tua stamua cabang
matematika. Sejarahnya adalah sepanjang sejaralpatadaban dan barangkali
lebih panjang. Sejarawan yang terkenal tentang mudtka, B. L. Van der
Waerden percaya bahwa ada suatu peradaban yangméndperadaban dari
Mesopotamia, Mesir, Negeri China dan India, danwaaperadaban itu adalah
sumber akar dari konsep matematika yang paling &habak, 2004). Sebagai
cabang matematika seperti halnya teori bilangaameéri, maupun matematika
terapan lainnya, aljabar merupakan salah satu didaratematika yang
mempunyai banyak sekali materi yang dapat dibakiasantaranya adalah
bilangan, himpunan, operasi himpunan, latis, mai&n sebagainya.

Salah satu cabang ilmu aljabar itu sendiri anfara adalah aljabar
abstrak. Struktur aljabar merupakan salah satu rmdtdam aljabar abstrak.
Sistem aljabar algebraic systeinterdiri dari suatu himpunan objek, satu atau
lebih operasi pada himpunan bersama dengan huktentie yang dipenuhi oleh
operasi. Sehingga selain pemetaan, materi yangashaada struktur aljabar pada
dasarnya tentang himpunan dan operasinya. Olem&aie dalam mempelajari
materi ini selalu identik dengan suatu himpunan gydidak kosong yang
mempunyai elemen-elemen yang dapat dikombinasikemgah penjumlahan,
perkalian, ataupun keduanya dan juga oleh operasr byang lainnya. Hal
tersebut berarti pembahasan-pembahasannya metbatiek-objek abstrak yang

dinyatakan dalam simbol-simbol. Salah satu alasamgy penting untuk



mempelajari sistem aljabar tersebut adalah untukyatekan sifat-sifat pada
topik—topik yang berbeda dalam matematika. Sistgaiba dengan dua operasi
biner yang memenuhi sifat tertutup, komutatif, ggtfsdan absorpsi disebut latis
(Sukardjono, 2002:39).

Suatu latisL merupakan himpunan terurut parsial yang setiajrmms
elemen(a, b) dalam L mempunyai batas bawah terbesan b dan batas atas
terkecila U b. Pada latis terdapat beberapa kelas latis istiméwnantaranya: latis
distributif, latis modular dan latis semi-modular.

Allah SWT berfirman dalam QS. Al-Dzariyaat ayat 49

P
P ]
]

//’,‘

R i I T T .
@j}u}j,ujww”wéwkwj
Artinya: Dan segala sesuatu Kami ciptakan berpasang-pasarsupaya kamu
mengingat kebesaran AllafQS. Al-Dzariyaat: 49)

Ayat tersebut menjelaskan bahwasanya Allah SWT ip&kan segala
sesuatu memiliki pasangan-pasangannya, dan setagangan memiliki
keterkaitan atau keterhubungan. Dijelaskan pulaagatsir Ibnu Katsir (2000),
semua makhluk diciptakan oleh Allah SWT dengan &smpgan seperti halnya
langit dan bumi, malam dan siang, daratan danhatéaang dan gelap, iman dan
kufur, hidup dan mati. Semuanya memiliki hubundatak ada yang dapat berdiri
sendiri. Seperti halnya keilmuan matematika padzelttean ini, yaitu latis dan
matriks yang dapat dihubungkan satu sama lain méiahpunan dan operasinya.

Pada penelitian sebelumnya, latis sering dihubumglegan graf, seperti

pada penelitian Zainal Abidin (2009) yang berjutiihjian Graf Latis Faktor



Bilangan Prima Berpangkat dan Bilangan2™ x 10”. Sedangkan mengenai
pembentukan latis dengan menggunakan matriks rbatim banyak dikaji.
Berdasarkan permasalahan di atas, penulis ingingamalisis matriks
pada hukum-hukum latis, dengan suatu pendefinesveal yang akan digunakan
untuk membentuk suatu latis modular. Oleh karenaskripsi ini oleh penulis

diberi judul “Analisis Latis Modular pada Himpun®fatriks Booleam x n”.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas, maka rumusaalatayang diberikan
dalam pembahasan ini adalah:
1. Bagaimana pembentukan latis modular dari himpunaitniks Boolean?

2. Bagaimana sifat-sifat latis modular pada himpunaitriks Boolean?

1.3 Tujuan Penélitian
Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka tujuanpeéaelitian ini
adalah memperkenalkan latis modular melalui himpunan rkatrBoolean
sehingga dapat memperluas pengetahuan dan Ilebihalmem wawasan
mengenai latis, yang secara khusus:
1. Mendeskripsikan pembentukan latis modular menggamakimpunan
matriks Boolean.

2. Mengetahui sifat-sifat latis modular dari suatu piman matriks Boolean.



1.4 Batasan Masalah
Sesuai rumusan masalah dan tujuan penelitian, sgda pembahasan
lebih fokus maka pembahasan masalah yang dibesiftalah:
1. Aljabar Boolean yang digunakan dalam pembahasahudiskan pada
aljabar himpunan.
2. Contoh yang akan diberikan cukup dengan matriksldaoo dengan orde

2 X 2.

1.5 Manfaat Penelitian
Dari penulisan skripsi ini penulis berharap agamngtigan ini bermanfaat
bagi berbagi kalangan, antara lain:
1. Bagi penulis
a. Untuk menambah pemahaman tentang konsep yang atan da
matematika, khususnya teori latis.
b. Sebagai sarana dan latihan untuk menambah pengupsaalis dalam
memadukan matriks dengan latis.
2. Bagi Mahasiswa Matematika
Sebagai tambahan literatur atau wawasan untuk rkagaih lanjut bagi
mahasiswa khususnya yang sedang menempuh mata tadralatis.
3. Bagi Lembaga
a. Sebagai bahan informasi tentang pembelajaran matahkteori latis
yang masih terbatas referensinya.

b. Sebagai tambahan bahan kepustakaan.



1.6 Metode Pendlitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adat@tode kajian pustaka

(library researcl). Untuk menganalisis latis modular menggunakan phiman

matriks Boolean, terlebih dahulu akan dikaji meragetefinisi dan sifat-sifat

dasar latis, latis modular dan matriks. Selanjutdifakukan analisis deskriptif

mengenai bagaimana himpunan matriks Boolean dapghatdkan sebagai latis

modular.

Adapun langkah-langkah yang akan diterapkan pemzlam membahas

penelitian ini adalah:

1.

Memberikan deskripsi awal matriks Boolean yang dakan dalam
pembahasan.

Memberikan definisi relasi urutan parsial dan opeogperasi yang
dikenakan pada himpunan matriks Boolean, selargutmembuktikan
bahwa himpunan ini dengan dua operasi biner adatish

Membuktikan bahwa himpunan matriks Boolean adaltik modular.
Membuktikan bahwa himpunan matriks Boolean memesiiidii-sifat latis
modular.

Memberikan contoh sesuai definisi.

1.7 Sistematika Penulisan

Untuk mempermudah memahami penulisan ini secasallk@ihan, maka

penulis menggambarkan sistematika penulisannyayaebarikut:



Bab | Pendahuluan
Pada bab ini membahas tentang latar belakang,sammmnasalah, tujuan
penelitian, batasan masalah, manfaat penelitiapdaepenelitian dan
sistematika penulisan.

Bab Il Kajian Pustaka
Pada bab ini menyajikan konsep-konsep (teoritegaing mendukung
bagian pembahasan. Konsep-konsep tersebut antaramambahas
tentang pengertian matriks, himpunan, relasi, arpsial, teori latis dan
latis distributif, aljabar Boolean serta kajian aga

Bab |1l Pembahasan
Pada bab ini membahas tentang deskripsi dalam eénkan latis
modular serta sifat-sifat dan teorema yang berldéwngan menggunakan
himpunan matriks Boolean. Selain itu akan diberikeontoh sesuai
definisi.

Bab 1V Penutup
Bab ini berisi kesimpulan dari pembahasan sertaanssaran yang

berkaitan dengan hasil pembahasan.



BAB 11

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Matriks

Susunan bilangan real berbentuk segi empat mudeldm banyak
konteks selain sebagai matriks yang diperbesarkusigtem persamaan linier.
Pada subbab ini akan ditinjau susunan bilangasandiri sebagai objeknya dan
beberapa sifat susunan bilangan tersebut.
Definisi 1

Matriks adalah suatu susunan bilangan berbentuk esagat. Bilangan

bilangan dalam susunan itu diselemtri dalam matriks tersebut (Anton,

1997:51).
Contoh:
(é g) (S —13) 3 dan(g)
4 1

Ukuran matriks diberikan oleh jumlah baris (gdr@izontal) dan kolom
(garis vertikal) yang dikandungnya. Misalnya, niatrpertama dalam contoh 3
mempunyai dua baris dan dua kolom sehingga ukueaadglah 2 kali 2 (ditulis
2 x 2). Dalam suatu uraian ukuran, angka pertama seteoyatakan jumlah
baris dan angka kedua menyatakan jumlah kolom.ikéatnatriks lainnya pada
contoh 3 masing-masing mempunyai ukurdarx 2,1 X 3,dan 2 x 1. Suatu
matriks dengan hanya satu kolom disebut matriksrkdlatau vektor kolom), dan

suatu matriks dengan hanya satu baris disebut knateris (atau vektor baris).
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Jadi, dalam contoh matriks ketiga matriksx 1 adalah suatu matriks kolom,
matriks1 x 3 adalah suatu matriks baris.
Untuk menyatakan matriks digunakan huruf besadarsgkan untuk

mewakili entri digunakan huruf kecil. Misal:

_(2 1 7 Do, &
A_(3 4 2)atauC-<d o f)

Ketika menuliskan matriks, biasanya huruf kecil gamewakili bilangan disebut
skalar. Kecuali jika disebutkan secara khusus, skalaadbprupa bilangan real
atau himpunan.

Entri pada baris dan kolomj dari suatu matriksA akan dinyatakan

sebagau;;. Jadi suatu matriks umum x n sebagai:

a1 ain Ain

az 1 azz a2n
A= |

Am1 Amz " Amn

Jika keringkasan notasi diinginkan, matriks yandpetemnya dapat ditulis
sebagai:
(a;) . atau(a;)
notasi pertama digunakan jika dalam diskusi terispbrlu mengetahui ukurannya
dan notasi yang kedua digunakan jika ukuran ticakugitekankan.
Suatu matrikgl dengam baris dam kolom disebut matriks bujur sangkar
berorden. Dan entri-entria,4, a,,, ..., a,, disebut sebagai diagonal utama dari

matriksA.
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2.1.1 Macam-Macam Matriks
1. Matriks Bujur Sangkar
Definisi 2
Matriks bujur sangkaradalah matriks dengan jumlah baris dan kolom
yang sama (Anton, 1997:53).
Matriks bujur sangkam x n dikatakan berorda dan disebut matriks-

Contoh:

2 M S0
P
00

Contoh di atas adalah matriks bujur sangkar Greta3.

2. Matriks | dentitas

Definisi 3

Matriks identitas atau matriks satuan, dinotasikan denggn atau
singkatnyal, adalah matriks bujur sangkar dengan entri 1 mhagonal
utamanya dan entri O pada bagian lainnya. Matdkstitas mirip dengan
skalar 1 sehingga di dalam sebarang matriks b@jnglsar4, Al = IA =
A.

Contoh:

100
L=(0 1 o
00 1

Contoh di atas adalah matriks identitas karengoaial utamanya 1.
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3. Matriks Diagonal
Definisi 4
Matriks bujur sangkabP = (d;;) disebutmatriks diagonajika semua entri
non-diagonal utamanya nol. Dengan kata lain;;) adalah matriks
diagonal jikaa;; = 0 untuki # j (Anton, 1997:107).

Contoh:

KA 0 3 00
D=<0 0 D=10 0 0
0 0 4 0 0 2

Contoh di atas adalah matriks diagonal karenai embn-diagonal

[\

utamanya nol.
4. Matriks Boolean
Definisi 5
Matriks BooleanB = (b;;) adalah matriks sederhana atas aljabar Boolean,
yaitu susunan segi empat dari elemen-elemen aljBoatean (Chen,
1952).
Contoh:
Misal matriksB = (b)), .

Maka bentuk matriks Booleannya adalah

1 0 1
B=11 1 0
01 1

Contoh di atas adalah matriks Boolean karena nsatBk hanya

mempunyai entri 0 dan 1, yang merupakan anggotaljabar Boolean.
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2.1.2 Operas pada Matriks
1. Penjumlahan Matriks
Definisi 6
Jika A dan B adalah sebarang dua matriks yang ukurannya sanig ma
jumlah A + B adalah matriks yang diperoleh dengan menambahkan
bersama-sama entri yang bersesuaian dengan medrigebut. Matriks

yang ukurannya berbeda tidak dapat dijumlahkand@nt997:23).

Contoh:
saa=(l ) 5= 9
maka
a+B=(31; 313)

-5 5
2. Perkalian Matriks
Definisi 7
Jika A adalah suatu matriks damadalah suatu skalar, maka hasil kal

(produc) ceA adalah matriks yang diperoleh dengan mengalikaringas

masing entri dai dengarc (Anton, 1997.24).

Contoh:
=G )
maka
2a=2(3 9
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_(2 6
=G 2)
Definisi 8

ApabilaA,,x, = (aij)' Bnxp = (bij) perkalian matriksA x B = AB = C
dimaksudkan suatu matrikgn x p); (AB = (), yaitu matriks dengam
baris danp kolom, dimana eleme@ dari baris ke-kolom kej diperoleh
dengan rumus

C =alj-biz+ai2-sz+---+aim-bn]~,1SiSm,lSan

ij

(Supranto, 1993:7).

Contoh:
saa=(} ) 5= 3
maka

ax8=(3 ) 3)

1-5+1-2 14+13)
3:5+2:-2 3:-4+3-3

15+4 12+9

<
(5-%2 44—3)
(19 21)

2.2 Himpunan
2.2.1 Pengertian Himpunan

Himpunan adalah kumpulan objek-objek yang terdgfitiengan jelas
(well definedl (Abdussakir, 2006:1). Cara pengumpulan objekiobjerdasarkan

sifat atau keadaan yang sama, ataupun berdasarafanauran tertentu (Suryadi:
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1989:2). Objek-objek yang termuat dalam suatu himapudisebut unsur atau
anggota. Himpunan disimbolkan dengan huruf kapgabangkan anggota
himpunan disimbolkan dengan huruf kecil.

Objek di dalam himpunan disebut elemen, unsuu ataggota. Untuk
menyatakan bahwa suatu objekadalah anggota suatu himpunardigunakan
notasie, yaitua € A. Sedangkan notagi& A berarti menyatakan bahvasbukan
anggota himpunaA.

Pada umumnya himpunan dapat dinyatakan dalam dggbecara, di
antaranya yaitu bentuk tabulaalfular form, notasi pembentuk himpunase-
builder form), dan diagram venn. Bentuk tabular adalah pemulisanpunan
dengan mendaftar semua anggotanya. Sebagai contiok,{1,2,3,4}
menyatakan bahwa himpunArmemuat bilangan 1, 2, 3, dan 4. Sedangkan notasi
pembentuk himpunannya adalah dengan menyebutkast sifau syarat
keanggotaan himpunan tersebut, misal:

A={x|1<x<4,x €N}
sedangkan diagram venn adalah diagram untuk mergggam suatu himpunan
atau relasi antar himpunan. Himpunan yang diganaimabtasanya dalam bentuk
lingkaran dan anggotanya berupa titik dalam lingkadtan himpunan semestanya
dalam bentuk persegi panjang. Sebagai contoh, atragrenn dari himpunan
A =1{1,2,3,4} dengan himpunan semestanya adalah himpunan hilaasaN

adalah
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(Setiawan, 2007:2).

2.2.2 Himpunan Bagian (Subset)
Definisi 9

Misalkan A dan B himpunan, maka A dikatakan himpubagian gubse}

dari B, ditulisA € B jika setiap unsur di A merupakan unsur di B.
Secara simbolik,

ASBe (xeA=x€B)
tulisanA € B juga dapat dimaknai bahwatermuat diB, atauB memuatA. Jika
A subsetB dan ada unsur d@ yang tidak termuat di\, makaA disebut subset
sejatidari B, dan ditulisA c B (Abdussakir, 2006:3).

Jika A € B dan A # B, maka kita namaka@ himpunan bagian sejati
(proper subsgtdari B dan ditulisA ¢ B. Sedangkan apabiléa <€ B danA = B
makaA dinamakan himpunan bagian tidak sejanproper subsétdari B dan
ditulis A € B. Namun biasanya digunakan untuk menyatak&h Tandac dan
C dapat dinegasikan dengan tanda /, mis& B untuk menyatakan bahwé

bukan subset daH.
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2.2.3 JenisjenisHimpunan
1. Himpunan Berhingga dan Himpunan tak Berhingga
Definisi 10
Suatu himpunan adalah berhingga jika terdiri dajurslah tertentu
anggota-anggota yang berbeda, artinya jika kita gmémg anggota-
anggota yang berbeda dari himpunan ini, maka prpsgstungan dapat
berakhir. Tapi jika perhitungan tidak dapat berakimaka himpunan
tersebut dikatakan tak hingga (Saondi, 2009:9).
2. Himpunan Kosong
Definisi 11
Himpunan kosong merupakan himpunan yang tidak megganggota.
Himpunan kosong biasanya disebut himpunan nola Kitengatakan
bahwa himpunan demikian adalah hampa atau kos@rgkida menyatakan
dengan lambang@ atau tanda { } (Saondi, 2009:9).
3. Himpunan Semesta
Definisi 12
Himpunan semesta atau himpunan pembicaraan adatgbuian yang
berisikan semua elemen yang sedang dibicarakam@§&®09:10).
Dalam setiap pemakaian teori himpunan, semua hiarpyang ditinjau
adalah himpunan bagian dari suatu himpunan tertéfitnpunan ini diebut
himpunan semesta atau semesta pembicaraan atawstsedesi uraian.
Himpunan ini dinyatakan dengan notasi Himpunan semesta dalam bahasa

Indonesia biasanya disimbolkan dengaimi sesuatu yang tidak lazim.
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4. Himpunan Kuasa ( Power Set)
Definisi 13

Himpunan kuasa dari S merupakan himpunan yang #&muogm adalah

semua himpunan bagian dari S (Saondi, 2009:10).

Himpunan kuasa dad dinyatakan denga@® atau dengam(S). Jika
suatu himpunan kuasa d&iadalah terbatas, katak&memiliki n anggota,
maka himpunan kuasa dé&8i dapat diperlihatkan memiliki anggota-anggota
sebanyak2™. Ini adalah salah satu alasan mengapa kelas dapuhan
bagian-himpunan bagiaB disebut himpunan kuasa d&i dan dinyatakan
dengar2’.

2.2.4 Operasi Himpunan

Seperti bilangan, suatu himpunan juga dapat digpera dengan
himpunan lain. Operasi adalah aturan untuk menkapatnsur tunggal dari satu
atau beberapa unsur tertentu. Jika hasil dari saypdtasi termasuk dalam semesta
S, maka operasi yang demikian disebut tertutupamadljabar, operasi himpunan
terdiri dari operasi uner, biner, terner sampaier. Jika aturan dalam operasi
berkenaan dengan satu unsur maka operasinya dinanoglerasi uner, dan jika
berkenaan dengan dua unsur dinamakan operasi liigarunsur terner, dan
sebagainya. Beberapa contoh operasi uner misalperas komplemen.
Sedangkan operasi biner misalnya operasi penjumjgfengurangan, perkalian,
pembagian (dalam bilangan), “dan”, “atau” (dalangika), gabungan, irisan
(dalam himpunan), dan begitu seterusnya hinggaaspener, yaitu operasi yang

dikenakan pada himpunan atam unsur. Namun di sini pembahasan hanya akan
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difokuskan pada operasi biner. Misal didefinisikgrerasi biner *, maka operasi
biner * mempunyai dua bagian definisi yaitu:

1. Terdefinisi dengan baik well-defined vaitu untuk setiap pasangan
berurutan(x, y) dalamA dikawankan dengan tepat satu ndai y
2. Atertutup di bawah operasi * yaitu untuk setigp € A makax xy € A
(Setiawan, 2007:5).
Apabila dalam bilangan dikenal operasi kali, bagmbah, dan kurang,
maka dalam himpunan dikenal operasi-operasi berikut
1. Gabungan
Definisi 14
Misalkan A dan B himpunan. Gabungan A dan B ditdlis B adalah
himpunan yang memuat semua unsur di A atau B (Adadirs 2006:3).
Secara simbolik,
AUB ={x|x€ AV x € B}.
2. Irisan
Definisi 15
Misalkan A dan B himpunan. Irisan A dan B ditulssn B adalah
himpunan yang memuat semua unsur di A dan B.
Secara simbolik,
ANB={x|x€AAx € B}.
Kata “dan” bermakna bahwatermuat diA sekaligus dB. JikaA N B = @,

makaA danB disebut himpunan saling lepas (Abdussakir, 2006:3)
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3. Sdisih (Komplemen Relatif)
Definisi 16
Misalkan A danB himpunan. Selisih atau komplemen relatif déanili B,
ditulis B\A adalah himpunan yang memuat semua unsiar tditapi tidak
termuat did (Hartono & Puspita, 2006:9).
Secara simbolik,
B\A={x|x€BAx¢&A}
4. Komplemen
Definisi 17
Misalkan A adalah himpunan, maka komplemen dardifylis A° adalah
semua anggota himpunan semesta yang berada dAlfabdussakir,
2006:3).
Secara simbolik,
A€ = {x| x ¢ A}.
5. Penjumlahan
Definisi 18
Penjumlahan antara himpunan A dan B adalah semmuauhnian yang
anggotanya merupakan anggota A atau B tetapi bulsamnya (Saondi,
2009:17).
Secara simbolik,

A+B={x|x€Ax€B,x¢&ANB}
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2.2.5 Sifat-sifat Operasi Himpunan
Operasi himpunan memiliki sifat-sifat berikut, allan A, B, C
himpunan, maka berlaku:

1. Idempoten

@ANA=A
(b)AUA=A
2. Komutatif

(@QANB=BNA
(b)AUB=BUA

3. Asosiatif
@UNB)NC=An(BnNC)
(b)(AuB)UC =AU (BUC)

4. Distributif
@Au(BNC)=(AUB)N(AUC)
(b)AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

5. Sifat Komplemen

(@)AU A = U
(b) AN A =@
() =4

(d)U€ =@ dang =U
6. Sifat Identitas
@Avp=A

b)AnU=A
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()AuU=U
dAnp =0
7. Hukum de Morgan
(@) (AU B)¢ = A° N B¢
(b) (AN B)¢ = A° U B¢

(Hartono & Puspita, 2006:10).

2.3 Relas
2.3.1 Pasangan Berurutan (Ordered Pair)
Definisi 19
Pasangan berurutan merupakan sepasang anggotaadsaan anggota
yang pertama berasal dari himpunan yang pertamaatananggota yang
kedua berasal dari himpunan lainnya (Saondi, 2009:3
Bila a € A danb € B, maka pasangan berurutan dari himpuAasan B
ditulis (a, b). Secara umum pasangan berurutan dinotasikan:
{(a,b) :a € Adan b € B}
2.3.2 Perkalian Himpunan
Definisi 20
Untuk sebarang himpuanan A dan B, perkalian himpuhadengan B
ditulis A x B didefinisikan sebagai himpunan pasangan beruri¢bagai
berikut:
AXB = {(a,b)|la € Adanb € B}

Karena pasangan berurutafu,b) # (b,a), maka pada umumnya
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perkalian himpunan tidak bersifat komutatif, yaifux B # B X A, kecuali
A = B. Perkalian himpunan dengan dirinya sendiri yait¥ A biasanya ditulis
AZ,

2.3.3 Relasi pada Himpunan
Definisi 21

Jika diketahui dua himpunan A dan B, maka secdugtiirrelasi dari A ke

B didefinisikan sebagai hubungan antara anggotgeiaghimpunan A

dengan anggota himpunan B atau pernyataan yanghulemggkan antara

anggota A dengan anggota B (Turmudi, 2012:20).

Suatu relask dariA ke B terdiri dari :
1. suatu himpunad
2. suatu himpuna®
3. suatu kalimat terbuka&(x,y) dimanaP(a,b) adalah benar atau salah

untuk sebarang pasangan bertryth) € A X B.

RelasiR dari himpunam ke himpunamB adalah suatu himpunan bagian
(subsexdariA x B. JadiR € A x B. Jika(a, b) € A X B dana berelasi dengah,
dituliskanaRb. Jikaa tidak berelasi denga® dituliskanaRRb.

Contoh:
Misalkan A = {1,2} dan B = {1,4,5}, didefinisikan relasiR dari A ke B
sebagaiy = x? untuk setiapc € A dany € B, maka:
1.Ax B =1{(1,1),(1,4),(1,5),(2,1),(2,4),(2,5)}
2. Menurut definisi, (x,y) € R jikay = x?, maka:

(1,1) €R kareria= 12
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(1,4) ¢ R karena= 12
(1,5) € R karerfa= 12
21)¢R karerta# 22
(24) €ER karenh= 27
(25) ¢R karerfa= 22

JadiR = {(1,1), (2,4)}
Tampak bahw® < A X B.
2.3.4 Macam-macam Relas
1. Relasi Refleksif
Definisi 22
RelasiR padad disebut refleksif jika dan hanya jika untuk setéaqmgota
A berelasi dengan dirinya sendiri.
Secara simbolik,
Rrefiersif < (VaeA).aRa
2. Relasi Irrefleksif
Definisi 23
Relasi R pada A disebut irrefleksif jika dan harjijka untuk setiap
anggota A tidak berelasi dengan diri sendiri.

Atau lebih singkat ditulis:

Rirrefiersir < (Va € A). aﬂa
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3. Relas Simetris
Definisi 24
Relasi R pada A disebut simetris jika dan hanka jintuk setiap dua
anggota A saling berelasi.
Atau lebih singkat ditulis:
Riimetris < (Va,beA).aRb = bRa
4. Relasi Asimetris
Definisi 25
Relasi R pada A disebut asimetris jika dan harkagetiap dua anggota A
tidak saling berelasi.
Atau lebih singkat ditulis:
Rysimetris < ((a,b0A).aRb= HRa
5. Relasi Anti Simetris
Definisi 26
Relasi R pada A disebut anti-simetris jika dan laajika dua anggota A
saling berelasi jika keduanya sama.
Atau lebih singkat ditulis:
Rantisimetris < (Ua,b0A)aRb_bRa=a=0b
6. Relas Transitif
Definisi 27
Relasi R pada A disebut transitif jika dan hania:ji

Riransitir < (0a,b,c00A)aRbC_bRc= aRc
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2.4 Urutan
2.4.1 Himpunan Terurut Parsial ( Poset)
Definisi 28
Misalkan S adalah himpunan dengan unsur-umsbyc, dengan relasi
kesamaarx = y telah didefinisikan. Maka relasi terurut parstalatasS

adalah sebarang relasi diadik atas S yang memetiatisifat:

() Refleksif: untuk setiap di dalamS, a<a,;
(i) Anti-simentris: jikaa< b danb< a, makaa = b;

(i) Transitif: jikaa< b danb< ¢, makaa< c (Sukardjono, 2002:27).
Definisi 29
Suatu himpunarg yang dilengkapi dengan relasi terurut par€layang
telah didefinisikan padanya disebut sulainpunan terurut parsial atau
poset (poset singkatan dari katpartially ordered set (Sukardjono,
2002:28).
Contoh:
Misalkan relasi" <" adalah relasi “kurang dari atau sama dengan” pada
himpunan bilangan bulat non-negaif(va,b € A) aRb < a < b.
Buktikan bahwa < " adalah relasi urutan parsial!
Penyelesaian:
Adit: Relasi" < " adalah relasi yang refleksif, antisimetris, damsitif.

a) Refleksif



b)
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Ambil sebarang € A. Jelas bahwa = a, atau dapat dikatakam < a.
Jadi" < " refleksif.
Antisimetris
Ambil sebarangt, b € A yang memenuhi < b ataub < a.
a < b berartib = k; + a untuk suatu bilangan bulat non-negéatif
b < a berartia = k, + b untuk suatu bilangan bulat non-negéatif
makab = k; + (k, + b)

= (ks +ky,)+Db
jika kedua ruas dikurangi dengammaka diperolelt; + k, = 0.
k, dank, adalah bilangan-bilangan bulat non-negatif, magar &, +
k, = 0 dipenuhi, satu-satunya kemungkinan ad&lak k, = 0.
Diperoleha =k, +b =0+ b = b.
Daria < b danb < a diperoleha = b, maka" < " adalah antisimetris.
Transitif
Ambil sebarang, b, c € A yang memenuht < b ataub < c.
a < b berartib = k; + a untuk suatu bilangan bulat non-negétif
b < c berartic = k, + b untuk suatu bilangan bulat non-negéatif
makac = k, + (k; + a)

=(k,+ky)+a
ambil k = k, + k,. Karenak, dank, adalah bilangan bulat non-negatif
maka k juga bilangan bulat non-negatif. Jadi= k + a untuk suatu
bilangan bulat non-negatif.

Ini berartia < ¢. Jadi relas! < " bersifat transitif.
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Karena relasi < " bersifat refleksif, antisimetris dan transitif nagk< "
adalah relasi terurut parsial. Sehingga himpuhaengan relast adalahposet
Definisi 30
MisalkanT adalah himpunan bagian dposetS.
i. a) Jikaa € T dengan sifaa < t, untuk setiapt € T, a disebutunsur
terkecil dari T.
b) Jikaa € T dengan sifain > t, untuk setiapt € T, a disebutunsur
terbesar dariT.
ii. a) Unsur terkecil, jika ada, adalabnggal. Karena jikaa;,a, adalah
unsur-unsur terkecig; < a, dana, < a;, sehingga menurut definisi 28
(i) a; = a,.
b) Unsur terbesar, jika ada, adalmggal. Karena jikaa,,a, adalah
unsur-unsur terbesat; > a, dana, > a;, sehingga menurut definisi 28
() a; = a,.
iii.  a)JikaT = S, unsur terkecil ini biasanya diselurtsur nol, dengan notasi
o atau O.
b) JikaT = S, unsur terbesar ini biasanya disebasur satuan, dengan
notasiu atauyU ataul.
iv. a) Jikaa €T dan tidak ada unsure T dengan sifat < a, a disebut
unsur minimal dari T. Unsur minimal tidak harus tunggal.
b) Jikaa € T dan tidak ada unsure T dengan sifat > a, a disebut

unsur maksimal dari T. Unsur maksimal tidak harus tunggal.
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v. a) Jikab €S dengan sifath < t, untuk setiapt € T, b disebutbatas
bawah dari himpunan bagiai. Perhatikan bahwh tidak harus anggota
dariT.
b) Jikab € S dengan sifab > t, untuk setiag € T, b disebutbatas atas
dari himpunan bagian. Perhatikan bahwla tidak harus anggota dalri

vi. a) Jikag unsur batas bawah daridengan sifab < g untuk setiap batas
bawahb dari T, g disebutbatas bawah terbesar atauinfimum dariT.

b) Jikag unsur batas bawah daridengan sifab > g untuk setiap batas
bawahb dari T, g disebutbatas atas terkecil atausupremum dariT.

vii. a) Jika unsur batas bawah terbegaada, unsur itutunggal. Sebabg
adalah batas bawah, maka himpunan batas bawah halapa, darg
adalah unsur terbesar dari himpunan ini.

b) Jika unsur batas atas terkegihda, unsur itdunggal. Sebalg adalah
batas atas, maka himpunan batas atas tidak harapay ddalah unsur
terkecil dari himpunan ini (Sukardjono, 2002:33).

2.4.2 Himpunan Terurut Total ( Toset)

Definisi 31
Misal A adalah himpunan. Jika untuk setigp € A berlaku salah satu di
antaraa < b ataub < a, maka(4, <) disebut himpunan terurut total atau
Totally Ordered SefTosej (Turmudi, 2010:40).

Dari definisi di atas diperoleh bahwa dalatoset setiap anggota

himpunannya dapat dibandingkan.
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Contoh:

Himpunan bilangan riil dengan relasi< y yang dibacax kurang dari

atau sama dengan merupakartoset karena untuk setiap,y € R akan

memenuhix < y atauy < x.
2.4.3 Penggambar an Relasi Urutan

Secara umum diagram untuk menggambarniasetdigunakan diagram
Hesse.Diagram ini berfungsi menunjukkan hubungan atdasreantar anggota
suatu himpunan teurut.

Contoh:

1. Misalkan X = {a,b,c,d,e} dengan relasi yang ditunjukkan oleh

diagram di bawah ini juga merupakan poset.
/ a
b \c
ST AN
Gambar 2.5.2-1 DiagraPoset(X, <)
Relasi tersebut juga dapat didefinisikan sebagsiy jika dan hanya
jika x = y ataux naik menujuy. Dari diagram tersebut dapat dilihat
bahwab danc tidak dapat dibandingkan, begitu pdlaane.
2. Misalkan R adalah relasi dalam himpunat= {1,2,3,4,5,6} yang

didefinisikan oleh ¥ membagiy”, makaR adalah urutan parsial dalam

A seperti digambarkan dalam diagram berikut:
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4\ /

2 5

6\
3
1
Gambar 2.5.2-2 Diagrafoset(4, R)

(Turmudi, 2010:40).

25Latis

2.5.1 Latissebagai Aljabar

Definisi 32
Suatu latid adalah suatu aljabar dengan dua operasi binanfddngkan
dengan perkalian (.) dan penjumlahan (+)) yang nmeime postulat-
postulat berikut:

Untuk semuaz, b, c di L,

i. ab€lL L tertutup terhadap operasi (.)
i. a+beL L tertutup terhadap operasi +
iii. ab=ba Operasi (.) komutatif
v. a+b=b+a Operasi + komutatif
v. a(bc) = (ab)c Operasi (.) asosiatif
vi a+Mb+c)=(a+b)+c Operasi + asosiatif
vi. a(a+b)=a Absorpsi terbpdperasi +
vii. a+ab=a Absorpsiitadap operasi (.)

(Sukardjono, 2002:39).
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Teorema-teorema yang berlaku pada suatu Ilatentara lain sebagai
berikut:
Untuk setiapm, b, c € L. maka:
1. aa = a (Sukardjono, 2002:39).
Bukti:
aa = a(a + ab) menurut Definisi 32(viii)
=a menurut Defi 32(vii)
P a + a = a (Sukardjono, 2002:39).
Bukti:
ata=a+aa menurut Teorema 1
=a menurut Defind€i(viii)
Teorema-teorema di atas menunjukkan bahwa opemragial@an dan
penjumlahan adalah idempoten.

3. Jikaab = a, makaa + b = b (Sukardjono, 2002:40).

Bukti:

a+b=ab+b menurut ketentuan
=b+ab menurut Definisi 32(iv)
= b+ ba menurut Definisi 32(iii)
=b menurut Defind(viii)

4. Jikaa + b = b, makaab = a (Sukardjono, 2002:40).
Bukti:
ab =a(a+b) menurut ketentuan

=a menurut DeginB2(vii)
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Definisi 33

5.

Didefinisikan suatu rela®® di antara dua unsur dalam suatu latis dengan
I.  aRb jika dan hanya jikab = a
Dipandang dari Teorema 3 dan 4 hal ini ekuivalemgde
ii.  aRb jika dan hanya jika + b = b (Sukardjono, 2002:40).
aRa (Sukardjono, 2002:40).
Bukti:
aa = a menurut Teoa 1
Dengan demikiamRa (menurut definisi 32(i)).

JikaaRa danaRb, makaa = b (Sukardjono, 2002:40).

Bukti:
a=ab menurut keteam dan Definisi 33(i)
= ba menurut Teoa 3
=b menurut ketean kedua dan Definisi 33(i)

JikaaRb danbRc, makaaRc (Sukardjono, 2002:40).

Bukti:

ac = (ab)c menurut ketentuan pegatan Definisi 33(i)
= a(bc) menurut Teorema 3
=ab menurut ketentkadua dan Defiinisi 33(i)
=a menurut ketemyeertama dan Definisi 33(i)

RelasiR dengan demikian relasi diadik (menurut definiggng refleksif

(Teorema 5), anti-simetrik (Teorema 6), dan tréngkeorema 7), sehingga

merupakan relasi terurut parsial; dapat dituliskan b untukaRb.
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11.

12.

33
Suatu latis adalah poset, dengan sifat

a < b dimaksudab = a dana + b = b (Sukardjono, 2002:41).

ab < a (Sukardjono, 2002:42).
Bukti:
ab+a=a+ab
=a
makaab < a

a < a + b (Sukardjono, 2002:42).

Bukti:
a(a+b) =a
jadia<a+b

ab < b (Sukardjono, 2002:42).

Bukti:

ba <b

tetapi ba = ab
jadi, ab <b

menurut Definisi 32(iv)
menurut Definisi 32(viii)

menurut Teorema 8

menurut Definisi 32(vii)

menurut Teorema 8

menurut Teorema 9

menurut Definisi 32(iii)

akibatnya ialah bahwab adalah batas bawah dari pasangan

b < a + b (Sukardjono, 2002:42).
Bukti:

b<b+a

tetapi b+a=a+b

jadi,b <a+b

menurut Teorema 10

menurut Definisi 32(iv)

akibatnya ialah bahwa + b adalah batas atas dari pasangan
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14.

15.

34

Jikac < a danc < b, makac < ab (Sukardjono, 2002:42).

Bukti:

c=ca menurut ketemyeertama dan Definisi 33(i)
= (ch)a menurut ketentuan kedua dan Definisii)33
= c(ba) menurut Definisi 32(vi)
= c(ab) menurut Definisi 32(iii)

dengan demikian < ab menurut Definisi 33(i);
Jadiab adalah batas bawah terbesar dari pasaagan

Jikaa < d danb < d, makaa + b < d (Sukardjono, 2002:42).

Bukti:
(a+b)+d=a+(b+d) menurut Definisi 32(vi)
=a+d menurut  ketentuan kedua dan
Definisi 33(ii)
=d menurut ketentuan pertama
dengan demikian + b < d menurut Definisi 33(ii)

Jadia + b adalah batas atas terkecil dari pasangan

Suatu latis adalaposet dengana < b berartiab =a dana+ b = b,
dimana setiap pasangan unsur mempunyai suatu (e terbesar dan
memiliki batas atas terkecil yang berada dalam bmap itu (Sukardjono,
2002:43).

Bukti:

Teorema 8 mencakup bagian pertama. Jika dipandaggrb kedua,

menurut definisi 32-i, ii setiap pasangan unsur memiliki hasil kaliab



35
yang tunggal dan memiliki hasil jumlah+ b yang tunggal dan berada di
dalam himpunannya, dan menurut Teorema 9-15 irbkths-batas yang
diperlakukan.
2.5.2 Latisdalam Term Teori Himpunan
Dengan mendefinisikan suatu latis sebagai terafaij(Definisi 32), telah
dibuktikan (Teorema 15) bahwa setiap latis adaladiugposetdengan sifat-sifat
istimewa. Sekarang akan dimulai langkah baru dengamdefinisikan suatu latis
dalam term teori himpunan, dimana untuk setigip € L adalah himpunan, tepat
sebagaiposet (Definisi 34); kemudian dibuktikan (Teorema 25hta definisi
yang terbaru dari suatu latis memiliki sifat aljals®perti dikehendaki dalam
postulat dalam definisi 28.
Definisi 34
Suatu latis adalaposetdimana setiap pasang unsyib mempunyai suatu
batas bawah terbesar (disajikana N b) danbatas atas terkecil (disajikan
oleha U b) yang berada didalam himpunan itu (Sukardjono2248).
Teorema-teorema yang berlaku pada suatu Iatidalam term teori
himpunan antara lain sebagai berikut:
1. Suatu latis adalah suatu aljabar dengan duaasipbmer (Sukardjono,
2002:43)
Bukti:
Misalkan operasi-operasi itu adalah bentukamb dan bentukam N b.
Menurut Definisi 34 untuk setiap pasaag terdapatlalz N b di dalam

latis; juga himpunan batas bawah dari pasanrgantidak kosong karena
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a N b berada di dalam batas bawah ini; dengan demikianb adalah
batas bawah terbesar dan tunggal (Definisi 30-Mgl. yang serupa dapat
ditunjukkan bahwa U b ada di dalam latis dan tunggal.
anb = bna (Sukardjono, 2002:43).
aUb = b U a (Sukardjono, 2002:43).
Bukti: (untuk Teorema 17 dan 18)
Dengan memandang batas-batas dari suatu himpumgardelua unsur
a, b, jelaslah tidak masalah mana yang diperhatikaagahunsur pertama
a ataub atau sebaliknya.

an (bnc)=(anb)nc (Sukardjono, 2002:44).

Bukti:

(anb)nc<anb<bhb dari definisi batas bawah
dan(fanb)nc<c dari definisi batas bawah
(anb)nc<bnc Teorema 13
juga(anb)Nc<anb<a dari definisi batas bawah
akibatnya

(anb)Nnc<an(bnc) Teorema 13
lagiban(bnc)<a dari definisi batas bawah
danan(bnc)<bh dari definisi batas bawah
sehinggaan(bnc)<anb Teorema 13
jugaan(bnc)<bnc<c dari definisi batas bawah

maka akibatnya

an(bnc)<(anb)nc Teorema 13



tetapi relasg adalah anti simetrik (Definisi 28(ii)); sehingga:

an(bnc)=(anb)nc

a VU (bUc) = (aVUb)Urc (Sukardjono, 2002:44).

Bukti:

b<(aub)<(aUb)Uc dari definisi batas atas
danc < (aub)uUc dari definisi batas atas
buc<(aub)Uc Teorema 14

jugaa <aub<(aUb)Uc dari definisi batas atas
akibatnya

aU(MUc)<(aub)uc Teorema 14

lagi,a < auU (b Uc) dari definisi batas atas
danb < (bUc)<aU(bUc) dari definisi batas atas
sehingga

auUb<au((buc) Teorema 14
jugac<bUc<aU((bUc) dari definisi batas atas

maka akibatnya

(aub)Uc<auU((bUc) Teorema 14

tetapi relasg adalah anti simetrik (Definisi 28(ii)); sehingga:

aU(bUc)=(aub)uUc

Jikaa < b, makaa N b = a (Sukardjono, 2002:44).
Bukti:

a<a (refleksif)

a<b (ketentuan)

37
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dengan demikian adalah batas bawah dari pasangan dan jelas batas
terkecil. Sehingga N b = a.

Jikaa < b, makaa U b = b (Sukardjono, 2002:44).

Bukti:
b<b (refleksif)
a<bhb (ketentuan)

dengan demikiab adalah batas atas dari pasangab, dan jelas batas
terbesar. Sehinggau b = b.

a N (a U b) = a (Sukardjono, 2002:45).

Bukti:

a<auUb menurut definisi batas atas
sehingga

an(aub) =a menurut Teorema 21

a U (a N b) = a (Sukardjono, 2002:45).

Bukti:

anb<a menurut definisi batas bAw
sehingga

(anb)va=a menurut Teorema 22

tetapi (anb)Ua=aU (anb) menurut Teorema 18

karena itu

aU(anb)=a

Setiap latis adalah suatu aljabar dengan deeasipbiner, yang bersifat

komutatif, asosiatif, dan saling absorpsi (Sukardj®002:45).
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Bukti:
Bagian pertama telah diberikan dalam Teorema 16 ukatifnya kedua
operasi telah dibuktikan dalam Teorema 17 dan Tear&8, dan asosiatif
dalam Teorema 19 dan 20, rumus absorpsi dibukitiledam Teorema 23
dan Teorema 24.
2.5.3 Sublatisatau L atis Bagian
Definisi 35
Himpunan bagian tak koson§ dari unsur-unsur suatu latis yang
memuat irisan dan gabungan sebarang dua unsut disebut sublatis
dari L. Jelaslah bahwa adalah sublatis dari dirinya sendiri; jiKaadalah
himpunan bagian sejati ddrj S disebut sublatis sejati ddri(Sukardjono,
2002:92).
Definisi 36
Misalkana adalah suatu unsur tetap dalam latidikaX adalah himpunan
semuax di L yang memenuht < a danY adalah himpunan semuyadi L
yang memenuha < y, makaX danY adalah sublatis dati (Sukardjono,
2002:93).
2.5.4 Diagram L atis
Suatu latis finit (hingga) adalgbosetfinit, sehingga dapat digambarkan
dengan diagram. Karena latis fidimemiliki unsur nol dan unsur satuan, diagram
latis selalu memiliki elemen terkecil yang tunggkn elemen terbesar yang
tunggal. Jadi, latis denganunsur dapat dibentuk dari poset yang memuat2

unsur dengan cara menambahkan suatu unsur nohdansatuan.
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Contoh:
Misal X adalah himpunan dengan dua unsur yang berbeda,
X = {a, b}; untuk setiam # b.
Maka dapat dibuat latis dengan empat unsur, Yai}{b}, 0, dan1, dan
dapat digambarkan dalam diagram latis sebagaiuterik

1

0
Gambar 2.6.4-1 Diagram Latis Fiit

Pada umumnya, cara penggambaran diagram latis sdemgan
penggambaran posef yaitu menggunakan diagram Hesse. Jika ingin
menggambarkan dua unsur atau lebih yang tidakgsédjpas, maka unsur yang
memuat unsur yang lain diletakkan di atas unsug yain.

Contoh:
MisalY = {1,2,3}
Subset-subseét adalahp (Y) = {9,Y, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}}

Maka diagram latis dari subsétadalah:
Y

12) {2,3}
W] ><@>

T

)
Gambar 2.6.4-2 Diagram Subget

(Gratzer, 1978:21).
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2.5.5 Latis Distributif
Mesikpun dalam bentuk istimewa latis muncul dengemgambil bentuk
dalam aljabar Boolean (1847), akan tetapi latisukinbertama kali mendapat
kehormatan sebagai sistem aljabar setelah terbitagd karya monumental Ernst
Schroder berupa risalat aljabar-logika (Volume S¢hroder terutama bergelut
dengan latis yang sekarang kita sebut latis disgifib
Definisi 37
Suatu latis disebut distributif jika dan hanya jp@stulat berikut dipenuhi,
Postulat |
Untuk sebarang unsus b, c dalam latis itu:
a(b + ¢) = ab + ac (Sukardjono, 2002:179).
Contoh:
Latis yang terdiri dari himpunan bagian dari sudimpunan yang
diurutkan menurut inklusi adalah latis distributif.
Teorema 26
Dalam latis distributif, untuk sebarangb, c berlaku:
a+bc=(a+b)(a+c)
(Sukardjono, 2002:180).
Bukti:
(a+b)(a+c)=(a+b)a+ (a+ b)c
=a + (ac + bc) menurut Teorema 11
= (a+ac) + bc menurut Definisi 33(vi)

=a+ bc menurut Definisi 33(viii)
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Teorema 27
Jika dalam suatu latis untuk sebaran, ¢
a+bc=(a+b)(a+c)
maka latis itu distributif (Sukardjono, 2002:180).
Bukti:
ab + ac = (ab+ a)(ab + ¢)
= a(ab + c)
=a(a+c)(b+c)
=a(b + c)
Teorema-teorema ini menunjukkan bahwa postulatemberikan hasil

dualnya dan diakibatkan oleh dualnya. Akibatnya:

Teorema 28

Dual dari latis distributif adalah distributif (Saikdjono, 2002:180).
Bukti:
Dual rumus distributif dapat diperluas untuk uagnsur latis distributif.
a+b;,..b,=(@+b))(a+b,+-b,)

=(a+by)(a+by)(a+ bs+:by,)

=(a+by)(a+b,) - (a+by)
sampain — 1 langkah.
Teorema 29
Dalam sebarang latis distributif, untuk sebaranig ¢ berlaku:

(a+b)(b+c)(c+a)=ab+ bc+ca



43

(Sukardjono, 2002:181).

Bukti:
(a+b)(b+c)(c+a)=alb+c)(c+a)+b(b+c)(c+a)
=a(b+c)+b(c+a)
=ab +ac + bc + ba
=ab + bc + ca
Teorema 30

Suatu latis adalah distributif jika dan hanya jikatuk unsur-unsue, b, c
kedua persamaan

ac=bc, a+c=b+c

gabungannya berimplikasi

(Sukardjono, 2002:184).

Bukti:
(=) Anggap latis itu distributif dan kedua persamageiduhi, maka:

a=a(a+c)
=a(a+b)
=ab +ac
= ab + bc
=b(a+c)
= b(b +c)
=b

(<) Anggap bahwa dalam latisgabungan implikasinya benar, maka:
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Secara mudah terbukti bahwa:
ac = bc
a+c=b+c
selanjutnya,
akan ditunjukkana(b + c) = ab + ac
b(b + c) = bb + bc
b=b+bc
b=>b
Karena ruas kanan dan ruas kiri terbukti sama, nadkat c) = ab + ac.

Sehingga terbukti latis itu distributif.

2.6 Aljabar Boolean
2.6.1 Definisi Aljabar Boolean
Himpunan dan proposisi keduanya memenuhi hukuntiinugimilaritas,
hukum-hukum tersebut digunakan untuk mendefinisikanatu struktur
matematika abstrak yang diselalfabar Boolean yang namanya diambil dari
nama ahli matematika George Boole (1813-1864).
Untuk mempunyai suatu aljabar Boole, harus dipédiat
1. Elemen-elemen himpunds)
2. Kaidah operasi untuk operator biner dan operater,un
3. Memenuhi postulat Huntington.
Berikut adalah definisi-definisi dasar dari aljpBaolean dua-nilai,

Misalkan terdapat:
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a. Dua operator binets dann
dimana x Uy menyatakan gabungan darxi dan y, sedangkanx Ny
menyatakan irisan dari dany.
b. Suatu operator unef:
c. B: Himpunan tak kosong yang didefinisikan pada dpera, N, dan’
d. 0 dan 1 adalah dua elemen yang berbedaBdari
Tupel (B,u,n,") disebutaljabar Boolean jika untuk setiapa, b,c € B

berlaku aksioma-aksioma atau postulat Huntingtaikbie

1. Tertutup ¢losure: (aub€eB
(lanbeB

2. ldentitas: (ru0=a
(ilanl=a

3. Komutatif: (laub=bUa

(ilanb=bnNna
4. Distributif: Nan(uc)=(@n b)u(anc)
(iau(bnc)=((@ub)n(aUc)
5. Komplemen: ((pua =1
(ana =0
Biasanya penulisan suatu aljabar Boolean den@w,n,’,0,1), jika
ingin menekankan keenam bagiannya. 0 disebut sekbsgaennol, 1 sebagai
elemenunit, dana’ sebagakomplememaria.
Kaidah untuk operator biner dan operator uner gikkkan dalam tabel

berikut:



Tabel 2.6.1 Kaidah Operator Aljabar Boolean

a b anb
0 0 0
0 1 0
1 0 0
1 ¥ 1

a| b | aub
0| O 0
0 1 1
1 0 1
1k 1 i

Cek apakah memenuhi postulat Huntington:

H

-

. Tertutup: jelas berlaku.

Identitas: jelas berlaku karena dari tabel dapgatliat bahwa:

()oul=1u0=1

()1 N0 =0Nn1=0

Komutatif: jelas berlaku dengan melihat simetkidl operator biner.

Distributif;

() an( Uc) = (anb)U (anc) dapat ditunjukkan benar dari tabel

46

operator biner di atas dengan membentuk tabelneebr sebagai berikut:

Tabel 2.6.2 Distributinh terhadapy pada Aljabar Boolean

a b |c| bUc |an(bUc)|anb | anc (anb)U(anc)
0 0|0 0 0 0 0 0
0 0|1 1 0 0 0 0
0 1,10 1 0 0 0 0
0 1)1 1 0 0 0 0
1 0|0 0 0 0 0 0
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Tabel 2.6.2 Distributifh terhadapy pada Aljabar Boolean (Lanjutan)

1 0|1 1 1 0 1 1
1 1|0 1 1 1 0 1
1 1|1 1 1 1 1 1

(i) Hukum distributif au (bNnc) = (aUb) N (aUc) dapat ditunjukkan
benar dengan membuat tabel kebenaran dengan cagassena seperti
().

Tabel 2.6.3 Tabel Distributifl terhadapn pada Aljabar Boolean

a | b c | bnc |au(bnc) | auUb | aUc (aub)n(auUc)
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 1 0 0
0 1 1 1 1 1 1 i
1 0 0 0 1 1 1 A
1 0 1 0 1 1 1 1
1 1 0 0 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

5. Komplemen: jelas berlaku karena Tabel 2.6.1 menhagkian bahwa:
() ava'=1,karenA U0 =0U1 =1danlu1l’ =1U0 =1

(iDana =0,karenAdN0'=0Nn1 =0danlnl =1n0=0
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Karena kelima postulat Huntington dipenuhi, makabukti bahwa
B = {0,1} bersama-sama dengan operator binelann operator komplemen *
merupakan aljabar Boole.
2.6.2 Hukum-hukum Aljabar Boolean
Secara umum, hukum-hukum yang terdapat pada alphalean antara

lain sebagai berikut:

Tabel 2.6.4 Hukum-hukum Aljabar Boolean

1. Hukum identitas: 2. Hukum idempoten:
Haul=a Hava=a
(Danl=a (ilana=a
3. Hukum komplemen: 4. Hukum dominansi:
(ava =1 (i) an0=0
(i)ana =0 (i) avul=1
5. Hukum involusi: 6. Hukum absorpsi:
) (@) =a au(anb)=a
(i)an(aub) =a
7. Hukum komutatif: 8. Hukum asosiatif:
aub=buUa auBuc)=(aub)uc
(i)anb=bnNna (i)an(bnc)y=(@anb)nc
9. Hukum distributif: 10. Hukum De Morgan:
i) au(bnc)=(aub)n(aVUc) () (auby=anb
(i) an(buc)=(anb)uU(anc) (i) (anb)y =a'ub
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Tabel 2.6.4 Tabel Hukum-hukum Aljabar Boolean (lLga)

11.Hukum 0/1
(i) 0=1

(i) 1'=0

2.7 Kajian Agama

Secara umum beberapa konsep dari disiplin ilmahtelijelaskan dalam
Al-Qur'an, salah satunya adalah matematika. Konskwi disiplin ilmu
matematika serta berbagai cabangnya yang ada dal@uran di antaranya
adalah konsep himpunan, meskipun tidak eksplidtagaimana dalam firman

Allah SWT dalam Al-Qur’an surat Al-Fathir ayat 1:

-

w/ 2 9/’;“’

o4
Yy 7%
o

..
(s Bl s

Yo
|

MW ST el (23315 el LG 4
Joy, ¥ % ,7 2 \// %77 l}~/./ 2 ’.AJ 5 & /E’ 2 /':‘./
) pd 5 (g J§J& Al o ;L:Mgl.a@l.i-\ & L c:,))gul.:)
Artinya: Segala puji bagi Allah pencipta langit ddsumi, yang menjadikan
malaikat sebagai utusan-utusan (untuk mengurus dgsib macam
urusan) yang mempunyai sayap, masing-masing (adg@)ydua, tiga dan
empat. Allah menambahkan pada ciptaan-Nya apa ygikghendaki-
Nya. Sesungguhnya Allah Maha Kuasa atas segalatesu
Ayat 1 surat Al-Fathir di atas menjelaskan sekgloky segolongan atau
sekumpulan makhluk yang disebut malaikat. Dalanorkelok malaikat tersebut
terdapat kelompok malaikat yang mempunyai dua saygg sayap atau empat
sayap. Bahkan sangat dimungkinkan terdapat kelompo&laikat yang
mempunyai lebih dari empat sayap jika Allah SWT giendaki (Abdusysyakir,

2007:108-109).
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Berdasarkan ayat tersebut, dapat dikaji bahward@8&. Al-Fathir ayat 1
terdapat konsep matematika yang terkandung di aglanyaitu kumpulan objek-
objek yang mempunyai ciri-ciri yang sangat jelaslah yang dalam matematika
dinamakan himpunan.

Allah SWT juga berfirman dalam QS. Al-Dzariyaatay9:

395

- . 9}{// A /’// - W}
P & X T 7w - -

Artinya: Dan segala sesuatu Kami ciptakan berpaspagangan supaya kamu
mengingat kebesaran AlldRS. Al-Dzariyaat:49).

Ayat tersebut menjelaskan bahwasanya Allah SWT ip&kan segala
sesuatu memiliki pasangan-pasangannya dan setiggangen memiliki
keterkaitan atau keterhubungan. Dijelaskan pulaagatsir Ibnu Katsir, semua
makhluk diciptakan Allah SWT dengan berpasangarersiepalnya langit dan
bumi, malam dan siang, matahari dan bulan, daddariautan, terang dan gelap,
iman dan kufur, mati dan hidup, celaka dan bahagi@ng dan gelap hingga
hewan-hewan dan tumbuhan. Semuanya memiliki hulbyrigiak ada yang dapat
berdiri sendiri.

Allah SWT juga berfirman tentang hal yang serupiguy@S. Yasin ayat
36,

V5 g G VT 05 L e 25387 Gl il i
Artinya: Maha Suci Tuhan yang telah menciptakan pasangaarus

semuanya, baik dari apa yang ditumbuhkan oleh bdam dari diri
mereka maupun dari apa yang tidak mereka keté@8i. Yasin:36).
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Dari ayat tersebut juga dijelaskan dalam tafsirulbdatsir (2000:992)
bahwasanya Allah SWT menciptakan apa yang ditumdouhdi bumi baik itu
buah-buahan maupun tumbuhan yang lain semuanyadasr@-pasangan, seperti
yang tertuang pada kataw& min anfusihirh tidak hanya manusia yang
berhubungan yaitu laki-laki dan perempuan, tapapetegala sesuatu mempunyai
pasangan dan memiliki keterkaitan tidak hanya padusia tetapi semua
makhluk hidup maupun segala sesuatu yang Allah Sthgtakan, baik itu
makhluk lain yang tidak diketahui.

Begitu juga dalam kehidupan sehari-hari sering rtigpeukan dengan
fenomena hubungan antara beberapa karakteristilg ylduga mempunyai
keterkaitan antara karakteristik yang satu dengamakieristik yang lain. Salah
satunya yaitu pada keilmuwan matematika sepei @dn matriks yang dapat
dikaitkan melalui himpunan.

Mengenai bagaimana bentuk kesamaan karakterissklet adalah salah
satu tugas kita sebagai orang matematika untuktdapagamati dan meneliti

sehingga menemukan hasil yang pasti, sebagaintamanfiAllah SWT berikut:

4

NSO P ROV e JJ\;LL}\)U‘,,&\) u‘)‘_a.m.j\d\;- , 7l

- -~ 2 - T z % z g . AT ., =
S5 & Dyyimiiy e JBs e85 W W 0p5 0 il T
OJLJIUIA.C Cas ELasil, S 13ua EEIE G Niu"ﬂ“i Al

Artinya: Sesungguhnya dalam penciptaan langit damib dan silih bergantinya
malam dan siang terdapat tanda-tanda bagi orangagrgang berakal,
(yaitu) orang-orang yang mengingat Allah sambil digratau duduk
atau dalam keadan berbaring dan mereka memikirkamtang
penciptaan langit dan bumi (seraya berkata): "Ydadm Kami, tiadalah

f\
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Engkau menciptakan ini dengan sia-sia, Maha SucgkBno, maka
peliharalah kami dari siksa nerakg@QS. Ali-Imran:190-191).

Dalam surat Ali-Imran tersebut dijelaskan tentdaansep ulul albab.
Seseorang yang sudah dalam tingkatan ulul albab sdédalu memikirkan semua
yang diciptakan oleh Allah SWT dalam keadaan bagaapun dan dimanapun.
Ketika seseorang mempelajari tentang matematikanakguan intelektual
semata tidak cukup, tetapi perlu didukung secarsabgan dengan kemampuan
emosional dan spiritual.

Seseorang yang memahami matematika dengan korlgep\lbab akan
selalu memikirkan setiap perbuatan yang merekabakaengan teliti. Layaknya
iImu matematika yang disebut ilmu pasti, maka di@anamelakukan sesuatu

dengan penuh kejujuran dan ketaatan.
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PEMBAHASAN

3.1 Latisdari Himpunan Matriks Boolean

Berikut ini adalah himpunan matriks Booleanx n, diberikanL, yang
dikenai dua operasi biné# dan. Dengan mendefinisikan kedua operasi biner
yang dikenakan pada himpunan matriks tersebut, dkarktikan bahwa sistem
aljabar(L, U, N) adalah suatu latis.

Misal:

dimanaB = {0,1}.
Berikut ini adalah definisi-definisi yang diberikamtuk membentuk suatu
latis dari himpunan matriks Boolean.
Definisi 3.1.1
Diberikan sistem aljabar(L, U, N), operasi U dan N didefinisikan
Rutherford (1965) bahwa untuk setigipy’ € L berlaku:
XUY = (x;; Uy;j)
XNY = (x5 N y;j)
dengan = 1,2, ...,n; j = 1,2,...,n, dimanaX = (x;;) danY = (y;;).
Atau, jika dituliskan sebagai matriks Boolean mdkéinisi di atas adalah

sebagai berikut:
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X111  Xin Y11
(0
Xn1 °° Xan Yn1

X117 Xin Y11
: N N
Xn1 " Xan Yn1

Definisi 3.1.2
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Y}l }’%n

Y1 yr'm>

Yin X11 U Yir v X U Yin
ygm) N <xn1 U Yn1 Xnn L.JLVnn>
Yin il i " Xan NYin
}’1.111) B <xn1 n Yn1 Xnn (.Wym)

Diberikan latis(L, U, N), relasi terurut parsiak didefinisikan sebagai:

X <Y jika dan hanya jika untuk setiaff = (x;;),Y = (v;;) berlaku

xij c J’ij’ dimanai,j = 1,2, -, n danX'Y (L

atau,

X110 Xin Y11
: : < g
Xn1 " Xnn Yn1

X12 € Y12, Xnn € Yan-

Contoh 3.1

0 0 O 1
X=(1 1 0],Y={(1
0 1 1 1

[u=y

Yin
: ) jlka dan hanya jikax;; € yq1,
ynn

0
0
1

Karena0 € 1,0 =0dan1 =1, makaX <Y

Berdasarkan definisi keterurutan parsial di atas difinisi terurut parsial

(Definisi 2.4.1-28), maka diperoleh teorema berikut



Teoremal

Misalkan L himpunan matriks

X1n Y11
Py = < :
Xnn Yn1

biner < padal dengan:

Yin

ynn

X11
X<Y jika dan hanya jika(i

Xn1
(xn x1n>
Xn1 Xnn

Relasi< yang didefinisikan pada bersifat:
I. Refleksif
ii.  Transitif
iii.  Antisimetri

Bukti:

Boolean,

Xin
xnn

Yn1

55

untuk  setiap

: >eL didefinisikan  relasi

Y11

Y1n>
Ynn

() Akan ditunjukkan bahwa relask bersifat refleksif, yaitu untuk setiap

X1n
! | € L akan memenuh¥ < X.

leTl

X11
X = :
Xn1

Dengan menggunakan ketentuan pada teorema ddgiesyleh:

X < X maka berlaku

X11 X1n X11
: Nl o
Xn1 Xnn Xn1

xln) <x11 N X117
Xnn Xn1 N Xpq

X1n N x1n>

(Definisi 3.1.1)
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X11 X1n
= : (idempoten)
xnl xnn
Karena untukX < X memenubhi
X11 X1n X11 X1n X11 X1n
: 7 | Gt Pol= ¢ |, maka terrbukti
xnl xnn xnl xTLTL xnl xnn

bahwa operask bersifat refleksif diL.
(i) Akan ditunjukkan bahwa relask bersifat transitif, yaitu untuk setiap

X,Y,Z € L akan memenuhi:

JikaX<Y danY<Z makaX<Z

Zln)
Znn

Dari ketentuan Teorema di atas diperoleh:

Z11
untukz = :

Zn1

X11 X1n Y11 Vin X11 Xin
Xijaka<5 5)0(5 5)=(5 E>(1)
xnl xTLTL ynl ynn xnl xnn
Y11 Vin Z11 Zin Y11 Yin
YjZmaka(E 5)0(5 5)=<5 E)(2)
ynl ynn Zn1 Znn ynl ynn
Sehingga,
X11 X1n Z11 Zin
( ; ; >n< ; ; ) _
Xn1 Xnn Zn1 Znn
X11 X1n Y11 Vin Z11 "t Zin
: SN o : n{ : ™~ i |(Ketentuan 1)
Xn1 Xnn Yn1 Ynn Zn1 " Znn

X11 N Y11
= ( : (Definisi 3.1.1)

X1n N Y1n Z11
= : : nl :
Xn1 n Yn1 Xnn n Ynn Zn1



(x11 N y11) N Zy4
(Xn1 N Yn1) N Zpy
X11 N (V11 N Zq1)

Xn1 N (ynl n an)

(xln n Y1n) N Zln)
(xnn n ynn) N Znn
X1n N (Vin N Z1p)

leTl n (ynn n Znn)>
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(Definisi 3.1.1)

(Asosiatif)

X11 X1n Y11 N Z1q Yin N Z1n
= : . > N ( : : ) (Definisi 3.1.1)
lel xnn ynl n ZTLl yTLTL n ZTLTL
X11 V11 Yin 211 Z1n
I e D
Xn1 Yn1 Ynn Zn1 Znn
X11 }’11 YVin
= : > N ( 3 ) (Ketentuan 2)
Xn1 Yn1 Ynn
X11
= < : > (Ketentuan 1)
Xn1
X11 X1n Z11 Zin X11 X1in
Karena( : : >ﬂ< . g > = < : : >, maka
Xn1 Xnn Zn1 Znn Xn1 Xnn

(i) Akan ditunjukkan bahwa relast bersifat antisimetri, yaitu untuk setiap
X,Y € L akan memenubhi:
JikaX <Y danY<X makaX =Y

Dengan menggunakan ketentuan operasiiperoleh:

X11 X1n V11 Yin X11 X1n
Xijaka<3 5>ﬂ<5 5>=<5 5)(1)

xnl xnn ynl ynn xnl xnn

V11 Vin X11 X1n Y11 Vin
Yijaka(E 5)ﬂ<5 5>=<5 ) (2)

Yn1 Ynn Xn1 Xnn Yn1 Ynn
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Sehingga diperoleh:
X117 Xan
X =< : : )

Xn1 7 Xan
X110 Xin VAT Vet

= ( : : > N ( : g ) (Ketentuan 1)
Xn1 °° Xan Yn1 " Ynn
X11NY11 = X1 N Y1in

= : : (Definisi 3.1.1)
Xn1 NYn1 = Xun N Ynn
Yi1NX11 = Yin N X1

- : : (Komutatif)
Yn1 NXp1 = Yan N Xpp
Yii 0 Yin X110 Xin

:( - >n< 70 BE ) (Definisi 3.1.1)
Yn1 " Yan Xn1 °° Xan
Yiir 0 Yin

:< . > (Ketentuan 2)
Yn1 " Ynn

=

Karena untukX <Y danY <X memenuhiX = Y, maka operask bersifat
antisimetri.

Karena memenuhi sifat refleksif, transitif dan amtietris maka relask

merupakan urutan parsial pada IgtisU, N). Sehingga himpunah yang

dilengkapi dengan relasi merupakarposet

Berdasarkan definisi operasi dan urutan parsiatas, akan ditunjukkan

bahwa(L, U, N) adalah latis.



X110 Xin Yi1 " Vin
Untuk semua X=< oo ),Y=< P ),Z=
Xn1 " Xnn Yn1 " Ynn
Z11 " Zin
( P )diL, berlaku sifat:
Znt " Znn

1. L tertutup terhadap opera3i

X117 Xin Yi1  Yan
Xny:<; 3 ;)n(; ) ;>
Xn1 °° Xan Yn1i " Ynn

(xn Ny, - xlnnyln)

Xn1 NYn1 = Xpn N Ynn
Karenax;; N y;; € B, makaXNY € L.

2. L tertutup terhadap operddi

X117t Xin Yi1 " Yin
XUY:<; , ;)U(; 3 ;>
Xn1 " Xan Yn1 " Ynn

(xn U vy & x1nU3’1n)
Xn1UVYn1 = Xpn U Vnn

Karenax;; U y;; € B, makaXUY € L.

3. Operasin komutatif

X117 Xan Yir 0 Yin
Xny;(i )n( )
Xn1 °° Xan Yn1 " Ynn

X110y 0 Xip N Yin

= ( : : ) (Definisi 3.1.1)
Xn1 NYn1 = Xpn N YVan
Y11 N X110 Yin N Xqp

= ( : : ) (Komutatif)
Yn1 NXn1t = Yan N Xpp



Yin

X11
o’
Xn1

yTlTl

4. OperasiU komutatif

XUY---(E

[
[

<Y11
Yn1

X11
Xn1
X11 9)’11
Xn1 Q)’m
Y11 U X11

Yn1 U Xn1

=YUX

5. OperasiN asosiatif

XN¥Nz) = ( s

X11

Xn1

<x11
Xn1

[

X1n

Vi1
Yo’
Yn1

xnn
X1n U Y1in
xnn L.) ynn
Yin U X1n
Ynn U Xnn
Vin

X11
o
Xn1

yTI,TL

X1n

:

leTl

D

Y11

X1in

:

xnn

D

X112 N (Y11 N Z11)

<xn1 n (ynl n an)

(x11 N y11) N 244

(Xn1 N Yn1) N Zpy

<)’11
Yn1
(Yn1
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(Definisi 3.1.1)

Yin

YTlTl

)
)

(Definisi 3.1.1)
(Komutatif)

(Definisi 3.1.1)

Yin

Z11
; >n< ;
Zn1

y‘l’l‘l’l

Zln>

Znn

Nz Yin N Z1n

)

(Definisi 3.1.1)

ynn n Znn

xnn n (y'fl'fl n Znn)>

)

N Z,q
Xin N (Y1n N Z14)

(Definisi 3.1.1)
(xln n yln) n Zin

(xnn n ynn) n ZTLTL



X11 N Y11

<x11
Xn1

= XNyY)nz
6. OperasiU asosiatif
X11

XU(ruz) = < s

Xn1
(xn
Xn1

<x11 U Y11

Xn1 U Yn1

<xn1 N Yn1

X112 U (Y11 U 211)

<xn1 U (Ynl U an)

(x11 Uy11) U zgy

<(xnl U ynl) U Zn1

X1n N Y1n Z11
: Nl :
Xnn N Ynn Zn1

X1n Y11
; )n( ;
Xnn Yn1

X1in Vi1
; ) y ( ;
Xnn Yn1
X1n Y11 U2z
: ) U < :
xnn

Yn1 U Zn1

X1n YU Y1in 1
: ul :
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(Asosiatif)

(Definisi 3.1.1)

Vin Z11 Zin
; ) n( ; ; )
ynn ZTll Znn

Yin U Zln)

(Definisi 3.1.1)

X1n U (Y1n U Zln))

leTl U (YTlTl U ZTlTl)

(Definisi 3.1.1)

(x1n U y1n) U Z1n>

(xnn U ynn) u Z'fl'fl

(Asosiatif)

Z1n>
Znn

(Definisi 3.1.1)

Z11

Zn1
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X110 Xin Y1 " Yin Z11 "t Zin
<; ;>U<; ) U<; .
Xn1 " Xan Yn1 " Ynn Zn1 " Zpn

= (XUY)Uz

7. Absorpsi terhadap operddi

X110 Xin X110 Xan Yir 0 Vin
XD(XUY):(; (e MG
Xn1 7 Xan Xn1 " Xnn Yni " Ynn

X1n X11Uy11 0 X1n USYin

Xnn Xn1YUYn1 0 Xpn U Ynn

<x11 n (x11 Uyi1) = Xin N (X U )ﬁn))
X

Xp1 N (xnl U Ynl) o Xpp N (xnn U ynn)
8. Absorpsi terhadap operasi
X117 Xin X110t Xin Yii 0 Yin
xuxny) :( E : >U < : % )n( : : )
Xn1 °° Xan Xn1 °° Xnn Yn1 " VYnn
X11NY11 = X1 NY1n
U : :
Xn1 NYn1 = Xnn N Ynn

<x11 U (x11 Ny11) = X U(xp N Y1n)>

Xn1 U (xnl n ynl) t Xpn U (xnn n .Vnn)

<x11 x1n>
Xn1 " Xan
X
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Karena memenuhi 8 sifat di atas, mg&kalJ, N) adalah latis.

3.2 LatisModular dari Himpunan M atriks Boolean
Selanjutnya, akan dibuktikan bahwa sistem aljgldat), N) adalah latis
modular. Berikut akan diberikan beberapa teorenmadidinisi yang berkenaan

dengan latis modular pada himpunan matriks Bodlean

Teorema 2 (Sifat Distributif Ketaksamaan)
Untuk sebarang matriks Booleah= (x;;),Y = (y;;),Z = (z;;) dalam
sebarang latis, berlaku:

XN(Yuz) = XN)uxnz)

untuki =1,2,...,n; j =1,2,...,n.

Bukii:
Berdasarkan Definisi 3.1.1 dan 3.2.1 diperoleh:

XNYUZ) = XNUEXNZ) < x50 (yi; U zi;) 2 (x5 0 yij) U (x5 N z5)

Selanjutnya,

Xij 2 Xij Ny (Teorema 2.5.1-10)
Yij Uz 2y 2 x5 Ny (Teorema 2.5.1-11,12)
maka:
xij 0 (yij U z5) 2 (xl-j N yi]-) N (xi; N yij) (Teorema 2.5.1-14)

= x5 N Y;; (Teorema 2.5.1-1)

juga karena,
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Xij 2 x5 Nz (Teorema 2.5.1-10)

Yij Yz 2z 2 x5 Nz (Teorema 2.5.1-11,12)

maka:

xij N (i Uz) 2 (x5 N zij) U (x50 z)) (Teorema 2.5.1-14)
= Xx;j N z;j (Teorema 2.5.1-1)

dengan demikian,

xij 0 (vij U 2ip) U xij 0 (3 U zi5) 2 (615 0 1) U (3 0 235)
(Teorema 2.5.1-14)

sehingga diperoleh:

%ot (1) (yij U Zl-j) 2 (xl-]- n yij) U (xl-j N Zij) (Teorema 2.5.1-3)

jadi, jika dikembalikan ke Definisi 3.1.1 dan 3.2erbukti bahwa:

XN(YUz) -XNUXNz)

Teorema 3 (Ketaksamaan M odular)
Untuk sebarang matriks Booleah= (x;;),Y = (y;;),Z = (z;;) dalam
sebarang latis dimané>Y danZ sebarang, berlaku:
XNYuz)=YuXxnz)
untuki = 1,2,..,n; j = 1,2, ..., n.

Bukti:

Berdasarkan Definisi 3.1.1 dan Definisi 3.1.2,
XN(YUZ) = YUXNZ) & x5 0 (5 U z;5) = y35 U (x5 N 2g5)

selanjutnya,
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X-Y (Ketentuan)
artinya,

Xij 2 Yij (Definisi 3.1.2)
Sehingga,

Xij N Yij = Yij (Teorema 2.5.1-8)
dan,

Xij N (yi]- U Zi]-) = (xi]- n yl-j) e (a7, (Teorema 3.2-2)

=y U (X35 N 245)
jadi, diperoleh:
XNYU2)=XNUXxnz) (Definisi 3.1.2)

= YU(Xnz)

Berikutnya, sesuai dengan latis yang telah didelidieh Dedekind,
penulis akan memberikan definisi latis modular i@ampunan matriks Boolean.
Definisi 3.2.1

Berikut adalah definisi latis modular oleh Dedekin

Untuk sebarang unsur, b,c dalam suatu latid., makalL disebut latis

modular jika memenuhi:

a>b=>ax(b+c)=(axb)+ (axc)
=b+ (aXc)
(Sukardjono, 2002:118)
Dengan demikian maka dapat dilihat bahwa latis nesdoarus bersifat

distributif. Berikut definisi penulis mengenai ktnodular pada matriks Boolean.
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Definisi 3.2.2
Untuk sebarang matriks Booleai = (x;;),Y = (y;;),Z = (z;) € L,
makal disebut latis modular jika memenuhi:
X>=Y=XN{YUZ)=XNYUXNZ)

= YUXNZ)

untuki,j = 1,2, ...,n.
Atau, berdasarkan definisi terurut parsial padariksatBoolean, X =Y

berarti x;; 2 y;;, maka menurut Teorema 2.5.2-6 berlakun y; = x;;.

Sehingga, definisi latis modular dapat dituliskebagai berikut:

X11 v Xan B ST Z11 " Zin
x 2y =>( ¢ )N S ¥y L
Xn1 " Xan Yn1 " Ynn Zn1 " Znn
X117t Xin Yo 10 )T
= o o n % D U
Xn1 " Xnn Yn1 " Ynn
X117 Xin Z11 "t Zip
: PNl o :
Xn1 °° Xnn Zn1 " Zpn
X11NYy11 = X NY1n X11NZyp = X NZgy
= : : U : :
Xni N Yni " Xan O Ynn Xni NZpy = Xpn NZpp
Yir v Vin X11NZyp = X N Zgy
= : : U : :
Yn1 " Ynn Xn1 NZp1 = Xpp N Zpp

Vi1 " Yin X117 Xin Z11 "t Zin
(e
Yn1 " Ynn Xn1 " Xnn Zn1 " Zan

Jika diambilX > Z sebagai gan - Y diperoleh:
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X>-Z=XN(YUZ)=XNY)UXNZ)

= XNuz
atau,
ST G i, W) 1n Z11 " Zin
Xij 2 Zij = N S LU I A S
Xn1 " Xnn Yn1i " Ynn Zpn1 " Znn
X117 Xin Yi1 " Yin
= : : N : : U
Xn1 " Xan Yn1 " Ynn
X110 Xin Z11 " Zin
: o BN & :
Xn1 " Xan Zn1 " Znn
X11NY11 = X1ip N Yin X11NzZyp = X NZiy
= : : U : :
Xn1 NYn1 = Xun N Yan Xn1 NZpg = Xpp N Zpy
X11NY11 = X1ip N Yin Z11 vt Zy1n
= . : U : :
Xn1 NYn1 = Xun N Ynn Zn1 " Znn
X110 Xin Yir 0 Vin Z11 ' Z1n
= : : nl : : Ul : :
Xn1 " Xan Yn1i " Ynn Zn1 " Znn
Contoh 3.2:

Misal diambiln = 2, makaL adalah himpunan matriks Boolednx 2
dengan entri elemen dari aljabar Boolean.
B ={0,1}

maka anggota himpundnantara lain:
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t={(o 06 oG o) G 6 D o
G oG DG D6 DG oG )
G 062G oG b
Untuk mempermudah penulisan, maka anggota-anggotadapat

disimbolkan sebagai berikut:

0 0y _ 1 = N
0)—A 0 =F =K
0\ _ 3 _
0 =B =G =)

(o
(
(
(
(

Il

()
o\ [y /N =X s
O = O oM ==
_ o —_ o == o o [ R
N—— N—— N—— N—— N——

Il

T
~/ N TN ~ N
== O - == —_ O = o
S - = = O = oS -

o O [ =) o o S =

b 1N
(1 1) Y ]
Sehingga, berdasarkan tabel kaidah operator aldalean (Tabel 2.6.1)

dapat dibuat tabel-tabel gabungan dan irisan sebaghut:

Tabel 3.2.1 Gabungan pada Himpuiian

Uu/lA|B|C|DIE|F|G|H|IT |[J|IK|LIM|N|O|P
A|lA | B|C|D|E| F| G| H I| J Kl LIl MMN|]O| P
B|B|B|F |G| G| F| Gt NMJ O P MN|O|P
C|C|F|C|K| H| F| Ol H L| N K| L PP N O P
D/ D|J|K|Dl I'|J]O|]G| LI I|IMK|LIM|P|]O|P




Tabel 3.2.1 Gabungan pada Himpuiafanjutan)
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E|E|G|H|I|E| N|[MH|I|JI|LILIMNIP|P
FIF|F| F|O N/ FI OO NP N OPRP P N O P
G| G| G| O G| M| O] GG P MM|O|P| M P|O|P
HI{H|{N| H|LIH|N|P|H L N L|L|P| N P P
I I M| L | I | I P/ M|L|I  M|L|LIM|P|P| P
J|IJI|I| N MI | N MNM|J|P| P MN|P|P
KIK|OlK|K|IL|]O|O|lL|LIP|K|L|P| Pl O P
L|L|P|L|L|L|P]|P| L|L| Pl L Ll Pl PP R H
M MM P MM P MP MM P PIMP|P| P
NN N N|P| N| N| PP NN P NB R P NP P
Ol O0|0O0]| Ol 0] P|] Ol O B H O P |P |P |O |P
PRl R R D R B L} P PP | PP P|P
Tabel 3.2.2 Irisan pada Himpunan
nfA|B|C DIE|IFIGIH|I |JK|ILIM|[N|O|P
AlATA|A AIAAAAIAA AAIAIAIAIA
B/A|B| A/ A|IA|B/B|/AAIB/AIA|/B|B|B|B
C/IAJ]A|IC T AJA|CIAIC|IA/IAIC|C|A|C|IC C
DIA|/A|A D/ A|/AD ADIA|D DD/ A|D| D
EIA|A|A A |E|A|/AE |[E|E|A|E| E| E| Al E
FIA|B|C|A|A|F|B|C|A B|C|C| B] F| Ff H
G|A/B|/A| DI A|B|G|A D B|D|D|G|B|] G| G




Tabel 3.2.2 Irisan pada Himpunar{Lanjutan)
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H AJA|C|A|E|C|A E| Dl H E| H C H
I T AJ]A|A|D|E|A|D D| 1| 1| E| D| I
J | A || H|J]|A Al A H| J| | I| H J
K1A A|C | D|A|C|D AlIK|K|D|C|K|K
LIA|JA|C|D|E|C|D E| K| L] I'| Hl K| L
M|A|B|A|DJ|E|B|G Dl I| MJ G M
NI A|B|C|A|E|F| B JJ g H J N KF N
OlA|B|C|D|A|F|G Bl K| K| G| Ff O O
PRISASBSSCT SD, TENE Fil 16 J K Lf MN|O| P

Dapat ditunjukkan (L, U,N) merupakan

memenuhi aksioma-aksioma berikut:

1. Tertutup

latis modular, yaitu yang

Dari tabel penjumlahan dan perkalian dapat dilibahwa untuk sebarang

X,Y € L memenuhi:

XUY eL

XNY eL

2. Komutatif

Dapat dilihat bahwa tabel penjumlahan dan perkaiaretri terhadap diagonal

utama, yang berarti untuk sebarahd € L memenuhi:

XUY =YUX

XNY =YNX

(Tabel 3.1.1)

(Tabel 3.1.2)



3. Asosiatif

Ambil
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sebarang X,Y,Z € L, maka berdasarkan tabel penjumlahan dan

perkalian didapatkan tabel berikut:

Tabel 3.2.3 Asosiatif pada Himpunan

XY | Z2|YUZ XUuz) XUyY| (Xuruz
Al A|A A A A A
A | A |B B B A B
A | B | A B B B B
A | B B B B B B
B| A | A A B B B
B|A|B B B B B
B B | A B B B B
B B B B B B B

Begitu pula dengan operd3i

Sehingga dapat dilihat bahwa untuk sebavariyZ € L berlaku:

XUxuz) = (Xur)uz

XNYNz) =&XNyY)Nz

. Absorpsi

Ambil sebarangX,Y € L, misal diambil4,B € L, maka berdasarkan tabel

penjumlahan dan perkalian didapatkan tabel berikut:



Tabel 3.2.4 Absorpsi pada Himpunan
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X | Y | XUY XNXUY) XNy | Xxu&ny)
A | A A A A A
A | B B A A A
B | A B B A B
B | B B B B B

Sehingga dapat dilihat bahwa untuk sebarvaige L berlaku:

XNXUY) =X

XUuxny) =Xx

5. Modularitas

Ambil sebarangX,Y,Z € L, denganX >Y. Misal diambilK,L, M € L dimana

L > K, maka berdasarkan tabel penjumlahan dan perlkdili@patkan:

LN(KUM) = LNP = L

(LNKYU(LNM) = KUI =L

KU(LNM) = KUI =L

.. tabel 3.1.1 dan tabel 3.1.2

.. tabel 3.1.1 dan tabel 3.1.2

.. tabel 3.1.1 dan tabel 3.1.2

Karena untukL>K berlaku LN(KUM) = (LNK)U(LNM) = KU(LNM),

maka(L, U, N) adalah latis modular.

Teorema 4

Untuk sebarang latis dari himpunan matriks Booléarkondisi berikut

adalah ekuivalen:

() L adalah modular, yaitu:
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X7 makaXN(YUZ) = (XNY)UzZ
untuk setiap matriks Booleah= (x;;),Y = (y;;),Z = (z;) € L.
(i) L memenuhi pemotongan identitas:
XNuz) = xn((rn(xuz))uz)
untuk setiap matriks Booleah= (x;;),Y = (y;;),Z = (z;) € L.
(i) L tidak memuat pentagon
(iv) Misalkan himpunan matriks BooledfxY € L danZ € L. Maka unsur-
unsurX, Y, Z menghasilkan suatu sublatis distributif.
Bukti:
(i) — (ii). Kita punyax;; U z;; 2 z;;, sehingga menurut definisiuz - Z.
Dengan definisi modularitas didapatkan,
(Y¥NXuz))uz = (Yuz)n((Xuz)uz)
= (YUZ)N(XUZ)
sehingga,
XN((YNXUz2)Huz) = XNruznxuz))
=XNYuz2)Nxuz) Asosiatif
=XNXUZ2)NYuz) Komutatif

=XNYUz) Absorpsi
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(i) - (iii). 1

0
Misalkan terdapat lima unsur dalam pentagonal segambar di atas,
yaitu X,Y, Z,1,0 dimana 1 adalah matriks satuan dan 0 adalah matok

Maka berlaku:

XN(ruz)=xn1=Xx (@)
(XNY)UXNZ) =YUO =Y (b)
XN(YUz) # (XNY)U(XNZ) ()
sehingga,

XN((YNXUZ)HUZ) = XN(YNxXHUZ)Uz) Modularitas

=XN((YNX)uz) ldempoten
=XNYNX)UXNZ) Distributif
=(YNX)UXNZ) Idempoten

= XNY)UXNz) Komutatif
=Y Ketentuan (b)

Terbukti bahwa jika terdapat suatu pentagon make/giaan (ii) tidak
terpenuhi.

(iii) — (iv). JikaL memuat pentagon, maka berlaku:
XNYuz)=xN1=X

XNUEXNZ) =yYuo =Y
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XNYUz) = XNH)UXNZ)
Sehingga, dari sifat ketiga dapat dilihat bahwaa jik tidak memuat
pentagon, maka berlaku:
XNYuz) = XN)UXNZ)

Terbukti berlaku sifat distributif.

Definisi 3.2.3
Sublatis dari himpunan matriks Boolean dengan emtiggota aljabar
Boolean adalah himpunan tak kosghdari unsur-unsur suatu lafisyang

memuat irisan dan gabungan sebarang dua unsut.dari

Berikut ini adalah tabel segitiga Pascal yang mgrkkan banyaknya
unsur yang terletak pada tinggi yang sama di atssiruyang terendah dengan
rumus C(n,r), dimanan menunjukkan banyaknya unsur himpunan, dan
menunjukkan banyaknya unsur subset. Dengan demi&izet berbentuk segitiga
dari C(n,r) untuk setiap diagram berdistribusi unsur-unsur apdmkrbagai

tingkatan (Sukardjono, 2002: 48).

Tabel 3.2.5 Segitiga Pascal

271

0 1 1 1 1 1 1 G

1 1 2 | 3 4 5 C(n,1)
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Tabel 3.2.5 Segitiga Pascal (Lanjutan)

2 1 3 6 10 cC(n,2)

3 1 4 10 c(n,3)

4 il 5 C(n,4)

5 i C(n,5)

n C(n,n)
Teoremab

Suatu sublatis dari latis modular pada himpunarriksaBooleann x n
adalah modular.
Bukti:

Misalkan S adalah sublatis dari latis modulay dan4, B,C € S dengan
A>B. KarenaS C€ L dan4,B,C € S, makaA, B, C € L. Karenal adalah
latis modular, maka berlakdN(BUC) = BU(ANC). Karena4,B,C € S

dan S tertutup terhadap irisan dan gabungan, maka akjibefi adalah

modular.

Contoh 3.3
Dari contoh 3.2 himpunan matriks Boolean:
L={ABCD,EFGHI]J] KLM,N,O,P}

Maka himpunan bagiafdari L adalah:
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S={09,{4},{B},{C},....{4,B}, ..., {A,B,C},....,L}

Jadi, sublatis darl. adalah(S,U,N) yang memenuhi sifat-sifat latis,
karena setiap unsur fliadalah unsur di.
SublatisS dapat digambarkan dalam diagram latis dengan aarnabel
segitiga Pascal 3.2.1, yaitu sebagai berikut:
Diketahui:n = 16
Maka banyaknya anggota subldtis= 21 = 65536
Banyaknya elemen yang menempati urutan paling hiagga paling
bawah adalah sebagai berikut:

Urutan pertamac’'(16,16) = 1

Urutan kedud (16,15) = 16

Urutan ketigaC (16,14) = 120

Urutan keempaf'(16,13) = 560

Urutan kelimaC(16,12) = 1820

Urutan keenand (16,11) = 4368

Urutan ketujuhC (16,10) = 8008

Urutan kedelapaf(16,9) = 11440

Urutan kesembilaf (16,8) = 12870

Urutan kesepululf (16,7) = 1140

Urutan kesebelag(16,6) = 8008

Urutan keduabelag(16,5) = 4368

Urutan ketigabelag(16,4) = 1820

Urutan keempatbela®(16,3) = 560
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Urutan kelimabelag(16,2) = 120
Urutan keenambelad(16,1) = 16
Urutan ketujuhbela6(16,0) = 1

Untuk mempermudah membaca diagram, maka perlu idgeabelan

untuk setiap anggota sublafisyaitu sebagai berikut:

Sublatis yang terdiri dari O elemen disimbolkamdan sublatis yang terdiri
dari 1 elemen disimbolkad, jadi, 4 = {{4}, {B},{C}, ...,{P}} yang selanjutnya
hanya akan ditulid = {41, A;, A3, Ay, ..., A6}

Sublatis yang terdiri dari 2 elemen disimbolka®, jadi,
B = {By,B,, B3, ..., B150}.

Sublatis yang terdiri dari 3 elemen disimbolka, jadi,
C ={C,C;,Cs,...,C560} dan seterusnya, hingga sublatis yang terdiri d&ri 1
elemen disimbolka®, jadi,0 = {0,, 0,, 0, ..., 01¢}.

Sedangkan yang terakhir, sublatis yang terdiri deBi elemen tetap
dilambangkarl.. Sehingga dapat dituliskan:

S ={0,44,4,, ..., A1, B1, B, ..., B120, C1, Ca, ..., Cs60, D1, Dy, .., D1g20, E1,

EZJ "y E4368J Fl) FZJ 000 J) F80081 Gll GZI oo 6114401 Hl; HZ! ey H12870f 11 ’
121 ...,111440,]1,]2, ...,]8008,K1,K2, R K4368fL1: LZJ ...,L1820,M1, MZ:
Ms, ..., Mggg, N, Ny, ..., Nigg, 01,05, ..., 016, L}

Untuk lebih jelasnya dapat dilihat pada gambar rdiagberikut.
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(0]
7 02705 040506 07 0s 05 Ot0 011012 013014015 Ot6
Nt N2 N3 N4 Ns Ne N7 Ns No N1o Ni1 Ni2 Nj3 Nis Nis Nz. N.17 % N’zo
[ ]
[ ]
o L[]
[ ]
[ ]
Bizo Bi7 Bis Bi5 B4 BisBi2 Bi1r Bio Bo Bs B7 Bs Bs Bs Bs Bz Bi
. o0 0 .

Al A2 A3 A4 A5 A6 A7 Ag Ao A10 AlTAIRRAIZAL4 A5 _
Al

Gambar 3.2.1 Diagram Sublafis

3.3Kajian Agama
3.3.1Kajian Matriksdalam Islam

Dalam Islam dijelaskan bahwa Allah SWT telah menyuslam ini

dengan susunan yang paling sempurna, sebagaimainegijut:
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P
//ﬂl/ /adl}}//{.// ’/~///15“// ’?l}}//{.//
Artinya: Dan Dia telah menundukkan (pula) bagimu mataham dalan yang
terus menerus beredar (dalam orbitnya), dan tel@mumdukkan bagimu
malam dan sian¢QS. 14:33)

Dalam ayat tersebut dijelaskan bahwa matahari déenkterus-menerus
beredar dalam orbitnya. Hal ini menandakan sempymausunan alam yang
telah diciptakan-Nya. Karena jika matahari dan buldak pada orbitnya, maka
akan terjadi tabrakan dan bencana besar bagi ksdmdonanusia di bumi. Dalam
matematika ada yang dinamakan matriks, yaitu ssizgunan bilangan berbentuk

segi empat. Bilangan-bilangan disusun sedemikiangda sehingga dapat

mempermudah pengerjaan suatu sistem persamaan linie

3.3.2Kajian Latisdalam Islam

Menurut Sukardjono (2010), latis adalah suatu strai#jabar dengan satu
himpunan tak kosong dengan dua operasi buhéan N yang memenuhi sifat
tertutup, asosiatif, komutatif dan absorpsi.

Menurut Setiawan (2007), sifat tertutup dalam maigma adalah suatu
himpunan bila dioperasikan maka hasilnya tetapnadsnpunan tersebut. Dalam
Islam sifat tertutup diperintah untuk menutup awanita, seperti yang tertera

pada Al-Qur’an surat An-Nuur ayat 31 berikut,

s _— ,;{I/f;/ N P ‘/,T’a = {’/*‘/ ,‘;" 5.

o) T Ny g b Ghasy a pall e Ganai el sed) 35
/

P B P P

ﬁ,‘:./ . - o4 g/ “ AR \// [ 27 -2 = /’/ o //’. - g

U A 3 e J‘o—?;&-‘/u’,ﬂa—% L ¢b Lo )

Artinya: Katakanlah kepada wanita yang beriman: "Hendakia¢éreka menahan
pandangannya, dan kemaluannya, dan janganlah memekaampakkan
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perhiasannya, kecuali yang (biasa) nampak dari pgda Dan
hendaklah mereka menutupkan kain kerudung ke dagamhan
janganlah menampakkan perhiasanny{@®S. An-Nuur:31).

Sifat latis tidak hanya tertutup, akan tetapi jugamutatif. Komutatif
adalah suatu timbal balik. Dalam Islam komutatifpata dicontohkan dalam

perintah untuk saling tolong-menolong. Perhatikamdn Allah dalam surat Al-

Ma’idah ayat 2:

e It
\j.a_:\) Q)M‘)ﬁ&\&‘y}@ Y) L.S)—E-J‘)j‘-“& ‘).:jl.u)

s 20 g

Atinya: Dan tolong-menolonglah kamu dalam (mengerjakan)aklahn dan
takwa, dan jangan tolong-menolong dalam berbuat adodan
pelanggaran. dan bertakwalah kamu kepada Allahusgguhnya Allah
amat berat siksa-Nya

Dari ayat di atas terdapat kalimat yang artifiydong-menolong”. Ayat
di atas menjelaskan perintah untuk saling tolongeteng dalam hal kebajikan
dan ketakwaan, yakni segala upaya yang dapat megaykan bencana duniawi
maupun ukhrawi. Selain itu ayat di atas juga meslea larangan tolong-
menolong dalam hal dosa dan pelanggaran, karemaggsnya siksaan Allah
amatlah pedih. Sebagai makhluk sosial manusia Wvajkean bermasyarakat dan
saling tolong-menolong antara satu dengan yangyain

Selanjutnya sifat latis adalah asosiatif. Dalamanslada yang disebut

muamalah Pada surat Al-Bagarah ayat 281 terdapat katdaayanturt yang

memiliki arti “Bermuamalah ialah seperti berjual beli, hutang png, atau sewa
menyewa dan sebagainya’mengisyaratkan suatu sifat asosiatibengan

bemuamalahakan tercipta kerukunan antar sesama dalam meakgarsesuatu
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yang baik. Sebagai makhluk sosial, manusia menedanamemberikan andilnya
kepada orang lain, saling bewamalah untuk memenuhi hajat hidup dan
mencapai kemajuan dalam hidupniauamalahdi sini dapat dicontohkan dalam
jual beli. Sebagai penjual harus jujur ketika oramgnjual barang daganganya.
Sehingga antara penjual dan pembeli akan terjaldarkeonisan interaksi satu
sama lain.

Sifat terakhir dari latis adalah absorpsi. Absbdagam matematika adalah
suatu penyerapan. Dalam Islam absorpsi dapat dickan dalam perintah untuk

saling memaafkan. Perhatikan firman Allah dalanasAsy-Syu’ara ayat 40:

g € T Ao 8

gi,.;"g;i;; ‘SJ J.c;ofbc_\.,a\)wu.u L@.Law";/ \j\J})

\_/ M_)a.“
Artinya: “Dan Balasan suatu kejahatan adalah kejahatan yasmipm, Maka
barang siapa memaafkan dan berbuat baik, maka palyal atas
(tanggungan) Allah. Sesungguhnya Dia tidak menyukaing-orang

yang zalim”.

Dari ayat di atas dapat dicerna bahwa istilah gsssudah ada dalam Al-
Quran. Dari definisinya, absorpsi merupakan suagayerapan. Dalam Islam,
absorpsi adalah memaafkan atau menghapus atau maungjakesalahan orang
lain. Seperti dalam ayat di atas terdapat kalinaagyartinydmemaafkan”.Islam
mengajak manusia untuk saling memaafkan dan menu®zgjat tinggi bagi
pemaaf. Contoh memaafkan orang yang berbuat s&padk kita ketika orang
tersebut menyadari kesalahanya dan berjanji tidak enengulangi lagi kesalahan

tersebut, sehingga kerukunan hubungan sesama eHlainat dalam kehidupan

bermasyarakat.
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Dari keterangan di atas, dapat disimpulkan bahimgiman-himpunan
dalam latis mempunyai elemen atau anggota. Angtjatalam himpunan matriks
Boolean itu dalam kehidupan diibaratkan merupakakhiuk yang menjadi salah
satu anggota dari ciptaan-Nya. Sedangkan openasr merupakan operasi antar
anggota himpunan dengan dua interaksi. Hal iniaditkan seperti interaksi
antara makhluk-makhluk Allah, dan sifat-sifat yamgrus dipenuhi merupakan
aturan-aturan yang telah ditetapkan oleh Allah S\flinya sekalipun makhluk-
Nya berinteraksi dengan sesama makhluk ia harap te¢rada dalam koridor

yang telah ditetapkan Allah.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan
Berdasarkan pembahasan mengena analisis latis modular pada himpunan
matriks Boolean n X n, dapat disimpulkan bahwa:

1. Méeaui definis operasi pada matriks Boolean dan sifat-sifat latis, maka
latis modular dapat dibentuk dari suatu himpunan matriks Boolean n X n
dengan definisi sebagai berikut:

Untuk sebarang matriks Boolean X = (x;;),Y = (i), Z = (z;) € L,
maka L disebut latis modular jika memenuhi:
X =Y =>XNYUzZ) = XNY)UXNZ)
=YUXNZ)
2. Sifat-sifat latis modular pada himpunan matriks Boolean n x n (L, U, N)
antaralain:
(i) L adalah modular, yaitu:
X>Z makaXN(YUz) = XNY)Uz
untuk setiap matriks Boolean X = (x;;),Y = (y;;),Z = (z;;) € L.
(i) L memenuhi pemotongan identitas:
xnuz) =xn((rn(xuz)uz)
untuk setiap matriks Boolean X = (x;;),Y = (y;;),Z = (z;;) € L.

(iii) L tidak memuat pentagon
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(iv) Misalkan himpunan matriks Boolean X<Y € L dan Z € L. Maka

unsur-unsur X, Y, Z menghasilkan suatu sublatis distributif.
(v) Suatu sublatis dari latis modular pada himpunan matriks Boolean

n X n adalah modular.

4.2 Saran

Penelitian ini masih perlu pengembangan keilmuan sehingga disarankan
untuk penelitian selanjutnya dapat menggunakan kelas latis lainnya atau
memadukan suatu kelas dalam latis dengan sistem ajabar lain  untuk

mengidentifikas adanya keterkaitan antara beberapa sistem aljabar.
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