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ABSTRAK 

 

Ferdiani, Yulia Dwi. 2024. Spektrum dan Energi Graf Total Diperumum dari Ring 

Bilangan Bulat Modulo. Skripsi. Program Studi Matematika, Fakultas Sains dan 

Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: 

(I) Prof. Dr. H. Turmudi, M.Si., Ph.D. (II) Dr. Fachrur Rozi, M.Si. 

Kata Kunci: spektrum, energi, graf total, ring bilangan bulat modulo 

Spektrum dari suatu matriks keterhubungan merupakan matriks yang memuat nilai 

eigen pada baris pertama dan multiplisitas masing-masing nilai eigen pada baris kedua. 

Energi adalah jumlah nilai absolut dari semua nilai eigen dari matriks keterhubungan. 

Misalkan 𝑅 adalah ring. Graf total dari 𝑅 yang dilambangkan dengan 𝐺𝑇𝐻(𝑅) adalah graf 

dengan himpunan titik-titiknya adalah semua anggota dari ring 𝑅 dan setiap 𝑥, 𝑦 ∈  𝑅 yang 

berbeda terhubung langsung (adjacent) jika dan hanya jika 𝑥 +  𝑦 ∈  𝐻 dengan 𝐻 adalah 

himpunan bagian dari 𝑅. Nilai eigen yang besar pada graf menghasilkan spektrum dan 

energi yang tinggi yang bertujuan untuk menunjukkan konektivitas tinggi, kestabilan 

jaringan dengan banyak pohon rentang, kemampuan sinkronisasi yang efektif, serta 

efisiensi dalam penyebaran informasi atau aktivitas. Penelitian ini menyajikan rumus untuk 

menghitung spektrum dan energi graf total diperumum dari ring bilangan bulat modulo 

𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛) dimana 𝑛 adalah bilangan asli dan 𝑛 ≥ 3 untuk 𝐻 adalah himpunan semua 

bilangan genap dari ℤ2𝑛. Metode penelitian yang digunakan adalah studi kepustakaan 

dengan menggunakan beberapa buku dan artikel sebagai bahan rujukan. Hasil dari 

penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Spektrum dari 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛) 

𝑆𝑝𝑒𝑘(𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛)) = [
(𝑛 − 1) −1

2 2(𝑛 − 1)
] 

2. Energi dari  𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛) 

𝐸 (𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛))) = 4(𝑛 − 1)



xv 

 

ABSTRACT 

 

Ferdiani, Yulia Dwi. 2024. Spectrum and Energy of Generalized Total Graph of Ring 

of Integers Modulo. Thesis. Department of Mathematics, Faculty of Science and 

Technology, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. Advisor: (I) 

Prof. Dr. H. Turmudi, M.Si., Ph.D. (II) Dr. Fachrur Rozi, M.Si. 

Keywords: spectrum, energy, total graph, ring of integers modulo 

The spectrum of a connected matrix is a matrix that contains the eigenvalue in the 

first row and the multiplicity of each eigenvalue in the second row. Energy is the sum of 

the absolute values of all eigenvalues of the connectedness matrix. Suppose 𝑅 is a ring. The 

total graph of 𝑅 denoted by 𝐺𝑇𝐻(𝑅) is a graph whose set of nodes are all members of the 

ring 𝑅 and each distinct 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 is directly connected (adjacent) if and only if 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝐻 

where 𝐻 is a subset of 𝑅. Large eigenvalues on the graph produce high spectra and energies 

that aim to show high connectivity, network stability with many spanning trees, effective 

synchronization capabilities, and efficiency in disseminating information or activities. This 

research presents formulas to calculate the spectrum and energy of the generalized total 

graph of the integer ring modulo 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛) where n is a natural number and 𝑛 ≥ 3 for H 

is the set of all even numbers of ℤ2𝑛. The research method used is a literature study using 

several books and articles as reference materials. The results of this research are as follows: 

1. Spectrum of 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛) 

𝑆𝑝𝑒𝑘(𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛)) = [
(𝑛 − 1) −1

2 2(𝑛 − 1)
] 

2. Energy of  𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛) 

𝐸 (𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛))) = 4(𝑛 − 1)
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 مستخلص البحث 
 

أطروحة.    طيف وطاقة الرسم البياني الإجمالي من حلقة الأعداد الصحيحة المودولو..  ٢٠٢٤فردياني، يوليا دوي.  
برنامج دراسة الرياضيات، كلية العلوم والتكنولوجيا، جامعة مولانا مالك إبراهيم الإسلامية الحكومية مالانج.  

 .( الدكتور فخر الروزي، ماجستير ۲( الأستاذ الدكتور ح. تورمودي، ماجستير، دكتوراه. )۱المشرف: ) 

 حلقة الأعداد الصحيحة المودولو طيف، طاقة، الرسم البياني الإجمالي، الكلمات الرئيسية: 

طيف مصفوفة الاتصال هو مصفوفة تحتوي على القيم الذاتية في الصف الأول وتعدد كل قيمة ذاتية في الصف  
هو حلقة. الرسم   𝑅 الثاني. الطاقة هي مجموع القيم المطلقة لجميع القيم الذاتية من مصفوفة الاتصال. افترض أن 

،  𝑅 هو رسم بياني يحتوي على مجموعة نقاطه جميع عناصر الحلقة 𝐺𝑇𝐻(𝑅) يرُمز إليه بـ  الذي 𝑅 البياني الإجمالي لـ
,𝑥 وكل عنصرين 𝑦 ∈  𝑅 مختلفين يتصلان مباشرة (adjacent) إذا وفقط إذا كانت 𝑥 +  𝑦 ∈  𝐻حيث ، 

𝐻  هو مجموعة جزئية من 𝑅.   وطاقة عاليين، بهدف إظهار  القيم الذاتية الكبيرة في الرسم البياني تؤدي إلى طيف
الاتصال العالي، استقرار الشبكة مع العديد من الأشجار الممتدة، القدرة الفعالة على التزامن، وكذلك الكفاءة في  
نشر المعلومات أو الأنشطة. يقدم هذا البحث صيغة لحساب الطيف والطاقة للرسم البياني الإجمالي المعمم من حلقة  

𝑛هو عدد طبيعي و  𝑛 حيث  𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛) ولوالأعداد الصحيحة المود ≥ وهي مجموعة كل الأعداد   𝐻 ، لـ3
والمقالات كمراجع.   .ℤ2𝑛 الزوجية من الكتب  بعض  دراسة مكتبية باستخدام  المستخدمة هي  البحثية  المنهجية 

 : نتائج هذا البحث هي كالتالي

 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛)  طيف  .۱

𝑆𝑝𝑒𝑘(𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛)) = [
(𝑛 − 1) −1

2 2(𝑛 − 1)
] 

 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛)  طاقة   .۲

𝐸 (𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛))) = 4(𝑛 − 1) 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

1. 1 Latar Belakang 

Teori graf dikenal mulai dari tahun 1736 melalui tulisan Euler yang 

menjelaskan tentang upaya pemecahan masalah jembatan Konigsberg di Eropa. 

Seratus tahun lebih setelah Euler menggunakan teori graf tidak ada perkembangan 

yang berkaitan dengan teori graf. Kemudian, pada tahun 1824 – 1887 G.R. Kirchoff 

mengembangkan ilmu teori graf yaitu teori pohon (Theory of trees) yang di 

terapkan dalam permasalahan jaringan listrik. Pada tahun 1821 – 1895 A. Cayley 

menerapkan teori pohon sebagai penjelasan dalam permasalahan kimia pada 

hidrokarbon (Buhaerah dkk., 2022).  

Pada perkembangan teori graf masa Kirchoff dan Cayley telah memperoleh 

dua hal penting dalam teori graf. Salah satu yang diperoleh adalah konjektur empat 

warna. Konjektur empat warna menjelaskan bahwa untuk mewarnai sebuah atlas 

cukup dengan menggunakan empat macam warna, sehingga tiap negara yang 

berbatasan akan memiliki warna yang berbeda. Ilmuwan yang memperoleh empat 

warna adalah A.F Mobius sejak tahun 1790 – 1868 dalam salah satu kuliahnya di 

tahun 1840 (Buhaerah dkk., 2022). 

Pada tahun 1871 oleh A. Demorgan membahas kembali masalah teori graf 

empat warna bersama para ahli matematika lainnya di kota London. Tulisan 

Demorgan sebagai referensi pertama yang berkaitan dengan permasalahan empat 

warna. Oleh karena itu, teori graf empat warna menjadi dikenal banyak ilmuwan 

setelah Cayley menerapkannya tahun 1879 dalam Proceeding of the Royal 

Geographic Society volume pertama (Buhaerah dkk., 2022). 
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Periode saat ini adalah periode yang sangat intensif dalam pengembangan teori 

graf baik secara murni maupun terapannya. Sejumlah besar penelitian dilakukan, 

ribuan artikel dan buku telah banyak yang menulis tentang teori graf. Teori graf 

dalam cabang ilmu matematika dibahas karena teori-teorinya masih aplikatif dan 

dapat diterapkan untuk memecahkan masalah dalam kehidupan sehari-hari. Dengan 

menganalisis model atau rumus teori graf, dapat terlihat peran dan kegunaan dalam 

memecahkan berbagai masalah. 

Dalam ilmu Al-Quran menyajikan banyak ilmu, salah satunya hitungan 

matematika. Pada penelitian ini menyinggung keilmuan matematika dari Al-Quran 

yang berkaitan dengan teori graf. Teori graf membahas hubungan dari beberapa 

titik. Jika suatu titik memiliki keterhubungan, maka akan membentuk sebuah garis 

atau sisi yang disebut graf. Graf memiliki ukuran atau bobot yang berada pada sisi 

graf dengan sebutan graf berbobot. 

Allah SWT berfirman dalam Al-Quran pada surat Ar-Rad ayat 8 yaitu 

(Kemenag., 2022): 

Artinya: “Dan segala sesuatu ada ukuran di sisi-Nya.” (QS. Ar-Rad: 8) 

Surah Ar-Rad ayat 8 tersebut menjelaskan bahwa Allah SWT telah 

menciptakan segala hal yang ada di dunia sesuai ukuran dan takaran masing-masing 

pada tempatnya (Ula, 2023). Sebuah graf terbentuk dari aspek geometris seperti 

ukuran pada sisi, tetapi juga melibatkan aspek struktural yang lebih dalam, seperti 

keseimbangan antara spektrum dan energi. Keseimbangan antara spektrum, seperti 

nilai eigen dan energi yang berkaitan dengan jumlah titik dan hubungan di antara 

titik sangat penting dalam memahami perilaku graf secara menyeluruh. 
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Keseimbangan yang baik antara spektrum dan energi akan membentuk sifat yang 

terstruktur, sehingga dapat diandalkan dalam berbagai aplikasi. 

Graf dapat diperoleh dari struktur aljabar pada grup dan ring. Pada penelitian 

ini membahas graf dari ring untuk ring 𝑅 adalah himpunan tak kosong dengan dua 

operasi biner, yaitu operasi penjumlahan dan perkalian yang memenuhi aksioma 

dari grup abelian terhadap penjumlahan (tertutup, asosiatif, mempunyai unsur 

identitas, dan invers), semi grup terhadap perkalian (tertutup dan asosiatif), dan 

distribusi kiri dan distribusi kanan. Misalkan ring 𝑅 memenuhi sifat komutatif 

terhadap perkalian, maka ring 𝑅 dikatakan sebagai ring komutatif (Gilbert & 

Gilbert, 2015). 

J. Goswami, K.K Rajkhowa dan H.K Saikia memperkenalkan graf total suatu 

modulo 𝑀 berdasarkan submodulo singular ℤ(𝑀). Graf total 𝑇(Γ(𝑀)) suatu 

modulo adalah graf tak berarah. Pada graf total terdapat titik 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀. Misalkan, 

terdapat dua titik yang berbeda dikatakan terhubung langsung jika dan hanya jika 

𝑥 + 𝑦 ∈ ℤ(𝑀). ℤ(𝑀) merupakan submodulo singular 𝑀 jika ℤ(𝑀) = {𝑥 ∈

𝑀 ǀ 𝑥𝐼 = 0, untuk suatu 𝐼 ideal esensial 𝑅} dengan 𝑅 ring komutatif dan 𝑀 modulo-

𝑅 (Ambarsari & Lukito, 2017). 

Misalkan ring komutatif adalah 𝑅 dan 𝐻 adalah himpunan bagian dari ring 𝑅. 

Graf total diperumum dari ring 𝑅 dapat dinotasikan dengan 𝐺𝑇𝐻(𝑅) untuk semua 

elemen dari ring 𝑅 sebagai titik. Untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅, 𝑥 berbeda dengan 𝑦 

dihungkan oleh sebuah sisi jika dan hanya jika 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝐻 (Andika & Juniati, 2014). 

Sebuah graf 𝐺 dengan notasi 𝐺 = (𝑉, 𝐸) adalah suatu graf yang berisikan 

himpunan titik 𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, … 𝑣𝑛} dan himpunan sisi 𝐸 = {𝑒1, 𝑒2, … 𝑒𝑘}. Matriks 

keterhubungan titik dari graf 𝐺 dinotasikan dengan 𝐴(𝐺) ukuran matriks (𝑝 × 𝑝), 
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dengan 𝑝 adalah banyaknya titik dengan unsur pada baris ke-𝑖 dan kolom ke-𝑗 

bernilai 1 jika titik 𝑣𝑖 terhubung langsung dengan titik 𝑣𝑗 . Bernilai 0 pada diagonal 

utamanya dan jika titik 𝑣𝑖 tidak terhubung langsung dengan titik 𝑣𝑗 . (Abdussakir 

dkk., 2009). 

Matriks keterhubungan titik dari graf 𝐺 dinotasikan dengan 𝐴(𝐺) disebut 

dengan matriks adjacency. Matriks adjacency merupakan graf terhubung yang 

dipresentasikan dengan menyatakan dalam garis atau sisi yang menghubungkan 

titik-titik. Matriks adjacency berkaitan dengan adanya konsep nilai eigen dan vektor 

eigen untuk memperoleh konsep spektrum dan energi. 

Spektrum merupakan sifat-sifat graf yang memiliki hubungan dengan 

polinomial karakteristik, nilai eigen, dan vektor eigen dari matriks yang terkait 

dengan graf. Misalkan 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛 adalah nilai eigen berbeda dari 𝐴(𝐺) dengan 

𝜆1 > 𝜆2 > ⋯ > 𝜆𝑛 dan misalkan 𝑚(𝜆1),𝑚(𝜆2),… ,𝑚(𝜆𝑛) adalah banyaknya basis 

untuk ruang vektor masing-masing 𝜆𝑖. Sehingga, matriks berordo 2 × 𝑛 memuat 

𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛 pada baris pertama dan 𝑚(𝜆1),𝑚(𝜆2), … ,𝑚(𝜆𝑛), 𝑖 = 1, 2, … , 𝑛) pada 

baris kedua adalah spektrum graf 𝐺 yang dinotasikan dengan 𝑆𝑝𝑒𝑘(𝐺). Spektrum 

dari graf 𝐺 dapat dituliskan dengan 

𝑆𝑝𝑒𝑘(𝐺) = [
𝜆1 𝜆2 … 𝜆𝑛

𝑚(𝜆1) 𝑚(𝜆2) … 𝑚(𝜆𝑛)
] 

Spektrum yang diperoleh dari matriks 𝐴(𝐺) disebut dengan spektrum adjacency 

(Abdussakir & Khasanah, 2018). 

Spektrum graf yang mencakup nilai-nilai eigen dari matriks yang berkaitan 

dengan graf memiliki informasi penting mengenai sifat dan perilaku teoritis graf. 

Beberapa aspek teoritis yang berguna untuk memvisualsasikan konsep-konsep 
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spektrum, seperti dengan kekoneksian graf dapat dilihat dari nilai eigen yang 

semakin bernilai besar memiliki arti bahwa graf tersebut sangat terhubung, graf 

terhubung dilihat dari nilai eigen yang bernilai nol atau satu dari matriks 

menunjukkan jumlah komponen terhubung dalam graf. Produk nilai eigen non-nol 

dari matriks memberikan jumlah pohon rentang dari graf yang berkaitan dengan 

kestabilan jaringan, seperti graf yang memiliki banyak pohon rentang menunjukkan 

banyak jalur alternatif antar titik yang menunjukkan keandalan yang lebih tinggi. 

Selain itu, nilai eigen yang lebih besar menunjukkan kemampuan graf untuk 

mensinkronisasi lebih efektif, sehingga jaringan dengan nilai eigen pada spektrum 

yang tinggi memungkinkan penyebaran informasi atau aktivitas yang lebih seragam 

dan efisien diseluruh jaringan graf. 

Misalkan 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛 adalah nilai eigen dari matriks 𝐴(𝐺) pada graf 𝐺. Energi 

dari graf adalah konsep dalam teori graf yang berasal dari spektrum graf, tepatnya 

berhubungan dengan nilai-nilai eigen dari matriks ketetanggaan graf. Energi graf 

didefinisikan sebagai jumlah mutlak dari nilai-nilai eigen pada matriks 

ketetanggaan (𝐴(𝐺)). Maka, energi dari graf 𝐺 dinotasikan dengan 𝐸(𝐺). 

Misalkan 𝑚(𝜆1),𝑚(𝜆2), … ,𝑚(𝜆𝑛) adalah banyaknya basis untuk ruang vektor 

masing-masing λi. Maka, energi dari graf 𝐺 dapat dituliskan dengan 

𝐸(𝐺) = ∑𝑚(𝜆𝑖)|𝜆𝑖|

𝑛

𝑖=1

 

Dengan 𝜆𝑖 adalah nilai eigen dari matriks adjacency 𝐴(𝐺). Jadi, energi yang 

diperoleh dari matriks adjacency disebut dengan energi adjacency yang dinotasikan 

dengan 𝐸(𝐴(𝐺)) (Setyowidi dkk., 2012). 
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Energi graf memiliki beberapa aplikasi teoritis, seperti halnya digunakan untuk 

identifikasi struktur graf dengan energi yang lebih tinggi cenderung memiliki 

banyak sisi dan distribusi derajat yang tidak seragam yang menunjukkan adanya 

kerumitan dalam koneksi graf, sehingga graf dengan energi rendah cenderung lebih 

sederhana dan memiliki koneksi yang lebih merata. Energi graf yang rendah 

cenderung memiliki kestabilan yang lebih baik, sebaliknya jika energi graf yang 

tinggi pada optimasi jaringan akan lebih efektif dalam penyebaran informasi 

melalui banyak jalur pada sisinya yang sangat banyak. 

Oleh karena itu, graf sederhana dengan memisalkan graf terdiri dari 4 titik 

dimana setiap titik terhubung secara linier satu sama lain dalam bentuk garis. 

Matriks ketetanggaannya akan memiliki nilai eigen yang rendah, sehingga energi 

totalnya juga rendah. Graf bintang memiliki titik tengah yang terhubung ke titik 

lainnya, sedangkan titik lainnya tidak saling terhubung, sehingga graf tersebut akan 

mendapatkan satu nilai eigen yang tinggi dan beberapa yang rendah. Hal tersebut 

memicu diperolehnya energi graf yang lebih tinggi. Graf bintang mendefinisikan 

pusat yang sangat terhubung dengan distribusi derajat yang tidak seragam dan 

tingginya kerumitan dalam koneksi. 

Dengan demikian, keterkaitan antara spektrum dan energi graf merupakan 

topik yang menarik dalam teori graf yang menghubungkan struktur aljabar. Nilai-

nilai eigen memberikan berbagai informasi tentang karakteristik graf. Energi ini 

adalah ukuran yang memberikan gambaran tentang stabilitas graf dan kerumitan 

interaksi antar titik dalam graf. Graf dengan energi yang lebih tinggi cenderung 

memiliki struktur yang lebih kompleks dan mungkin lebih dinamis dalam konteks 

tertentu, seperti penyebaran informasi. 
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Beberapa penelitian mengenai spektrum graf dan energi graf yang sudah 

pernah dilakukan, yaitu pada tahun 2018 oleh Abdussakir dan Khasanah meneliti 

spektrum signless-laplace dan spektrum detour graf konjugasi dari grup dihedral 

(Khasanah & Abdussakir, 2018). Pada tahun 2012, Akhadiyah meneliti spektrum 

adjacency, laplace, signless laplace, dan detour graf subgrup dan komplemen graf 

subgrup dari grup dihedral (Akhadiyah, 2018). Pada tahun 2019, Walinda meneliti 

spektrum adjacency, laplace, dan signless-laplace pada graf pembagi nol dan 

komplemennya dari ring komutatif dengan unsur kesatuan (Walinda, 2019). 

Berdasarkan uraian tersebut, belum adanya penelitian terkait spektrum dan energi 

yang diperoleh dari graf total diperumum hingga saat ini. Oleh karena itu, penelitian 

ini berfokus pada spektrum dan energi graf total diperumum dari ring bilangan bulat 

modulo. 

 

1. 2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan dari penjelasan dari latar belakang adapun rumusan masalah pada 

penelitian ini adalah: 

1. Bagaimana rumus dari spektrum graf total diperumum dari ring bilangan 

bulat modulo? 

2. Bagaimana rumus dari energi graf total diperumum dari ring bilangan bulat 

modulo? 
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1. 3 Tujuan Penelitian 

Berdasarkan rumusan masalah adapun tujuan penelitian ini adalah: 

1. Untuk mengetahui rumus dari spektrum graf total diperumum dari ring 

bilangan bulat modulo. 

2. Untuk mengetahui rumus dari energi graf total diperumum dari ring bilangan 

bulat modulo. 

 

1. 4 Manfaat Penelitian 

Berdasarkan tujuan penelitian diharapkan dapat bermanfaat untuk berbagai 

pihak, antara lain: 

1. Manfaat bagi akademis yaitu sebagai wawasan pengetahuan mengenai rumus 

dari spektrum dan energi graf total diperumum dari ring bilangan bulat 

modulo. 

2. Manfaat untuk menerapkan ke dalam bidang ilmu matematika yang dapat 

dijadikan tambahan ilmu pengetahuan bidang matematika untuk 

memecahkan permasalahan khususnya pada teori graf terkait spektrum dan 

energi graf dari ring. 

3. Dapat dijadikan sebagai bahan kepustakaan bagi mahasiswa lain khususnya 

di bidang matematika. 

 

1. 5 Batasan Masalah 

Penelitian ini dibatasi pada graf total diperumum 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛) dimana 𝑛 adalah 

bilangan asli dan 𝑛 ≥ 3 untuk 𝐻 adalah semua bilangan genap dari ℤ2𝑛.
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BAB II 

KAJIAN PUSTAKA 

2.1 Definisi Graf  

Teori graf adalah ilmu matematika dan komputer yang mempelajari tentang 

bentuk graf. Graf digunakan untuk mempresentasikan himpunan titik atau titik 

(vertex) yang dapat dihubungkan dengan sisi (edge). Graf 𝐺 merupakan pasangan 

dari (𝑉, 𝐸) yang terdiri dari 2 himpunan bergingga. 𝑉 adalah himpunan titik (vertex) 

yang himpunan tidak kosong. Sedangkan, 𝐸 adalah himpunan sisi (edge) yang 

menghubungkan sepasang titik yang himpunan kemungkinan kosong. 

Untuk setiap unsur 𝑒 dalam 𝐸 merupakan sebuah pasangan tak berurutan dari 

unsur-unsur sebagai titik di 𝑉. 

𝐸 ⊆  {{𝑥, 𝑦}⃓ 𝑥, 𝑦 ∈  𝑉 𝑑𝑎𝑛 𝑥 ≠  𝑦} 

Unsur pada himpunan 𝐸 adalah himpunan bagian berpasangan dua tak terurut 

dari 𝑉 yang dapat disebut sebagai graf sederhana tak berarah. Sebagai contoh, graf 

𝐺 =  (𝑉, 𝐸) dengan himpunan: 

𝑉 =  {1,2,3,4,5} 

𝐸 =  {{1,2}, {1,3}, {1,4}, {1,5}, {2,3}, {3,4}, {4,5}} 

Graf dibagi menjadi dua, yaitu graf sederhana (simple graph) dan graf tidak 

sederhana (unsimple graph). Graf sederhana adalah graf yang tidak memiliki sisi 

yang paralel atau gelang (loop), sedangkan graf yang tidak sederhana adalah graf 

yang mengandung rusuk yang paralel atau gelang (loop). Graf yang memiliki sisi 

paralel atau ganda disebut dengan graf ganda (multigraph). Graf yang memiliki sisi 

gelang (loop) disebut dengan graf semu (pseudograph) (Munir., 2005). 



10 

 

Graf sendiri memiliki jenis-jenis yang tersendiri dengan kelompokkan 

berdasarkan ada tidaknya sisi yang paralel atau loop, ada tidaknya arah pada sisinya, 

ada tidaknya bobot pada sisinya, atau ada tidaknya hubungan pada graf. Berikut 

adalah penjelasan dari setiap kelompoknya. 

 

2.1.1 Graf Terhubung 

Misalkan terdapat sisi 𝑒 = (𝑣1, 𝑣2) merupakan sisi dari graf 𝐺. Titik 𝑣1 dan 

𝑣2 dikatakan terhubung langsung (adjacent). Namun, hubungan antara 𝑣1 dengan 

𝑒 dan 𝑣2 dengan 𝑒 dikatakan terkait langsung. Misalkan terdapat 𝑒1 dan 𝑒2 saling 

terkait lagsung pada satu titik yang sama, maka 𝑒1 dan 𝑒2 dikatakan terhubung 

langsung (Abdussakir dkk., 2009). 

Contoh: 

Misalkan graf 𝐺 dengan himpunan titik (vertex), 𝑉 = {𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4} dan 

himpunan sisi (edge), 𝐸 = {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3}. 𝐺 sebagai seperti Gambar 2.1. 

 

Gambar 2.1 Graf 𝐺 Terhubung Berorde 4 

Dari Gambar 2.1 tersebut disimpulkan bahwa titik 𝑣1 dan 𝑣2 terhubung 

langsung, sedangkan 𝑣1 dengan 𝑒1 dan 𝑒1 dengan 𝑣2 terkait langsung. Namun, 

𝑒1, 𝑒2 dan 𝑒3 saling terkait langsung pada satu titik yaitu 𝑣1, maka 𝑒1, 𝑒2 dan 𝑒3 

terhubung langsung. 
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2.1.2 Graf dalam Matriks 

Misalkan 𝐺 adalah graf dengan 𝑣 adalah titik untuk himpunan titik 𝑉(𝐺) =

{𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛} dengan 𝑛 adalah banyaknya titik, dan 𝑒 adalah sisi untuk himpunan 

sisi 𝐸(𝐺) = {𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑚}. Matriks keterhubungan titik 𝐴(𝐺) berordo 𝑛 × 𝑛 

yang mana 𝑛 adalah baris dari matriks 𝐴 dan 𝑛 selanjutnya adalah kolom dari 

matriks 𝐴. Unsur baris ke-𝑖 dan kolom ke-𝑗 akan bernilai 1 jika titik 𝑣𝑖 terhubung 

langsung dengan titik 𝑣𝑗  dan bernilai 0 jika titik 𝑣𝑖 tidak terhubung langsung 

dengan titik 𝑣𝑗  serta untuk diagonal utama. Matriks keterhubungan dapat 

dinotasikan 𝐴(𝐺) = [𝑎𝑖𝑗], dimana 

𝑎𝑖𝑗 = {
1, jika {𝑣𝑖, 𝑣𝑗} ∈ 𝐸

0, jika {𝑣𝑖, 𝑣𝑗} ∉ 𝐸
 

Graf dipresentasikan dengan menyatakan dalam garis atau sisi yang 

menghubungkan titik-titik. Banyak baris dan kolom pada matriks keterhubungan 

sama dengan jumlah titik pada graf. Matriks keterhubungan suatu graf 𝑮 adalah 

matriks simetri dengan unsur 0 dan 1 dan memuat nilai 0 pada diagonal utamanya. 

Hal ini karena graf tidak memuat gelang (loop) dan tidak memuat sisi paralel 

(Abdussakir, dkk, 2009). 

Contoh: 

𝐴(𝐺) = [

0 1
1 0
1 1

1 0
1 1
0 1

0 1 1 0

] 

Misalkan terdapat graf 𝐺 memiliki himpunan sisi 𝐸 = {𝑒1,𝑒2, … , 𝑒𝑚}. 

Matriks keterhubungan sisi dari graf 𝐺 dinotasikan 𝐵(𝐺) dengan ordo 𝑚 × 𝑚. 

Unsur baris ke-𝑖 dan kolom ke-𝑗 akan bernilai 1 jika sisi 𝑒𝑖 terhubung langsung 
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dengan sisi 𝑒𝑗 dan bernilai 0 untuk diagonal utama. Matriks keterhubungan sisi 

dapat dinotasikan 𝐵(𝐺) = [𝑏𝑖𝑗], dimana  

𝑏𝑖𝑗 = {
1, jika {𝑒𝑖, 𝑒𝑗} ∈ 𝐸

0, jika {𝑒
𝑖
, 𝑒𝑗} ∉ 𝐸

 

Graf dipresentasikan dengan menyatakan dalam garis atau sisi yang 

menghubungkan titik-titik. Banyak baris dan kolom pada matriks keterhubungan 

sama dengan jumlah sisi pada graf. 

Contoh: 

𝐵(𝐺) =

[
 
 
 
 
0 1
1 0
0 1

0 1 1
1 0 1
0 1 1

1
1

0
1

1
1

0
1

1
0]
 
 
 
 

 

Misalkan terdapat graf 𝐺 yang terdiri dari himpunan titik 𝑉 = {𝑣1,𝑣2, … , 𝑣𝑛} 

dan himpunan sisi 𝐸 = {𝑒1,𝑒2, … , 𝑒𝑚}. Matriks keterhubungan sisi dari graf 𝐺 

dinotasikan 𝐼(𝐺) dengan ordo 𝑛 × 𝑚. Unsur baris ke-𝑖 dan kolom ke-𝑗 akan 

bernilai 1 jika titik 𝑣𝑖 terhubung langsung dengan titik 𝑒𝑗. Matriks keterhubungan 

sisi dapat dinotasikan 𝐼(𝐺) = [𝑐𝑖𝑗], dengan  

𝑐𝑖𝑗 = {
1, jika 𝑣𝑖  terkait langsung dengan 𝑒𝑗
0, jika 𝑣𝑖 tidak terkait langsung dengan 𝑒𝑗

 

Graf dipresentasikan dengan menyatakan dalam garis atau sisi yang 

menghubungkan titik-titik. Banyak baris pada matriks keterhubungan sama 

dengan jumlah titik pada graf dan banyak kolom pada matriks keterhubungan 

sama dengan jumlah sisi pada graf. 

Contoh: 

𝐼(𝐺) = [

1 1
1 0
0 1

0 0 0
0 1 1
1 0 1

0 0 1 1 0

] 
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Matriks 𝐴(𝐺), 𝐵(𝐺), dan 𝐼(𝐺), jika diaplikasikan dalam bentuk graf dapat 

digambarkan pada Gambar 2.2. 

 

Gambar 2.2 Graf 𝐺 dengan Representasi 𝐴(𝐺), 𝐵(𝐺), 𝐼(𝐺) 

 

2.1.3 Graf Total 

Graf total adalah graf tak berarah yang berisikan semua unsur di ring 𝑀 

sebagai titik. Graf total dilambangkan dengan 𝐺𝑇(𝑀) graf dengan himpunan 

titiknya adalah semua unsur dari 𝑀. Misalkan 𝑥 dan 𝑦 adalah dua titik yang 

berbeda, dengan titik 𝑥 dan 𝑦 terhubung langsung jika dan hanya jika 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝑀 

untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀 (Ambarsari & Lukito, 2017). 

 

2.1.4 Spektrum Graf 

Spektrum dari graf yang dinotasikan sebagai 𝑆𝑝𝑒𝑘(𝐺). Misalkan 

𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛 adalah nilai eigen berbeda dari 𝐴 dengan 𝜆1 > 𝜆2 > ⋯ > 𝜆𝑛 dan 

misalkan 𝑚(𝜆1),𝑚(𝜆2),… ,𝑚(𝜆𝑛) adalah banyaknya basis untuk ruang vector 

masing-masing 𝜆𝑖. Sehingga, matriks berordo 2 × 𝑛 memuat 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛 pada 

baris pertama dan 𝑚(𝜆1),𝑚(𝜆2),… ,𝑚(𝜆𝑛) pada baris kedua adalah spektrum 

graf 𝐺 yang dinotasikan dengan 𝑆𝑝𝑒𝑘(𝐺). Spektrum dari graf 𝐺 dapat dituliskan 

dengan  



14 

 

𝑆𝑝𝑒𝑘(𝐺) = [
𝜆1 𝜆2 … 𝜆𝑛

𝑚(𝜆1) 𝑚(𝜆2) … 𝑚(𝜆𝑛)
] 

Spektrum yang diperoleh dari matriks 𝐴(𝐺) disebut dengan spektrum adjacency 

(Schwenk, 1973). 

 

2.1.5 Energi Graf 

Energi dari graf 𝐺 dinotasikan sebagai 𝐸(𝐺). Misalkan 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛 adalah 

nilai eigen dari dari matriks 𝐴 pada graf 𝐺. Energi dari graf adalah jumlah dari 

nilai mutlak semua nilai eigen pada matriks 𝐴. Misalkan 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛 adalah nilai 

eigen yang berbeda dari 𝐴 dan misalkan 𝑚(𝜆1),𝑚(𝜆2),… ,𝑚(𝜆𝑛) adalah 

banyaknya basis untuk ruang vektor masing-masing 𝜆𝑖. Maka, energi dari graf 𝐺 

dapat dituliskan dengan 

𝐸(𝐺) = ∑𝑚(𝜆𝑖)|𝜆𝑖|

𝑛

𝑖=1

. 

Dengan 𝜆𝑖  adalah nilai eigen dari matriks adjacency 𝐴. Jadi, energi yang 

diperoleh dari matriks adjacency disebut dengan energi adjacency yang 

dinotasikan dengan 𝐸(𝐴(𝐺)) (Balakrishnan, 2004). 

 

2.2 Bilangan Bulat Modulo 

Bilangan bulat modulo ℤ𝑚 adalah himpunan dari semua kelas residu modulo 

𝑚 yang dinotasikan dengan ℤ𝑚 = {�̅� ǀ 𝑎 ∈ ℤ}. Kelas residu adalah himpunan yang 

memuat unsur-unsur bilangan bulat yang menyisakan sisa yang sama jika dibagi 

dengan modulo tertentu. Himpunan bilangan bulat modulo berisikan ℤ𝑚 =

{0̅, 1̅, 2̅, … ,𝑚 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ }. Himpunan bilangan bulat modulo adalah sisa dari hasil bagi. 
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Misalkan 𝑥 adalah bilangan bulat dan 𝑚 adalah bilangan asli. Pembagian 𝑥 oleh 𝑚 

menyisakan sisa 𝑟, sehingga 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑚.  

Sistem residu modulo jika bilangan bulat dibagi oleh 3 maka sisanya 0, 1, 2. 

Bilangan-bilangan bulat tersebut dijadikan atas 3 kelas yang berbeda yaitu 0̅, 1̅, 2̅ 

yang dinotasikan dengan ℤ3 = {0̅, 1̅, 2̅}. Himpunan bulat tersebut telah dipisahkan 

menjadi 3 himpunan bilangan yaitu kelas-kelas residu moduo 3. Kelas-kelas residu 

modulo 3 itu adalah: 

0̅ = {… , −9,−6,−3, 0, 3, 6, 9, … }, 

1̅ = {… ,−8,−5,−2, 1, 4, 7, … }, dan 

2̅ = {… , −7,−4,−1, 2, 5, 8 , … }. 

Jika 𝑝 ≡ 𝑞(𝑚𝑜𝑑 𝑚) dengan 0 ≤ 𝑟 < 𝑚 maka 𝑟 disebut residu terkecil dari 

𝑎 𝑚𝑜𝑑 𝑚. Untuk kongruensi himpunan bilangan bulat modulo 𝑚: 

ℤ𝑚 = {0̅, 1̅, 2̅, … ,𝑚 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ }. 

 

2.2.1 Kongruensi 

Definisi kongruensi jika 𝑝, 𝑞,𝑚 adalh bilangan-bilangan bulat, maka 𝑝 

disebut kongruen dengan 𝑞 modulo 𝑚 jika dan hanya jika 𝑚 membagi (𝑝 − 𝑞). 

Dinotasikan 𝑝 ≡ 𝑞(𝑚𝑜𝑑 𝑚) jika dan hanya jika 𝑚 ǀ 𝑝 − 𝑞.  

Jika 𝑚 tidak membagi (𝑝 − 𝑞), maka disebut 𝑝 tidak kongruen dengan 𝑞 

modulo 𝑚. Dinotasikan 𝑝 ≢ 𝑞(𝑚𝑜𝑑 𝑚) jika 𝑚 ∤ 𝑝 − 𝑞. 

Contoh: 

1. 26 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 5) sebab 5 ǀ 26 − 1 atau 5 ǀ 25 

2. 10 ≡ 4(𝑚𝑜𝑑 3) sebab 3 ǀ 10 − 4 atau 3 ǀ 6 

3. 23 ≡ −1(𝑚𝑜𝑑 12) sebab 12 ǀ 23 − (−1) atau 12 ǀ 24 



16 

 

4. 31 ≢ 5(𝑚𝑜𝑑 6) sebab 6 ∤  31 − 5 atau 6 ∤  26 

Perhatikan bahwa �̅�, �̅� ∈ ℤ𝑚. �̅� = �̅� jika dan hanya jika 𝑚 ǀ 𝑎 − 𝑏 atau 𝑎 −

𝑏 = 𝑚𝑘, utuk 𝑘 bilangan bulat. Definisikan pada operasi penjumlahan bilangan 

bulat sebagai: 

�̅� + �̅� = 𝑎 + 𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

Bukti: 

Misalkan �̅� = �̅� dan �̅� = �̅�, maka �̅� + �̅� = �̅� + �̅�. 

Jika dan hanya jika 𝑚 ǀ 𝑎 − 𝑥 dan 𝑚 ǀ 𝑏 − 𝑦, sehingga 𝑎 + 𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑥 + 𝑦̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. 

Akan ditunjukkan bahwa 𝑚 ǀ (𝑎 + 𝑏) − (𝑥 + 𝑦). 

Untuk 𝑚 ǀ 𝑎 − 𝑥, (𝑎 − 𝑥) = 𝑚 ∙ 𝑠 

Untuk 𝑚 ǀ 𝑏 − 𝑥, (𝑏 − 𝑥) = 𝑚 ∙ 𝑡 

(𝑎 + 𝑏) − (𝑥 + 𝑦) = (𝑎 − 𝑥) + (𝑏 − 𝑥)  

         = 𝑚 ∙ 𝑠 + 𝑚 ∙ 𝑡  

                   = 𝑚(𝑠 + 𝑡)  

Jadi 𝑚 ǀ (𝑎 + 𝑏) − (𝑥 + 𝑦). 

Contoh: 

Diperhatikan hal-hal berikut bahwa ℤ𝒎 menyinggung sifat-sifat dari grup: 

1. ℤ𝑚 bersifat asosiatif pada operasi penjumlahan, yaitu  

∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ𝑚, 

(�̅� + �̅�) + 𝑐̅ = (𝑎 + 𝑏)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + 𝑐̅ 

                       = (𝑎 + 𝑏) + 𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

                       = 𝑎 + (𝑏 + 𝑐)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

                       = �̅� + (𝑏 + 𝑐)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

                       = �̅� + (�̅� + 𝑐̅) 
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2. Terdapat elemen identitas pada operasi penjumlahan yaitu  

∃ 0̅ ∈ ℤ𝑚, ∀�̅� ∈ ℤ𝑚, 

�̅� + 0̅ = 0 + 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = �̅� 

3. Terdapat elemen invers pada operasi penjumlahan yaitu  

∃ − �̅� ∈ ℤ𝑚, ∀�̅� ∈ ℤ𝑚, 

�̅� + (−�̅�) = 𝑎 + (−𝑎)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = (−𝑎) + 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = (−�̅�) + �̅� = 0̅ 

(Nugroho, 2009). 

 

2.3 Grup dan Ring 

2.3.1 Grup 

Misalkan 𝐺 adalah himpunan yang tidak kosong. (𝐺,∙) adalah grup jika 

memenuhi aksioma berikut: 

1. Sifat Tertutup 

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺, ∃ 𝑎 ∙ 𝑏 = 𝑐 

2. Sifat Asosiatif 

∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺, (𝑎 ∙ 𝑏) ∙ 𝑐 = 𝑎 ∙ (𝑏 ∙ 𝑐) 

3. Mempunyai unsur identitas 

∃𝑒 ∈ 𝐺, ∀𝑎 ∈ 𝐺, 𝑒 ∙ 𝑎 = 𝑎 ∙ 𝑒 = 𝑎 

4. Setiap elemen mempunyai invers 

∃𝑎−1 ∈ 𝐺, 𝑎 ∙ 𝑎−1 = 𝑎−1 ∙ 𝑎 = 𝑒 

Jika terdapat tambahan grup yang memenuhi hukum komutatif, yaitu: 

5. Sifat Komutatif 

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺, 𝑎 ∙ 𝑏 = 𝑏 ∙ 𝑎 

Maka, (𝐺,∙) adalah Grup Komutatif (Grup Abelian). 
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(Andari, 2015). 

Contoh: 

Tunjukkan apakah (ℤ,+) merupakan grup komutatif. 

Jawab: 

Pada grup bilangan bulat berlaku aksioma: 

1. Tertutup, karena jika kita mengambil 𝑎 dan 𝑏 di ℤ, maka 𝑎 + 𝑏 juga merupakan 

elemen ℤ. 

2. Asosiatif, karena jika kita mengambil 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ, maka berlaku (𝑎 + 𝑏) + 𝑐 =

𝑎 + (𝑏 + 𝑐) juga merupakan elemen ℤ. 

3. Identitas, karena mempunyai identitas yaitu 0. 

4. Invers, karena invers 0 adalah 0 dengan 0 + 0 = 0. Invers 1 adalah −1 dengan 

1 + (−1) = 0 dan seterusnya. 

5. Komutatif, karena dengan mengambil sembarang elemen 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ, maka 

berlaku 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎 juga merupakan elemen ℤ. 

Jadi (ℤ,+) merupakan grup komutatif. 

 

2.3.2 Ring 

Suatu ring 𝑅 adalah himpunan tak kosong dengan operasi biner pertama 

adalah operasi penjumlahan (+) dan yang kedua adalah operasi perkalian (∙), untuk 

setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅. Ring dapat dinosikan dengan (𝑅, +, ∙) jika memenuhi aksioma 

sebagai berikut: 

1. 𝑅 tertutup pada operasi penjumlahan, yaitu ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, 𝑎 + 𝑏 ∈ 𝑅 

2. 𝑅 bersifat asosiatif pada operasi penjumlahan, yaitu ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅, (𝑎 + 𝑏) +

𝑐 = 𝑎 + (𝑏 + 𝑐) 
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3. Terdapat elemen identitas pada operasi penjumlahan yaitu 𝑒 = 0. ∃ 𝑒 ∈ 𝑅, 

∀𝑎 ∈ 𝑅, 𝑎 + 𝑒 = 𝑒 + 𝑎 = 𝑎 

4. Terdapat elemen invers pada operasi penjumlahan yaitu ∀𝑎 ∈ 𝑅, ∃ 𝑎−1 ∈

𝑅, 𝑎 + 𝑎−1 = 𝑎−1 + 𝑎 = 𝑒 

5. 𝑅 bersifat komutatif pada operasi penjumlahan, yaitu ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 +

𝑎 

6. 𝑅 tertutup pada operasi perkalian, yaitu ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, 𝑎 ∙ 𝑏 ∈ 𝑅 

7. 𝑅 bersifat asosiatif pada operasi penjumlahan, yaitu ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅, (𝑎 ∙ 𝑏) ∙ 𝑐 =

𝑎 ∙ (𝑏 ∙ 𝑐) 

8. Operasi perkalian bersifat distributif kiri dan kanan terhadap operasi 

penjumlahan pada 𝑅, yaitu ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅, 

𝑎 ∙ (𝑏 + 𝑐) = (𝑎 ∙ 𝑏) + (𝑎 ∙ 𝑐) 

(𝑎 + 𝑏) ∙ 𝑐 = (𝑎 ∙ 𝑐) + (𝑏 ∙ 𝑐) 

(Rasiman dkk., 2018). 

Contoh: 

Suatu ℤ adalah semua himpunan bilangan bulat dengan operasi biner 

pertama adalah operasi penjumlahan (+) dan yang kedua adalah operasi perkalian 

(∙), sehingga dapat dinotasikan dengan (ℤ,+,∙) adalah ring. 

Bukti: 

1. Ditunjukkan ℤ tertutup pada operasi penjumlahan, yaitu ∀𝑎, 𝑏 ∈ ℤ, 𝑎 + 𝑏 ∈ ℤ. 

2. Ditunjukkan ℤ bersifat asosiatif pada operasi penjumlahan, yaitu ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈

ℤ, (𝑎 + 𝑏) + 𝑐 = 𝑎 + (𝑏 + 𝑐). 

3. Terdapat elemen identitas pada operasi penjumlahan yaitu 𝑒 = 0. ∃ 𝑒 ∈

ℤ, ∀𝑎 ∈ ℤ, 𝑎 + 0 = 0 + 𝑎 = 𝑎. 
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4. Terdapat elemen invers pada operasi penjumlahan yaitu −𝑎. ∀𝑎 ∈ ℤ, ∃ − 𝑎 ∈

ℤ, 𝑎 + (−𝑎) = (−𝑎) + 𝑎 = 0. 

5. ℤ bersifat komutatif pada operasi penjumlahan, yaitu ∀𝑎, 𝑏 ∈ ℤ, 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 +

𝑎. 

6. ℤ tertutup pada operasi perkalian, yaitu ∀𝑎, 𝑏 ∈ ℤ, 𝑎 ∙ 𝑏 ∈ ℤ 

7. ℤ bersifat asosiatif pada operasi penjumlahan, yaitu ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ, (𝑎 ∙ 𝑏) ∙ 𝑐 =

𝑎 ∙ (𝑏 ∙ 𝑐). 

8. Operasi perkalian bersifat distributif terhadap operasi penjumlahan pada ℤ, 

yaitu ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅, 

𝑎 ∙ (𝑏 + 𝑐) = (𝑎 ∙ 𝑏) + (𝑎 ∙ 𝑐) 

(𝑎 + 𝑏) ∙ 𝑐 = (𝑎 ∙ 𝑐) + (𝑏 ∙ 𝑐) 

 

2.3.3 Ring Komutatif 

Ring 𝑅 dikatakan sebagai ring komutatif jika operasi perkalian pada 𝑅 

bersifat komutatif (Rasiman dkk., 2018). Komutatif pada operasi perkalian pada 

ring yang dinotasikan dengan (𝑅,∙) memenuhi sifat komutatifnya, yaitu 𝑎 ∙ 𝑏 = 𝑏 ∙

𝑎, ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅. 

 

2.3.4 Ring Bilangan Bulat Modulo 

Suatu 𝑅 dikatakan sebuah ring jika memenuhi aksioma-aksioma pada ring. 

Misalkan suatu ℤ2𝑛 adalah ring bilangan bulat modulo 2𝑛. Maka, ℤ2𝑛 memenuhi 

aksioma ring pada operasi penjumlahan dan perkalian pada ℤ2𝑛. Operasi 

penjumlahan dan perkalian pada ℤ2𝑛 dapat didefinisikan sebagai �̅� + �̅� = 𝑎 + 𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

dan �̅� ∙ �̅� = 𝑎 ∙ 𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ . 
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ℤ2𝑛 adalah semua himpunan bilangan bulat dengan operasi biner 

penjumlahan (+) dan operasi perkalian (∙), sehingga dapat dinotasikan dengan 

(ℤ2𝑛, +,∙) adalah ring. 

1. ℤ2𝑛 tertutup pada operasi penjumlahan, yaitu  

∀�̅�, �̅� ∈ ℤ2𝑛, 

�̅� + �̅� = 𝑎 + 𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ ∈ ℤ2𝑛 

2. ℤ2𝑛 bersifat asosiatif pada operasi penjumlahan, yaitu  

∀�̅�, �̅�, 𝑐̅ ∈ ℤ2𝑛, 

(�̅� + �̅�) + 𝑐̅ = (𝑎 + 𝑏)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + 𝑐̅ 

                       = (𝑎 + 𝑏) + 𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

                       = 𝑎 + (𝑏 + 𝑐)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

                       = �̅� + (𝑏 + 𝑐)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

                       = �̅� + (�̅� + 𝑐̅) 

3. Terdapat elemen identitas pada operasi penjumlahan yaitu  

∃ 0̅ ∈ ℤ2𝑛, ∀�̅� ∈ ℤ2𝑛, 

�̅� + 0̅ = 0 + 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = �̅� 

4. Terdapat elemen invers pada operasi penjumlahan yaitu  

∃ − �̅� ∈ ℤ2𝑛, ∀�̅� ∈ ℤ2𝑛, 

�̅� + (−�̅�) = 𝑎 + (−𝑎)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = (−𝑎) + 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = (−�̅�) + �̅� = 0̅ 

5. ℤ2𝑛 bersifat komutatif pada operasi penjumlahan, yaitu  

∀�̅�, �̅� ∈ ℤ2𝑛, 

�̅� + �̅� = 𝑎 + 𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = 𝑏 + 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = �̅� + �̅� 

6. ℤ2𝑛 tertutup pada operasi perkalian, yaitu  

∀�̅�, �̅� ∈ ℤ2𝑛, 
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�̅� ∙ �̅� = 𝑎 ∙ 𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅ ∈ ℤ2𝑛 

7. ℤ2𝑛 bersifat asosiatif pada operasi penjumlahan, yaitu  

∀�̅�, �̅�, 𝑐̅ ∈ ℤ2𝑛, 

(�̅� ∙ �̅�) ∙ 𝑐̅ = (𝑎 ∙ 𝑏)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ∙ 𝑐̅ 

                   = (𝑎 ∙ 𝑏) ∙ 𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

                   = 𝑎 ∙ (𝑏 ∙ 𝑐)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

                   = �̅� ∙ (𝑏 ∙ 𝑐)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

                   = �̅� ∙ (�̅� ∙ 𝑐̅) 

8. Operasi perkalian bersifat distributif terhadap operasi penjumlahan pada ℤ2𝑛, 

yaitu ∀�̅�, �̅�, 𝑐̅ ∈ ℤ2𝑛, 

�̅� ∙ (�̅� + 𝑐̅) = �̅� ∙ (𝑏 + 𝑐)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

                     = 𝑎 ∙ (𝑏 + 𝑐)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

                              = (𝑎 ∙ 𝑏) + (𝑎 ∙ 𝑐)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

                              = (𝑎 ∙ 𝑏)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + (𝑎 ∙ 𝑐)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

                              = (�̅� ∙ �̅�) + (𝑎 ∙ 𝑐)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

                              = (�̅� ∙ �̅�) + (�̅� ∙ 𝑐̅) 

(�̅� + �̅�) ∙ 𝑐̅ = (𝑎 + 𝑏)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ∙ 𝑐̅ 

                     = (𝑎 + 𝑏) ∙ 𝑐̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

                              = (𝑎 ∙ 𝑐) + (𝑏 ∙ 𝑐)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 

                              = (𝑎 ∙ 𝑐)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ + (𝑏 ∙ 𝑐)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

                              = (�̅� ∙ 𝑐̅) + (𝑏 ∙ 𝑐)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

                              = (�̅� ∙ 𝑐̅) + (�̅� ∙ 𝑐̅) 
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9. Operasi perkalian bersifat komutatif ∀�̅�, �̅� ∈ ℤ2𝑛, 

�̅� ∙ �̅� = 𝑎 ∙ 𝑏̅̅ ̅̅ ̅̅  

         = 𝑏 ∙ 𝑎̅̅ ̅̅ ̅̅  

         = �̅� ∙ �̅� 

Jadi, (ℤ2𝑛, +,∙) adalah ring bilangan bulat modulo. Karena memenuhi sifat 

komutatif terhadap perkalian juga, maka dapat disebut dengan ring komutatif pada 

bilangan bulat modulo. 

 

2.4 Graf Total Diperumum dari Ring Komutatif 

Graf total dari ring komutatif 𝑅 dinotasikan dengan 𝐺𝑇(𝑅). Graf total dari ring 

komutatif dengan himpunan titik-titik adalah semua unsur dari ring 𝑅 dan setiap 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅, 𝑥 ≠ 𝑦. Maka, 𝑥 dan 𝑦 dihubungkan oleh sisi jika dan hanya jika 𝑥 + 𝑦 ∈

𝐻. 𝐻 adalah himpunan bagian dari 𝑅 sedemikian sehingga 𝐻 adalah himpunan 

bagian yang tertutup terhadap operasi perkalian dari 𝑅. Jadi, graf total dari ring 

komutatif 𝑅 dengan 𝐻 himpunan bagian dari 𝑅 dapat dinotasikan dengan 𝐺𝑇𝐻(𝑅) 

(Anderson & Badawi, 2013).  

Contoh: 

Ring komutatif dengan unsur kesatuan ℤ6 = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅} dengan 𝐻 adalah 

himpunan bagian yang tertutup terhadap operasi perkalian di ℤ6. Dari setiap 𝑥, 𝑦 ∈

ℤ6 terhubung langsung jika dan hanya jika 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝐻. Jika 𝐻 adalah himpunan 

bilangan genap, maka 𝐻 = {0̅, 2̅, 4̅} ⊆ ℤ6. Tunjukkan graf total dari ring bilangan 

bulat modulo 6. 
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Bukti: 

Akan ditunjukkan dengan tabel Cayley terhadap operasi penjumlahan untuk 

𝐻 = {0̅, 2̅, 4̅} pada Tabel 2.1. 

Tabel 2.1 Tabel Cayley Ring Komutatif ℤ𝟔 

+ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 

0̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 

1̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 0̅ 

2̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 0̅ 1̅ 

3̅ 3̅ 4̅ 5̅ 0̅ 1̅ 2̅ 

4̅ 4̅ 5̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 

5̅ 5̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 

 

Himpunan titik graf dari 𝐺𝑇𝐻(ℤ6) adalah 𝑉(𝐺𝑇𝐻(ℤ6)) = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅}. 

Sehingga, jika unsur dari ℤ6 dioperasikan menggunakan operasi penjumlahan yang 

bersifat komutatif berdasarkan Tabel 2.1 diperoleh gambar graf seperti Gambar 2.3. 

 

Gambar 2.3 Contoh Graf Total dari ℤ6 
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2.5 Nilai Eigen dan Vektor Eigen 

Nilai eigen berkaitan dengan vektor eigen dalam aljabar linier. Nilai eigen 

adalah himpunan nilai skalar khusus yang dikaitkan dengan himpunan persamaan 

linier yang kemungkinan besar ada dalam persamaan matriks. Sederhannya, nilai 

eigen adalah skalar yang digunakan untuk mengubah vektor eigen. Persamaan 

dasarnya adalah sebagai berikut: 

𝐴𝑥 = 𝜆𝑥 

Untuk 𝐴 sebuah matriks 𝑛 × 𝑛. Bilangan 𝜆 adalah nilai eigen dari 𝐴 jika 

terdapat vektor tidak nol. Untuk vektor 𝑥 disebut vektor eigen dari 𝐴 yang 

berpasangan ke nilai eigen 𝜆 (Jain & Gunawardena, 2004). 

Untuk mencari nilai eigen dari sebuah matriks 𝐴 dituliskan persamaan 𝐴𝑥 =

𝜆𝑥 sebagai berikut: 

𝐴𝑥 = 𝜆𝐼𝑥 

di mana, bernilai ekuivalen dengan 

(𝜆𝐼 − 𝐴)𝑥 = 0. 

Mencari nilai eigen 𝜆 dari persaaman sebelumnya dengan solusi tak nol jika 

dan hanya jika  

𝑑𝑒𝑡(𝜆𝐼 − 𝐴) = 0. 

Persamaan tersebut dinamakan dengan polinomial karakteristik atau pesamaan 

karakteristik 𝐴 dan scalar yang memenuhi persamaan ini adalah nilai eigen dari 𝐴. 
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2.6 Determinan Matriks Blok 

Matriks blok atau matriks partisi adalah matriks yang dipartisi atau diblok 

menjadi beberapa matriks yang berukuran lebih kecil dengan memasukkan garis 

horizontal dan verikal antara baris dan kolom matriks. Matriks-matriks berukuran 

kecil hasil partisi disebut dengan submatriks. Matriks blok berukuran 2 × 2 

berbentuk persegi yang dipartisi atas dua baris dan dua kolom. 

Gambaran secara umum matriks blok 2 × 2 adalah sebagai berikut: 

 

Kemudian diberi garis horizontal dan vertikal menjadi matriks sebagai berikut: 

 

Dengan memisalkan: 
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Jika 𝐴 dan 𝐵 merupakan matriks 𝑛 × 𝑛, maka 

(i) 𝑑𝑒𝑡(𝐴𝐵) = 𝑑𝑒𝑡 (𝐴) ∙ 𝑑𝑒𝑡 (𝐵) 

(ii) 𝑑𝑒𝑡 [
𝐴 𝐵
0 𝐷

] = 𝑑𝑒𝑡 (𝐴) ∙ 𝑑𝑒𝑡 (𝐷), jika 𝐴 dan 𝐷 merupakan matriks persegi 

Dengan demikian, determinan matriks blok melibatkan struktur matriks 

keterhubungan masing-masing graf (Ilhamsyah dkk., 2017). 

 

2.7 Kajian Graf Terhubung dalam Al-Quran 

Manusia memiliki dua jenis keterhubungan dalam Islam. Hubungan yang 

pertama adalah hubungan dengan Allah SWT. Hubungan yang kedua adalah 

hubungan dengan sesama manusia. Manusia diciptakan oleh Allah SWT sebagai 

makhluk sosial yang saling membutuhkan dikarenakan setiap manusia memiliki 

ukuran kemampuan hidup masing-masing.  

Kedudukan manusia dalam ajaran Islam sangat mulia. Kedudukan manusia 

yang mulia dalam perspektif Al-Quran dibagi dalam lima kelompok pada ciptaan-

Nya, yaitu Bani Adam yang artinya anak keturunan Nabi Adam as, Al-Insan artinya 

manusia yang diciptakan dengan bentuk yang indah, Al-Ins adalah makhluk 

spiritual, Basyar artinya makhluk biologis, dan An-Nas artinya makhluk sosial. 

Lima kelompok manusia tersebut disimpulkan bahwasanya manusia adalah 

makhluk yang diciptakan oleh Allah SWT dengan beberapa kelompok sesuai 

dengan kriteria masing-masing manusia (Masjidaljabbar, 2023). Banyaknya 

macam karakter manusia yang diciptakan, Allah SWT berfirman pada surat Al-

Hujurat ayat 13 sebagai berikut (Kemenag., 2022): 

Artinya: “Wahai manusia, sesungguhnya Kami telah menciptakan kamu dari 

seorang laki-laki dan perempuan. Kemudian, Kami menjadikan kamu berbangsa-

bangsa dan bersuku-suku agar kamu saling mengenal. Sesungguhnya yang paling 
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mulia di antara kamu di sisi Allah adalah orang yang paling bertakwa. 

Sesungguhnya Allah Maha Mengetahui lagi Mahateliti.” (QS. Al-Hujarat: 13) 

 

Berdasarkan surat Al-Hujarat ayat 13, Allah SWT menciptakan manusia secara 

berbeda-beda karena memiliki tujuan. Hal ini agar setiap manusia saling mengenal 

satu sama lain, termasuk untuk belajar saling menghormati karena adanya 

perbedaan antar suku, jenis kelamin, sekaligus perbedaan karakter setiap manusia 

(Liya., 2022). Oleh karena itu, manusia di dalam dunia ini memiliki keterhubungan 

antara manusia satu dengan manusia yang lainnya. 

Jika dikaitkan dengan kehidupan nyata, maka banyaknya kejadian antar ciptaan 

Allah. Kemudian, kejadian-kejadian tersebut mempunyai keterhubungan antar titik 

satu sama lain yang merupakan kejadian sesudahnya. Hal ini menunjukkan bahwa 

suatu hubungan antar titik yang satu dengan titik yang lain. Jika diaplikasikan dalam 

bentuk graf dapat digambarkan pada Gambar 2.4. 

 

Gambar 2.4 Representasi Hubungan Antar Manusia (Dewi, D. N. P., 2011) 

 

Pada Gambar 2.4 terlihat bahwa terdapat delapan titik yang diasumsikan 

sebagai delapan manusia, dimana di antara titik tersebut ada yang terhubung 

(adjacency) dan ada yang tidak terhubung (non-adjacency). Namun, semua titik 

saling terhubung satu dengan yang lainnya walaupun terdapat yang tidak terhubung 

secara langsung. Hubungan seorang umat Islam dengan yang lainnya dapat 

digambarkan seperti Gambar 2.4 dengan delapan orang yang disimbolkan 
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𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5, 𝑣6, 𝑣7, dan 𝑣8. Mereka adalah saudara sesama umat Islam dengan 

karakteristik yang berbeda-beda. Oleh karena itu, Allah SWT melarang untuk umat-

Nya saling merendahkan dan mencela sesama manusia serta saling menghormati 

agar tidak menimbulkan perselisihan. 

Graf pada Gambar 2.4 dengan unsur 𝑣1 sampai dengan 𝑣8 dapat disebut juga 

dengan himpunan bilangan bulat yang menghasilkan graf terhubung kemudian 

direpresentasikan pada matriks keterhubungan yang digunakan untuk mencari 

kestabilan ukuran spektrum pada bilangan bulat dengan keadaan energi pada 

bilangan bulat tersebut. Ukuran-ukuran yang dihasilkan pada bilangan bulat akan 

menghasilkan pola spektrum dan energi dengan syarat terbentuknya graf terhubung 

yang diperoleh dari bilangan bulat. Sehingga, spektrum dan energi saling berkaitan 

untuk menghasilkan pola kestabilan pada ukuran bilangan bulat.
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BAB III 

METODE PENELITIAN 

3.1 Jenis Penelitian 

Jenis penelitian ini menggunakan pendekatan pada metode kualitatif. Metode 

kualitatif berbentuk studi literatur. Studi literatur adalah metode yang menggunakan 

data yang berbentuk kajian. Pembahasan dilakukan dengan cara mengkaji literatur 

dengan menganalisis objek penelitian secara khusus (induktif) menuju hasil yang 

umum (deduktif). Hasil kajian dituangkan dalam bentuk laporan penelitian untuk 

menjawab rumusan masalah pada Bab I yang akhirnya akan ditarik kesimpulan. 

 

3.2 Pra Penelitian 

Penelitian ini mengumpulkan berbagai macam jurnal, artikel, dan buku yang 

berkaitan dengan topik yang dibahas pada penelitian ini. Adapun beberapa rujukan 

yang digunakan sebagai rujukan utama pada penelitian ini. 

Rujukan pertama pada tahun 2014 oleh Andika dan Juniati. Penelitian tersebut 

tentang permasalahan Graf Total dari Ring Komutatif. Penelitian ini membahas 

tentang pendefinisian graf total, sub graf total yang dibangun oleh 𝑍(𝑅), subgraph 

total yang dibangun oleh 𝑅𝑒𝑔(𝑅), dan subgraph total yang dibangun oleh 𝑁𝑖𝑙(𝑅). 

Hasil dari penelitian tersebut mengenai graf total dari ring komutatif 𝑅 dengan 

notasi 𝑇(Γ(𝑅)) adalah graf dengan himpunan titiknya adalah semua elemen dari 

ring 𝑅 dan setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅, 𝑥 ≠ 𝑦, maka titik 𝑥 dan 𝑦 dihubungkan dengan sebuah 

sisi jika dan hanya jika 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝑍(𝑅). Sifat-sifat 3 subgraf total tersebut 

disimpulkan dalam bentuk teorema dan lemma (Andika & Juniati, 2014). 
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Rujukan kedua tahun 1973 oleh Schwenk. Penelitian tersebut tentang spektrum 

dari sebuah graf. Demikian pula, 𝜇(𝐺; 𝑥) = 𝜇(𝐺) = 𝜇(𝑥) = ∑ 𝑏𝑛𝑥𝑛𝑑
𝑛=0  adalah 

polinomial minimum dari 𝐴. Kita telah memilih untuk memberi label pada koefisien 

𝜙 dan 𝜇 dalam urutan yang berbeda untuk digunakan nanti . Akar-akar dari 𝜙(𝐺) 

adalah nilai eigen dari 𝐺, dilambangkan dengan 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑝. Akar-akar 𝑝 ini (yang 

mungkin mencakup beberapa akar) membentuk spektrum 𝐺. Dua graf bersifat 

kospektral jika mempunyai spektrum yang sama. Jari-jari spektral 𝑝(𝐺) adalah jari-

jari piringan terkecil yang berpusat di titik asal yang memuat seluruh spektrum. Jadi 

𝑝(𝐺)  = 𝑚𝑎𝑥|𝜆𝑖| (Schwenk, 1973). 

Rujukan ketiga tahun 2004 oleh Balakrishnan. Penelitian tersebut tentang 

energi dari sebuah graf. Energi 𝐸(𝐺) dari sebuah graf sederhana 𝐺 sidefinisikan 

sebagai jumlah dari nilai absolut semua nilai eigen dari 𝐺. Jika 𝐺 adalah graf 𝑘-

reguler dengan 𝑛 buah titik, maka 𝐸(𝐺) =≤ 𝑘 + √𝑘(𝑛 − 1)(𝑛 − 𝑘) = 𝐵2 dan 

ikatan ini tajam. Terlihat bahwa untuk setiap 𝜖 >  0, ada tak terhingga banyak 𝑛 

untuk masing-masing terdapat sebuah graf 𝑘-regular 𝐺 berordo n dengan 𝑘 <  𝑛 −

1 dan 
𝐸(𝐺)

𝐵2
< 𝜖. Dua graf dengan jumlah titik yang sama adalah equienergetik jika 

mereka memiliki energi yang sama. Ditunjukkan bahwa untuk setiap bilangan bulat 

positif 𝑛 ≥  3, ada dua graf ekuenergi dengan orde 4𝑛 yang tidak bersifat 

cospectral (Balakrishnan, 2004). 

 

3.3 Tahapan Penelitian 

Penelitian ini menggunakan pendekatan kualitatif. Struktur pembahasan akan 

dimulai dari hal-hal yang khusus menuju pada hal yang bersifat umum. Tahapan 

yang digunakan dalam penelitian ini untuk memperoleh spektrum dan energi pada 
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graf total diperumum dari ring bilangan bulat modulo (ℤ2𝑛). Tahapan penelitian ini 

disusun untuk menentukan spektrum dan energi graf total dari ring ℤ2𝑛 sebagai 

berikut: 

a. Menentukan Spektrum dari 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛) 

1. Membangun 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛) dengan 𝐻 adalah himpunan semua bilangan genap 

di ℤ𝟐𝒏 dan 𝑛 ∈ {3, 4, 5, 6}. 

2. Menentukan matriks adjacency dari 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛) untuk 𝑛 ∈ {3, 4, 5, 6}. 

3. Menentukan nilai eigen dan vektor eigen dari matriks adjacency 

𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛). 

4. Menentukan polinomial karakteristik graf total dari 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛) dengan 𝑛 ∈

{3, 4, 5, 6}. 

5. Menentukan spektrum graf total dari 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛) dengan 𝑛 ∈ {3, 4, 5, 6}. 

6. Membuat dugaan berdasarkan pola polinomial dan spektrum yang 

ditemukan untuk masing-masing kasus. 

7. Menyusun suatu lemma polinomial dan teorema spektrum graf total dari 

ring ℤ2𝑛. 

b. Menentukan Energi dari 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛) 

1. Menentukan energi graf total dari 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛) dengan 𝑛 ∈ {3, 4, 5, 6} 

berdasarkan hasil spektrumnya. 

2. Membuat dugaan berdasarkan pola energi yang ditemukan untuk masing-

masing kasus. 

3. Menyusun suatu teorema energi graf total dari ring ℤ2𝑛. 
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BAB IV 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

Pada bab ini akan membahas mengenai rumus umum dari spektrum dan energi 

graf total diperumum dari ring bilangan bulat modulo 2𝑛 yang dinotasikan dengan 

𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛) dengan 𝐻 adalah himpunan bilangan genap dan 𝑛 ≥ 3. Pencarian 

spektrum dan energi graf menggunakan matriks adjacency 𝐴(𝐺) dari graf 𝐺. 

Terdapat beberapa kasus 𝐻 genap, contohnya 𝐻 ∈ {0, 2, 4, 6, 8, 10, 12}. 

 

4.1 Spektrum dari 𝑮𝑻𝑯(ℤ𝟐𝒏) 

4.2.1 Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan Bulat ℤ𝟔 

Unsur dari ring bilangan bulat modulo 6 adalah ℤ6 = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅}. 

Pembangun dari graf total diperumum dari ring bilangan bulat modulo 6 yang 

dinotasikan sebagai 𝐺𝑇𝐻(ℤ6) dengan 𝐻 adalah himpunan bagian yang memuat 

semua bilangan genap dari ℤ6, maka 𝐻 = {0̅, 2̅, 4̅}. 𝐺𝑇𝐻(ℤ6) adalah graf yang 

memuat semua unsur dari ℤ6 sebagai titik pada graf, dengan dua titik yang berbeda 

𝑥, 𝑦 ∈ ℤ6 disebut terhubung langsung di 𝐺𝑇𝐻(ℤ6) jika 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝐻. Sehingga, 

dapat dinyatakan dalam tabel Cayley dengan operasi penjumlahan pada Tabel 4.1. 

Tabel 4.1 Tabel Cayley 𝐺𝑇𝐻(ℤ6) 

+ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 

0̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 

1̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 0̅ 

2̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 0̅ 1̅ 

3̅ 3̅ 4̅ 5̅ 0̅ 1̅ 2̅ 

4̅ 4̅ 5̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 

5̅ 5̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 
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Titik-titik graf dari 𝐺𝑇𝐻(ℤ6) adalah 𝑉(𝐺𝑇𝐻(ℤ6)) = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅}. 

Sehingga, jika unsur dari ℤ6 dioperasikan menggunakan operasi penjumlahan 

yang bersifat komutatif berdasarkan Tabel 4.1, maka diperoleh gambar graf 

seperti Gambar 4.1. 

 

Gambar 4.1 Graf 𝐺𝑇𝐻(ℤ6) 

 

Berdasarkan Gambar 4.1 graf total diperumum dari ring bilangan bulat ℤ6 

dapat diperoleh matriks adjacency dari 𝐺𝑇𝐻(ℤ6) sebagai berikut: 

𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ6)) =  

Setelah mendapatkan matriks adjacency, maka akan ditentukan persamaan 

karakteristik dari 𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ6)) untuk mendapatkan nilai eigen dan vektor eigen 

dari matriks adjacency, sebagai berikut: 
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𝑑𝑒𝑡(𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ6)) − 𝜆𝐼)  

= 𝑑𝑒𝑡

(

 
 
 
 
 
 

 − 𝜆

)

 
 
 
 
 
 

  

= 𝑑𝑒𝑡

(

 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 
 
 

  

Dengan mereduksi matriks menggunakan metode Gaussian Elimination, 

dapat diperoleh polinomial karakteristiknya pada hasil perkalian diagonal utama 

di matriks segitiga atas, sebagai berikut: 

 

Sehingga, 𝑑𝑒𝑡(𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ6)) − 𝜆𝐼) tidak lain adalah perkalian diagonal 

matriks segitiga atas tersebut, sehingga diperoleh: 
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𝑑𝑒𝑡(𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ6)) − 𝜆𝐼)  = 𝜆6 − 6𝜆4 − 4𝜆3 − 9𝜆2 − 12𝜆 + 4  

= (𝜆 − 2)2(𝜆 + 1)4  

Polinomial karakteristik diperoleh dari hasil 𝑑𝑒𝑡(𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ6)) − 𝜆𝐼) 

sebagai berikut: 

𝑝(𝜆) = (𝜆 − 2)2(𝜆 + 1)4 

Dengan menetapkan 𝑝(𝜆) = 0, maka 

𝑝(𝜆) = (𝜆 − 2)2(𝜆 + 1)4 = 0 

Sehingga, diperoleh nilai eigen tersebut adalah 𝜆1 = 2 dan 𝜆2 = −1. 

Artinya, nilai eigen dari matriks 𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ6)) adalah 2 dan −1. Kemudian akan 

dicari basis untuk ruang vektor eigen dari nilai eigen. 

Untuk 𝜆1 = 2 disubstitusi ke dalam 𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ6)) − 𝜆𝐼, maka diperoleh: 

 

Kemudian hasil matriks tersebut direduksi menggunakan metode eliminasi gaus, 

maka diperoleh hasil matriks baru: 
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Dari matriks yang tereduksi tersebut yang bersesuaian dengan nilai eigen 𝜆1 = 2 

adalah 𝑚(𝜆1) = 2. 

Untuk 𝜆1 = −1 disubstitusi ke dalam 𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ6)) − 𝜆𝐼, maka diperoleh 

 

Kemudian hasil matriks tersebut direduksi menggunakan metode eliminasi gaus, 

maka diperoleh hasil matriks baru: 

 

Dari matriks yang tereduksi tersebut yang bersesuaian dengan nilai eigen 𝜆1 =

−1 adalah 𝑚(𝜆1) = 4. 

Sehingga, diperoleh spektrum dari graf 𝐺𝑇𝐻(ℤ6) sebagai berikut: 

𝑆𝑝𝑒𝑘 (𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ6))) =  

Jadi, nilai eigen dari matriks 𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ6)) adalah 2 dan −1 pada baris pertama. 

Sedangkan, banyaknya basis untuk ruang vektor eigen adalah 2 dan 4 pada baris 

kedua. 
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4.2.2 Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan Bulat ℤ𝟖 

Unsur dari ring bilangan bulat modulo 8 adalah ℤ8 = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 6̅, 7̅}. 

Pembangun dari graf total diperumum dari ring bilangan bulat modulo 8 yang 

dinotasikan sebagai 𝐺𝑇𝐻(ℤ8) dengan 𝐻 adalah himpunan bagian yang memuat 

semua bilangan genap dari ℤ8, maka 𝐻 = {0̅, 2̅, 4̅, 6̅}. 𝐺𝑇𝐻(ℤ8) adalah graf yang 

memuat semua unsur dari ℤ8 sebagai titik pada graf, dengan dua titik yang berbeda 

𝑥, 𝑦 ∈ ℤ8 disebut terhubung langsung di 𝐺𝑇𝐻(ℤ8) jika 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝐻. Sehingga, 

dapat dinyatakan dalam tabel Cayley dengan operasi penjumlahan pada Tabel 4.2. 

Tabel 4.2 Tabel Cayley 𝐺𝑇𝐻(ℤ8) 

+ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 

0̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 

1̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 0̅ 

2̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 0̅ 1̅ 

3̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 0̅ 1̅ 2̅ 

4̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 

5̅ 5̅ 6̅ 7̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 

6̅ 6̅ 7̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 

7̅ 7̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 

 

Titik-titik graf dari 𝐺𝑇𝐻(ℤ8) adalah 𝑉(𝐺𝑇𝐻(ℤ8)) = {0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 6̅, 7̅}. 

Sehingga, jika unsur dari ℤ8 dioperasikan menggunakan operasi penjumlahan 

yang bersifat komutatif berdasarkan Tabel 4.2, maka diperoleh gambar graf 

seperti Gambar 4.2. 
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Gambar 4.2 Graf 𝐺𝑇𝐻(ℤ8) 

 

Berdasarkan Gambar 4.2 graf total diperumum dari ring bilangan bulat ℤ8 

dapat diperoleh matriks adjacency dari 𝐺𝑇𝐻(ℤ8) sebagai berikut: 

𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ8)) =  

Setelah mendapatkan matriks adjacency, maka akan ditentukan persamaan 

karakteristik dari 𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ8)) untuk mendapatkan nilai eigen dan vektor eigen 

dari matriks adjacency, sebagai berikut: 
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𝑑𝑒𝑡(𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ8)) − 𝜆𝐼)  

= 𝑑𝑒𝑡

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 

− 𝜆

)

 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

= 𝑑𝑒𝑡

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Dengan mereduksi matriks menggunakan metode Gaussian Elimination, 

dapat diperoleh polinomial karakteristiknya pada hasil perkalian diagonal utama 

di matriks segitiga atas, sebagai berikut: 
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Sehingga, 𝑑𝑒𝑡(𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ6)) − 𝜆𝐼) tidak lain adalah perkalian diagonal 

matriks segitiga atas tersebut, sehingga diperoleh: 

𝑑𝑒𝑡(𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ8)) − 𝜆𝐼)  = 𝜆8 − 12𝜆6 − 16𝜆5 − 30𝜆4 − 96𝜆3 − 100𝜆2 − 

48𝜆 + 9   

= (𝜆 − 3)2(𝜆 + 1)6   

Polinomial karakteristik diperoleh dari hasil 𝑑𝑒𝑡(𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ8)) − 𝜆𝐼) 

sebagai berikut: 

𝑝(𝜆) = (𝜆 − 3)2(𝜆 + 1)6 

Dengan menetapkan 𝑝(𝜆) = 0, maka 

𝑝(𝜆) = (𝜆 − 3)2(𝜆 + 1)6 = 0 

Sehingga, diperoleh nilai eigen tersebut adalah 𝜆1 = 3 dan 𝜆2 = −1. 

Artinya, nilai eigen dari matriks 𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ8)) adalah 3 dan −1. Kemudian akan 

dicari basis untuk ruang vektor eigen dari nilai eigen. 
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Untuk 𝜆1 = 3 disubstitusi ke dalam 𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ8)) − 𝜆𝐼, maka diperoleh 

 

Kemudian hasil matriks tersebut direduksi menggunakan metode eliminasi gaus, 

maka diperoleh hasil matriks baru: 

 

Dari matriks yang tereduksi tersebut yang bersesuaian dengan nilai eigen 𝜆1 = 3 

adalah 𝑚(𝜆1) = 2. 

Untuk 𝜆1 = −1 disubstitusi ke dalam 𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ8)) − 𝜆𝐼, maka diperoleh 
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Kemudian hasil matriks tersebut direduksi menggunakan metode eliminasi gaus, 

maka diperoleh hasil matriks baru: 

 

Dari matriks yang tereduksi tersebut yang bersesuaian dengan nilai eigen 𝜆1 =

−1 adalah 𝑚(𝜆1) = 6. 

Sehingga, diperoleh spektrum dari graf 𝐺𝑇𝐻(ℤ8) sebagai berikut: 

𝑆𝑝𝑒𝑘 (𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ8))) =  

Jadi, nilai eigen dari matriks 𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ8)) adalah 3 dan −1 pada baris pertama. 

Sedangkan, banyaknya basis untuk ruang vektor eigen adalah 2 dan 6 pada baris 

kedua. 
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4.2.3 Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan Bulat ℤ𝟏𝟎 

Unsur dari ring bilangan bulat modulo 10 adalah ℤ10 =

{0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 6̅, 7̅, 8̅, 9̅}. Pembangun dari graf total diperumum dari ring bilangan 

bulat modulo 10 yang dinotasikan sebagai 𝐺𝑇𝐻(ℤ10) dengan 𝐻 adalah himpunan 

bagian yang memuat semua bilangan genap dari ℤ10, maka 𝐻 = {0̅, 2̅, 4̅, 6̅, 8̅}. 

𝐺𝑇𝐻(ℤ10) adalah graf yang memuat semua unsur dari ℤ10 sebagai titik pada graf, 

dengan dua titik yang berbeda 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ10 disebut terhubung langsung di 𝐺𝑇𝐻(ℤ10) 

jika 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝐻. Sehingga, dinyatakan dalam table Cayley dengan operasi 

penjumlahan pada Tabel 4.3. 

Tabel 4.3 Tabel Cayley 𝐺𝑇𝐻(ℤ10) 

+ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 

0̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 

1̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 0̅ 

2̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 0̅ 1̅ 

3̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 0̅ 1̅ 2̅ 

4̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 

5̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 

6̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 

7̅ 7̅ 8̅ 9̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 

8̅ 8̅ 9̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 

9̅ 9̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 

 

Titik-titik graf dari 𝐺𝑇𝐻(ℤ10) adalah 𝑉(𝐺𝑇𝐻(ℤ10)) =

{0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 6̅, 7̅, 8̅, 9̅}. Sehingga, jika unsur dari ℤ10 dioperasikan 

menggunakan operasi penjumlahan yang bersifat komutatif berdasarkan Tabel 

4.3, maka diperoleh gambar graf seperti Gambar 4.3. 
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Gambar 4.3 Graf 𝐺𝑇𝐻(ℤ10) 

 

Berdasarkan Gambar 4.3 graf total diperumum dari ring bilangan bulat ℤ10 

dapat diperoleh matriks adjacency dari 𝐺𝑇𝐻(ℤ10) sebagai berikut: 

𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ10)) =  

Setelah mendapatkan matriks adjacency, maka akan ditentukan persamaan 

karakteristik dari 𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ10)) untuk mendapatkan nilai eigen dan vektor eigen 

dari matriks adjacency, sebagai berikut: 
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𝑑𝑒𝑡(𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ10)) − 𝜆𝐼)  

= 𝑑𝑒𝑡

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

− 𝜆

)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

= 𝑑𝑒𝑡

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Dengan mereduksi matriks menggunakan metode Gaussian Elimination, 

dapat diperoleh polinomial karakteristiknya pada hasil perkalian diagonal utama 

di matriks segitiga atas, sebagai berikut: 
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Sehingga, 𝑑𝑒𝑡(𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ10)) − 𝜆𝐼) tidak lain adalah perkalian diagonal 

matriks segitiga atas tersebut, sehingga diperoleh: 

𝑑𝑒𝑡(𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ10)) − 𝜆𝐼) = 𝜆10 − 20𝜆8 − 40𝜆7 − 70𝜆6 + 392𝜆5 + 

700𝜆4 + 680𝜆3 + 385𝜆2 + 120𝜆 + 16 

= (𝜆 − 4)2(𝜆 + 1)8  

Polinomial karakteristik diperoleh dari hasil 𝑑𝑒𝑡(𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ10)) − 𝜆𝐼) 

sebagai berikut: 

𝑝(𝜆) = (𝜆 − 4)2(𝜆 + 1)8 

Dengan menetapkan 𝑝(𝜆) = 0, maka 

𝑝(𝜆) = (𝜆 − 4)2(𝜆 + 1)8 = 0 

Sehingga, diperoleh nilai eigen tersebut adalah 𝜆1 = 4 dan 𝜆2 = −1. 

Artinya, nilai eigen dari matriks 𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ10)) adalah 4 dan −1. Kemudian akan 

dicari basis untuk ruang vektor eigen dari nilai eigen. 

Untuk 𝜆1 = 4 disubstitusi ke dalam 𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ10)) − 𝜆𝐼, maka diperoleh 
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Kemudian hasil matriks tersebut direduksi menggunakan metode eliminasi gaus, 

maka diperoleh hasil matriks baru: 

 

Dari matriks yang tereduksi tersebut yang bersesuaian dengan nilai eigen 

𝜆1 = 4 adalah 𝑚(𝜆1) = 2. 

Untuk 𝜆1 = −1 disubstitusi ke dalam 𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ10)) − 𝜆𝐼, maka diperoleh 
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Kemudian hasil matriks tersebut direduksi menggunakan metode eliminasi gaus, 

maka diperoleh hasil matriks baru: 

 

Dari matriks yang tereduksi tersebut yang bersesuaian dengan nilai eigen 𝜆1 =

−1 adalah 𝑚(𝜆1) = 8. 

Sehingga, diperoleh spektrum dari graf 𝐺𝑇𝐻(ℤ10) sebagai berikut: 

𝑆𝑝𝑒𝑘 (𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ10))) =  

Jadi, nilai eigen dari matriks 𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ10)) adalah 4 dan −1 pada baris 

pertama. Sedangkan, banyaknya basis untuk ruang vektor eigen adalah 2 dan 8 

pada baris kedua. 
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4.2.4 Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan Bulat ℤ𝟏𝟐 

Unsur dari ring bilangan bulat modulo 12 adalah ℤ12 =

{0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 6̅, 7̅, 8̅, 9̅, 10̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ }. Pembangun dari graf total diperumum dari ring 

bilangan bulat modulo 12 yang dinotasikan sebagai 𝐺𝑇𝐻(ℤ12) dengan 𝐻 adalah 

himpunan bagian yang memuat semua bilangan genap dari ℤ12, maka 𝐻 =

{0̅, 2̅, 4̅, 6̅, 8̅, 10̅̅̅̅ }. 𝐺𝑇𝐻(ℤ12) adalah graf yang memuat semua unsur dari ℤ12 

sebagai titik pada graf, dengan dua titik yang berbeda 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ12 disebut 

terhubung langsung di 𝐺𝑇𝐻(ℤ12) jika 𝑥 + 𝑦 ∈ 𝐻. Sehingga, dinyatakan dalam 

tabel Cayley dengan operasi penjumlahan pada Tabel 4.4. 

Tabel 4.4 Tabel Cayley 𝐺𝑇𝐻(ℤ12) 

+ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  

0̅ 0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  

1̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  0̅ 

2̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  0̅ 1̅ 

3̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 

4̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 

5̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 

6̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 

7̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 

8̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 

9̅ 9̅ 10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 

10̅̅̅̅  10̅̅̅̅  11̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 

11̅̅̅̅  11̅̅̅̅  0̅ 1̅ 2̅ 3̅ 4̅ 5̅ 6̅ 7̅ 8̅ 9̅ 10̅̅̅̅  

 

Titik-titik graf dari 𝐺𝑇𝐻(ℤ12) adalah 𝑉(𝐺𝑇𝐻(ℤ12)) =

{0̅, 1̅, 2̅, 3̅, 4̅, 5̅, 6̅, 7̅, 8̅, 9̅, 10̅̅̅̅ , 11̅̅̅̅ }. Sehingga, jika unsur dari ℤ12 dioperasikan 
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menggunakan operasi penjumlahan yang bersifat komutatif berdasarkan Tabel 

4.4, maka diperoleh gambar graf seperti Gambar 4.4. 

 

Gambar 4.4 Graf 𝐺𝑇𝐻(ℤ12) 

Berdasarkan Gambar 4.4 graf total diperumum dari ring bilangan bulat ℤ12 

dapat diperoleh matriks adjacency dari 𝐺𝑇𝐻(ℤ12) sebagai berikut: 

𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ12)) =  

Setelah mendapatkan matriks adjacency, maka akan ditentukan persamaan 

karakteristik dari 𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ12)) untuk mendapatkan nilai eigen dan vektor eigen 

dari matriks adjacency, sebagai berikut: 
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𝑑𝑒𝑡(𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ12)) − 𝜆𝐼)  

= 𝑑𝑒𝑡

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

− 𝜆

)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

= 𝑑𝑒𝑡

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

Dengan mereduksi matriks menggunakan metode Gaussian Elimination, 

dapat diperoleh polinomial karakteristiknya pada hasil perkalian diagonal utama 

di matriks segitiga atas, sebagai berikut: 
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Sehingga, 𝑑𝑒𝑡(𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ12)) − 𝜆𝐼) tidak lain adalah perkalian diagonal 

matriks segitiga atas tersebut, sehingga diperoleh: 

𝑑𝑒𝑡(𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ12)) − 𝜆𝐼) = 𝜆12 − 30𝜆10 − 80𝜆9 + 135𝜆8 + 

1152𝜆7 + 2940𝜆6 + 4320𝜆5 + 4095𝜆4 + 

2560𝜆3 + 1026𝜆2 + 240𝜆 + 25 

= (𝜆 − 5)2(𝜆 + 1)10  

Polinomial karakteristik diperoleh dari hasil 𝑑𝑒𝑡(𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ12)) − 𝜆𝐼) 

sebagai berikut: 

𝑝(𝜆) = (𝜆 − 5)2(𝜆 + 1)10 

Dengan menetapkan 𝑝(𝜆) = 0, maka 

𝑝(𝜆) = (𝜆 − 5)2(𝜆 + 1)10 = 0 
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Sehingga, diperoleh nilai eigen tersebut adalah 𝜆1 = 5 dan 𝜆2 = −1. 

Artinya, nilai eigen dari matriks 𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ12)) adalah 5 dan −1. Kemudian akan 

dicari basis untuk ruang vektor eigen dari nilai eigen. 

Untuk 𝜆1 = 5 disubstitusi ke dalam 𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ12)) − 𝜆𝐼, maka diperoleh 

 

Kemudian hasil matriks tersebut direduksi menggunakan metode eliminasi gaus, 

maka diperoleh hasil matriks baru: 

 



55 

 

Dari matriks yang tereduksi tersebut yang bersesuaian dengan nilai eigen 𝜆1 = 5 

adalah 𝑚(𝜆1) = 2. 

Untuk 𝜆1 = −1 disubstitusi ke dalam 𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ12)) − 𝜆𝐼, maka diperoleh 

 

Kemudian hasil matriks tersebut direduksi menggunakan metode eliminasi gaus, 

maka diperoleh hasil matriks baru: 

 

Dari matriks yang tereduksi tersebut yang bersesuaian dengan nilai eigen 𝜆1 =

−1 adalah 𝑚(𝜆1) = 10. 

Sehingga, diperoleh spektrum dari graf 𝐺𝑇𝐻(ℤ12) sebagai berikut: 
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𝑆𝑝𝑒𝑘 (𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ12))) =  

Jadi, nilai eigen dari matriks 𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ12)) adalah 5 dan −1 pada baris pertama. 

Sedangkan, banyaknya basis untuk ruang vektor eigen adalah 2 dan 10 pada baris 

kedua. 

 

4.2.5 Rumus Umum Spektrum dari 𝑮𝑻𝑯(ℤ𝟐𝒏) 

Bagian ini menyajikan hasil tinjauan literatur terkait topik penelitian 

spektrum graf total dari ring bilangan bulat modulo serta analisis dan pembahasan 

temuan tersebut. Penelitian ini meninjau berbagai studi untuk memperoleh rumus 

spektrum dari 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛). Berdasarkan perhitungan beberapa spektrum pada graf 

total diperumum dari ring bilangan bulat modulo 2𝑛 yang meliputi ℤ2.3, ℤ2.4, ℤ2.5, 

dan ℤ2.6 diperoleh pola polinomial karatkteristik dan spektrum pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛) 

sebagai berikut: 

Table 4.5 Pola Polinomial Karatkteristik dan Spektrum pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛) 

ℤ2𝑛 
Polinomial 

Karakteristik 𝑝(𝜆) 
𝑆𝑝𝑒𝑘(𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛)) 

ℤ2∙3 (𝜆 − 2)2(𝜆 + 1)4 [
2 −1
2 4

] 

ℤ2∙4 (𝜆 − 3)2(𝜆 + 1)6 [
3 −1
2 6

] 

ℤ2∙5 (𝜆 − 4)2(𝜆 + 1)8 [
4 −1
2 8

] 

ℤ2∙6 (𝜆 − 5)2(𝜆 + 1)10 [
5 −1
2 10

] 

 

Berdasarkan pola percobaan pada Tabel 4.5 diperoleh sebuah dugaan 

sebagai berikut: 

1. Polinomial Karakteristik dari 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛) 

𝑝(𝜆) = (𝜆 − (𝑛 − 1))2(𝜆 + 1)2(𝑛−1) 
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2. Spektrum graf dari 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛) 

𝑆𝑝𝑒𝑘(𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛)) = [
(𝑛 − 1) −1

2 2(𝑛 − 1)
] 

Berdasarkan pola polinomial karakteristik dan spektrum dari graf total 

diperumum dari ring bilangan bulat modulo 2𝑛 dapat diperoleh: 

Lemma 1 

𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛) ≅ 2𝐾𝑛, ∀𝑛 ∈ ℤ, 𝑛 ≥ 3 

2𝐾𝑛 pada graf total diperumum 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛) dengan 𝐻 adalah himpunan 

semua bilangan genap dari ℤ2𝑛. 

Bukti: 

Himpunan ℤ2𝑛 terdiri dari {0, 1, 2, … , 2𝑛 − 1}. 

Misalkan 𝑀,𝑁 ⊆ ℤ2𝑛, di mana: 

Misal 𝑀 = {2𝑖 − 1 ∶ 𝑖 = 1, 2, 3, … , 𝑛}  

Misal 𝑁 = {2𝑖 ∶ 𝑖 = 1,2,3, … , 𝑛 − 1}  

Jumlah bilangan ganjil dan genap masing-masing adalah 𝑛. Sehingga, |𝑀| =

|𝑁| = 𝑛. 

Akan ditunjukkan bahwa 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛) ≅ 2𝐾𝑛, ∀𝑛 ∈ ℤ, 𝑛 ≥ 3 memenuhi sifat 

sebagai berikut: 

1. 𝑥, 𝑦 terhubung langsung di 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛), ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀, 𝑥 ≠ 𝑦 

Misalkan 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀 

Misalkan 𝑥 = 2𝑠 − 1 dan 𝑦 = 2𝑡 − 1, untuk suatu 𝑠, 𝑡 ∈ ℤ 

Sehingga, 𝑥 + 𝑦 = 2𝑠 − 1 + 2𝑡 − 1 = 2𝑠 + 𝑠𝑡 − 2 = 2(𝑠 + 𝑡 − 1) ∈ 𝐻 

Jadi, terbukti bahwa 𝑥 dan 𝑦 terhubung langsung di 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛), ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀, 

𝑥 ≠ 𝑦. 
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2. 𝑥, 𝑦 terhubung langsung di 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛), ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑁, 𝑥 ≠ 𝑦 

Misalkan 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑁 

Misalkan 𝑥 = 2𝑠 dan 𝑦 = 2𝑡, untuk suatu 𝑠, 𝑡 ∈ ℤ 

Sehingga, 𝑥 + 𝑦 = 2𝑠 + 2𝑡 = 2(𝑠 + 𝑡) ∈ 𝐻 

Jadi, terbukti bahwa 𝑥 dan 𝑦 terhubung langsung di 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛), ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑁, 

𝑥 ≠ 𝑦. 

3. 𝑥, 𝑦 tidak terhubung langsung di 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛), ∀ 𝑥 ∈ 𝑀 dan 𝑦 ∈ 𝑁 

Misalkan 𝑥 ∈ 𝑀 dan 𝑦 ∈ 𝑁 

Misalkan 𝑥 = 2𝑠 − 1 dan 𝑦 = 2𝑡, untuk suatu 𝑠, 𝑡 ∈ ℤ 

Sehingga, 𝑥 + 𝑦 = 2𝑠 − 1 + 2𝑡 = 2𝑠 + 2𝑡 − 1 = 2(𝑠 + 𝑡) − 1 ∉ 𝐻 

Jadi, terbukti bahwa 𝑥 dan 𝑦 tidak terhubung langsung di 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛), ∀ 𝑥 ∈

𝑀 dan 𝑦 ∈ 𝑁. 

Dengan demikian terbukti bahwa 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛) ≅ 2𝐾𝑛, ∀𝑛 ∈ ℤ, 𝑛 ≥ 3. 

Lemma 2 

Polinomial karakteristik matriks adjacency 𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛)) untuk 𝑛 ≥ 3 

dengan 𝐻 himpunan bilangan genap di ℤ2𝑛 adalah 

𝑝(𝜆) = (𝜆 − (𝑛 − 1))2(𝜆 + 1)2(𝑛−1) 

Bukti: 

Dua unsur dari ℤ2𝑛 yang hasil penjumlahannya bilangan genap akan 

terhubung langsung di 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛). Sesuai definisi dari graf total dengan 𝐻 adalah 

semua bilangan genap dari ℤ2𝑛. Hal tersebut menghasilkan graf 2𝐾𝑛. Maka, 

diperoleh matriks adjacency sebagai berikut: 
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𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛)) =

[
 
 
 
 
 
 
 
0 0 1 0 1 0 ⋯ 0
0 0 0 1 0 1 ⋯ 1
1
0
1
0
⋮
0

0
1
0
1
⋮
1

0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0
⋮ ⋮ ⋮ ⋮

0 1 0 1

⋯
⋯
⋯
⋯
⋱
⋯

0
1
0
1
⋮
0]
 
 
 
 
 
 
 

 

Berdasarkan Lemma 1, graf 2𝐾𝑛 terdiri dari dua komponen 𝐾𝑛, masing-

masing adalah graf lengkap dengan 𝑛 titik. Matriks adjacency 𝐴 dari 2𝐾𝑛 dapat 

diwakili sebagai matriks blok diagonal, karena tidak ada sisi antara dua subgraf. 

Sehingga dapat dituliskan matriks blok sebagai berikut: 

𝐴 = [
𝐵 0
0 𝐵

] 

dimana 𝐵 adalah matriks adjacency dari 𝐾𝑛. Matriks 𝐵 berukuran 𝑛 × 𝑛 dengan 

semua elemen di luar diagonal utama adalah 1 dikarenakan setiap titik terhubung 

langsung dengan titik lainya dan diagonalnya adalah 0 dikarenakan tidak adanya 

loop: 

𝐵 =

[
 
 
 
 
0 1 1 ⋯ 1
1 0 1 ⋯ 1
1
⋮
1

1
⋮
1

0
⋮
1

⋯
⋱
⋯

1
⋮
0]
 
 
 
 

. 

Setelah mendapatkan matriks adjacency, maka akan dicari nilai eigen dan 

vektor eigen menggunakan polinomial karaktetistik yang diperoleh dari 𝐾𝑛. 

Menggunakan matriks blok diagonal 𝐴, polinomial karakteristik 𝑝𝐴(𝜆) merupakan 

hasil kali polynomial karakteristik masing-masing blok, dituliaskan sebagai: 

𝑝𝐴(𝜆) = 𝑑𝑒𝑡(𝜆𝐼 − 𝐴) = 𝑑𝑒𝑡(𝜆𝐼 − 𝐵)2 

dimana (𝜆𝐼 − 𝐵) adalah: 
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(𝜆𝐼 − 𝐵) =

[
 
 
 
 

𝜆 −1 −1 ⋯ −1
−1 𝜆 −1 ⋯ −1
−1
⋮

−1

−1
⋮

−1

𝜆
⋮

−1

⋯
⋱
⋯

−1
⋮
𝜆 ]

 
 
 
 

. 

Pada titik ini, dengan mengetahui nilai eigen dari 𝐵, dapat diketahui bahwa 

polynomial karakteristik dari 𝐵 adalah  

𝑝𝐵(𝜆) = (𝜆 − (𝑛 − 1))(𝜆 + 1)𝑛−1. 

Maka polynomial karakteristik dari 𝐴 adalah: 

𝑝𝐴(𝜆) = [(𝜆 − (𝑛 − 1))(𝜆 + 1)𝑛−1]2 = (𝜆 − (𝑛 − 1))2(𝜆 + 1)2(𝑛−1) 

Teorema 1 

Misalkan ℤ2𝑛 adalah ring bilangan bulat modulo 2𝑛 untuk 𝑛 ≥ 3. Rumus 

umum Spektrum 𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛)) dengan 𝐻 himpunan bilangan genap di ℤ2𝑛 adalah 

𝑆𝑝𝑒𝑘 (𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛))) = [
𝑛 − 1 −1

2 2(𝑛 − 1)
] 

Bukti: 

Berdasarkan Lemma 2, polinomial karakteristik dari 𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛)) untuk 

𝑛 ≥ 3 dan 𝐻 himpunan bilangan genap di ℤ2𝑛 

𝑝(𝜆) = (𝜆 − (𝑛 − 1))2(𝜆 + 1)2(𝑛−1) 

Dengan menetapkan 𝑝(𝜆) = 0, maka 

𝑝(𝜆) = (𝜆 − (𝑛 − 1))2(𝜆 + 1)2(𝑛−1) = 0 

Sehingga, diperoleh nilai eigen tersebut adalah 

𝜆1 = 𝑛 − 1 dan 𝜆2 = −1 

serta diperoleh multiplisitasnya adalah  

𝑚(𝜆1) = 2 dan 𝑚(𝜆1) = 2(𝑛 − 1) 

Jadi dapat diperoleh rumus umum spektrum adjacency dari 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛) adalah 
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𝑆𝑝𝑒𝑘 (𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛))) = [
𝑛 − 1 −1

2 2(𝑛 − 1)
] 

 

4.2 Energi dari 𝑮𝑻𝑯(ℤ𝟐𝒏) 

4.2.1 Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan Bulat ℤ𝟔 

Berdasarkan spektrum dari graf 𝐺𝑇𝐻(ℤ6) untuk 𝑛 ≥ 3 dan 𝐻 himpunan 

bilangan genap di ℤ6, yang diperoleh: 

𝑆𝑝𝑒𝑘 (𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ6))) =  

Dengan nilai eigen tersebut adalah  

𝜆1 = 2 dan 𝜆2 = −1 

serta multiplisitasnya adalah  

𝑚(𝜆1) = 2 dan 𝑚(𝜆1) = 4. 

Dengan 2 dan -1 adalah nilai eigen dari matriks 𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ6)) serta 2 dan 4 

adalah banyaknya basis untuk ruang vektor eigen masing-masing. 

Kemudian, diperoleh energi dari graf 𝐺𝑇𝐻(ℤ6) sebagai berikut: 

𝐸(𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ6))) = (2 ∙ |2|) + (4 ∙ |−1|) 

 = 8  

 

4.2.2 Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan Bulat ℤ𝟖 

Berdasarkan spektrum dari graf 𝐺𝑇𝐻(ℤ8) untuk 𝑛 ≥ 3 dan 𝐻 himpunan 

bilangan genap di ℤ8, yang diperoleh: 

𝑆𝑝𝑒𝑘 (𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ8))) =  

Dengan nilai eigen tersebut adalah  

𝜆1 = 3 dan 𝜆2 = −1 
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serta multiplisitasnya adalah  

𝑚(𝜆1) = 2 dan 𝑚(𝜆1) = 6. 

Dengan 3 dan −1 adalah nilai eigen dari matriks 𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ8)) serta 2 dan 6 

adalah banyaknya basis untuk ruang vektor eigen masing-masing. 

Kemudian, diperoleh energi dari graf 𝐺𝑇𝐻(ℤ8) sebagai berikut: 

𝐸(𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ6))) = (2 ∙ |3|) + (6 ∙ |−1|) 

= 12 

 

4.2.3 Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan Bulat ℤ𝟏𝟎 

Berdasarkan spektrum dari graf 𝐺𝑇𝐻(ℤ10) untuk 𝑛 ≥ 3 dan 𝐻 himpunan 

bilangan genap di ℤ10, yang diperoleh: 

𝑆𝑝𝑒𝑘 (𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ10))) =  

Dengan nilai eigen tersebut adalah  

𝜆1 = 4 dan 𝜆2 = −1 

serta multiplisitasnya adalah  

𝑚(𝜆1) = 2 dan 𝑚(𝜆1) = 8. 

Dengan 4 dan −1 adalah nilai eigen dari matriks 𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ10)) serta 2 dan 

8 adalah banyaknya basis untuk ruang vektor eigen masing-masing. 

Kemudian, diperoleh energi dari graf 𝐺𝑇𝐻(ℤ10) sebagai berikut: 

𝐸(𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ10))) = (2 ∙ |4|) + (8 ∙ |−1|) 

 = 16  
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4.2.4 Graf Total Diperumum dari Ring Bilangan Bulat ℤ𝟏𝟐 

Berdasarkan spektrum dari graf 𝐺𝑇𝐻(ℤ12) untuk 𝑛 ≥ 3 dan 𝐻 himpunan 

bilangan genap di ℤ12, yang diperoleh: 

𝑆𝑝𝑒𝑘 (𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ12))) =  

Dengan nilai eigen tersebut adalah  

𝜆1 = 5 dan 𝜆2 = −1 

serta multiplisitasnya adalah  

𝑚(𝜆1) = 2 dan 𝑚(𝜆1) = 10. 

Dengan 5 dan −1 adalah nilai eigen dari matriks 𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ12)) serta 2 dan 

10 adalah banyaknya basis untuk ruang vektor eigen masing-masing. 

Kemudian, diperoleh energi dari graf 𝐺𝑇𝐻(ℤ12) sebagai berikut: 

𝐸(𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ6))) = (2 ∙ |5|) + (10 ∙ |−1|) 

= 20  

 

4.2.5 Rumus Umum Energi dari 𝑮𝑻𝑯(ℤ𝟐𝒏) 

Bagian ini menyajikan hasil tinjauan literatur terkait topik penelitian energi 

graf total dari ring bilangan bulat modulo serta analisis dan pembahasan temuan 

tersebut. Penelitian ini meninjau berbagai studi untuk memperoleh rumus energi 

dari 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛). Berdasarkan perhitungan beberapa energi pada graf total 

diperumum dari ring bilangan bulat modulo 2𝑛 yang meliputi ℤ2.3, ℤ2.4, ℤ2.5, dan 

ℤ2.6 diperoleh pola polinomial karakteristik dan spektrum pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛) pada 

Tabel 4.6. 
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Table 4.6 Pola Energi pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛) 

ℤ2𝑛 𝐸(𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛)) 

ℤ2∙3 2 ∙ |2| + 4 ∙ |−1| = 8 

ℤ2∙4 2 ∙ |3| + 6 ∙ |−1| = 12 

ℤ2∙5 2 ∙ |4| + 8 ∙ |−1| = 16 

ℤ2∙6 2 ∙ |5| + 10 ∙ |−1| = 20 

 

Berdasarkan pola percobaan pada Tabel 4.6 diperoleh sebuah dugaan energi 

dari 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛), yaitu: 

𝐸(𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛))) = 2 ∙ |(𝑛 − 1)| + 2(𝑛 − 1) ∙ |−1| = 4(𝑛 − 1) 

Berdasarkan pola energi dari graf total diperumum dari ring bilangan bulat 

modulo 2𝑛 dapat diperoleh sebagai serikut: 

Teorema 2 

Misalkan ℤ2𝑛 adalah ring bilangan bulat modulo 2𝑛 untuk 𝑛 ≥ 3 . rumus 

umum Energi 𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛)) dengan 𝐻 himpunan bilangan genap di ℤ2𝑛 adalah 

𝐸(𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛))) = 4(𝑛 − 1) 

Bukti: 

Berdasarkan Teorema 1, spektrum dari 𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛)) untuk 𝑛 ≥ 3 dan 𝐻 

himpunan bilangan genap di ℤ2𝑛 

𝑆𝑝𝑒𝑘 (𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛))) = [
𝑛 − 1 −1

2 2(𝑛 − 1)
] 

Dengan nilai eigen tersebut adalah 

𝜆1 = 𝑛 − 1 dan 𝜆2 = −1 

serta multiplisitasnya adalah  

𝑚(𝜆1) = 2 dan 𝑚(𝜆1) = 2(𝑛 − 1). 
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Jadi dapat diperoleh rumus umum energi adjacency dari 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛) adalah 

𝐸(𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛))) = (2 ∙ |(𝑛 − 1)|) + (2(𝑛 − 1) ∙ |−1|) 

= 2(𝑛 − 1) + 2(𝑛 − 1)  

= 4(𝑛 − 1) 

 

4.3 Harmoni dan Keterhubungan Graf dalam Al-Quran  

Pada kajian teori telah disinggung pada surat Al-Hujurat ayat 13 yang 

menjelaskan teori dasar graf terhubung dalam representasi hubungan antar manusia 

yang disimbolkan dengan unsur 𝑣1 sampai dengan 𝑣8 sebagai manusia (titik). 

Dalam pembahasan dan hasil penelitian ini terdapat ayat Al-Qur'an yang bisa 

diinterpretasikan secara metaforis dalam konteks spektrum dan energi terkait graf 

terhubung dan harmoni yaitu surat Al-Baqarah ayat 164 yang menggambarkan 

keteraturan dan keseimbangan dalam alam semesta, yang bisa dihubungkan dengan 

konsep harmoni dan keterhubungan dalam teori graf. 

Pendukungan teori dalam hasil penelitian pada surat Al-Baqarah ayat 164 

menggambarkan berbagai fenomena alam yang menunjukkan keteraturan dan 

keseimbangan dalam ciptaan Allah. Jika kita menghubungkan ayat ini dengan 

konsep harmoni dan keterhubungan dalam teori graf, kita dapat melihat analogi 

yang menarik. Berikut firman Allah SWT pada surat Al-Baqarah ayat 164 

(Kemenag., 2022): 

Artinya: “Sesungguhnya dalam penciptaan langit dan bumi, silih bergantinya 

malam dan siang, bahtera yang berlayar di laut membawa apa yang berguna bagi 

manusia, dan apa yang Allah turunkan dari langit berupa air, lalu dengan air itu 

Dia hidupkan bumi sesudah mati (kering)-nya dan Dia sebarkan di bumi itu segala 

jenis hewan, dan pengisaran angin dan awan yang dikendalikan antara langit dan 

bumi; (semua itu) sungguh merupakan tanda-tanda (kebesaran Allah) bagi kaum 

yang memikirkan.” (QS. Al-Baqarah: 164) 
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Surat Al-Baqarah ayat 164 tersebut mengandung hubungan dengan konsep 

harmoni dan keterhubungan dalam teori graf. Konsep Keterhubungan dalam 

fenomena alam yang dimana ayat ini mencakup berbagai elemen alam seperti 

langit, bumi, siang, malam, bahtera, air, hewan, angin, dan awan yang dapat 

dikaitkan dalam teori graf. Setiap elemen ini dapat dianggap sebagai titik (node) 

dalam sebuah graf yang terhubung oleh sisi (edges). Misalnya, air (titik) yang turun 

dari langit terhubung dengan bumi (titik) melalui proses hujan (sisi). Setiap simpul 

terhubung dalam sebuah jaringan yang kompleks namun teratur. Konsep Harmoni 

dalam fenomena alam yaitu silih bergantinya malam dan siang, serta interaksi 

antara elemen-elemen seperti air, angin, dan awan menunjukkan adanya 

keseimbangan dan harmoni dalam alam, hal tersebut dapat dikaitkan dalam teori 

graf. Harmoni dapat diwakili oleh distribusi derajat titik yang seimbang dan 

distribusi nilai eigen yang mencerminkan stabilitas sistem. Misalnya, graf dengan 

nilai eigen yang seimbang menunjukkan bahwa sistem tersebut stabil dan harmoni. 

Keteraturan dalam konsep fenomena alam pada pengisaran angin dan awan 

yang dikendalikan antara langit dan bumi menunjukkan keteraturan yang diciptakan 

oleh Allah SWT. Dalam graf, keteraturan bisa dilihat melalui struktur graf yang 

simetris dan teratur, seperti graf lengkap pada 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛), yang menunjukkan 

keteraturan dalam koneksi antara titik-titik. Fenomena air yang menghidupkan 

bumi, bahtera yang membawa manfaat bagi manusia, menunjukkan bagaimana 

elemen-elemen alam saling berinteraksi dan mempengaruhi satu sama lain. Dalam 

graf, interaksi dan dampak dapat dilihat melalui jalan dan siklus yang menunjukkan 

bagaimana informasi atau pengaruh dapat menyebar melalui jaringan. Energi graf 

mencerminkan total pengaruh atau intensitas interaksi dalam jaringan tersebut. 
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Representasi fenomena alam dalam graf dapat dimisalkan graf sederhana 

dengan titik-titik yang mewakili elemen-elemen alam, seperti 𝑣1: Langit, 𝑣2: Bumi, 

𝑣3: Air, 𝑣4: Bahtera, 𝑣5: Hewan, 𝑣6: Angin, dan 𝑣7: Awan. Sisi-sisi yang 

menghubungkan titik-titik ini dapat mewakili interaksi antara elemen-elemen 

tersebut, yang meliputi 𝑒1: Langit ke Bumi (hujan), 𝑒2: Bumi ke Hewan 

(kehidupan), 𝑒3: Angin ke Awan (pengisaran angin), 𝑒4: Bahtera ke Air (navigasi), 

𝑒5: Langit ke Angin (keteraturan atmosfer), dan 𝑒7: Air ke Bumi (penyebaran air). 

Graf ini menunjukkan bagaimana setiap elemen terhubung dan berinteraksi 

dalam sebuah jaringan yang harmonis dan teratur. Dengan mencerminkan 

keteraturan dan keseimbangan dalam alam sebagaimana digambarkan dalam surat 

Al-Baqarah ayat 164. 

Spektrum graf adalah himpunan nilai eigen dari matriks adjacency dari graf. 

Nilai eigen ini memberikan informasi tentang berbagai sifat struktural graf. 

Keteraturan dan harmoni yang digambarkan dalam ayat ini bisa dihubungkan 

dengan spektrum graf yang menunjukkan struktur dan keseimbangan dalam graf. 

Misalnya, jika kita memodelkan elemen-elemen alam seperti langit, bumi, air, dan 

hewan sebagai titik dalam graf, nilai eigen dari graf ini dapat memberikan informasi 

tentang bagaimana elemen-elemen ini saling berinteraksi dan membentuk jaringan 

yang harmonis. Spektrum yang seimbang dan teratur mencerminkan harmoni dalam 

jaringan, sama seperti harmoni yang ada dalam alam semesta. 

Energi graf adalah jumlah nilai absolut dari semua nilai eigen matriks 

adjacency graf. Ini memberikan ukuran tentang intensitas interaksi atau 

keterhubungan dalam graf. Energi graf dapat dianggap sebagai analog dari 'energi' 

atau 'kekuatan' keterhubungan dan interaksi antara elemen-elemen alam yang 
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digambarkan dalam ayat tersebut. Misalnya, interaksi antara langit dan bumi 

melalui hujan, atau antara angin dan awan, dapat diinterpretasikan sebagai 

hubungan yang memiliki intensitas tertentu yang diukur oleh energi graf. Graf 

dengan energi tinggi menunjukkan bahwa elemen-elemen dalam jaringan sangat 

terhubung dan interaksinya kuat. Hal ini mencerminkan bagaimana elemen-elemen 

alam saling mendukung dan bekerja sama untuk menciptakan keseimbangan dan 

keberlanjutan. 

Berdasarkan uraian tersebut, dapat disimpulkan bahwa nilai eigen dari matriks 

adjacency graf ini akan memberikan informasi tentang struktur dan hubungan 

antara elemen-elemen tersebut. Misalnya, nilai eigen terbesar dapat menunjukkan 

seberapa kuat jaringan ini terhubung secara keseluruhan. Energi graf, yang 

merupakan jumlah nilai absolut dari semua nilai eigen, akan menunjukkan 

intensitas total dari semua interaksi dalam graf. Graf dengan energi yang lebih 

tinggi menunjukkan bahwa elemen-elemen dalam jaringan sangat terhubung dan 

interaksi mereka sangat intens. 
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BAB V 

PENUTUP 

5.1 Kesimpulan 

Berdasarkan pembahasan pada Bab IV, maka dapat diperoleh rumus umum 

spektrum dan energi dari 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛), sebagai berikut: 

1. Spektrum dari 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛) adalah 

𝑆𝑝𝑒𝑘 (𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛))) = [
𝑛 − 1 −1

2 2(𝑛 − 1)
] 

2. Energi dari 𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛) adalah 

𝐸(𝐴(𝐺𝑇𝐻(ℤ2𝑛))) = 4(𝑛 − 1) 

 

5.2 Saran 

Berdasarkan pembahasan yang sudah penulis lakukan, maka penulis 

menyarankan agar pembaca bisa melanjutkan penelitian ini yaitu misalkan 

mengkaji spektrum dan energi detour, laplace, signless laplace pada graf yang 

sama maupun graf yang lain dan masih banyak lagi.
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