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ABSTRAK 

 

Aini, Khafidhoh Nurul. 2014. Penerapan Metode Pemisahan Variabel pada Evolusi 

Gelombang Harmonik Melalui Sebuah Pemecah Gelombang. Skripsi. Jurusan 

Matematika Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana 

Malik Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Mohammad Jamhuri, M.Si. (II) Abdul 

Aziz, M.Si. 

 

Kata kunci:  Metode Pemisahan Variabel, Gelombang Harmonik, Pemecah Gelombang, 

Relasi Dispersi. 

 

Dalam penelitian ini dibahas tentang penerapan metode pemisahan variabel pada 

evolusi gelombang harmonik yang melalui sebuah pemecah gelombang berupa sebuah 

balok. Permasalahan ini dipandang sebagai aliran fluida pada saluran 2 dimensi yang 

diasumsikan sebagai fluida ideal dan tak berotasi. Penurunan persamaan dasar fluida 

menggunakan hukum kekekalan massa dan hukum kekekalan momentum sehingga 

diperoleh persamaan Laplace dengan kondisi batas kinematik dan kondisi batas dinamik.  

Teori gelombang yang digunakan adalah teori gelombang linier, maka kondisi 

batas yang digunakan adalah yang linier dan persamaan Laplace beserta kondisi-kondisi 

batasnya pada fluida diselesaikan dengan menggunakan metode pemisahan variabel. 

Gelombang permukaan sepanjang saluran yang bergantung terhadap ruang dan waktu 

berupa gelombang harmonik. Untuk mengamati evolusi gelombang sepanjang saluran, 

digunakan relasi dispersi yang diturunkan dari model linier. 

Dengan pemberian nilai amplitudo gelombang transmisi  , frekuensi gelombang 

( ), kedalaman saluran (        ), dan bilangan gelombang (        ) yang diperoleh 

dari persamaan dispersi, maka dilakukan simulasi dengan memodifikasi lebar balok 

dengan frekuensi gelombang dan tinggi balok sehingga dapat disimpulkan bahwa 

semakin besar frekuensi gelombang ( ) maka semakin kecil lebar optimal balok pemecah 

gelombang dan semakin besar tinggi balok pemecah gelombang maka semakin besar pula 

penurunan amplitudo gelombang yang dihasilkan. Bagi peneliti selanjutnya dapat 

menggunakan teori gelombang nonlinier untuk mengamati evolusi gelombang melalui 

pemecah gelombang. 
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ABSTRACT 

 

Aini, Khafidhoh Nurul. 2014. Application of Variable Separation Method in 

Harmonic Wave Evolution Through a Breakwater. Thesis. Department of 

Mathematics, Faculty of Science and Technology, The State Islamic University 

of  Maulana Malik Ibrahim Malang. Advisors: (I) Mohammad Jamhuri, M.Si. (II) 

Abdul Aziz, M.Si. 

 

Keyword: Variable Separation, Harmonic Waves, Breakwater, The Dispersion Relation. 

 

This research discussed about application of the variable separation method on 

the evolution of harmonic waves through a breakwater which form a bar. This problem is 

seen as fluid flow on two dimensional channel that is assumed as an  ideal fluid and  

irrotational. The derivation of fluid basic equation uses mass conservation laws and 

momentum conservation laws so obtained Laplace equation with kinematic and dynamic 

boundary conditions. 

The wave theory used is linear, so boundary conditions used are linear and 

Laplace equation with boundary conditions of fluid solved by using the variable 

separation method. Surface wave along the channel that depends on space and time is 

harmonic wave. To observe the evolution of the wave along the channel will be used 

dispersion relation which derived from the linear model. 

From the given value of transmission wave amplitude  , wave frequency (ω), 

depth channel (        ), and we can obtain the wave number (        ) from the 

dispersion equation, so we do simulation by modifying bar width, wave frequency and 

bar height. Thus it can be concluded that the greater the wave frequency ( ) the smaller 

the optimal width of  the breakwater bar would be. And the higher the breakwater bar the 

more wave amplitude reduction will be obtained. For the next researcher can use 

nonlinear wave theory to observe the evolution of the wave through the breakwater. 
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 ملخص

. ك  اسرر ااممواجلّ من خيرّ في تطوّر الموج هرمونيك تغيصبّ النظزية تفريق م. ۱۰۲٤. نورافظة ح، العين
 (۲) :المشرف .معة مولانا مالك إبراهيم مالانخجا ،والتكنولوجياشعبة الرياضيات كلية العلوم  ،البحت الجامعي

  .عبد العزيز الماجستير( ۱) .محمّد جمهوري الماجستير

 .عميل درفرريك  كارر الامواج، لّ خ ،والموج هرمونيك ،ة تفريق متغيرّ النظزي: الكلمة المفتسحية

ك  كارر الامواج لّ من خ في تطوّر الموج هرمونيك تبحث عن يصبّ النظرية تفريق متغيرّ في هذا البحث 
إنّ . في مجرى مقياران يقدّر مثل فلودا خيالي بدون دورانالذى  المسائل ينظر بالجريان فلودا ههذ. التى هي الغشبة
 سلابل المعادلةينال  حتى ور الثابت والحكم المنارب الثابتتعمل الحكم جمهسفلودا يال يةالأراراشتقاق المعادلة 

  .حدّ الكينماتيك وحال حدّ الدينميك بحال

 سلابل معادلةو  الخطية تعمل حال الحدّ يعنيسفإذاً ي ،الخطيةهونظرية الموج  المستعمك نظرية الموج
ليراقب  .المكان والوقت يعني الموج هرمونيكب في كل مجار الموج يتعلف. نظرية التفريق متغيربالوحال الحدّ فلودا 

 .الخطيةمن طرز  يشتاقى ذال درفرري عميل يستخدم تطوّر الموج في كل مجار

والعدد الموج  .(        )وعمق المجرى (  )فركونسي الموج  ،قيمة أمفليتودو إررال الموجالعطية و 
ديسفرري فلذالك تظاهر يتعديل عرض الجذع فركو يدفسى الموج وعال الجذع  معادلةينال من (         )

ن الجدع حلّ الموج و إذا الأكبر سفأصغر العرض الأح(  )حتى يستطيع أن يستخلص أمّا الأكبر فركونسي الموج 
يستطيع الباحث المقبل ان يستخدم هذه نظرية الموج غير  .أمفليّودو الموج أيضا تصغيرعال الجذع حلّ الموج فأكبر 

      . ك  كارر الامواجلّ من ختطوّر الموج  الخطية ليراقب
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

 Persamaan diferensial merupakan ilmu matematika yang dapat digunakan 

untuk menjelaskan masalah-masalah fisis. Masalah fisis merupakan masalah yang 

berkaitan dengan hukum alam, yang dibahas dalam ilmu fisika. Masalah fisis 

tersebut dapat dipahami sebab akibatnya, jika dibentuk dalam model persamaan 

diferensial. Tetapi hanya sistem fisis sederhana saja yang bisa dimodelkan dalam 

persamaan diferensial biasa. Berbagai bidang fisis lainnya yang dimodelkan 

dalam persamaan diferensial parsial seperti masalah fluida, transfer panas, 

maupun perambatan gelombang. Salah satu masalah fisis yang sering dijumpai 

dalam kehidupan sehari-hari yaitu masalah gelombang. Penyelesaian 

permasalahan tersebut dapat dilakukan dengan berbagai metode. Seperti firman 

Allah SWT dalam Al-Qur’an yaitu 

                                      

                                    

                                    

       

Artinya: ”Allah tidak membebani seseorang melainkan sesuai dengan 

kesanggupannya. ia mendapat pahala (dari kebajikan) yang diusahakannya dan 

ia mendapat siksa (dari kejahatan) yang dikerjakannya. (mereka berdoa): "Ya 

Tuhan Kami, janganlah Engkau hukum Kami jika Kami lupa atau Kami tersalah. 

Ya Tuhan Kami, janganlah Engkau bebankan kepada Kami beban yang berat 

sebagaimana Engkau bebankan kepada orang-orang sebelum kami. Ya Tuhan 

Kami, janganlah Engkau pikulkan kepada Kami apa yang tak sanggup Kami 
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memikulnya. beri ma'aflah kami; ampunilah kami; dan rahmatilah kami. 

Engkaulah penolong Kami, Maka tolonglah Kami terhadap kaum yang kafir “ 

(QS. Al-Baqarah: 286). 

 

 Ayat di atas menjelaskan bahwa Allah SWT memberi beban kepada 

seseorang hanyalah sesuai dengan batas kemampuannya. Karena apabila 

seseorang dibebani di luar batas kemampuannya, pastilah tidak akan sanggup 

menjalani beban itu. Agama Islam adalah agama yang tidak memberatkan 

manusia dengan beban yang berat dan sukar. Mudah, ringan dan tidak sempit 

adalah asas pokok dari agama Islam. 

 Selain itu, Allah berfirman dalam QS. Yunus ayat 101  

                                   

Artinya: Katakanlah: “Perhatikanlah apa yang ada di langit dan di bumi, 

tidaklah bermanfaat tanda kekuasaan Allah dan Rasul-rasul yang memberi 

peringatan bagi orang-orang yang tidak beriman“ (QS. Yunus:101). 

 

Ayat tersebut menganjurkan manusia untuk melakukan pengkajian, penelitian, 

dan pengamatan tentang fenomena alam yang ada di langit dan di bumi. Dengan 

harapan manusia dapat mengambil manfaatnya sebagai ilmu pengetahuan agar 

dapat digunakan untuk kebutuhan dan kesejahteraan hidupnya. Selain itu, hal 

pokok yang harus diperoleh dengan mengamati tanda-tanda kekuasaan Allah 

tersebut, yaitu agar dapat mengambil pelajaran untuk meningkatkan keimanan dan 

ketakwaan dirinya kepada Allah SWT. 

 Seperti yang telah diuraikan sebelumnya bahwa ada berbagai macam 

masalah gelombang dalam kehidupan sehari-hari, maka untuk menyelesaikan 

permasalahan tersebut dapat dilakukan dengan berbagai metode. Seperti metode 

separasi variabel atau dikenal dengan metode pemisahan variabel. Karena 
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gelombang yang terjadi di alam ini sangat kompleks, maka banyak orang 

terdorong untuk mempelajari fenomena gelombang yang terjadi di alam dan 

dilakukan beberapa asumsi sehingga muncul beberapa teori gelombang. 

 Pada gelombang harmonik, penyelesaian persamaannya didapatkan dari 

persamaan dasar fluida yang diturunkan berdasarkan asumsi fluida tak mampat 

dan tak kental yang tak berotasi. Penurunan persamaan dasar fluida menggunakan 

hukum kekekalan massa dan hukum kekekalan momentum. Persamaan dasar yang 

diperoleh berupa persamaan Laplace (Hermansyah, 2011). 

 Wiryanto (2011) menurunkan model gelombang permukaan yang muncul 

akibat gangguan yang terjadi pada dasar saluran. Gangguan tersebut berupa 

pemecah gelombang berpori dengan bagian bawah saluran berbentuk datar dan 

padat.  Model yang dihasilkan adalah pengembangan dari persamaan air dangkal 

atau Shallow-water Equations (SWE). 

 Menurut Wiryanto, model Shallow-water Equations (SWE) mampu 

menjelaskan pengurangan amplitudo gelombang yang melewati pemecah 

gelombang yang berpori, energi yang dibawa oleh gelombang juga berkurang 

karena sebanding dengan kuadrat amplitudo. Tsai, dkk (2006) mengadopsi fungsi 

potensial untuk membangun model dari permasalahan tersebut dengan 

menurunkan model perambatan gelombang sepanjang lapisan berpori sebagai 

persamaan hiperbolik dan menyelesaikannya dengan menggunakan metode 

pemisahan variabel. 

 Dalam uraian mendatang, peneliti mengasumsikan gelombang 

permukaan yang dihasilkan adalah gelombang linier yang mengalami perubahan 
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terhadap ruang dan waktu, dengan tinggi gelombang lebih kecil dari panjang 

gelombang dan tidak terjadi interaksi antara gelombang satu dengan gelombang 

yang lain, serta aliran dalam dua dimensi untuk fluida ideal dan tak berotasi 

dengan dasar salurannya datar. Untuk menurunkan model, peneliti menyelesaikan 

persamaan Laplace dengan kondisi batasnya. 

 Berdasarkan penjelasan di atas, penelitian difokuskan untuk memodelkan 

gelombang pada perairan dangkal yang dihasilkan oleh aliran yang melalui sebuah 

pemecah gelombang, dengan mengambil judul “ Penerapan Metode Pemisahan 

Variabel pada Evolusi Gelombang Harmonik Melalui Sebuah Pemecah 

Gelombang ”. 

 

1.2 Rumusan Masalah 

 Berdasarkan latar belakang di atas, maka rumusan masalah pada 

penelitian ini yaitu: 

1. Bagaimana solusi masalah evolusi gelombang harmonik yang melalui sebuah 

pemecah gelombang dengan menggunakan metode pemisahan variabel? 

2. Bagaimana pengaruh ketinggian balok dan lebar balok pemecah gelombang 

terhadap penurunan amplitudo gelombang harmonik? 

 

1.3 Tujuan Penelitian 

 Sesuai dengan rumusan masalah yang ada, tujuan dari penelitian ini 

yaitu: 
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1. Untuk mengetahui solusi masalah evolusi gelombang harmonik yang melalui 

sebuah pemecah gelombang dengan menggunakan metode pemisahan 

variabel. 

2. Untuk mengetahui pengaruh ketinggian balok dan lebar balok pemecah 

gelombang terhadap penurunan amplitudo gelombang harmonik. 

 

1.4 Manfaat Penelitian 

1. Hasil yang diperoleh dari penelitian ini diharapkan dapat dijadikan sebagai 

dasar perhitungan untuk mendesain suatu pemecah gelombang yang dapat 

mereduksi amplitudo gelombang secara maksimal. 

2. Hasil penelitian ini diharapkan dapat menjelaskan karakteristik dasar laut, 

karakteristik pemecah gelombang yang berupa balok terendam (tak berpori) 

terhadap evolusi gelombang harmonik pada permukaan fluida. 

 

1.5 Batasan Masalah 

 Batasan masalah pada penelitian ini yaitu: 

1. Permasalahan ditinjau sebagai masalah dua dimensi. 

2. Pemecah gelombang berupa sebuah balok terendam. 

3. Teori gelombang yang digunakan adalah teori gelombang linier untuk 

mengamati evolusi gelombang harmonik pada permukaan fluida. 

4. Fluida diasumsikan ideal, yaitu tak termampatkan, tak kental, dan mempunyai 

kerapatan konstan. 

5. Fluida diasumsikan sebagai fluida tak berotasi. 
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6. Tidak terjadi interaksi antara gelombang satu dengan gelombang yang lain. 

 

1.6 Metode Penelitian 

 Dalam penelitian ini penulis menggunakan jenis penelitian deskriptif 

kualitatif dengan metode penelitian kepustakaan (library research) atau kajian 

pustaka, yakni melakukan penelusuran dan penelaahan terhadap beberapa literatur 

yang berhubungan dengan topik bahasan. Adapun langkah-langkah yang akan 

digunakan oleh peneliti dalam membahas penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Menurunkan persamaan-persamaan pengatur pada media fluida dan hukum-

hukum kesetimbangan yang terjadi pada aliran fluida tersebut. 

2. Menentukan kondisi batas dinamik dan kinematik yang terjadi pada 

permukaan fluida dan pada dasar saluran. 

3. Melakukan pelinieran terhadap persamaan-persamaan yang berlaku pada 

fluida dan media terendam. 

4. Menyelesaikan persamaan Laplace beserta kondisi-kondisi batasnya pada 

fluida dengan menggunakan metode pemisahan variabel. 

5. Menentukan relasi dispersi antara bilangan gelombang dan frekuensi 

gelombang. 

6. Membuat simulasi evolusi gelombang permukaan dari solusi dan relasi 

dispersi yang diperoleh dengan memodifikasi parameter yang ada untuk 

melihat pengaruh dari masing-masing parameter terhadap fenomena yang 

terjadi. 
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7. Menentukan tinggi balok dan lebar optimal balok pada pemecah gelombang 

terendam. 

8. Memberikan interpretasi dari hasil simulasi yang telah dibuat. 

 

1.7 Sistematika Penulisan 

 Sistematika penulisan digunakan untuk mempermudah dalam memahami 

intisari dari laporan penelitian ini yang terbagi menjadi empat bagian, yaitu : 

Bab I Pendahuluan 

Pada bab ini akan diuraikan tentang latar belakang, rumusan masalah, 

tujuan penelitian, manfaat penelitian, batasan masalah, metode 

penelitian dan sistematika penulisan. 

Bab II Kajian Pustaka 

Bagian ini menjelaskan tentang gambaran umum dari teori yang 

mendasari pembahasan. Pada bab ini akan diuraikan tentang 

gelombang harmonik, persamaan kontinuitas, kekekalan momentum, 

persamaan Bernoulli, persamaan Laplace, kondisi batas, teori 

gelombang linier, metode pemisahan variabel dan kajian tentang 

gelombang dalam Al-Qur’an. 

Bab III Pembahasan 

Bab ini merupakan bab inti dari penulisan yang menjabarkan tentang   

cara penyelesaian masalah tersebut menggunakan metode pemisahan 

variabel, menentukan relasi dispersi serta akan disajikan hasil simulasi 

dengan memodifikasi lebar balok dan tinggi balok pemecah 
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gelombang untuk melihat pengaruhnya terhadap fenomena yang 

terjadi. 

Bab IV Penutup 

Pada bab ini dibahas tentang rangkuman hasil penelitian yang berupa 

kesimpulan dari pembahasan hasil penelitian yang telah dibahas 

dengan dilengkapi dengan saran-saran yang berkaitan dengan 

penelitian ini. 
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BAB II 

KAJIAN PUSTAKA 

 

1.1 Gelombang Harmonik 

 Setiap gerak yang terjadi secara berulang dalam selang waktu yang sama 

disebut gerak periodik. Karena gerak ini terjadi secara teratur maka disebut juga 

sebagai gerak harmonik/harmonis. Gerak harmonik sederhana yakni gerak 

periodik dengan lintasan yang ditempuh selalu sama (tetap) dan mempunyai 

persamaan gerak dalam bentuk sinusoidal dan digunakan untuk menganalisis 

suatu gerak periodik tertentu (Intan, 2012). 

 Untuk mencari kecepatan v gelombang sinusoidal disuatu titik tertentu 𝑥 

maka fungsi gelombang 𝑦(𝑥, 𝑡) diturunkan terhadap 𝑡 dengan mempertahankan 𝑥 

konstan. Jika fungsi gelombang itu adalah 

𝑦 𝑥, 𝑡 = 𝐴 sin(𝜔𝑡 − 𝑘𝑥)   

maka 

𝑣 𝑥, 𝑡 =
𝜕𝑦(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝜔𝐴 cos(𝜔𝑡 − 𝑘𝑥)  

 

persamaan di atas memperlihatkan bahwa kecepatan suatu partikel berubah seiring 

dengan waktu, seperti pada gerak harmonik sederhana. Laju partikel maksimum 

adalah 𝜔𝐴 yang dapat lebih besar, lebih kecil, atau sama dengan laju gelombang 

𝑣, bergantung pada amplitudo dan frekuensi gelombang (Young & Freedman, 

2003). 

 Untuk gelombang permukaan yang harmonik pada koordinat horizontal 

dimisalkan dalam 𝜂 dalam bentuk khusus yang mewakili gelombang harmonik 
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dengan asumsi permukaan dalam bentuk gelombang yang memiliki amplitudo 𝑎, 

nomor gelombang 𝑘, dan frekuensi gelombang 𝜔, dinyatakan sebagai persamaan 

(2.1) berikut: 

𝜂 𝑥, 𝑡 = 𝑎𝑒−𝑖(𝑘𝑥−𝜔𝑡)  (2.1) 

 

1.2 Persamaan Kontinuitas 

 Persamaan kontinuitas mengungkapkan persyaratan bahwa suatu fluida 

harus kontinu dan massanya harus bersifat kekal, yakni tidak dapat diciptakan 

ataupun dimusnahkan. Kekekalan massa fluida mempersyaratkan bahwa dalam 

suatu volume zat massa selalu konstan, dan karena itu laju perubahan massanya 

sama dengan nol (Olson, 1993). 

 Hukum kekekalan massa untuk fluida menyatakan massa fluida yang 

masuk suatu elemen volume stasioner ∆𝑥∆𝑦∆𝑧 sama dengan massa fluida yang 

keluar seperti pada gambar 2.1 berikut. 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.1 Laju Perubahan Massa 

(𝑥 + ∆𝑥, 𝑦 + ∆𝑦, 𝑧 + ∆𝑧) 

∆𝑥 

∆𝑦 

∆𝑧 

𝜌𝑢|𝑥+∆𝑥  
𝜌𝑢|

𝑥
 

𝑿 

𝒀 

𝒁 

(𝑥, 𝑦, 𝑧) 
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 Selisih antara massa rata-rata yang masuk dan massa rata-rata yang 

keluar dari elemen volume tersebut disebut perubahan massa rata-rata. Jika rapat 

massa dinotasikan oleh 𝜌 dan aliran fluida dipandang dalam satu arah, misalkan 

arah sumbu 𝑥, maka rata-rata massa yang masuk pada elemen volume (melintasi 

bidang 𝑥) dapat dinyatakan dengan 𝜌𝑢|𝑥∆𝑦∆𝑧, dan rata-rata massa yang keluar 

melintasi bidang 𝑥 + ∆𝑥 dapat dinyatakan dengan 𝜌𝑢|𝑥+∆𝑥∆𝑦∆𝑧. Notasi 𝑢 

menyatakan komponen kecepatan dalam arah 𝑥. Secara lengkap vektor kecepatan 

dinotasikan dengan 𝑞 = (𝑢, 𝑣, 𝑤). Cara yang sama dapat dilakukan untuk arah 

aliran fluida lainnya, yaitu arah sumbu 𝑦 dan sumbu 𝑧. Oleh karena itu, hukum 

kekekalan massa dapat ditulis  

Perubahan massa = massa yang masuk - massa yang keluar  

𝜕𝜌

𝜕𝑡
∆𝑥∆𝑦∆𝑧 =  𝜌𝑢|𝑥∆𝑦∆𝑧 − 𝜌𝑢|𝑥+∆𝑥∆𝑦∆𝑧 

+  𝜌𝑣|𝑦∆𝑥∆𝑧 − 𝜌𝑣|𝑦+∆𝑦∆𝑥∆𝑧 

+  𝜌𝑤|𝑧∆𝑥∆𝑦 − 𝜌𝑤|𝑧+∆𝑧∆𝑥∆𝑦  

(2.2) 

atau dapat ditulis 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
∆𝑥∆𝑦∆𝑧 =  𝜌𝑢|𝑥 − 𝜌𝑢|𝑥+∆𝑥 ∆𝑦∆𝑧

+   𝜌𝑣|𝑦 − 𝜌𝑣|𝑦+∆𝑦 ∆𝑥∆𝑧

+   𝜌𝑤|𝑧 − 𝜌𝑤|𝑧+∆𝑧 ∆𝑥∆𝑦 

(2.3) 

 Jika kedua ruas pada persamaan (2.3) dibagi dengan ∆𝑥∆𝑦∆𝑧, maka 

diperoleh 
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𝜕𝜌

𝜕𝑡
=

 𝜌𝑢|𝑥 − 𝜌𝑢|𝑥+∆𝑥 

∆𝑥
+

(𝜌𝑣|𝑦 − 𝜌𝑣|𝑦+∆𝑦)

∆𝑦 

+
  𝜌𝑤|𝑧 − 𝜌𝑤|𝑧+∆𝑧 

∆𝑧
 

 

untuk ∆𝑥 → 0, ∆𝑦 → 0 dan ∆𝑧 → 0, maka  

lim
∆𝑥→0

 𝜌𝑢|𝑥 − 𝜌𝑢|𝑥+∆𝑥 

∆𝑥
= −

𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑥
 

lim
∆𝑦→0

(𝜌𝑣|𝑦 − 𝜌𝑣|𝑦+∆𝑦)

∆𝑦 
= −

𝜕(𝜌𝑣)

𝜕𝑦
 

lim
∆𝑥→0

 𝜌𝑤|𝑥 − 𝜌𝑤|𝑥+∆𝑥 

∆𝑧
= −

𝜕(𝜌𝑤)

𝜕𝑧
 

 

dan diperoleh 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
= −

𝜕(𝜌𝑢)

𝜕𝑥
−

𝜕(𝜌𝑣)

𝜕𝑦 
−

𝜕(𝜌𝑤)

𝜕𝑧
 

 

Dengan menggunakan asumsi fluida tak termampatkan, yaitu fluida yang 

mengalir tanpa mengalami perubahan volume atau massa jenis, maka kepadatan 

massa (𝜌) akan konstan dan 
𝜕𝜌

𝜕𝑡
= 0 (yaitu semua turunan 𝜌 adalah nol). Sehingga 

persamaan tersebut tereduksi menjadi persamaan (2.4). 

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+

𝜕 𝜌𝑢 

𝜕𝑥
+

𝜕 𝜌𝑣 

𝜕𝑦 
+

𝜕 𝜌𝑤 

𝜕𝑧 
= 0 

0 + 𝜌  
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦 
+

𝜕𝑤

𝜕𝑧 
 = 0 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 

𝜕𝑤

𝜕𝑧
=  0 

 

 

(2.4) 

 Persamaan (2.4) merupakan persamaan kontinuitas yang berasal dari 

persamaan kekekalan massa, namun massa atau kepadatan massa (𝜌) seperti telah 
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menghilang dari persamaan. Ini adalah persamaan linier dalam hal kecepatan 

partikel air 𝑢, 𝑣 dan 𝑤 (Holthuijsen, 2007). 

 

2.3 Kekekalan Momentum 

 Teorema momentum dapat diterapkan pada aliran-aliran baik yang steady 

maupun tidak steady; berdimensi satu, dua, atau tiga, dapat mampat atau tidak 

dapat mampat. Sebagaimana halnya dalam kasus partikel-partikel padat atau 

diskrit, fluida cenderung meneruskan keadaan diamnya atau gerak serempaknya 

kecuali bila diganggu oleh gaya-gaya dari luar (Olson, 1993). 

 Momentum adalah sebuah nilai dari perkalian materi yang bermassa 

(memiliki bobot) dengan pergerakan (kecepatan). Dalam Fisika momentum 

dilambangkan dengan huruf 𝑃, secara matematis momentum dapat dirumuskan: 

𝑃 = 𝑚𝑣 (2.5) 

dengan 𝑃 adalah momentum, 𝑚 adalah massa, dan 𝑣 adalah kecepatan. 

 Momentum akan berubah seiring dengan perubahan massa dan 

kecepatan. Semakin cepat pergerakan suatu materi/benda akan semakin besar juga 

momentumnya. Semakin besar momentum, maka semakin besar kekuatan yang 

dimiliki oleh suatu benda. Jika materi dalam keadaan diam, maka momentumnya 

sama dengan nol. Sebaliknya semakin cepat pergerakannya, semakin besar juga 

momentumnya. 

 Karena 𝑚 = 𝜌𝑉 maka persamaan  (2.5) menjadi 

𝑃 = 𝜌𝑉𝑣 (2.6) 

dimana 𝑉 adalah volume, dan 𝜌 adalah kerapatan massa. 
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Dengan 𝑉 = ∆𝑥∆𝑦∆𝑧, sehingga persamaan (2.6) menjadi 

𝑃 = 𝜌 ∆𝑥∆𝑦∆𝑧 𝑣 (2.7) 

dan persamaan (2.3) dapat ditulis sebagai  

𝜕𝜌

𝜕𝑡
∆𝑥∆𝑦∆𝑧 =  𝑢|𝑥 − 𝑢|𝑥+∆𝑥 𝜌∆𝑦∆𝑧 +   𝑣|𝑦 − 𝑣|𝑦+∆𝑦 𝜌∆𝑥∆𝑧

+   𝑤|𝑧 − 𝑤|𝑧+∆𝑧 𝜌∆𝑥∆𝑦 

 

dengan 

 𝑢|𝑥 − 𝑢|𝑥+∆𝑥 =
∆𝑥

∆𝑡
= 𝑘𝑒𝑐𝑒𝑝𝑎𝑡𝑎𝑛 𝑝𝑎𝑑𝑎 𝑎𝑟𝑎𝑕 𝑥 

  𝑣|𝑦 − 𝑣|𝑦+∆𝑦 =
∆𝑦

∆𝑡
= 𝑘𝑒𝑐𝑒𝑝𝑎𝑡𝑎𝑛 𝑝𝑎𝑑𝑎 𝑎𝑟𝑎𝑕 𝑦 

  𝑤|𝑧 − 𝑤|𝑧+∆𝑧 =
∆𝑧

∆𝑡
= 𝑘𝑒𝑐𝑒𝑝𝑎𝑡𝑎𝑛 𝑝𝑎𝑑𝑎 𝑎𝑟𝑎𝑕 𝑧 

 

Karena perubahan momentum merupakan selisih jumlah momentum yang masuk 

dengan momentum yang keluar ditambah dengan gaya-gaya eksternal, maka 

untuk momentum pada arah x dapat dicari sebagai berikut: 

𝑃𝑒𝑟𝑢𝑏𝑎𝑕𝑎𝑛 𝑚𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡𝑢𝑚 = 𝑃𝑚𝑎𝑠𝑢𝑘 − 𝑃𝑘𝑒𝑙𝑢𝑎𝑟 + 𝑔𝑎𝑦𝑎 𝑔𝑎𝑦𝑎 𝑒𝑘𝑠𝑡𝑒𝑟𝑛𝑎𝑙 

=  𝑚𝑎𝑠𝑠𝑎 × 𝑘𝑒𝑐𝑒𝑝𝑎𝑡𝑎𝑛 −  𝑚𝑎𝑠𝑠𝑎 × 𝑘𝑒𝑐𝑒𝑝𝑎𝑡𝑎𝑛 + 𝑔𝑎𝑦𝑎 𝑔𝑎𝑦𝑎 𝑒𝑘𝑠𝑡𝑒𝑟𝑛𝑎𝑙 

(2.8) 

Sehingga persamaan (2.8) dapat ditulis sebagai 

𝜕𝜌𝑢

𝜕𝑡
(∆𝑥∆𝑦∆𝑧) =   𝜌𝑢2|

𝑥
 ∆𝑦∆𝑧−  𝜌𝑢2|

𝑥+∆𝑥
 ∆𝑦∆𝑧 + 

  𝜌𝑢𝑣|
𝑦
 ∆𝑥∆𝑧 −  𝜌𝑢𝑣|

𝑦+∆𝑦
 ∆𝑥∆𝑧 + 

  𝜌𝑢𝑤|
𝑧
 ∆𝑥∆𝑦−  𝜌𝑢𝑤|

𝑧+∆𝑧
 ∆𝑥∆𝑦 + 

(𝑝|
𝑥
− 𝑝|

𝑥+∆𝑥
)∆𝑦∆𝑧 + 𝜌𝑔

(𝑥)
∆𝑦∆𝑧  

 

Jika kedua ruas dibagi dengan ∆𝑥∆𝑦∆𝑧, maka diperoleh 
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𝜕𝜌𝑢

𝜕𝑡
=  

 𝜌𝑢2|
𝑥
 −  𝜌𝑢2|

𝑥+∆𝑥
 

∆𝑥
 +  

 𝜌𝑢𝑣|
𝑦
 −  𝜌𝑢𝑣|

𝑦+∆𝑦
 

∆𝑦
 + 

 
 𝜌𝑢𝑤|

𝑧
 − (𝜌𝑢𝑤|

𝑧+∆𝑧
)

∆𝑧
 +

(𝑝|
𝑥
− 𝑝|

𝑥+∆𝑥
)

∆𝑥
+

𝜌𝑔
(𝑥)

∆𝑥
  

 

untuk (∆𝑥, ∆𝑦, ∆𝑧) → 0 maka 

lim
(∆𝑥,∆𝑦,∆𝑧)→0

 
 𝜌𝑢2|

𝑥
 −  𝜌𝑢2|

𝑥+∆𝑥
 

∆𝑥
 +  

 𝜌𝑢𝑣|
𝑦
 −  𝜌𝑢𝑣|

𝑦+∆𝑦
 

∆𝑦
 + 

 
 𝜌𝑢𝑤|

𝑧
 − (𝜌𝑢𝑤|

𝑧+∆𝑧
)

∆𝑧
 +

(𝑝|
𝑥
− 𝑝|

𝑥+∆𝑥
)

∆𝑥
+

𝜌𝑔
(𝑥)

∆𝑥
 

 

Sehingga 

𝜕𝜌𝑢

𝜕𝑡
= −  

𝜕 𝜌𝑢 2 

𝜕𝑥
 −  

𝜕 𝜌𝑢𝑣  

𝜕𝑦
 −  

𝜕 𝜌𝑢𝑤  

𝜕𝑧
 −

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ 𝜌𝑔

(𝑥)
  

= −𝜌  
𝜕 𝑢2 

𝜕𝑥
+

𝜕 𝑢𝑣 

𝜕𝑦
+

𝜕 𝑢𝑤  

𝜕𝑧
 −

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ 𝜌𝑔

(𝑥)
  

 

atau 

𝜌  
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+

𝜕 𝑢2 

𝜕𝑥
+

𝜕 𝑢𝑣 

𝜕𝑦
+

𝜕 𝑢𝑤 

𝜕𝑧
 = −

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ 𝜌𝑔

(𝑥)
 

Dikalikan dengan 
1

𝜌
 sehingga diperoleh 

  
𝜕𝑢

𝜕𝑡
+

𝜕 𝑢2 

𝜕𝑥
+

𝜕 𝑢𝑣 

𝜕𝑦
+

𝜕 𝑢𝑤 

𝜕𝑧
 = −

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ 𝑔(𝑥) 

(2.9) 

Dengan cara yang sama, maka akan diperoleh kekekalan momentum pada arah 𝑦 

dan arah 𝑧 sebagai berikut: 

 
𝜕𝑣

𝜕𝑡
+

𝜕 𝑢𝑣 

𝜕𝑥
+

𝜕 𝑣2 

𝜕𝑦
+

𝜕 𝑤𝑣 

𝜕𝑧
 = −

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑦
+ 𝑔

(𝑦)
 

(2.10) 
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𝜕𝑤

𝜕𝑡
+

𝜕 𝑢𝑤 

𝜕𝑥
+

𝜕 𝑣𝑤 

𝜕𝑦
+

𝜕 𝑤2 

𝜕𝑧
 = −

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑧
+ 𝑔

(𝑧)
 

(2.11) 

Dari persamaan (2.9), (2.10) dan (2.11) dapat ditulis dalam notasi vektor  

𝜕𝑞 

𝜕𝑡
+  𝑞 ∙ ∇ 𝑞 = −

1

𝜌
∇𝑝 + 𝑔  

(2.12) 

dengan ∇=  
𝜕

𝜕𝑥
,

𝜕

𝜕𝑦
,
𝜕

𝜕𝑧
 , 𝑞 =  𝑢, 𝑣, 𝑤 , karena gaya gravitasi hanya bekerja pada 

arah 𝑦 maka  𝑔 = −∇𝑔𝑦. 

 

2.4 Persamaan Bernoulli 

 Menurut Spiegel (1999) hasil kali silang dari tiga buah vektor 𝐴, 𝐵, dan 𝐶 

yang dapat ditulis sebagai 𝐴 ×  𝐵 × 𝐶  disebut hasil kali tripel vektor dan berlaku 

𝐴 ×  𝐵 × 𝐶 =  𝐴 ∙ 𝐶 𝐵 −  𝐴 ∙ 𝐵 𝐶 

Sehingga hasil kali tripel vektor  𝑞 ×  ∇ × 𝑞   berlaku 

𝑞 ×  ∇ × 𝑞  =  𝑞  ∙ 𝑞  ∇−  𝑞  ∙ ∇ 𝑞  

=  
1

2
 𝑞  2 ∇ −  𝑞  ∙ ∇ 𝑞  

(bukti dapat dilihat pada lampiran 5). Untuk fluida dengan aliran seragam dan 

fluida tak berotasi  ∇ × 𝑞  = 0, maka 

𝑞 × 0 =  
1

2
 𝑞  2 ∇ −  𝑞  ∙ ∇ 𝑞  

0 = ∇ 
1

2
 𝑞  2 −  𝑞  ∙ ∇ 𝑞  

∇  
1

2
 𝑞  2 =  𝑞  ∙ ∇ 𝑞  

sehingga persamaan (2.12) menjadi 
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𝜕𝑞 

𝜕𝑡
+ ∇ 

1

2
 𝑞  2 = −

1

𝜌
∇𝑝− ∇𝑔𝑦 

(2.13) 

dengan 𝑞 = ∇𝜙 𝑥, 𝑦, 𝑧 = (𝜙
𝑥
, 𝜙

𝑦
, 𝜙

𝑧
) = (𝑢, 𝑣,𝑤) dan  𝑞  =  𝑢2 + 𝑣2 + 𝑤2,  

 𝑞  : besarnya laju (kecepatan). Maka Persamaan (2.13) dapat ditulis sebagai 

berikut 

𝜕

𝜕𝑡
(∇𝜙) + ∇ 

1

2
 𝑞  2 = −

1

𝜌
∇𝑝− ∇𝑔𝑦 

𝜕

𝜕𝑡
 ∇𝜙 + ∇ 

1

2
 𝑞  2 +

1

𝜌
∇𝑝 + ∇𝑔𝑦 = 0 

∇  
𝜕𝜙

𝜕𝑡
+

1

2
 𝑞  2 +

1

𝜌
𝑝 + 𝑔𝑦 = 0 

 

 

(2.14) 

Selanjutnya dengan menggunakan integral batas, persamaan (2.14) menjadi 

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+

1

2
 𝑞  2 +

1

𝜌
𝑝 + 𝑔𝑦 = 𝑓(𝑡) 

(2.15) 

dengan 𝑓(𝑡) fungsi sembarang dari 𝑡, dan persamaan (2.15) dikenal sebagai 

persamaan Bernoulli. 

 

2.5 Persamaan Laplace 

 Selanjutnya, dengan asumsi bahwa partikel fluida yang ditinjau tak 

berotasi yaitu ∇ × 𝑞 = 0, maka terdapat fungsi potensial 𝜙. Menurut Holthuijsen 

(2007) fungsi potensial 𝜙 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡  didefinisikan sebagai 

𝑢 =
𝜕𝜙

𝜕𝑥
, 𝑣 =

𝜕𝜙

𝜕𝑦
, 𝑤 =

𝜕𝜙

𝜕𝑧
  

(2.16) 

atau dalam notasi vektor 𝑞   = ∇𝜙. 

 Jika dilakukan substitusi persamaan (2.16) ke persamaan kontinuitas 

(2.4) maka 
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𝜕2𝜙

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝜙

𝜕𝑦2 +
𝜕2𝜙

𝜕𝑧2 = 0 
(2.17) 

atau dalam notasi vektor 𝑞   = ∇2𝜙. Persamaan (2.17) disebut persamaan Laplace. 

 Setiap fungsi 𝜙(𝑥, 𝑦) yang memenuhi persamaan Laplace disebut 

harmonik dan merupakan salah satu kecepatan potensial yang mungkin untuk 

menggambarkan aliran tak berotasi tertentu. Komponen-komponen kecepatan 

pada aliran demikian dapat diperoleh dari persamaan  u dan v. Solusi untuk 

persamaan Laplace tidak terbatas, karena itu untuk mendapatkan solusi yang 

dikehendaki kita perlu menerapkan kondisi-kondisi batas yang sesuai (Olson, 

1993). 

 Persamaan differensial Laplace 2D mempunyai banyak solusi yang 

masing-masing bergantung pada nilai batas yang ada. Secara analitis, solusi 

persamaan Laplace 2D tidak dapat diturunkan secara umum melainkan hanya 

secara khusus saja. Hal ini disebabkan karena pengaruh nilai batas (kondisi batas) 

yang ada dan bentuk dari domain persamaan Laplace 2D tersebut berlaku 

sehingga dapat diselesaikan secara analitik menggunakan metode pemisahan 

variabel (Hamzah, 2008).  

 

2.6 Kondisi Batas 

 Kondisi batas diperlukan untuk dapat menyelesaikan model yang ada. 

Terdapat dua jenis kondisi batas, yaitu kondisi batas kinematik dan kondisi batas 

dinamik. Kondisi batas kinematik muncul karena gerak dari partikel fluida itu 

sendiri. Sedangkan kondisi batas dinamik terjadi karena adanya gaya-gaya yang 

bekerja pada fluida (Hermansyah, 2011). 
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2.6.1 Kondisi Batas Kinematik pada Permukaan Fluida 

 Kondisi batas kinematik pada permukaan fluida 𝑦 = 𝑕 + 𝜂(𝑥, 𝑡) 

diperoleh dengan cara menuliskan kondisi tersebut secara implisit sebagai berikut 

𝐹 = 𝑦 − 𝑕 − 𝜂 𝑥, 𝑡 = 0 (2.18) 

misalkan permukaan F pada fluida dinyatakan sebagai persamaan 𝐹 𝑥, 𝑦, 𝑡 = 0 

untuk suatu partikel yang berada pada koordinat  𝑥, 𝑦 . Partikel tersebut tetap 

pada permukaan fluida, maka dapat dinyatakan dalam operator turunan total 

𝐷𝐹

𝐷𝑡
= 0 

dan didefinisikan 

𝐷𝐹

𝐷𝑡
=

𝜕𝐹

𝜕𝑡
+

𝜕𝐹

𝜕𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
 +

𝜕𝐹

𝜕𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑡
 

maka 

𝐷𝐹

𝐷𝑡
=

𝜕𝐹

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝐹

𝜕𝑥
 + 𝑣

𝜕𝐹

𝜕𝑦
 

(2.19) 

Dan dilakukan substitusi persamaan (2.18) ke persamaan (2.19), sehingga 

0 =
𝜕 𝑦 − 𝑕 − 𝜂 𝑥, 𝑡  

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕 𝑦 − 𝑕 − 𝜂 𝑥, 𝑡  

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕(𝑦 − 𝑕 − 𝜂(𝑥, 𝑡))

𝜕𝑦
 

= −𝜂𝑡 − 𝑢 𝜂𝑥  + 𝑣 

dengan 𝑢 = 𝜙𝑥  dan 𝑣 = 𝜙𝑦  maka 

0 = −𝜂𝑡 − 𝜙𝑥  𝜂𝑥  + 𝜙𝑦  

= 𝜙𝑦 − 𝜂𝑡 − 𝜙𝑥  𝜂𝑥  

atau dapat ditulis  

𝜕𝜙

𝜕𝑦
−

𝜕𝜂

𝜕𝑡
−

𝜕𝜙

𝜕𝑥

𝜕𝜂

𝜕𝑥
= 0 

(2.20) 
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Persamaan (2.20) merupakan kondisi batas kinematik pada permukaan fluida. 

 

2.6.2 Kondisi Batas Dinamik pada Permukaan Fluida 

 Untuk kondisi batas dinamik pada permukaan fluida dinyatakan dalam 

fungsi potensial yang diperoleh dengan mengambil persamaan Bernoulli (2.15) 

berikut. 

𝜙
𝑡

+
1

2
 𝑞  2 +

1

𝜌
𝑝 + 𝑔𝑦 = 𝑓(𝑡) 

 

 Kondisi batas dinamik permukaan fluida pada 𝑦 = 𝑕 + 𝜂(𝑥, 𝑡) tekanan 

udara dianggap sangat kecil dan dapat diabaikan sehingga 𝑃 = 0. Maka 

persamaan Bernoulli menjadi 

𝜙
𝑡

+
1

2
 𝜙

𝑥

2
+ 𝜙

𝑦

2
 + 𝑔 𝑕 + 𝜂(𝑥, 𝑡) = 𝑓(𝑡) 

(2.21) 

 Pada keadaan seragam (uniform) maka ruas kiri dari persamaan Bernoulli 

berlaku kecepatan vertikal 𝜙
𝑦

= 0, kecepatan horizontal 𝜙
𝑥

= 𝑐 dan 𝜙
𝑡

= 0 

karena tidak ada perubahan terhadap waktu, sehingga 

𝜙
𝑡

+
1

2
 𝜙

𝑥
2 + 𝜙

𝑦
2
 + 𝑔 𝑕 + 𝜂(𝑥, 𝑡) = 𝑓(𝑡) 

0 +
1

2
 𝑐2 + 0 + 𝑔 𝑕 = 𝑓(𝑡) 

1

2
𝑐2 + 𝑔 𝑕 = 𝑓(𝑡) 

 

 

(2.22) 

dengan substitusi persamaan (2.22) ke persamaan (2.15) maka 

𝜙
𝑡

+
1

2
 ∇𝜙 2 +

1

𝜌
𝑝 + 𝑔 𝑕 + 𝜂(𝑥, 𝑡) =

1

2
𝑐2 + 𝑔 𝑕  

𝜙
𝑡

+
1

2
 ∇𝜙 2 + 𝑔𝑕 + 𝑔𝜂(𝑥, 𝑡) =

1

2
𝑐2 + 𝑔 𝑕  
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𝜙
𝑡

+
1

2
 ∇𝜙 2 + 𝑔𝜂(𝑥, 𝑡) =

1

2
𝑐2 

Jika diberikan kecepatan mula-mula nol  𝑐 = 0  maka dapat ditulis sebagai 

𝜙
𝑡

+
1

2
 ∇𝜙 2 + 𝑔𝜂 = 0   di   𝑦 = 𝜂(𝑥, 𝑡) 

(2.23) 

Persamaan (2.23) disebut kondisi batas dinamik pada permukaan fluida. 

 

2.6.3 Kondisi Batas Kinematik pada Dasar Saluran 

 Kondisi batas kinematik pada dasar fluida 𝑦 = −𝑕 diperoleh dengan cara 

menuliskan kondisi tersebut secara implisit berikut 

𝐹 = 𝑦 + 𝑕 = 0 (2.24) 

misalkan permukaan F pada fluida dinyatakan sebagai persamaan 𝐹 𝑥, 𝑦, 𝑡 = 0 

untuk suatu partikel yang berada pada koordinat  𝑥, 𝑦 . Partikel tersebut tetap 

pada permukaan fluida, maka dapat dinyatakan dalam operator turunan total 

𝐷𝐹

𝐷𝑡
= 0 

dan didefinisikan 

𝐷𝐹

𝐷𝑡
=

𝜕𝐹

𝜕𝑡
+

𝜕𝐹

𝜕𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
 +

𝜕𝐹

𝜕𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝐹
 

maka 

𝐷𝐹

𝐷𝑡
=

𝜕𝐹

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝐹

𝜕𝑥
 + 𝑣

𝜕𝐹

𝜕𝑦
 

(2.25) 

Dan dilakukan substitusi persamaan (2.24) ke persamaan (2.25), sehingga 

0 =
𝜕(𝑦 + 𝑕)

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕(𝑦 + 𝑕)

𝜕𝑥
 + 𝑣

𝜕(𝑦 + 𝑕)

𝜕𝑦
 

= 0 + 0 + 𝑣 
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dengan 𝑢 = 𝜙𝑥  dan 𝑣 = 𝜙𝑦  maka 

0 = 𝜙
𝑦
 

Sehingga kondisi batas kinematik dibagian bawah (dasar) saluran dapat 

dinyatakan sebagai berikut. 

𝜕𝜙

𝜕𝑦
= 0 pada 𝑦 = −𝑕 

 

2.7 Teori Gelombang Linier 

 Teori gelombang adalah formulasi pendekatan dari gelombang yang 

terjadi sebenarnya. Teori gelombang mendeskripsikan fenomena alam dengan 

memenuhi asumsi tertentu. Teori gelombang linier merupakan teori gelombang 

yang paling sederhana yang pertama kali ditemukan oleh Sir George Biddell Airy 

pada tahun 1845. Gelombang dikategorikan linier artinya puncak dan lembah 

gelombang memiliki amplitudo yang sama. Teori gelombang linier juga disebut 

dengan teori gelombang amplitude kecil dengan asumsi tinggi gelombang adalah 

sangat kecil jika dibandingkan terhadap panjang gelombang atau kedalaman laut 

(Yahya, 2012).  

 Persamaan Teori Gelombang Linier diturunkan dari persamaan Laplace 

untuk aliran tak berotasi. Kondisi batas permukaan yang diambil menggunakan 

persamaan Bernoulli yang dilinierkan, sedangkan kondisi batas dasar laut diambil 

dari kecepatan arah vertikal sama dengan nol. 
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2.7.1 Kondisi-Kondisi Batas Linier 

2.7.1.1 Kondisi Batas Kinematik pada Permukaan Fluida 

 Menurut Ridwan dkk, persamaan (2.20) bersifat nonlinier akibat suku-

suku 𝜙
𝑥
 𝜂

𝑥
 dan dapat disederhanakan dengan ekspansi di sekitar 𝑦 = 0. 

 𝜙
𝑦
 
𝜂

=  𝜙
𝑦
 

0
+ 𝜂  𝜙

𝑦𝑦
 

0
+ ⋯ 

 Berdasarkan pendekatan orde pertama, 𝜙
𝑦
 dalam persamaan (2.20) dapat 

dievaluasi di 𝑦 = 0 daripada di 𝑦 = 𝜂. Sehingga syarat batas kinematik pada 

permukaan fluida dapat ditulis sebagai berikut.  

𝜕𝜙

𝜕𝑦
=

𝜕𝜂

𝜕𝑡
 

(2.26) 

 

2.7.1.2 Kondisi Batas Dinamik pada Permukaan Fluida 

 Dysthe (2004) menyatakan untuk gelombang dengan kecuraman yang 

kecil maka suku nonlinearnya kecil. Oleh karena itu untuk mendapatkan 

pendekatan yang baik terhadap sifat gelombang maka akan dilakukan proses 

linierisasi dengan mengabaikan kuadrat dan orde yang lebih tinggi. 

𝜙 𝑥, 𝜂, 𝑧, 𝑡 = 𝜙 𝑥, 0, 𝑧, 𝑡 +
𝜕𝜙

𝜕𝑦
 𝑥, 0, 𝑧, 𝑡 𝜂 + ⋯ 

Ini berarti bahwa unsur yang mengandung 𝜙 dievaluasi pada 𝑦 = 0 saat 

linierisasi. Sehingga dapat ditulis sebagai persamaan (2.23) yaitu persamaan 

Bernoulli linier untuk aliran unsteady. 

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+

𝑝

𝜌
+ 𝑔𝑦 = 0 
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 Karena fluida tak termampatkan, maka kerapatan dalam fluida (𝜌) adalah 

konstan. Sehingga persamaan Bernoulli tersebut dapat ditulis sebagai kondisi 

batas dinamik pada permukaan 𝑦 = 𝜂 dan 𝜌 = 0 berikut. 

𝜕𝜙

𝜕𝑡
+ 𝑔𝜂 = 0 

(2.27) 

 

2.7.1.3 Kondisi Batas Kinematik pada Dasar Saluran 

 Berdasarkan penurunan pada subbab sebelumnya, maka kondisi batas 

kinematik dibagian bawah (dasar) saluran yang akan digunakan dapat dinyatakan 

sebagai berikut. 

𝜕𝜙

𝜕𝑦
= 0 pada 𝑦 = −𝑕 

(2.28) 

 

2.8 Pemisahan Variabel  

 Metode pemisahan variabel adalah teknik klasik yang efektif untuk 

menyelesaikan beberapa tipe dari persamaan diferensial parsial. Misalnya saja 

solusi 𝑢(𝑥, 𝑡) untuk persamaan diferensial parsial. Untuk menentukan solusi 

𝑢 𝑥, 𝑡  bisa ditulis dengan variabel terpisah 𝑢 𝑥, 𝑡 = 𝑋 𝑥 𝑇 𝑡 . Selanjutnya 

dilakukan substitusi dari bentuk ini ke persamaan diferensial. Dengan cara ini 

akan dihasilkan solusi persamaan untuk persamaan diferensial parsial (Nagle, 

dkk., 2012). 

 Metode pemisahan variabel diterapkan untuk solusi awal atau masalah 

nilai batas dan kondisi batas pada persamaan homogen (Zauderer, 2006). Untuk 

menentukan solusi persamaan gelombang yakni: 
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𝑢𝑡𝑡 = 𝑐2𝑢𝑥𝑥  untuk 0 < 𝑥 < 𝑙 (2.29) 

𝑢 0, 𝑡 = 0 = 𝑢(𝑙, 𝑡) (2.30) 

dengan beberapa kondisi awal yaitu 

𝑢 𝑥, 0 =  𝜙 𝑥            𝑢𝑡 𝑥, 0 = 𝜓(𝑥) (2.31) 

 Untuk menyelesaikan persamaan (2.29) dan (2.30), akan dimisalkan u ke 

dalam bentuk terpisah berikut: 

𝑢 𝑥, 𝑡 = 𝑋 𝑥 𝑇 𝑡  (2.32) 

Selanjutnya dilakukan substitusi persamaan (2.32) ke dalam persamaan (2.29) 

𝑋 𝑥 𝑇′′  𝑡 = 𝑐2𝑋′′  𝑥 𝑇(𝑡) (2.33) 

dan membagi kedua ruas persamaan (2.33) dengan – 𝑐2𝑋 𝑥 𝑇(𝑡)  

𝑋 𝑥 𝑇′′  𝑡 

– 𝑐2𝑋 𝑥 𝑇(𝑡)
=

𝑐2𝑋′′  𝑥 𝑇 𝑡 

– 𝑐2𝑋 𝑥 𝑇(𝑡)
 

 

𝑇′′  𝑡 

– 𝑐2𝑇(𝑡)
= −

𝑋′′  𝑥 

𝑋 𝑥 
 

(2.34) 

 Strauss (2007) menyebutkan bahwa pada persamaan (2.34) ruas kiri 

hanya tergantung pada t dan ruas kanan tergantung pada x. Sehingga dapat 

dimisalkan menjadi sebuah konstanta yang tidak tergantung pada keduanya. 

Misalkan konstanta adalah 𝜆 maka persamaan (2.34) dapat ditulis menjadi 

𝑇′′  𝑡 

– 𝑐2𝑇(𝑡)
= −

𝑋′′  𝑥 

𝑋 𝑥 
= 𝜆 

(2.35) 

 Karena pada akhir pembahasan akan ditunjukkan bahwa 𝜆 > 0 , maka 𝜆 

dapat dimisalkan menjadi 𝛽2 sehingga persamaan (2.35) dapat dipisah menjadi 
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𝑇′′  𝑡 

– 𝑐2𝑇(𝐹)
= 𝛽2 

𝑇′′  𝑡 = – 𝑐2𝑇(𝑡)𝛽2 

𝑇′′  𝑡 + 𝑐2𝛽2𝑇(𝑡) = 0 (2.36) 

dan  

𝑋′′  𝑥 

𝑋(𝑥)
= 𝛽2 

 

𝑋(𝑥)𝛽2 = −𝑋′′ (𝑥) 

𝑋′′ (𝑥) + 𝑋(𝑥)𝛽2 = 0 (2.37) 

Sehingga dapat ditemukan solusi dari persamaan (2.36) dan persamaan (2.37) 

sebagai berikut: 

𝑇 𝑡 = 𝐴 cos 𝛽𝑐𝑡 +  𝐵 sin 𝛽𝑐𝑡 

𝑋 𝑥 = 𝐶 cos 𝛽𝑥 + 𝐷 sin 𝛽𝑥  

 

(Strauss, 2007). 

 

2.9 Kajian Tentang Gelombang dalam Al-Qur’an 

 Evolusi gelombang merupakan perubahan bentuk dari getaran yang 

merambat pada suatu medium. Dalam Al-Qur’an telah disinggung tentang 

gelombang yaitu surah Ar-Rum ayat 46, Allah berfirman 

                                 

            

Artinya: “Dan di antara tanda-tanda kekuasan-Nya adalah bahwa Dia 

mengirimkan angin sebagai pembawa berita gembira  dan untuk merasakan 

kepadamu sebagian dari rahmat-Nya dan supaya kapal dapat berlayar dengan 

perintah-Nya dan (juga) supaya kamu dapat mencari karunia-Nya, mudah-

mudahan kamu bersyukur” (QS.Ar Ruum: 46). 
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 Secara umum kata “ angin ” yaitu angin yang bertiup membawa awan 

untuk menurunkan hujan dan yang meniup kapal layar agar dapat berlayar di 

lautan. Kedekatan makna “angin” dalam ayat di atas adalah gelombang. Dalam 

tafsir Al-Misbah ayat di atas berbicara tentang angin untuk menggambarkan 

nikmat Allah dan kuasa Allah di darat dan di laut. Angin ada yang membawa 

manfaat ada juga yang mengakibatkan bencana. Manusia pun demikian, yang 

kafir dengan perusakannya mengakibatkan bencana sedangkan yang mukmin 

dengan amal salehnya mengandung manfaat. 

 Kata “  بأمره “ (atas perintah/ izin-Nya) ditekankan oleh ayat tersebut 

untuk mengingatkan manusia betapa besar nikmat Allah yang dianugerahkan 

kepada mereka melalui kemampuan kapal menggarungi samudra serta 

keselamatan selama perjalanan, dan bahwa Allah menetapkan hukum-hukum alam 

yang memungkinkan manusia memanfaatkan lautan dengan segala isinya 

(Quraish, 2002). 

 Allah SWT juga berfirman dalam Al-Qur’an masalah gelombang pada 

surat Lukman ayat 32 yaitu 

                                        

                   

Artinya: “Dan apabila mereka dilamun ombak yang besar seperti gunung, 

mereka menyeru Allah dengan memurnikan ketaatan kepada-Nya Maka tatkala 

Allah menyelamatkan mereka sampai di daratan, lalu sebagian mereka tetap 

menempuh jalan yang lurus, dan tidak ada yang mengingkari ayat- ayat Kami 

selain orang-orang yang tidak setia lagi ingkar“ (QS. Lukman: 32). 

 

 Dalam tafsir Al-Qurthubi kata “ الموج ” artinya gelombang diserupakan 

dengan “ الظلل  ” artinya gunung-gunung, karena gelombang datang sedikit demi 
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sedikit dan saling menghantam satu sama lain, seperti halnya awan (Al-Qurthubi, 

2009). 

 Selain itu, tanda-tanda kekuasaan Allah SWT diperjelas pada surat Al-

Anbiya’ ayat 30 yaitu 

                                  

            

Artinya: “Dan Apakah orang-orang yang kafir tidak mengetahui bahwasanya 

langit dan bumi itu keduanya dahulu adalah suatu yang padu, kemudian Kami 

pisahkan antara keduanya. dan dari air Kami jadikan segala sesuatu yang 

hidup. Maka Mengapakah mereka tiada juga beriman?” (QS. Al-Anbiya’: 30). 

 

Dalam tafsir Al-Misbah (2002), pendapat ulama tentang firman-Nya 

tersebut. Ada ulama yang memahaminya dalam arti langit dan bumi tadinya 

merupakan gumpalan yang terpadu. Hujan tidak turun dan bumipun tidak 

ditumbuhi pepohonan, kemudian Allah  membelah langit dan bumi dengan jalan 

menurunkan  hujan  dari  langit  dan  menumbuhkan tumbuh-tumbuhan  di  

bumi. Ulama lain berpendapat bahwa bumi dan langit tadinya merupakan sesuatu 

yang utuh tidak terpisah, kemudian Allah pisahkan dengan mengangkat langit ke 

atas dan membiarkan bumi tetap ditempatnya berada dibawah lalu memisahkan 

keduanya dengan udara. 
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BAB III 

PEMBAHASAN 

 

3.1 Penyelesaian Persamaan Laplace Beserta Kondisi Batas dengan 

Pemisahan Variabel 

 

 Permasalahan gelombang harmonik melalui sebuah pemecah gelombang 

dapat diselesaikan dengan menurunkan persamaan-persamaan teori gelombang 

linier yang membutuhkan persamaan pengatur bersifat umum. Persamaan 

pengatur dalam hal ini adalah persamaan Laplace yang telah diturunkan pada Bab 

II yaitu 

𝜙𝑥𝑥 +  𝜙𝑦𝑦 = 0 (3.1) 

pada domain −ℎ < 𝑦 < 𝜂(𝑥, 𝑡) dengan kondisi batas kinematik dan dinamik 

𝜂𝑡 − 𝜙𝑦 = 0 (3.2) 

𝜙𝑡 + 𝑔𝜂 = 0 (3.3) 

pada permukaan fluida 𝑦 = 0. Dan  

𝜙𝑦 = 0 (3.4) 

kondisi batas kinematik pada dasar saluran 𝑦 = −ℎ. 

Untuk menyelesaikan persamaan Laplace (3.1) beserta kondisi-kondisi batas 

(3.2), (3.3), dan (3.4) digunakan metode pemisahan variabel dengan memisalkan 

𝜙 𝑥, 𝑦, 𝑡  sebagai perkalian dari dua fungsi berikut: 

𝜙 𝑥, 𝑦, 𝑡 = 𝑆 𝑥, 𝑡 𝐹(𝑦) (3.5) 

 Sebelum menentukan 𝜙, terlebih dahulu akan ditentukan fungsi 𝑆 𝑥, 𝑡  

dengan memisalkan permukaan fluida untuk dasar rata sebagai 
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𝜂 𝑥, 𝑡 = 𝐴𝑒−𝑖(𝑘𝑥−𝜔𝑡) (3.6) 

dengan menggunakan kondisi batas kinematik pada permukaan fluida (3.2), maka 

𝜂𝑡 − 𝜙𝑦 = 0 

𝜂𝑡 − 𝑆 𝑥, 𝑡 𝐹′ 𝑦 = 0 

pada 𝑦 = 0 sehingga 

𝜂𝑡 − 𝑆 𝑥, 𝑡 𝐹′ 0 = 0 

𝜂𝑡(𝑥, 𝑡) = 𝑆 𝑥, 𝑡 𝐹′ 0  

Kemudian substitusikan persamaan (3.6) maka 

𝜕

𝜕𝑡
𝐴𝑒−𝑖(𝑘𝑥−𝜔𝑡) = 𝑆 𝑥, 𝑡 𝐹′ 0  

𝑖𝜔𝐴𝑒−𝑖(𝑘𝑥−𝜔𝑡) =  𝑆 𝑥, 𝑡 𝐹′ 0  

dan diperoleh 

𝑆 𝑥, 𝑡 =
𝑖𝜔 

𝐹′ 0 
 𝜂 𝑥, 𝑡  

(3.7) 

Selanjutnya dari kondisi batas dinamik pada permukaan fluida (3.3) maka 

𝜙𝑡 = −𝑔𝜂 

𝜕𝑆 𝑥, 𝑡 

𝜕𝑡
𝐹 𝑦 = −𝑔𝜂(𝑥, 𝑡) 

pada 𝑦 = 0 sehingga 

𝜕𝑆 𝑥, 𝑡 

𝜕𝑡
𝐹 0 = −𝑔𝜂(𝑥, 𝑡) 

𝜕𝑆 𝑥, 𝑡 

𝜕𝑡
= −

𝑔

𝐹 0 
𝜂(𝑥, 𝑡) 

dan diperoleh 
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𝑆 𝑥, 𝑡 = −
𝑔

𝐹 0 
 𝐴𝑒−𝑖(𝑘𝑥−𝜔𝑡)  dt 

= −
𝑔

𝐹 0 
 

1

𝑖𝜔
𝐴𝑒−𝑖 𝑘𝑥−𝜔𝑡  + C  

= −
𝑔

𝐹 0 
 

1

𝑖𝜔
𝜂(𝑥, 𝑡) + C  

(3.8) 

Sehingga dari persamaan (3.7) dan (3.8) diperoleh 

𝑆 𝑥, 𝑡 = 𝑆 𝑥, 𝑡  

𝑖𝜔

𝐹′ 0 
𝜂 𝑥, 𝑡 = −

𝑔

𝐹 0 
 

1

𝑖𝜔
𝜂(𝑥, 𝑡) + C  

 −
𝐹 0 

𝑔 
  

𝑖𝜔

𝐹′ 0 
𝜂 𝑥, 𝑡  =  

1

𝑖𝜔
𝜂(𝑥, 𝑡) + C  

 

(3.9) 

 

 

maka 

 −
𝐹 0 𝑖𝜔

𝑔 𝐹′ 0 
𝜂 𝑥, 𝑡  −  

1

𝑖𝜔
𝜂(𝑥, 𝑡) = C 

 
−𝐹 0 𝑖2𝜔2 − 𝑔 𝐹′ 0 

𝑖𝜔𝑔 𝐹′ 0 
 𝜂 𝑥, 𝑡 = C 

(3.10) 

 Karena 𝐶 dan  
−𝐹 0 𝑖2𝜔2−𝑔 𝐹′  0 

𝑖𝜔𝑔  𝐹′  0 
  merupakan suatu konstanta dan  𝜂 𝑥, 𝑡  

bergantung pada variabel 𝑥 dan 𝑡, maka persamaan (3.10) hanya dapat dipenuhi 

jika konstanta-konstanta tersebut sama dengan nol sehingga persamaan (3.9) 

menjadi 

𝑖𝜔

𝐹′ 0 
𝜂 𝑥, 𝑡 = −

𝑔

𝑖𝜔𝐹 0 
𝜂(𝑥, 𝑡) 

dan  

 
𝑖𝜔

𝐹′ 0 
+

𝑔

𝑖𝜔𝐹 0 
 𝜂 𝑥, 𝑡 = 0 
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Karena 𝜂 𝑥, 𝑡 ≠ 0, maka 

𝑖𝜔

𝐹′ 0 
+

𝑔

𝑖𝜔𝐹 0 
= 0 

𝑖𝜔

𝐹′ 0 
= −

𝑔

𝑖𝜔𝐹 0 
 

dan 

𝑖2𝜔2𝐹 0 = −𝑔𝐹′ 0  

−𝜔2𝐹 0 = −𝑔𝐹′ 0  

diperoleh 

𝐹′ 0 =
𝐹 0 𝜔2

𝑔
 

Untuk 𝐹 0 = 1 maka persamaan di atas menjadi 

𝐹′ 0 =
𝜔2

𝑔
 

Jika 𝐹′ 0  disubstitusikan kembali ke persamaan (3.7) diperoleh 

𝑆 𝑥, 𝑡 =
𝑖𝜔 

𝐹′ 0 
 𝜂 𝑥, 𝑡  

=
𝑖𝜔𝑔 

𝜔2
 𝜂 𝑥, 𝑡  

=
𝑖𝑔 

𝜔
𝜂 𝑥, 𝑡  

(3.11) 

Sehingga jika persamaan (3.11) disubstitusikan ke persamaan (3.5) menjadi 

𝜙 𝑥, 𝑦, 𝑡 =
𝑖𝑔

𝜔
𝜂 𝑥, 𝑡  𝐹(𝑦) 

(3.12) 

 Selanjutnya untuk mencari solusi 𝐹(𝑦), maka persamaan (3.12) 

disubstitusikan ke persamaan Laplace  (3.1) sehingga 
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𝑆𝑥𝑥  𝑥, 𝑡 𝐹 𝑦 +  𝑆 𝑥, 𝑡 𝐹′′  𝑦 = 0 

𝑖𝑔

𝜔
𝜂𝑥𝑥  𝑥, 𝑡 𝐹 𝑦 +

𝑖𝑔

𝜔
𝜂 𝑥, 𝑡 𝐹′′ 𝑦 = 0 

 

Dikalikan dengan 
𝜔

𝑖𝑔
 maka 

𝜂𝑥𝑥  𝑥, 𝑡 𝐹 𝑦 + 𝜂 𝑥, 𝑡 𝐹′′ 𝑦 = 0 

−𝜂𝑥𝑥  𝑥, 𝑡 𝐹 𝑦 = 𝜂 𝑥, 𝑡 𝐹′′ 𝑦  

−
𝜂𝑥𝑥  𝑥, 𝑡 

𝜂 𝑥, 𝑡 
=

𝐹′′ 𝑦 

𝐹 𝑦 
 

 Ruas kiri hanya mengandung fungsi yang tergantung hanya pada variabel 

(𝑥, 𝑡) sedangkan ruas kanan mengandung fungsi yang tergantung hanya pada 

variabel 𝑦. Ini berarti ruas kanan maupun ruas kiri sama dengan suatu konstanta 

dan menghasilkan dua persamaan diferensial terpisah sebagai berikut: 

𝐹′′ 𝑦 

𝐹 𝑦 
= 𝜆 

𝐹′′ 𝑦 − 𝜆𝐹 𝑦 = 0 

 

(3.13) 

dan  

−
𝜂𝑥𝑥  𝑥, 𝑡 

𝜂 𝑥, 𝑡 
= 𝜆 

𝜂𝑥𝑥  𝑥, 𝑡 + 𝜆𝜂 𝑥, 𝑡 = 0 

 

(3.14) 

Untuk mencari nilai 𝜂𝑥𝑥  𝑥, 𝑡  maka perhatikan persamaan (3.6) berikut 

𝜂 𝑥, 𝑡 = 𝐴𝑒−𝑖(𝑘𝑥−𝜔𝑡) 

𝜂𝑥 𝑥, 𝑡 = −𝑖𝑘𝐴𝑒−𝑖(𝑘𝑥−𝜔𝑡 ) 

dan diperoleh 

𝜂𝑥𝑥  𝑥, 𝑡 = −𝑘2𝐴𝑒−𝑖(𝑘𝑥−𝜔𝑡) 
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= −𝑘2𝜂 𝑥, 𝑡  

Sehingga jika nilai 𝜂𝑥𝑥  𝑥, 𝑡  tersebut disubstitusikan ke persamaan (3.14) maka 

𝜂𝑥𝑥  𝑥, 𝑡 + 𝜆𝜂 𝑥, 𝑡 = 0 

−𝑘2𝜂 𝑥, 𝑡 + 𝜆𝜂 𝑥, 𝑡 = 0 

𝜆𝜂 𝑥, 𝑡 = 𝑘2𝜂 𝑥, 𝑡  

dan dikalikan dengan 
1

𝜂 𝑥,𝑡 
 diperoleh 

𝜆 = 𝑘2 

 Untuk mencari solusi 𝐹(𝑦), maka perhatikan persamaan (3.13) dan dapat 

diselesaikan sebagai berikut: 

𝐹′′ 𝑦 − 𝜆𝐹 𝑦 = 0 

𝐹′′ − 0𝐹′ − 𝜆𝐹 = 0 

𝑚2 − 0𝑚 − 𝜆 = 0 (persamaan karakteristik) 

𝑚2 = 𝜆 

𝑚 = ± 𝜆 

𝑚1 =  𝜆 dan 𝑚2 = − 𝜆  

Maka diperoleh 

𝐹 𝑦 = 𝑃𝑒𝑚1𝑦 + 𝑄𝑒𝑚2𝑦  

= 𝑃𝑒 𝜆 𝑦 + 𝑄𝑒− 𝜆 𝑦  

Karena 𝜆 = 𝑘2 , maka solusi dari persamaan (3.13) yaitu 

𝐹 𝑦 = 𝑃𝑒𝑘𝑦 + 𝑄𝑒−𝑘 𝑦  (3.15) 

Jika digunakan 𝐹 0 = 1, maka 

𝐹 0 = 𝑃𝑒𝑘.0 + 𝑄𝑒−𝑘.0 
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1 = 𝑃 + 𝑄 

𝑃 = 1 − 𝑄 

dengan mensubstitusikan 𝑃 tersebut ke persamaan (3.15) maka 

𝐹 𝑦 = (1 − 𝑄)𝑒𝑘𝑦 + 𝑄𝑒−𝑘𝑦  

dan jika diturunkan terhadap 𝑦 diperoleh 

𝐹′(𝑦) =  1 − 𝑄 𝑘𝑒𝑘𝑦 − 𝑄𝑘𝑒−𝑘𝑦  

Untuk  𝐹′ 0 =
𝜔2

𝑔
 , maka 

𝐹′(0) =  1 − 𝑄 𝑘𝑒𝑘.0 − 𝑄𝑘𝑒−𝑘.0 

𝜔2

𝑔
 =  1 − 𝑄 𝑘 − 𝑄𝑘 

 = 𝑘 − 𝑄𝑘 − 𝑄𝑘 

 = 𝑘 − 2𝑄𝑘 

2𝑄𝑘 = 𝑘 −
𝜔2

𝑔
 

dan diperoleh 

𝑄 =
𝑘

2𝑘
−

𝜔2

𝑔2𝑘
 

atau dapat ditulis 

𝑄 =
1

2
 1 −

𝜔2

𝑔𝑘
   (3.16) 

dan dengan mensubstitusikan kembali 𝑄 tersebut diperoleh 

𝑃 = 1 − 𝑄 

= 1 −  
1

2
−

𝜔2

𝑔2𝑘
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= 1 −
1

2
+

𝜔2

𝑔2𝑘
 

=
1

2
+

𝜔2

𝑔2𝑘
 

atau dapat ditulis  

𝑃 =
1

2
 1 +

𝜔2

𝑔𝑘
   (3.17) 

 Jika 𝑄 pada persamaan (3.16) dan 𝑃 pada persamaan (3.17) 

disubstitusikan ke persamaan (3.15) maka 

𝐹 𝑦 =  
1

2
 1 +

𝜔2

𝑔𝑘
  𝑒𝑘𝑦 +  

1

2
 1 −

𝜔2

𝑔𝑘
  𝑒−𝑘 𝑦  

=
1

2
𝑒𝑘𝑦 +

1

2
𝑒−𝑘𝑦 +

𝜔2

2𝑔𝑘
𝑒𝑘𝑦 −

𝜔2

2𝑔𝑘
𝑒−𝑘𝑦  

=  
𝑒𝑘𝑦 + 𝑒−𝑘𝑦

2
 +

𝜔2

𝑔𝑘
 
𝑒𝑘𝑦 − 𝑒−𝑘𝑦

2
  

Sehingga solusi 𝐹(𝑦) tersebut dapat ditulis menjadi 

𝐹 𝑦 = cosh 𝑘𝑦 +
𝜔2

𝑔𝑘
 sinh 𝑘𝑦  

(3.18) 

Sehingga jika persamaan (3.18) disubstitusikan ke persamaan (3.12) menjadi 

𝜙 𝑥, 𝑦, 𝑡 =
𝑖𝑔

𝜔
𝜂 𝑥, 𝑡  cosh 𝑘𝑦 +

𝜔2

𝑔𝑘
 sinh 𝑘𝑦   

(3.19) 

 

3.2 Menentukan Relasi Dispersi 

 Persamaan dispersi merupakan persamaan yang menyatakan hubungan 

antara 𝜔 (frekuensi gelombang) dan 𝑘 (bilangan gelombang) yang diperoleh dari 

kondisi batas kinematik 𝜙𝑦 = 0 pada dasar saluran 𝑦 = −ℎ sebagai berikut: 
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𝜙𝑦 𝑥, 𝑦, 𝑡 =
𝑖𝑔

𝜔
𝜂 𝑥, 𝑡   𝑘 sinh 𝑘𝑦 + 𝑘

𝜔2

𝑔𝑘
 cosh 𝑘𝑦    

0 =
𝑖𝑔

𝜔
𝜂 𝑥, 𝑡   𝑘 sinh 𝑘𝑦 +

𝜔2

𝑔
 cosh 𝑘𝑦    

 

 dan 

𝑖𝑔

𝜔
𝜂 𝑥, 𝑡   𝑘 sinh −𝑘ℎ  +

𝜔2

𝑔
 cosh −𝑘ℎ   = 0 

−𝑘 sinh 𝑘ℎ +
𝜔2

𝑔
 cosh 𝑘ℎ  = 0 

𝜔2

𝑔
 cosh 𝑘ℎ  = 𝑘 sinh 𝑘ℎ  

𝜔2  cosh 𝑘ℎ  = 𝑔𝑘 sinh 𝑘ℎ  

 𝜔2 =
𝑔𝑘 sinh 𝑘ℎ 

cosh 𝑘ℎ 
 

= 𝑔𝑘 tanh 𝑘ℎ  (3.20) 

Persamaan (3.20) dapat ditulis 

 
𝜔2

𝑔𝑘
=

sinh 𝑘ℎ 

cosh 𝑘ℎ 
 

𝜔2

𝑔𝑘
cosh 𝑘ℎ = sinh(𝑘ℎ) 

 

(3.21) 

 

3.3 Model Gelombang Harmonik untuk Dasar Berundak 

 Untuk model gelombang harmonik dengan dasar berundak (melalui 

pemecah gelombang terendam) dibagi menjadi 3 daerah. Daerah I pada domain 

𝑥 < 0, Daerah II pada 0 < 𝑥 < 𝐿, dan Daerah III pada 𝑥 > 𝐿 dan dapat dilihat 

pada gambar berikut: 
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Gambar 3.1 Perambatan Gelombang Melalui Pemecah Gelombang Terendam 

 

 Gelombang datang yang merambat dari kiri ke kanan seperti ditunjukkan 

oleh arah panah pada gambar di atas merupakan gelombang harmonik 𝜂 𝑥, 𝑡 =

𝐴𝑒−𝑖 𝑘𝑥−𝜔𝑡  . Pada saat akan melewati balok pemecah gelombang, maka akan ada 

gelombang yang diteruskan (transmisi) dan terjadi pula gelombang yang 

dipantulkan (refleksi) akibat adanya balok pemecah tersebut. Transmisi dan 

refleksi gelombang harmonik yang terjadi secara berturut-turut dapat dituliskan 

dalam persamaan 𝜂 𝑥, 𝑡 = 𝐴𝑒−𝑖 𝑘𝑥−𝜔𝑡   dan 𝜂 𝑥, 𝑡 = 𝐵𝑒−𝑖 −𝑘𝑥−𝜔𝑡  . 

 Maka keseluruhan gelombang harmonik yang merambat dapat dituliskan 

dalam persamaan berikut: 

𝜂 𝑥, 𝑡 =  
𝐴𝑒−𝑖 𝑘1𝑥−𝜔𝑡  + 𝐵𝑒−𝑖 −𝑘1𝑥−𝜔𝑡            𝑥 < 0
𝐶𝑒−𝑖(𝑘2𝑥−𝜔𝑡) + 𝐷𝑒−𝑖(−𝑘2𝑥−𝜔𝑡)    0 < 𝑥 < 𝐿
𝐸𝑒−𝑖(𝑘3𝑥−𝜔𝑡)                                         𝑥 > 𝐿

  

  

I II III 

𝑥 = 0 𝑥 = 𝐿 

transmisi 
transmisi 

ℎ1 
ℎ2 

ℎ3 

refleksi 

ℎ = 0 

ℎ = −ℎ 

𝜂 𝑥, 𝑡  
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dimana 𝐴, 𝐶, 𝐸 adalah amplitudo gelombang transmisi dan 𝐵,𝐷 amplitudo 

gelombang refleksi, sedangkan 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3 adalah bilangan gelombang yang terkait 

dengan kedalaman saluran ℎ1, ℎ2, ℎ3 dan 𝜔 menyatakan frekuensi gelombang. 

 Karena nilai amplitudo 𝐴 akan diberikan, maka akan ditentukan 𝐵, 𝐶, 𝐷 

dan 𝐸 dengan pertimbangan bahwa fluida harus kontinu, terutama pada 𝑥 = 0 dan 

𝑥 = 𝐿. Sehingga kekontinuan permukaan fluida dapat dicari dengan 

 𝜂 𝑥, 𝑡 𝑥→0−
Lim =  𝜂 𝑥, 𝑡 𝑥→0+

Lim  

 𝜂 𝑥, 𝑡 𝑥→𝐿−
Lim =  𝜂 𝑥, 𝑡 𝑥→𝐿+

Lim  

(3.22) 

(3.23) 

untuk mencari kekontinuan permukaan fluida pada 𝑥 = 0 maka perhatikan 

persamaan (3.22)  

 𝜂 𝑥, 𝑡 𝑥→0−
Lim =  𝜂 𝑥, 𝑡 𝑥→0+

Lim  

Selanjutnya substitusikan fungsi 𝜂 yang sudah diberikan pada daerah I (𝑥 < 0) 

untuk permukaan fluida yang mendekati 0 dari kiri dan fungsi 𝜂 pada daerah II 

(0 < 𝑥 < 𝐿) untuk permukaan fluida yang mendekati 0 dari kanan sehingga 

 𝐴𝑒−𝑖 𝑘1𝑥−𝜔𝑡  + 𝐵𝑒−𝑖 −𝑘1𝑥−𝜔𝑡  
𝑥→0
Lim =  𝐶𝑒−𝑖 𝑘2𝑥−𝜔𝑡  + 𝐷𝑒−𝑖 −𝑘2𝑥−𝜔𝑡  

𝑥→0
Lim  

𝐴𝑒𝑖𝜔𝑡 + 𝐵𝑒𝑖𝜔𝑡 = 𝐶𝑒𝑖𝜔𝑡 + 𝐷𝑒𝑖𝜔𝑡  

dikalikan dengan 
1

𝑒 𝑖𝜔𝑡
 maka 

𝐴 + 𝐵 = 𝐶 + 𝐷 (3.24) 

 Sedangkan untuk mencari kekontinuan permukaan fluida pada 𝑥 = 𝐿 

maka perhatikan persamaan (3.23) berikut: 

 𝜂 𝑥, 𝑡 𝑥→𝐿−
Lim =  𝜂 𝑥, 𝑡 𝑥→𝐿+

Lim  
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Selanjutnya substitusikan fungsi 𝜂 yang sudah diberikan pada daerah II (0 < 𝑥 <

𝐿)  untuk permukaan fluida yang mendekati 𝐿 dari kiri dan fungsi 𝜂 pada daerah 

III (𝑥 > 𝐿)  untuk permukaan fluida yang mendekati 𝐿 dari kanan sehingga 

 𝐶𝑒−𝑖 𝑘2𝑥−𝜔𝑡  + 𝐷𝑒−𝑖 −𝑘2𝑥−𝜔𝑡  
𝑥→𝐿−

Lim =  𝐸𝑒−𝑖 𝑘3𝑥−𝜔𝑡  
𝑥→𝐿+

Lim  

𝐶𝑒−𝑖𝑘2𝐿+𝑖𝜔𝑡 + 𝐷𝑒𝑖𝑘2𝐿+𝑖𝜔𝑡 = 𝐸𝑒−𝑖𝑘3𝐿+𝑖𝜔𝑡  

𝐶𝑒−𝑖𝑘2𝐿𝑒𝑖𝜔𝑡 + 𝐷𝑒𝑖𝑘2𝑒𝑖𝜔𝑡 = 𝐸𝑒−𝑖𝑘3𝐿𝑒𝑖𝜔𝑡  

Dikalikan dengan 
1

𝑒 𝑖𝜔𝑡
 maka 

𝐶𝑒−𝑖𝑘2𝐿  + 𝐷𝑒𝑖𝑘2𝐿  = 𝐸𝑒−𝑖𝑘3𝐿 (3.25) 

 Kondisi selanjutnya yang akan digunakan untuk menentukan amplitudo 

𝐵, 𝐶, 𝐷 dan 𝐸 yaitu kekontinuan flux massa fluida (𝑄) sebelum dan sesudah balok 

pemecah gelombang, yakni pada 𝑥 = 0 dan 𝑥 = 𝐿.  

 𝑄𝑥→0−
Lim =  𝑄𝑥→0+

Lim  

 𝑄𝑥→𝐿−
Lim =  𝑄𝑥→𝐿+

Lim  

(3.26) 

(3.27) 

dengan 𝑄 =  𝜙𝑥  𝑑𝑦
0

−ℎ
. 

Oleh karena itu, untuk 𝑥 < 0 flux massa fluida (𝑄1) yaitu dengan menurunkan 

persamaan (3.19) terhadap 𝑥, maka 

𝜙 𝑥, 𝑦, 𝑡 =
𝑖𝑔

𝜔
𝜂  cosh 𝑘1𝑦 +

𝜔2

𝑔𝑘1
  sinh 𝑘1𝑦    

𝜙𝑥 =
𝑖𝑔

𝜔
𝜂𝑥  cosh 𝑘1𝑦 +

𝜔2

𝑔𝑘1
  sinh 𝑘1𝑦    

Sehingga dengan mengintegralkan fungsi 𝜙𝑥  tersebut terhadap 𝑦 diperoleh 
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𝑄1 =  𝜙𝑥  𝑑𝑦
0

−ℎ1

 

=
𝑖𝑔

𝜔
𝜂𝑥   cosh 𝑘1𝑦 +

𝜔2

𝑔𝑘1
  sinh 𝑘1𝑦    𝑑𝑦

0

−ℎ1

 

=
𝑖𝑔

𝜔
𝜂𝑥  

1

𝑘1
sinh 𝑘1𝑦 +

𝜔2

𝑔𝑘1
2  cosh 𝑘1𝑦  

0
−ℎ1

 

=
𝑖𝑔

𝜔
𝜂𝑥   

1

𝑘1
sinh 0 +

𝜔2

𝑔𝑘1
2  cosh 0 −  −

1

𝑘1
sinh 𝑘1ℎ1 +

𝜔2

𝑔𝑘1
2  cosh 𝑘1ℎ1    

=
𝑖𝑔

𝜔
𝜂𝑥   

𝜔2

𝑔𝑘1
2  +  

1

𝑘1
sinh 𝑘1ℎ1 −

𝜔2

𝑔𝑘1
2  cosh 𝑘1ℎ1    

=
𝑖𝑔

𝜔𝑘1
𝜂𝑥   

𝜔2

𝑔𝑘1
  +  sinh 𝑘1ℎ1 −

𝜔2

𝑔𝑘1
 cosh 𝑘1ℎ1    

Selanjutnya, substitusikan persamaan (3.21) pada persamaan di atas maka 

diperoleh flux massa fluida pada 𝑥 < 0 yaitu  

𝑄1 =
𝑖𝑔

𝜔𝑘1
𝜂𝑥   

𝜔2

𝑔𝑘1
  +  

𝜔2

𝑔𝑘1
 cosh 𝑘1ℎ1 −

𝜔2

𝑔𝑘1
 cosh 𝑘1ℎ1    

=
𝑖𝑔

𝜔𝑘1
𝜂𝑥  

𝜔2

𝑔𝑘1
  

𝑄1 =
𝑖𝜔

𝑘1
2 𝜂𝑥  

Dengan cara yang sama, maka akan diperoleh flux massa fluida berikut: 

𝑄2 =
𝑖𝜔

𝑘2
2 𝜂𝑥      untuk 0 < 𝑥 < 𝐿 

𝑄3 =
𝑖𝜔

𝑘3
2 𝜂𝑥      untuk 𝑥 > 𝐿 

 Sehingga untuk mencari kekontinuan flux massa fluida pada 𝑥 = 0 maka 

persamaan (3.26) menjadi 
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 𝑄𝑥→0−
Lim =  𝑄𝑥→0+

Lim  

 𝑄1𝑥→0
Lim =  𝑄2𝑥→0

Lim  

dengan 𝑄1 adalah  flux massa fluida yang mendekati 0 dari kiri dan 𝑄2 adalah flux 

massa fluida yang mendekati 0 dari kanan, maka 

 𝑥→0
Lim

𝑖𝜔

𝑘1
2 𝜂𝑥 =  𝑥→0

Lim
𝑖𝜔

𝑘2
2 𝜂𝑥  

kemudian substitusikan fungsi 𝜂 yang diturunkan terhadap 𝑥 atau 𝜂𝑥  pada 

persamaan di atas, dengan fungsi 𝜂 yang sudah diberikan pada daerah I dan pada 

daerah II sehingga 

 

 

 

dan dikalikan dengan 
1

𝑒 𝑖𝜔𝑡
 sehingga diperoleh 

−𝜔

𝑘1

 −𝐴 + 𝐵 =
−𝜔

𝑘2

 −𝐶 + 𝐷  

atau 

 −𝐴 + 𝐵 𝑘2 =  −𝐶 + 𝐷 𝑘1 (3.28) 

 Sedangkan untuk mencari kekontinuan flux massa fluida pada 𝑥 = 𝐿 

maka persamaan (3.27) menjadi 

 𝑄𝑥→𝐿−
Lim =  𝑄𝑥→𝐿+

Lim  

 𝑄2𝑥→𝐿
Lim =  𝑄3𝑥→𝐿

Lim  

dengan 𝑄2 adalah  flux massa fluida yang mendekati 𝐿 dari kiri dan 𝑄3 adalah flux 

massa fluida yang mendekati 𝐿 dari kanan, maka 
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𝑖𝜔

𝑘2
2 𝜂𝑥𝑥→𝐿

Lim =   
𝑖𝜔

𝑘3
2 𝜂𝑥𝑥→𝐿

Lim  

kemudian substitusikan fungsi 𝜂 yang diturunkan terhadap 𝑥 atau 𝜂𝑥  pada 

persamaan di atas, dengan fungsi 𝜂 yang sudah diberikan pada daerah II dan pada 

daerah III sehingga 

 𝑥→𝐿
Lim  

𝑖𝜔

𝑘2
2  𝑖𝑘2  −𝐶𝑒−𝑖 𝑘2𝑥−𝜔𝑡  + 𝐷𝑒−𝑖 −𝑘2𝑥−𝜔𝑡   =   

𝑖𝜔

𝑘3
2  −𝑖𝑘3𝐸𝑒

−𝑖 𝑘3𝑥−𝜔𝑡    𝑥→𝐿
Lim  

 𝑥→𝐿
Lim  

−𝜔

𝑘2
  −𝐶𝑒−𝑖 𝑘2𝑥−𝜔𝑡  + 𝐷𝑒−𝑖 −𝑘2𝑥−𝜔𝑡   =   

−𝜔

𝑘3
  −𝐸𝑒−𝑖 𝑘3𝑥−𝜔𝑡    𝑥→𝐿

Lim  

 
−𝜔

𝑘2
  −𝐶𝑒 −𝑖𝑘2𝐿+𝑖𝜔𝑡  + 𝐷𝑒 𝑖𝑘2𝐿+𝑖𝜔𝑡   =  

−𝜔

𝑘3
  −𝐸𝑒 −𝑖𝑘3𝐿+𝑖𝜔𝑡    

atau 

𝜔

𝑘2
 𝐶𝑒−𝑖𝑘2𝐿𝑒𝑖𝜔𝑡 − 𝐷𝑒𝑖𝑘2𝐿𝑒𝑖𝜔𝑡  =

𝜔 

𝑘3
𝐸𝑒−𝑖𝑘3𝐿𝑒𝑖𝜔𝑡  

dan dikalikan dengan 
1

𝑒 𝑖𝜔𝑡
 sehingga diperoleh 

𝜔

𝑘2
 𝐶𝑒−𝑖𝑘2𝐿 − 𝐷𝑒𝑖𝑘2𝐿 =

𝜔 

𝑘3
𝐸𝑒−𝑖𝑘3𝐿 

atau 

 𝐶𝑒−𝑖𝑘2𝐿 − 𝐷𝑒𝑖𝑘2𝐿 𝑘3 = 𝐸𝑒−𝑖𝑘3𝐿𝑘2 (3.29) 

Selanjutnya tulis ulang persamaan (3.24), (3.25), (3.28) dan (3.29) sebagai 

berikut: 

𝐴 + 𝐵 = 𝐶 + 𝐷 

𝐶𝑒−𝑖𝑘2𝐿  + 𝐷𝑒𝑖𝑘2𝐿  = 𝐸𝑒−𝑖𝑘3𝐿 

 −𝐴 + 𝐵 𝑘2 =  −𝐶 + 𝐷 𝑘1 

 𝐶𝑒−𝑖𝑘2𝐿 − 𝐷𝑒𝑖𝑘2𝐿 𝑘3 = 𝐸𝑒−𝑖𝑘3𝐿𝑘2 

(3.30) 

(3.31) 

(3.32) 

(3.33) 
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Karena nilai 𝐴 nantinya akan diberikan maka selanjutnya akan dicari solusi 

𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐸 yang mewakili amplitudo gelombang dari keempat persamaan tersebut. 

Dari persamaan (3.30) dapat ditulis menjadi 

𝐵 = 𝐶 + 𝐷 − 𝐴 

Substitusikan 𝐵 pada persamaan (3.32), diperoleh 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Substitusikan persamaan (3.35) ke persamaan (3.31), maka 
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Selanjutnya substitusikan persamaan (3.35) dan persamaan (3.36) ke persamaan 

(3.33), yaitu 
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Selanjutnya substitusikan persamaan (3.37) ke persamaan (3.36), maka 

 

 

 

 

 

dan substitusikan persamaan (3.38) ke persamaan (3.35), diperoleh 
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 Sehingga dengan pemberian fungsi 𝜂 𝑥, 𝑡  untuk gelombang harmonik 

yang merambat melalui sebuah belok pemecah gelombang berikut: 

𝜂 𝑥, 𝑡 =  
𝐴𝑒−𝑖 𝑘1𝑥−𝜔𝑡  + 𝐵𝑒−𝑖 −𝑘1𝑥−𝜔𝑡            𝑥 < 0
𝐶𝑒−𝑖(𝑘2𝑥−𝜔𝑡) + 𝐷𝑒−𝑖(−𝑘2𝑥−𝜔𝑡)    0 < 𝑥 < 𝐿
𝐸𝑒−𝑖(𝑘3𝑥−𝜔𝑡)                                         𝑥 > 𝐿

  

maka diperoleh persamaan (3.39) untuk amplitudo gelombang transmisi C, 

persamaan (3.38) untuk amplitudo gelombang refleksi D, persamaan (3.37) untuk 

amplitudo gelombang transmisi E, dan persamaan (3.34) untuk amplitudo 

gelombang refleksi B.  

Jika diberikan nilai frekuensi gelombang 𝜔 = 2, gravitasi 𝑔 = 10, 

kedalaman pada daerah I (ℎ1) = 3,5, kedalaman pada daerah II (ℎ2) = 0,5, 

kedalaman pada daerah III (ℎ3) = 3,5, maka dari persamaan dispersi (3.20) 

diperoleh 𝑘1 = 0,44, 𝑘2 = 0,93, dan 𝑘3 = 0,44. Selanjutnya diberikan nilai 

𝐴 = 0,5, pada 𝑡 = 3 dan 𝑥 = −30 sampai 30 serta lebar balok 𝐿 = 2,3 maka 

dengan mensubstitusikan parameter-parameter tersebut ke persamaan (3.34), 

(3.37), (3.38) dan (3.39) diperoleh nilai amplitudo 𝐵 = 0,2550 − 0,1259𝑖, 𝐶 =

0,6364 + 0,0701𝑖, 𝐷 = 0,1185 − 0,1959𝑖, 𝐸 = 0,2162 − 0,3499𝑖.   

Selanjutnya nilai 𝐵, 𝐶, 𝐷, 𝐸 tersebut disubstitusikan kembali ke persamaan 

𝜂 𝑥, 𝑡  dan persamaan potensial (3.19) berikut: 

𝜙 𝑥, 𝑦, 𝑡 =
𝑖𝑔

𝜔
𝜂 𝑥, 𝑡  cosh 𝑘𝑦 +

𝜔2

𝑔𝑘
 sinh 𝑘𝑦   

sehingga dapat ditampilkan pada gambar (3.2). 
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Gambar 3.2 Fungsi Potensial 𝜙 

 

3.4 Simulasi Evolusi Gelombang Permukaan 

 Selanjutnya akan dilakukan simulasi evolusi gelombang permukaan dari 

relasi dispersi pada persamaan (3.20) dan solusi pada persamaan (3.34), (3.37), 

(3.38), (3.39) yang disubstitusikan ke persamaan 𝜂(𝑥, 𝑡) pada masing-masing 

daerah sebelum dan sesudah melewati balok pemecah gelombang. Dalam hal ini 

peneliti memodifikasi parameter yang ada untuk melihat pengaruh dari parameter-

parameter tersebut terhadap fenomena yang terjadi.  

 Dengan memodifikasi lebar balok pemecah gelombang maka dapat 

diketahui seberapa besar pengaruhnya terhadap penurunan amplitudo gelombang 

setelah melewati balok tersebut. Dalam hal ini diberikan nilai amplitudo 

gelombang transmisi 𝐴 = 0,5 𝑚 , frekuensi gelombang 𝜔 = 2 , gravitasi =

 10 𝑚/𝑠2, dan kedalaman pada daerah I (ℎ1) yang sama dengan kedalaman pada 

daerah III (ℎ3) yaitu sebesar 3,5 𝑚 serta kedalaman pada daerah II (ℎ2) sebesar 
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 1 𝑚 yang artinya tinggi dari sebuah balok pemecah gelombang tersebut yaitu 

sama dengan 2,5 𝑚, sehingga hasil simulasinya dapat dilihat dalam gambar 3.3 

berikut: 

  

Gambar 3.3a Gambar 3.3b 

  

Gambar 3.3c Gambar 3.3d 

Gambar 3.3 Simulasi dengan Modifikasi Lebar Balok Pemecah Gelombang 

 

 Pada gambar 3.3a yakni dengan lebar balok sebesar 1 𝑚 mampu 

mereduksi amplitudo gelombang sebesar 3,74 %. Pada gambar 3.3b dengan lebar 

balok sebesar 2 𝑚 mampu mereduksi amplitudo gelombang sebesar 8,41 %. 

Sedangkan pada gambar 3.3c dengan lebar balok sebesar 2,3 𝑚 mampu 

-30 -20 -10 0 10 20 30
-3.5

-3

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

Tinggi Balok 2.5      Lebar Balok 1

Penurunan Amplitudo Gelombang =  3.7358 %

-30 -20 -10 0 10 20 30
-3.5

-3

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

Tinggi Balok 2.5      Lebar Balok 2

Penurunan Amplitudo Gelombang =  8.4081 %

-30 -20 -10 0 10 20 30
-3.5

-3

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

Tinggi Balok 2.5      Lebar Balok 2.3

Penurunan Amplitudo Gelombang =  8.7572 %

-30 -20 -10 0 10 20 30
-3.5

-3

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

Tinggi Balok 2.5      Lebar Balok 2.4

Penurunan Amplitudo Gelombang =  8.7343 %



50 
 

mereduksi amplitudo gelombang sebesar 8,76 % dan pada gambar 3.3d dengan 

lebar balok sebesar 2,4 𝑚 mampu mereduksi amplitudo gelombang sebesar 

8,73 %.  

 Untuk mengetahui pengaruh lebar balok terhadap penurunan amplitudo 

gelombang dilakukan pengujian dari relasi dispersi pada persamaan (3.20) serta 

solusi pada persamaan (3.34), (3.37), (3.38), dan (3.39). Dalam hal ini dilakukan 

pengujian pada beberapa lebar balok mulai 0,1 𝑚 sampai 20 𝑚 dengan selang 

sebesar 0,1 𝑚 sehingga hasilnya dapat dilihat pada gambar 3.4 berikut: 

 

Gambar 3.4 Pengaruh Lebar Balok dengan 𝜔 = 2 

 

 Dari gambar 3.4 di atas dapat dilihat bahwa pengaruh lebar balok 

terhadap penurunan amplitudo gelombang terjadi secara periodik. Pada lebar 

balok 0,1 𝑚 sampai 2,3 𝑚 prosentase penurunan amplitudo gelombang terus 
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meningkat, sedangkan pada lebar balok 2,4 𝑚 sampai 4,6  𝑚 prosentase 

penurunan amplitudo gelombang menurun. Pada lebar balok 4,7 𝑚 sampai 7,0 𝑚 

prosentase penurunan amplitudo gelombang terus meningkat, sedangkan pada 

lebar balok 7,1 𝑚 sampai 11  𝑚 prosentase penurunan amplitudo gelombang 

menurun. Dengan pengujian pada beberapa lebar balok mulai 0,1 𝑚 sampai 20 𝑚 

tersebut diperoleh lebar balok yang menghasilkan prosentase penurunan 

amplitudo gelombang paling besar yaitu pada lebar balok 2,3 m; 7,0 m; 11,6 m; 

16,2 m sebesar 8,75 %.  

 Karena untuk mendesain suatu pemecah gelombang yang dapat 

mereduksi amplitudo gelombang secara maksimal dibutuhkan biaya yang 

beragam, maka dipilih sebuah pemecah gelombang berupa balok berukuran 

minim tetapi mampu mereduksi amplitudo secara maksimal. Sehingga lebar 

optimal balok dengan 𝜔 = 2 adalah sebesar 2,3 𝑚. 

 Sedangkan untuk mengetahui pengaruh lebar balok terhadap penurunan 

amplitudo gelombang dengan memodifikasi frekuensi gelombang yakni  𝜔 = 1 

dan 𝜔 = 3  diberikan nilai amplitudo gelombang transmisi 𝐴 = 0,5 𝑚, gravitasi 

=  10 𝑚/𝑠2, dan kedalaman pada daerah I (ℎ1) yang sama dengan kedalaman 

pada daerah III (ℎ3) yaitu sebesar 3,5 𝑚 serta kedalaman pada daerah II (ℎ2) 

sebesar  1 𝑚 yang artinya tinggi dari sebuah balok pemecah gelombang tersebut 

yaitu sama dengan 2,5 𝑚 dilakukan pengujian pada beberapa lebar balok mulai 

0,1 𝑚 sampai 20 𝑚 dengan selang sebesar 0,1 𝑚 sehingga hasilnya dapat dilihat 

pada gambar 3.5 dan gambar 3.6 berikut: 
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Gambar 3.5 Pengaruh Lebar Balok dengan 𝜔 = 1 

 

 

Gambar 3.6 Pengaruh Lebar Balok dengan 𝜔 = 3 

 

 Pada gambar 3.5 di atas dengan pemberian frekuensi gelombang 𝜔 = 1 

diperoleh lebar balok yang menghasilkan prosentase penurunan amplitudo 

gelombang paling besar yaitu pada lebar balok 4,8 𝑚 dan 14,7 𝑚 sebesar 
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14,87 %. Sehingga dengan pemberian frekuensi gelombang 𝜔 = 1 diperoleh 

lebar optimal balok sebesar 4,8 𝑚. 

 Sedangkan pada gambar 3.6 dengan pemberian frekuensi gelombang 

𝜔 = 3 diperoleh lebar balok yang menghasilkan prosentase penurunan amplitudo 

gelombang paling besar yaitu pada lebar balok 1,4 m; 4,4 m; 7 m; 9,9 m; 12,6 m; 

15,5 m dan 18,3 m sebesar 2,2 %. Maka dengan pemberian frekuensi gelombang 

𝜔 = 3 diperoleh lebar optimal balok sebesar 1,4 𝑚. Sehingga seiring dengan 

bertambahnya frekuensi gelombang (𝜔) yang diberikan, maka lebar optimal balok 

akan semakin berkurang. 

 Selanjutnya akan dilakukan modifikasi tinggi balok pemecah gelombang 

sehingga dapat diketahui seberapa besar pengaruhnya terhadap penurunan 

amplitudo gelombang setelah melewati balok pemecah tersebut. Simulasi 

dilakukan berdasarkan relasi dispersi dan solusi pada persamaan (3.34), (3.37), 

(3.38), (3.39) yang disubstitusikan ke persamaan 𝜂(𝑥, 𝑡) pada masing-masing 

daerah sebelum dan sesudah melewati balok pemecah gelombang. Dalam hal ini 

dipilih lebar optimal balok sebesar 2,3 𝑚 dan diberikan juga nilai amplitudo 

gelombang transmisi 𝐴 = 0,5 𝑚 , frekuensi gelombang 𝜔 = 2 , gravitasi =

 10 𝑚/𝑠2, serta kedalaman pada daerah I (ℎ1) yang sama dengan kedalaman pada 

daerah III (ℎ3) yaitu sebesar 3,5 𝑚. Sehingga hasil simulasinya dapat dilihat 

dalam gambar 3.7 berikut: 
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Gambar 3.7a Gambar 3.7b 

  

Gambar 3.7c Gambar 3.7d 

Gambar 3.7 Simulasi dengan Modifikasi Tinggi Balok Pemecah Gelombang 

 

 Pada gambar 3.7a yakni tinggi balok sebesar 0,8 𝑚 mampu mereduksi 

amplitudo gelombang sebesar 0,17 %. Pada gambar 3.7b dengan tinggi balok 

sebesar 0,9 𝑚 mampu mereduksi amplitudo gelombang sebesar 0,24 %. 

Sedangkan pada gambar 3.7c dengan tinggi balok sebesar 1 𝑚 mampu mereduksi 

amplitudo gelombang sebesar 0,32 % dan pada gambar 3.7d dengan tinggi balok 

sebesar 3 𝑚 mampu mereduksi amplitudo gelombang sebesar 17,82 %. 

 Karena pemecah gelombang berupa balok terendam, maka tinggi balok 

harus kurang dari tinggi permukaan gelombang. Sehingga untuk mengetahui 
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pengaruh tinggi balok terhadap penurunan amplitudo gelombang dilakukan 

pengujian dari relasi dispersi pada persamaan (3.20) serta solusi pada persamaan 

(3.34), (3.37), (3.38), dan (3.39). Dalam hal ini pengujian dilakukan pada 

beberapa tinggi balok mulai 0,1 𝑚 sampai 3 𝑚 dengan selang sebesar 0,1 𝑚 

sehingga hasilnya dapat dilihat pada gambar 3.8 berikut: 

 

Gambar 3.8 Pengaruh Tinggi Balok 

 

 Dari gambar 3.8 di atas dapat dilihat bahwa prosentase penurunan 

amplitudo gelombang setelah melewati balok pemecah terus mengalami 

peningkatan seiring dengan bertambahnya tinggi balok pemecah gelombang. Pada 

tinggi balok pemecah gelombang sama dengan 0, artinya kedalaman pada daerah 

I, daerah II dan daerah III yaitu sama sebesar 3,5 𝑚 maka tidak terjadi penurunan 

amplitudo gelombang. Untuk tinggi balok mulai 0,1 𝑚 sampai 3 𝑚 prosentase 
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penurunan amplitudo gelombang terus mengalami peningkatan hingga mampu 

mereduksi amplitudo gelombang sebesar 17.82 %.  
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BAB IV 

PENUTUP 

 

4.1 Kesimpulan 

 Berdasarkan pembahasan di atas, maka dapat diperoleh kesimpulan 

berikut: 

1. Solusi dari masalah evolusi gelombang harmonik yang melalui sebuah 

pemecah gelombang menggunakan metode pemisahan variabel yaitu berupa 

amplitudo gelombang 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2. Semakin besar frekuensi gelombang (𝜔) maka semakin kecil lebar optimal 

balok pemecah gelombang. Karena pemecah gelombang berupa balok 

terendam, maka tinggi balok harus kurang dari tinggi permukaan gelombang 
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sehingga semakin besar tinggi balok pemecah gelombang maka semakin 

besar pula penurunan amplitudo gelombang yang dihasilkan. 

 

4.2 Saran 

 Dalam skripsi ini penelitian difokuskan pada sebuah balok pemecah 

gelombang dengan teori gelombang linier. Bagi penelitian selanjutnya, disarankan 

untuk melanjutkan penelitian mengenai evolusi gelombang yang melalui pemecah 

gelombang menggunakan teori gelombang nonlinier. Sehingga dapat diketahui 

pengaruh dari bentuk pemecah gelombang terhadap penurunan amplitudo 

gelombang. 
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LAMPIRAN-LAMPIRAN 

 

 

 

Lampiran 1 
 

 

Mencari nilai dari bilangan gelombang (𝑘) 

 
clc, clear 

syms  k 

  

w=2; 

h1=3.5; 

h2=1; 

h3=3.5; 

g=10; 

  

y1=(w^2)-g*k*tanh(h1*k) 

y2=(w^2)-g*k*tanh(h2*k) 

y3=(w^2)-g*k*tanh(h3*k) 

ka1=solve(y1) 

ka2=solve(y2) 

ka3=solve(y3) 

 

k1=abs(ka1(1,1)) 

k2=abs(ka2(1,1)) 

k3=abs(ka3(1,1)) 
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

Lampiran 2 

 

 

Simulasi evolusi gelombang permukaan 

 
clc, clear 

A=0.5; 

w=2; 

L=2.3; 

h1=3.5; 

h2=1 ; 

h3=3.5; 

g=10; 

tinggibalok=h1-h2; 

  

k1=0.4389; 

k2=0.6778;  

k3=0.4389; 

  

M = [ -1 1 1 0; 0 exp(-i*k2*L) exp(i*k2*L) -exp(-

i*k3*L); k2 k1 -k1 0 ; 0 (w/k2)*exp(-i*k2*L) (-

w/k2)*exp(i*k2*L) (-w/k3)*exp(-i*k3*L) ] 

b = [ 1*A; 0*A; k2*A;  0*A] 

x = M\b 

  

B=x(1,1) 

C=x(2,1) 

D=x(3,1) 

E=x(4,1) 

  

  

figure(1),clf 

X=-30:0.1:30; 

t=0:0.1: 10; 

for p = 1:length(t)     

    for j = 1:length(X) 

        if X(j)<0  

            y(j)=(A*exp(-i*(k1*X(j)-w*t(p)))+B*exp(-

i*(-k1*X(j)-w*t(p)))); 

          elseif X(j)>=0 && X(j)<=L 

            y(j)=(C*exp(-i*(k2*X(j)-w*t(p)))+D*exp(-

i*(-k2*X(j)-w*t(p)))); 

        else 

            y(j)=(E*exp(-i*(k3*X(j)-w*t(p)))); 

        end 

    end  

 



 

ting=abs(A) 

ting2=abs(E) 

penurunan=ting-ting2 

persen=(penurunan/ting)*100 

   

area(X,real(y),-3.5) 

ylim([-3.5 2])  

alpha(0.6) 

hold on 

xb=-30:1:60; 

plot(xb,0,'k.', xb,A,'k.',xb,-A,'k.'); 

hold off 

     

rectangle('Position',[0,-

3.5,L,tinggibalok],'Curvature',[0.1,0.1],'LineWidth'

,1,'FaceColor','k') 

xlabel(['Tinggi Balok',' ',num2str(tinggibalok),'      

','Lebar Balok',' ',num2str(L)]) 

pause(0.1) 

title(['Penurunan',' ',num2str(persen),' ', '%']) 

end 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

Lampiran 3 

 
 

Menentukan lebar optimal balok pemecah gelombang 

 
clc, clear 

A=0.5; 

w=2; 

L=0:0.1:20; 

h1=3.5; 

h2=1; 

h3=3.5; 

g=10; 

 

k1=0.4389; 

k2=0.6778;  

k3=0.4389; 

  

for s=1:length(L) 

M = [ -1 1 1 0; 0 exp(-i*k2*L(s)) exp(i*k2*L(s)) -

exp(-i*k3*L(s)); k2 k1 -k1 0 ; 0 k3*exp(-i*k2*L(s)) 

-k3*exp(i*k2*L(s)) -k2*exp(-i*k3*L(s)) ] 

b = [ 1*A; 0*A; k2*A;  0*A] 

x = M\b 

E(s)=x(4,1) 

  

ting=abs(A) 

ting2(s)=abs(E(s)) 

penurunan(s)=ting-ting2(s) 

persen(s)=(penurunan(s)/ting)*100 

end 

  

plot(L,persen) 

xlabel('Lebar Balok') 

ylabel('Penurunan (%)') 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

Lampiran 4 

 

 

Pengaruh Tinggi balok pemecah gelombang 

 
clc,clear 

syms k 

A=0.5; 

w=2; 

L=2.3; 

h1=3.5; 

h2=3.5:-0.1:0.1; 

h3=3.5; 

g=10; 

k1=0.4389; 

k3=0.4389; 

  

for m=1:length(h2) 

y2=(w^2)-g*k*tanh(h2(m)*k) 

ka2=solve(y2) 

kaa=abs(ka2) 

k2(m)=kaa(1,1) 

  

M = [ -1 1 1 0; 0 exp(-i*k2(m)*L) exp(i*k2(m)*L) -

exp(-i*k3*L); k2(m) k1 -k1 0 ; 0 k3*exp(-i*k2(m)*L) 

-k3*exp(i*k2(m)*L) -k2(m)*exp(-i*k3*L) ] 

b = [ 1*A; 0*A; k2(m)*A;  0*A] 

x = M\b 

E(m) = x(4,1) 

  

ting=abs(A) 

ting2(m)=abs(E(m)) 

penurunan(m)=ting-ting2(m) 

persen(m)=(penurunan(m)/ting)*100 

  

 end 

plot(0.1:0.1:3.5,persen) 

axis([0 3 0 18]) 

grid on 

xlabel('Tinggi Balok') 

ylabel('Penurunan (%)') 

 

 

 

 

 

 



 

Lampiran 5 

Pembuktian  

𝑞 ×  ∇ × 𝑞  =  𝑞 ∙ 𝑞  ∇ −  𝑞 ∙ ∇  𝑞  

dengan 

∇=  
∂

∂𝑥
i +

𝜕

𝜕𝑦
j +

𝜕

𝜕𝑧
k  

𝑞 = 𝑢 i + 𝑣 j + 𝑤 k 

maka 

 ∇ × 𝑞  =  

𝑖 𝑗 𝑘

∂

∂𝑥

𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧
𝑢 𝑣 𝑤

  

= 𝑖  
𝜕𝑤

𝜕𝑦
−

𝜕𝑣

𝜕𝑧
 − 𝑗  

∂𝑤

∂𝑥
−

𝜕𝑢

𝜕𝑧
 + 𝑘  

∂𝑣

∂𝑥
−

𝜕𝑢

𝜕𝑦
  

= 𝑖  
𝜕𝑤

𝜕𝑦
−

𝜕𝑣

𝜕𝑧
 + 𝑗  

𝜕𝑢

𝜕𝑧
−

∂𝑤

∂𝑥
 + 𝑘  

∂𝑣

∂𝑥
−

𝜕𝑢

𝜕𝑦
  

dan 

𝑞 ×  ∇ × 𝑞  =  

𝑖 𝑗 𝑘
𝑢 𝑣 𝑤

 
𝜕𝑤

𝜕𝑦
−

𝜕𝑣

𝜕𝑧
  

𝜕𝑢

𝜕𝑧
−

∂𝑤

∂𝑥
  

∂𝑣

∂𝑥
−

𝜕𝑢

𝜕𝑦
 
  

= 𝑖  𝑣  
∂𝑣

∂𝑥
−

𝜕𝑢

𝜕𝑦
 − 𝑤  

𝜕𝑢

𝜕𝑧
−

∂𝑤

∂𝑥
  

− 𝑗  𝑢  
∂𝑣

∂𝑥
−

𝜕𝑢

𝜕𝑦
 − 𝑤  

𝜕𝑤

𝜕𝑦
−

𝜕𝑣

𝜕𝑧
  

+ 𝑘  𝑢  
𝜕𝑢

𝜕𝑧
−

∂𝑤

∂𝑥
 − 𝑣  

𝜕𝑤

𝜕𝑦
−

𝜕𝑣

𝜕𝑧
   

= 𝑖  𝑣  
∂𝑣

∂𝑥
−

𝜕𝑢

𝜕𝑦
 − 𝑤  

𝜕𝑢

𝜕𝑧
−

∂𝑤

∂𝑥
  

+ 𝑗  𝑤  
𝜕𝑤

𝜕𝑦
−

𝜕𝑣

𝜕𝑧
 − 𝑢  

∂𝑣

∂𝑥
−

𝜕𝑢

𝜕𝑦
  

+ 𝑘  𝑢  
𝜕𝑢

𝜕𝑧
−

∂𝑤

∂𝑥
 − 𝑣  

𝜕𝑤

𝜕𝑦
−

𝜕𝑣

𝜕𝑧
   



 

= 𝑖  𝑣
∂𝑣

∂𝑥
− 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
− 𝑤

𝜕𝑢

𝜕𝑧
+ 𝑤

∂𝑤

∂𝑥
+ 𝑢

∂𝑢

∂𝑥
− 𝑢

∂𝑢

∂𝑥
 

+ 𝑗  𝑤
∂𝑤

∂𝑦
− 𝑤

𝜕𝑣

𝜕𝑧
− 𝑢

∂𝑣

∂𝑥
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝑣

∂𝑣

∂𝑦
− 𝑣

∂𝑣

∂𝑦
 

+ 𝑘  𝑢
𝜕𝑢

𝜕𝑧
− 𝑢

∂𝑤

∂𝑥
− 𝑣

𝜕𝑤

𝜕𝑦
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑧
+ 𝑤

∂𝑤

∂𝑧
− 𝑤

∂𝑤

∂𝑧
  

= 𝑖  
∂

∂𝑥
 𝑢𝑢 + 𝑣𝑣 + 𝑤𝑤 −  𝑢

∂

∂𝑥
+ 𝑣

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕

𝜕𝑧
 𝑢 

+ 𝑗  
∂

∂𝑦
 𝑢𝑢 + 𝑣𝑣 + 𝑤𝑤 −  𝑢

∂

∂𝑥
+ 𝑣

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕

𝜕𝑧
 𝑣 

+ 𝑘  
∂

∂𝑧
 𝑢𝑢 + 𝑣𝑣 + 𝑤𝑤 −  𝑢

∂

∂𝑥
+ 𝑣

𝜕

𝜕𝑦
+ 𝑤

𝜕

𝜕𝑧
 𝑤  

= 𝑖  
∂

∂𝑥
 𝑞 ∙ 𝑞  −  𝑞 ∙ ∇ 𝑢 + 𝑗  

∂

∂𝑦
 𝑞 ∙ 𝑞  −  𝑞 ∙ ∇ 𝑣 

+ 𝑘  
∂

∂𝑧
 𝑞 ∙ 𝑞  −  𝑞 ∙ ∇ 𝑤  

=  
∂

∂𝑥
 𝑞 ∙ 𝑞  𝑖 −  𝑞 ∙ ∇ 𝑢 𝑖 +  

∂

∂𝑦
 𝑞 ∙ 𝑞  𝑗 −  𝑞 ∙ ∇ 𝑣 𝑗 

+  
∂

∂𝑧
 𝑞 ∙ 𝑞  𝑘 −  𝑞 ∙ ∇ 𝑤 𝑘  

=  
∂

∂𝑥
 𝑞 ∙ 𝑞  𝑖 +

∂

∂𝑦
 𝑞 ∙ 𝑞  𝑗 +

∂

∂𝑧
 𝑞 ∙ 𝑞  𝑘 

−   𝑞 ∙ ∇ 𝑢 𝑖 +  𝑞 ∙ ∇ 𝑣𝑗 +  𝑞 ∙ ∇ 𝑤𝑘  

=  𝑞 ∙ 𝑞   
∂

∂𝑥
𝑖 +

𝜕

𝜕𝑦
𝑗 +

𝜕

𝜕𝑧
𝑘 −  𝑞 ∙ ∇  𝑢 𝑖 + 𝑣 𝑗 + 𝑤 𝑘  

𝒒 ×  𝛁 × 𝒒  =  𝒒 ∙ 𝒒  𝛁 −  𝒒 ∙ 𝛁  𝒒  

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa  

 𝑞 ∙ 𝑞  ∇=  
1

2
  𝑞  2 ∇ 

 𝑞 ∙ 𝑞  ∇=  𝑞 ∙ 𝑞   
∂

∂𝑥
i +

𝜕

𝜕𝑦
j +

𝜕

𝜕𝑧
k  

=  𝑢 𝑖 + 𝑣 𝑗 + 𝑤 𝑘 ∙  𝑢 𝑖 + 𝑣 𝑗 + 𝑤 𝑘  
∂

∂𝑥
i +

𝜕

𝜕𝑦
j +

𝜕

𝜕𝑧
k  

=  𝑢 𝑢 + 𝑣 𝑣 + 𝑤 𝑤  
∂

∂𝑥
i +

𝜕

𝜕𝑦
j +

𝜕

𝜕𝑧
k  

=  
∂

∂𝑥
i 𝑢 𝑢 + 𝑣 𝑣 + 𝑤 𝑤 +

𝜕

𝜕𝑦
j 𝑢 𝑢 + 𝑣 𝑣 + 𝑤 𝑤 

+
𝜕

𝜕𝑧
k 𝑢 𝑢 + 𝑣 𝑣 + 𝑤 𝑤   



 

=  
∂

∂𝑥
𝑢 𝑢 +

𝜕

𝜕𝑥
𝑣 𝑣 +

𝜕

𝜕𝑥
𝑤 𝑤 i +  

∂

∂𝑦
𝑢 𝑢 +

𝜕

𝜕𝑦
𝑣 𝑣 +

𝜕

𝜕𝑦
𝑤 𝑤 j

+  
∂

∂z
𝑢 𝑢 +

𝜕

𝜕𝑧
𝑣 𝑣 +

𝜕

𝜕𝑧
𝑤 𝑤 𝑘 

=
1

2
  2

∂

∂𝑥
𝑢 𝑢 + 2

𝜕

𝜕𝑥
𝑣 𝑣 + 2

𝜕

𝜕𝑥
𝑤 𝑤 i

+  2
∂

∂𝑦
𝑢 𝑢 + 2

𝜕

𝜕𝑦
𝑣 𝑣 + 2

𝜕

𝜕𝑦
𝑤 𝑤 j

+  2
∂

∂z
𝑢 𝑢 + 2

𝜕

𝜕𝑧
𝑣 𝑣 + 2

𝜕

𝜕𝑧
𝑤 𝑤 𝑘  

=
1

2
  

∂

∂𝑥
𝑢2 +

𝜕

𝜕𝑥
 𝑣2 +

𝜕

𝜕𝑥
 𝑤2 i +  

∂

∂𝑦
𝑢2 +

𝜕

𝜕𝑦
 𝑣2 +

𝜕

𝜕𝑦
 𝑤2 j

+  
∂

∂𝑧
𝑢2 +

𝜕

𝜕𝑧
 𝑣2 +

𝜕

𝜕𝑧
 𝑤2 k  

=
1

2
 𝑢2 + 𝑣2 + 𝑤2  

∂

∂𝑥
i +

𝜕

𝜕𝑦
j +

𝜕

𝜕𝑧
k  

=
1

2
 𝑢2 + 𝑣2 + 𝑤2 ∇ 

=
1

2
  𝑢2 + 𝑣2 + 𝑤2 

2

∇ 

=  
1

2
  𝑞  2 ∇ 

sehingga 

 𝒒 ∙ 𝒒  𝛁 =  
𝟏

𝟐
  𝒒  𝟐 𝛁 
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