MATRIKS ATAS ALJABAR MAX-PLUS

SKRIPSI

Oleh:
DESI AYU ANISIANTI
NIM. 08610004

JURUSAN MATEMATIKA
FAKULTAS SAINS DAN TEKNOLOGI
UNIVERSITAS ISLAM NEGERI MAULANA MALIK IBRAHIM
MALANG
2013

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



MATRIKS ATAS ALJABAR MAX-PLUS

SKRIPSI

Diajukan kepada:
Fakultas Sains dan Teknologi
Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang
untuk Memenuhi Salah Satu Persyaratan dalam
Memperoleh Gelar Sarjana Sains (S.Si)

Oleh:
DESI AYU ANISIANTI
NIM. 08610004

JURUSAN MATEMATIKA
FAKULTAS SAINS DAN TEKNOLOGI
UNIVERSITAS ISLAM NEGERI MAULANA MALIK IBRAHIM
MALANG
2013



MATRIKS ATAS ALJABAR MAX-PLUS

SKRIPSI

Oleh:
DESI AYU ANISIANTI
NIM. 08610004

Telah Diperiksa dan Disetujui untuk Diuji
Tanggal: 12 Desember 2012

Pembimbing | Pembimbing 11
Evawati Alisah, M.Pd Fachrur Rozi, M.Si
NIP. 19720604 199903 2 001 NIP. 19800527 200801 1 012
Mengetahui,

Ketua Jurusan Matematika

Abdussakir, M.Pd
NIP. 19751006 200312 1 001




MASTRIKS ATAS ALJABAR MAX-PLUS

SKRIPSI

Oleh:
DESI AYU ANISIANTI
NIM. 08610004

Telah Dipertahankan di Depan Dewan Penguji Skripsi
Dan Dinyatakan Diterima sebagai Salah Satu Persyaratan
Untuk Memperoleh Gelar Sarjana Sains (S.Si)

Penguji Utama

Ketua Penguji

Sekretaris Penguji

Anggota Penguji

Tanggal: 16 januari 2013

: Hairur Rahman, M.Si

NIP. 19800429 200604 1 003 ..o

: Dr. Usman Pagalay, M.Si

NIP. 19650414 200312 1 001 .cooieiiiieieeee

: Evawati Alisah, M.Pd

NIP. 19720604 199903 2 001 ...ccociiiiiiiieneen,

: Fachrur Rozi, M.Si

NIP. 19800527 200801 1 012 ...

Mengesahkan,
Ketua Jurusan Matematika,

Abdussakir, M.Pd
NIP. 19751006 200312 1 001

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



PERNYATAAN KEASLIAN TULISAN

Saya yang bertandatangan di bawah ini:

Nama : DESI AYU ANISIANTI

NIM : 08610004

Jurusan : Matematika

Fakultas : Sains dan Teknologi

Judul Penelitian : Matriks Atas Aljabar Max-Plus

Menyatakan dengan sebenar-benarnya bahwa hasil penelitian saya ini tidak
terdapat unsur-unsur penjiplakan atau karya ilmiah yang pernah dilakukan atau
dibuat oleh orang lain, kecuali yang secara tertulis dikutip dalam naskah ini dan
disebutkan dalam sumber kutipan dan daftar pustaka. Apabila ternyata hasil
penelitian ini terbukti terdapat unsur-unsur jiplakan, maka saya bersedia untuk

mempertanggungjawabkan, serta diproses sesuai peraturan yang berlaku.

Malang, 12 Desember 2012
Yang membuat pernyataan

Desi Ayu Anisianti
NIM. 08610004

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



MOTTO

Gunakanlah kesempatan hidup di dunia
dengan sebaik-baiknya

untuk memperoleh hidup yang abadi....

Selalu melangkah dengan pasti dan penuh hati-hati. ...

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



PERSEMBAHAN

Karya ini penulis persembahkan

kepada:
Kedua orang tua penulis, bapak tersayang Sabron Salam yang telah
berkorban jiwa dan raganya serta tidak mengenal lelah hanya untuk
penulis, dan ibunda tersayang Karni Yulias yang telah berkorban

nyawanya demi penulis, sehingga penulis bisa seperti saat ini.

Adik penulis Fahril Rahmadaniar

serta mas Nanang Junaedi dan kak Agus Sutrisno.

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



KATA PENGANTAR

Assalamu’alaikum Wr. Wh.

Syukur alhamdulillah penulis haturkan ke hadirat Allah SWT yang telah

melimpahkan Rahmat dan Hidayah-Nya, sehingga penulis dapat menyelesaikan

studi di Jurusan Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam

Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang sekaligus penulisan skripsi ini dengan

baik.

Selanjutnya penulis haturkan ucapan terima kasih seiring do’a dan harapan

Jjazakumullah ahsanal jaza’ kepada semua pihak yang telah membantu sehingga

selesainya skripsi ini. Ucapan terima kasih ini penulis sampaikan kepada:

1.

Prof. Dr. H. Imam Suprayogo, selaku Rektor Universitas Islam Negeri
Maulana Malik lbrahim Malang yang telah banyak memberikan pengetahuan
dan pengalaman yang berharga.

Prof. Drs. Sutiman B. Sumitro, SU., DSc, selaku Dekan Fakultas Sains dan
Teknologi Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.
Abdussakir, M.Pd, selaku Ketua Jurusan Matematika Fakultas Sains dan
Teknologi Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.

Evawati Alisah, M.Pd dan Fachrur Rozi, M.Si, selaku dosen pembimbing
skripsi, yang telah bersedia meluangkan waktu untuk memberikan bimbingan
dan arahan selama penulisan skripsi.

Segenap sivitas akademika Jurusan Matematika, terutama seluruh dosen,

terima kasih atas segenap ilmu dan bimbingannya.



10.

Bapak tercinta (Sabron Salam) dan ibunda tercinta (Karni Yulias) yang
senantiasa memberikan do’a dan restunya kepada penulis dalam menuntut
ilmu.

Adik tercinta (Fahril Rahmadaniar) yang telah menjadikan hidup penulis
lebih bermakna.

Kakanda Nanang Junaedi dan Agus Sutrisno yang selalu memberikan
semangat untuk menyelesaikan skripsi ini serta dukungan dan do’anya kepada
penulis.

Sahabat-sahabat “Isnasib Collection” dan teman senasib seperjuangan
mahasiswa Jurusan Matematika 2008, terima kasih atas segala pengalaman
berharga dan kenangan terindah saat menuntut ilmu bersama.

Semua pihak yang tidak mungkin penulis sebut satu persatu, terima kasih atas
keikhlasan bantuan moril dan spirituil yang sudah diberikan pada penulis.

Penulis berharap semoga skripsi ini dapat memberikan manfaat kepada para

pembaca khususnya bagi penulis secara pribadi. Amin Ya Rabbal Alamin.

Wassalamu’alaikum Wr. Wb.

Malang, 12 Desember 2012
Penulis

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



DAFTAR ISI

HALAMAN JUDUL

HALAMAN PENGAJUAN

HALAMAN PENGESAHAN

HALAMAN PERNYATAAN KEASLIAN TULISAN

MOTTO
HALAMAN PERSEMBAHAN
KAJFAPENGANTAR ... . B B S e voreeoglfile igierererere M - Mo eveeeee viil
DABFTAR IS 5....... X% iereicieendinneneineenereneser ¥ igha Sevee o o My tererererereMhue .- X
ABSTRAKSSERRS . . 0. . . S S e, . Y Xii
B Sl R . e B e i e e X1l
ey . .. . N B O 0L e . | Xiv
BAB | PENDAHULUAN......ccocoiiiitst e 1
MOULEETEEEL Gl W BT R B 1
B2V Umusaniviasale,. .. ..o .. A0 5 0.7 S S ANNEIRIRNERNNNY. .. 4
1.3 BatasaniPenelitianuy iy, . A A0 YO ANSINNREnnanany . ... 5
1.4 Rujuan Masalahss ot il AN 5
1.5 Manfaat PENEIILIAN .........cccveriiiiiiiiiiceeeeee s 5
1.6 Metode PENelitian..........ccccvevee i 5
1.7 Sistematika PenuliSan ...........cccooeiiiiiiiieiierecie e 6
BAB 1l KAJIAN PUSTAKA .. e 8
2.1 Himpunan dan Operasi BiNer..........ccccovviieiieie e 8
2. 1.1 HIMPUNAN ...t ae et nesreenneenee s 8
2.1.2 OPEraSi BINET .....ccoiuiiiiiiiieiesieieie e 10
2.2 MIALTTKS ...t 13
2.2.1 Pengertian MatriKS .........ccooveiiiieieeie e 13
2.2.2 Operasi Aritmetika Matriks .........cccooviiieiiieieiieseee e 14



2.4 SEMI=GIUP ..ttt bbbttt ne bbb 20
2.5 RING e 22
2.6 SEMI-RING ..ottt et e sneens 27
2.7 SEMI-FIEIA. ..o s 32
2.8 AlJabar MaX-PIUS. ........cc.ooviiiiiiiiieieieie s 35

2.8.1 Pengertian Aljabar Max-PIUS ... 35

2.8.2 Sifat-Sifat Aljabar MaX-PlUS...........cccccoeiviieiiieiiieie e 36
2.9 Inspirasi Kajian Aljabar dalam Al-qur’an...........ccccceveieviieicicie e 41
BAB 11 PEMBAHASAN ...ttt 43
1 AljabasMax=PIust.. .. Ll s S 43
3.2 Matriks atas Aljabar Max-PlUS...........c.cccooviiiieiiiie e 44

3.2.1 Pengertian Matriks atas Aljabar Max-PIus ..........ccccoovierienincnnnnnn. 44

3.2.2 Pengoperasian Aljabar Max-Plus pada Matriks...........cccccovevererennee. 44

3.2.3 Sifat-Sifat Matriks atas Aljabar Max-PIus ............c.cccovevieieiieieennn. 46
3.3 Inspirasi Kajian Aljabar Max-Plus dalam Al-Qur’an ..........ccccooceveveiiennnnn 66
BRABHNIR EN ERINE P S, . W A0 TRV, ARnnnsey . N.... 69
4.1 ¥ cRimpulans s, .. AR ... 69
4.2 SARAME........... S B ol W 70
DAFTAR PUSTAKA .ttt st e e te e e snae e enee e 71

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



ABSTRAK

Anisianti, Desi Ayu. 2012. Matriks atas Aljabar Max-plus. Skripsi. Jurusan
Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri
Maulana Malik Ibrahim Malang.

Pembimbing: I. Evawati Alisah, M.Pd
Il. Fachrur Rozi, M.Si
Kata Kunci: Semi-grup, Semi-ring, Aljabar Max-plus.

nxn

Aljabar max-plus (Rpqy,@,&®) merupakan salah satu struktur aljabar yang semi-
ring. Notasi Rj.o» menyatakan himpunan semua matriks berukuran n x n dengan
entri-entrinya elemen R, dimana R merupakan himpunan bilangan real. Operasi €
menyatakan maksimal dan operasi @ menyatakan penjumlahan, yang
didefinisikan sebagai berikut:
VA, B € R
(A®B);; = A;j®B;; = max(ay;, byj)
n

(A®B);; = EkB(Aik®Bkj)

(Rmaxn@®,®) merupakan semi-ring dengan matriks netral (¢) yang entri-entrinya
) 1Y By
yaitu —co dan matriks identitas (E);; = {g’ G sehingga untuk VA, B,C €

RI™T berlaku sifat-sifat:

i. (Rmaw@®) membentuk semi-grup komutatif idempoten dengan matriks
netral (), karena memiliki sifat asosiatif, komutatif dan terdapat matriks
(o).

i. (Rmaw®) membentuk semi-grup, karena memiliki sifat asosiatif dan
terdapat matriks identitas (E), serta memiliki matriks netral (¢) yang
bersifat menyerap terhadap operasi &.

iii. (Rmax,,&) membentuk semi-ring idempoten, karena berdasarkan i dan
ii operasi €@ bersifat idempoten dan operasi @ bersifat distributif
terhadap operasi .

Maka disarankan kepada peneliti selanjutnya untuk membahas tentang aljabar
max-plus pada matrik berordo m x n, aljabar max-plus pada fungsi skalar, pada
masalah nilai eigen dan vektor eigen, aljabar max-plus pada grap dan aljabar max-
plus dalam bentuk pemrograman agar lebih mudah menyelesaikannya



ABSTRACT

Anisianti, Desi Ayu. 2012. Matrix on Max-plus Algebra. Thesis. Department of
Mathematics, Faculty of Science and Technology, State Islamic
University Maulana Malik Ibrahim Malanag.

Promotor:|. Evawati Alisah, M.Pd
I1. Fachrur Rozi, M.Si

Keywords: Semi-group, Semi-ring, Max-plus Algebra.

An max-plus algebra (Rma,@,&) is one of the algebraic structure of a semi-ring.

Notation R}, states the set of all matrix of size n x n with entries element of R

where R is the set of real numbers. Operation @ states maximum and operation @

states addition, which is defined as follows:
VA, B € R
(A@B)l] — AU@BU = maX(al’j,bij)
n

(A®B);; = %(Aik®3kj)

(Rimax®,®) is a semi-ring with neutral matrix (¢) whose entries are —co and the
. o (0, jikai=j - :
identity matrix is (E); = {8’ jikai=j' so that for VA, B,C € R}y applicable

the properties:

i. (Rmao®) form a commutative idempotent semi-group with neutral
matrix (&), as has the nature of associative, commutative and there is a
matrix of (&).

ii. (Rmax®) form a semi-group, because the properties are associative and the
identity matrix (E), and has a neutral matrix (¢) which is absorbing the
operations .

iii.(R%{;,EB,@) form a idempotent semi-ring, because based on i and ii are
idempotent operations @ and &) is distributive operation on operation .

Then suggested to the next researchers to discuss max-plus algebra on matrix
order m x n. Max-plus algebra on scalar function, the problem eigen values and
eigen vectors, max-plus algebra on graph, and max-plus algebra in the form of
programming for easy finish.
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Seiring dengan berjalannya waktu, manusia selalu melakukan usaha untuk
menjadi yang lebih baik secara kontinyu. Usaha untuk merumuskan konsep dan
unsur dalam bidang ilmu dunia nyata. Seperti Agama Islam yang telah
mengajarkan umatnya untuk bersungguh-sungguh menuntut ilmu, baik ilmu
agama maupun ilmu pengetahuan. Seperti pada ayat Al-Qur’an yang memberikan
semangat kepada kita untuk menuntut ilmu. Seperti yang dijelaskan pada Q.S. Al-

Mujaadalah ayat 11:

247 '}

/°./° 0 A4 . 2% 8o 0 ﬂ./:a}/ =)z A .{,4 I
&\CMA{\MU /ri_z_a.‘/‘. |\3\Mv§)&.§b} Iswele cpdll G5
. deo
i fed

R P T T b Coos A Ao oo I

/_\'q) PR B ﬁﬁa/c .-
g;izzjj.\:} O}LA’J LA./{IZLJJ‘} =33
Artinya: Hai orang-orang beriman apabila kamu dikatakan kepadamu:
“berlapang-lapanglah dalam majelis”, maka lapangkanlah niscaya Allah akan
memberi kelapangan untukmu. Dan apabila dikatakan “berdirilah kamu”’, maka
berdirilah, niscaya Allah akan meninggikan orang-orang yang beriman
diantaramu dan orang-orang yang diberi ilmu pengetahuan beberapa derajat dan
Allah Maha mengetahui apa yang kamu kerjakan.
Janji Allah dalam ayat di atas tidak menyebutkan secara tegas bahwa Allah akan
meninggikan derajat orang yang berilmu namun menegaskan bahwa mereka
memiliki derajat-derajat yang lebih tinggi dari orang yang sekadar beriman. Kaum
beriman di sini dibagi menjadi dua macam, yaitu orang yang hanya beriman dan

beramal sholeh, dan orang yang beriman dan beramal sholeh serta memiliki

pengetahuan dan ilmu.



Dengan pengetahuan dan ilmu seseorang akan mudah menyelesaikan
semua urusannya dengan tepat dan akan mengetahui segala sisi kesalahannya. Di
sisi lain juga menunjukkan bahwa orang yang berilmu haruslah disertai rasa takut
dan kagum kepada Allah, yang akan mendorong tumbuhnya rasa untuk
mengamalkan ilmunya serta memanfaatkannya untuk kepentingan manusia. limu
yang dimaksud dalam ayat di atas bukan saja ilmu agama, tetapi ilmu apapun
yang bermanfaat, termasuk matematika.

Matematika merupakan suatu ilmu yang berperan sebagi ilmu pengetahuan
pelayan bagi ilmu pengetahuan yang lainnya. Matematika sebagai ilmu eksakta
dapat digunakan untuk membantu memecahkan suatu masalah dengan rumus atau
perhitungan dan dapat dijadikan sebagai alat untuk menyederhanakan penyajian,
sehingga mudah untuk dipahami, dianalisis dan dipecahkan. Seperti yang telah
dijelaskan oleh Abdul Aziz (2006), matematika adalah salah satu ilmu pasti yang
mengkaji abstraksi ruang, waktu, dan angka. Matematika juga mendeskripsikan
realitas alam semesta dalam bahasa lambang, sehingga suatu permasalahan dalam
realitas akan lebih mudah dipahami. Konsep dari disiplin ilmu matematika yang
ada dalam Al-Qur’an diantaranya adalah bidang aljabar, matematika terapan,
logika, analisis, statistik, dan lain-lain.

Aljabar merupakan salah satu cabang dari ilmu matematika yang banyak
manfaatnya karena teori-teorinya dapat digunakan untuk memecahkan masalah
dalam kehidupan sehari-hari. Sedangkan cabang dari ilmu aljabar itu sendiri

antara lain aljabar abstrak dan aljabar linier (Majid, 2011).



Aljabar abstrak adalah bidang matematika yang mengkaji struktur aljabar
seperti grup, ring, field, dan modul. Struktur aljabar dengan satu operasi biner di
antaranya grup, dan semi-grup. Sedangkan struktur aljabar dengan dua operasi
biner di antaranya adalah ring dan field. Selain ring, juga terdapat struktur aljabar
dengan dua operasi yaitu semi-ring. Pada dasarnya aljabar abstrak juga membahas
tentang himpunan dan operasinya. Sehingga dalam mempelajari materi ini selalu
identik dengan sebuah himpunan tidak kosong yang mempunyai elemen-elemen
yang dapat dikombinasikan dengan penjumlahan, perkalian, ataupun keduanya
atau dapat dioperasikan dengan satu atau lebih operasi biner. Hal tersebut berarti
pembahasan-pembahasannya melibatkan objek-objek abstrak yang dinyatakan
dalam simbol-simbol (Majid, 2011).

Sedangkan aljabar linier adalah bidang matematika yang diantaranya
mengkaji tentang vektor, pemetaan linier, dan matriks. Matriks didefinisikan
sebagai suatu himpunan bilangan atau fungsi yang tersusun dalam baris dan
kolom serta diapit oleh dua kurung siku. Bilangan atau fungsi tersebut dinamakan
entri atau elemen dari matriks. Matriks dilambangkan dengan huruf besar
sedangkan entri dilambangkan dengan huruf kecil (Imrona, 2009:1).

Matriks dibagi menjadi beberapa jenis antara lain matriks bujur sangkar,
matriks nul, matriks identitas, matriks simetri, dan lain-lain. Operasi dalam
matriks jika penjumlahan maka syaratnya jumlah ordo antara kedua matriks harus
sama, sedangkan untuk operasi perkalian banyak kolom pada matriks satu harus

sama dengan banyak baris pada matriks lainnya (Imrona, 2009:4).



Pada penelitian sebelumnya yaitu penelitian Abdul Majid (2011)
menunjukkan bahwa sifat-sifat operasi penjumlahan dan perkalian yang berlaku
pada himpunan semua bilangan, baik bilangan asli, bilangan bulat, bilangan
rasional, bilangan real, maupun bilangan kompleks merupakan suatu kajian yang
sering kita jumpai. Sedikit memberi perbedaan definisi operasi penjumlahan dan
perkalian pada umumnya, maka dengan operasi dasar aljabar max-plus
menggunakan pendefinisian sebagai berikut (Schutter, 1996: 35):

x@y = max(x,y)
xQ®y =x+y

(Rmax,®,®) merupakan semi-ring dengan elemen netral € = —o dan
elemen satuan e = 0. (Rmax, D, &) disebut semi-ring, semi-ring Rmax Merupakan
semi-ring komutatif dan semi-ring idempoten jika operasi @ bersifat idempoten,
dan semi-ring komutatif Rnax merupakan semi-field jika setiap elemen tak
netralnya mempunyai invers terhadap operasi @. Maka, terlihat bahwa (Rnax, @D,
&) merupakan semi-field idempoten. R,,,4x = (Rmax,®,®) disebut dengan aljabar
max-plus, yang selanjutnya cukup dituliskan dengan Rpyax.

Berdasarkan uraian di atas, dan sebagai penelitian lanjutan dari penelitian
sebelumnya, maka dalam penelitian ini dibahas secara khusus, tentang Matriks
atas Aljabar Max-Plus.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas, maka permasalahan yang dapat

dirumuskan adalah bagaimana sifat-sifat aljabar max-plus dalam matriks?



1.3 Batasan Masalah
Batasan masalah dalam penelitian ini adalah membahas matriks yang
berordo n x n yaitu matriks bujur sangkar, dan aljabar max-plus (R7X%, 6, ®).
1.4 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka tujuan dari penelitian ini
adalah untuk mendeskripsikan sifat aljabar max-plus dalam matriks.
1.5 Manfaat Penelitian
Hasil penelitian ini diharapkan dapat bermanfaat bagi:
1. Penulis
Menambah pengetahuan dan keilmuan tentang hal-hal yang berkaitan dengan
matriks atas aljabar max-plus.
2. Lembaga
Sebagai tambahan pustaka untuk rujukan penelitian dan bahan perkuliahan
khususnya tentang materi matriks atas aljabar max-plus.
3. Pembaca
Sebagai bahan pembelajaran dan pengetahuan mengenai matriks atas aljabar
max-plus, dan diharapkan dapat menjadi rujukan untuk penelitian yang akan
datang.
1.6 Metode Penelitian
Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode penelitian
kepustakaan (library research) atau kajian pustaka, yakni melakukan penelitian
untuk memperoleh data-data dan informasi-informasi serta objek yang digunakan

dalam pembahasan masalah tersebut. Studi kepustakaan merupakan penampilan



argumentasi penalaran keilmuan untuk memaparkan hasil olah pikir mengenai

suatu permasalahan atau topik kajian kepustakaan yang dibahas dalam penelitian

ini.

Adapun langkah-langkah yang akan digunakan oleh peneliti dalam

membahas penelitian ini adalah sebagai berikut:

1.

4.

Mempelajari dan memahami konsep operasi biner, semi-grup, semi-ring,
matriks, dan aljabar max-plus.

Dimulai dari suatu himpunan tak kosong yang didefinisikan dengan matriks
ordon X n, matriks M,,.,, dikerjakan dengan sifat-sifat aljabar max-plus.
Sehingga matriks M,,,, terbukti memenuhi sifat alajabar max-plus yaitu
(R, D,®) merupakan semi-ring idempoten.

Jadi dapat dikatakan matriks atas aljabar max-plus.

1.7 Sistematika Penulisan

Dalam penulisan penelitian ini perlu dibuat langkah-langkah yang

sistematis guna memudahkan dalam memahami makna dari setiap bab yang ada.

Secara umum penulisan penelitian ini terdiri dari empat bab:

1.

Bab I Pendahuluan

Bab ini membahas mengenai latar belakang, rumusan masalah, batasan
masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, metode penelitian, dan
sistematika penulisan.

Bab 11 Kajian Pustaka

Bab ini berisikan teori-teori yang mendasari penulisan skripsi ini, atau lebih

dikenal dengan kajian teori. Adapun teori-teori yang termuat didalamnya



adalah himpunan dan operasi biner, matriks, grup, semi-grup, ring, semi-ring,
semi-field, aljabar max-plus, dan inspirasi kajian aljabar dalam Al-Qur’an.

. Bab 11l Pembahasan

Pada bab ini akan dibahas mengenai definisi aljabar max-plus, bukti-bukti sifat
aljabar max-plus terhadap matriks, inspirasi kajian aljabar max-plus dalam Al-
Qur’an.

. Bab IV Penutup

Bab ini berisi tentang kesimpulan dari materi yang telah dibahas pada bab

sebelumnya dan berisi saran untuk pengembangan penelitian selanjutnya.



BAB I1
KAJIAN PUSTAKA
2.1 Himpunan dan Operasi Biner
2.2.1 Himpunan

Istilah himpunan sering dijumpai ketika mempelajari aljabar abstrak. Hal
ini dikarenakan himpunan merupakan dasar dari berbagai pembahasan-
pembahasan mengenai aljabar abstrak. Definisi himpunan dapat dilihat sebagai
berikut:

Definisi 1

Himpunan adalah kumpulan obyek-obyek yang mempunyai sifat yang sama,
obyek-obyek tersebut yang selanjutnya disebut sebagai anggota dari himpunan
(Bhattacharya, 1990:3).

Obyek yang berada dalam himpunan merupakan anggota himpunan atau
elemen atau unsur himpunan. Obyek tersebut dapat berupa benda konkret, seperti
meja, kursi, dan lain-lain, atau dapat pula berupa benda abstrak seperti bilangan,
fungsi dan yang sejenisnya.

Definisi 2

Suatu himpunan yang tidak mempunyai anggota disebut himpunan kosong dan
disimbolkan dengan @ atau { } (Sukirman, 2005:1).

Istilah kosong mengacu pada himpunan yang tidak mengandung elemen atau
himpunan dengan kardinal 0.

Himpunan {{ }} dapat juga ditulis {@}, akan tetapi {@} bukan himpunan kosong

karena {@} memuat satu elemen yaitu @.



Contoh:
A adalah himpunn semua bilangan genap positif yang kurang dari 10
Maka A = {2,4, 6,8}
Contoh:
Misal
B = {x|x adalah akar — akar persamaan kuadrat x? + 5x + 10 = 0}
Maka |B| =0
Definisi 3
Himpunan A dikatakan himpunan bagian (subset) dari himpunan B jika dan hanya
jika setiap elemen A merupakan elemen dari B. Dalam hal ini, B dikatakan
superset dari A (Munir, 2009:54).
Notasi himpunan bagian A € B
Contoh:
Ambil A ={1,4,6,7,9},dan B = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}
Maka A € B
Definisi 4
Gabungan dari himpunan A dan B adalah himpunan yang setiap anggotanya
merupakan anggota himpunan A atau B, yang dinotasikan AU B = {x|x €
A atau x € B} (Munir, 2009:61).
Contoh:
Misal A = {2,6,7}dan B ={1,3,8}

Maka A U B = {1,2,3,6,7,8}
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Difinisi 5
Misalkan A dan B himpunan. Irisan A dan B, ditulis A N B, adalah himpunan yang
memuat semua unsur di A dan B yang dinotasikan dengan A N B = {x| x € A dan x
€ B} (Raisinghania dan Aggarwal, 1980:4).

Contoh:

Ambil A ={1,3,5,7,9} dan B = {2,3,5,7}

Maka A N B ={3,5,7}
2.1.2 Operasi Biner
Definisi 6
Operasi atau komposisi * dalam sebuah himpunan tidak kosong G adalah biner
jika dan hanya jika

a€G,beGmakaaxb € G,Va,b € G.

Sifat di atas dari operasi di G dikatakan tertutup dan jika sifat ini memenuhi
operasi * di G (Raisinghania dan Anggarwal, 1980: 27).

Misal (a, b) €S x S maka bayangan dari pasangan terurut (a, b) di S
dibawah pemetaan * ditulis a * b. Dengan kata lain operasi biner * memasangkan
setiap a dan b dari himpunan S dengan suatu a * b elemen dari himpunan S.
Selanjutnya * dikatakan sebagai operasi biner pada S. Salah satu contoh operasi
biner adalah penjumlahan, pengurangan, dan perkalian pada bilangan real R,
sebab a, b e R, makaa +b € R,a—b € R, a X b € R. Sedangkan pembagian
bukan opeasi biner pada R karena pembagian dengan nol tak terdefinisi, tetapi

pembagian adalah operasi biner pada R — {0}.
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Definisi 7
Suatu operasi biner * pada suatu himpunan S dikatakan komutatif jika dan hanya
jika untuk setiap X, y € S, maka x *y =y * x (Whitelaw, 1995:63).

Contoh:
M = {[a b],Va, b,c,d € Z}, VA,B € M, dan + adalah operasi biner
&
terhadap M, berlaku A+ B=B + A
. e A _[o p
Ambil sebarang A = [m n],B = [q r] EM

Sedemikian hingga

A+B=B+A4
EONG A Ay ]
k+o l+p]_[0+k p+1
m+q n+r] |g+m r+n

Definisi 8
Suatu operasi biner * pada suatu himpunan S bersifat asosiatif jika dan hanya jika
setiap x, y, z € S berlaku (x * y) * z = x * (y * z) (Whitelaw, 1995:62).

Contoh:

M= {[? Z],Va, b,c,d EZ}, VA,B,C € M, dan + adalah operasi biner

terhadap M, berlaku (A + B)+ C= A+ (B + ()

: _[d e [ s U k
AmbllsebarangA—[f g]’B_[t u],C—[l .

| em
VA,B,C € M berlaku (A + B)+ C= A+ (B +0)
Sedemikian hingga

(A+B)+ C=A+(B +0)



(17 o+l D+6
d+r e+s]+F k

f+t g+u I ml

e+s+k]

12

R (RS )

e] [r+j s+k
+
g t+1 u+m

- a S

d+r+j e+s+k

[d+r+j

f+t+g t+u+m)

Definisi 9

[ f+t+]l g+tu+m

Jika ada e € S sedemikian hingga Va € S berlaku axe =e*a =a maka e

disebut elemen identitas terhadap * (Sukirman, 2005:35).

Contoh:

Ambil e = [5 ;] EZ,VMz{[C

a b

],Va,b,c,dez}, VA€M, dan +

adalah operasi biner terhadap M, berlaku (A + e) = (e + A) = A

. m n
Ambil sebarang A = [0 p] EM

Sedemikian hingga

A+e)=(+A)=A4

o o1+
m+1 n+I]
o+l p+I]

[0 »

Definisi 10

o )

[ +m I+ﬂ
[ [+o0 I+p

[m n

o p

JikaVva € S,3b € S sedemikian hingga a * b = b * a = e maka b disebut invers

dari a terhadap operasi *. Invers dari a ditulis a=* (Sukirman, 2005:35).
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Contoh:

Terdapat M = {[Ccl Z],Va, b,c,d € Z}

m n m n
VA = [0 p] € M,3B = [_0 —p] € M dengan + adalah operasi biner

terhadap M berlaku A+ B =B+ A=e,dane = [8 8] EM

Sedemikian hingga

A+B=B+A=c¢

[0 ol*[5 Sl=120 Sl+[o 4l

[m+(—m) n+ (—n) _[—m+m —n+n]
o+(-0) p+(p) L-oto -p+tp

HER
2.2 Matriks

2.2.1 Pengertian Matriks

Definisi 11

Sebuah matriks adalah susunan segi empat siku-siku dari bilangan-bilangan.

Bilangan-bilangan dalam susunan tersebut dinamakan entri dalam matriks.

b Kl Cagutl® ¢
Sebagai contoh susunan matriks [Ccl d] [m nl [4] |f g h
o p i j k

(Anton,1987:22)
Definisi 12
Ukuran matriks bermacam-macam besarnya. Ukuran matriks dijelaskan dengan
menyatakan banyaknya baris (garis horisontal) dan banyaknya kolom (garis

vertikal) yang terdapat dalam matriks tersebut (Anton, 1987:22)
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Sebagai contoh M,,, = [é _71],sz3 = [g _94 g]

Pada matriks M,,, dijelaskan bahwa matriks yang memiliki baris 2 dan kolom 2,
sedangkan pada matriks M, dijelaskan bahwa matriks yang memiliki baris 2 dan
kolom 3 (Imrona, 2009:1).
2.2.2 Operasi Aritmetika Matriks
Operasi aritmetika yang biasa dilakukan terhadap matriks adalah operasi
penjumlahan dan perkalian dua buah matriks, serta perkalian matriks dengan
skalar.
1. Penjumlahan Dua Matriks
Jika A dan B adalah sembarang dua matriks yang ukurangnya sama. Maka
jumlah matriks yang diperoleh dengan menambahkan bersama-sama entri
yang bersesuaian dalam kedua matriks tersebut. Matriks-matriks yang
berbeda tidak dapat ditambahkan (Anton, 1987:23)
Contoh:
Ambil A, B € M dengan
A =3 |l =7 | % 4
2 2},B=[3 6 —SIEM

1, 5 PR YR

A=

Sedemikian hingga

2 -3 1 -2 2 4 0 -1 5
A+B=1|4 7 2(+]|3 6 —-5[=17 13 -3
1 3 5 1 -1 3 2 2 8

2. Perkalian Dua Matriks
Dua matriks dapat dikalikan jika jumlah kolom matriks pertama sama

dengan jumlah baris matriks kedua.
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Contoh:
Ambil 4,B € M dengan A = B _31]B = [g _02 _64] EM

Sedemikian hingga

AXB:B 31]X[§ —02 _64]

[@x2)+(Bx3) (@Ax0+(Bx-2) (@Ax-4)+(1x6)
T lex2)+(-1x3) 2x0)+(-2%x-2) 2x-4)+(-1x6)

=[7 2

3. Perkalian Matriks dengan Skalar
Jika A adalah suatu matriks dan c adalah suatu skalar, maka hasil kali
cA adalah matriks yang diperoleh dengan mengalikan masing-masing entri

dari A oleh ¢ (Anton, 1987:24)

Contoh:
2 VIS

Ambil sebarang A € M dengan A = [—2 1 [danskalarc =3
4 -3

Sedemikian hingga

3 5 3X%X3 3x5 9 15
cXxA=3%x|-2 1|=|3x—-2 3x1|=|—-6 3
4 =3 3x4 3x-3 12 -9

Sifat-Sifat Operasi Perkalian Matriks

1. Perkalian matriks tidak komutatif, yaitu VA, B € M berlaku AB # BA

2. Asosiatif, yaitu VA, B, C € M berlaku (A X B) X C = AX (B X ()

3. Distributif, yaitu VA, B, C € M berlaku
AX(BXC)=((AXB)+(AXC(0)

(AXB)YXxC=(AXC)+(BxC0C)



16

4. Perkalian matriks dengan matriks identitas | tidak mengubah matriks, yaitu
VAE Mberlakt AXI=IxXA=A
(Munir, 2005:102)
2.3 Grup
Salah satu struktur aljabar yang paling sederhana adalah grup. Grup
didefinisikan sebagai himpunan tak kosong yang dilengkapi dengan operasi biner
yang memenuhi beberapa aksioma, yaitu tertutup, asosiatif, memiliki elemen
identitas, dan memiliki elemen invers. Apabila salah satu aksioma tersebut tidak
dipenuhi maka bukan grup.
Definisi 13
Misalkan G adalah suatu himpunan tak kosong dan pada G didefinisikan operasi
biner *. Sistem matematika (G,*) disebut grup jika memenuhi aksioma-aksioma:
I. Untuk setiap a, b, c € G maka (a * b) * ¢ = a * (b * c) operasi * bersifat
asosiatif di G
ii. G mempunyai unsur identitas terhadap operasi *
Misalkan e unsur di G sedemikian hingga a * e = e * a, Va € G maka e disebut
unsur identitas.
iii. Setiap unsur di G mempunyai invers terhadap operasi *
Untuk setiap a € G ada a * € G yang disebut sebagai invers dari a, sehingga
a*a !=a"!*a=e. eadalah unsur identitas (Raisinghania dan Anggarwal,

1980: 31).
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Contoh:
M= {[Z Z],Va, b,c,de Z}, VA,B,C € M, dan + adalah operasi biner

terhadap M, memenubhi sifat-sifat grup!
Jawab

Ambil sebarang 4, B,C € M dan + adalah operasi biner, (M, +) adalah grup

dengan
_[Q11 Q12 _ P11 blz] _[C11 C12
= [a21 azz]' 2 U0 it [C21 sz] €M
jika memenuhi
i. Biner terhadap operasi +
VAB € M, berlaku A+ B € M
Sedemikian hingga
a1y Qi % b12]
[a21 azz] b1 by €M
a1+ b1 ap + b11]
EM
[6121 +b11 Az + by

Jadi, M Dbiner terhadap operasi +
ii. Memiliki sifat asosiatif terhadap operasi +
VA,B,C € M, berlaku (A+B)+C=A+ (B +C()

Sedemikian hingga
( a11 a12] [b11 b12]) C11 C12]
Az1 Ay b,; by, Cz1 C22

_ [an +biy ap + b12] [C11 C12]
a; + b21 a,, + b22 €21 C22
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_ [a11 +bygtc11 agpt+byp + Clz]
A1+ byy +Cp1 Azt byp + Cop

air Aoz b1 b12] C11 C12)
[a21 a22]+(b21 by, +[C21 sz]

ail a11 alZ] [bu +c11 b +C12]
a

21 Q2 b21 ar Coq bzz I Coo

_ [an + b1 +C11 Qi+ bipt C12]
A1+ byy + €1 Agp + by + Cpp

Jadi, operasi + bersifat asosiatif di M

1ii. Memiliki unsur identitas e = [8 8] terhadap operasi +

a[g g]EM,sehinggaA+e=e+A=A,VAEM

Sedemikian hingga

[an a12] 0 07 0 O]

a1 a12]
a1 Q2 0 Ol 0 0

az1 04z

-~

[a11 +0 a,+0] [0+ay; O+ alz]
a,; +0 a,, +0] 0+a,; 0+ ay

[all ai2] [A11 ‘112]
a1 Apzl Ay Q2

0 0

Jadi, identitas di M adalah [O 0

iv. Memiliki invers terhadap operasi +

VA € M,3A™1 = (—A) € M, berlaku A + (=4) = (—A) + A =0

_ —Qa11 —Aip
Dengan A~ ! = [ ] EM
g —dz1 —dp;
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Sedemikian hingga
A+ (A) =(-A)+A=0

[a11 a12] —Q1q —a12] [a11 —a12] [a11 alz]
a1 Az —dz1 —App —Az1 —Ap; Y]

[‘111 + (—ay;) agp + (—agp) _ [—a11 t+a;; —appt alZ]
az1 + (—az) az + (—ayy) —0z1 t Ay —Ap t+ap;

5= [
Jadi, invers dari a adalah —a
Dari (i), (ii), (iii) dan (iv) maka (M, +) adalah grup.
Definisi 14
Grup (G,*) dikatakan komutatif (abelian) jika untuk setiap unsur a dan b di G
berlakua * b =b *a (Arifin, 2000: 36).

Contoh:

M={[Ccl Z].Va,b,c,dez}, ambil sebarang A,B € M, dan + adalah

aiq a12] . b11 b12

operasi biner terhadap M, dengan A = [a21 aul’® = b, b
21 22

|em
adalah grup komutatif
Sedemikian hingga

A+B=B+A

a11 a12 b11 b12]_[b11 b12] [all a12
a21 azz b21 by, ba1 by a21 a22

[a11 + by agx+ b12] _ bi1 + a1 bt a12]
az1 + by Az + by by + az;  byp + ay;

Jadi, (M, +) adalah grup komutatif.
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2.4 Semi-Grup

Definisi 15

Misalkan S adalah himpunan tidak kosong, S dikatakan semi-grup jika pada S
dikenai operasi biner * sedemikian hingga, untuk semua a, b, ¢ € S sehingga (a *
b) * c=a™* (b * ¢) (hukum asosiatif), yang dinotasikan dengan (S, *) adalah semi-
grup (Kandasamy, 2002:7).

Contoh:

M = {[Ccl Z] ,Va,b,c,d € Z} dengan + adalah operasi biner terhadap M,

selidiki apakah (M, +) dengan
D VUl b N2 B ARl
A,B,CEM,VA—[C d]'B_[j k],C—[O p]eM merupakan

semi-grup.

Jawab

Ambil sebarang A4,B,C € M dan + adalah operasi biner, (M,+) adalah
semi-grup, dengan

a

Az[c

b CATh L _m n ” ¥ A . .
d] ,B = [j k]’c = [O p] € M jika memenuhi sifat-sifat semi-

grup:
i. Biner terhadap operasi +
VA,B € M,berlakud+ B e M

Sedemikian hingga

& ahli il em

2 alely ien
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P+h b+i
c+j d+k

[em
Jadi, operasi + biner di M
ii. Memiliki sifat asosiatif terhadap operasi +

VA,B,C € M, berlaku (A+B)+C=A+ (B+ ()

Sedemikian hingga

(R R 1 | R P

a+h b+i T
=[C+j d+k [0 P]

_P+h+m b+i+ﬂ
T ] A -l

[ R R V)

EN - 1Y)

_Ia+h+m b+i+n]
L NPT tao ™ d_idlcsp

Jadi, operasi + bersifat asosiatif di M
Definisi 16
Jika semi-grup (S, *) dikatakan semi-grup komutatif jika memenuhi a*b=b*a
untuk semua a, b € S (Kandasamy, 2002: 7).

Contoh:

_([a b -
M = {[C d],Va, b,c,d € Z} dengan + adalah operasi biner terhadap M,
selidiki apakah (M, +), ambil sebarang A, B € M, dengan

_[u v _q r . .
A= W x] ,B = [S t] € M adalah semi-grup komutatif.



22

Sudah dibuktikan bahwa (M, +) adalah semi-grup.
Memiliki sifat komutatif terhadap operasi +
VA,B € M, berlakuA+B =B+ A
Sedemikian hingga
u v q r_[4q r u v
[W x]+ S t]_[s t]+ w x]’

u+q v+r]_[q+tu r+v
[W-I-S x+t]_[s+w t+x]

Jadi, operasi + memiliki sifat komutatif di M.
2.5 Ring
Suatu sistem matematika yang terdiri dari satu himpunan tak kosong
dengan satu operasi biner dinamakan grup. Sistem matematika tersebut belumlah
cukup untuk menampung struktur-struktur yang ada dalam matematika. Pada
bagian ini dikembangkan suatu sistem matematika yang terdiri dari satu himpunan
tak kosong dengan dua operasi biner yang disebut dengan ring.
Definisi 17
Suatu ring (R,*,0) adalah sebuah himpunan tak kosong R dengan dua operasi
biner yaitu * sebagai operasi pertama dan o sebagai operasi kedua, yang kedua-
duanya didefinisikan pada R yang memenuhi aksioma berikut:
i. (R,*) adalah grup abelian
a. R tertutup terhadap operasi *
VX,y €M berlaku (x *y) € M
b. Operasi * bersifat asosiatif di R

VX, y,Z €M berlakux*(y*z)=(x*y) *z

x*(yxz) = (x*(y*2)



23

= (x*y*2z)
=((x*y)*2)
=(x*xy)xz
c. Memiliki elemen identitas e = 0 terhadap operasi * di R
Vx €ERberlaku O*x =x*0 =x
d. Vx € R, 3x™1 = (—x) €R, berlaku x * (x) =(—X) *x=¢
e. Operasi * bersifat komutatif di R
vx,y € R berlakux*y =y * x
Ii. Operasi o bersifat distributif terhadap operasi * di R baik distributif kiri
maupun kanan (Dummit dan Foote, 1991:225).
iii. Operasi o bersifat asosiatif
Vx,y,z € R berlaku (x °y) °z = x ° (y ° z) (Raisinghania dan Aggarwal,
1980:313)

Contoh:

M= {[Ccl Z],Va, b,cde€ Z}, (M, +, x) adalah ring

Ambil sebarang x, y,z € M, dengan

_[a b ] € e aien
X = [C Y= [g nlz= [k l] € M memenuhi sifat-sifat ring.
Jawab

Ambil sebarang x, y, z € M dengan

x=[0 obo=[5 W=l dem

I. (M, +) adalah grup abelian karena

a) M tertutup terhadap operasi +
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Vx,y € M berlaku (x +y) e M

Sedemikian hingga

2 al+[5 Henm

[a+e b+f M

c+g d+h
b) Operasi + bersifat asosiatif di M
VX, y,Z€M berlakux+(y+z)=(x+y) +z

Sedemikian hingga

IR (A K )

=[a b] [e+i sty
c dlTlg+k h+1

_[a+e+i o
GRHU. c in- ek

(& a+[5 a+h

e
=215 v+l

_[a+e+i b+f+j
“lc+g+k d+h+l

c) e adalah elemen identitas terhadap operasi + di M
[0 0
dengan e = [O 0

Sedemikian hingga

VX €M berlakux+e =e+x=x

R R PR B P R P
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6 d=[

d) Vx € M,3x" 1 = (—x) € M, berlaku X + (—X) = (—x) +x=¢

Sedemikian hingga
e d+CE D=CE DL
b b
o A+ 2= 2+
kgl @
e) Operasi + bersifat komutatif di M
vXx,y €M berlakux +y =y + X
Sedemikian hingga
[Ccl Z] [g h] a Z]+[§ {l

[a+e b+f]_[a+e b+ f
c+g d+h|l lc+g d+h

ii. Operasi x bersifat asosiatif di M
Vx,y,z € M berlaku (X X y) X z=x X (y X 2)

Sedemikian hingga

(¢ al=lg AL

_[ae+bg af+bh]x[i j]
" lce+dg cf +dh k 1

_[(ae + bg)i+ (af + bh)k (ae +bg)j + (af + bh)l
" l(ce +dg)i+ (cf +dn)k  (ce +dg)j + (cf + dh)l

& ab(lz A<l )



=[a b]x[ei+fk ej + fl
c d gi+hk gj+hl

_ [a(ei + fk) + b(gi + hk) a(ej+ fl) + b(gj + hl)
~lc(ei + fk) + d(gi + hk) c(ej + fI) + d(gj + hl)

iii. Operasi x bersifat distributif terhadap +
VX, Y,z €M berlaku (x +y) X z=(x X 2)+ (y X 2)

Sedemikian hingga

(& =5 A<

ol (K3 M R (A B
=[ai+bk aj+bl]+[ei+fk ej+fl]

ci+dk bj+dll” |lgi+hk gj+hl

_ [(ai+ bk) + (ei + fk) (aj +bl)+ (ej + fI)
B [(ci +dk) + (gi + hk) (bj+dl) + (gj + hl)
VX, Y,z €M berlaku x X (y +z) = (x X y)+ (X X 2)

Sedemikian hingga

& a5 A+l 2D

g I PR | KX (e R )

_[ae+bg af+bh]+[ai+bk aj + bl
" lce+dg cf +dh ci+dk c¢j+dl

_ [(ae + bg) + (ai + bk) (af + bh) + (aj + bl)
~ L(ce+dg) + (ci+dk) (cf +dh)+ (cj+dl)
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2.6 Semi-Ring

Definisi 18

Suatu semi-ring (S, +, X) adalah suatu himpunan tak kosong S yang dilengkapi
dengan dua operasi biner yaitu + dan X, yang memenuhi aksioma berikut:

i. (S, +) adalah semi-grup komutatif dengan elemen netral e =0, yaitu jika a, b,

c €S, berlaku:
a. Asosiatif

Va,b,c € S berlaku (a+b)+c=a+(b+c)
b. Komutatif

Va,b,€ S berlakua+b=Db+a
c. Mempunyai elemen netral e
Va,b,€ Sberlakua+0=0+a=a
d. ldempoten
Va € S berlakua+ a=a
ii. (S, x) adalah semi-grup dengan elemen satuan 1, yaitu jika a, b, ¢ € S,
berlaku:
a. Asosiatif
Va,b,c € Sberlaku(ax b) xc=ax (b xc)
b. Mempunyai elemen identitas
Va € Sherlakuaxl=1xa=a
c. Komutatif

Va,b € S berlaku (a x b) = (b x a)
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d. Elemen netral e =0 merupakan elemen penyerap terhadap operasi X, yaitu
jikaa €S, berlaku:
Va € Sbherlakuax0=0xa=0
e. Operasi x distributif terhadap operasi +, yaitu a, b, ¢c € S, maka:
Va,b,c € S berlaku (a+b) xc=(axc)+(bxc)
Va,b,c € Sherlakua x (b+c)=(axb)+(axc)
(Rudhito, 2004: 2).

Contoh:

M = {[‘c‘ Z] ,Va,b,c,d € Z},dan operasi + dan operasi x adalah operasi

biner terhadap M. (M, +, X) adalah semi-ring. Ambil sebarang x,y,z € M,

dengan
_ @ L T BB e e -
= [S t], i = [C 577 4 [0 p] € M memenuhi sifat-sifat semi-ring

0 0

iy~ 11]

] dan elemen identitas I = [1 1

dengan elemen netral (e) = [

1. (M, +) merupakan semi-grup komutatif dengan elemen netral 0
I. Vx,y,z€ M berlaku (x +y)+z=x+(y +2)
Sedemikian hingga
q r a b m n
(S t]+[c d)+[0 p

-l el »

P+a+m r+b+ﬂ
s+tc+o t+d+p

MR (R R )



29

=[5 12T 4]

_[g+a+m r+b+n]
" Is4+c+0 t+d+p

Jadi, operasi + bersifat asosiatif di M
ii. Vx,ye Mberlakux+y=y+x
Sedemikian hingga
q T a\ib
s e+[5

q+ta r+b]
s+c t+d

¢+l i
[a+q b+r]
CLHEG

Jadi, operasi + bersifat komutatif di M
lii. Vx,e € M berlakux+e=e+x=x
Sedemikian hingga
g™ 0a 107, WIO& 0 qQ 1m1_[9 T
[s t]+[0 o]_[o 0]+[s t]_[s t]
Jadi, operasi + memiliki elemen netral di M
Iv. Vx €M berlakux +x = x
Sedemikian hingga
q T g e
[s t +[s t]_[s t]
Jadi, operasi + bersifat idempoten di M

2. (M, x) merupakan semi-grup dengan elemen identitas I = [1 1

i. Vx,y,z€ Mberlaku (x X y) X z=x X (y X 2)

Sedemikian hingga

() P
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=[qa+rc qb +rd x[m n
sa+tc sb+td o p

(gqa+rcym+ (gb +rd)o (qa+rc)n+ (gb +rd)p
(sa+tc)ym+ (sb+td)o (sa+tc)n+ (sb+td)p

MR R )

q r am+bo an+ bp
= ]X
S & cm+do cn+dp

_[qlam + bo) + r(cm + do) q(an + bp) +r(cn + dp)]
~ Is(am + bo) + t(cm + do) s(an + bp) + t(cn + dp)

Jadi, operasi X bersifat asosiatif di M
ii. Vx,y,z € M berlaku x x | =x
Sedemikian hingga
o 46 1 1
[+ tlxl

iy V2

Oleh karena dengan memasukkan entri himpunan matriks, maka
x X I # x sehingga operasi x tidak memiliki identitas di M
iii. Vx,y € M berlaku (x X y) = (y X x)

Sedemikian hingga

AR P Bl W K Y

qa+rc qb+rd)_[aq+bs ar+bt]
sa+tc sb+tdl lcq+ds cr+dt

[qa+rc gb +rdy , [aq + bs ar+bt]
sa+tc sb+tdl lcg+ds cr+dt
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a+rc qb+rd]¢[aq+bs ar+bt] maka

q
Olek karena [sa+ tc sh+td cq+ds cr+dt

operasi x tidak komutatif di M sehingga (x X y) # (v X x), akan

tetapi jika Vx,y € R dengan x,y adalah himpunan bilangan real,

maka (x X y) = (y X x) sehingga operasi x komutatif di M.

0 0

3. Elemen netral (e) = 0 0

] bersifat menyerap terhadap operasi X

Vx, (e) € M berlaku x x (e) = (e) x x=(e)

Sedemikian hingga
¢ dxlo ol=[s Hx[o ol

4. (M, +, x) bersifat distributif

o o

Vx,y,z € M berlaku (x +y) X z=(x X 2) + (y X 2)

(5 H+[2 <o ol
=5 Uxlo D+ dxlo

fre i<l s

),

_[qm+ro qn+rp] [am+bo an + bp

sm+to sn+tp

(q+aym+(@r+b)o (g+an+(r+bp
[(s+c)m+(t+d)o (s+cn+(t+ad)yp

cm+do cn+dp

_[(@+aym+ (@ +b)o (q+an+ (r+b)p
T ls+om+(t+do (s+on+(t+d)p

Vx,y,z € M berlakux X (y +2) = (X X y) + (X X 2)
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SME (RS EaY)
=([5 =2 D+ dx[e B

[ Ax[ET 2t

=[qa+rc qb+rd] [qm+ro qn+rp
sa+tc sb+td sm+to sn+itp

[q(a+m)+r(c+0) qb+n)+r(d+p)
s(a+m)+t(c+o) sb+n)+t(d+p)

_[q(a+m)+r(c+o) qb +n)+r(d+p)
“Is(a+m) +t(c+o) s(b+n)+t(d+p)

2.7 Semi-Field

Definisi 19

Sebuah semi-field (S, +, x) adalah himpunan yang dikenai dengan dua

operasi + dan x sedemikian sehingga:

I.  Operasi + asosiatif, komutatif dan memiliki elemen netral 0.

ii. Operasi x membentuk grup abelian dan memiliki elemen identitas 1.

iii. Memiliki sifat distributif x terhadap +.

Sehingga yang dimaksud semi-field adalah

i. ldempoten jika operasi pertama adalah idempoten, sehingga, jika
Va€esS, a+a=a.

ii. Komutatif jika grupnya adalah komutatif.
(Baccelli, 2001: 101).
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Contoh:
R adalah himpunan semua bilangan real
(R, +, x) merupakan semi-field dengan elemen netral e =0 dan elemen
identitas 1, karena untuk setiap x, y, z € Rdengan x = a,y =b,z=b €R
berlaku:
1. (R, +) merupakan semi-grup komutatif dengan elemen netral 0
I. Vx,y,z€Rberlaku(x+y)+z=x+(y+2)
Sedemikian hingga
(a+b)+c=a+(h+c)
a+b+c=a+b+c
Jadi, operasi + bersifat asosiatif di R
. Vx,y € Rberlakux+y=y+x
Sedemikian hingga
at+b=b+a
Jadi, operasi + bersifat komutatif di R
ill. Vx,e € Rberlakux+0=0+x=xX
Sedemikian hingga
a+0=0+a=a
Jadi, operasi + memiliki identitas di R
iV. Vx € R berlaku X + X =X
Sedemikian hingga
ata=a

Jadi, operasi + bersifat idempoten di R



2.

3.

(R, x) merupakan grup abelian dengan elemen identitas 1

Vx,y,z € R berlaku (x X y) X z=Xx X (y X 2)
Sedemikian hingga
(axb)xc=ax(bxc)
ab X c=aXbc
abc = abc
Jadi, operasi x bersifat asosiatif di R
Vx,y € R berlaku x Xy =y X x
Sedemikian hingga
(@ X Sdnrx @)
ab = ba
Jadi, operasi x bersifat komutatif di R
Vx € Rberlakux X 1 =1 X X =X
Sedemikian hingga
aXl=1Xa=a
Jadi, operasi x memiliki identitas di R
J3x~1 € R, sedemikian hinggax x x 1 =x"1 xx=1
Dengan x ! = —a maka berlaku
axX—a=—aXa
1=1

Jadi, operasi x memiliki invers di R

Elemen netral e = 0 bersifat menyerap terhadap operasi x

Vx,e € R berlakux x0=0xx=0

34
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Sedemikian hingga
ax0=0xa=0
4. (R, +, x) bersifat distributif x terhadap +
Vx,y € Rberlaku (x +y) X z=(Xx X z) + (y X 2)
Sedemikian hingga
(a+b)xc=(axc)+ (bxc)
(a+ b)c = ac + bc
(a+b)c=(a+Db)c
Vx,y €ER berlakux X (y +z2)=(x Xy) + (X X 2)
Sedemikian hingga
axXx(b+c)=(axb)+ (axc)
a(b+c)=ab+ bc
a(b+c)=a(b+rc)
2.8 Aljabar Max-Plus
2.8.1 Pengertian Aljabar Max-Plus
Aljbar max-plus adalah himpunan R U {—}, dengan R himpunan semua
bilangan real yang dilengkapi dengan operasi maksimum, dinotasikan dengan &
dan operasi penjumliahan yang dinotasikan dengan . Selanjutnya (R U
{—o0}, ®, ®) dinotasikan dengan R,,,x dan {—oo} dinotasikan dengan ¢. Elemen &
merupakan elemen netral terhadap operasi @ dan 0 merupakan elemen identitas
terhadap operasi ®. Struktur aljabar dari R, adalah semi-field, yaitu:

1.  (RU{—o0},®) merupakan semi-grup komutatif dengan elemen netral

{—o0}



2.

3.

4.
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(R U {—o0}, ®) merupakan grup komutatif dengan elemen identitas 0
Operasi @ dan @ bersifat distributif
Elemen netral bersifat menyerap terhadap operasi ®, yaitu

Va € Rpax, —0®a = a ® —oo = —oo (Musthofa, 2011: 2)

2.8.2 Sifat-Sifat Aljabar Max-Plus

(Rmax,D,&®) merupakan semi-ring dengan elemen netral ¢ = — dan elemen

satuan e = 0, karena untuk setiap a, b, ¢ € Rnax berlaku sifat-sifat berikut:

Asosiatif terhadap operasi @:
VX,y,Z € Rmax: x D (y®z) T (xEBy) @z
Bukti

\V28, A7 & R

x®(yDz)=x@max (y,z)

= max(x, max (y, z))
= max(x,y, z)
= max(max (x,y), z)
=max (x,y) ® z
=x0y)Oz
Jdi,x®(y®2)=xBy) Dz
Komutatif terhadap operasi @:
VX, V,ZE€ERpgy: XDy =yDx
Bukti

Vx,y € Rpax



x @y =max (x,y)
= max (y,x) ... sifat komutatif
=y®x
Jadi, x®y=yDx
Iii. Terdapat elemen identitas terhadap @:
VXER,4w: XPe=cBDx=x
Bukti
WE R
x @ & = max(x, —») ... sifat perluasan operasi untuk —oo
=X
€ ® x = max(—o, x) ... sifat perluasan operasi untuk —oo
=X
Jdi, xDe=chdx=x
iv. ldempoten terhadap operasi @:
VX €E Rpay: xDx=x
Bukti
VibGeE R e

x @ x = max(x, x)

Jadi, x®x = x
(Rmax, @) membentuk semi-grup komutatif dengan elemen identitas ¢.
v. Asosiatif terhadap operasi @:

VX,Y,Z € Rpaxt x®@ (¥ ®2)=(xQy)®z

37



Bukti
VX,V,Z € Rpax

xR (yQ®z)=x+(y+2)

= (x +y) + z ... sifat asosiatif

=x®y)®z
Jadi, x® (Y ®2)=(x®y)®z
vi. Komutatif terhadap operasi @:
VX,V,Z€ Rpax: X®Yy =y®x
Bukti
VX,yY € Ryax
xQ®y =x+y
= y + x ... sifat komutatif
=y®x
Judi, x®y =y Qx
vii. Terdapat elemen identitas terhadap &:

VXERpu: x®e=e®x=x

Bukti
VX € Ryax
x®e=x+0
=X
e®x=0+x
=X

Jadi, x®e=e@x =x

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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viii. Invers terhadap operasi &:
VX € Ryy: X # eterdapat y € Rp,qy SENINQga X @ y =€

Bukti

VX € Rpax » X # €
xQ®y=x+y=0
Sehinggay = —x € Ry«
Jadi, x@y=x+y=x+(—x)=0=e
iXx. Elemen netral bersifat menyerap terhadap operasi &:
VXERpgr: XQ®e=Qx=c¢
Bukti
VEdE R .

X ® e =x+ (—) ... sifat perluasan operasi untuk —oo

€ ®x = (—) + x ... sifat perluasan operasi untuk —co
= —co0
=€
Jddi, x®@e=cQRQx=¢
(Rmax,» ®) membentuk grup abelian dengan elemen identitas e, dan memiliki
elemen netral & yang bersifat menyerap terhadap operasi .
X. Distributif operasi @ terhadap operasi @:
VX, Y,ZERnux:(x®y)®z=(x®2) D (yQ2z)

VX,Y,Z € Rpax: x ® (Y@ 2) = (x®y) ® (x ® 2)
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Bukti
VX,V,Z € Rpax
x®y)®z=max(x,y) +z
= max(x + z,y + z) ... sifat distributif
=(x®2)®(y®2z)
Jadi, x®y)®z=xQ®2) D (yQ 2)
dan

NRISZ ELR. ), o

xQ (y D z) =x+ max(y,z)

= max(x + y, x + z) ... sifat distributif
=(xQy) D x®2)

Jadi, x@ (v ®2)=(xQ®y) D (x®2)
(Rmax, @, &) disebut semi-ring, semi-ring Rmax merupakan semi-ring komutatif
dan semi-ring idempoten jika operasi @ bersifat idempoten, dan semi-ring
komutatif Ryax merupakan semi-field jika setiap elemen tak netralnya mempunyai
invers terhadap operasi ®. Maka, terlihat bahwa (Rmax, @, @) merupakan semi-
field idempoten. R, = (Rma@®,Q) disebut dengan aljabar max-plus, yang

selanjutnya cukup dituliskan dengan Rmax (Abdul Majid, 2011:62).
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2.9 Inspirasi Kajian Aljabar dalam Al-Qur’an

Allah berfirman dalam QS. An-Nisa’ : 59 yang berbunyi

- A - /E 2 £ 2 a’é _ o £ g~ s [ _ .@o g _
sl @ 2855 o oS SN 5l Jan )T Tably T Toabl T5ils ol G
;4 Z:ﬂxﬂi/}),f - TC./S"“ o ToNGE - }9:';9}} 2gi. w7 s &2
(20 sl ey a5 SUS SNT5005 bl g 55 &S 0f Jsw s 4l ] 0933

”Hai orang-orang yang beriman, ta’atilah Allah dan ta’atilah Rasul (Nya), dan ulil
amri di antara kamu. Kemudian jika kamu berlainan pendapat tentang sesuatu,
maka kembalikanlah ia kepada Allah (Al Qur’an) dan Rasul (sunnahnya), jika
kamu benar-benar beriman kepada Allah dan hari kemudian. Yang demikian itu
lebih utama (bagimu) dan lebih baik akibatnya.” (An Nisa’ : 59)

Dalam penggalan ayat tersebut di atas menjelaskan tentang perlunya mentaati
Allah, Rasul dan para pemimpin, selain itu juga apabila terjadi perbedaan
pendapat dan tidak menemukan titik temu, maka jalan keluarnya dikembalikan
atau bertawakal kepada-Nya, ini merupakan tanda orang yang beriman. Sehingga
dengan adanya ayat tersebut, bisa menjadikan kita yakin jika semua masalah pasti
ada jalan keluarnya seperti masalah dalam suatu kelompok manusia dalam suatu
masyarakat ataupun dalam ilmu matematika khususnya aljabar. Masalah dalam

masyarakat dijelaskan dalam QS. Ali-lmron : 104 yang berbunyi

F R :,é, RIS SN YT SUREE S PR S L SIS SRV W o
oo LTl Sl o O3y Lol 0s el A ) oo Ll (S (S
s 2 9. 237
(Q%% . ))?L/lﬂ.n.“
Dan hendaklah ada di antara kamu segolongan umat yang menyeru kepada

kebajikan, menyuruh kepada yang ma'ruf dan mencegah dari yang munkar;
merekalah orang-orang yang beruntung. (Ali-Imron:104)

Dari ayat di atas kita ketahui bahwa kehidupan manusia tidak bisa lepas dari cara
berkelompok dan hidup bermasyarakat. Individu dalam suatu kelompok tersebut

saling mempengaruhi individu yang lain. Ayat ini telah menjelaskan pesan akal
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dalam perintah-perintah dengan amar makruf dan nahi mungkar dan setiap
muslim diwajibkan untuk menyerukan kebaikan dan mencegah kemungkaran.
Amar makruf dan nahi mungkar dalam tahap ini merupakan fardhu ain vyang

setiap orang harus melaksanakan sebatas kemampuannya.

Dalam ilmu matematika juga terdapat banyak masalah yang bisa diselesaikan,
salah satunya sifat dalam aljabar max-plus. Karena suatu himpunan tak kosong
dalam aljabar max-plus yang dikenai dua operasi mempunyai beberapa unsur atau
kelompok, maka setiap kelompok tersebut juga mempunyai keanekaragaman sifat.
Sifat dari unsur yang dikenakan dalam aljabar max-plus saling mempengaruhi,
karena unsur dari aljabar max-plus jika diterapkan dalam beberapa sifat akan
menghasilkan suatu definisi yang berbeda. Selanjutnya akan dibahas dalam BAB



BAB Il

PEMBAHASAN

Dalam bab ini akan dibahas aljabar max-plus yang entrinya matriks. Mulai
dari definisi, teorema, menerapkan sifat-sifat aljabar max-plus terhadap matriks
dan contohnya.

Meninjau kembali bahwa aljabar max-plus merupakan salah satu stuktur
dalam aljabar yaitu semi-field idempoten R,,,, (himpunan bilangan real dengan
operasi max dan plus) (Majid, 2011:62). Tujuannya adalah untuk menjelaskan
sifat-sifat dari matriks atas aljabar max-plus, sehingga diketahui sifat matriks atas
aljabar max-plus.

Pada pembahasan ini dibagi dalam 3 bagian utama. Bagian pertama akan
mengulang definisi aljabar max-plus, bagian kedua akan membahas tentang sifat-
sifat matriks atas aljabar max-plus, dan terakhir akan diinspirasikan kajian aljabar
max-plus terhadap Al-qur’an.

3.1 Aljabar Max-Plus

Aljabar max-plus yang dinotasikan dengan Ry,u = (Rpmax, ©.Q)
merupakan salah satu struktur dalam aljabar yaitu semi-field komutatif idempoten
(Baccelli, 2001: 102). Rynax merupakan himpunan R U {&}, dimana R merupakan
himpunan bilangan real, dengan ¢ = —oo, sedangkan operasi €@ menyatakan

maksimal dan @ menyatakan penjumlahan normal bilangan real.

Va,b € R4y, a®b = max(a, b) dan a®b := a + b (Rudhito, 2008:2)
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3.2 Matriks atas Aljabar Max-Plus

Pada bagian ini akan diuraikan beberapa matriks yang dilengkapi
dengan dua operasi aljabar max-plus dan memberikan bukti atas sifat-sifat
aljabar max-plus.

3.2.1 Pengertian Matriks atas Aljabar Max-Plus

Pada BAB Il telah ditunjukkan bahwa aljabar max-plus (R D, ®)

merupakan semi-ring dengan Rmax merupakan himpunan dimana R merupakan
himpunan bilangan real, sedangkan operasi €@ menyatakan maksimal dan @
menyatakan penjumlahan. Himpunan dalam aljabar max-plus bisa juga
himpunan matriks (RI$%). R merupakan himpunan matriks n X n dengan
operasi aljabar max-plus (Bacelli, 2001:108).

Himpunan matriks n X m untuk n,m € N pada R,,,, disimpulkan dengan
R, Nomor baris dalam sebuah matriks adalah n dan m adalah nomor
kolom (Farlow, 2009:11).

Definisi 3.1

(R, D,®) adalah Suatu himpunan matriks n X n yang dilengkapi dengan
dua operasi yaitu € sebagai maksimum dan & sebagai penjumlahan.

3.2.2 Pengoperasian Aljabar Max-plus pada Matriks

Aljabar max-plus (Ryqx,@,&) merupakan suatu himpunan yang dilengkapi
dengan dua operasi @ sebagai maksimum dan @ sebagai penjumlahan.
Operasi @ dan @ pada aljabar max-plus dapat diperluas untuk operasi pada

himpunan matriks.

Khususnya untuk 4, B € Rj5% dapat didefinisikan sebagai



45

1. (A@B)l] = AL]®BU = maX(ai]', bU)
Jika ada ai € A dan bl] € B, maka al-]-@bij = max(ai]-, bl])

(A®B);; = A;;®B;;

a11 a12 e aln bll b12 . bln
& a:21 a?z a?n @ b:21 bfz b?n
an1 Qnz - Qann bnl bnz bnn
max(a;q,b11) max(a;z, biz) ... max(aq,, bin)
_ |max(az1, bz1) max(azz byz) ... max(azp, bzn)
max(a,q, by1) max(anz, ban) ... max(app, bun)

n
2. (A®B);; = ®(A®By;))
k

Jika ada a;;, € A dan by; € B, maka

(A®B);; = [(a;1®b1;) @ (a;; ® by;) @ ... (aim @ by))|

(A® B); = A;; ® B

a1 Az - Qip b1y b1z .. big
_ |21 Q22 2n ® by, by, by,
An1  Anz - Qnn bnl bnz e bnn

= Imax ((ail S blj)' (aiz + sz), 000 J) (ain + le]))

Contoh:
P= B ;L]Q = [i _51] € R2XZ%, maka

ree-l, Jelf J1-Lg1 Ses

=[max(l,Z) max(4,—1)] _ [2 4

max(2,1) max(3,5) ] 12 5
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1 4 2 -1
P®Q=[2 3]®[1 5]
[A+2)pHA+1) A1+-1)P@A+5)
T 1l2+2)dB+1D) 2+-1)D@B+5)

_ max(3,5) max(0,9)]:[5 9]
max(4,4) max(1,8) 4 8

Selanjutnya pada (R""), untuk matriks identitas dinotasikan dengan &. Dan

matriks nol dinotasikan dengan E, yaitu

_ (0, jikai=j
(E)y = {s, jikai#j
Jadi

1. (EQA) = (AQE) = A, untuk setiap A € RILX1

2. (e®A) = (A®¢) = A, untuk setiap A € R

011 €12 €1n 0 —00 .. —
Untuk (E)ij o 52:1 022 Szyw g l—:oo 0 —:OO
En1 €n2 Onn y 0
Sl "SR 1M -0 —0 ,,. —0
Dan (g)l-j: 8?1 €§2 an _ [—m —.OO —00‘
Eol G om Cpm - —0 .. —X

3.2.3 Sifat-Sifat Matriks atas Aljabar Max-Plus

Pada bagian ini akan diperkenalkan aljabar max-plus yang entrinya
bilangan real dalam bentuk matriks. Definisi dalam bentuk umum sifat-sifat
aljabar max-plus sebagai berikut:
Teorema 3.1
Matriks ordo n x n (RjL5%,@,®) memenuhi sifat-sifat aljabar max-plus.
Bukti

i (RYE,@D) membentuk semi-grup komutatif dengan elemen identitas &



Asosiatif terhadap operasi @
VA,B,C € R\ berlaku (ABBYPC=AD (BH )
Bukti

Ambil sebarang A4, B, C € R\

Dengan
[A17 Q12 - Qqp]

A= a§21 a?z a?n ,untuk ayq, @z, ..., @nn € R
An1  Qp2 Ann
b1 b1z bin

B = b;4 bfz ban , untuk bqq, b1z, ..., bpy € R
bnl bnz bnn
C11  C12 Cin

= Cfl CZ:Z C%n , untuk C11,C12) «»Cnn E R
[Ch1 Cn2 - Cpn

ADBYDC=[(ADB) D Cl;
= (4 ® By;) ® C;

A1 A2 . Qip b1 biz .. bin
i a21 a22 aZn @ b21 b22 b2n
An1 Qnz o Qpn bnl bnz e bnn

€11 C12 Cin

® C21 C22 Con
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maX(all, bll) maX(a12: blZ)
maX(a21, b21) maX(azz; bZZ)

max(ayq, bp1) max(any, bay)

(max(a;q,b11) D cq1

[ max( (a1, b11), ¢11)

max((az1, b21), C21)

_maX((anL bu), Cnl)

[ maX(all, (bll; Cll))

max(azl, (by1, 021))

_max(anl' (bn1, Cnl))

-all alz 0oG aln
a1 Ay e Qon
_anl anz e ann

€11 C12 Cin
@ €21 C22 Can
Ch1 Cn2 Con

max(ayz, by2) @ c12

max(ayq, by1) @D c1 max(ayy, byy) D ¢z

-max(anl» bnl) @ Cn1 max(anz’ bZn) @ Con

maX((au' b12), C12)

max((azz, ba2), C22)
max((anZ' an)' CnZ)

maX(alz, (blz, ClZ))

max (s, (by2, €22))

max(anz. (bn2, an))

[ay1 @ max(byy,¢q1)  ag, @ max(byy, ¢;3)
a1 @ max(byy,cz1) az; @ max(byy, cz2)

[ayy @ max(bpy, Cn1)  Ana D max(byy, cy2)

S

bll b12 bln

by byy o b

= Aij @ (Bij @ Cij)

=[AD (B O)];;

=A® BGC)
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max(aln; bln)
maX(aZTli bZn)

maX(ann; bnn)

max(ain, b1p) D c1n
max(a,n, bon) @ ca2p

max(ann, bun) D cnn

max((@1n, b1n), C1n) ]

max((azn, b,y), Czn)
max((ann, bnn)r CTlTl)—

max(aln. (b1n, Cln)) ]

max(azn, (bzn, C2n))

max(ann, (b, Cnn))-

a1n D max(byy, ¢15)
azn @ max(bsy, Con)

Anp D max(bzy, €25)

C11 C12 . Cin
@ C21 C22 Czn
Ch1 Cn2 . Cnn



JadiADB)DC=A4 (BD C).

Komutatif terhadap operasi &

Bukti

Ambil sebarang A,B € R

Dengan

[A11
azy

VA,B € R\ berlaku A B=B® A

5V QAin
2%Y) Aon
ano Ann
b12 bln
b22 b2n
an bnn

= Ayj D B;;
(A1 Aq2
a; dzz
_anl an2

max(a, b11)

max(a21, b21)

_maX(anl, b‘l’ll)

'max(bn, a11)

max(b,y,azq)

| max(b,,1, n1)

-bll b12

b21 b22

-bnl bnz

nxn
max

, untuk a1, a1z,

, untuk by, b1y,

A1n b4
aZn @ b2 1
Gnn bnl

max(ay 3, by2)
max(azz, bsz)

maX(anz, bZTl)

max(bu» a12)
max(b,,, az;)

max(bnz' aZn)

bin air Qg2
bon, @ az1 Ay

anq

bnn

5%)

o € R

w,byy ER

bnn
max(alnr bln) 1
max(aan bZn)

max(dny, bpn) |

max(byp, A1p)]
max(bZn' aZn)

maX(bTLTL' ann)-
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= B;; D A;j

= [B @ Al;;

=B@®A
JadiA @ B = B @ A.
Terdapat elemen netral (¢);; terhadap operasi &

VA, (e) e R berlaku AD () =(e) PA=A
(Mustofa,2001:1)

Bukti

Ambil sebarang A € R\

Dengan
a1 Qg2 Ain
a1 Q2 arn
A= . . . |, untuk a1, aqp, ..., @y, € R
an1 257 Ann
€11 €12 €1n
Sl T EIp we  E2n
(S)ij = . 3 1l untuk 1l E1Dp oo » Ep. © R
En1 En2 Enn
A D () = Ajj D (&)
(A1 Aq2 Ain €11 €12 €1n
| G21 Q22 Qazn ® €21 €22 En
Lanl An2 Ann &n1 En2 Enn

max(a;q, &11)
max(a21, 521)

-max(anlr gnl)

max(a,y, £12)
maX(azz; 522)

max(aan 8211)

‘'max(a;;,—) max(a,, —)
max(a,;, —©) max(a,,, —o)

I max(ap;, —©) max(a,;, —o)

max(aln» gln)
max(aZn» an)

max(ann» gnn)

max (@, —)
max(a,,, —)

max(ay,y,, —©)



a11 a12 es aln

_ ar1 04po e Qon

Ap1 Ap2 .. Qpun
=A

(e) D A= () D A

(€11 €12 - E1p a1 Qg2
€21 &2 o Ep ® a1 dp
_gnl En2 - Epn an1 an2

-maX(Sll, all) maX(Slz, alZ)
maX(€21; a21) maX(Szz, aZZ)

i max(&py, Ang) mMax(&xp, An)

‘max(—o,a;;) max(—,a;;)
max(—, F;) max(—o,a,;)

lmax(—0,ay;) max(—0o,ay,;)

o (121 (122 en ClZn
_anl An2 e Qpp
=A

JadiA @ (¢) = (e) B A = A.

Idempoten terhadap operasi®

51

ann

max(gln' aln)
maX(aan aZn)

max6e, ) Ton)

max(—o,a;,)
max(—o, dy,)

max(—oo, ay,)

VAe R AberlakuAPA=A

Bukti
Ambil sebarang A € RIL%

Dengan

(Musthofa, 2011: 1).
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a;; App Ain
ar1 04po e Oon

A= . . . i untuk aq1,A12, v, Apny € R
ap1  Qp2 Ann

= Ay D Ay
_all aqiz Ain a1 aqz Ain
arq (08 aZn arq sy aZn

=4 : % . | D g g :
_anl ap2 - Opp any An2 e Opp
‘max(a;q,a;;) max(agp, a) ... max(ap,, aip,)

L max(dz1, az;) max(azs, azz) ... max(azn, azn)
| max(aes) , @ I maX( @y, dyy) s maxtan ay. |
-all alz s aln

i a21 a22 aZn
_anl An2 e Qpp

=4

JadiA @ 4 = A.

Dapat dikatakan bahwa R},.~ dengan operasi €@ membentuk semi-grup
komutatif (abelians) karena memiliki sifat asosiatif, dan komutatif

terhadap operasi @. Dengan matriks netral,

€11 &12 - E1n

. _ %21 &22 - E2n
() =¢5 = : N
1 €n2 - &Emn

Sehingga Ry, disebut juga dengan semi-grup komutatif dengan matriks

netral (S)ij' Dan bisa juga disebut semi-grup idempoten, karena operasi

@ bersifat idempoten.
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ii.  Membentuk semi-grup dengan elemen identitas e = 0 dan mempunyai
elemen netral € = —oo yang bersifat menyerap terhadap operasi @
a. Asosiatif terhadap operasi ®
VA,B,C € R berlaki (A®@B) Q@ C=A4AQ® (B C)
(Baccelli, 2001: 107).

Bukti

Ambil sebarang 4, B, C € R

(A®B)®C=[A®B) QCl;

n
:< 5> [A®B]il>®clj
=

n
< D A ® Bkl) X Clj)
<= il
n
D Ay @ B ® Cyj
n
® Ay ® (By ® Cj))

n
D A ® [BR Cly;

=[A® (B & 0)];
=AQ(B®O)
Jadi(AQB)R®C=AQ (BR C).
b. Komutatif terhadap operasi®
VA,B € R}k berlaku AQ B=B QR A

Bukti
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Ambil sebarang A, B € R

Dengan

ai; A2 QAin
a21 a22 s az

A= . . o :Tl , untuk ai1,a12, -, Apy € R
Ap1  Qp2 Apn
b11 b12 bln
b b b

B ey =" 2nl untuk by, b1z, ... by € R
bnl bn2 bnn

A®B=[AQ® B];;

n
= @ A ® By
k=1
a1 Az - Qg b1 bz ... by
_|Qa1 G2z . Qon ® b,y by ... by,
An1  Anz2 - Qnn bnl bnz bnn

Ay, @ By; = max ((an + byj), (aiz + bzj), ooy (A + bnj)),
Jika misalkan operasi & bersifat komutatif, maka
Ay Q By; = By Ay, tetapi
Ay ® By # By @ Ay, karena
[AQ Bl;; # By @ A
JadiA® B #+# B ® A.
c. Terdapat elemen identitas (E)l.j terhadap operasi @ dengan e = 0
jijkai =jdane = —oojikai #j
VA,E € R berlaki AQE=EQ®A

(Baccelli, 2001: 107).



Bukti

VA,E € R

55

Dengan
a1 Qg QAin
a a a
A= :21 ?2 an , untuk ai1,a12, -, any € R
an1 an2 Ann
011 €12 €1n
£
&), =2 02 2| untuk 041, &1, o) O € R
Enl En2 Onn
AQE=[AQ E];
n
= © Ay ® (E)y
la= il
[A11 Q12 Q1n 0 el = al
Y] Ann &1 €n2 - Onn.
[(a11+011) (a2 +03) ... (ain + 0pp)]
_|Caz1 +011) (@2 +022) .. (azn+0pyn)
-(anl + 011) (anZ + 022) (ann + Onn)-
(A1 Qg2 Ain
| %21 Q22 Qzn
_anl anz Ann
=A

n
= © (B)u ® Ay

k=1
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017 €12 E1n ai; Q12 - Qqp]
_ €21 0:22 82:11 ® a:21 agz a?n
gnl 871.2 Onn a‘nl anZ ann_
(011 +a11) (02 +ay;) (0pn + a1n)]
i (011 +az1) (032 + azz) (Onn + azn)
(011 +ap1) (022 +ayz) (0ppn + apy).
[A11 Qg2 Ain
_|Q21 Q22 Qan
[Ap1 Ap2 Ann
="A

JAdIAQE=ERA
d. Elemen netral (¢);; bersifat menyerap terhadap operasi ®
VA, (e) € Rk berlaku A ® () = () @ A = (&)
(Baccelli, 2001: 107).
Bukti

Ambil sebarang A € R, dan pilih (€);; € Ryey

Dengan
a1 Q2 A1n
A= a:21 a?z = o ,untuk a;1, a2, ..., 4y, €R
Y] Ann
€11 €12 - E1n
&)y = 21 8?2 . g?” ,untuk €11, €12, .., Eny E R
€n1 En2 - Enn

AR () = [A® el

k

e

Aje @ (&)g;j
1



all alz . aln
az1 Az - Q2p ®
anl anz ann

—00 —00
—00 —00
—00 —00

57

n
[a xe];; = Ol(an® = ) B (a; ® =) D ... D (a;n @ —»)]
k

= max((ay + —), (a + —), ..., (ay + —))

= max((—oo), (—OO), 4 (—00))

= —0O

Maka diperoleh

= CO 4 —(©.0)

(e) ® A =[e ® A];

n
= @ (&) ® Ay
k=1

SRCONF— coNmmr 00

—c0 —00 .., —

—9 =9 ..  —@9

ap1  Qn2

n
[eQ®al;; = %[(—oo@al,-) @ (0 ®ay) D .0 (— @ ay)]

— max ((—oo + alj), (—oo + azj), s (—OO + anj))

— max((—), (<o), ., (=)

= —00

Maka diperoleh
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JadiA® (e) = () Q@ A = (¢)

Ry dengan operasi @ (RX,®) merupakan semi-grup dengan
elemen identitas (E);;, karena (Ry;qx,&) memiliki sifat asosiatif, terdapat
elemen identitas, dan mempunyai elemen netral yang menyerap terhadap
operasi @, dan (Rjh%, &) tidak bersifat komutatif.

iii. Distributif operasi ® terhadap operasi &

a. Distributif kanan

VA,B,C € R%" berlaku AQ (BDC)=(AQB) D (AR C)
(Baccelli, 2001: 107).

Bukti

Ambil sebarang A4, B, C € RI\%

ARBBC)=[AR (B O)];

n
= @ Aik®[B®C]kj
o =

n
= @ Ay ® (By; @ Cyj)
k=1

) ((4u ® Biy) @ (Au ® Ciy))

s
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= ( é (A ® Bk,-))
k=1

n
EB( ® (An® ij))
k=1

=[A®Bl;; ®[A® (]
=AQB)D U0

JadiA® B ) =(AQB) DS (AR ()

b. Distributif Kiri
VA,B,CERpxy > (ADB)R®C=(AQC)DBRC)
(Baccelli, 2001: 107).
Bukti
VA,B,C € R

ADBQC=[ADB) QCl;

n
= © [AD Bl ® C

n
EB( ® (Bu® ij))
k=1
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=[A®Cl;; ®[BRCl;
=AR0OB BRI
Jadi (AP B RC=AR0O D BRLO)
Berdasarkan sifat-sifat di atas, maka (R};5%,®D,Q) disebut semi-ring,
karena (Rjmax, @) membentuk semi-grup komutatif idempoten dengan
elemen netral (&), mempunyai sifat asosiatif, komutatif dan idempoten,
(RA,Q) juga membentuk semi-grup yang bersifat asosiatif,
mempunyai elemen identitas (E) dan elemen netral yang bensifat
menyerap terhadap operasi &, akan tetapi tidak komutatif pada operasi
®, dan (Rjy5%.D,8) mempunyai sifat distributif operasi @ terhadap
operasi .
Contoh:
Suatu matriks ordo 2 x 2 (RZ¥2.,0,&Q) memenuhi sifat-sifat aljabar

max-plus. Yaitu V4, B, C € R2%2 dengan
LSS 2 7 11 2 2x2 :
A= [2 1], Bre [ 1 _3], C = _y 3] € R;5 berlaku:
. (REE,@D) membentuk semi-grup komutatif dengan elemen
identitas €

a. Asosiatif terhadap operasi @

ADB)DC=AD BDO)
‘:’(B 1]69[_12 —73])@[—12 g

=l Jeo (i Llels, 3D
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< 126309_12 1leg9 —73]@[—12 g]
-[; Jelia’: Hes
=[ dels 3=k el

(:)'1691 7@2]_[1@1 167
20-2 163] 2661 163

o[ 3=l
iz Jely SHhels il
=l Jo(7 Slels 3D

. Komutatif terhadap operasi @

ADB=B®DA
o[ Jely SHl=17 Slel; il

(1D -2 1@7]_[—2@1 701
261 16p-3] |12 -361

o[ 1=z 1

i, el L= Glel i

. Terdapat elemen netral (¢);; terhadap operasi ©

€11 512] _ [—00 —00] € R2x2
&1 €22 — —00 max:

AD () =(e)DA=A4

=l el 2l=l alel |

Dengan (E)ij = [
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max(1,e;;) max(l,e;)]  [max(e;,1) max(eg,, 1)
max(2, &) max(1,&,,)]  |max(e,1,2) max(eyy, 1)

max(1, —o) max(1,—o0)
max(2,—o) max(1,—o0)

_ [max(—=o0,1) max(—oo,1)
"~ Imax(—,2) max(—o,1)

ol 1=z i
adif; ol o=l sl il=[ 3
d. Idempoten terhadap operasi @
B®B=B
3 Lle[i

L i (- S0 ) max(7,7)
" | max(1,1) max(-3,-3)

Wy
-7 4l
=2 7 =2/ ]I
sadi 30 L@ [T Sl=[77 4l
ii. Membentuk semi-grup dengan elemen identitas e =0 dan
mempunyai elemen netral € = —c0  yang bersifat menyerap
terhadap operasi @

a. Asosiatif terhadap operasi ®

AR(BR®O=UR®BC
=l Je (i Llels 5

Z(B ﬂ®[_12 —73])®[—12 g



=4

=4

=
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 olied o3

®-5 300
[-1®2 8 -2 1 2
“lo®2 969—3]®[—2 3

L el 31=[ dels il

63 11@4]_[3B6 4@ 11
[7@93 12@94]‘[3@7 46 12
i e

U7 120 ° 1772

Jadi

2 e Slels; 3l

=z de[ el 4

. Komutatif terhadap operasi @

a@8=[2, o[}

|

A

R

max{(1+ (-2)),(1+ 1)} max{(1+7),(2+(-3))}
max{(-2+ (=2)), 3+ 1)} max{(-2+7),(3+ (-3))}

=[; ¢
B®A:[_12 —73]®[—12 g]

[max{(—z +1),(7+(=2))} max{(-2+2),(7 +3)}
max{(1+ 1), (=3 + (-2))} max{(1+2),(-3+3)}

> 3]

sadi [} =[5 Y]

2 3
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. Terdapat elemen identitas (E)l.]. dengan e = 0 jika i =j dan
e = —oo jika i # j terhadap operasi @

Dengan (E),; = [ 0 _Oo] € R22

—00 0

SN

—00 0

A®(E)ij:[§ ﬂ@[

[(24+0) @D (1+ (=) (2+ (—0)) D (1+0)
(B+0) @D (1+ (=) (3+(—») D (1+0)

'max(2, —c0) max(—oo,1)
max(3,—c0) max(—oo,1)

=[5 1

= Y
®,;®4=]" TIe[; ]

[(0+2) D (—0+3) (0+1)P (—0+1)
(—0+2) D 0+3) (—o+1) @ O+1)

'max(2, —0) max(1, —)
max(—o0,3) max(—oo,1)

=[5 1l
a3 e =11 SIe i

. Elemen netral (¢);; bersifat menyerap terhadap operasi &

€11 512]
€21 &2

Dengan (&);; = [ [_Oo _OO] € RIS

—00 —O00

10@=[; o[ =]
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| max ((2 + (=), (1 + (—oo))) max ((2 + (=), (1 + (—00)))
= . ((3 + (=), (1 + (—oo))) max ((3 + (=), (1 + (—00)))

_ [max(—oo,—oo) maX(—oo,—oo)] _ [_oo —»
max(—o00, —0) max(—oo, —o0) _

@ei="o ol i
[ max (((=e0) +2), (=) +3))  max(((=o0) + 1), ((=o0) + 1))
| max (=) +2), (=) +3))  max (((=0) + 1), ((=0) + 1))

_ [max(—c0,—0) max(—c0, —co)
~ |max(=c0,~0) max(—co,—c0)

{\F

adif3 jle[Ze Z5l=[20 ZElefs i

iii. Distributif operasi @ terhadap operasi @

a. Distributif kanan
ARBDC)=(AQB)D (AR ()
=l o Hlels 3
=([; del3 %D
o, el 3)
= e 3
=(—1EBZ 869—2)

02 96 -2

(365 164



582 se4 =l slel 4
>[5 o=[5 3
Jadi
2 187 Slels 3)
-z e[ 5
o(; 1l 3
b. Distributif Kiri

ADPBRC=ARQRODBXRO)
=(; 17 A)el} 3

=([; el 3D

o(7 e[, 3)
=[; 185 3

Ljizeey 31 3694]69[2—1695 06 10

T 3P-1 464 S0 &>
25 3@10] [ 5 10]
369 -1 44

< [g 14O] - [g 140]
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Jadi
I Jely LHhels, i
:(B ﬂ@’[_lz g)
o(7 Llels 3
3.3 Inspirasi Kajian Aljabar Max-plus dalam Al-qur’an

Secara umum konsep dari disiplin ilmu telah dijelaskan dalam Al-qur’an,
salah satunya mengenai matematika. llmu matematika yang dimaksud antara lain
bidang statistik, logika, pemodelan, teori graf, alajabar, dan lain-lain.

Kajian mengenai aljabar, khususnya aljabar max-plus yang menjelaskan
bahwa suatu himpunan yang dilengkapi dengan dua operasi dan mempunyai
beberapa sifat akan memberikan suatu definisi. Seperti aljabar max-plus jika unsur
himpunannya adalah bilangan bulat maka aljabar max-plus R,,,, bisa dikatakan
sebagai semi-field idempoten yang memenuhi beberapa sifat antara lain
membentuk semi-grup komutatif idempoten dengan elemen identitas a pada
operasi €@, membentuk grup abelian dengan elemen identitas e dan mempunyai
elemen netral & yang bersifat menyerap pada operasi &, dan mempunyai sifat
distributif operasi @ terhadap @. Akan tetapi, jika unsur himpunan dari aljabar
max-plus tersebut merupakan matriks maka aljabar max-plus Ry dikatakan
sebagai semi-ring idempoten yang memenuhi beberapa sifat antara lain
membentuk semi-grup komutatif idempoten dengan elemen identitas & pada

operasi @, membentuk semi-grup dengan elemen identitas e dan mempunyai

elemen netral & yang bersifat menyerap pada operasi &, dan mempunyai sifat
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distributif operasi ® terhadap @. Perbedaan pada kedua unsur tersebut adalah
jika unsurnya bilangan bulat maka pada operasi @ membentuk grup abelian,
sedangkan jika unsurnya matriks maka akan membentuk semi-grup. Perbedaan
sifat dari kedua unsur tersebut akan memberikan definisi yang berbeda pula.
Berbicara tentang penbedaan sifat dan definisi oleh suatu unsur juga disebutkan

dalam Al-qur’an surat Ali-Imron : 104

‘- /aé/ S - R Z L Z22, . ,/’l - 2,/ B0 w1 oo "{’E L s s
-2 Lyl {i&iﬁ OF U3 ol Hyals AT J) 063 L A N3

Dan hendaklah ada di antara kamu segolongan umat yang menyeru kepada
kebajikan, menyuruh kepada yang ma'ruf dan mencegah dari yang munkar;
merekalah orang-orang yang beruntung. (Ali-Imron:104)

Ayat di atas memberikan penjelasan bahwa segerombolan umat dikatakan
sebagai himpunan yang di dalamnya terdapat unsur-unsur, unsur dari
segerombolan umat itu adalah manusia atau individu dalam suatu masyarakat
yang mana manusia diwajibkan untuk menyeru dalam kebaikan beramal ma’ruf
nahi munkar, kewajiban tersebut merupakan suatu syarat agar manusia tersebut
mempunyai sebuah definisi yaitu menjadi manusia yang beruntung. Untuk
mencapai masyarakat yang beramal ma’ruf nahi munkar, maka harus ada manusia
yang bergerak dalam bidang dakwah yang selalu memberikan peringatan kepada
orang-orang yang berbuat dosa. Tahapan dalam amal ma’ruf nahi munkar yang
dimaksud adalah menunjukkan rasa tidak suka kepada orang yang berbuat dosa,
jika dengan menunjukkan rasa tidak suka tersebut orang yang berbuat dosa tidak
memahami bahwa yang dilakukan salah, maka dengan diingatkan dengan

perkataan, jika dengan perkataan masih tidak mengerti, maka orang yang beramal
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ma’ruf nahi munkar berhak mengingatkan dengan tindakan kekerasan. Akan
tetapi, mengingatkan untuk berbuat baik saja tidak cukup tanpa dibarengi dengan
menghilangkan sifat-sifat buruk. Mereka yang memenuhi syarat-syarat perjuangan
dalam tahapan itulah orang-orang yang sukses dan beruntung. Begitu juga dalam
unsur dari suatu himpunan aljabar max-plus, unsur tersebut diberikan beberapa
sifat yang memenuhi beberapa cara, yang mana sifat tersebut bisa memberikan

suatu definisi yaitu aljabar max-plus (R, ) merupakan semi-field idempoten dan

nxn

aljabar max-plus (R,4,) merupakan semi-ring idempoten.



BAB IV
PENUTUP
4.1. Kesimpulan
Berdasarkan  penjelasan pada pembahasan dapat disimpulkan
bahwa (R, D, ) merupakan semi-ring idempoten. Dimana RJ;5: merupakan
himpunan semua matriks persegi dengan entri-entrinya elemen R, ... Untuk
setiap 4, B, C € R}X berlaku sifat-sifat berikut:
i. Asosiatif terhadap operasi @ dan Q:
VA,B,C ERM. 5> (A@B)®C=4@ (B C)
VA,B,CERM. 5 (AQB)R®C=4Q (BQ ()
ii. Komutatif terhadap operasi @:
VA BER™™ 5 A®B=B®A
iii. Terdapat elemen netral terhadap operasi @ dan bersifat menyerap &:
VA, () ERT ~AD (e)=(e)D A=A
VA, (e) ERFG > A® (8) = () ® A = (¢)
iv. Terdapat elemen identitas terhadap operasi:
VAEERY SAQE=EQA

I
v. ldempoten terhadap operasi @:

VAERML 5 ADA=A
vi. Distributif operasi & terhadap operasi @

VA B,CERIHZ>AQRBBC)=(AQB)D(ARQ )
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VA,B,CERpy > (ADB)R®C=(AQ 0D BRC)

Berdasarkan sifat-sifat di atas, maka (RjL5%@,®) disebut semi-ring, karena
(R, @) membentuk semi-grup komutatif idempoten dengan elemen netral (¢),
mempunyai sifat asosiatif, komutatif dan idempoten, (R},5%, &) juga membentuk
semi-grup yang bersifat asosiatif, mempunyai elemen identitas (E) dan elemen
netral yang bensifat menyerap terhadap operasi &, akan tetapi tidak komutatif
pada operasi ®, dan (Risx@,Q) mempunyai sifat distributif operasi &
terhadap operasi .
4.2. Saran

Pada skripsi ini, penulis hanya memfokuskan pada pokok bahasan sifat
aljabar max-plus yang himpunannya berupa bilangan real berbentuk matriks
berordo n X n. Maka disarankan kepada peneliti selanjutnya untuk membahas
tentang aljabar max-plus pada matriks berukuran m x n, aljabar max-plus pada
fungsi skalar, pada masalah nilai eigen dan vektor eigen, aljabar max-plus pada
graph dan aljabar max-plus dalam bentuk pemrograman agar lebih mudah

menyelesaikannya.



DAFTAR PUSTAKA

Anton, Howard. 1987. Aljabar Linier Elementer. Bandung: Erlangga

Arifin, Achmad. 2000. Aljabar. Bandung: ITB Bandung.

Ayres jr, frank.PhD. 1984. Matriks. Bandung: Erlangga

Baccelli, Francois., dkk. 2001. Synchronization and Linearity, An Algebra for
Discrete Event Systems. Paris: INDRIA.

Bhattacharya, P, B, dkk. 1990. Basic Abstract Algebra. New York: Cambridge
University Press

Farlow, Kasie G. 2009. Max-plus Algebra. Virginia: Faculty of the Virginia
Polytechnic Institute and State University.

Imrona, Mahmud Drs M.T. 2009. Aljabar Linier Dasar. Jakarta: Erlangga

Kandasamy, W. B. Vasantha. 2002. Smarandache Semiring, Semifield, and
Semivector spaces. Rehoboth: American Research Press.

Majid, abdul. 2011. Aljabar Max-Plus Dan Sifat-Sifatnya. Tugas Akhir. Tidak
diterbitkan. Malang. UIN Maulana Malik Ibrahim

Munir, Rinaldi. 2005. Matematika Diskrit. Bandung: Informatika

Musthofa. 2011. Invers Tergeneralisasi Matriks Atas Aljabar Maxplus. Jurnal.
Tidak diterbitkan: Jurusan Pendidikan Matematika FMIPA UNY.

Raisinghania, M, D dan Anggarwal, R, S. 1980. Modern Algebra. New Delhi:
Ram Nagar

Rudhito, M. Andy. 2004. Semimodul atas Aljabar Max-Plus. Yogyakarta:
Universitas Sanata Dharma.

Rudhito M. Andy, Wahyuni Sri, Suparwanto Ari dan Susilo F, Matriks Aljabar
Max-Plus Interval. Prosiding seminar nasional mahasiswa S3 Matematika,
pp.23-32, UGM Mei 2008

Schutter, B. De. 1996. Max-Algebraic System Theory for Discrete Event System,
PhD thesis Departement of Enginering Katholieke Unoversiteit Leuven,
Leuven

Sukirman. 2005. Pengantar Aljabar Abstrak. Malang: UM Press

72



73

Whitelaw, T, A. 1995. Introduction to Abstract Algebra. New York: Blackle
Academic & Professional.

http://cahpemalang.wordpress.com/pesantren-virtual/raktualisasi-amar-maruf-

nahi-munkar/ diunduh tanggal 13 Desember 2012

http://users6.nofeehost.com/alquranonline/Alguran Tafsir.asp?pageno=6&SuratK

e=3 diunduh pada tanggal 14 Desember 2012


http://cahpemalang.wordpress.com/pesantren-virtual/raktualisasi-amar-maruf-nahi-munkar/
http://cahpemalang.wordpress.com/pesantren-virtual/raktualisasi-amar-maruf-nahi-munkar/
http://users6.nofeehost.com/alquranonline/Alquran_Tafsir.asp?pageno=6&SuratKe=3
http://users6.nofeehost.com/alquranonline/Alquran_Tafsir.asp?pageno=6&SuratKe=3

KEMENTERIAN AGAMA

UNIVERSITAS ISLAM NEGERI MAULANA MALIK IBRAHIM MALANG
FAKULTAS SAINS DAN TEKNOLOGI

BUKTI KONSULTASI SKRIPSI

JI. Gajayana No. 50 Malang 65144 Telp. / Fax. (0341) 558933

Nama Desi Ayu Anisianti

NIM 08610004

Fakultas Sains danTeknoloaqi

Jurusan Matematika

Judul Skripsi Matriks Atas Aljabar Max-plus

Pembimbing | Evawati Alisah, M.Pd

Pembimbing Il Fachrur Rozi, M.Si

No Tanggal Materi Ttd. Pembimbing

1.1 04 April 2012 Konsultasi BAB | 14

2.1 09 April 2012 Konsultasi BAB I, 11 2.

3. | 28 Mei 2012 Konsultasi BAB I, 11 3

4.1 06 Juni 2012 Konsultasi Agama BAB |, 1I 4.
5.1 16 Juni 2012 Konsultasi Agama BAB |, Il 5.
6. | 18 September 2012 | Konsultasi BAB I, 11, 111 6.

7. | 19 September 2012 | Konsultasi Agama BAB I 7.
8. | 24 September 2012 | Konsultasi BAB 1 8.

9. | 25 September 2012 | Konsultasi Agama BAB 1 9.
10. | 02 Oktober 2012 Konsultasi BAB 111, IV 10.
11. | 05 Oktober 2012 Konsultasi BAB I, 11, 11, IV 11.
12.| 22 Oktober 2012 Konsultasi BAB I, 11, 111, IV 12.
13. | 23 Oktober 2012 Konsultasi BAB |, 11, 111, IV 13.
14. | 24 Oktober2012 Konsultasi BAB I, 11, 111, IV 14,

Malang, 12 desember 2012

Mengetahui,
Ketua Jurusan Matematika

Abdussakir, M.Pd

NIP. 1975 1006 200312 1 001

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG

\RY

RAL LIBR;

CENT



	pendahuluan.pdf
	BAB I.pdf
	BAB II.pdf
	BAB III (Autosaved).pdf
	BAB IV.pdf
	DAFTAR PUSTAKA.pdf
	BUKTI KONSULTASI SKRIPSI.pdf

