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ABSTRAK

Tridissuwedhy, Ainul Rhofig. 2013. Bilangan Pelangi Terhubung pada Graf
yang Berkaitan dengan Sikel. Skripsi. Program S1 Jurusan
Matematika Fakultas Sains dan Teknologi Universitas Islam
Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.
Pembimbing : (1) Abdussakir, M.Pd
(2) Dr. H. Ahmad Barizi, M.A

Kata Kunci : Rainbow edge-connection, Rainbow vertex-connection, Graf Sikel,
Graf Roda, Graf Gear, Graf helm, Graf Helm Tertutup, Graf Bunga

Dalam teori graf konsep pewarnaan terus mengalami perkembangan, salah
satunya adalah tentang rainbow connection. Rainbow connection dibagi menjadi 2
jenis, yang pertama adalah pelangi sisi terhubung (rainbow edge-connected),
sedangkan yang kedua adalah pelangi titik terhubung (rainbow vertex-connected)

Rainbow edge-connection pada graf G yang terhubung (rc(G)) yaitu
bilangan terkecil dari warna yang dibutuhkan untuk membuat graf G menjadi
pelangi sisi terhubung, sedangkan Rainbow vertex—connection pada graf G yang
terhubung (rvc(G)) merupakan bilangan terkecil dari warna yang dibutuhkan
untuk membuat graf G menjadi pelangi titik terhubung. Pada penelitian ini akan
dibahas tentang bilangan bilangan rc(G) dan rvc(G) pada sikel,graf roda,graf
gear,graf helm,graf helm tertutup, dan graf bunga

Berdasarkan penelitian diperoleh bahwa rumus umum untuk rc pada graf

sikel (C,,) adalah r¢(C,) = 1 jika n = 3 dan rc(C,)) = [%| untuk n > 4. rc pada

graf roda (W;,) adalah rc(W,,) = 1 jika n = 3, rc(W,,) = 2 jika 4 <n < 6, dan
rc(W,) = 3 jikan = 7. rc pada graf gear G,, adalah rc(G,) = nuntuk n > 3. rc
pada graf helm (H,) adalah rc (H,) = rc(W,) + n untuk n = 3. rc pada graf
helm tertutup (cH,,) adalah rc(cH,) = 2 jikan = 3, rc(cH,) =3 jika4 <n <
5, dan rc(cH,) = 4 jikan = 6. Dan rc pada graf bunga (Fl,,) adalah rc(Fl,,) =
1 jikan = 3 dan rc(Fl,) = 3 untuk n = 4. Sedangkan rvc pada graf sikel (C,,)
adalah rvc(C,) =0 jika n = 3, rvc(C,) =1 jika n = 4&5, rvc(C,) = 3 jika

n=09, rve(C,) = E] —1 jika n = 6,7,8,10,11,12,13, atau 15, dan rvc(C,) =

E] Jikan = 16 atau n = 14. rvc pada graf roda (W, ) adalah rvc(W,) = 0 jika

n = 3, dan rvc(W,,) = 1 jikan > 4. rvc pada graf gear (G,) adalah rvc(G,,) = 2
untuk n =3 dan rvc(G,) = 3 jika n > 4. rvc pada graf helm (H,) adalah
rvc(H,) = 2 jika n =3, dan rvc(H,) =3 jika n > 4. rvc pada graf helm
tertutup (cH,) adalah rvc(cH,) =1 jikan = 3, rvc(cH,) = 2 jika4 <n <6,
rvc(cH,) = 3 jika 7 <n < 10, dan rvc(cH,) = 4 jika n = 11. Dan rvc pada
graf bunga (Fl,,) adalah rvc(Fl,,) = 1 untuk n > 3.

Pada skripsi ini, penulis hanya memfokuskan pada pokok bahasan pada
graf yang berkaitan dengan sikel. Maka dari itu dapat dikaji dengan jenis graf
yang lain.
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ABSTRACT

Tridissuwedhy, Ainul Rhofig. 2013. The Number of Rainbow Connection on
Cycle Related Graphs. Thesis. S1 Department of Mathematics
Faculty of Science and Technology State Islamic University of
Maulana Malik Ibrahim Malang.
Advisors : (1) Abdussakir, M.Pd
(2) Dr. H. Ahmad Barizi, M.A

In the graph teory, concept of colouring immediately work out. It’s one of
rainbow connection. Rainbow connection is divided into two parts, the first isi
rainbow edge connection and the second is rainbow vertex connection

The rainbow edge-connection of a connected graph G (rc(G)) is the
smallest number of colors that are needed in order to make graph G rainbow edge
connected, and then the rainbow vertex-connection of a connected graph G
(rvc(G)) is the smallest number of colors that are needed in order to make G
rainbow vertex-connected. This research was analysis about number of r¢(G) and
rvc(G) from cycle graph, wheel graph, gear graph, helm graph, closed helm
graph, and flower graph.

The result show that conclusion from this research are rc from cycle graph
(¢, are rc(Cy) =1 if n=23 and rc(C,) = E] if n > 4. rc from wheel graph
W) are rec(W,))=1ifn=3, rec(W,)=2if 4<n<6, and rc(W,) =3 if
n = 7. rc from gear graph (G,,) is rc(G,) = n if n > 3. rc from helm graph (H,,)
is rc (Hy) =rc(W,)+n if n>3. rc from closed helm graph (cH,) are
rc(cH,) =2 if n=3, rc(cH,) =3 if 4<n <5, and rc(cH,) =4 if n > 6.
And rc from flower graph (Fl,,) are rc(Fl,,) =1 if n=3 and rc(Fl,) =3 if
n = 4. And then rvc from cycle graph (C,,) are rvc(C,) = 0 if n = 3, rvc(C,) =

1 if n=4&5, rvc(C,)=3 if n=9, rvec(C) = E] -1 if

n = 6,7,8,10,11,12,13, or 15, and rvc(C,) = [g] if n > 16 or n = 14. rvc from

wheel graph (W) are rvc(W,) =0 if n =3, and rvc(W,) =1 if n > 4. rvc
from gear graph (G,,) are rvc(G,) = 2 if n = 3 and rvc(G,) =3 if n = 4. rvc
from helm graph (H,,) are rvc(H,) = 2 ifn = 3,and rvc(H,) =3 ifn > 4.rvc
from closed helm graph (cH,) are rvc(cH,) =1 if n =3, rvc(cH,) =2 if
4<n<6,rvc(cH,) =3if7<n <10, and rvc(cH,) =4 if n > 11. and rvc
from flower graph (FL,,) is rvc(Fl,) = 1ifn > 3.

This thesis just focuses on graph that related to cycle. So from that, it can
be analyzed by another graph.

Keywords : Rainbow edge-connection, Rainbow vertex-connection, Cycle Graph,

Wheel Graph, Gear Graph, Helm Graph, Closed Helm Graph,
Flower Graph
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PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Galileo Galilie pernah berkata bahwa, Tuhan menciptakan alam raya ini
dengan angka (Muftie, 2004:1). Jadi dapat dikatakan bahwa angka mempunyai
arti yang sangat penting di dunia ini. Matematika adalah suatu cabang ilmu yang
di dalamnya banyak bergelut dengan angka-angka. Matematika juga merupakan
salah satu cabang ilmu yang mendasari berbagai macam ilmu yang lain dan selalu
menghadapi berbagai macam fenomena yang semakin kompleks. Tetapi masih
banyak yang menganggap matematika itu merupakan cabang ilmu yang sulit
untuk dipelajari dan harus dihindari.

Mempelajari matematika yang sesuai dengan paradigma ulul albab, tidak
cukup hanya berbekal kemampuan intektual semata, tetapi perlu didukung secara
bersamaan dengan kemampuan emosional dan spiritual. Pola pikir deduktif dan
logis dalam matematika juga bergantung pada kemampuan intuitif dan imajinatif
serta mengembangkan pendekatan rasionalis, empiris, dan logis (Abdussakir,
2007:24). Sebagaimana dalam firman Allah SWT dalam surat Ali Imran pada ayat

199 yang berbunyi:
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... Sesungguhnya Allah Amat cepat perhitungan-Nya. ” (QS. Ali Imran [3]:199)

Sejalan dengan pernyataan Galileo, pada dasarnya konsep matematika
sudah ada di dalam alam semesta. Alam semesta menyimpan simbol-simbol

pengetahuan yang apabila dikaji secara benar akan menghasilkan konsep-konsep



ilmu pengetahuan. Jadi kesimpulannya, semua ilmu pengetahuan adalah hasil
penyimbolan atas apa yang ada di alam semesta ini. Allah SWT telah menciptakan
alam semesta ini dengan ukuran-ukuran cermat dan persamaan yang rapi
(Abdussakir, 2007:79-80)

Firman Allah dalam surat Al-Jin ayat 28 berbunyi:
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supaya Dia mengetahui, bahwa Sesungguhnya Rasul-rasul itu telah
menyampaikan risalah-risalah Tuhannya, sedang (sebenarnya) ilmu-Nya meliputi
apa yang ada pada mereka, dan Dia menghitung segala sesuatu satu persatu.(Al-
Jin[72]:28)
Dalam surat Maryam ayat 93-94 dijelaskan juga :
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tidak ada seorangpun di langit dan di bumi, kecuali akan datang kepada
Tuhan yang Maha Pemurah selaku seorang hamba. Sesungguhnya Allah telah
menentukan jumlah mereka dan menghitung mereka dengan hitungan yang
teliti.(Maryam[19]:93-94)

Dalam pandangan al-Qur'an, tidak ada peristiwa yang terjadi secara
kebetulan. Semua terjadi dengan hitungan, baik dengan hukum-hukum alam yang
telah dikenal manusia maupun yang belum. Bagi Muslim yang beriman, tidak ada
bedanya apakah al-Qur'an diciptakan dengan hitungan atau tidak, mereka tetap
percaya bahwa kitab yang mulia ini berasal dari Tuhan Yang Maha Esa. Pencipta
alam semesta, yang mendidik dan memelihara manusia. Namun bagi sebagian

ilmuwan, terutama yang Muslim, yang percaya bahwa adanya kodetifikasi alam

semesta, baik kitab suci, manusia maupun objek di langit, adalah suatu kepuasan



tersendiri jika dapat menemukan hubungan-hubungan tersebut. Al-Qur'an adalah
salah satu mahakarya yang diturunkan dari langit, untuk pedoman umat manusia,
berlaku hingga alam semesta runtuh. la menggambarkan masa lalu, sekarang dan
masa depan dengan cara yang menakjubkan. Prof. Palmer seorang ahli kelautan di
Amerika Serikat mengatakan "llmuwan sebenarnya hanya menegaskan apa yang
telah tertulis didalam al-Qur'an beberapa tahun yang lalu™ (Muftie, 2004:1).

Dalam ayat lain juga disebutkan:
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Yang kepunyaan-Nya-lah kerajaan langit dan bumi, dan dia tidak mempunyai
anak, dan tidak ada sekutu baginya dalam kekuasaan-Nya, dan dia Telah
menciptakan segala sesuatu, dan dia menetapkan ukuran-ukurannya dengan
serapi-rapinya” (Q.S. Al-Furgaan:[25]: 2).

Ayat di atas menjelaskan bahwa segala sesuatu yang ada di alam ini ada
ukurannya, ada hitungan-hitungannya, ada rumusnya, atau ada persamaannya.
Ahli matematika atau fisika tidak membuat suatu rumus sedikitpun. Mereka hanya
menemukan rumus atau persamaan, sehingga rumus-rumus yang ada sekarang
bukan diciptakan manusia sendiri, tetapi sudah disediakan. Manusia hanya
menemukan dan menyimbolkan dalam bahasa matematika (Abdussakir, 1997:80).

Graf G adalah pasangan himpunan (V, E) dengan V adalah himpunan tidak
kosong dari obyek-obyek yang disebut sebagai titik dan E adalah himpunan

(mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik berbeda di V yang



disebut sebagai sisi. Himpunan titik di G dinotasikan dengan V(G) dan himpunan
sisi dinotasikan dengan E(G) (Chartrand dan Lesniak, 1986: 4).

Pewarnaan pada graf G adalah pemetaan warna-warna ke titik atau sisi
dari G sedemikian hingga titik atau sisi yang terhubung langsung mempunyai
warna-warna yang berbeda. Dikatakan bahwa G adalah berwarna n jika terdapat
pewarnaan dari G yang menggunakan n warna. Pewarnaan dengan jumlah warna
minimum yang diperlukan untuk mewarnai graf G, disebut bilangan kromatik dari
G. Ada tiga macam pewarnaan graf, yaitu pewarnaan titik, pewarnaan sisi, dan
pewarnaan wilayah (region).

Dalam teori graf, konsep pewarnaan terus mengalami perkembangan,
salah satunya adalah tentang pelangi terhubung (rainbow connection). Pelangi
terhubung dibagi menjadi 2 jenis, yang pertama adalah pelangi sisi terhubung
(rainbow edge-connected) yang didefinisikan sebagai pewarnaan sisi pada graf G
jika setiap titik pada graf G dihubungkan oleh lintasan yang memiliki sisi-sisi
dengan warna yang berbeda, sedangkan yang kedua adalah pelangi titik terhubung
(rainbow vertex-connected) yang didefinisikan sebagai pewarnaan titik pada graf
G jika setiap titik pada graf G dihubungkan oleh lintasan memiliki titik-titik
interior dengan warna yang berbeda. Bilangan pelangi sisi terhubung pada graf
terhubung disimbolkan oleh rc(G) yaitu bilangan warna terkecil pada sisi yang
dibutuhkan untuk membuat G menjadi pelangi sisi yang terhubung. Sedangkan
bilangan pelangi titik terhubung pada graf terhubung disimbolkan oleh rvc(G)
yaitu bilangan warna terkecil pada titik yang dibutuhkan untuk membuat G

menjadi pelangi titik terhubung (Krivelevich dan Yuster, 2010:1).



Dalam penelitian sebelumnya yang ditulis oleh Fuad Adi S. (2012) dalam
skripsinya yang berjudul Bilangan Rainbow connection dari Hasil Operasi
Penjumlahan dan Perkalian Kartesius Dua Graf Bilangan Rainbow connection
dari Hasil Operasi Penjumlahan dan Perkalian Kartesius Dua Graf, telah dibahas
tentang bilangan rainbow connection rc(G) dan rvc(G) pada graf komplit, graf
bipartisi komplit, graf roda, graf kipas dan graf kipas ganda. Sehingga perlu
dilakukan penelitian lebih lanjut mengenai objek graf lainnya. Disini penulis akan
mengkaji jenis graf lain, yaitu graf sikel, graf roda, graf gear, graf Helm, Graf
helm tertutup, dan Graf bunga. Graf ini mempunyai hubungan satu sama lain,
yaitu sama-sama mempunyai sikel, dan merupakan pengembangan dari graf sikel.
Oleh karena itu, penulis akan mengkaji tentang bilangan pelangi terhubung
dengan mengambil judul skripsi “Bilangan Pelangi Terhubung pada Graf yang
Berkaitan dengan Sikel”.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas maka rumusan masalah penelitian ini
yaitu:

1. Bagaimana pola pelangi sisi terhubung (rainbow edge-
connection) rc(G) dan bilangan pelangi titik terhubung (rainbow vertex-
connection) rvc(G) pada graf yang berkaitan dengan sikel?

2. Bagaimana bukti dari pola pelangi sisi terhubung (rainbow edge-
connection) rc(G) dan bilangan pelangi titik terhubung (rainbow vertex-

connection) rvc(G) pada graf yang berkaitan dengan sikel?



1.3 Tujuan
Berdasarkan rumusan masalah maka tujuan penelitian ini yaitu:

1. Menjelaskan pola pelangi sisi terhubung (rainbow edge-
connection) rc(G) dan bilangan pelangi titik terhubung (rainbow vertex-
connection) rvc(G) pada graf yang berkaitan dengan sikel.

2. Menjelaskan bukti dari pola pelangi sisi terhubung (rainbow edge-
connection) rc(G) dan bilangan pelangi titik terhubung (rainbow vertex-
connection) rvc(G) pada graf yang berkaitan dengan sikel.

1.4 Batasan Masalah
Pada penulisan skripsi ini, penulis hanya membatasi penelitian pada pola
rc(G) dan rvc(G) pada jenis graf sikel, graf roda, graf gear, graf helm, graf helm
tertutup, dan graf bunga.
1.5 Manfaat Penelitian
Adapun manfaat penelitian ini adalah:
1. Jurusan Matematika
Hasil pembahasan ini dapat digunakan sebagai tambahan bahan dalam
pengembangan ilmu matematika khususnya di kalangan mahasiswa Jurusan
Matematika.
2. Peneliti
Melalui penelitian ini dapat menambah penguasaan materi, sebagai
pengalaman dalam melakukan penelitian dan menyusun karya ilmiah dalam
bentuk skripsi, serta media untuk mengaplikasikan ilmu matematika yang telah

diterima dalam bidang keilmuannya.



3. Pengembangan ilmu pengetahuan

Menambah khasanah dan mempertegas keilmuan matematika tentang
bilangan pelangi terhubung (rainbow connection) pada teori graf, dalam
peranannya terhadap perkembangan teknologi dan disiplin ilmu lain.

1.6 Metode Penelitian

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode penelitian
kepustakaan (library research) atau kajian pustaka, yaitu melakukan penelitian
untuk memperoleh data-data dan informasi serta objek masalah yang digunakan
dalam pembahasan masalah tersebut. Studi kepustakaan merupakan penampilan
argumentasi penalaran keilmuan untuk memaparkan hasil olah pikir mengenai
suatu topik kajian kepustakaan yang dibahas dalam penelitian ini. Dengan
menggunakan metode ini diharapkan kemampuan analisis dan pemahaman
tentang masalah yang diangkat dapat terasah.

Dalam penelitian ini penulis menggunakan beberapa langkah strategi. Hal
ini dimaksudkan untuk mempermudah penulis dalam memperoleh hasil yang
akurat. Adapun langkah-langkah yang digunakan oleh penulis dalam membahas
penelitian ini adalah sebagai berikut :

1. Merumuskan masalah yang akan dibahas

2. Mempelajari sumber—sumber dan informasi dengan cara membaca dan
memahami literatur yang berkaitan dengan graf roda, graf gear, graf helm,
graf helm tertutup, dan graf bunga, serta pewarnaan graf dan pelangi

terhubung (rainbow connection) pada graf.



3. Menganalisis permasalahan yang telah diperoleh dengan mendeskripsikan
permasalahan. Selanjutnya mendapatkan pola dan teorema yang dibuktikan.
Langkah-langkah analisis:

a. Menggambar graf-graf tersebut satu-persatu dengan order mulai dari 1
sampai 7 hingga didapatkan pola dari bilangan pelangi sisi terhubung
(rainbow edge-connection) rc(G) dan bilangan pelangi titik terhubung
(rainbow vertex-connection) rvc(G) sehingga dapat diperoleh pola
tentang rc(G) dan rvc(G) terhadap graf-graf tersebut

b. Membuktikan teorema tentang bilangan pelangi sisi terhubung (rainbow
edge-connection) rc(G) dan bilangan pelangi titik terhubung (rainbow
vertex-connection) rvc(G) yang telah diperoleh dari pola di atas

c. Menganalisis bilangan pelangi sisi terhubung (rainbow edge-
connection) rc(G) dan bilangan pelangi titik terhubung (rainbow
vertex-connection) rvc(G) pada graf roda, graf gear, graf helm, graf
helm tertutup, dan graf bunga dengan menghubungkan teorema yang
telah didapatkan pada langkah sebelumnya, sehingga diperoleh teorema
secara umum.

d. Membuktikan teorema umum tersebut.

4. Merumuskan kesimpulan dari hasil analisis teorema yang telah di
buktikan.

5. Menyusun laporan dari penelitian dalam bentuk tugas akhir.



1.7 Sistematika Penulisan
Sistematika penulisan di sini terdiri dari empat bab dan masing-masing bab

dibagi menjadi beberapa subbab dengan sistematika sebagai berikut:

Bab I Pendahuluan
Berisi latar belakang, rumusan masalah, tujuan, batasan masalah, manfaat

penelitian, metode penelitian, dan sistematika penulisan.

Bab Il Kajian Pustaka

Bab kedua menguraikan kajian tentang teori yang berkaitan dengan
pembahasan, antara lain pengertian graf, macam-macam jenis graf, dan bilangan
pelangi terhubung (rainbow connection). Kajian Agama Islam tentang pelangi

terhubung (rainbow connection) dibahas juga dalam bab ini..

Bab 11l Pembahasan

penulis mengkaji tentang pembahasan yang terdiri dari bagaimana
menentukan teorema tentang bilangan pelangi terhubung (rainbow connection)
pada graf yang berkaitan dengan sikel kemudian membuktikannya. Kemudian
menentukan teorema umum atas graf yang berkaitan dengan sikel.

BAB IV Penutup

Bab ini berisi tentang kesimpulan dari hasil penelitian dan saran sebagai

acuan bagi peneliti yang lain.



BAB 11
KAJIAN PUSTAKA

21  Graf

Menurut catatan sejarah, awal munculnya konsep graf adalah pada tahun
1936 yaitu di Kota Konigsberg (salah satu kota di Jerman). Di kota Konigsberg
tersebut terdapat sungai Pregal yang bercabang dan memisahkan beberapa
blok/lokasi di kota tersebut, sehingga di sana dibangun tujuh jembatan sebagai
penghubungnya (Saondi, 2003:1).

Awal permasalahannya adalah apakah mungkin melalui ketujuh jembatan
tersebut masing-masing satu kali dan kembali ke tempat semula. Hingga akhirnya
seorang matematikawan Swiss, Leonardo Euler merupakan orang pertama yang
dapat memecahkan permasalahan tersebut dengan pembuktian yang sederhana.
Inilah yang menjadi tonggak sejarah munculnya teori graf (Saondi, 2003:1).

Teori graf merupakan salah satu bidang dalam disiplin ilmu matematika
yang sampai sekarang masih terus dikaji karena memang tidak sedikit
permasalahan yang dapat dipecahkan dengan menggunakan teori graf.

Definisi

Graf G adalah pasangan himpunan (V, E) dengan V adalah himpunan tidak

kosong dan berhingga dari obyek-obyek yang disebut sebagai titik dan E

adalah himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik

berbeda di G yang disebut sebagai sisi. Himpunan titik di G dinotasikan
dengan V(G) dan himpunan sisi dinotasikan dengan E(G). Sedangkan

banyaknya unsur di V disebut order dari G dan dilambangkan dengan p(G)

10
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dan banyaknya unsur di E disebut ukuran dari G dan dilambangkan
dengan q(G). Jika graf yang dibicarakan hanya graf G, maka order dan
ukuran dari G tersebut cukup ditulis dengan p dan g (Chartrand dan
Lesniak, 1986:4).

Sebagai contoh misal V(Gy) = {vq, V3, V3.0,} dan

E(G.} = {viv,,v,v3,v31,}. Maka G,dapat digambarkan sebagai berikut :

Gambar 2.1 graf G,

2.2  Terhubung Langsung dan Terkait Langsung

Definisi
Sisi e = (u, v) dikatakan menghubungkan titik u dan v. Jika e = (u, v)
adalah sisi di graf G, maka u dan v disebut terhubung langsung (adjacent),
u dan e serta v dan e disebut terkait langsung (incident). Untuk
selanjutnya, sisi e = (u,v) akan ditulis e = uv (Chartrand dan Lesniak,
1986:4).

Perhatikan gambar berikut :

Gambar 2.2 graf G
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Dari gambar 2.2 pada graf G, sisi ej,es dan e, adalah terkait langsung
(incident) dengan titik v;. Sedangkan titik v, dan v, adalah terhubung langsung
(adjacent) tetapi v, dan v, tidak.

2.3  Jalan, Lintasan, Jejak, dan Sirkuit

Misalkan G graf. Misalkan juga u dan v adalah titik di G (yang tidak harus
berbeda). Jalan u-v pada graf G adalah barisan berhingga yang berselang seling

W:u =vy,eq,V1,€3,V3, e, Vn_1,€n,Vp =V
antara titik dan sisi, yang dimulai dari titik dan diakhiri dengan titik dengan:

e; =v;_q,v; dengani =1,23,..,n
adalah sisi di G. v, sebagai titik awal, dan v, sebagai titik akhir, titik
Vi, Vs, ..., Un—q adalah titik internal, dan n menyatakan panjang dari W. Jika
vy # v, maka W disebut jalan terbuka. Jika v, = v, maka W disebut jalan
tertutup (Abdussakir, dkk, 2009:49).

Perhatikan gambar graf berikut:

V3
G,

Gambar 2.3 Graf G,
Pada gambar graf G, sebelah Kkiri, terlihat bahwa gambar tersebut hanya
memuat satu sisi yang menghubungkan dua titik. Lintasan vy, v,, v, vg

merupakan lintasan dengan barisan sisi (vq, V), (V5, V4), (V4, V3).
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Jalan W yang semua sisinya berbeda disebut jejak (trail). Jalan terbuka
yang semua titiknya berbeda disebut lintasan. Dengan demikian setiap lintasan

adalah trail, tetapi tidak semua trail adalah lintasan. Pada graf ¢ berikut :

) © W, =a,c,e,b,d,f
W, =a,e
e f W, =a,e,b,d
W, =a,c,e,b,d,f,d,e,a
W, =a,e,b,ec
b d W, =f,c,a,eb,dec,d,f

Gambar 2.4 Lintasan Graf G

Jalan Wy = a,c,e,b,d,f ; W, =a,e dan W5 = a,e, b,d adalah lintasan
di G karena semua titiknya berbeda. Sedangkan W, = a,c,e,b,d, f,d,e,a dan
Ws =a,e,b,e,c bukan merupakan lintasan karena ada titik yang sama
(Abdussakir, 2009:51-52). Dan W = f,c,a,e, b,d, e, c,d, f adalah jalan tertutup
dan merupakan trail karena semua sisinya berbeda.

Jalan tertutup W tak trivial yang semua sisinya berbeda disebut sirkuit.
Dengan kata lain, sirkuit adalah jejak (trail) tertutup yang tak trivial. Perhatikan

graf G berikut :

W, =a,eb,d,ec,a
e f W, =a,e,b,d,ed,c,a

b d

Gambar 2.5 Sirkuit dan Jejak (trail) Graf G



14

Jalan W; = a,e,b,d,e,c,a adalah jalan tertutup, dan merupakan trail
karena semua sisinya berbeda. Jadi W, adalah sirkuit dan W, = a,e,b,d,e,d,c,a
adalah jalan tertutup dan bukan trail karena e,d dilalui lebih dari satu Kkali.
Dengan demikian W, bukan sirkuit.

Jalan tertutup tak trivial yang semua titiknya berbeda disebut sikel.
Dengan demikian setiap sikel pasti merupakan sirkuit, tetapi tidak semua sirkuit
merupakan sikel. Misalkan u dan v titik berbeda pada graf G, titik u dan v
dikatakan terhubung jika terdapat lintasan u ke v di G.

Chartrand dan Oellerman (1993:21) mendefinisikan suatu graf G
terhubung (connected) jika untuk setiap titik u dan v di G terdapat lintasan yang
menghubungkan kedua titik tersebut. Sedangkan apabila terdapat dua titik pada
graf G yang tidak dihubungkan oleh suatu lintasan, maka graf G dinamakan graf
tak terhubung (disconnected).

2.4 Derajat Suatu Titik
Definisi

Derajat suatu titik v pada sebuah graf G, ditulis dengan deg(v), adalah

jumlah sisi yang terkait langsung (incident) pada v. Dengan kata lain,

jumlah sisi yang memuat v sebagai titik ujung. Titik v dikatakan genap
atau ganjil tergantung dari jumlah deg(v) genap atau ganjil (Chartrand dan

Lesniak, 1986: 8).
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Perhatikan gambar berikut :

V4 V3

Vi1 3

V2
Gambar 2.6 Graf dengan derajat titik

Teorema 1

P
Jika G graf V(G) = { v, Vs, ..., o} maka Y deg (v;) = 2q (Chartrand dan

=
Lesniak, 1986: 7)

Bukti:
Setiap sisi adalah terkait langsung dengan 2 titik jika setiap derajat titik
dijumlahkan, maka setiap sisi dihitung dua kali.

Akibat 1.
Pada sebarang graf, banyaknya titik ganjil adalah genap.

Bukti:
Misalkan graf G dengan ukuran g. Maka ambil W yang memuat himpunan
titik ganjil pada G serta U yang memuat himpunan titik genap di G.

Dari teorema 1 maka diperoleh:

> degg v=> deg, v+ deg, v=29

vev(G) veW veU

dengan demikian karena »" degs v genap, maka >  degs v juga --

genap. Sehingga |W| adalah genap.
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2.5  Operasi Pada Graf

2.5.1 Gabungan Graf (Union Graph)
Definisi
Misal G; dan G, graf. Union graph atau graf gabungan dari G; dan G,
ditulis G = G; U G, adalah graf dengan V(G) =V (G,) UV(G,) dan
E(G) = E(G,) VE(G,). Jika graf G terdiri atas n kali graf H, n = 2,
maka ditulis G = nH (Purwanto, 1998:25).

Definisi 6
Penjumlahan dua graf G;dan G, yang dinotasikan G = G; + G,
mempunyai himpunan titik V(G) = V(G,) UV (G,) dan himpunan sisi
E(G) = E(G,) VE(G,) U {uv|u € V(G,)dan v € V(G,)} (Chartrand dan
Lesniak, 1986: 11).
Berikut contoh operasi gabungan pada graf:

Gambar 2.7 Graf K; U 2K3 U K3,
2.5.2 Penjumlahan Graf (Joint Graph)

Definisi

Misal G, dan G, graf. Joint graph atau penjumlahan graf dari G, dan G,,
ditulis G = G, + G,, adalah graf dengan graf dengan V(G) =V (G,) U
V(G,) dan E(G)=E(G,)VE(G,) U{uv:u€eV(G,) danv € V(G,)}

(Purwanto, 1998:26).
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Berikut akan ditunjukkan penjumlahan graf P; + K,, dengan P; adalah
graf lintasan (graf yang berbentuk garis yang terdiri dari 3 titik) seperti pada
gambar di bawah (graf B), dan K, yaitu graf komplit (graf dengan dua titik yang
berbeda yang saling terhubung langsung) seperti gambar di bawah (graf A)

(Chartrand dan Oellerman, 1993:29)

A

B A+B
Gambar 2.8 Penjumlahan Dua Graf
26  Macam-Macam Graf
Graf memiliki jenis yang bermacam macam, tergantung dari sudut mana
memandangnya. Berdasarkan titik, sisi, dan derajatnya, terdapat beberapa jenis
graf sebagai berikut:
2.6.1 Graf Komplit
Definisi
Graf komplit adalah graf yang setiap dua titik yang berbeda saling
terhubung langsung. Graf komplit dengan n titik dinotasikan dengan
K, (Wilson dan Watkins, 1989:36).

Berikut adalah gambar graf komplit mulai K; sampai K5 :

/\

K, K, K, K, Ks

Gambar 2.9 Graf Komplit
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Graf Sikel

Definisi

Chartrand dan Lesniak (1986:28) mendefinisikan graf sikel C, sebagai
graf terhubung beraturan 2 yang mempunyai n titik (n > 3) dan n sisi.

Berikut adalah gambar graf sikel mulai dari C; sampai Cg :

Vl Vl
vy Vi v, vV, v
2
V5 VZ 1
& » Vn—l V3
V, v, V, V, v, Vs
Vv,
Cs Cs4 Cs Cn

Gambar 2.10 Graf Sikel

Graf Bipartisi

Definisi

Graf G dikatakan bipartisi jika himpunan titik pada G dapat dipartisi
menjadi dua himpunan tak kosong V; dan V, sehingga masing-masing sisi
pada graf G tersebut menghubungkan satu titik di V; dengan satu titik di
V,. Jika G adalah graf bipartisi beraturan-r dengan r = 1, maka |V;| =
|V,|. Graf G dikatakan partisi-n jika himpunan titiknya dapat dipartisi
menjadi sebanyak n himpunan tak kosong V;, V5, ..., V, sehingga masing-
masing sisi pada graf G menghubungkan titik pada V; dengan titik pada V;,
untuk i # j. Jika n = 3, maka graf partisi-n disebut tripartisi (Abdussakir,

dkk, 2009:21-22).
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Graf bipartisi komplit (complete bipartite graph) adalah graf bipartisi
dengan himpunan partisi X dan Y sehingga masing-masing titik di X
dihubungkan dengan masing-masing titik di Y oleh tepat satu sisi. Jika
|X] =m dan |Y| =n , maka graf bipartisi tersebut dinyatakan dengan
K n (Purwanto, 1998:22).

Berikut adalah contoh gambar graf bipartisi komplit :

K2,3 K3,3 K2,4
Gambar 2.11 Graf Bipartisi
2.6.4 Graf Roda
Definisi
Graf roda adalah graf yang dibentuk dari operasi joint graf antara graf
sikel (C,) dan graf komplit dengan satu titik (K;). Graf roda dinotasikan
dengan W, untuk n > 3.

Berikut ini adalah gambar dari graf roda :

W, W, W,

Gambar 2.12 Graf Roda
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2.6.5 Graf Helm

2.6.6

Definisi
Graf Helm H, adalah graf yang didapatkan dari sebuah graf roda dengan
menambahkan sisi anting-anting pada setiap titik di sikel (Gallian,
2007:7).

Berikut ini adalah gambar dari Graf Helm :

Hs Ha Hs

Gambar 2.13 Graf Helm

Graf Helm Tertutup

Definisi

Graf helm tertutup cH,, adalah graf yang diperoleh dari sebuah graf helm
dengan menghubungkan setiap titik pada anting-anting untuk membentuk
sikel (Gallian, 2007:7).

Berikut adalah contoh gambar graf helm tertutup:

cH, cH, cH,

Gambar 2.14 Graf Helm Tertutup
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2.6.7 Graf Gear
Definisi
Graf gear adalah graf yang diperoleh dari graf roda dengan tambahan satu
titik di antara tiap-tiap pasangan titik pada sikel luar (Gallian, 2007:7).

Berikut adalah contoh gambar graf gear :

Gambar 2.15 Graf Gear

2.6.8 Graf Bunga
Definisi
Graf Bunga adalah graf yang diperolen dari graf helm dengan
menghubungkan tiap-tiap titik anting-anting ke titik pusat dari graf Helm
(Gallian, 2007:7).

Berikut adalah contoh dari graf bunga :

Fs F

Gambar 2.16 Graf Bunga

4

2.7  Pewarnaan pada Graf
Pewarnaan pada graf dibedakan menjadi tiga, pewarnaan titik, pewarnaan

sisi dan pewarnaan peta.
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2.7.1 Pewarnaan Titik (Vertex Colouring)

Definisi

Pewarnaan titik dari graf G adalah sebuah pemetaan warna-warna ke titik-

titik dari G sedemikian hingga titik yang terhubung langsung mempunyai

warna-warna yang berbeda. Graf G berwarna n jika terdapat sebuah

pewarnaan dari G yang menggunakan n warna (Hasanah, 2007:20).

Dalam pewarnaan titik erat kaitannya dengan penentuan bilangan
kromatik, yaitu masalah menentukan banyak warna minimum yang diperlukan
untuk mewarnai titik-titik pada graf sehingga dua titik yang terhubung langsung
mempunyai warna yang berbeda.

Bilangan kromatik (chromatic number) dari graf G, dinyatakan dengan y
(G), adalah bilangan k terkecil sehingga G dapat diwarnai dengan k warna.

Biasanya warna-warna yang digunakan untuk mewarnai suatu graf dinyatakan
dengan 1,2, 3, ..., k. Jelas bahwa 7 (G) < M(G) (Purwanto, 1998:7).

Beberapa graf tertentu dapat langsung ditentukan bilangan kromatiknya.
Graf kosong N, memiliki »(G)=1. Karena semua titik tidak terhubung, jadi
untuk mewarnai semua titik cukup dibutuhkan satu warna saja. Graf lengkap K,

memiliki »(G) =n sebab semua titik saling terhubung sehingga diperlukan n

warna (Hasanah, 2007: 20).

Contoh

Perhatikan gambar 2.17, untuk graf G, karena N(Glx =3, maka y (G <

3. Untuk Gy, karena V(G,)= 4, maka y(G1) < 4. Karena semua titik
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pada G; dan G; saling terhubung langsung, akibatnya y (Gi) > 3 dan y
(G1) = 4. Jadi, y(G;) =3 dan y(Gy) = 4. Untuk graf G;, y(G3) < 3,
karena 3 warna untuk mewarnainya seperti pada gambar. Karena graf Gs
memuat graf Komplit K3, maka y (Gs) > 3, akibatnya y (Gs3) = 3.

1

3 2 4 3 2 3
Gambar 2.17 Pewarnaan titik

Pewarnaan Sisi (Edge Coloring)

Definisi

Suatu pewarnaan sisi-k untuk graf g adalah suatu penggunaan sebagian
atau semua k warna untuk mewarnai semua sisi di G sehingga setiap
pasang sisi yang mempunyai titik persekutuan diberi warna yang berbeda.
Jika G mempunyai pewarnaan sisi-k, maka dikatakan sisi-sisi di G
diwarnai dengan k warna (Purwanto, 1998:80).

Contoh :

3 3
Gambar 2.18 Pewarnaan Sisi

Pelangi Terhubung (Rainbow Connection)
Definisi
Pewarnaan sisi pada graf G disebut pelangi sisi terhubung (rainbow edge-

connected) jika setiap titik pada graf G dihubungkan oleh lintasan yang
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memiliki sisi-sisi dengan warna yang berbeda. Pelangi terhubung

(Rainbow connection) pada graf G yang terhubung (connected graph)

disimbolkan oleh rc(G) vyaitu bilangan terkecil dari warna vyang

dibutuhkan untuk membuat graf G menjadi pelangi sisi terhubung

(rainbow edge-connected) (Krivelevich dan Yuster, 2010:1).

Lintasan pelangi (rainbow path) adalah lintasan antara dua titik sehingga
tidak ada dua sisi pada lintasan tersebut yang memiliki warna yang sama. Jika
lintasan pelangi tersebut ada di setiap antara dua titik maka pewarnaan tersebut
dinamakan pewarnaan pelangi (rainbow colouring). Sedangkan bilangan
minimum pada warna yang diinginkan dinamakan bilangan pelangi yang
terhubung (rainbow connection number rc(G)) (Chandran, 2011:3).

Definisi

Pewarnaan titik pada graf G adalah Pelangi titik terhubung (rainbow

vertex-connected) jika setiap titik pada graf G dihubungkan oleh lintasan

memiliki titik-titik interior dengan warna yang berbeda. Rainbow vertex-
connection pada graf G yang terhubung (connected graph) disimbolkan
oleh rvc(G) yaitu bilangan terkecil dari warna yang dibutuhkan untuk
membuat graf G menjadi pelangi titik terhubung (rainbow vertex-
connected) (Krivelevich dan Yuster, 2010:2).

Misalkan graf G memiliki n titik, maka rc(G) < n — 1. Kemudian jika

graf sikel C, dengan n >3 maka rc(G) < [2]. Sedangkan jika dihubungkan

dengan diam (G), maka rc(G) = diam (G) dan rvc(G) = diam (G) — 1

(Krivelevich dan Yuster, 2010:1-2).
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Contoh :

Gambar 2.19 Pelangi Terhubung (Rainbow Connection)

Gambar 2.19 merupakan contoh dari graf pelangi sisi terhubung dan
pelangi titik terhubung dengan 5 warna sisi dan 3 warna titik. Pada gambar di atas
mempunyai bilangan rc(G) = 5 dan rvc(G) = 3.

2.9  Relevansi Pelangi Terhubung (Rainbow Connection) pada Graf dalam

Kajian Agama Islam

Inti dari teori graf adalah titik dan sisi, dimana titik-titik itu bisa
diasumsikan sebagai suatu cara untuk mencari sebuah solusi dala menyelesaikan
masalah. Jika dua titik pada suatu graf diasumsikan sebagai suatu benda dan
dihubungkan dengan suatu sisi, maka hal ini memiliki artian bahwa dua benda
tersebut mempunyai suatu hubungan tertentu. Jika dua titik dalam suatu graf
diasumsikan sebagai suatu kejadian dan dihubungkan dengan suatu sisi, maka
dapat diambil suatu pengertian bahwa ada dua kejadian yang mempunyai
hubungan.

Dalam Islam dikenal peristiwa Isra’ Mi’raj, Isra’ merupakan perjalanan
suci yang dilakukan oleh Nabi Muhammad SAW dari Masjidil Haram menuju
Masjidil Agsha, sedangkan Mi’raj adalah perjalanan suci Nabi Muhammad SAW

dari Masjidil Agsha menuju Sidrotul Muntaha (langit ke-7). Berdasarkan kisah



26

tersebut dapat kita masukkan dalam teori graf, karena dalam perjalanan Nabi dari
Mekkah sampai Sidrotul Muntaha ditemukan adanya titik (vertex) dan lintasan
yang dilalui Nabi SAW dalam perjalanannya merupakan sisi atau garis (edge).
Sehingga dapat kita katakan kisah isra’ mi’raj masuk dalam teori graf.

Kejadian perjalanan Nabi saw dari Masjidil Haram menuju Masjidil

Agsha dijelaskan oleh Allah dalam surat Al-lIsraa’ ayat 1 yang berbunyi :
_ 2% 2 _ %2 - . 2% _ 2 . Z = g f‘_ .51/ -
Lad Nl asezadl J)oladl aseaddl 70 S ot (sl G 1 (pzle

R P IR T TP A L P S B
Maha suci Allah, yang telah memperjalankan hamba-Nya pada suatu malam dari
Al Masjidil Haram ke Al Masjidil Agsha yang telah Kami berkahi sekelilingnya
agar Kami perlihatkan kepadanya sebagian dari tanda-tanda (kebesaran) kami.
Sesungguhnya Dia adalah Maha mendengar lagi Maha mengetahui (Q.S. Al-
Israa’:[17]:1).

Pada surat di atas, merupakan isyarat Nabi SAW untuk isra’, kata
isra secara harfiah selalu diterjemahkan dengan “perjalanan di malam hari”.
Padahal, kata isrd’ itu sendiri, kalau dirujuk ke kata dasar Arabnya bisa bermakna
“sebuah pencarian”. Kata sariyah yang satu dasar kata dengan isrd’ berarti
pencarian. Jadi isrd’ di sini bisa berarti “proses pencarian yang akan
melepaskan diri seseorang dari kegelapan hidup”.

Peristiwa Isra’ digambarkan sebagai berikut :

Keterangan:

a. Masjidil Haram Mekkah

@
o
ox ]

b. Masjidil Agsha Palestina
C. Peristiwa Isra’

Gambar 2.20 Isra’
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Dari gambar 2.20 terlihat ada dua titik yang dihubungkan oleh satu sisi,
kedua titik itu adalah Masjidil Haram dan Masjidil Agsha, sedangkan sisi yang
menghubungkan adalah peristiwa atau proses perjalanan Nabi saw yaitu Isra’.

Sedangkan kejadian perjalanan Nabi SAW dari Masjidil Agsha menuju
sidrotul Muntaha atau Mi’raj dijelaskan oleh Allah dalam surat Al-Najm ayat 13-

18 yang berbunyi :

2z - -

alie (D) u@_.il Lo Lus .(_SJ-‘>-T4J;2‘ AaJ3

cle Go s 38 @@ b GaLaTTR5 G ) (i L piall 2
_ Bes

& 87591 45

dan Sesungguhnya Muhammad telah melihat Jibril itu (dalam rupanya yang asli)
pada waktu yang lain, (yaitu) di Sidratil Muntaha. Di dekatnya ada syurga tempat
tinggal, (Muhammad melihat Jibril) ketika Sidratil Muntaha diliputi oleh sesuatu
yang meliputinya. Penglihatannya (Muhammad) tidak berpaling dari yang
dilihatnya itu dan tidak (pula) melampauinya. Sesungguhnya Dia telah melihat

sebahagian tanda-tanda (kekuasaan) Tuhannya yang paling besar (Q.S. Al-
Najm:[53]:13-18).

Ayat-ayat ini menjelaskan benar bahwa beliau telah sampai ke Sidratul
Muntaha, yang lebih tinggi lagi dari langit. Bertemu di sana Jibril AS dalam
keadaan yang asli, penglihatannya yang pertama ialah di Gua Hira’. Adapun di
waktu-waktu yang lain, beliau tidak melihat Jibril AS menurut bentuk aslinya

walaupun dia datang membawa wahyu.
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Penggambaran peristiwa Mi’raj tersebut adalah sebagai berikut :
de Keterangan:

a. Sidratul Muntaha

f b. Masjidil Agsha

c. Peristiwa Mi’raj

o
Gambar 2.21 Peristiwa Mi’raj
Dari gambar 2.21 ada dua titik yang dihubungkan oleh satu sisi, kedua
titik itu adalah Masjidil Agsha dan Sidrotul Muntaha, sedangkan sisi yang
menghubungkan adalah peristiwa atau proses perjalanan Nabi SAW yaitu Mi’raj.
Sedangkan peristiwa Isra’ Mi’raj dapat digambarkan sebagai berikut :
Keterangan:
a. Masjidil Haram
b. Masjidil Agsha
c. Sidratul Muntaha
d. Isra’
a d e. Mi’raj
f.  Perjalanan Nabi SAW dari Sidratul
Muntaha Ke Masjidil Haram

Gambar 2.22 peristiwa Isra’ Mi’raj

Dari gambar 2.22 dihasilkan suatu graf sikel yang mempunya 3 titik dan
3 sisi. Ketiga titik itu adalah, titik pertama merupakan tempat awal Nabi SAW
yaitu Masjidil Haram, titik kedua adalah Masjidil Agsha, sedangkan titik ketiga

adalah Sidrotul Muntaha. Sedangkan untuk sisi-sisinya adalah, sisi pertama yaitu
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Isra’ yang dimaknai sebagai perjalanan Nabi SAW dari Masjidil Haram menuju
Masjidil Agsha, sedangkan sisi kedua dimakanai sebagai Mi’raj yaitu perjalanan
Nabi SAW dari Masjidil Agsha menuju Sidrotul Muntaha, dan sisi yang terakhir
adalah perjalanan Nabi SAW dari Sidrotul Munatah kembali ke Masjidil Haram.
Dengan demikian pelangi sisi terhubung (rainbow edge-connection) dan
pelangi titik terhubung (rainbow vertex-connection) dapat diaplikasikan dalam
ajaran Islam, seperti dalam peristiwa Isra’ Mi’raj tersebut, dimana titik yang
dilabelkan sebagai tempat kejadian dan sisi yang dilabelkan sebagai proses

kejadian atau perjalanan Nabi SAW.



BAB Il
PEMBAHASAN

Pada bab ini, akan dibahas mengenai bilangan pelangi sisi terhubung
(rainbow edge-connection) dan pelangi titik terhubung (rainbow vertex-
connection) pada graf yang berkaitan dengan graf sikel. Yaitu antara lain graf
sikel, graf roda, graf gear, graf helm, graf helm tertutup, dan graf bunga.

Pewarnaan sisi pada graf G disebut pelangi sisi yang terhubung jika setiap
dua titik pada graf G dihubungkan oleh lintasan yang memiliki sisi-sisi dengan
warna yang berbeda. Bilangan pelangi sisi terhubung pada graf G yang terhubung
disimbolkan oleh rc(G) yaitu bilangan terkecil dari warna yang dibutuhkan untuk
membuat graf G menjadi pelangi sisi terhubung.

Pewarnaan titik pada graf G adalah pelangi titik yang terhubung jika setiap
dua titik pada graf G dihubungkan oleh lintasan memiliki titik-titik interior dengan
warna yang berbeda. Bilangan pelangi titik terhubung pada graf G yang terhubung
disimbolkan oleh rvc(G) yaitu bilangan terkecil dari warna yang dibutuhkan
untuk membuat graf G menjadi pelangi titik terhubung.

3.1  Graf Sikel

Graf sikel C,, adalah graf terhubung n titik yang setiap titiknya berderajat
2. Misal graf sikel C,, mempunyai himpunan titik V(C,,) = {v4, v, ..., v}, Mmaka
graf tersebut mempunyai himpunan sisi E(C,) = {eq, €5, ...,e,}, dimana e; =
Vi, Uiy Untuk setiap i = 1.2.3....,n—1, e, = vy, vy,

Bilangan pelangi sisi terhubung (rc(C,)) dan bilangan pelangi titik

terhubung (rvc(C,)) pada graf sikel dapat ditentukan dengan menggambar pola

30
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graf sikel C5, graf C,, graf Cs, graf Cg, dan graf C,. Kemudian menggambar pola
rc(C,) dan rvc(C,) pada graf sikel C,. Dari pola tersebut selanjutnya dapat
disimpulkan bilangan pelangi sisi terhubung dan pelangi titik terhubung pada graf

sikel C,,.

U1

) 1 U3
Gambar 3.1 Graf sikel C;

Pada graf C; terdapat 3 titik yaitu v,, v,, dan vs. Graf ini juga mempunyai
3 sisi yaitu sisi v; — v,, Sisi v; — vg, dan sisi v; — v,. Langkah pertama untuk
mencari bilangan pelangi sisi terhubung adalah. Ambil lintasan v; ke vs, bila
lewat v, maka lintasan itu menjadi v;, v,,v;. Karena dapat melewati langsung
dari v; ke v; tanpa melewati v,, maka sisi (v;, v3) diwarna 1, sehingga lintasan
v;,V,,v5 dapat diabaikan. Dengan cara yang sama dapat diterapkan pada sisi

(v4, v5) dan sisi (v,, v3). Sehingga terbukti bahwa rc(C3) = 1.

Sedangkan untuk bilangan pelangi titik terhubung, pada graf C; semua

titik terhubung langsung, sehingga tidak memiliki warna titik. Jadi rvc(C;) = 0.

1711 1 172
C4: 2 2
1741 1 11]3

Gambar 3.2 Graf sikel C,
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Pada graf C, terdapat 4 titik dan juga 4 sisi. Misalkan sisi-sisi pada graf C,
adalah v;,v; € V(C,) dengan i,j = 1,2,3,4, ambil lintasan v, ke v3, lintasan ini
dapat melalui v, sehingga lintasannya menjadi v,,v,,v; dengan jarak 2 sisi.
Ketika melewati v, lintasan ini juga memiliki jarak 2 sisi, yaitu v,, v,, v5. Beri
warna 1 pada sisi (v4, v,), maka sisi (v, v3) haruslah diwarna 2. Ketika lewat v,
dengan cara yang sama akan didapatkan hasil yang sama. Sehingga untuk
memperoleh bilangan pelangi sisi terhubung dibutuhkan minimal 2 warna
berbeda. Jadi terbukti bahwa rc(C,) = 2.

Sedangkan agar terbentuk pelangi titik yang terhubung, di mana setiap
antara dua titik pada graf C, terdapat lintasan dengan warna titik interior yang
berbeda, cukup dibutuhkan satu warna titik. Misalnya ambil titik v; diberi warna
1 dan v, diberi warna 1, sehingga setiap lintasan v; —v; akan melewati titik v,
dimana c(v,) = 1, sedangkan setiap lintasan v, — v; akan melewati titik v,

dimana c(v;) = 1. Sehingga terbukti rvc(C,) = 1.

V2

U3
Uy

Gambar 3.3 Graf sikel C

Pada graf Cs terdapat 5 titik dan juga 5 sisi. Misalkan sisi-sisi pada graf Cs
adalah v;,v; € V(Cs) dengan i,j = 1,2,3,4,5, ambil lintasan v, ke vs, bila lewat

v, maka lintasan ini menjadi (v,, v,, v3), sedangkan bila melewati vs dan v,
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maka lintasan ini menjadi (v, vs, v4, v3). Ambil lintasan (v, v,, v3), beri
warna 1 pada sisi (v, v,), dan warna 2 pada sisi (v,, v3) ini akan membuat
pelangi sisi terhubung pada lintasan (v, v,, v3). Sedangakan pada lintasan
(v1, Vs, Vs, v3), ketika sisi (v, v3) diwarna 1 dan (wvg, v,) diwarna 2 maka
untuk membuat pelangi sisi terhubung haruslah sisi (v4, vs) diberi warna 3,
karena sisi (v, v,) sudah berwarna 1 dan sisi (vs, v,) berwarna 2. Sehingga
diperlukan minimal 3 warna yang berbeda untuk membuat pelangi sisi terhubung

pada graf Cs. Jadi terbukti bahwa rc(Cs) = 3.

Sedangkan agar terbentuk pelangi titik yang terhubung, di mana setiap
antara dua titik pada graf Cs terdapat lintasan dengan warna titik interior yang
berbeda, cukup dibutuhkan satu warna titik. Misalnya ambil titik v, diberi warna
1 dan v, diberi warna 1, sehingga setiap lintasan v; —v; akan melewati titik v,
dimana c(v,) = 1, sedangkan setiap lintasan v, — vy akan melewati titik v,

dimana c(v;) = 1. Sehingga terbukti rvc(Cs) = 1.

Gambar 3.4 Graf sikel Cg

Pada graf C¢ terdapat 6 titik dan juga 6 sisi. Misalkan sisi-sisi pada graf C¢
adalah v;,v; € V(Ce) dengan i,j = 1,2,3,4,5,6, ambil lintasan v; ke v,, melalu

sisi manapun pada lintasan ini akan melewati 3 sisi. Misalnya pada lintasan
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(v1, v, v3,1,), lintasan ini akan melewati sisi-sisi yaitu, sisi (vq, v,), Sisi
(v, v3), dan sisi (v3,v,). Sedangkan pada lintasan (v4, ve, vs,v,), lintasan ini
akan melewati sisi-sisi yaitu, sisi (v, v;), sisi (vg, v:), dan sisi (vs, v,). Maka
untuk pelangi sisi terhubung minimal dibutuhkan 3 warna yang berbeda. Misalkan
beri warna 1 pada sisi (v4, v,), warna 2 pada sisi (v,, vs3), dan warna 3 pada sisi
(v3,v,), maka lintasan (vy, v,, v3,v,) mMerupakan lintasan pelangi. Dengan
menggunakan cara yang sama lintasan (v,, ve, vs,v,) Mmerupakan lintasan

pelangi. Jadi terbukti bahwa rc(Cg) = 3.

Sedangkan agar terbentuk pelangi titik yang terhubung, di mana setiap
antara dua titik pada graf C, terdapat lintasan dengan warna titik interior yang
berbeda, dibutuhkan dua warna titik. Misalkan pewarnaan titik ¢ dari Cg
menggunakan 2 warna, dua titik yang berdekatan (misal v, dan v,) mempunyai
warna yang berbeda, ini akan membuat lintasan v, ke v; yang melalui titik v,
dan v, menjadi lintasan pelangi. Sehingga untuk memperoleh bilangan pelangi
titik terhubung dibutuhkan minimal 2 warna berbeda. Jadi terbukti bahwa

rvc(Cq) = 2.

Gambar 3.5 Graf sikel C,
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Pada graf C, terdapat 7 titik dan juga 7 sisi. Misalkan sisi-sisi pada graf C,
adalah v;,v; € V(Ce) dengan i,j = 1,2,3,....,7. Ambil lintasan v; ke v, bila lewat
titik v, ve, vs maka lintasannya menjadi  (vq, v5, v, v, v,). Karena dapat
melewati lintasan pendek yaitu lintasan (v;, v,, v, v,), beri warna 1 pada sisi
(v1, v2), warna 2 pada sisi (v,, v3), dan warna 3 pada sisi (vs,v,) ini akan
membuat lintasan (v, v,, v3,v,) menjadi pelangi sisi terhubung. Namun ketika
lintasan (vq,v,,ve, vs,v,) diberi warna dengan menggunakan cara yang sama
misalnya sisi (vs, v,) diberi warna 1, sisi (vg, vs) diberi warna 2, dan sisi (v, ve)
diberi warna 3, maka sisi (v, v;) tidak mungkin diberi warna 1 atau 2, karena ini
mengakibatkan pada lintasan (v;, vy, v, v3) tidak terdapat lintasan pelangi.
Maka haruslah sisi (v, v,) diberi warna 4 agar terbentuk pelangi sisi terhubung.
Sehingga untuk memperoleh bilangan pelangi sisi terhubung dibutuhkan minimal
4 warna berbeda. Jadi terbukti bahwa rc(C;) = 4.

Sedangkan agar terbentuk pelangi titik yang terhubung, di mana setiap
antara dua titik pada graf C, terdapat lintasan dengan warna titik interior yang
berbeda, dibutuhkan 3 warna titik. Misalnya pewarnaan titik ¢ dari C,
menggunakan 2 warna, ini mengakibatkan ada dua titik yang berdekatan
(misal v;,v,) mempunyai warna yang sama. sehingga dua lintasan yaitu
P, = (v7,v1,V,,v3) dan P, = (v, v, Us, Uy, v3) pada C, bukanlah lintasan
pelangi, dengan kata lain tidak ada lintasan pelangi diantara v, dan vs. Oleh
karena itu dibutuhkan minimal 3 warna titik yang berbeda. Jadi terbukti

rvc(Cy) = 3.
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Tabel 3.1 Pola Bilangan rc(G) dan rvc(G) pada C3 sampai C,,

No | Jenis Graf rc(G) rvc(G)
1 Cs 1 0
2 C, 2 1
3 Cs 2 1
4 Ce 3 2
5 C, 4 3
n (.4 1jikan=3 |0jikan=3
[E] jikan =4 1j:l:kan=4atau5
2 3jikan=9
n
[5] —1jikan = 6,7,8,10,11,12,13, atau 15
n
[E] jikan = 16 ataun = 14

Dari pola yang ditunjukan oleh bilangan pelangi sisi terhubung (rainbow
edge-connection) dan bilangan pelangi titik terhubung (rainbow vertex-
connection) di atas dapat diperoleh teorema sebagai berikut:

Teorema 1

Graf sikel C, dengan jumlah titik n > 3, maka bilangan pelangi sisi

terhubung (rainbow edge-connection) adalah:

1jikan =3

re(Ga) = {[g] jikan =4

Bilangan pelangi titik terhubung (rainbow vertex-connection) adalah:

( 0, jikan=3
1, jikan =4 atau 5
3, jikan=9
rvc(C,) =<

E] —1, jikan = 6,7,8,10,11,12,13, atau 15

\ ||, jikan = 16 ataun = 14

(Li dan Liu, 2011:3).
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Bukti

Graf Sikel C,, adalah graf terhubung n titik yang setiap titiknya berderajat

2. Misalkan C,:vy,v,,....,v,, V.1 = v, lalu untuk setiap i dengan

1 < i < nkita berikan e; = v;v;41.

1. Bilangan pelangi sisi terhubung (rainbow edge-connection)

a. rc(C,) =1jikan=3
Ambil lintasan v; ke vs, bila lewat v, maka lintasan itu menjadi v,
v,,v3. Karena dapat melewati langsung dari v; ke v5 tanpa melewati
v,, maka sisi (v,,v3) diwarna 1, sehingga lintasan v,, v,,v; dapat
diabaikan. Dengan cara yang sama dapat diterapkan pada sisi (v4,v;)
dan sisi (v,, v3). Sehingga terbukti bahwa rc(Cs) = 1.

b. re(Cy) = [5|jikan = 4
Anggap terdapat dua kasus, yaitu n genap dan n ganjil.
Untuk n genap, misalkan n = 2k dimana k > 2. Maka diameter graf
sikel 2k yaitu diam (C,;) = k. Misalnya didefinisikan pewarnaan sisi
c, dari C,, dengan ¢y =i untuk 1<i<k dan c, =i—k jika
k+1<i<n, ini menunjukkan bahwa rc(C,;) <k dan juga
rc(Cy,) = k.
Untuk n ganjil, misalkan n = 2k + 1 dimana k > 2. Misalkan definisi
pertama pewarnaan sisi ¢; dari C,, adalah ¢c; =iuntuk 1 <i<k+1
dan ¢; =i—k—1 jika k+2 <i<n. Ini menunjukkan rc(C,) <

k+1.
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Selanjutnya ambil asumsi kebalikannya, misalnya rc(C,) = k,
diberikan ¢ merupakan pewarnaan pelangi sisi terhubung dari C,,, lalu u
dan v merupakan titik yang bertolak belakang dari C,,. Lintasan u — v
pada C, merupakan lintasan pelangi, sedangkan lintasan u — v pada
C,r+1 Yang lain bukan lintasan pelangi karena mempunyai panjang
k + 1. Misalnya pada sisi c(Vy41Vk4+2) = k.

Ambil titik vy, v4 44, dan vy,,. Lintasan v; ke vy, yang melewati titik
V1, Vs, ..., V41 Merupakan lintasan pelangi, misalnya lintasan ini diberi
nama P. Lintasan v; ke vy, yang melewati titik vy, v, Vp_1, o) Vg2
juga merupakan lintasan pelangi, misalnya lintasan ini diberi nama Q.
Lalu beberapa sisi dari P diberi warna k dan sisi pada Q juga diberi
warna yang sama. Misalkan lintasan v, ke vy, yang melewati titik
Vg, V3, ..., Vkso adalah lintasan pelangi, maka c(v,v,) berwarna k.
Dengan menggunkan cara yang sama lintasan v, ke v, Yyang
melewati titik v, v,_1,Vn_2, ..., Vks1 Merupakan lintasan pelangi,
maka c(v,v,) =k. Jadi c(viv,) = c(v,v;) = k. Secara tidak
langsung tidak ada lintasan pelangi pada v, ke v,, sehingga haruslah

k+1.
Dari ulasan diatas sehingga terbukti bahwa rc(C,,) = E]
2. Bilangan pelangi titik terhubung (rainbow vertex-connection)
Asumsikan bahwa C,,: v, Uy, ..., Uy, Upy1 (= v1)(n = 3).
a. rvc(C3) =0

Diasumsikan rvc(C3) # 0 atau rvc(C3) > 0
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Ambil rve(G) = x > 0 danu, v € V(C3) sehingga ada lintasan pelangi
dari titik u ke titik v, dengan minimal bilangan warna sisi sebanyak x.
Ini artinya lintasan dari titik u ke titik v melewati x titik misalkan titik
w. Sehingga dapat dikatakan ada u,v € V(C3) yang tidak terhubung
langsung. Ini jelas tidak sesuai dengan graf C5, karena ketiga titik saling
berhubungan. Sehingga pengasumsian salah. Jadi dapat disimpulkan
bahwa rvc(C3) = 0.

. rvc(C,) = 1 untukn = 4 atau 5

Untuk membuktikan rvc(C,) <1, maka akan dibuktikan bahwa
dengan 1 warna titik, dapat membentuk pelangi titik yang terhubung,
artinya setiap dua titik terdapat lintasan dengan warna titik interior yang
berbeda. Ambil rvc(C,) =1, misalkan ada fungsi pewarnaan
c:V(C,) —» {1} maka c(v;) =1 dan c(v;.,;) =1, sehingga setiap
lintasan v; — v; akan melewati titik interior v;,, dimana c(v;;;) =1,
sedangkan setiap lintasan v;,; —v; akan melewati titik interior v;
dimana c(v;) = 1. Dengan demikian setiap dua titik terdapat lintasan

dengan warna titik interior yang berbeda. Jadi terbukti rvc(C,) = 1.
n

rve(Cy) =3 =13 -1

rve(Cy) < [5] - 1untuk 6 < n < 13 ataun = 15

Ambil contoh pada C,, misalkan pewarnaan titik ¢ dari C,
menggunakan 2 warna, dua titik yang berdekatan (misal v,,v;)

mempunyai warna yang sama. Namun dua lintasan yaitu P; =
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(vy,v1,V5,v3) dan P, = (v5, v, Vs, Uy, v3) pada C, bukanlah lintasan
pelangi, dengan kata lain tidak ada lintasan pelangi diantara v, dan vs.
Jadi ¢ bukanlah pewarnaan pelangi titik. Oleh karena itu haruslah
rvc(C;) = 3.

misalkan dengan asumsi berbeda, bahwa C, untuk n = 11,13,15
mempunyai (E]—Z) pewarnaan pelangi titik c. lalu ketiga titik
(misal vy,v;,v; €V(C,),1 <i<j<mn) mempunyai warna yang
sama pada satu bagian titik, diantara titik-titik tersebut

(misal vy, v;) mempunyai jarak tidak lebih dari E] dengan kata lain

dC,(vq,v;) < E] . Misalkan P = vy, v,, ..., v; adalah lintasan dari v,
menuju v; dengan panjang dC,(vq,v;). Karena c(vy) = c(v;),
P =v,,v,,..,v;, Vi1 bukanlah lintasan pelangi. Jadi P, = C, — P =
Vn, Vn—1, -, Vi41 adalah lintasan pelangi dari v, menuju v;,,. Karena

0C—P)=n—(P)+2)zn—[]-22 [ untuk  n =
3 2

11,13,15, C, —P mempunyai paling sedikit E] — 1 titik dalam.
Sehingga C,, — P bukanlah lintasan pelangi. Oleh karena itu rvc(C,) =

[g] — 1untukn = 11,13,15.

. rve(C,) = [g] jikan > 16 ataun = 14

Misalkan C,: vy, v, ..., Up, Vpeqr (= v1). Didefinisikan pewarnaan titik

c dari C, adalah c(v;) = i untuk 1 < i < [%] dan c(v)) = i — [3] jika
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E] + 1 < i < n. Untuk sembarang dua titik u, v dari C,, lintasan pada
C, dengan panjang dC, (u,v) adalah lintasan pelangi. Sehingga akan

didapatkan rvc(C,)) < E] untuk n > 16 atau n = 14.
Sekarang akan dibuktikan bahwa rvc(C,) = E] untuk n > 16 atau
n = 14. Misalkan diasumsikan terbalik, bahwa rvc(C,) < E] - 1.

Lalu ada E] — 1 pewarnaan titik pelangi ¢, pada C,. Sesungguhnya,
ada tiga titik (misalv,,v,v;,1<i<j<n) pada C, Yyang
mempunyai warna yang sama. Dan satu titik diantara {v,, v;, v;}, misal
(v1,v;) memenuhi dC,(vq,v;) < E] Selanjutnya diasumsikan bahwa

P = v;,v,,...,v; adalah lintasan dari C,, dengan panjang dC, (vy, v;).
Sekarang diberi contoh pada titik v, dan v;,;. Karena v, dan v;
mempunyai warna yang sama, lintasan pelangi diantara v, dan v;

pada C,, haruslah C, — P. Karena #(C, —P)=n—({(P)+2) >n—
E] — 2, nomor titik dalam pada C, — P adalah minimal n — E] - 3.
untuk n>16 atau n = 14,n — E] =3 [g] —1 ini menunjukkan
bahwa C,, — P bukanlah lintasan pelangi. Oleh karena itu rvc(C,) =
E] untuk n > 16 atau n = 14. Sehingga diperoleh rvc(C,) = E]

untuk n > 16 atau n = 14.
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3.2  Graf Roda

Graf roda adalah graf yang berbentuk dari operasi penjumlahan antara graf
sikel (C,,) dan graf komplit dengan satu titik (K,,). Graf roda dinotasikan dengan
W, dann = 3.

Bilangan pelangi sisi terhubung (rc) dan bilangan pelangi titik terhubung
(rvc) pada graf roda dapat ditentukan dengan menentukan terlebih dahulu
rc(W,) dan rvc(W,) pada graf W5, graf W,, graf W, graf W, graf W, dan
terakhir menggambar pola warna pada graf W, agar terbentuk graf pelangi sisi

terhubung.

Gambar 3.6 Graf roda W5

Graf W5 terdiri dari 4 titik dan 6 sisi. Setiap titik v pada graf W5 terhubung
langsung dengan titik «. Ambil lintasan v, ke vs, bila lewat titik u, maka lintasan
ini menjadi v;,u,v;. Sedangkan bila lewat v,, maka lintasan ini menjadi
V1, V5, V3. Namun karena lintasan dapat langsung terhubung dari v; ke v, tanpa
melalui u atau v,, maka sisi (v, v3) diberi warna 1. sehingga lintasan v,,v,,v5
atau v,, u, v dapat diabaikan. Dengan cara yang sama dapat diterapkan pada sisi

(v, 1), Sisi (v,, v3), dan sisi (u,v), Sehingga terbukti bahwa rc(Ws) = 1.

Sedangkan untuk bilangan pelangi titik terhubung, pada graf W; semua

titik terhubung langsung, sehingga tidak memiliki warna titik. Jadi rvc(W5) = 0.
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Gambar 3.7 Graf roda W,

Graf W, terdiri dari 5 titik dan 8 sisi. Ambil lintasan v; ke v, bila lewat
titik u, maka lintasan ini menjadi v,,u,v5. Sedangkan bila lewat v,, maka
lintasan ini menjadi vy, vy, v5. Lintasan ini juga bisa melewati titik v,, sehingga
menjadi lintasan v,, v,, v5. Dari ketiga lintasan yang tercipta dari lintasan v, ke v
ini sama-sama mempunyai panjang 2 sisi, sehingga dengan memberikan 2 warna
warna yang berbeda pada masing-masing sisi pada lintasan akan terbentuk pelangi

sisi terhubung. Jadi terbukti bahwa rc(W,) = 2.

Sedangkan untuk pelangi titik terhubung. Ambil lintasan v; ke v;, karena
semua titik v berhubungan langsung dengan titik u, maka lintasan ini menjadi
v;, u, v; . sehingga dengan memberi warna 1 pada titik u akan membuat pelangi

titik terhubung. Jadi terbukti bahwa rvc(W,) = 1.

Gambar 3.8 Graf roda Ws
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Graf Ws terdiri dari 6 titik dan 10 sisi. Ambil lintasan v; ke v, bila lewat
titik u, maka lintasan ini menjadi v,,u,v5. Sedangkan bila lewat v,, maka
lintasan ini menjadi v, v,, v5. Lintasan inipun dapat melewati titik v- dan v,,
sehingga lintasan menjadi v;, vs, v, v5. Pada lintasan v,, u, v maupun vy, v,, v,
sama-sama mempunyai panjang 2 sisi, sehingga misalnya salah satu yaitu lintasan
V1, Uy, V3 diberi warna masing-masing 1 untuk sisi (v4, v,) dan warna 2 untuk sisi
(v,, v3). Lalu pada lintasan vs, v,, v masing-masing sisi, sisi (vs, v,) diwarna 2
dan sisi (v, v3), maka lintasan vy, v,,vs, v,, vs merupakan lintasan pelangi.
Ketika sisi (v;, vs) diberi warna 1, maka tidak ada lintasan pelangi pada lintasan
vs ke v; yang melewati titik v;. Namun lintasan vg ke v;dapat dibuat lintasan
pelangi dengan melewati titik u yaitu ketika sisi (u, v3) diberi warna 2 dan sisi
(u, vs) diberi warna 1, ini sudah membuat v ke v; (vs,u, v3) menjadi lintasan
pelangi dengan mengabaikan lintasan v, v;,v5. Sehingga dari uraian diatas
minimal dibutuhkan 2 warna berbeda untuk membuat pelangi sisi terhubung. Jadi
terbukti bahwa rc(Ws) = 2.

Sedangkan untuk pelangi titik terhubung. Ambil lintasan v; ke v;, karena
semua titik v berhubungan langsung dengan titik u, maka lintasan ini menjadi

v;,u, vj . sehingga dengan memberi warna 1 pada titik u akan membuat pelangi

titik terhubung. Jadi terbukti bahwa rvc(Ws) = 1.
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Gambar 3.9 Graf roda W,

Graf W terdiri dari 7 titik dan 12 sisi. Ambil lintasan v, ke v,, bila
melewat titik v, dan vs, maka lintasan ini menjadi vy, v,, v, v,. Bila lewat titik
ve dan vg, maka lintasan ini menjadi vy, ve, vs,v,. Namun karena dengan
melewati titik u yang menjadi lintasan v;,u, v, merupakan lintasan terpendek,
maka sisi (v,,u) diberi warna 1 dan sisi (u, v,) diwarna 2. Dengan menggunakan
cara yang sama pada lintasan yang berhubungan dengan titik u akan terbentuk
lintasan pelangi, dimana setiap lintasan yang melewati titik « merupakan lintasan
terdekat dibandingkan menggunakan lintasan sikelnya. Sedangkan untuk
membuat lintasan pelangi pada sisi sikelnya dengan memberi warna 1 pada sisi
(vi, viy1) dengan i ganjil, dan warna 2 pada sisi (v;, v;41) dengan i genap, maka
akan tercipta pelangi sisi terhubung secara keseluruhan. Jadi terbukti bahwa

rc(Wg) = 2.

Sedangkan untuk pelangi titik terhubung. Ambil lintasan v; ke v;, karena
semua titik v berhubungan langsung dengan titik u, maka lintasan ini menjadi
v;,u, vj . sehingga dengan memberi warna 1 pada titik u akan membuat pelangi

titik terhubung. Jadi terbukti bahwa rvc(Wy) = 1.
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Gambar 3.10 Graf roda I/,

Graf Wy terdiri dari 8 titik dan 14 sisi. Ambil lintasan v, ke v,, bila
melewat titik v, dan v5, maka lintasan ini menjadi vy, v,, v3, v,. Bila lewat titik
v, Ve dan vg, maka lintasan ini menjadi v,, v,, vg, Vs, v,. Namun karena dengan
melewati titik u yang menjadi lintasan v;,u, v, merupakan lintasan terpendek,
maka sisi (v, u) diberi warna 1 dan sisi (u,v,) diwarna 2. Lalu misalnya untuk
lintasan sikel diberi warna 1 pada sisi (v;, v;,1) dengan i ganjil, dan warna 2 pada
sisi (v;,v;41) dengan igenap. Sedangkan lintasan yang melewati titik wu, sisi
(u,v;) diberi warna 1 denganiganjil dan sisi (u,v;) diberi warna 2
dengan i genap, maka pada lintasan v5 ke v, lintasan v, ke v, dan lintasan v, ke
vg tidak terdapat lintasan pelangi. Sehingga haruslah lintasan sikel diberi warna 1
pada sisi (v;, v;41) denganiganjil, dan warna 2 pada sisi (v;,v;;;1) dengan
i genap. Lalu sisi (v, u) diberi warna 1 dan sisi (u, v,) diwarna 2, selanjutnya
sisi (vs, u) diberi warna 3. Ini akan membuat lintasan v, ke v, dan lintasan v; ke
vs menjadi lintasan pelangi. Pada sisi (v,, u) diberi warna 2 dan sisi (v, u) diberi
warna 3 maka lintasan v, ke v, merupakan lintasan pelangi. Lalu sisi (v;,u)

diberi warna 3 dan sisi (v, u) diberi warna 1 membuat lintasan v; ke v, menjadi
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lintasan pelangi. Sehingga dibutuhkan minimal 3 warna yang berbeda untuk

membuat pelangi sisi terhubung. Jadi terbukti bahwa rc(W,) = 3.

Sedangkan untuk pelangi titik terhubung. Ambil lintasan v; ke v;, karena
semua titik v berhubungan langsung dengan titik u, maka lintasan ini menjadi
v;,u, vj . sehingga dengan memberi warna 1 pada titik u akan membuat pelangi
titik terhubung. Jadi terbukti bahwa rvc(W,) = 1.

Tabel 3.2 Pola Bilangan rc(G) dan rvc(G) pada W5 sampai W,

No Jenis Graf rc(G) rvc(G)

1 Ws 1 0

2 W, 2 1

3 W-e 2 1

4 W 2 1

5 W, 3 1

n W, 1, jikan =3 0, jikan =3
2, jika4<n<6 1, jikan>4
3, jikan >7

Dari pola yang ditunjukan oleh bilangan pelangi sisi terhubung (rainbow
edge-connection) dan bilangan pelangi titik terhubung (rainbow vertex-
connection) di atas dapat diperoleh teorema sebagai berikut:

Teorema 2
Graf G adalah graf roda W, dengan n € N, maka bilangan pelangi sisi

terhubung (rainbow edge-connection) pada graf G adalah:

1, jikan =3
rc(W,) =12, jika4<n<6
3, jikan =7

(Li dan Sun, 2012:8).
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Bilangan pelangi titik terhubung (rainbow vertex-connection) pada graf G
adalah:

~ (0, jikan =3
rve(Wa) = {1, jikan = 4

Bukti:
Graf roda W, dengan n > 3 adalah graf yang terbentuk dari operasi
penjumlahan antara graf sikel (C,,) dan graf komplit dengan satu titik (K;).
Misalkan v; € V(C,), i = 1,2,...,n, maka v,,, = v;, dan u € V(K,),
serta untuk semua v; terhubung langsung dengan w.
1. Bilangan pelangi sisi terhubung (rainbow edge-connection) rc(W,,)
a. Jikan =3,
Ambil lintasan v, ke vs, bila lewat titik u, maka lintasan ini menjadi
v, U, V3. Sedangkan bila lewat v,, maka lintasan ini menjadi v4, v,, v3.
Namun karena lintasan dapat langsung terhubung dari v, ke v tanpa
melalui u atau v,, maka sisi (v;, v3) diberi warna 1. sehingga lintasan
v;1,V,,V5 atau vy, u, v; dapat diabaikan. Dengan cara yang sama dapat
diterapkan pada sisi (vq,v,), Sisi (v, v3), dan sisi (u,v), Sehingga
terbukti bahwa rc(W;) = 1.
b. Jika 4 <n <6 makarc(W,) =2
Akan dibuktikan rc(W,,) = 2 dan rc(W,) < 2.
Graf W, dengan 4 <n < 6 bukan merupakan graf komplit, karena
deg(v;) =3 sedangkan jumlah titiknya 5 < |W,| <7, sehingga

rc(G) = 2. Kemudian untuk membuktikan 7rc(G) <2 maka akan
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dibuktikan bahwa dengan 2 warna dapat membentuk W, menjadi
pelangi sisi yang terhubung, sehingga setiap dua titik terdapat lintasan
dengan warna sisi yang berbeda. Fungsi pewarnaan sisi c: E(W,) -
{1,2} yang didefinisikan oleh c(v;,u) =1 jikai ganjil, c(v;,u) =2
jikaigenap, c(v;,viy1) = 1 jikaiganjil, c(v;,vi41) = 2 jika i genap.
Setiap lintasan v; —u atau u — v; hanya terdapat satu warna sisi.
Kemudian lintasan v; — v;, jika i genap dan v; dan j ganjil pasti
berbentuk lintasan pelangi 2 warna. Sedangkan untuk lintasan v; — v;
dengan i dan jsama-sama genap atau idan j sama-sama ganjil. Jika
v; — V;4, Maka membentuk lintasan pelangi yang sisi-sinya C,,. Tetapi
jika lintasan v; —v;,., dengan 4 <c <n—2 maka c =4, karena
n = 6 diperoleh 4 < ¢ < 6 — 2. Untuk i = 1, dengan lintasan v; — vs,
maka dapat dibentuk lintasan pelangi melewati titik v,, sedangkan
untuk i =2 dengan lintasan v, — v,, maka dapat dibentuk lintasan
pelangi melewati titik v, terbukti setiap dua titik terdapat lintasan
dengan warna sisi yang berbeda, sehingga diperoleh rc(G) < 2. Jadi
terbukti untuk 4 < n < 6 maka rc(G) = 2.

Jikan =7 makarc(G) =3

Ambil lintasan v, ke v,, bila melewat titik v, dan v5, maka lintasan ini
menjadi vy, v,, V3, V4. Bila lewat titik v, vy dan vs, maka lintasan ini
menjadi vy, v5, vg, Vs, v,. Namun karena dengan melewati titik u yang
menjadi lintasan vy, u,v, merupakan lintasan terpendek, maka sisi

(vq,u) diberi warna 1 dan sisi (u,v,) diwarna 2. Lalu misalnya untuk
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lintasan sikel diberi warna 1 pada sisi (v;,v;.,) dengan i ganjil, dan
warna 2 pada sisi (v;, v;41) dengan i genap. Sedangkan lintasan yang
melewati titik u, sisi (u,v;) diberi warna 1 dengan i ganjil dan sisi
(u,v;) diberi warna 2 dengan i genap, maka pada lintasan v; ke v,
lintasan v, ke vy dan lintasan v; ke vg tidak terdapat lintasan pelangi.
Sehingga haruslah lintasan sikel diberi warna 1 pada sisi (v;, V;4+q1)
dengan i ganjil, dan warna 2 pada sisi (v;, v;,,) dengan i genap. Lalu
sisi (vq,u) diberi warna 1 dan sisi (u,v,) diwarna 2, selanjutnya sisi
(vs, u) diberi warna 3. Ini akan membuat lintasan v; ke v, dan lintasan
v; ke v menjadi lintasan pelangi. Pada sisi (v,, u) diberi warna 2 dan
sisi (v3,u) diberi warna 3 maka lintasan v, ke vy, merupakan lintasan
pelangi. Lalu sisi (v, u) diberi warna 3 dan sisi (v, u) diberi warna 1
membuat lintasan v; ke v, menjadi lintasan pelangi. Sehingga
dibutuhkan minimal 3 warna yang berbeda untuk membuat pelangi sisi
terhubung. Jadi terbukti bahwa rc(W-,) = 3.
2. Bilangan pelangi titik terhubung (rainbow vertex-connection)

Jikan = 4 makarvc(W,) =1

Akan dibuktikan rvc(W,) = 1dan rvc(W,) < 1.

Diketahui diam(W,,) = 2, sehingga rve(W,) =2 —-1=1.

Untuk membuktikan rvc(W,,) < 1, maka akan dibuktikan bahwa dengan 1

warna titik, dapat membentuk pelangi titik yang terhubung, artinya setiap

dua titik terdapat lintasan dengan warna titik interior yang berbeda. Ambil

rvc(W,) = 1, misalkan ada fungsi pewarnaan c:V(WW,) - {1} maka:
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c(u) = 1, sehingga setiap lintasan v; — v; akan melewati titik interior u

dimana c(u) = 1, sedangkan setiap lintasan v; — u tidak ada titik interior

karena terhubung langsung, dengan demikian setiap dua titik terdapat
lintasan dengan warna titik interior yang berbeda. Jadi terbukti rvc(W,) <

1. Karena rvc(W,,) = 1 dan rvc(W,,) < 1, maka rvc(WW,) = 1.

3.3  Garaf Gear

Graf gear G, merupakan graf roda dengan tambahan satu titik di antara
tiap-tiap pasangan titik pada sikel luar. Graf gear G,, memiliki 2n titik pada sikel
luarnya dan satu titik pada pusatnya sehingga banyaknya titik pada G, adalah
2n + 1. Graf gear G,, memuat graf roda I,, yang memiliki 2n sisi ditambah n sisi
yang terbentuk dari penambahan satu titik di antara tiap-tiap pasangan titik pada
sikel luar sehingga banyaknya sisi pada G,, adalah 3n.

Bilangan pelangi sisi terhubung (rainbow edge-connection) dan bilangan
pelangi titik terhubung (rainbow vertex-connection) pada graf roda dapat
ditentukan dengan menentukan terlebih dahulu rc(G,,) dan rvc(G,,) pada graf G5,
graf W,, graf Ws, graf Wy, dan graf I/, dan terakhir menggambar pola warna pada

graf W, agar terbentuk graf pelangi sisi terhubung.

Gambar 3.11 Graf gear G4
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Graf gear G5 terdiri dari 7 titik dan 9 sisi, itu diperoleh dari tambahan titik
pada sisi-sisi luar graf G;. Ambil lintasan v; ke w;, melalu lintasan manapun
lintasan ini mempunyai panjang 3 sisi, sehingga dibutuhkan minimal dibutuhkan 3
warna yang berbeda. Misal beri warna lintasan v ke w; yang melewati titik w;
dan v; dengan, sisi (v3, ws) diberi warna 1, sisi (ws, v,) diberi warna 2, dan sisi
(v1,w,) diberi warna 3, maka dengan menggunakan cara yang sama dalam
memberi warna pada lintasan w; ke v yang melewati titik v; dan w,, sisi sikel
akan mendapat pelangi sisi terhubung. Lalu untuk membuat pelangi sisi terhubung
semuanya, sisi (u, v;) diberi warna 1, sisi (u, v,) diberi warna 3, dan sisi (u, v3)
diberi warna 2, sehingga terbukti dengan 3 warna dapat membuat pelangi sisi

terhubung. Jadi terbukti bahwa rc(G3) = 3.

Sedangkan agar terbentuk pelangi titik yang terhubung, di mana setiap
antara dua titik pada graf G; terdapat lintasan dengan warna titik interior yang
berbeda, dibutuhkan dua warna titik. Ambil lintasan v; ke w,, lewat lintasan
manapun, lintasan ini akan melewati 2 titik. misal lewat titik w; dan v, , maka
dengan memberi warna 1 pada titik w; dan warna 2 pada titik v, akan membuat

pelangi titik terhubung. Jadi terbukti bahwa rvc(G;) = 2.

B 2 W, 3 73

Gambar 3.12 Graf gear G,
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Graf gear G, terdiri dari 9 titik dan 12 sisi. Ambil lintasan w; ke ws, lewat
lintasan manapun,panjang lintasan ini adalah 4 sisi, sehingga dibutuhkan minimal
4 warna yang berbeda. Misal ambil lintasan w; ke w, yang melewati v,, w, dan
v3, Maka lintasan itu menjadi wy, v,, w,, v5, w5, Beri warna 1 pada sisi (wy, v,),
warna 2 pada sisi (v,,w,), warna 4 pada sisi (w,,v3), dan warna 3 pada sisi
(v3,w3), sehingga lintasan w; ke ws; yang melewati v,,w, dan v; menjadi
lintasan pelangi. Dengan menggunakan cara yang sama pada lintasan w; ke wy
yang melewati v;,w, dan v,, maka sisi sikel menjadi lintasn pelangi. Lalu
misalkan sisi (u, v;) diberi warna 1, sisi (u, v,) diberi warna 4, sisi (u, v3) diberi
warna 2,dan sisi (u,v,) diberi warna 3, maka akan terbentuk pelangi sisi
terhubung pada graf gear G,. Jadi terbukti bahwa rc(G,) = 4.

Sedangkan agar terbentuk pelangi titik yang terhubung, di mana setiap
antara dua titik pada graf G, terdapat lintasan dengan warna titik interior yang
berbeda, dibutuhkan 3 warna titik. Ambil lintasan w, ke ws, lewat lintasan
manapun, lintasan ini akan melewati 3 titik. misal lewat titik v,, w, dan v; , maka
dengan memberi warna 1 pada titik v, dan warna 2 pada titik w, dan warna 3
pada titik v; akan membuat pelangi titik terhubung. Jadi terbukti bahwa

rvc(G,) = 3.
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Gambar 3.13 Graf gear G

Graf gear G5 terdiri dari 11 titik dan 15 sisi. Ambil lintasan w; ke ws,
lintasan ini mempunyai panjang minimal 4 sisi yaitu ketika lewat titik v,, titik w,,
dan titik v; yang membuat lintasan menjadi wy, vy, wy, v3, w3, Selanjutnya
melewati titik v,, titik u, dan titik v; yang membuat lintasan menjadi
Wi, Uy, U, V3, W5, Lalu melewati titik v,, titik w, dan titik v, yang membuat
lintasan menjadi w, v,, u, v5, w,. Lalu melewati titik v, titik u, dan titik v, yang
membuat lintasan menjadi w,, v, u, v,, ws. Dan yang terakhir adalah melewati
titik vy, titik u, dan titik v; yang membuat lintasan menjadi wy, v;, u, v3, ws.
Sehingga dibutuhkan minimal 4 atau lebih warna yang berbeda. Asumsikan
dengan 4 warna dapat membuat pelangi sisi terhubung. Misal lintasan
Wi, Uy, U, V3, Wy diberi warna 1-4 pada setiap sisi-sisinya, yaitu sisi (w;, v,) diberi
warna 1, sisi (v,,u) diberi warna 2, sisi (u, v3) diberi warna 3, dan sisi (v3, ws)
diberi warna 4. Karena sisi (wy, v,) diberi warna 1 dan sisi (v3, ws) diberi warna
4, maka sisi (v,, w,) diberi warna 3 dan sisi (v,, ws) diberi warna 2. Sehingga
membuat lintasan wy, v,, u, v3, ws dan lintasan wy, v,, w,, v5, w3 menjadi lintasan
pelangi sisi terhubung. Selanjutnya karena sisi (v, u) diberi warna 2, sisi (u, v3)
diberi warna 3 dan sisi (v5, ws) diberi warna 4, maka sisi (u, v4) diberi warna 1

dan sisi (v, w;) diberi warna 2. Sehingga lintasan w;, vy, u, vs, w, menjadi
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lintasan pelangi terhubung. Karena sisi (u,v;) diberi warna 1 dan sisi (v, w;)
diberi warna 2, maka haruslah sisi (u, v,) diberi warna 4 dan sisi (v,, ws) diberi
warna 3 agar terbentuk lintasan pelangi pada lintasan w,, v;, u, v,, w5. Selanjutnya
karena sisi (v3, w,) diberi warna 2, sisi (u, v3) diberi warna 3, dan (u, v,) diberi
warna 4, maka haruslah sisi (v,, w,) haruslah diberi warna 1. Sehinga terdapat
lintasan pelangi pada lintasan w, ke w,. Selanjutnya karena sisi (v3, w,) diberi
warna 2, sisi (u, v3) diberi warna 3, dan (u, v,) diberi warna 1, maka haruslah sisi
(v1,ws) haruslah diberi warna 4. Sehingga lintasan w, ke ws menjadi lintasan
pelangi. Lalu untuk membuat lintasan pelangi pada lintasan w5 ke wg haruslah sisi
(vs,w,) diberi warna 4 dan sisi (vs,wg) diberi warna 2, karena Sisi (vy, ws)
diberi warna 3 dan sisi (v, w,) diberi warna 1. Lalu pada lintasan w; ke wy,
karena sisi (v,, w;) diberi warna 1, sisi (v,, u) diberi warna 2, dan sisi (vs, w,)
diberi warna 4, maka haruslah sisi (vs, u) diberi warna 3. Sehingga lintasan w; ke
w, menjadi lintasan pelangi. Namun ini membuat lintasan v; ke v bukan
merupakan lintasan pelangi. Sehingga haruslah (vs,u) diberi warna 5 agar
menjadi lintasan pelangi. Jadi terbukti bahwa dengan menggunakan 5 warna
berbeda membuat graf gear Gs menjadi pelangi sisi terhubung. Oleh karena itu

rc(Gg) = 5.

Sedangkan agar terbentuk pelangi titik yang terhubung, di mana setiap
antara dua titik pada graf G terdapat lintasan dengan warna titik interior yang
berbeda, dibutuhkan 3 warna titik. Ambil lintasan w; ke ws, lintasan ini akan

melewati 3 titik. misal lewat titik v,,u dan v; , maka dengan memberi warna 1
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pada titik v, dan warna 2 pada titik u dan warna 3 pada titik v; akan membuat

pelangi titik terhubung. Jadi terbukti bahwa rvc(Gs) = 3.

Gambar 3.14 Graf gear G,

Graf gear G terdiri dari 13 titik dan 18 sisi. Ambil lintasan w; ke wy,
lintasan ini mempunyai panjang minimal 4 sisi yaitu ketika lewat titik v, titik u,
dan titik v, yang membuat lintasan menjadi w;, v,, u, v, w,. Lalu melewati titik
v,, titik u, dan titik v yang membuat lintasan menjadi wy, v,,u, vs, w,. Lalu
melewati titik v, titik u, dan titik v, yang membuat lintasan menjadi
Wi, V1, U, Uy, W,. Dan yang terakhir melewati titik v, titik u, dan titik vs yang
membuat lintasan menjadi w;, v4, u, vs, w,. Asumsikan dengan 4 warna dapat
membuat pelangi sisi terhubung. Misal lintasan w,, v,, u, v,, w, diberi warna 1-4
pada setiap sisi-sisinya, yaitu sisi (wy, v,) diberi warna 1, sisi (v,, u) diberi warna
2, sisi (u, v,) diberi warna 3, dan sisi (v,, w,) diberi warna 4. Karena sisi (u, v,)
diberi warna 3, dan sisi (v,, w,) diberi warna 4, maka sisi (u, v;) diberi warna 1
dan sisi (v;,w,) diberi warna 2. Sehingga membuat lintasan w;, v,, u, v4, w, dan
lintasan wy, v4,u, v4, w, menjadi lintasan pelangi. Karena (u, v;) diberi warna 1,
sisi (vq,w;) diberi warna 2, dan sisi (u,v,) diberi warna 3, maka sisi (u,vs)

diberi warna 4 dan sisi (v,,ws) diberi warna 3 sehingga lintasan w; ke w,
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menjadi lintasan pelangi. Selanjutnya karena sisi (u,v;) diberi warna 1, sisi
(u,v,) diberi warna 3, dan sisi (v,,w,) diberi warna 4, maka haruslah sisi
(v5,w,) diberi warna 2 dan sisi (v, w,) diberi warna 4. Sehingga lintasan w, ke
we (W3, U, U, V1, We) menjadi lintasan pelangi. Lalu karena sisi (vs,w,) diberi
warna 2, sisi sisi (u,v,) diberi warna 1, sisi (u,v,) diberi warna 3, dan sisi
(v1,wg) diberi warna 4, maka haruslah sisi (vg, wg) diberi warna 1 dan sisi
(u, vg) diberi warna 4. Sehingga lintasan w3 ke wg (w3, v, U, v, Wg) menjadi
lintasan pelangi. Selanjutnya karena sisi (vq, we) diberi warna 1, sisi (u, ve) diberi
warna 4, sisi (u,v,) diberi warna 3, dan sisi (v;,w,) diberi warna 2, maka
haruslah sisi (vs, ws) diberi warna 3 dan sisi (u, v3) diberi warna 2. Sehingga
lintasan w3 ke wg menjadi lintasan pelangi. Karena sisi (v, ws) diberi warna 3,
(u, v3) diberi warna 2, dan sisi (u, v¢) diberi warna 4, maka haruslah sisi (v;, w,)
diberi warna 1, namun ini membuat lintasan v; ke w; bukan merupakan lintasan
pelangi. Sehingga 4 warna tidak dapat membuat lintasan pelangi. Selanjutnya
misalnya dengan 6 warna akan dibuktikan dapat membuat lintasan pelangi. Beri
warna 1 s/d 6 pada sisi (u, v,) s/d sisi (u, vg). Karena sisi (u, v;) diberi warna 1,
sisi (u, v,) diberi warna 4, sisi (u, vs) diberi warna 5, dan sisi (u, v,) diberi warna
2, maka haruslah sisi (v;,w,) diberi warna 2, sisi (v,, w;) diberi warna 1, sisi
(v4, w,) diberi warna 5, dan sisi (vs, w,) diberi warna 4. Sehingga lintasan w, ke
w, menjadi lintasan pelangi. Selanjutnya karena sisi (u, v,) diberi warna 2, sisi
(u, v3) diberi warna 3, sisi (u, vg) diberi warna 5, dan sisi (u, vg) diberi warna 6,
maka haruslah sisi (v,, w,) diberi warna 3, sisi (vs,w,) diberi warna 2, sisi

(vs,wsg) diberi warna 6, dan sisi (vg, ws) diberi warna 5. Sehingga membuat
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lintasan w, ke wg menjadi lintasan pelangi. Selanjutnya karena sisi (u, v;) diberi
warna 1, sisi (u, v3) diberi warna 3, sisi (u,v,) diberi warna 4, dan sisi (u, vg)
diberi warna 6, maka haruslah sisi (v;, ws) diberi warna 4, sisi (v,, ws) diberi
warna 3, sisi (vg, we) diberi warna 1, dan sisi (v4, wg) diberi warna 6. Sehingga
lintasan w5 ke wg menjadi lintasan pelangi. Dan ini juga membuat semua lintasan
menjadi lintasan pelangi. Sehingga terbukti dengan 6 warna yang berbeda dapat

membuat lintasan pelangi. Oleh karena itu rc(Gy) = 6.

Sedangkan agar terbentuk pelangi titik yang terhubung, di mana setiap
antara dua titik pada graf G, terdapat lintasan dengan warna titik interior yang
berbeda, dibutuhkan 3 warna titik. Ambil lintasan w,; ke w,, lintasan ini akan
melewati 3 titik. misal lewat titik v,, u dan v5 , maka dengan memberi warna 1
pada titik v, dan warna 2 pada titik u dan warna 3 pada titik v; akan membuat

pelangi titik terhubung. Jadi terbukti bahwa rvc(Gg) = 3.

2
Gambar 3.15 Graf gear G-

Graf gear G, terdiri dari 15 titik dan 21 sisi. Ambil lintasan w; ke w,,

lintasan ini mempunyai panjang minimal 4 sisi yaitu ketika lewat titik v,, titik u,

dan titik v, yang membuat lintasan menjadi w;, v,, u, v4, w,. Lalu melewati titik
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vy, titik u, dan titik v yang membuat lintasan menjadi wy, vy, u, vs, w,. Lalu
melewati titik v, titik u, dan titik v, yang membuat lintasan menjadi
wy, v, U, v, w,. Dan yang terakhir melewati titik v, titik u, dan titik v- yang
membuat lintasan menjadi wy, v4, u, vs, w,. Asumsikan dengan 4 warna dapat
membuat pelangi sisi terhubung. Misal lintasan wy, v,, u, v,, w, diberi warna 1-4
pada setiap sisi-sisinya, yaitu sisi (wq, v,) diberi warna 1, sisi (v,, u) diberi warna
2, sisi (u,v,) diberi warna 3, dan sisi (v,, w,) diberi warna 4. Karena sisi (u, v,)
diberi warna 3, dan sisi (v,, w,) diberi warna 4, maka sisi (u, v;) diberi warna 1
dan sisi (v;, w,) diberi warna 2. Sehingga membuat lintasan w;, v,, u, v4, w, dan
lintasan wy, v;, u, v, w, menjadi lintasan pelangi. Karena sisi (u, v;) diberi warna
1, sisi (v4,w,) diberi warna 2, dan sisi (u,v,) diberi warna 3, maka sisi (u, vg)
diberi warna 4 dan sisi (v, wg) diberi warna 3 sehingga lintasan w,; ke w,
menjadi lintasan pelangi. Selanjutnya karena sisi (u,v;) diberi warna 1, sisi
(u,vg) diberi warna 4, dan sisi (v, wsg) diberi warna 3, maka haruslah sisi
(v1,wy) diberi warna 2 agar lintasan w, ke w, (w,,vs,u,v1,w;) menjadi
lintasan pelangi. Namun ini membuat sisi w; ke w, bukan merupakan lintasan
pelangi. Sehingga 4 warna tidak dapat membuat lintasan pelangi. Selanjutnya
misalkan dengan 7 warna akan dibuktikan dapat membuat lintasan pelangi. Beri
warna 1 s/d 7 pada sisi (u, v,) s/d sisi (u, v;). Karenasisi (u, v,) diberi warna 1,
sisi (u, v,) diberi warna 4, sisi (u, vs) diberi warna 5, dan sisi (u, v,) diberi warna
2, maka haruslah sisi (v;,w;) diberi warna 2, sisi (v,, w;) diberi warna 1, sisi
(v4, w,) diberi warna 5, dan sisi (vs, w,) diberi warna 4. Sehingga lintasan w, ke

w, menjadi lintasan pelangi. Selanjutnya karena sisi (u, v,) diberi warna 2, sisi
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(u, v3) diberi warna 3, sisi (u, vg) diberi warna 6, dan sisi (u, v,) diberi warna 7,
maka haruslah sisi (v,, w,) diberi warna 3, sisi (vs,w,) diberi warna 2, sisi
(ve, wg) diberi warna 7, dan sisi (v, w,) diberi warna 7. Sehingga membuat
lintasan w, ke wg menjadi lintasan pelangi. Selanjutnya karena sisi (u, v3) diberi
warna 3, sisi (u,v,) diberi warna 4, sisi (u, v;) diberi warna 7, dan sisi (u,v;)
diberi warna 1, maka haruslah sisi (vs,ws) diberi warna 4, sisi (v,, w;) diberi
warna 3, sisi (v;, w) diberi warna 1, dan sisi (v;, w) diberi warna 7. Sehingga
membuat lintasan w5 ke w, menjadi lintasan pelangi. Selanjutnya karena sisi
(u, v;) diberi warna 1, sisi (u,v,) diberi warna 4, sisi (u, v,) diberi warna 2, dan
sisi (u,vg) diberi warna 5, maka haruslah sisi (v,,w;) diberi warna 2, sisi
(vo, wy) diberi warna 1, sisi (vg, ws) diberi warna 6, dan sisi (vg, wg) diberi
warna 5. Sehingga membuat lintasan w; ke ws menjadi lintasan pelangi. Dari
uraian diatas membuktikan bahwa dengan memberikan 7 warna yang berbeda

terbukti bahwa apat membuat lintasan pelangi. Oleh karena itu rc(G;) = 7.

Sedangkan agar terbentuk pelangi titik yang terhubung, di mana setiap
antara dua titik pada graf G, terdapat lintasan dengan warna titik interior yang
berbeda, dibutuhkan 3 warna titik. Ambil lintasan w, ke w,, lintasan ini akan
melewati 3 titik. misal lewat titik v,,u dan v; , maka dengan memberi warna 1
pada titik v, dan warna 2 pada titik u dan warna 3 pada titik v; akan membuat

pelangi titik terhubung. Jadi terbukti bahwa rvc(G,) = 3
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Tabel 3.3 Pola Bilangan rc(G) dan rvc(G) pada G; sampai G,

No Jenis Graf rc(G) rvc(G)

1 G, 3 2

2 G, 4 3

3 Gs 5 3

4 Ge 6 3

5 Gy 7 3

n Gn i 2 jikan =3
3jikan >4

Dari pola yang ditunjukan oleh bilangan pelangi sisi terhubung (rainbow

edge-connection) dan bilangan pelangi titik terhubung (rainbow vertex-

connection) di atas dapat diperoleh teorema sebagai berikut:

Teorema 3

Bukti :

Graf G adalah graf gear G,, dengan n € N, maka bilangan pelangi sisi
terhubung (rainbow edge-connection) pada graf G adalah:

rc(G,) =nuntukn > 3

Bilangan pelangi titik terhubung (rainbow vertex-connection) pada graf G
adalah:

(2, jikan =3
T'EE {3, jikan > 4

Graf gear G,, merupakan graf roda W, dengan tambahan satu titik di
antara tiap-tiap pasangan titik pada sikel luar. Misalkan v € V(G,) =
Vi, Wy, Uy, Wy e Up, Wy, Unp1(=v1) dan u € V(G,) serta semua v

terhubung langsung dengan wu.
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1. Bilangan pelangi sisi terhubung (rainbow edge-connection) pada graf G,
a. Jikan =3 makarc(G,) =3
Ambil lintasan v, ke w;, melalu lintasan manapun lintasan ini
mempunyai panjang 3 sisi, sehingga dibutuhkan minimal dibutuhkan 3
warna yang berbeda. Misal beri warna lintasan v ke w, yang melewati
titik w3 dan v; dengan, sisi (v3, ws) diberi warna 1, sisi (w3, v,) diberi
warna 2, dan sisi (v4,w;) diberi warna 3, maka dengan menggunakan
cara yang sama dalam memberi warna pada lintasan w; ke v; yang
melewati titik v; dan w,, sisi sikel akan mendapat pelangi sisi
terhubung. Lalu untuk membuat pelangi sisi terhubung semuanya, sisi
(u, v,) diberi warna 1, sisi (u, v,) diberi warna 3, dan sisi (u, v3) diberi
warna 2, sehingga terbukti dengan 3 warna dapat membuat pelangi sisi
terhubung. Jadi terbukti bahwa rc(G3) = 3.
b. Jikan =4 makarc(G,) = 4

Ambil lintasan w; ke ws, lewat lintasan manapun,panjang lintasan ini
adalah 4 sisi, sehingga dibutuhkan minimal 4 warna yang berbeda.
Misal ambil lintasan w; ke ws; yang melewati v,,w, dan v;, maka
lintasan itu menjadi wy, v,, Wy, V3, wy. Beri warna 1 pada sisi (wq, v,),
warna 2 pada sisi (v,,w,), warna 4 pada sisi (w,,v3), dan warna 3
pada sisi (v;, ws), sehingga lintasan w; ke ws; yang melewati v,, w,
dan v; menjadi lintasan pelangi. Dengan menggunakan cara yang sama
pada lintasan w; ke wy yang melewati v,,w, dan v,, maka sisi sikel

menjadi lintasn pelangi. Lalu misalkan sisi (u, v;) diberi warna 1, sisi
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(u, v,) diberi warna 4, sisi (u, v3) diberi warna 2,dan sisi (u, v,) diberi
warna 3, maka akan terbentuk pelangi sisi terhubung pada graf gear G,.
Jadi terbukti bahwa rc(G,) = 4.

Jikan =5 makarc(G,) =5

Ambil lintasan w; ke ws, lintasan ini mempunyai panjang minimal 4
sisi yaitu ketika lewat titik v,, titik w,, dan titik v; yang membuat
lintasan menjadi w;, v,, w,, V5, ws. Selanjutnya melewati titik v,, titik
u, dan titik v; yang membuat lintasan menjadi w;, v,, u, v, ws. Lalu
melewati titik v,, titik u, dan titik v, yang membuat lintasan menjadi
Wi, Uy, U, V3, W,. Lalu melewati titik vy, titik u, dan titik v, yang
membuat lintasan menjadi w,, v4, u, v,, ws. Dan yang terakhir adalah
melewati titik v,, titik u, dan titik v3 yang membuat lintasan menjadi
Wi, V1, U, V3, ws. Sehingga dibutuhkan minimal 4 atau lebih warna yang
berbeda. Asumsikan dengan 4 warna dapat membuat pelangi sisi
terhubung. Misal lintasan wy, v,, u, v3, w3 diberi warna 1-4 pada setiap
sisi-sisinya, yaitu sisi (wy, v,) diberi warna 1, sisi (v,, u) diberi warna
2, sisi (u, v3) diberi warna 3, dan sisi (v3, ws) diberi warna 4. Karena
sisi (wy, v,) diberi warna 1 dan sisi (vg, ws) diberi warna 4, maka sisi
(v,,w,) diberi warna 3 dan sisi (v,, w;) diberi warna 2. Sehingga
membuat lintasan wy, v,,u,v5, w3 dan lintasan wy, vy, Wy, v5, Wy
menjadi lintasan pelangi sisi terhubung. Selanjutnya karena sisi (v,, u)
diberi warna 2, sisi (u, v3) diberi warna 3 dan sisi (v3, ws) diberi warna

4, maka sisi (u,v;) diberi warna 1 dan sisi (v,,w;) diberi warna 2.
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Sehingga lintasan w;, v4, u, v3, w, menjadi lintasan pelangi terhubung.
Karena sisi (u,v;) diberi warna 1 dan sisi (v;,w;) diberi warna 2,
maka haruslah sisi (u, v,) diberi warna 4 dan sisi (v,, w;) diberi warna
3 agar terbentuk lintasan pelangi pada lintasan wy, vy, u, v, ws.
Selanjutnya karena sisi (v5, w,) diberi warna 2, sisi (u, v3) diberi warna
3, dan (u,v,) diberi warna 4, maka haruslah sisi (v,,w,) haruslah
diberi warna 1. Sehinga terdapat lintasan pelangi pada lintasan w, ke
w,. Selanjutnya karena sisi (v3, w,) diberi warna 2, sisi (u, v3) diberi
warna 3, dan (u,v,) diberi warna 1, maka haruslah sisi (vq,wsg)
haruslah diberi warna 4. Sehingga lintasan w, ke ws menjadi lintasan
pelangi. Lalu untuk membuat lintasan pelangi pada lintasan w5 ke we
haruslah sisi (vs, w,) diberi warna 4 dan sisi (vs, ws) diberi warna 2,
karena sisi (v,, ws) diberi warna 3 dan sisi (v, w,) diberi warna 1.
Lalu pada lintasan w; ke w,, karena sisi (v,, w;) diberi warna 1, sisi
(v,, u) diberi warna 2, dan sisi (vs, w,) diberi warna 4, maka haruslah
sisi (vs, u) diberi warna 3. Sehingga lintasan w; ke w, menjadi lintasan
pelangi. Namun ini membuat lintasan v; ke vs bukan merupakan
lintasan pelangi. Sehingga haruslah (vg, u) diberi warna 5 agar menjadi
lintasan pelangi. Jadi terbukti bahwa dengan menggunakan 5 warna
berbeda membuat graf gear Gs menjadi pelangi sisi terhubung. Oleh

karena itu rc(Gs) = 5.
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d. Jikan =6 makarc(G,) =6
Ambil lintasan w; ke wy,, lintasan ini mempunyai panjang minimal 4
sisi yaitu ketika lewat titik v,, titik u, dan titik v, yang membuat
lintasan menjadi wy, v,, u, vs, w,. Lalu melewati titik v,, titik u, dan
titik vs yang membuat lintasan menjadi w;, v,, u, vs, w,. Lalu melewati
titik vy, titik u, dan titik v, yang membuat lintasan menjadi
Wy, V1, U, Vs, W,. Dan yang terakhir melewati titik vy, titik u, dan titik v
yang membuat lintasan menjadi wy, v4, u, vs, w,. Asumsikan dengan 4
warna dapat membuat pelangi sisi terhubung. Misal lintasan
Wi, Uy, U, Uy, W, diberi warna 1-4 pada setiap sisi-sisinya, yaitu sisi
(wy,v,) diberi warna 1, sisi (v,, u) diberi warna 2, sisi (u,v,) diberi
warna 3, dan sisi (v, w,) diberi warna 4. Karena sisi (u,v,) diberi
warna 3, dan sisi (v,, w,) diberi warna 4, maka sisi (u, v;) diberi warna
1 dan sisi (vy,w;) diberi warna 2. Sehingga membuat lintasan
Wi, Uy, U, Uy, W, dan lintasan wy, v4,u, v, w, menjadi lintasan pelangi.
Karena (u,v;) diberi warna 1, sisi (v;,w;) diberi warna 2, dan sisi
(u, v,) diberi warna 3, maka sisi (u, vs) diberi warna 4 dan sisi (v,, wg)
diberi warna 3 sehingga lintasan w; ke w, menjadi lintasan pelangi.
Selanjutnya karena sisi (u, v;) diberi warna 1, sisi (u,v,) diberi warna
3, dan sisi (v,,w,) diberi warna 4, maka haruslah sisi (v, w,) diberi
warna 2 dan sisi (v;,wg) diberi warna 4. Sehingga lintasan w; ke
we (W3, Uy, U, V1, W) menjadi lintasan pelangi. Lalu karena sisi (v3, wy)

diberi warna 2, sisi sisi (u, v,) diberi warna 1, sisi (u,v,) diberi warna
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3, dan sisi (v;,wg) diberi warna 4, maka haruslah sisi (vg, wg) diberi
warna 1 dan sisi (u,ve) diberi warna 4. Sehingga lintasan w; ke
we (W5, 14,1, V5, W) Menjadi lintasan pelangi. Selanjutnya karena sisi
(ve, Wg) diberi warna 1, sisi (u, vg) diberi warna 4, sisi (u,v,) diberi
warna 3, dan sisi (v3,w,) diberi warna 2, maka haruslah sisi (v3, ws)
diberi warna 3 dan sisi (u, v3) diberi warna 2. Sehingga lintasan w; ke
we menjadi lintasan pelangi. Karena sisi (vs,ws3) diberi warna 3,
(u, v3) diberi warna 2, dan sisi (u, ve) diberi warna 4, maka haruslah
sisi (v, wy) diberi warna 1, namun ini membuat lintasan v; ke w;
bukan merupakan lintasan pelangi. Sehingga 4 warna tidak dapat
membuat lintasan pelangi. Selanjutnya misalnya dengan 6 warna akan
dibuktikan dapat membuat lintasan pelangi. Beri warna 1 s/d 6 pada sisi
(u,vy) s/d sisi (u, vg). Karena sisi (u,v,) diberi warna 1, sisi (u,v,)
diberi warna 4, sisi (u, vg) diberi warna 5, dan sisi (u, v,) diberi warna
2, maka haruslah sisi (v, w;) diberi warna 2, sisi (v,, w;) diberi warna
1, sisi (vy,w,) diberi warna 5, dan sisi (vs,w,) diberi warna 4.
Sehingga lintasan w,; ke w, menjadi lintasan pelangi. Selanjutnya
karena sisi (u, v,) diberi warna 2, sisi (u, v3) diberi warna 3, sisi (u, vs)
diberi warna 5, dan sisi (u,ve) diberi warna 6, maka haruslah sisi
(v,, wy) diberi warna 3, sisi (v3, w,) diberi warna 2, sisi (vg, wg) diberi
warna 6, dan sisi (ve, ws) diberi warna 5. Sehingga membuat lintasan
w, ke wg menjadi lintasan pelangi. Selanjutnya karena sisi (u,v;)

diberi warna 1, sisi (u,v3) diberi warna 3, sisi (u, v,) diberi warna 4,
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dan sisi (u, vg) diberi warna 6, maka haruslah sisi (v3, ws) diberi warna
4, sisi (vy, ws) diberi warna 3, sisi (vg, wg) diberi warna 1, dan sisi
(v1,wg) diberi warna 6. Sehingoa lintasan w, ke w, menjadi lintasan
pelangi. Dan ini juga membuat semua lintasan menjadi lintasan pelangi.
Sehingga terbukti dengan 6 warna yang berbeda dapat membuat
lintasan pelangi. Oleh karena itu rc(Gg) = 6.

Jikan =7 makarc(G,) =7

Ambil lintasan w; ke wy, lintasan ini mempunyai panjang minimal 4
sisi yaitu ketika lewat titik v,, titik u, dan titik v, yang membuat
lintasan menjadi wy, v,, u, vy, w,. Lalu melewati titik v,, titik u, dan
titik vs  yang membuat lintasan menjadi w;, v,, u, vs, w,. Lalu melewati
titik vy, titik u, dan titik v, yang membuat lintasan menjadi
Wy, V1, U, Vs, W,. Dan yang terakhir melewati titik vy, titik u, dan titik v
yang membuat lintasan menjadi wy, v4, u, vs, w,. Asumsikan dengan 4
warna dapat membuat pelangi sisi terhubung. Misal lintasan
Wi, Uy, U, Uy, W, diberi warna 1-4 pada setiap sisi-sisinya, yaitu sisi
(wy,v,) diberi warna 1, sisi (v,, u) diberi warna 2, sisi (u,v,) diberi
warna 3, dan sisi (v,, w,) diberi warna 4. Karena sisi (u,v,) diberi
warna 3, dan sisi (v,, w,) diberi warna 4, maka sisi (u, v,) diberi warna
1 dan sisi (vy,w;) diberi warna 2. Sehingga membuat lintasan
Wi, Uy, U, Uy, W, dan lintasan wy, v4,u, v, w, menjadi lintasan pelangi.
Karena sisi (u, v,) diberi warna 1, sisi (v, w;) diberi warna 2, dan sisi

(u, v,) diberi warna 3, maka sisi (u, vs) diberi warna 4 dan sisi (v,, wg)
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diberi warna 3 sehingga lintasan w; ke w, menjadi lintasan pelangi.
Selanjutnya karena sisi (u, v;) diberi warna 1, sisi (u, vs) diberi warna
4, dan sisi (v,, we) diberi warna 3, maka haruslah sisi (v;, w-) diberi
warna 2 agar lintasan w, ke w, (w,,vs,u, vy, w;) menjadi lintasan
pelangi. Namun ini membuat sisi w; ke w, bukan merupakan lintasan
pelangi. Sehingga 4 warna tidak dapat membuat lintasan pelangi.
Selanjutnya misalkan dengan 7 warna akan dibuktikan dapat membuat
lintasan pelangi. Beri warna 1 s/d 7 pada sisi (u,v;) s/d sisi (u, vy).
Karena sisi (u,v,) diberi warna 1, sisi (u,v,) diberi warna 4, sisi
(u, vs) diberi warna 5, dan sisi (u, v,) diberi warna 2, maka haruslah
sisi (vq,w;) diberi warna 2, sisi (v,, w;) diberi warna 1, sisi (v,, wy)
diberi warna 5, dan sisi (vs, w,) diberi warna 4. Sehingga lintasan wy
ke w, menjadi lintasan pelangi. Selanjutnya karena sisi (u,v,) diberi
warna 2, sisi (u, v3) diberi warna 3, sisi (u, vg) diberi warna 6, dan sisi
(u, v;) diberi warna 7, maka haruslah sisi (v,, w,) diberi warna 3, sisi
(v3,w,) diberi warna 2, sisi (ve, wg) diberi warna 7, dan sisi (v;, wg)
diberi warna 7. Sehingga membuat lintasan w, ke w, menjadi lintasan
pelangi. Selanjutnya karena sisi (u,v3) diberi warna 3, sisi (u,v,)
diberi warna 4, sisi (u, v;) diberi warna 7, dan sisi (u, v,) diberi warna
1, maka haruslah sisi (v, w3) diberi warna 4, sisi (v,, w3) diberi warna
3, sisi (vy,w,) diberi warna 1, dan sisi (vy,w;) diberi warna 7.
Sehingga membuat lintasan w; ke w; menjadi lintasan pelangi.

Selanjutnya karena sisi (u, v;) diberi warna 1, sisi (u, v,) diberi warna
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4, sisi (u,v,) diberi warna 2, dan sisi (u,vg) diberi warna 5, maka
haruslah sisi (v, w;) diberi warna 2, sisi (v,, w;) diberi warna 1, sisi
(vs,we) diberi warna 6, dan sisi (v,, we) diberi warna 5. Sehingga
membuat lintasan w,; ke we menjadi lintasan pelangi. Dari uraian diatas
membuktikan bahwa dengan memberikan 7 warna yang berbeda
terbukti bahwa dapat membuat lintasan pelangi. Oleh karena itu
rc(G,) = 7.
Atau misalkan fungsi pewarnaan sisi c: E(G,) — {1,2,..,n}, didefinisikan
oleh c(v;,u) = 1,2, ..., n secara berputar. Kemudian c(v;, w;) =i + 1 jika
i=12,..n—1, dan c(v;,w;) =1 jika i = n. kemudian c(w;, v;,1) =
(i+1)—1jikai=1,2,..n—1dan c(w;,v;,,) = njika i = n. Sehingga
terbukti dengan n warna yang berbeda dapat membuat pelangi sisi
terhubung. Jadi terbukti bahwa rc(G,,) = n.
2. Bilangan pelangi titik terhubung (rainbow vertex- connection) pada graf
G
a. Jikan = 3 maka rvc(G,) = 2
Ambil lintasan v; ke w,, lewat lintasan manapun, lintasan ini akan
melewati 2 titik. misal lewat titik w; dan v, , maka dengan memberi
warna 1 pada titik w; dan warna 2 pada titik v, akan membuat pelangi
titik terhubung. Jadi terbukti bahwa rvc(G3) = 2.
b. Jikan = 4 maka rvc(G,) = 3
Untuk membuktikan rvc(G,) = 3, maka akan dibuktikan bahwa

dengan 3 warna titik, dapat membentuk pelangi titik yang terhubung,
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artinya setiap dua titik terdapat lintasan dengan warna titik interior yang

berbeda. Ambil rvc(G,) =3, misalkan ada fungsi pewarnaan

c:V(G,) - {1,23} maka: c(u) =2, c(v;) =1 dengan i genap,

c(v;) = 3 dengan i ganjil, dan c(w;) = 2. Sehingga ¢ dapat membuat

pelangi titik terhubung, oleh karena itu terbukti bahwa rvc(G,) = 3.
3.4 Graf Helm

Graf helm H, adalah graf yang diperoleh dari graf roda dengan
menambahkan sisi anting pada setiap titik pada sikel luarnya. Graf helm H,
memuat graf roda W,, dengan n + 1 titik ditambah n titik lagi yang diperoleh dari
penambahan sisi anting-anting pada setiap titik pada sikel luar, sehingga
banyaknya titik pada H,, adalah 2n + 1. Graf helm H,, memuat graf roda W, yang
memiliki 2n sisi ditambah n sisi yang terbentuk dari penambahan satu sisi anting-
anting pada setiap titik pada sikel luar sehingga banyaknya sisi pada H,, adalah
3n.

Bilangan pelangi sisi terhubung (rainbow edge-connection) dan bilangan
pelangi titik terhubung (rainbow vertex-connection) pada graf Helm dapat
ditentukan dengan menentukan terlebih dahulu rc(H,) dan rvc(H,) pada graf
Hs, Hy, Hs, Hg dan H, dan terakhir menggambar pola warna pada grai H, agar

terbentuk graf pelangi sisi terhubung.
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Gambar 3.16 Graf helm Hj

Graf helm H; mempunyai 9 sisi dan 7 titik. Graf helm H; adalah graf yang
diperoleh dari graf roda dengan menambahkan sisi anting pada setiap titik pada
sikel luarnya. Ambil lintasan v; ke v, bila lewat titik u, maka lintasan ini
menjadi v;, u, v5. Sedangkan bila lewat v,, maka lintasan ini menjadi vy, v, v3.
Namun karena lintasan dapat langsung terhubung dari v; ke v; tanpa melalui u
atau v,, maka sisi (vq,v3) diberi warna 1. sehingga lintasan v,,v,,v; atau
V1, U, v3 dapat diabaikan. Dengan cara yang sama dapat diterapkan pada sisi
(v1,v32), Sisi (v, v3), dan sisi (u, v). Selanjutnya karena sisi (v4, v,) diberi warna
1, maka sisi (v, w;) haruslah diberi warna 1 agar terbentuk lintasan pelangi pada
lintasan w,; ke v,. Selanjutnya karena sisi (v,,v,) diberi warna 1, dan sisi
(v1, w,) diberi warna 1, maka untuk membuat pelangi sisi terhubung pada lintasan
w; ke w, maka sisi (v,, w,) haruslah diberi warna 3. Lalu untuk membuat pelangi
sisi terhubung pada lintasan w, ke ws, karena sisi (v,, w,) diberi warna 3, dan sisi
(v, v3) diberi warna 1, maka haruslah sisi (v3, ws) diberi warna 3. Atau dengan
cara lain, sisi-sisi dari graf helm H; dapat dikelompokkan sebagai berikut (i) sisi
graf roda W5, dan (ii) sisi jari-jari. Awalnya beri warna sisi graf roda W5 sesuai
dengan warna pada graf roda W; yaitu 1. Yang kedua untuk sisi jari-jari agar

terbentuk graf pelangi sisi terhubung pada graf H;, di mana setiap antara dua titik
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terdapat lintasan dengan warna berbeda maka dibutuhkan minimal 3 warna sisi
yang berbeda, sehingga rc(Hs) = 4.

Sedangkan agar terbentuk pelangi titik yang terhubung, di mana setiap
antara dua titik pada graf H; terdapat lintasan dengan warna titik interior yang
berbeda, dibutuhkan dua warna titik. Ambil lintasan v, ke w,, bila lewat titik u
dan titik v, maka lintasan menjadi v,,u, v,, w,. Karena dapat dilewati langsung
dengan hanya melewati titik v, tanpa melewati titik u yang membuat lintasan
menjadi v, v,,w,, maka titik v, diberi warna 1. Dengan cara yang sama
digunakan pada lintasan v,,vs,ws dan lintasan vs,v,, w,. Sedangkan agar
terbentuk pelangi titik yang terhubung, di mana setiap antara dua titik pada graf
H, terdapat lintasan dengan warna titik interior yang berbeda maka titik u diberi

warna 2. Jadi terbukti bahwa rvc(H;) = 2.

Gambar 3.17 Graf helm H,

Graf helm H, mempunyai 12 sisi dan 9 titik. Graf helm H, adalah graf
yang diperoleh dari graf roda dengan menambahkan sisi anting pada setiap titik
pada sikel luarnya. Sisi-sisi dari graf helm H, dapat dikelompokkan sebagai
berikut (i) sisi graf roda W, , dan (ii) sisi jari-jari. Awalnya warnai sisi graf roda

W, sesuai dengan pewarnaan pada graf roda W,. Karena sisi (v,, v,) diberi warna
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1, dan sisi (v3,v,) diberi warna 2, maka haruslah sisi (v,, w,) diberi warna 3
sehingga terdapat lintasan pelangi pada lintasan w, ke v, dan lintasan w, ke v;.
Selanjutnya ambil lintasan w, ke w, karena sisi (vs,v,) diberi warna 2, sisi
(v,,w,) diberi warna 3, dan sisi (v3,v,) diberi warna 1, maka untuk membuat
pelangi sisi terhubung pada lintasan w, ke w5, maka haruslah sisi (v5, ws) diberi
warna 4. Selanjutnya pada lintasan w; ke w,, karena sisi (v3, ws) diberi warna 4,
sisi (v3, v,) diberi warna 1, dan sisi (v,, v,) diberi warna 2, maka haruslah sisi
(v4, wy) diberi warna 5 agar terbentuk pelangi sisi terhubung pada lintasan w; ke
w,. Jadi untuk sisi anting baru,agar terbentuk pelangi sisi terhubung haruslah
diberi warna sesuai dengan jumlah sisi tambahannya, sehingga ketika sisi (v, w;)
diberi warna 6 maka akan terbentuk pelangi sisi terhubung pada graf helm H,.
Jadi terbukti bahwa rc(H,) = 6.

Sedangkan agar terbentuk pelangi titik yang terhubung, di mana setiap
antara dua titik pada graf H, terdapat lintasan dengan warna titik interior yang
berbeda, dibutuhkan tiga warna titik berbeda. Ambil lintasan w, ke w, tanpa
melewati titik u, lintasan ini melewati 2 titik yaitu titik v; dan v,, sehingga titik
v, diberi warna 1,dan titik v, diberi warna 2. Dengan cara yang sama digunakan
pada lintasan w5 ke w,. Kemudian agar dua titik terdapat lintasan dengan warna
titik interior yang berbeda, maka titik u diberi warna 3 . Jadi terbukti bahwa

rvc(H,) = 3.
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Gambar 3.18 Graf helm Hy

Graf helm Hs mempunyai 15 sisi dan 11 titik. Graf helm Hy adalah graf
yang diperoleh dari graf roda dengan menambahkan sisi anting pada setiap titik
pada sikel luarnya. Sisi-sisi dari graf helm Hg dapat dikelompokkan sebagai
berikut (i) sisi graf roda Ws , dan (ii) sisi jari-jari. Awalnya warnai sisi graf roda
W5 sesuai dengan pewarnaan pada graf roda Ws. Karena sisi (v4, v,) diberi warna
1, dan sisi (v3,v,) diberi warna 2, maka haruslah sisi (v,, w,) diberi warna 3
sehingga terdapat lintasan pelangi pada lintasan w, ke v; dan lintasan w, ke v;.
Selanjutnya ambil lintasan w, ke ws, karena sisi (vs, v,) diberi warna 2, sisi
(v4, wy) diberi warna 3, dan sisi (v3,v,) diberi warna 1, maka untuk membuat
pelangi sisi terhubung pada lintasan w, ke w5, maka haruslah sisi (v5, ws) diberi
warna 4. Selanjutnya pada lintasan ws ke w,, karena sisi (v3, ws) diberi warna 4,
sisi (vs, v,) diberi warna 1, dan sisi (v,, v,) diberi warna 2, maka harusiah sisi
(v4, wy) diberi warna 5 agar terbentuk pelangi sisi terhubung pada lintasan w; ke
w,. Selanjutnya ambil lintasan w, ke ws, karena sisi (v,, w,) diberi warna 5, sisi
(v4, v5) diberi warna 2, dan sisi sisi (v, vg) diberi warna 1, maka haruslah sisi
(ve, Wwg) diberi warna 6 agar terbentuk pelangi sisi terhubung. Selanjutnya ambil

lintasan ws ke wy, karena sisi (vs, ws) diberi warna 6, sisi (vs, v,) diberi warna 1,
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dan sisi sisi (v, v,) diberi warna 1, maka haruslah sisi (v;,w;) diberi warna 7
agar terbentuk pelangi sisi terhubung. Jadi untuk sisi anting baru,agar terbentuk
pelangi sisi terhubung haruslah diberi warna sesuai dengan jumlah sisi
tambahannya. Jadi terbukti bahwa rc(Hs) = 7.

Sedangkan agar terbentuk pelangi titik yang terhubung, di mana setiap
antara dua titik pada graf Hs terdapat lintasan dengan warna titik interior yang
berbeda, dibutuhkan tiga warna titik berbeda. Ambil lintasan w; ke w, tanpa
melewati titik u, lintasan ini melewati 2 titik yaitu titik v; dan v,, sehingga titik
v, diberi warna 1,dan titik v, diberi warna 2. Dengan cara yang sama digunakan
pada lintasan w5 ke w,. Kemudian agar dua titik terdapat lintasan dengan warna
titik interior yang berbeda, maka titik u diberi warna 3 . Jadi terbukti bahwa

rvc(Hs) = 3.

Gambar 3.19 Graf helm Hg

Graf helm Hy, mempunyai 18 sisi dan 13 titik. Graf helm Hg adalah graf
yang diperoleh dari graf roda dengan menambahkan sisi anting pada setiap titik
pada sikel luarnya. Sisi-sisi dari graf helm H, dapat dikelompokkan sebagai

berikut (i) sisi graf roda W, , dan (ii) sisi jari-jari. Awalnya warnai sisi graf roda
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W, sesuai dengan pewarnaan pada graf roda Wy. Selanjutnya Karena sisi (v4, v,)
diberi warna 1, dan sisi (v3, v,) diberi warna 2, maka haruslah sisi (v,, w,) diberi
warna 3 sehingga terdapat lintasan pelangi pada lintasan w, ke v, dan lintasan w,
ke v;. Selanjutnya ambil lintasan w, ke ws, karena sisi (v5, v,) diberi warna 2,
sisi (v,, wy) diberi warna 3, dan sisi (v, v,) diberi warna 1, maka untuk membuat
pelangi sisi terhubung pada lintasan w, ke w5, maka haruslah sisi (v5, ws) diberi
warna 4. Selanjutnya pada lintasan w ke w,, karena sisi (v3, w3) diberi warna 4,
sisi (v3, v,) diberi warna 1, dan sisi (vg, v,) diberi warna 2, maka haruslah sisi
(v4, w,) diberi warna 5 agar terbentuk pelangi sisi terhubung pada lintasan w; ke
w,. Selanjutnya ambil lintasan w, ke ws, karena sisi (v,, w,) diberi warna 5, sisi
(v4, vg) diberi warna 2, dan sisi sisi (ve, vs5) diberi warna 1, maka haruslah sisi
(vs, ws) diberi warna 6 agar terbentuk pelangi sisi terhubung. Selanjutnya ambil
lintasan ws ke wg, karena sisi (vs, ws) diberi warna 6, sisi (vs, vg) diberi warna 1,
dan sisi (v;, vg) diberi warna 2, maka haruslah sisi (v, wg) diberi warna 7 agar
terbentuk pelangi sisi terhubung. Selanjutnya ambil lintasan w, ke wy, karena sisi
(ve, We) diberi warna 7, sisi (vq, vg) diberi warna 2, dan sisi (v4, v,) diberi warna
1, maka haruslah sisi (v,,w;) diberi warna 8 agar terbentuk pelangi sisi
terhubung. Jadi untuk sisi anting baru,agar terbentuk pelangi sisi terhubung
haruslah diberi warna sesuai dengan jumlah sisi tambahannya. Jadi terbukti bahwa
rc(Hg) = 8.

Sedangkan agar terbentuk pelangi titik yang terhubung, di mana setiap
antara dua titik pada graf Hg terdapat lintasan dengan warna titik interior yang

berbeda, dibutuhkan tiga warna titik berbeda. Ambil lintasan w; ke w, tanpa
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melewati titik u, lintasan ini melewati 2 titik yaitu titik v; dan v,, sehingga titik
v, diberi warna 1,dan titik v, diberi warna 2. Dengan cara yang sama digunakan
pada lintasan ws ke w,, lintasan w, ke w:, lintasan w- ke w, dan lintasan w, ke
w;. Kemudian agar dua titik terdapat lintasan dengan warna titik interior yang

berbeda, maka titik u diberi warna 3 . Jadi terbukti bahwa rvc(Hg) = 3.

Gambar 3.20 Graf helm H,

Graf helm H; mempunyai 21 sisi dan 15 titik. Graf helm H, adalah graf
yang diperoleh dari graf roda dengan menambahkan sisi anting pada setiap titik
pada sikel luarnya. Sisi-sisi dari graf helm H, dapat dikelompokkan sebagai
berikut (i) sisi graf roda W , dan (ii) sisi jari-jari. Awalnya warnai sisi graf roda
W, sesuai dengan pewarnaan pada graf roda W,. Selanjutnya Karena sisi (v4, v,)
diberi warna 1, dan sisi (v3, v,) diberi warna 2, dan sisi (u, v,) diberi warna 3
maka haruslah sisi (v,, w,) diberi warna 4 sehingga terdapat lintasan pelangi pada
lintasan w, ke v5, pada lintasan w, ke v;, dan lintasan w, ke v,. Selanjutnya
ambil lintasan w, ke ws, karena sisi (vs, v,) diberi warna 2, sisi (v,, w,) diberi
warna 4, sisi (u, v,) diberi warna 3, dan sisi (vs, v,) diberi warna 1, maka untuk

membuat pelangi sisi terhubung pada lintasan w, ke ws, maka haruslah sisi
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(v3,ws) diberi warna 5. Selanjutnya pada lintasan w4 ke w,, karena sisi (v3, ws)
diberi warna 5, sisi (v3, v,) diberi warna 1, dan sisi (vs, v,) diberi warna 2, maka
haruslah sisi (v,, w,) diberi warna 6 agar terbentuk pelangi sisi terhubung pada
lintasan ws ke w,. Selanjutnya ambil lintasan w, ke ws, karena sisi (v,, w,) diberi
warna 6, sisi (v, vg) diberi warna 2, dan sisi sisi (ve, vs) diberi warna 1, maka
haruslah sisi (vs,wg) diberi warna 7 agar terbentuk pelangi sisi terhubung.
Selanjutnya ambil lintasan ws ke wy, karena sisi (vs, we) diberi warna 7, sisi
(vs, vg) diberi warna 1, dan sisi sisi (v, vg) diberi warna 2, maka haruslah sisi
(ve, wg) diberi warna 8 agar terbentuk pelangi sisi terhubung. Selanjutnya ambil
lintasan w, ke wg, karena sisi (vg, wg) diberi warna 8, sisi (v, vg) diberi warna 2,
dan sisi (v, v;) diberi warna 1, maka haruslah sisi (v,, w,) diberi warna 9 agar
terbentuk pelangi sisi terhubung. Selanjutnya ambil lintasan w, ke w,, karena sisi
(vy,w,) diberi warna 9, sisi (v, v,) diberi warna 1, maka haruslah sisi (vy, v,)
diberi warna 10 agar terbentuk pelangi sisi terhubung. Jadi untuk sisi anting
baru,agar terbentuk pelangi sisi terhubung haruslah diberi warna sesuai dengan
jumlah sisi tambahannya. Jadi terbukti bahwa rc(H,) = 10.

Sedangkan agar terbentuk pelangi titik yang terhubung, di mana setiap
antara dua titik pada graf H, terdapat lintasan dengan warna titik interior yang
berbeda, dibutuhkan tiga warna titik berbeda. Ambil lintasan w, ke w, tanpa
melewati titik u, lintasan ini melewati 2 titik yaitu titik v; dan v,, sehingga titik
v, diberi warna 1,dan titik v, diberi warna 2. Dengan cara yang sama digunakan

pada lintasan ws ke wy, lintasan w, ke ws, lintasan ws ke wg dan lintasan wg ke



79

w;. Kemudian agar dua titik terdapat lintasan dengan warna titik interior yang

berbeda, maka titik u diberi warna 3 . Jadi terbukti bahwa rvc(H,) = 3.

Tabel 3.4 Pola Bilangan rc(G) dan rvc(G) pada H; sampai H,,

No | Jenis Graf rc(G) rvc(G)
1 H, 4 2

2 H, 6 3

3 H 7 3

4 Hq 8 3

5 H, 10 3

n H, rc(W,) + nuntukn > 3 2, jikan =3

3, jikan = 4

Dari pola yang ditunjukan oleh bilangan pelangi sisi terhubung (rainbow

edge-connection) dan bilangan pelangi titik terhubung (rainbow vertex-

connection) di atas dapat diperoleh teorema sebagai berikut:

Teorema 4

Bukti:

Graf G adalah graf gear H, dengan n € N, maka bilangan pelangi sisi
terhubung (rainbow edge-connection) pada graf G adalah:

rc (Hy,) = rc(W,) + nuntukn > 3

Bilangan pelangi titik terhubung (rainbow vertex-connection) pada graf H,
adalah:

2, jikan =3
3

rve(Hn) = { jikan >4

Graf helm H,, diperoleh dari graf roda #,, dengan menambahan sisi anting

baru pada titik sikel luar graf roda, sehingga sisi-sisi anting baru itu
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menyerupai pohon. Dengan demikian graf helm H,, mempunyai (2n + 1)
titik dan (3n) sisi.
1. Bilangan pelangi sisi terhugung (rainbow edge-connection) pada graf G

a. rc(H,) =rc(W,) +nuntukn = 3
rc (Hy) = rc(W,,) +n untuk n = 3, graf ini dibagi menjadi 2 graf,
yaitu graf roda dan sisi anting baru. Langkah pertama,warnai graf roda
sesuai teorema 2. Sedangkan sisi anting baru, untuk memberikan warna
pelangi sisi terhubung haruslah diberi warna yang berbeda sesuai
dengan jumlah sisi tambahannya. Misalnya pada graf helm H;. Ambil
lintasan v, ke v, bila lewat titik u, maka lintasan ini menjadi v;, u, vs.
Sedangkan bila lewat v,, maka lintasan ini menjadi v,, v,, v3. Namun
karena lintasan dapat langsung terhubung dari v, ke v; tanpa melalui u
atau v,, maka sisi (v, v3) diberi warna 1. sehingga lintasan v,,v,,v5
atau v,, u, v; dapat diabaikan. Dengan cara yang sama dapat diterapkan
pada sisi (vq,v3), Sisi (v, v3), dan sisi (u, v). Selanjutnya karena sisi
(vy1,v,) diberi warna 1, maka sisi (v,, w;) haruslah diberi warna 1 agar
terbentuk lintasan pelangi pada lintasan w; ke v,. Selanjutnya karena
sisi (vq,v,) diberi warna 1, dan sisi (vy,w;) diberi warna 1, maka
untuk membuat pelangi sisi terhubung pada lintasan w; ke w, maka sisi
(v,,wy) haruslah diberi warna 3. Lalu untuk membuat pelangi sisi
terhubung pada lintasan w, ke ws, karena sisi (v,, w,) diberi warna 3,
dan sisi (v,,v3) diberi warna 1, maka haruslah sisi (v;, ws) diberi

warna 3. Atau dengan cara lain, sisi-sisi dari graf helm H; dapat
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dikelompokkan sebagai berikut (i) sisi graf roda W5, dan (ii) sisi jari-
jari. Awalnya beri warna sisi graf roda W5 sesuai dengan warna pada
graf roda W yaitu 1. Yang kedua untuk sisi jari-jari agar terbentuk graf
pelangi sisi terhubung pada graf H;, di mana setiap antara dua titik
terdapat lintasan dengan warna berbeda maka dibutuhkan minimal 3
warna sisi yang berbeda. Jadi terbukti rc(H,,) = rc(W,) + n.
2. Bilangan pelangi titik terhubung (rainbow vertex-connection) pada graf G
a. rvc(H,) =3jikan=3
Ambil lintasan v, ke w,, bila lewat titik u dan titik v, maka lintasan
menjadi v, u, v,,w,. Karena dapat dilewati langsung dengan hanya
melewati titik v, tanpa melewati titik u yang membuat lintasan menjadi
V1, V5, Wy, Maka titik v, diberi warna 1. Dengan cara yang sama
digunakan pada lintasan v,, v, w; dan lintasan v, v,, w,. Sedangkan
agar terbentuk pelangi titik yang terhubung, di mana setiap antara dua
titik pada graf H; terdapat lintasan dengan warna titik interior yang
berbeda maka titik u diberi warna 2. Jadi terbukti bahwa rvc(Hs) = 2.
b. rvec(H,) =3 jikan = 4

Misalkan fungsi pewarnaan pelangi titik terhubung c: V(H,) — {1,2,3},
didefinisikan c(u) = 3, c(v;) = 1 untuk i ganjil dan c(v;) = 2 untuk i
genap, sehingga dengan tiga warna yang berbeda dapat membuat

pelangi titik terhubung. Jadi terbukti bahwa rvc(H,,) = 3.
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3.5 Graf Helm Tertutup

Graf helm tertutup cH, merupakan graf yang diperoleh dari graf helm
dengan menghubungkan setiap titik pada anting-anting untuk membentuk sikel
baru. Banyaknya titik pada cH, sama dengan banyaknya titik pada H, Yaitu
2n + 1, sedangkan banyaknya sisi pada cH, akan bertambah n sisi sehingga
banyaknya sisi pada cH,, adalah 4n.

Bilangan pelangi sisi terhubung (rainbow edge-connection) dan bilangan
pelangi titik terhubung (rainbow vertex-connection) pada graf Helm tertutup
dapat ditentukan dengan menentukan terlebih dahulu rc(cH,,) dan rvc(cH,) pada
graf cHs,cH,, cHs, cHg, dan cH, dan terakhir menggambar pola warna pada graf

H,, agar terbentuk graf pelangi sisi terhubung.

3 1 2
Gambar 3.21 Graf helm tertutup cH;

Graf helm cH; mempunyai 12 sisi dan 7 titik. Graf helm tertutup cHs
merupakan graf yang diperoleh dari graf helm dengan menghubungkan setiap titik
pada anting-anting untuk membentuk sikel baru. Graf ini memiliki 2 sikel yaitu
C3:v4,V,,v3 dan C2:w;, w,, wy. Yang mana titik v; menghubungkan antara titik
u ke titik w;. Ambil lintasan v;ke ws, bila melewati titk u berarti juga melewati

titik v, maka lintasan ini menjadi v;, u, v,, ws. Karena dapat dilewati langsung



83

tanpa melalui titik u, yaitu hanya melalui titik v, yang membuat lintasan menjadi
vy, V5, W3. Misalnya sisi (v, v,) diberi warna 1, maka sisi , (v,, w3) warna 2,
sehingga lintasan v, ke w,; merupakan pelangi sisi terhubung. Dengan cara yang
sama diterapkan pada sisi-sisi yang lain maka akan terbentuk pelangi sisi
terhubung dengan menggunakan 2 warna yang berbeda. Jadi terbukti bahwa

rc(cHsz) = 2.

Sedangkan agar terbentuk pelangi titik yang terhubung, di mana setiap
antara dua titik pada graf cH; terdapat lintasan dengan warna titik interior yang
berbeda, cukup dibutuhkan satu warna titik. Misalnya titik w diberi warna 1,
sehingga setiap lintasan v; ke v; akan melewati titik w dimana titik u diberi warna
1. Sedangkan lintasan u ke v tidak ada titik interior karena terhubung langsung.
walaupun lintasan u ke w melewati titik v, namun lintasan w; ke w; saling
terhubung langsung. dengan demikan dengan 1 warna dapat membuat pelangi titik

terhubung. Jadi terbukti bahwa rvc(cHsz) = 1.

Wq 1 w

H4_:

2 Wy 1 wol
Gambar 3.22 Graf helm tertutup cH,

Graf helm cH, mempunyai 16 sisi dan 9 titik. Graf helm tertutup cH,
merupakan graf yang diperoleh dari graf helm dengan menghubungkan setiap titik

pada anting-anting untuk membentuk sikel baru. Graf ini memiliki 2 sikel yaitu
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Ct:vy,v,,v3,v, dan C2:wy, wy, wi,w,. Yang mana titik v; menghubungkan
antara titik u ke titik w;. Ambil lintasan v; ke wsbila melewati titik u berarti
melewati titik v;maka lintasan menjadi v,, u, v;,w5. Bila melewati titik v, dan
juga titik v; maka lintasan menjadi v,, v,, v3,w5. Sehingga bisa dikatakan bahwa
lintasan ini mempunyai panjang 3 sisi. Karena mempunyai panjang 3 sisi, maka
misalnya sisi (v4, v,) diberi warna 1, sisi (v,, v3) diberi warna 2, dan sisi (v3,w3)
sehingga lintasan v,, v,, v3,w3; menjadi lintasan pelangi. Dengan cara yang sama
diterapkan pada sisi-sisi yang lain akan membuat pelangi sisi terhubung. Sehingga
terbukti dengan menggunakan 3 warna berbeda dapat membuat pelangi sisi

terhubung. Jadi terbukti bahwa rc(cH,) = 3.

Sedangkan agar terbentuk pelangi titik yang terhubung, di mana setiap
antara dua titik pada graf cH, terdapat lintasan dengan warna titik interior yang
berbeda, cukup dibutuhkan dua warna titik. Ambil lintasan v, ke w; yang
melewati titik u dan titik v, misalnya titik u diberi warna 2, maka titik v5 diberi
warna 1 sehingga terdapat pelangi titik terhubung pada lintasan v; ke ws.
Selanjutnya ambil w; ke wsyang melewati titik w,, misalnya titik w., diberi warna
2, maka titik w, haruslah diberi warna 2 ini akan membuat lintasan w; ke ws
menjadi lintasan pelangi. Sehingga terbukti dengan 2 warna yang berbeda dapat

membuat pelangi titik terhubung. Jadi terbukti bahwa rvc(cH,) = 2.
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Gambar 3.23 Graf helm tertutup cHs

Graf helm cHs mempunyai 20 sisi dan 11 titik. Graf helm tertutup cHg
merupakan graf yang diperoleh dari graf helm dengan menghubungkan setiap titik
pada anting-anting untuk membentuk sikel baru. Graf ini memiliki 2 sikel yaitu
Ci:v1,v,,V3,V5,vs dan  C2:wy,wy,ws,wy,ws.  Yang mana titik
menghubungkan antara titik u ke titik w;. Ambil lintasan v; ke w, bila melewati
titik u dan titik v,, lintasan ini menjadi vy, u, v,, w,. Bila melewati titik v dan
titik v,, maka lintasan menjadi v,, vs, v,, w,. Lintasan ini bisa melewati titik lain,
namun membuat lintasan menjadi lebih panjang. Sehingga bisa dikatakan lintasan
ini mempunyai panjang minimal 3 sisi. Karena mempunyai panjang minimal 3
sisi, maka misalnya sisi (v, u) diberi warna 1, sisi (u,v,) diberi warna 2, dan
sisi (vy, w,) diberi warna 3, ini akan membuat pelangi sisi terhubung pada
lintasan vy, u, vy, w,. Karena sisi (v,, w,) diberi warna 3, untuk membuat pelangi
sisi terhubung pada lintasan v,, vs, v4, wy, haruslah sisi (vq, vs) diberi warna 1,
dan sisi (vs,v,) diberi warna 2. Selanjutnya karena sisi (v,, w,) diberi warna 3,
sisi (vs, v,) diberi warna 2, maka sisi (vs, v,) haruslah diberi warna 1, dan sisi
(vy,v3) diberi warna 2 sehingga terdapat lintasan pelangi pada lintasan

Uy, U3, Vs, Wy. Selanjutnya karena sisi (vs,v,) diberi warna 1 dan sisi (v, v3)
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diberi warna 2, maka sisi (v, ws) diberi warna 3. Lalu karena sisi (v, w3) diberi
warna 3 dan sisi (v,, v3) diberi warna 2, maka haruslah sisi (v4, v,) diberi warna
1 sehingga lintasan v, ke ws terdapat lintasan pelangi. Selanjutnya untuk
membuat lintasan pelangi pada lintasan v ke w,, sisi (u, vs) diberi warna 1, sisi
(u, v,) diberi warna 2 dan sisi (v,, w,) diberi warna 3. Lalu untuk sisi sikel luar
bisa diberi warna seperti pada teorema 1. Sehingga dengan 3 warna yang berbeda

dapat membuat pelangi sisi terhubung. Jadi terbukti bahwa rc(cHs) = 3.

Sedangkan agar terbentuk pelangi titik yang terhubung, di mana setiap
antara dua titik pada graf cHs terdapat lintasan dengan warna titik interior yang
berbeda, cukup dibutuhkan dua warna titik. Ambil lintasan v, ke w; yang
melewati titik u dan titik v, misalnya titik u diberi warna 2, maka titik v diberi
warna 1 sehingga terdapat pelangi titik terhubung pada lintasan v; ke ws.
Selanjutnya ambil w; ke wsyang melewati titik w,, misalnya titik w, diberi warna
2, maka titik w, haruslah diberi warna 2 ini akan membuat lintasan w; ke ws
menjadi lintasan pelangi. Sehingga terbukti dengan 2 warna yang berbeda dapat

membuat pelangi titik terhubung. Jadi terbukti bahwa rvc(cHs) = 2.

CHg:

Gambar 3.24 Graf helm tertutup cHg
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Graf helm cH; mempunyai 24 sisi dan 13 titik. Graf ini memiliki 2 sikel
yaitu Cd: vy, v, ..., Vg dan CZ:wy,wy, ....we. Awalnya ambil lintasan w; ke wy,
bila melewati titik v, titik u, dan titik v, maka menjadi w,, v,, u, v,, w, . karena
dapat dilewati langsung melalui dua titik, yaitu titik w, dan titik w; menjadi
lintasan wy, w,, ws, w,, maka misalnya sisi (w;, w,) diberi warna 1, sisi (w,, ws)
diberi warna 2, dan sisi (ws, w,) diberi warna 3. Dengan cara yang sama
digunakan pada lintasan w,,wg, ws, w,. Sehingga lintasan w, ke w, menjadi
lintasan pelangi. Selanjutnya ambil lintasan v; ke v,, bila melewati titik v, dan
titik v maka lintasan menjadi v,,v,,v5,v,. Karena dapat dilewati langsung
melalu titik « menjadi lintasan v, u, v,, maka misalnya sisi (v, u) diberi warna
1, dan sisi (v, u) diberi warna 2. Dengan menggunakan cara yang sama pada
lintasan yang berhubungan dengan titik u akan terbentuk lintasan pelangi, dimana
setiap lintasan yang melewati titik u merupakan lintasan terdekat dibandingkan
menggunakan lintasan sikelnya. Sedangkan untuk membuat lintasan pelangi pada
sisi sikel dalam dengan memberi warna 1 pada sisi (v;, v;;,) dengan i ganjil, dan
warna 2 pada sisi (v;,v;y1) dengan igenap, maka akan tercipta pelangi sisi
terhubung. Selanjutnya ambil lintasan v; ke w, (v4,u, v4, w,). Karena sisi sisi
(v1,u) diberi warna 1, dan sisi (v,, u) diberi warna 2, maka haruslah sisi (v,, w,)
diberi warna 3, namun ini membuat lintasan v, ke w,(v,, wy, w3 w,) bukan
lintasan pelangi karena mempunyai 2 sisi yang diberi warna 3, yaitu sisi (v,, w,)
dan sisi (w,,w3), jadi haruslah sisi (v,, w,) diberi warna 4. Dengan demikian

dengan memberi warna 4 pada semua sisi (v;, w;) akan terbentuk pelangi sisi
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terhubung. Sehingga dengan 4 warna yang berbeda dapat membuat pelangi sisi
terhubung. Jadi terbukti bahwa rc(cHg) = 4.

Sedangkan agar terbentuk pelangi titik yang terhubung, di mana setiap
antara dua titik pada graf cHg terdapat lintasan dengan warna titik interior yang
berbeda, cukup dibutuhkan dua warna titik. Ambil lintasan v; ke w5 yang
melewati titik u dan titik v, misalnya titik u diberi warna 2, maka titik v5 diberi
warna 1 sehingga terdapat pelangi titik terhubung pada lintasan v; ke ws.
Selanjutnya ambil w; ke wsyang melewati titik w,, misalnya titik w, diberi warna
2, maka titik w, haruslah diberi warna 2 ini akan membuat lintasan w; ke ws
menjadi lintasan pelangi. Sehingga terbukti dengan 2 warna yang berbeda dapat

membuat pelangi titik terhubung. Jadi terbukti bahwa rvc(cHg) = 2.

Gambar 3.25 Graf helm tertutup cH,

Graf helm cH; mempunyai 28 sisi dan 15 titik. Graf ini memiliki 2 sikel
yaitu Ct:vy, v, ..., v; dan C2:wy,wy, ....w,. Awalnya ambil lintasan w; ke wy,
bila melewati titik vy, titik u, dan titik v, maka menjadi w;, v4, u, v,, w, . karena
dapat dilewati langsung melalui dua titik, yaitu titik w, dan titik w; menjadi

lintasan wy, w,, ws, w,, maka misalnya sisi (w;, w,) diberi warna 1, sisi (w,, ws)
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diberi warna 2, dan sisi (ws, w,) diberi warna 3 sehingga terdapat lintasan
pelangi. Selanjutnya lintasan w, ke ws yang melewati titik w4 dan titik w,, karena
sisi (w,, ws) diberi warna 2, dan sisi (w5, w,) diberi warna 3, maka haruslah sisi
(wy, we) diberi warna 1. Lalu lintasan w; ke wg yang melewati titik w, dan titik
ws, karena sisi (ws, w,) diberi warna 3 dan sisi (w,, wg) diberi warna 1, maka
haruslah sisi (wg, wg) diberi warna 2. Selanjutnya pada lintasan w, ke w, yang
melewati titik wg dan titik wg, karena sisi (w,, ws) diberi warna 1 dan sisi
(ws, wg) diberi warna 2, maka haruslah sisi (wg, w) diberi warna 3. Selanjutnya
ketika sisi (w;, w;) diberi warna 1 atau 3 maka tidak ada lintasan pelangi pada
lintasan w, ke wg. Sedangkan kalau diberi warna 2, lintasan w5 ke w- juga bukan
lintasan pelangi. Jadi haruslah sisi (w;, w;) diberi warna 4. Selanjutnya ambil
lintasan v; ke v,, bila melewati titik v, dan titik v; maka lintasan menjadi
V1, Vy,V3, V. Karena dapat dilewati langsung melalu titik w menjadi lintasan
V1, U, v, maka misalnya sisi (v, u) diberi warna 1, dan sisi (v,, u) diberi warna
2. Lalu misalnya untuk lintasan sikel dalam diberi warna 1 pada sisi (v;, V1)
dengan i ganjil, dan warna 2 pada sisi (v;,v;;,) dengan igenap. Sedangkan
lintasan yang melewati titik w, sisi (u, v;) diberi warna 1 dengan i ganjil dan sisi
(u, v;) diberi warna 2 dengan i genap, maka pada lintasan v5 ke v,, lintasan v, ke
ve dan lintasan v; ke vs tidak terdapat lintasan pelangi. Sehingga haruslah
lintasan sikel dalam diberi warna 1 pada sisi (v;, v;;;) dengan i ganjil, dan warna
2 pada sisi (v;, v;41) dengan igenap. Lalu sisi (vq,u) diberi warna 1 dan sisi
(u,v,) diwarna 2, selanjutnya sisi (vs,u) diberi warna 3. Ini akan membuat

lintasan v, ke v, dan lintasan v; ke vs menjadi lintasan pelangi. Pada sisi (v,, u)
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diberi warna 2 dan sisi (v3,u) diberi warna 3 maka lintasan v, ke vy, merupakan
lintasan pelangi. Lalu sisi (v;,u) diberi warna 3 dan sisi (v3,u) diberi warna 1
membuat lintasan v; ke v, menjadi lintasan pelangi. Selanjutnya ambil lintasan
v; ke wy (vq,u, vy, wy). Karena sisi (v, u) diberi warna 1, dan sisi (v,, u) diberi
warna 2, maka haruslah sisi (v,, w,) diberi warna 3, namun ini membuat lintasan
v, ke wy(vy, wy, wy wy) bukan lintasan pelangi karena mempunyai 2 sisi yang
diberi warna 3, yaitu sisi (v, w,) dan sisi (w,, ws), jadi haruslah sisi (v,, wy)
diberi warna 4. Dengan demikian dengan memberi warna 4 pada semua Sisi

(v;, w;) akan terbentuk pelangi sisi terhubung. Jadi terbukti bahwa rc(cH,) = 4.

Sedangkan agar terbentuk pelangi titik yang terhubung, di mana setiap
antara dua titik pada graf cH, terdapat lintasan dengan warna titik interior yang
berbeda, cukup dibutuhkan tiga warna titik. Ambil lintasan v, ke v,, maka
haruslah titik v, dan v; memilik warna yang berbeda. Misalkan titik v, diberi
warna 1 dan titik v5 diberi warna 2. Dengan cara yang sama titik v dan titik v,
harus memilik warna yang berbeda, jika melihat lintasan pelangi yang
menghubungkan titik v; dan vs. Jika titik v, diberi warna 1 dan titik v, diberi
warna 2, tidak ada lintasan pelangi yang menghubungkan v, dan vg. Jika titik v,
diberi warna 2 juga tidak ada lintasan pelangi yang menghubungkan v; dan v,.
Jika titik v, diberi warna 1. Sekarang misalnya titik v, diberi warna 2 dan titik v,
diberi warna 1, tidak ada lintasan pelangi yang menghubungkan v, dan v, Jika
titik v, diberi warna 1. Demikian Jika titik v; diberi warna 2. Dengan alasan yang
sama v, dan vg haruslah mempunyai warna yang berbeda. Tetapi tidak ada

lintasan pelangi yang menghubungkan v, dan v, jika titik v, diberi warna 1 dan
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titik v5 diberi warna 2 dan tidak ada lintasan pelangi yang menghubungkan v, dan
vs jika titik v, diberi warna 2 dan titik vg diberi warna 1. Jadi dibutuhkan
minimal 3 warna yang berbeda. Misalkan sebagai berikut titik u diberi warna 3,
titik w; diberi warna 1 jika i adalah ganjil dan titik w; diberi warna 2 jika i adalah
genap. Lalu titik v; diberi warna 3 jika i adalah ganjil dan titik v; diberi warna 2
jika i adalah genap untuk 1 <i <5, titik v diberi warna 1 dan titik v, diberi
warna 2. Jadi terbukti bahwa rc(cH;) = 3.

Tabel 3.5 Pola Bilangan rc(G) dan rvc(G) pada cH; sampai cH,

No | Jenis Graf rc(G) rvc(G)

1 cH, 2 1

2 cH, 3 2

3 cHs 3 2

4 cHg 4 2

5 cH, 4 3

n cH, o5 jikan =3 1, jikan=3
3, jika4 <n<5 2, jika4<n<6
4, jikan =6 3, jika7 <n <10

4,  jikan>11

Dari pola yang ditunjukan oleh bilangan pelangi sisi terhubung (rainbow
edge-connection) dan bilangan pelangi titik terhubung (rainbow vertex-
connection) di atas dapat diperoleh teorema sebagai berikut:

Teorema 5
Graf G adalah graf gear cH, dengan n € N, maka bilangan pelangi sisi

terhubung (rainbow edge-connection) pada graf G adalah:

N

’ jikan =3
rc(cH,) =13, jika4<n<5
4, jikan =6



92

Bilangan pelangi titik terhubung (rainbow vertex-connection) pada graf

cH,, adalah:
1, jikan =3
2, jika4<n<é6
rvc(cH,) =4 3, jika7 <n <10
IK4' jikan =11

Bukti:

Graf ini memiliki 2 sikel yaitu Cl:v,v,,..,v, dan C2:wy,w,y, ... wy,

untukl7 < i < n yang mana titik v; menghubungkan antara titik u ke titik

w;.

1. Bilangan pelangi sisi terhubung (rainbow edge-connection) pada graf G

a. rc(cH,) =2jikan =3
Ambil lintasan v; ke w, bila melewati titk u berarti juga melewati titik
v, maka lintasan ini menjadi vy, u,v,, w;. Karena dapat dilewati
langsung tanpa melalui titik u, yaitu hanya melalui titik v, yang
membuat lintasan menjadi v,, v,, ws. Misalnya sisi (vq,v,) diberi
warna 1, maka sisi , (v,,w3) warna 2, sehingga lintasan v ke wjy
merupakan pelangi sisi terhubung. Dengan cara yang sama diterapkan
pada sisi-sisi yang lain maka akan terbentuk pelangi sisi terhubung
dengan menggunakan 2 warna yang berbeda. Jadi terbukti bahwa
rc(cHs) = 2.

b. rc(cH,) = 3jikan =4
Ambil lintasan v; ke wsbila melewati titik u berarti melewati titik

vymaka lintasan menjadi v;, u, v;,w5. Bila melewati titik v, dan juga
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titik v; maka lintasan menjadi v,, v,, v3,w5. Sehingga bisa dikatakan
bahwa lintasan ini mempunyai panjang 3 sisi. Karena mempunyai
panjang 3 sisi, maka misalnya sisi (v,, v,) diberi warna 1, sisi (v,, v3)
diberi warna 2, dan sisi (v3,ws) sehingga lintasan v,, v,, v;,w; menjadi
lintasan pelangi. Dengan cara yang sama diterapkan pada sisi-sisi yang
lain akan membuat pelangi sisi terhubung. Sehingga terbukti dengan
menggunakan 3 warna berbeda dapat membuat pelangi sisi terhubung.
Jadi terbukti bahwa rc(cH,) = 3.

rc(cH,) =3 jikan=5

Ambil lintasan v; ke w, bila melewati titik u dan titik v,, lintasan ini
menjadi vy, u, v,, w,. Bila melewati titik vg dan titik v,, maka lintasan
menjadi vy, vs, V4, W,. Lintasan ini bisa melewati titik lain, namun
membuat lintasan menjadi lebih panjang. Sehingga bisa dikatakan
lintasan ini mempunyai panjang minimal 3 sisi. Karena mempunyai
panjang minimal 3 sisi, maka misalnya sisi (v;,u) diberi warna 1, sisi
(u,v,) diberi warna 2, dan sisi (v,, w,) diberi warna 3, ini akan
membuat pelangi sisi terhubung pada lintasan v,, u, v,, w,. Karena sisi
(v4, wy) diberi warna 3, untuk membuat pelangi sisi terhubung pada
lintasan vy, vg, v4, Wy, haruslah sisi (vq,vs) diberi warna 1, dan sisi
(vs, v4) diberi warna 2. Selanjutnya karena sisi (v,, w,) diberi warna 3,
sisi (vs, v,) diberi warna 2, maka sisi (v3, v,) haruslah diberi warna 1,
dan sisi (v,, v3) diberi warna 2 sehingga terdapat lintasan pelangi pada

lintasan v,, v3, v,, w,. Selanjutnya karena sisi (vs, v,) diberi warna 1
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dan sisi (v,, v3) diberi warna 2, maka sisi (v3, wy) diberi warna 3. Lalu
karena sisi (v3, ws3) diberi warna 3 dan sisi (v,,v3) diberi warna 2,
maka haruslah sisi (v;, v,) diberi warna 1 sehingoa lintasan v; ke wy
terdapat lintasan pelangi. Selanjutnya untuk membuat lintasan pelangi
pada lintasan vs ke w, sisi (u, vs) diberi warna 1, sisi (u, v,) diberi
warna 2 dan sisi (v,, w,) diberi warna 3. Lalu untuk sisi sikel luar bisa
diberi warna seperti pada teorema 1. Sehingga dengan 3 warna yang
berbeda dapat membuat pelangi sisi terhubung. Jadi terbukti bahwa
rc(cHs) = 3.

. rc(cH,) =4 jikan=6

Awalnya ambil lintasan w; ke w,, bila melewati titik v, titik u, dan
titik v, maka menjadi wy, v4, u, v4, w, . karena dapat dilewati langsung
melalui dua titik, yaitu titik w, dan titik w; menjadi lintasan
Wi, Wa, W3, W, Maka misalnya sisi (w;,w,) diberi warna 1, sisi
(wy, wy) diberi warna 2, dan sisi (ws, w,) diberi warna 3. Dengan cara
yang sama digunakan pada lintasan w;, wg, wg, w,. Sehingga lintasan
w; ke w, menjadi lintasan pelangi. Selanjutnya ambil lintasan v; ke v,,
bila melewati titik v, dan titik vs maka lintasan menjadi vy, v,,v3, 4.
Karena dapat dilewati langsung melalu titik « menjadi lintasan
V1, U, vy, Mmaka misalnya sisi (v, u) diberi warna 1, dan sisi (v,, u)
diberi warna 2. Dengan menggunakan cara yang sama pada lintasan
yang berhubungan dengan titik u akan terbentuk lintasan pelangi,

dimana setiap lintasan yang melewati titik u merupakan lintasan
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terdekat dibandingkan menggunakan lintasan sikelnya. Sedangkan
untuk membuat lintasan pelangi pada sisi sikel dalam dengan memberi
warna 1 pada sisi (v;,v;,,) denganiganjil, dan warna 2 pada sisi
(v, vi41) dengan igenap, maka akan tercipta pelangi sisi terhubung.
Selanjutnya ambil lintasan v; ke w, (vy,u,v,, w,). Karena sisi sisi
(v4,u) diberi warna 1, dan sisi (v,, u) diberi warna 2, maka haruslah
sisi (v4, w,) diberi warna 3, namun ini membuat lintasan v, ke
w,(v4, Wy, W3 W) bukan lintasan pelangi karena mempunyai 2 sisi yang
diberi warna 3, yaitu sisi (v,, w,) dan sisi (w,, w3), jadi haruslah sisi
(v4, w,) diberi warna 4. Dengan demikian dengan memberi warna 4
pada semua sisi (v;, w;) akan terbentuk pelangi sisi terhubung.
Sehingga dengan 4 warna yang berbeda dapat membuat pelangi sisi
terhubung. Jadi terbukti bahwa rc(cHg) = 4.

rc(cH,) = 4 jikan =7

Awalnya ambil lintasan w; ke w,, bila melewati titik v, titik u, dan
titik v, maka menjadi wy, v4, u, v, w, . karena dapat dilewati langsung
melalui dua titik, yaitu titik w, dan titik ws; menjadi lintasan
Wi, Wy, W3, W, maka misainya sisi (wy,w,) diberi warna 1, sisi
(wy, w3) diberi warna 2, dan sisi (ws, w,) diberi warna 3 sehingga
terdapat lintasan pelangi. Selanjutnya lintasan w, ke ws yang melewati
titik ws dan titik w,, karena sisi (w,, wg) diberi warna 2, dan sisi
(ws, w,) diberi warna 3, maka haruslah sisi (w,, wg) diberi warna 1.

Lalu lintasan ws ke wg yang melewati titik w, dan titik ws, karena sisi
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(w3, w,) diberi warna 3 dan sisi (w,, ws) diberi warna 1, maka
haruslah sisi (ws, we) diberi warna 2. Selanjutnya pada lintasan w, ke
w- yang melewati titik we dan titik w,, karena sisi (w,, w:) diberi
warna 1 dan sisi (ws, we) diberi warna 2, maka haruslah sisi (wg, w)
diberi warna 3. Selanjutnya ketika sisi (w;, w,) diberi warna 1 atau 3
maka tidak ada lintasan pelangi pada lintasan w, ke wg. Sedangkan
kalau diberi warna 2, lintasan w5 ke w; juga bukan lintasan pelangi.
Jadi haruslah sisi (wy, w;) diberi warna 4. Selanjutnya ambil lintasan
v; ke v,, bila melewati titik v, dan titik v; maka lintasan menjadi
vy, Vy,V3, V. Karena dapat dilewati langsung melalu titik u menjadi
lintasan v;,u, v,, maka misalnya sisi (v,,u) diberi warna 1, dan sisi
(v4, u) diberi warna 2. Lalu misalnya untuk lintasan sikel dalam diberi
warna 1 pada sisi (v;,v;;,) denganiganjil, dan warna 2 pada sisi
(vi,vi41) dengan igenap. Sedangkan lintasan yang melewati titik u,
sisi (u,v;) diberi warna 1 dengan i ganjil dan sisi (u, v;) diberi warna 2
dengan i genap, maka pada lintasan v; ke v,, lintasan v, ke v, dan
lintasan v; ke vg tidak terdapat lintasan pelangi. Sehingga haruslah
lintasan sikel dalam diberi warna 1 pada sisi (v;, v;,1) dengan i ganjil,
dan warna 2 pada sisi (v;, v;,1) dengan i genap. Lalu sisi (v4, u) diberi
warna 1 dan sisi (u, v,) diwarna 2, selanjutnya sisi (vs, u) diberi warna
3. Ini akan membuat lintasan v; ke v, dan lintasan v; ke vs menjadi
lintasan pelangi. Pada sisi (v,, u) diberi warna 2 dan sisi (v, u) diberi

warna 3 maka lintasan v, ke vy, merupakan lintasan pelangi. Lalu sisi
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(v5,u) diberi warna 3 dan sisi (v3,u) diberi warna 1 membuat lintasan
v3 ke v, menjadi lintasan pelangi. Selanjutnya ambil lintasan v; ke w,
(vy,u, v, w,). Karena sisi (v, 1) diberi warna 1, dan sisi (v,, u) diberi
warna 2, maka haruslah sisi (v,, w,) diberi warna 3, namun ini
membuat lintasan v, ke wy(vy, wy, wsw,) bukan lintasan pelangi
karena mempunyai 2 sisi yang diberi warna 3, yaitu sisi (v,, w,) dan
sisi (wy,w3), jadi haruslah sisi (v,, w,) diberi warna 4. Dengan
demikian dengan memberi warna 4 pada semua sisi (v;, w;) akan
terbentuk pelangi sisi terhubung. Jadi terbukti bahwa rc(cH,) = 4.

Dari uraian diatas (a,b,c,d, dan e) terbukti bahwa bilangan pelangi sisi

terhubung (rainbow edge-connection) pada graf G adalah:

’ jikan =3

, jika4 <n<5
) jikan > 6

rc(cH,) =

Bow N

2. Bilangan pelangi titik terhubung (rainbow vertex-connection) pada graf G
a. rvc(cH,) =1jikan=3
Untuk membuktikan rvc(cH,) <1 maka akan dibuktikan bahwa
dengan 1 warna titik, dapat membentuk pelangi titik yang terhubung,
artinya setiap dua titik terdapat lintasan dengan warna titik interior yang
berbeda. Ambil rvc(cH,) =1, misalkan ada fungsi pewarnaan
c:V(cH,) — {1} maka: c(u) = 1, sehingga setiap lintasan v; — v; akan
melewati titik interior u dimana c(u) = 1, sedangkan setiap lintasan
v; —u tidak ada titik interior karena terhubung langsung, walaupun

pada lintasan w; — u terdapat titik interior v;, namun lintasan w; — w;
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saling terhubung langsung, dengan demikian setiap dua titik terdapat
lintasan dengan warna titik interior yang berbeda. Jadi terbukti
rvc(cH,) < 1. Karena rvc(cH,) >1 dan rvc(cH,) <1, maka
rvc(cHy,) = 1.

. rvc(cH,) =2jikad <n<6

Berikan 2 warna ¢ seperti berikut, c(u) =2, c(v;) =1 untuk 1 <i <
n, c(w;) =1 jika i ganjil, dan c(w;) = 2 jika i genap. Sehingga c
adalah pelangi titik terhubung. Oleh karena itu terbukti rvc(cH,) = 2
jika4<n<6

. rvc(cH,) =3jika7 <n <10

Akan ditunjukkan bahwa rvc(cH;) # 2. Asumsikan bahwa
rvc(cH,) = 2. Misalkan ¢ adalah pewarnaan titik pelangi pada cH,.
Perhatikan lintasan pelangi yang menghubungkan v, dan v,. Karena
rvc(cH,) = 2, maka v, dan v haruslah memiliki warna yang berbeda.
Misalkan c(v,) = 1 dan c(v3) = 2. Dengan cara yang sama maka vg
dan v, harus memiliki warna yang berebeda jika melihat lintasan
pelangi yang menghubungkan v, dan vs. Jika c(ve) = 1 dan c(v;) =
2, tidak ada lintasan pelangi yang menghubungkan v, dan v, jika
c(v,) = 2 dan juga tidak ada lintasan pelangi yang menghubungkan v
dan v, jika c(v;) = 1. Sekarang misalnya c(ve) = 2 dan c(v,) =1,
tidak ada lintasan pelangi yang menghubungkan v, dan vg jika
c¢(v,) = 1. Demikian jika c(v;) = 2. Dengan alasan yang sama v, dan

vs haruslah mempunyai warna yang berbeda. Tetapi tidak ada lintasan
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pelangi yang menghubungkan v, dan v, jika c(v,) = 1 dan c(vg) = 2
dan tidaka ada lintasan pelangi yang menghubungkan v, dan vs jika
c(v,) = 2 dan c(vs) = 1. Sehingga haruslah rvc(cH,) > 3.
Selanjutnya misalnya didefinisikan pewarnaan titik cH, sebagai
berikut, c(u) = 3, c(w;) = 1 jika i adalah ganjil dan c(w;) = 2 jika i
adalah genap. c(v;) = 3 jika i adalah ganjil dan c(v;) = 2 jika i adalah
genap untuk 1 <i <5, c(vg) =1 dan c(v;) = 2. Ini menunjukkan
bahwa rc(cH,) = 3.

. rvc(cH,) = 4 jikan > 11

Misalkan, dengan 4 warna c¢ kita dapat membuat pewarnaan titik
pelangi. c(u) =3, c(v;) =1 jika i adalah ganjil, c(v;) =2 jika i
adalah genap, c(w;) = 4. Ini menunjukkan bahwa rvc(cH,) = 4.
Asumsikan bahwa rvc(cH,) = 3. Sehingga ¢ dapat membuat 3 warna
pelangi dari rvc(cH,). Misalnya c(v;) = 1. Lalu untuk setiap i dengan
6 <i<n-—4, w;,v,u,v;,w; adalah satu-satunya lintasan w; — w;
dengan panjang 4 pada rvc(cH,), maka v,,u, v; haruslah mempunyai
warna yang berbeda. Misalkan c(u) =3 dan c(v;) = 2. Karena
c(vg) =2, maka c(v,) =1. Selanjutnya c(vs) =2, sehingga
c(v,—1) = 1. Dengan cara yang sama c(v,_;) = 1, maka c(v,) = 2;
c(vy) =2, maka c(v,_y) =1; c(vp_) =1, maka c(v3) = 2;
c(vz) =2, maka c(v,_3) =1, c(v,_3) =1, c(v,) =2. Dengan

demikian tidak ada warna pelangi pada lintasan w, —w-, sehingga
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haruslah w; = 4. Sehingga (cH,) =4 . Karena rvc(cH,) = 4 dan
rvc(cH,) < 4 maka terbukti rvc(cH,) = 4, dengann > 11.
3.6 Graf Bunga

Graf bunga Fl, adalah graf yang diperoleh dari graf helm dengan
menghubungkan setiap titik anting-anting ke titik pusat graf helm. Banyaknya
titik pada Fl,, dan H, adalah sama yaitu 2n + 1, sedangkan sisi pada FI[,, akan
bertambah n sisi sehingga banyaknya sisi pada Fl,, adalah 4n.

Bilangan pelangi sisi terhubung (rainbow edge-connection) dan bilangan
pelangi titik terhubung (rainbow vertex-connection) pada graf bunga dapat
ditentukan dengan menentukan terlebih dahulu rc(Fl,) dan rvc(Fl,) pada graf
Fl; s/d graf Fl, dan terakhir menggambar pola warna pada graf Fl, agar

terbentuk graf pelangi sisi terhubung.

Gambar 3.26 Graf bunga Fl;

Graf bunga Fl; mempunyai 12 sisi dan 7 titik. Ambil lintasan u ke wy,
bila melewati titik v; maka lintasan menjadi u,v;,w;. Karena dapat dilewati
langsung u ke w, tanpa lewat titik v, maka sisi (u, w;) diberi warna 1. Sehingga
lintasan u, v, w; dapat diabaikan. Dengan cara yang sama dapat diterapkan pada
u ke w, dan u ke w,. Selanjutnya ambil lintasan v, ke v, bila lewat titik u, maka

lintasan ini menjadi v;, u, v3. Sedangkan bila lewat v,, maka lintasan ini menjadi
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vy, V5, V3. Namun karena lintasan dapat langsung terhubung dari v; ke v, tanpa
melalui u atau v,, maka sisi (v, v3) diberi warna 1. sehingga lintasan v,,v,,v5
atau v;,u, v, dapat diabaikan. Dengan cara yang sama dapat diterapkan pada sisi
(v1, 1), Sisi (v, v3), dan sisi (u, v). Sehingga diperoleh bahwa rc(Fl;) = 1.
Sedangkan untuk pelangi titik terhubung. Ambil lintasan w; ke w;, karena
semua titik w berhubungan langsung dengan titik u, maka lintasan ini menjadi
w;, u, w; , sehingga lintasan lain dapat diabaikan. Maka dengan memberi warna 1
pada titik u akan membuat pelangi titik terhubung. Sehingga diperoleh bahwa

Fuc(Fle=1.

Fl4_:

Gambar 3.27 Graf bunga Fl,

Graf bunga FI, mempunyai 16 sisi dan 9 titik. Ambil lintasan dari w; ke
ws, bila melewati titik v,, titik u, dan titik v; lintasan ini menjadi
wy, V1, U, V3, Wg. Karena dapat dilewati langsung tanpa melewati titik v, dan titik
v, hanya melewati titik u lintasan ini menjadai w;, u,ws. Maka misalnya sisi
(wy,u) diberi warna 2 dan sisi (w3, u) diberi warna 1. Dengan cara yang sama
dapat diterapkan pada lintasan w,, u, w,. Sehingga terdapat pelangi sisi terhubung
pada lintasan w;, u, w3 dan lintasan w,, u, w,. Selanjutnya ambil lintasan v, ke vs,

bila lewat titik u, maka lintasan ini menjadi v,, u, v;. Sedangkan bila lewat v,,
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maka lintasan ini menjadi v;,v,, v3. Lintasan ini juga bisa melewati titik v,,
sehingga menjadi lintasan v,, v,, v3. Misalnya sisi (u, v,) diberi warna 1, maka
sisi (u, v5) haruslah diberi warna 2, sehingga terdapat pelangi sisi terhubung pada
lintasan v, u, v5. Cara ini juga dapat diterapkan pada lintasan v,, v,, vs,lintasan
V1, Vs, V3, dan lintasan v,,u, v,. Selanjutnya karena sisi (v,,v,) diberi warna 1,
dan sisi sisi (v,, v3) diberi warna 2, maka haruslah sisi (v,, w,) diberi warna 3,
agar terdapat pelangi sisi terhubung. Sehingga dengan memberikan warna 3 pada
setiap sisi (v;, w;) maka akan terdapat pelangi sisi terhubung secara keseluruhan.
Jadi terbukti bahwa rc(Fl,) = 3.

Sedangkan untuk pelangi titik terhubung. Ambil lintasan w; ke w;, karena
semua titik w berhubungan langsung dengan titik u, maka lintasan ini menjadi
w;, u, w; , sehingga lintasan lain dapat diabaikan. Maka dengan memberi warna 1
pada titik u akan membuat pelangi titik terhubung. Sehingga diperoleh bahwa

rvc(Fl,) = 1.

Gambar 3.28 Graf bunga Fls

Graf bunga Fl; mempunyai 20 sisi dan 11 titik. Ambil lintasan v, ke vs,

bila lewat titik u, maka lintasan ini menjadi v,, u, v;. Sedangkan bila lewat v,,
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maka lintasan ini menjadi v,, v,, v3. Lintasan inipun dapat melewati titik vs dan
v, sehingga lintasan menjadi vy, vg, v4, v3. Pada lintasan vy, u, v maupun
V1,5, V5, SAMa-sama mempunyai panjang 2 sisi, sehingga misalnya salah satu
yaitu lintasan v,,v,,v5 diberi warna masing-masing 1 untuk sisi (vq,v,) dan
warna 2 untuk sisi (v,, v3). Lalu pada lintasan vs, v,, v3 masing-masing sisi, Sisi
(vs, v,) diwarna 2 dan sisi (v4,v3), maka lintasan vy, v,, v3, V4, Vs Merupakan
lintasan pelangi. Ketika sisi (v, vs) diberi warna 1, maka tidak ada lintasan
pelangi pada lintasan vs ke v yang melewati titik v;. Namun lintasan vs ke
vgdapat dibuat lintasan pelangi dengan melewati titik u yaitu ketika sisi (u, v3)
diberi warna 2 dan sisi (u,vs) diberi warna 1, ini sudah membuat vs ke vs
(vs,u,v3) menjadi lintasan pelangi dengan mengabaikan lintasan vs, vy, vs.
Selanjutnya ambil lintasan w, ke w,, bila lewat titik v,, titik u, dan titik v,
lintasan ini menjadi w;, vy, u, vy, w,. Karena dapat dilewati dengan hanya
melewati titik u lintasannya menjadi w,, u, w,, maka sisi (u,w,) diberi warna 1,
dan sisi (u,w,;) diberi warna 2. Sehingga lintasan wj,v,,u, v, w, dapat
diabaikan. Dengan cara yang sama dapat diterapkan pada lintasan w; ke w; yang
lainnya, sehingga terdapat pelangi sisi terhubung pada lintasan w; ke wj.
Selanjutnya karena sisi (v4, v,) diberi warna 1, dan sisi sisi (v,, v3) diberi warna
2, maka haruslah sisi (v,, w,) diberi warna 3, agar terdapat pelangi sisi terhubung.
Sehingga dengan memberikan warna 3 pada setiap sisi (v;, w;) maka akan
terdapat pelangi sisi terhubung secara keseluruhan. Jadi terbukti bahwa rc(Flg) =

3.



104

Sedangkan untuk pelangi titik terhubung. Ambil lintasan w; ke w;, karena
semua titik w berhubungan langsung dengan titik u, maka lintasan ini menjadi
w;, u, w; , sehingga lintasan lain dapat diabaikan. Maka dengan memberi warna 1
pada titik u akan membuat pelangi titik terhubung. Sehingga diperoleh bahwa

rvc(Fls) = 1.

Gambar 3.29 Graf bunga Flg

Graf bunga Fl, mempunyai 24 sisi dan 13 titik. Ambil lintasan w; ke w,,
bila lewat titik v, titik u, dan titik v, lintasan ini menjadi w,, v;, u, v,, w,. Karena
dapat dilewati dengan hanya melewati titik u lintasannya menjadi w;,, u, w,, maka
sisi (u,w,) diberi warna 1, dan sisi (u,w,;) diberi warna 2. Sehingga lintasan
wy, V1, U, Uy, W, dapat diabaikan. Dengan cara yang sama dapat diterapkan pada
lintasan w; ke w; yang lainnya, sehingga terdapat pelangi sisi terhubung pada
lintasan w; ke w;. Selanjutnya ambil lintasan v, ke v,, bila melewat titik v, dan
v3, maka lintasan ini menjadi vy, v,,v3,v,. Bila lewat titik vy dan vg, maka
lintasan ini menjadi vy, vg, vs, v,. Namun karena dengan melewati titik u yang
menjadi lintasan vy, u, v, merupakan lintasan terpendek, maka sisi (v, u) diberi

warna 1 dan sisi (u,v,) diwarna 2. Dengan menggunakan cara yang sama pada
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lintasan yang berhubungan dengan titik u akan terbentuk lintasan pelangi, dimana
setiap lintasan yang melewati titik u merupakan lintasan terdekat dibandingkan
menggunakan lintasan sikelnya. Sedangkan untuk membuat lintasan pelangi pada
sisi sikelnya dengan memberi warna 1 pada sisi (v;, v;,,) dengan i ganjil, dan
warna 2 pada sisi (v;, v;4,) dengan igenap, maka akan tercipta pelangi sisi
terhubung. Selanjutnya karena sisi (v, v,) diberi warna 1, dan sisi sisi (v, v3)
diberi warna 2, maka haruslah sisi (v,, w,) diberi warna 3, agar terdapat pelangi
sisi terhubung. Sehingga dengan memberikan warna 3 pada setiap sisi (v;, w;)
maka akan terdapat pelangi sisi terhubung secara keseluruhan. Jadi terbukti bahwa
rc(Flg) = 3.

Sedangkan untuk pelangi titik terhubung. Ambil lintasan w; ke w;, karena
semua titik w berhubungan langsung dengan titik u, maka lintasan ini menjadi
w;, u, w; , sehingga lintasan lain dapat diabaikan. Maka dengan memberi warna 1
pada titik u akan membuat pelangi titik terhubung. Sehingga diperoleh bahwa

rvc(Flg)1.

Gambar 3.30 Graf bunga F,
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Graf bunga Fl, mempunyai 28 sisi dan 15 titik. Ambil lintasan w; ke w,,
bila lewat titik v, titik u, dan titik v, lintasan ini menjadi w,, v;, u, v, w,. Karena
dapat dilewati dengan hanya melewati titik u lintasannya menjadi w,, u, w,, maka
sisi (u,w,) diberi warna 1, dan sisi (u,w;) diberi warna 2. Sehingga lintasan
wi, V1, U, Uy, W, Oapat diabaikan. Dengan cara yang sama dapat diterapkan pada
lintasan w; ke w; yang lainnya, sehingga terdapat pelangi sisi terhubung pada
lintasan w; ke w;. Selanjutnya ambil lintasan v, ke v,, bila melewat titik v, dan
v3, maka lintasan ini menjadi vy, v,, v3, v,. Bila lewat titik v,, v, dan ve, maka
lintasan ini menjadi v,, v;, v, Us, v,. Namun karena dengan melewati titik u yang
menjadi lintasan v, u, v, merupakan lintasan terpendek, maka sisi (v, u) diberi
warna 1 dan sisi (u,v,) diwarna 2. Lalu misalnya untuk lintasan sikel diberi
warna 1 pada sisi (v;, v;,,) dengani ganjil, dan warna 2 pada sisi (v;, v;4+1)
dengan igenap. Sedangkan lintasan yang melewati titik wu, sisi (w,v;) diberi
warna 1 dengan i ganjil dan sisi (u, v;) diberi warna 2 dengan i genap, maka pada
lintasan v5 ke v, lintasan v, ke vy dan lintasan v; ke vg tidak terdapat lintasan
pelangi. Sehingga haruslah lintasan sikel diberi warna 1 pada sisi (v;, vj;1)
dengan i ganjil, dan warna 2 pada sisi (v;, v;;1) dengan i genap. Lalu sisi (v, u)
diberi warna 1 dan sisi (u, v,) diwarna 2, selanjutnya sisi (vs,u) diberi warna 3.
Ini akan membuat lintasan v; ke v, dan lintasan v; ke vs menjadi lintasan
pelangi. Pada sisi (v,,u) diberi warna 2 dan sisi (v3,u) diberi warna 3 maka
lintasan v, ke vy, merupakan lintasan pelangi. Lalu sisi (v,, u) diberi warna 3 dan
sisi (v3,u) diberi warna 1 membuat lintasan v; ke v, menjadi lintasan pelangi.

Selanjutnya karena sisi (v4, v,) diberi warna 1, dan sisi sisi (v,, v3) diberi warna
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2, maka haruslah sisi (v,, w,) diberi warna 3, agar terdapat pelangi sisi terhubung.
Sehingga dengan memberikan warna 3 pada setiap sisi (v;,w;) maka akan
terdapat pelangi sisi terhubung. Kecuali pada sisi (vs,w:) yang harus diberi
warna 1, karena sisi (u, w,) diberi warna 2 dan sisi (u, v,) diberi warna 3. Begitu
juga dengan sisi (vg, we) Yang harus diberi warna 2, dan sisi (v;, w,) yang harus
diberi warna 1. Sehingga terbukti dengan 3 warna yang berbeda diperoleh pelangi
sisi terhubung. Jadi terbukti bahwa rc(Fl,) = 3.

Sedangkan untuk pelangi titik terhubung. Ambil lintasan w; ke w;, karena
semua titik w berhubungan langsung dengan titik u, maka lintasan ini menjadi
w;, u, w; , sehingga lintasan lain dapat diabaikan. Maka dengan memberi warna 1
pada titik u akan membuat pelangi titik terhubung. Sehingga diperoleh bahwa
rvc(Fl;) = 1.

Tabel 3.6 Pola Bilangan rc(G) dan rvc(G) pada Fl; sampai Fl,

No | Jenis Graf rc(G) rvc(G)
1 Fls 1 1
2 Fl, 3 1
3 Fls 3 1
4 Fl 3 1
5 Fl; 3 1
n Fl, 1,jikan =3 1
3,jikan >4

Dari beberapa kasus yang ditunjukan oleh bilangan pelangi sisi terhubung
(rainbow edge-connection) dan bilangan pelangi titik terhubung (rainbow vertex-

connection) di atas maka dapat diperoleh teorema:
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Teorema 6
Graf G adalah graf roda Fl, dengan n € N, maka bilangan pelangi sisi
terhubung (rainbow edge-connection) pada graf G adalah:

_ (1 jikan=3
re(Fln) = {3 jikan = 4

bilangan pelangi titik terhubung (rainbow vertex-connection) pada graf G
adalah:
rvc(Fl,) = 1untukn = 3
Bukti :
Graf bunga FI,, didapat dari graf helm H,, dengan menggabung tiap-tiap
titik puncak menuju titik pusat dari graf helm.
1. Bilangan pelangi sisi terhubung (rainbow edge-connection) pada graf G
a. rc(Fl,) =1jikan =3
Ambil lintasan u ke w;, bila melewati titik v; maka lintasan menjadi
u, vy, w;. Karena dapat dilewati langsung u ke w, tanpa lewat titik v,,
maka sisi (u,w;) diberi warna 1. Sehingga lintasan u, v,,w; dapat
diabaikan. Dengan cara yang sama dapat diterapkan pada u ke w, dan u
ke w,. Selanjutnya ambil lintasan v; ke vs, bila lewat titik u, maka
lintasan ini menjadi v;, u, v5. Sedangkan bila lewat v,, maka lintasan
ini menjadi v4, v,, v3. Namun karena lintasan dapat langsung terhubung
dari v; ke v; tanpa melalui u atau v,, maka sisi (v,, v3) diberi warna 1.

sehingga lintasan v,,v,,v; atau v;, u, v; dapat diabaikan. Dengan cara
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yang sama dapat diterapkan pada sisi (vq,v,), Sisi (v,, v3), dan sisi
(u, v). Sehingga diperoleh bahwa rc(Fl;) = 1.

rc(Fl,) = 3jikan =4

Ambil lintasan dari w; ke ws, bila melewati titik v, titik u, dan titik vy
lintasan ini menjadi w,, v, u, v3, ws. Karena dapat dilewati langsung
tanpa melewati titik v; dan titik v, hanya melewati titik u lintasan ini
menjadai w;, u, ws. Maka misalnya sisi (w,, ) diberi warna 2 dan sisi
(ws,u) diberi warna 1. Dengan cara yang sama dapat diterapkan pada
lintasan w,,u,w,. Sehingga terdapat pelangi sisi terhubung pada
lintasan w;, u, ws dan lintasan w,, u, w,. Selanjutnya ambil lintasan v,
ke vs, bila lewat titik u, maka lintasan ini menjadi v,, u, v;. Sedangkan
bila lewat v,, maka lintasan ini menjadi v,,v,, v5. Lintasan ini juga
bisa melewati titik v,, sehingga menjadi lintasan v;, v,, v3. Misalnya
sisi (u,v;) diberi warna 1, maka sisi (u,vs) haruslah diberi warna 2,
sehingga terdapat pelangi sisi terhubung pada lintasan v,, u, v5. Cara ini
juga dapat diterapkan pada lintasan vy, v,, v3,lintasan vy, v,, v5, dan
lintasan v,, u, v,. Selanjutnya karena sisi (vy, v,) diberi warna 1, dan
sisi sisi (v,, v3) diberi warna 2, maka haruslah sisi (v,, w,) diberi
warna 3, agar terdapat pelangi sisi terhubung. Sehingga dengan
memberikan warna 3 pada setiap sisi (v;, w;) maka akan terdapat
pelangi sisi terhubung secara keseluruhan. Jadi terbukti bahwa

rc(Fl,) = 3.
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c. rc(Fl,) =3jikan=5
Ambil lintasan v; ke vs, bila lewat titik u, maka lintasan ini menjadi
v, U, V5. Sedangkan bila lewat v,, maka lintasan ini menjadi v;, v,, v5.
Lintasan inipun dapat melewati titik v dan v,, sehingga lintasan
menjadi v4, vs, vy, v3. Pada lintasan vy, u, v3 maupun vy, v,, v5, Sama-
sama mempunyai panjang 2 sisi, sehingga misalnya salah satu yaitu
lintasan v,, v,, v5 diberi warna masing-masing 1 untuk sisi (v4, v,) dan
warna 2 untuk sisi (v,, v3). Lalu pada lintasan vs, v,, v masing-masing
sisi, sisi (vs,v,) diwarna 2 dan sisi (v,,v3), maka lintasan
V1, Uy, U3, Uy, Us Merupakan lintasan pelangi. Ketika sisi (v4, vg) diberi
warna 1, maka tidak ada lintasan pelangi pada lintasan vy ke v; yang
melewati titik v;. Namun lintasan v ke v;dapat dibuat lintasan pelangi
dengan melewati titik u yaitu ketika sisi (u, v3) diberi warna 2 dan sisi
(u, vg) diberi warna 1, ini sudah membuat vs ke v; (vs, u, v3) menjadi
lintasan pelangi dengan mengabaikan lintasan vs, v4, v5. Selanjutnya
ambil lintasan w, ke wy, bila lewat titik v, titik u, dan titik v, lintasan
ini menjadi wy, vy, u, vy, w,. Karena dapat dilewati dengan hanya
melewati titik u lintasannya menjadi wy, u, w,, maka sisi (u, w,) diberi
warna 1, dan sisi (u,w;) diberi warna 2. Sehingga lintasan
Wi, V1, U, Uy, W, dapat diabaikan. Dengan cara yang sama dapat
diterapkan pada lintasan w; ke w; yang lainnya, sehingga terdapat
pelangi sisi terhubung pada lintasan w; ke w;. Selanjutnya karena sisi

(v1,v,) diberi warna 1, dan sisi sisi (v,,v3) diberi warna 2, maka
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haruslah sisi (v,,w,) diberi warna 3, agar terdapat pelangi sisi
terhubung. Sehingga dengan memberikan warna 3 pada setiap sisi
(v;, w;) maka akan terdapat pelangi sisi terhubung secara keseluruhan.
Jadi terbukti bahwa rc(Fls) = 3.

rc(Fl,) =3jikan =6

Ambil lintasan w; ke w,, bila lewat titik v, titik u, dan titik v, lintasan
ini menjadi wy, vy, u, vy, w,. Karena dapat dilewati dengan hanya
melewati titik u lintasannya menjadi w;, u, w,, maka sisi (u, w,) diberi
warna 1, dan sisi (u,w;) diberi warna 2. Sehingga lintasan
Wi, V1, U, Uy, W, dapat diabaikan. Dengan cara yang sama dapat
diterapkan pada lintasan w; ke w; yang lainnya, sehingga terdapat
pelangi sisi terhubung pada lintasan w; ke w;. Selanjutnya ambil
lintasan v; ke v,, bila melewat titik v, dan v;, maka lintasan ini
menjadi vy, v,, v3, v,. Bila lewat titik vy dan vs, maka lintasan ini
menjadi v, v, vs, v,. Namun karena dengan melewati titik u yang
menjadi lintasan v, u, v, merupakan lintasan terpendek, maka sisi
(v1,w) diberi warna 1 dan sisi (u, v,) diwarna 2. Dengan menggunakan
cara yang sama pada lintasan yang berhubungan dengan titik u akan
terbentuk lintasan pelangi, dimana setiap lintasan yang melewati titik u
merupakan lintasan terdekat dibandingkan menggunakan lintasan
sikelnya. Sedangkan untuk membuat lintasan pelangi pada sisi sikelnya
dengan memberi warna 1 pada sisi (v;, v;,,) dengan i ganjil, dan warna

2 pada sisi (v, v;4,) dengan igenap, maka akan tercipta pelangi sisi
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terhubung. Selanjutnya karena sisi (v4, v,) diberi warna 1, dan sisi sisi
(v,, v3) diberi warna 2, maka haruslah sisi (v,, w,) diberi warna 3, agar
terdapat pelangi sisi terhubung. Sehingga dengan memberikan warna 3
pada setiap sisi (v;, w;) maka akan terdapat pelangi sisi terhubung
secara keseluruhan. Jadi terbukti bahwa rc(Fl;) = 3.

rc(Fl,) =3jikan =7

Ambil lintasan w; ke w,, bila lewat titik v, titik u, dan titik v, lintasan
ini menjadi wy, vy, u, vy, w,. Karena dapat dilewati dengan hanya
melewati titik u lintasannya menjadi w;, u, w,, maka sisi (u, w,) diberi
warna 1, dan sisi (u,w;) diberi warna 2. Sehingga lintasan
Wi, V1, U, Uy, w, dapat diabaikan. Dengan cara yang sama dapat
diterapkan pada lintasan w; ke w; yang lainnya, sehingga terdapat
pelangi sisi terhubung pada lintasan w; ke wj;. Selanjutnya ambil
lintasan v; ke v,, bila melewat titik v, dan v;, maka lintasan ini
menjadi v4, v,, v3, v,. Bila lewat titik v,, vy dan vg, maka lintasan ini
menjadi v4, v7, Vg, Us, ,. Namun karena dengan melewati titik u yang
menjadi lintasan v,,u, v, merupakan lintasan terpendek, maka sisi
(v1,u) diberi warna 1 dan sisi (u, v,) diwarna 2. Lalu misalnya untuk
lintasan sikel diberi warna 1 pada sisi (v;,v;,,) dengan i ganjil, dan
warna 2 pada sisi (v;, v;41) dengan i genap. Sedangkan lintasan yang
melewati titik u, sisi (u,v;) diberi warna 1 dengan i ganjil dan sisi
(u,v;) diberi warna 2 dengan i genap, maka pada lintasan v; ke v,

lintasan v, ke vy dan lintasan v, ke vs tidak terdapat lintasan pelangi.
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Sehingga haruslah lintasan sikel diberi warna 1 pada sisi (v;, v;4+1)
dengan i ganjil, dan warna 2 pada sisi (v;, v;;;) dengan i genap. Lalu
sisi (v,,u) diberi warna 1 dan sisi (u,v,) diwarna 2, selanjutnya sisi
(vs, u) diberi warna 3. Ini akan membuat lintasan v, ke v, dan lintasan
v; ke v menjadi lintasan pelangi. Pada sisi (v,, u) diberi warna 2 dan
sisi (v3,u) diberi warna 3 maka lintasan v, ke vy merupakan lintasan
pelangi. Lalu sisi (v,, u) diberi warna 3 dan sisi (v3,u) diberi warna 1
membuat lintasan v; ke v, menjadi lintasan pelangi. Selanjutnya karena
sisi (vq, v,) diberi warna 1, dan sisi sisi (v,, v3) diberi warna 2, maka
haruslah sisi (v,,w,) diberi warna 3, agar terdapat pelangi sisi
terhubung. Sehingga dengan memberikan warna 3 pada setiap sisi
(vi, w;) maka akan terdapat pelangi sisi terhubung. Kecuali pada sisi
(vs, ws) yang harus diberi warna 1, karena sisi (u, w,) diberi warna 2
dan sisi (u, v,) diberi warna 3. Begitu juga dengan sisi (vg, wg) yang
harus diberi warna 2, dan sisi (v,,w,) yang harus diberi warna 1.
Sehingga terbukti dengan 3 warna yang berbeda diperoleh pelangi sisi
terhubung. Jadi terbukti bahwa rc(Fl,) = 3.

Atau rc(Fl,) =3 Jika n =4, misalkan fungsi pewarnaan sisi
c:E(Fl,) - {1,2,3}, didefinisikan oleh c(v;,u) =1,2,3 secara
berputar. Jadi diperoleh sisi jari-jari adalah 1,2, atau 3. Kemudian sisi
daun bunga yang memiliki lintasan v; — w; —u mempunyai warna,
c(v; —w; —u) ={1,2} jika c(v;,u) =3, c(v; —w; —u) = {1,3} jika

c(v;,u) = 2,dan c(v; —w; —u) = {3,2} jika c(v;, u) = 1. Lalu untuk
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sisi sikelnya diberi warna sama dengan sisi jari-jari. Sehingga terbukti
rc(Fl,) = 3.
2. Bilangan pelangi titik terhubung (rainbow vertex-connection) pada graf G
rvc(Fl,) =1
Ambil lintasan w; ke w;, karena semua titik w berhubungan langsung
dengan titik u, maka lintasan ini menjadi w;, u, w; , sehingga lintasan lain
dapat diabaikan. Maka dengan memberi warna 1 pada titik u akan
membuat pelangi titik terhubung. sehingga setiap lintasan v; — v; akan
melewati titik interior u dimana titik u diberi warna 1, sedangkan setiap
lintasan v; —u tidak ada titik interior karena terhubung langsung.
walaupun lintasan w; — u melewati titik interior v;, ada lintasan kedua
dimana w; — u tidak melewati titik interior. dengan demikian setiap dua
titik terdapat lintasan dengan warna titik interior yang berbeda. Sehingga

terbukti bahwa rvc(Fl,) = 1.



BAB IV
PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil pembahasan pada Bab Ill, maka dapat diambil
kesimpulan, antara lain:
1. Rumusan umum untuk bilangan rainbow edge-connection rc(G) adalah:
a. Bilangan rainvow edge-connection pada Graf Sikel C,, :
1jikan =3

rdQ)=ﬁﬂj%an24

b. Bilangan rainvow edge-connection pada Graf Roda W, :

il jikan =3
rc(W,) = {2, jikad<n<6
3, jikan =7

c. Bilangan rainvow edge-connection pada Graf Gear G, :
rc(G,) = nuntukn > 3
d. Bilangan rainvow edge-connection pada Graf Helm H,, :
rc (H,) = rc(W,) + nuntukn > 3
e. Bilangan rainvow edge-connection pada Graf Helm Tertutup cH,, :
’ jikan =3

, jika4<n<5
) jikan>6

rc(cH,) =

B N

f. Bilangan rainvow edge-connection pada Graf Bunga Fl,, :

_ (1 jikan=3
rdF%)_{3jMan24
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2. Rumusan umum untuk bilangan rainbow vertex-connection rvc(G) adalah:
a. Bilangan rainvow edge-connection pada Graf Sikel C,, :

( 0, jikan =3
1, jikan = 4,5
3, jikan =9

rvc(C,) =4 m
(C) [E] —1, jikan=67,810,11,12,13, atau 15

n oo
[E]’ jikan = 16 ataun = 14

b. Bilangan rainbow vertex-connection dari Graf Roda W,:

_ (O, jikan =3
AT {1, jikan > 4

c. Bilangan rainbow vertex-connection dari Graf Gear G,:

4 jikan =3
7)) 7 {3, jikan > 4

d. Bilangan rainbow vertex-connection dari Graf Helm H,;:

*8 jikan =3

TIH) = {n Sl jikan = 4

e. Bilangan rainbow vertex-connection dari Graf Helm Tertutup cH,,:

1, jikan =3

2, jika4<n<6

rvc(cH,) =13, jika7 <n <10
\4' jikan > 11

f. Bilangan rainbow vertex-connection dari Graf Graf Bunga Fl,,:
rvc(Fl,) = 1untukn > 3

4.2 Saran

Pada skripsi ini, penulis hanya memfokuskan pada pokok bahasan masalah
bilangan rainbow connection dan rainbow vertex-connection pada graf yang

berkaitan dengan sikel, antara lain Graf Sikel, Graf Roda, Graf Gear, Graf Helm,



117

Graf Helm Tertutup, dan Graf Bunga. Maka dari itu, untuk penulisan skripsi
selanjutnya, penulis menyarankan kepada pembaca untuk mengkaji masalah
bilangan rainbow connection dan rainbow vertex-connection pada graf yang lain,

misalnya graf Kubus dan lain-lain.
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