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ABSTRAK

Agustina, Yuli. 2011. Penyelesaian Persamaan (a-X)+(b-y) =1,
va,b,X,y € M, dan Sifat-Sifatnya. Skripsi, Jurusan Matemati
Fakultas Sains dan Teknologi Universitas Islam Med&IN)
Maulana Malik Ibrahim Malang.
Pembimbing: (I) Wahyu Henky Irawan, M. Pd
(i) Dr. H. Ahmad Barizi, M.A

Kata Kunci : Ring Modulo-n, Keterbagian, FPB, KPK, DetermirMatriks

Salah satu topik yang menarik untuk dikaji padarir&iangan adala
menyelesaikan persamaém- x) + (E . 37) =1 dengana, b, X, dany merupaka
anggota ring modulo- Persamaan ini merupakan suatu teorema
menentukan FPB dari bilangan buledanb yang relatif primaTujuan penelitia
ini adalah untuk mengetahui pasangan uspy) dari suatu unsu.(rc‘z, E) dengal
ketentuar(d, E) = 1 serta penjabarannya dalam determinan matriks.

Dalam penelitian ini, metode yang digunakan adatedtode penelitic
pustaka(library research), dengan langkalangkah penelitian sebagai beril
(1) mereduksi pasangan unsur yang memer(ahb) = 1; (2) menentuka
pasangan unsur dari unsur relatif prima padg (3) kemudianmenjadikal
bentuk matrik2 x 2 dari hasil penyelesaian; (4) menentukdgterminan da
matriks-matriks tersebut; (5) menentukan pola daterminan matriks faga
konjektur; (6) Membuktikan konjektur benar secamaum.

Berdasarkan hasil pembahasan, dapat diperoleh badetarmina
matrik 2 x 2 dari hasil penyelesaian pasangan un€tyy;) dari persamas
(@-x)+(b-y)=1,va,b,x,y; €M, membentuk suatu pola yaitu:

X
M,y, = det [x; 52] =p,dengant <p<n-1
Dengan Pola Umum dari sifat-sifatnya yaitu:

1
MuaM) =, 5~ 1
dengana=n>a>p+2, b=1<b<n—(p+1),

c=n—-p=>c=>2, d=1<d<n—(p+1)
Sehingga, pada penelitian selanjutnya penulis nmanigan untuk melanjutk:
penelitian ini dari hasil penyelesaian pasangarums;, y;) dari persamaan
(@ %)+ (b-y)=1vab,%,y; €M, dikembangkan dalam bidang Aljabar
Graf, dan bidang lainnya.

0 a b
> = = >
p],n_p+1danM12(Mn) [E d+p],n_p+2

Xiv
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ABSTRACT

Agustina, Yuli. 2011. Solving the Equation (@-%x)+(b-y)=1,
va,b,Xx,y € M, and It's Characteristic. Thess, Mathematic
Department, Faculty of Science antechnology, Islamic Sts
University of Maulana Malik Ibrahim Malang
Advisors: (I) Wahyu Henky Irawan, M. Pd

(i) Dr. H. Ahmad Barizi, M.A

Keywords: n-Modulo Rings, Divisibility, GCD, LCM, Determinant

One of the interesting topics to studied in numk@eory is solve tt
equation(a-x) + (b-y) =1 wherea, b, ¥, andy are part of positive intege
(M,,) rings. This equation is one of the greatest comdivisor (GCD) theorel
of integera and b which prime relative.The purpose of this research is
investigate and describe both of elemefitsy) from element(a,b) with
requirement$a, b) = 1 in matrix determinant.

In this research, the used is the method is libresgarch with the resea
steps as follows: (1) choose both of eleméa‘n,tE) with fulfil requirements
(a,b) = 1; (2) establish both of elemen(g,y) from elementa and b which
prime relative fronM,,; (3) and then formed the resi, y) into matrix2 x 2;
(4) establish the determinant of matrixs; (5) deiee pattern of matrix
determinant as conjecture; (6) proving a conjecisitrue in general.

Based on the results of the discussion of thisaresecan be obtained tt
matrix determinant of both of element$x; y;) from this equation
@-x)+(b-y) =1, va,b,x,y; €M, formed a pattern that:

_ X1 Y11 _ _
Moy = det [xz y%] = p, Wherel <p <n—1.
And general pattern of it's characteristic that:
] 0 a b
M“(M")_[n—(p—l) p],n2p+1andM12(Mn)—[E a_|»p],112p+2.

Where a=n>a>p+2, b=1<b<n—(p+1),

c=n—-p=>c>2, d=1<d<n—(p+1)
Thus, authors recommend to continue this reseachielkult both of elements
(x;,7;) from the equation@- %) + (b - ¥;) = 1,va b, X, y; € M, to expand i
another side, is like Algebra, Graph, etc.

XV
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PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Al-Qur'an telah menganjurkan kita sebagai umat mslauntuk
bersungguh-sungguh pada pencarian ilmu pengetahtanini karena dunia
sekarang dan masa depan adalah dunia yang dikadsiai IPTEK (limu
Pengetahuan dan Teknologi). Oleh karena itu, basiaga yang menguasai
keduanya maka secara lahiriah akan menguasai dunia.

Semua yang ada didalam dunia ini ada ukurannya fitung-
hitungannya, ada rumusnya, atau ada persamaanmyausRrumus yang ada
sekarang bukan diciptakan manusia sendiri, tetadafs disediakan. Manusia
hanya menemukan dan menyimbolkan dalam bahasa mitteam
(Abdusysyakir,2007:80).

Dengan bahasa matematika suatu masalah dapatdetddrthana untuk
disajikan, sehingga matematika merupakan alat bantuk menyederhanakan
penyajian dan pemahaman masalah. Disamping makenteiperan sebagai ilmu
pengetahuan bagi ilmu pengetahuan eksak, tidak tmgrkemungkinan juga
dapat membantu bagi ilmu lain misalnya ilmu sosikhu kesehatan, ilmu
ekonomi, dan ilmu-ilmu lainnya.

Secara umum beberapa konsep dari disiplin ilmahtelijelaskan dalam
Al-Qur’an, salah satunya adalah matematika. Matkmaterupakan suatu ilmu

yang mempunyai obyek kajian abstrak, yang univerdanh mendasari



perkembangan teknologi modern serta mempunyai gegating dalam berbagai
disiplin ilmu pengetahuan. Konsep dari disiplin inmatematika yang ada al-
Quran diantaranya masalah logika, statistik, hingm) dan lain-lain. Adapun
cabang-cabang matematika yaitu: statistik, te@d, ggomputasi, dan lain-lain.

Selain yang telah disebutkan di atas aljabar jngeupakan cabang dari
matematika. Aljabar adalah salah satu cabang méteangang mana aljabar ini
dibagi dua bagian yaitu: aljabar linier dan aljabastrak. Materi yang dibahas
dan dikembangkan dalam aljabar abstrak sangat ka®mah satunya struktur
aljabar yang merupakan materi dalam aljabar abhs®akain pemetaan, materi
yang dibahas pada struktur aljabar pada dasarngtantg himpunan dan
operasinya. Sehingga dalam mempelajari materiefails identik dengan sebuah
himpunan yang tidak kosong yang mempunyai elememeh yang dapat
dikombinasikan dengan penjumlahan, perkalian atalk@mdua-duanya dan oleh
operasi biner lainnnya. Selain itu dalam aljabasti@k pembahasan bilangan
bulat terkadang ada bagian materi sendiri yanghgekita kenal dengan teori
bilangan yang mana didalamnya membahas tentangbkegtan, ciri-ciri habis
dibagi, kongruensi, dan lain-lain.

Adapun bahasan utama dalam teori bilangan adail@mgbn bulat
positif. Akan tetapi teori yang terlibat tidak taths pada bilangan-bilangan bulat
positif, atau terbatas pada bilangan—bilangan bWaingkin saja suatu hasil
tentang bilangan-bilangan bulat diperoleh dariitbdangan-bilangan kompleks

atau dari teori turunan suatu fungsi.



Teori bilangan berpijak pada hasil-hasil pembukdari berbagai ide dan
metoda. Dua diantara hasil-hasil ini memerlukarmagan khusus. Hasil pertama
adalah, setiap himpunan tak kosong dari bilangemgan bulat memuat unsur
terkecil. Hasil yang kedua adalah induksi matematasil yang kedua ini
merupakan akibat dari hasil yang pertama.

Pada pembahasan ring, dalam definisinya, ringshar@menuhi aksioma
yang salah satunya yaitu berlaku sifat distribkiii dan kanan yang ditulis
(@ x)+@-y)=a-(x+y)dan(x-b)+(¥y-b) =(x+y)-b. Kemudian
sifat distributif tersebut akan dibahas lebih l@enganmengikuti sifat-sifat
keterbagian, dimanéx ,y ) merupakan bilangan bulat terkecil dari semua bentu
(@a-x)+ (5-37) =1 yang juga termasuk pada pencarian FPB dari suaguru
bilangan bulat terkecik, b dari notasix-a+ y-b =1, kemudian dari hasil
pasangan unsugc,y ) akan di kembangkan dalam matriks yang nantinya aka
dicari determinan dari matriks tersebut.

Dalam pencarian pasangan unsur di atas telalaskj@h oleh Al-Qur'an

surat Yasiin: 36 ayat 36 disebutkan:

£o0 8 28

(2 Ogadn ¥ L5 Sl Ja3 S NT e L s 255NT Gl il

()

Artinya:

Maha suci Tuhan yang telah menciptakan pasangaangen semuanya, baik
dari apa yang ditumbuhkan oleh bumi dan dari diereka maupun dari apa
yang tidak mereka ketahui (QS.Yasiin/36:36).

Ayat di atas menjelaskan bahwa Allah menciptakakhtuknya secara
berpasang-pasangan. Baik makhluk ciptaan-NYA yaie @ bumi (manusia,

hewan, tumbuhan) maupun apa yang tidak kita ketalduinia ini. Seperti



dibumi: perempuan diciptakan untuk berpasangan atetaki-laki dengan cara
menikah. Dalam Al-qur’an juga menjelaskan cara meémpasangan yang baik.

Yang telah disebutkan juga pada surat An-Nisayat a3:

S T s 8y 280 e; iy (0 RSl nal S
il Sl angl <5 (hasly ksl o el o
AESTEK T ol G 85 T KA 2 eyt T iy
14225 ofp ol 5o ol ol O 2 25

<

T R TR s R T TACIN TN L A
(D) L5 1 gae HE .,quwuu\!lgg}Yl\f)g

SN

&

Artinya:

Diharamkan atas kamu (mengawini) ibu-ibumu; anakianu yang
perempuan[281]; saudara-saudaramu yang perempuaudara-saudara
bapakmu yang perempuan; saudara-saudara ibumu y&ngmpuan; anak-
anak perempuan dari saudara-saudaramu yang laki-laknak-anak
perempuan dari saudara-saudaramu yang perempuan:idbmu yang
menyusui kamu; saudara perempuan sepersusuanbibisierimu (mertua);
anak-anak isterimu yang dalam pemeliharaanmu dstdri yang telah kamu
campuri, tetapi jika kamu belum campur dengan istaritu (dan sudah
kamu ceraikan), Maka tidak berdosa kamu mengawaifgan diharamkan
bagimu) isteri-isteri anak kandungmu (menantu); darmenghimpunkan
(dalam perkawinan) dua perempuan yang bersaudaeap&li yang telah
terjadi pada masa lampau; Sesungguhnya Allah Malemg@mpun lagi
Maha Penyayang (Q#&n-Nisa'/4: 23).

Ayat di atas menjelaskan bahwa dalam mencari gasayang akan
dinikahi harus memenuhi aturan menurut hukum, yamgna hal ini akan
membawa kita pada jalan kebaikan. Sama halnya dedatematika, yaitu dalam
menentukan pasangan ungtiyy) pada persamaan-a +y-b = g,va, b, X,y €
M,, di manag = 1, yang merupakan bilangan bulat terkecil sehingdapétkan

pola dari pasangan-pasangan unsur tersebut.



Maka dari itu masalah di atas menarik untuk ditéliirena kita dapat
mengembangkan materi tentang aljabar abstrak demgenyelesaikan, mencari
pola-pola atau kerakteristik dari pasangan unsusebeit, yang mana di
pembahasan-pembahasan dalam referensi masih bethahas. Selain itu
melatih penulis dalam mengaitkan, mengaplikasikiam mngembangkan antar
materi dalam matematika. Oleh karena itu, darirl@#&akang di atas penulis
mengambil judul’Penyelesaian Persamaaria-x) + (b-y) = 1,va, b, x,y € M,

dan Sifat-Sifatnnya”

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas, rumusan madalam penelitian ini
adalah:
1. Bagaimana pola determinan matriksx 2 dari penyelesaian persamaan
(@-x)+(b-y)=1, va,b,x,y € M,;?
2. Bagaimana sifat-sifat dari selesaian persamaan x) + (E . 37) =1

,va,b,x,y € M,,?

1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka tpgraglitian ini adalah:
1. Untuk mengetahui pola determinan matrikx 2 penyelesaian persamaan
(@-x)+(b-y)=1, va,b,%y € M,.
2. Untuk mengetahui sifat-sifat dari selesaian persanga-x) + (b-7y) =1,

va,b,x,y € M,,.



1.4 Batasan Masalah

Agar pembahasan dalam skripsi ini tidak meluas,kamaenulis
membatasi data/obyek yang akan diselesaikan bemganodulo-ndan (x,y )
merupakan pasangan unsur pada ring dan juga memaliangan bulat terkecil
dari semua bentuka - ¥) + (b - ¥) = 1 karena ring tersebut memiliki identitas

operasi kedua)(

1.5 Manfaat Penelitian

1. Peneliti
Penelitian ini bermanfaat bagi peneliti untuk merdp&am dan
mengembangkan wawasan disiplin ilmu yang telahlaiige, serta melatih
pola berfikir peneliti khususnya bidang aljabar tedds untuk meneliti
kraktersitik pasangan unsur yang diperoleh dag mmodulo — n jika di
operasikan pada algoritma pembagian kemudian digagkan dalam graf.

2. Pembaca
Penelitian ini bermanfaat bagi pembaca untuk memamkhazanah
keilmuan dan sebagai titik awal pembahasan yang Oisnjutkan atau
lebih dikembangkan.

3. Lembaga

Penelitian ini bermanfaat bagi lembaga untuk bakepustakaan yang
dijadikan sarana pengembangan wawasan keilmuarughys di jurusan

matematika untuk mata kuliah aljabar abstrak.



1.6 Metode Penelitian

Penelitian ini merupakan sebuah penelitian kepasia (ibrary reseach
yaitu melakukan penelitian untuk memperoleh data-dalan informasi
menggunakan teknik dokumenter, berupa buku referens

Adapun tahapan-tahapan yang dilakukan dalam piamelini adalah
sebagai berikut:

1. Mengumpulkan referensi pendukung berupa definisprema, lemma,
proposisi yang terkait langsung dengan masalah,g yamendukung
permasalahan pada penelitian ini dari berbagaatiie berupa:

a. definisiring

b. definisi ring komutatif dan ring identitas

c. teorema tentang sifat-sifat ring

d. teorema ring identitas terhadap perkalian

e. definisi keterbagian

f. teorema algoritma pembagian dan sifat-sifat ketgama
g. definisi FPB dan KPK

h. teorema tentang FPB

i.  definisi matriks

j.  definisi operasi matriks

k. definisi aturan aritmatika

I.  definisi dan teorema tentang determinan matriks

m. definisi dan teorema invers matriks



2. Menyelesaikan persamaan dengan langkah-langkah:

a. Mereduksi pasangan unsur yang memen(hib) =1 yang dapat
dinyatakan dengan persamad@a-¥) + (b-y)=1,va,b,x,y € M,
dimulai dariM, sampaiV;

b. Mencari pasangan unsur yang memenuhi persaifiaain) + (E-y) =
1,va,b,x,y € M,, tersebut yang dimulai daM, sampaiM,;

c. Membentuk Hasil penyelesaian pasangan unéyry) menjadi bentuk
matrik2 x 2;

d. Menentukan determinan dari matrik-matrik tersebut ;

e. Membuat dugaan yang dinyatakan sebagai konjektur;

f. Membuktikan konjektur dengan terlebih dahulu merskam konjektur
sebagai suatu sifat;

g. Menentukan sifat-sifat dari penyelesian;

1.7 Sistematika Penulisan
Dalam penulisan tugas akhir ini, penulis mengganalsistematika
penulisan yang terdiri dari 4 bab, dan masing-ntabiab dibagi dalam subbab
dengan sistematika penulisan sebagai berikut:
BAB | : PENDAHULUAN
Pada bab ini meliputi beberapa sub bahasan yaiar leelakang,
rumusan masalah, batasan masalah, tujuan pengelitiaanfaat

penelitian, metode penelitiadan sistematika penulisan.



BAB Il

: KAJIAN PUSTAKA

Pada bab ini penulis menjelaskan kajian pustaka yaerkait dalam
menyelesaikan persamad@ - x) + (b-¥) = 1,va, b, x,y € M,, dan
sifat-sifat penyelesaiannya, yang meliputi antaa#:| Teori yang
mengkaji keislaman Tentang Persaméaan x) + (b-y) = 1; teori
mengenai Ring, yang berisi tentang Definisi Ringefilisi Ring
Komutatif dan Ring Identitas, Teorema tentang ssfft Ring,
Teorema Ring Identitas terhadap Perkalian; teori ngapai
Keterbagian, yang berisi tentang Definisi Keterbagi Teorema
Algoritma Pembagian dan sifat-sifat Keterbagianfide FPB KPK,
Teorema tentang FPB; teori mengenai Matriks, yaegsb tentang
Definisi Matriks, Definisi Operasi Matriks, Definigturan Aritmatika,
Definisi dan Teorema Tentang Determinan Matriks,fidd dan

Teorema Invers matriks

BAB IlIl : PEMBAHASAN

Pada bab ini penulis menjelaskan bagaimana camyeatesaikan
persamaan (a-%)+(b-y)=1,va b,x,y€ M, dan sifat-sifat

penyelesaiannya

BAB IV: PENUTUP

Pada bab ini penulis memberikan kesimpulan yangerdiph dari
pembahasan yang dilengkapi dengan saran-sararbgakajtan dengan

hasil penelitian ini.



BAB I

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Kajian Keislaman Tentang Persamaan (@-%) + (b-y) =1

Secara umum beberapa konsep dari disiplin ilmahtelijelaskan dalam
Al-Qur'an, salah satunya adalah matematika. Menéfaalur Rahman (2007:
111), sumber kajian-kajian matematika, sebagainsmaber iimu pengetahuan
lainnya dalam Islam adalah kongephidyaitu Keesaan Allah.

Salah satu konsep matematika yang dapat diamhilagat al-Qur'an
adalah 3 hal penting bagi manusia yaitu amal jariylanu yang bermanfaat dan
anak yang saleh. Seperti yang telah dijelaskamdb&dis H.R muslim:
“Bersumber dari Abu Hurairah Radhyallahu ‘anhu, imenuturkan bahwa
Rasulullah Shallallahu Alaihi Wa Sallam bersabd#pabila seorang manusia
meninggal dunia, maka terputuslah amalnya kecugh thal: yakni sedekah
jariah, ilmu yang bermanfaat, dan anak saleh yaelplst mendoakannya” HR.
Muslim.

Dari 3 hal di atas sangatlah penting untuk kitaukan sewaktu didunia.
Karena, ketika kita sudah dikuburkan tidak ada gs®tome) yang paling
berharga bagi kita, kecuali malaikat terus menenencatat amal baik kita
dikarenakan ilmu yang bermanfaat dan amal jariyéh kewaktu di dunia.
Sehingga pahala demi pahala terus mengalir walakparsudah mati. Dari sini

penulis akan menjelaskan satu persatu hubungaraaiga hal tersebut dengan

10
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matematika. Akan tetapi dalam kajian ini penulisy@menjelaskan amal jariyah
dan ilmu bermanfaat.
a) Amal Jariyah

Ketika kita mendengar amal jariyah, sekilas teantlalam benak kita
ialah zakat dan sedekah. Dalam amalan bersedekahzalat, kita perlu
menafkahkan harta kita dengan ikhlas karena Alkatkan disebabkan balasan
nama atau sekadar bersedekah saja. Karena Sesopgguirang yang
menafkahkan hartanya di jalan Allah mendapat baldsalipat ganda. Seperti

yang telah dijelaskan dalam Al-Qur an surat Al Bata2 ayat 261:

=

a0 94, 7 e oz ,/ff../, g _ %o 5 -
%Jf&&@@&l& MJ,.,.ML;,..@J}AIQ d».\]lJ:.a

5

- . 8 246~ - P -~
] -~ - 87 g .

(S Jeele &y Al HEXESN I P

Artinya:

Perumpamaan (nafkah yang dikeluarkan oleh) orarmagr yang

menafkahkan hartanya di jalan Allah[166] adalah gea dengan sebutir
benih yang menumbuhkan tujuh bulir, pada tiap-tiair seratus biji.

Allah melipat gandakan (ganjaran) bagi siapa yan@ Behendaki. dan
Allah Maha Luas (karunia-Nya) lagi Maha mengetahui.

Dan juga dijelaskan dalam surat Saba’: 34 ayat 37:

,;/
|

B Jub3 Sa gals S 25 U:w;) 3 b S0 S s

HEC T anias T i S DD N
(Tiosals ta Sl g AL U all (i 2 eyl

Artinya:

Dan sekali-kali bukanlah harta dan bukan (pula) kfsmak kamu yang
mendekatkan kamu kepada Kami sedikitpun; tetapingr@ang yang
beriman dan mengerjakan amal-amal (saleh, merekalait yang
memperoleh Balasan yang berlipat ganda disebabkpa wang telah
mereka kerjakan; dan mereka aman sentosa di tetepgtat yang Tinggi
(dalam syurga).
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Dalam matematika dapat disimbolkan dengan x) dengana adalah
suatu “amal jariyah” darx adalah “pahala yang didapat’. Sedangkan operasi
perkalian(-) merupakan suatu simbol “berlipat ganda”. Sehingjgebol (a - X)
dapat diartikan dengan jika kita beramal jariyatkenakan mendapatkan pahala
yang berlipat ganda.

b) llmu yang Bermanfaat

lImu pengetahuan perlu dipelajari, hukumnya wdain bagi setiap
muslimin dan muslimat. lImu ibarat Nur llahi yangatham didalam hati orang
beriman. limu harus dapat membentuk diri oranglinerdengan akhlak dan jiwa
mulia, dapat membentuk anggota masyarakat sesangadetuntunan llahi, dan
mampu mengokohkan Islam di tengah-tengah masyaréikigh yang disebut
ilmu yang bermanfaat.

Allah swt. Berfirman dalam Al-Qur’an surat Al-Mujdah: 58 ayat 11:

P
z Liiage e s = 2 ki R e S SRS T T
135 350 bl oty 155230 bl 31550205 050 8 15) 5l el Gl

-

<
2~ ““ i

5 Traans £ S Pl a o Saget e Hodl 20 1
Lo ATy ar 33 T 5] (lly 3SCes 1otz (ol BT 135 1922306 Tyheal 3

T Et
D Oshens

Artinya:

“Hai orang-orang beriman apabila kamu dikatakan kelamu: "Berlapang-
lapanglah dalam majlis", Maka lapangkanlah niscaftah akan memberi
kelapangan untukmu. dan apabila dikatakan: "Betdiri kamu", Maka
berdirilah, niscaya Allah akan meninggikan orangxog yang beriman di
antaramu darorang-orang yang diberi ilmu pengetahuan beberapa derajat.
dan Allah Maha mengetahui apa yang kamu kerjakan”.
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Dari ayat di atas telah dijelaskan bahwa Allahnakeengangkat derajat
orang berilmu dengan beberapa derajat. Asal sam iyang dimilikinya
bermanfaat bagi agama dan manusia. ilmu yang béaatamisini mampu
menunjukan manusia menuju Allah dan menjauhkan Hawa nafsu serta
mencegah dari maksiat. Serta llmu hendaklah memirargsa cinta dan takut
kepada Allah, maksudnya mengamalkan ilmu yang dgjarahkan Allah itu untuk
memperhambakan diri kepada-Nya sebagai ciri-caingrberilmu. Seperti yang

telah dijelaskan dalam Al-Qur an surat Al Fatir:88&t 28:
el osle [ AT a3 ) 23S i Zake uZNTy L T30 0T s

g *- 6

(D) 5a e A 2

Artinya:

Dan demikian (pula) di antara manusia, binatanggtang melata dan
binatang-binatang ternak ada yang bermacam-macamnavg/a (dan
jenisnya). Sesungguhnya yang takut kepada Allantdira hamba-hamba-
Nya, hanyalah ulama. Sesungguhnya Allah Maha Perkagi Maha
Pengampun

Sedangkan dalam matematika dapat disimbolkan defigay) dengan
b adalah suatu “ilmu yang bermanfaat” daradalah “beberapa derajat”. Sama
dengan penjelasan pada amal jariyah operasi pank&) merupakan suatu
simbol “berlipat ganda”. Sehingga simb@ - ¥) dapat di artikan dengan ilmu

yang bermanfaat akan mendapatkan derajat yangaeganda (beberapa derajat)
dari Allah S.\W.T.
c) Anak yang Shaleh

Selain amal jariyah dan ilmu yang bermanfaat, Agakg shaleh juga

merupakan hal penting yang pahalanya tidak akgouties sampai meninggal
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dunia. Anak yang shaleh tidak hanya mendoakan kabaedua orang tuanya
akan tetapi mendoakan kebaikan kepada kita, yaegkipun bukan orang tua
mereka, tapi adalah suatu kewajiban mendoakankabaagi sesama Muslim.
Adapun hubungan 2 hal di atas dengan persat@a®) + (b-y) =1

adalah bahwa 2 hal penting tersebut merupakan saatur amal jariyah dan ilmu
bermanfaat sebagai ekspresi dari ungutan b sedangkan hasil dari perlakuan 2
unsur tersebut adalah pahala dan beberapa deksjaesi dari unsurx dan y.
Sedangkanl adalah identitas operasi ked(ayang mana dalam representasi
agama merupakan sesuatu yang akan diterima disaKfannah) nanti. Sehingga
makna persamaafa - x) + (E-y) =1 secara agama adalah jika seseorang
melakukan amal jariyah maka Allah akan memberikamafa yang berlipat ganda
dari apa yang telah dilakukannya di dunia, sertéaadibah dengan ilmu yang
bermanfaat maka seseorang tersebut akan mendapatkanapa derajat yang
mana semua itu akan kembali kepada dirinya senalirii di akhirat.

Hubungan dari kedua hal tersebut dapat penuliseseptasikan dalam

gambar, yaitu seperti dibawah ini:

(@-x) + (5-7) _q
Akan

Amal jariyah [lmu Bermanfaat kembali ke
dirinya
— sendiri
Pahala yang Beberapa derajat ‘
berlipat ganda nanti
e akhirat
(surga)

Gambar 2.1: Representasi hubungan amal jariyalida
bermanfaat
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2.2 Ring

2.2.1 Definisi Ring

Definis 2.1:
Adapun definisi RingR,*,0) menurut (Gilbert,1941:166-167) adalah suatu
himpunan R, dengan dua operasi biner”“dan “»” yang memenuhi

aksioma-aksioma dibawah ini. Untuk setiap elemeh, c € R.

1) (a*b)*xc=ax(b=*c) (Asosiatif pada operasi pertama)
2) asb=bxa (Komutatif pada operasi pertama)
3) Ada0 € R disebut zero, (Identitas terhadap pertama)

sehingga berlakux 0 = a,

4) Ada(—a) € R sehingga (Adanya invers terhadap pertama)
berlakwt + (—a) = 0,

5 ao(boc)y=(aob)oc (Asosiatif pada operasi kedua)

6) ada elemen € R, sehingga (Identitas terhadap kedua)
berlakn+1=1=a=a

7) (@axb)oc=(aoc)*(boc) (Bersifat Distributif)

danao(bxc)=(aob)*(aoc)

Struktur aljabar semacam ini disebut Ring dengaasi@r,*,c) namun
sering hanya ditulis Ring saja. Sementara itu, operas) (lan ¢) di atas hanya
sekedar simbol saja, untuk selanjutnya Operasirkgjedan p ¢) disesuaikan
dengan unsur-unsur dalam himpunannya. Misalnya bilaimpunan matriks,

maka penjumlahan dan perkalian juga matriks. Damnikula bilaR himpunan
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fungsi-fungsi, maka operasinya juga penjumlahaggudan perkalian fungsi atau
komposisi dua fungsi.
Contoh:
Misalkan M adalah semua kelas bilangan bulat modulo-6 yd&ify =
{0,1,2,3,4,5}. (Mg, +,-) adalah ring jika:
1) (Mg, +) adalah grup abel (komutatif)

a. OperasH- bersifat tertutup di/,

Contoh: @ = 2danb = 3 maka berlaku2 + 3 = 5,5 € M, Untuk lebih

lengkapnya lihat pada tabel dibawabh ini:

Tabel 2.1: Tabel Cayley gruyodulo-6 tertutup di operask

€ Mg

Ul B I NI I ol 4
Ul B WL NI = O Ol

Ol U B I NI =] =
| O U A WL DN N
N = Ol G| W] | T W
QI NI | Ol U W] o>
B WIHNI = Ol ol ut

Dari tabel di atas dapat diketahui bahwa operat&@rtutup diM,.
b. OperasH- bersifat asosiatif
(@+b)+c=a+(b+¢), vabeM,
Contoh: @a=2, b=3 danc =4 maka berlaku 2+3)+4=2+
(3+4) =3. Sehingga dapat diketahui bahwa berlaku sifat iaos
terhadap operas.
c. ldentitas terhadap operasi

a+0=0+a=a VaeM,

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Contoh: @ = 2 maka berlaku2 + 0 = 0 + 2 = 2. Dapat diketahui bahwa
mempunyai identitas terhadap operasi

d. Adainvers terhadap operasi
a+(—a)= (—a)+ a=0,dimana(—a) =6—a
Contoh: @ = 2 maka berlaku2 + (4) = (4) + 2 = 0. Dapat diketahui
bahwa mempunyai invers terhadap opetasi

e. OperasH bersifat Komutatif

a+b=0>b+a vabeM

Contoh: @ =2danb =3 maka berlaku2 +3 =3+ 2. Untuk lebih

lengkapnya lihat pada tabel dibawah ini:

Tabel 2.2: Tabel Cayley grLModuIOG komutatlf di operast

€ M

Ul DI Wl NI = oIl 4+
Ul Bl Wl NI =1 ol Ol

O U W I DN =] =]
=1 Ol U 1 O NI NI
NI =1 Ol Gl | W] | I W
WI NI 21 Ol G| W
B WL NI = O Ul Uil

Dari tabel di atas dapat diketahui bahwa+ b = b+ a,Va,b € M
berlaku sifat komutatif terhadap operasi
2) Asosiatif pada operasi perkaliéy)
a-(b-¢)=(a-b)-¢
Contoh:a =2,b =3 danc = 4 maka berlaki2 - (3-4) =(2-3)-4 = 0.
Jadi dapat diketahui bahwa berlaku sifat asos&tifadap operag-).
3) Berlaku distributif kanan dan distributif Kiri

va,b,c € R (@a+b)-c=(@-o)+(b-¢) dan
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a-(b+¢c)=(a-b)+(@-o

) (a+b)-c=@-o)+(b-¢)
Contoh:a = 2,b = 3 dan¢ = 4 maka berlak§2 +3) -4 = (2-4) +
(3 - 4) = 2 Jadi dapat diketahui bahw#, berlaku distributif kiri pada
operasi(-) terhadag+).

iy a-(b+c)=(a-b)+(@-?c)
Contoh:a =2,b =3 danc = 4 maka berlaki2 - (3 +4) = (2-3) +
(2 - 4) = 2. Jadi dapat diketahui bahvi, berlaku distributif kanan pada
operasi(-) terhadag+).

KarenaM, berlaku aksioma-aksioma ring di atas méKg, +,-) adalah Ring.

Definis 2.2:
Suatu ring R yang unsur-unsurnya memenuhi sifat tkatii terhadap
operasi keduaaob =boa untuk Va,b € R, maka R disebut ring
komutatif. Suatu ringR yang terhadap operasi kedua mempunyai unsur
identitas 1, sehinggd:ca = a° 1 = a untukVa € R, makaR disebut ring
dengan identitas (Nurul,2008:6).

Contoh:

Misalkan M adalah semua kelas bilangan bulat modulo-6 ydify=

ring dengan identitas jika berlakua =a -1 = a.
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1. a-b=b-a

Contoh: @ =3danb =4 maka berlaku3-4=4-3=0. Untuk lebih

lengkapnya lihat pada tabel dibawabh ini:

Tabel 2.3: Tabel Cayley Ringodulo-6 komutatif di op(:)

Ul B I NI = O &R
(e]] o]} [en]] fen]] fen]] Fan)] an]
Ul B W NI = O | =
BN O NI O N
WI Ol WI| Ol WI| Dl W
NI B O NI | O
=N W Ul Ol Ut

Dari tabel di atas dapat diketahui bah@wab = b - a sehingga(Ms, +,)
adalah ring komutatif.

2. a'1=1-

Q
I
Q

Contoh:a = 3 maka berlakiB - 1 = 1- 3 = 3. Untuk lebih lengkapnya lihat

pada tabel dibawah ini:

Tabel 2.4: Tabel Cayley Ringodulo-6 dengan identitas
X

1

ollo
U] SN
(ST
wl|w
Bl
ull| Ul

Dari tabel di atas dapat diketahui bahwa1l =1 - a, sehingga(M, +,-)

adalah ring dengan identitas.

2.2.2 Sifat-Sifat Ring

Teorema 2.3: (Soebagio. 1995: 298)
Jika(R,*,0) adalah suatu ring/a, b € R maka berlaku:
i) ac0=00a=0
i) ach™t=alob=(aoh)™?

i) alob™l=aob

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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ivV) aoc(b*xc ) =(aob)*(aoc) tdan

(axb™Hoc=(acc)*(boc)L, Va,b,c ER

Bukti:
)] aoc0=ao(0x0) Sifat elemen nol
ao0=(ac0)*(ac0) Sifat distributif kanan
O0xac0=(ac0)x(ac0) Sifat elemen nol
0 =0ca Hukum kanselasi kanan
0Oca=(0*0)ca Sifat elemen nol
Oca=(ao0)x(ac0) Sifat distributif Kiri
0*0ca=(ac0)*(a-0) Sifat elemen nol
0=0ca Hukum kanselasi kanan

Karenaa elemen sebarang daldtnmakava € R berlakuac0 =00ca =0

i) Misalkana, b € R, maka

(aeb™)x(aob) =ao(b~!xb) Sifat distributif kanan
=ao0 H.identitas
=0
dan(aob)*(aeb ™) =ao(bxb1) Sifat distributif kanan
=ao0 H.identitas
=0

Karena(a o b ) * (aob) = (aob) x(aob™1) =0, maka invers dari
hasil operasi pertama o b adalahzo b~?, ditulisacb™t = (aob)™1.
kemudian untuk membuktikart® o b = (a o b)™! Va, b € R yaitu seperti

cara di atas:
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(a@tob)*x(aob)=(at*a)ob Sifat distributif kanan
=0-b=0 H.identitas

dan(aob)*(atob)=(at*a)ob Sifat distributif kanan
=00b=0 H.identitas

Karena(a™* o b) x (aob) = (aob) * (a tob) =0, maka invers dari
operasi pertama dariio b adalaha™o b, ditulisa ™o b = (aob)™L.
sehingga terbukti bahwae b~ = a tob = (a0 b)™ 1.
Misalkana, b € R, maka:
Menggunakan hasil (ii) diatas, diperoleh:
et =" (aebr )r |
=((aeb)™H7!
= (a°b)
Misalkana, b € R
Akan dibuktikan bahwaa o (b * c™) = (aob) *x (aoc)™?!
ao(bxc ) =ao(bx(c))
=aobxaoc! Sifat distributif kiri

1°C)

=aobx*(a"
=aob*(aoc)?
Untuk membuktikan (b x c™)ca=boax* (coa)™?
(bxcoea=((bx*(c"))ea
=hoax(cHoa sifat distributif kanan

=(boa)*((cea)™)

=boa*(coa)_1
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Contoh:

Diketahui (Mg, +,) adalah ring Modulo-6 yaitwg = {0,1,2,3,4,5}. Maka

berlaku sifat-sifat ring di atas sehingga:

i)

ii)

a-0=0-a=0
Contoh:a = 3 maka3 -0 = 0-3 = 0. Sehingga dapat diketahui bahwa ring
modulo-6 berlaku sifai -0 =0-a =0,V a € M.

(-B)= D) F=~(ah)

Ql

Contoh: @a=3,-a=3danb=5-b=1 maka 3-(1)=@3)-5=
—(3-3) = 3 sehingga dapat diketahui bahwa ring modulo-6 kerlsifat
a-(-b)=(-a)-b=—(a-b),va,b € M.

(—a)-(=b)=a-b

Contoh: a@=3,-a=3danb=5-b=1 maka (3)-(1)=3-5=3

Sehingga dapat diketahui bahwa ring modulo-6 barkifat (—a) - (—b) =
a-b,va,b € M.

-(b—¢c)=ab—acdan(a—b)-c=ac—bc

Q|

Contoh:a =3,—-a=3,b=5,-b =

[UnN
QU

an ¢ = 2,—¢ = 4 maka:
3:(5+4(-2)=3-(5+1®)

=3:5+3-(4)

=3+ (0)

=3+(-(3-2))

=3
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dan(3+(=5))-2=(3+ (1) -2

=32+ (1)-2
=0+(2)
=0+ (=(5-2))
=2

v) Dapat diketahui bahwa ring modulo-6 berlaku sifat- (b —c¢) =

ab—acdan(a—b)-¢ = ac —be,va, b, € M.

Teorema 2.4: (Nurul, 2008:10)
Bila R ring dengan identitas 1 terhadap operasu&i€d” maka identitas
tersebut tunggal.
Bukti:
Bukti kontradiksi.
Andaikan identitas tidak tunggal, berarti minimunaa identitas terhadap
perkalian, yaitu 1 dan 1" yang tidak sama.
= Mula-mula daiambil 1 sebagai identitas, berarta = a - 1 = a, untuk
Va € R.
Pilihlah salah sata = 1" berartil - 1" =1"-1=1" ................. (1)

= Sekarang pandan@ sebagai identitas yang lain, dan= 1, maka

Dari persamaan (1) dan (2) berarti=1" ini kontradiksi dengan
pengandaian bahwa # 1°, berarti pengandaian salah, dan disimpulkan

bahwa identitas terhadap perkalian harus tunggal.
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2.3 Bilangan Bulat

Bilangan bulat menurut (Rinaldi, 2009: 183) addidhngan yang tidak
mempunyai pecahan desimal, misalnga21,8765,—34,0 dan sebagainya
(berlawanan dengan bilangan bulat adalah bilanghiyang mempunyai titik

desimal, seperti 8.0, 34.25, 0.02, dan sebagainya).

2.3.1 Keterbagian

Salah satu asumsi dasar dalam mengembangkasiffiabilangan bulat
menurut (Sukirman, 2005:15) adalah prinsip urutaik-b (well-ordering
principle), yaitu suatu himpunan yang tidak kosong daridalim bulat yang tak
negatif mempunyai elemen terkecil. Dengan menggamaimbol, prinsip ini
menyatakan bahwa jik# @ dan S suatu himpunan bilangan-bilangan bulat tak
negatif, maka ada suatu elengre S sedemikian hinggs, < s, Vs € S. Salah
satu penerapan dari prinsip ini, berikut ini suatarem dasar dalam teori bilangan
yang disebut algoritma pembagian yang pembuktiammgaggunakan prinsip
well-ordering. Algoritma pembagian atau sering disebut Algoritmaclig
menyatakan bahwa jika suatu bilangan bulat dibksdi bilangan bulat lain, maka

ada hasil dan sisanya.

Definis 2.5: (Sukirman, 2005:15)
Jikaa, b € Z, dengaru # 0, makaa membagi b, ditulist|b, jika dan hanya

jika b = ka, untuk suatk € Z .
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Contoh:

1. 3|9, karena ada € Z sehingge® = 3.3

2. 4|20, karena ada € Z sehingga®0 = 5.4

3. 5132, karena tidak ada € Z sehingga2 = 5x

Jikaa|b dan0 < a < b, makaa disebut pembagi sejati ddriatau faktor

darib, ataub adalah kelipatan dam. Sebagai contoB|9 dan0 < 3 < 9, maka 3
dikatakan pembagi sejati atau faktor dari 9. Undelajutnya, notasi|b sudah
memuat pengertian bahwa=+ 0. Untuk menyatakan bahwa tidak membagi

b ditulis a t b. Berikut ini adalah sifat-sifat elementer daridadiagian.

Teorema 2.6 (Agoritma Pembagian): (Muhsetyo,1995: 25)
Jikaa danb bilangan bulat dam > 0, maka ada bilangan-bilangan bulat
q danr, dengard < r < a sedemikian hingga = ga + r, maka:
b disebut bilangan yang dibagiiyidend
a disebut bilangan pembagliyisor)
q disebut bilangan hasil bagjyontien}
r disebut bilangan sisagfmainde}

Algoritma adalah suatu metode atau prosedur maigmatuk
memperoleh hasil tertentu yang dilakukan menuryuns@h langkah
berurutan yang terhingga. Teorema ini lebih bergif@il eksistensi dari
adanya bilangan-bilangan bulatianr dari suatu algoritma. Namun uraian

tentang pembuktian dapat memberikan gambaran adsug@ metode,
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cara, atau prosedur matematis untuk memperolehdaitabilangan bulat
sehingga = aq + .
Bukti:

Jikaa = 2 danb adalah sebarang bilangan bulat, maka menurutneore
di atasp dapat dinyatakan dengan:

b=2q+r,0<r<?2
Ini berarti bahwa nilai-nilaib dapat ditentukan oleh nilai-nilai yang
mungkin yaitur = 0 ataur = 1.
Untukr =0,b=2q+r=2q+0
b = 2q dengam € Z
b yang dapat dinyatakan dengag(q € Z) disebut bilangan bulat genap
(even integex
Untukr = 1,b = 2q +r = 2q + 1 dengamg € Z
b yang dapat dinyatakan deng@gq + 1(q € Z) disebut bilangan bulat
ganjil (odd integey.
Ternyata berdasarkan dalil algoritma pembagianiasebilangan dapat
dinyatakan sebagai bilangan bulat gertap atau bilangan bulat ganjil

2q +1.

Teorema 2.7: (Muhsety0,1995:21)
Untuk suatu bilangan bulat b, ¢ € Z berlaku:
(@) alb, makaalbc;

(b) alb danb|c, makaa|c;-
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() alb danalc, makaa|(bx + cy) Vx,y € Z;

(d) alb,a>0,b > 0. Makaa < b;

(e) alb jika dan hanya jikana|mb,vm € Z,m # 0.

Bukti:

(@) a|b, makaa|bc;
Dari definisi 2.5 diketahui bahwd b maka3ix € Z 3 ax = b. Akibatnya
berlaku pula bahwac = (ax)c = a(xc),Vc € Z, karena pada bilangan
bulat berlaku sifat tertutup terhadap perkaliankanrdapatlah bilangan
bulatp = xc sehinggac = ap. jadia|bc [ ]

(b) a|b danb|c, maka;
Dari definisi 2.5 diketahui bahwa|b maka3x € Z 3 ax = b danb|c
makaly € Z 3 by = ¢, maka:

ax = b untukvx € Z

ax = 5 karenaby = ¢

(ax)y = ¢
a(xy) =c
makaa|c [

(c) a|b danalc, makaa|(bx + cy) Vx,y € Z,
Dari definisi 2.5 maka:
a|lb makab = at, untuk suatu; € Z
alc makac = at, untuk suatua, € Z
Sehingga berlakbx = (at;)x untuk setiapx € Z

dancy = (at,)y untuk setiapy € Z,
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didapatkarbx + cy = (aty)x * (aty)y = a(t;x + t,y)
untuk suatu;x + t,y € Z. jadia(bx + cy). [ ]
(d) alb,a > 0,b > 0. Makaa < b;
Dari definisi 2.5 diketahui bahwdb makadx € Z3 ax = b
Karenaa > 0,b > 0,dan b = ax, makax > 0
Untuk x =1, maka dipenuhia = b, sedangkan untuke > 1 maka
b > a. jadi terbukti bahwa < b. [ ]
(e) a|b jika dan hanya jikana|mb Ym € Z,m # 0.
Dari definisi 2.5 diketahui bahwdb makadx € Z3 ax = b
i) Sehingga jikam € Zdanm # 0, maka berlakumb = m(ax) =
(ma)x untuk suatw € Z, jadima|mb.
ii) jika malmb dan m # 0, makamb = (ma)x untuk suatw € Z atau
mb = m(ax) ataum(b — ax) = 0, selanjutnya karenar # 0, maka

b — ax = 0 ataub = ax untuk suatw € Z, jadialb. ]

2.3.2 FPBdan KPK

Definis 2.8 : (Sukirman, 2005:16)
Misalkan a danb adalah bilangan-bilangan bulat yang tidak rraktor
Persekutuan Terbesar (FPB) daria danb adalahc ditulis (a, b) = c jika
dan hanya jika: (iy > 0,

(i) cla danc|b,
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Apabila(a, b) = ¢, makac dapat dinyatakan sebagai kombinasi linier dari
danb, misalnya:
(249)=3dan3—-3:9+(-1)-24

= (—5)9 + 2 - 24.

Hal ini dinyatakan sebagai teorema berikut ini

Teorema 2.9: (Sukirman, 2005:16)
Jikaa danb adalah bilangan-bilangan bulat yang tidak nol, smeRB dari
a danb selalu ada dan tunggal serta jik@ b) = ¢, maka ada bilangan-
bilangan bulain, dan n, sedemikian sehingga= mya + nyb.

Bukti:
Karenaa danb keduanya tidak nol, maka himpunanr= {ma + nb|m,n €
Z} memuat bilangan bulat yang tidak nol. Apabila 0 dan x € A maka
—x € Adan — x > 0, sebab jikad = m;a + n;b maka-x = (—m,)a +
(—ny)b juga dalamA. Jika A memuat bilangan bulat positif, sehingga
menurut prinsip well-orderingd memuat bilangan bulat positif terkecil,
misalnyac € A. Karenac € A, makac = mya + nyb untuk suatung,n, €
B.
Akan ditunjukkan bahwac = (a,b). Misalkan d|a dan d|b, maka
dlmga + nyb sehinggad|c. Selanjutnya dengan algoritma pembagian,
a =qc+r dengand <r <c, yaitur € A. Tetapi karen® < r < ¢ danc

adalah bilangan bulat positif terkecil dalamsn Maka r = 0. Sehingga
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a = qc atauc|a, dengan jalan yang sama mak{a, sesuai dengan definisi
2.2, makac = (a, b).
Selanjutnya akan ditunjukkan ketunggalanJdika t > 0 yang memenuhi
tla, t|b dand|t untuk semual dengand|a dan d|b, maka akan diperoleh
t|c danc|t, yaitut = ¢. Jadi(a, b) = c tunggal

Contoh:
Tentukan pembagi persekutuan terbesar dari 1071020.
Penyelesaian:

Dengan menggunakan algoritma Euclid diperoleh:

1071 = 1029 - 1 + 42 (1071,1029)

1029 = 42 - 24 + 21 (1029,42)
42=21-2+0 (42,21)
21=0

JadiFPB (1071,1029) = 21

Teorema 2.10: (Sukirman, 2005:17)
(a,b) =1 jika dan hanya jika ada bilangan-bilangan butgtdan y,
sedemikian sehinggga + y,b = 1.

Bukti:
Sesuai dengan teorema 2.9 di atas bahwa (ikd) = 1, maka ada
bilangan-bilangan bulatc dan y sedemikian hinggaxya + y,b = 1.
Sebaliknya akan ditunjukkan bahwa jikeya + y,b =1 untuk suatu

bilangan-bilangan bulat dany, maka(a, b) = 1.
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Misalkan(a, b) = d maka;
d|a dand|b, sehingga
d|(xga + yob) ataud|1

Jadid =1 m

Definis 2.11: (Nur, 2009:11)
Bilangana € Z* disebut kelipatan persekutuan daribilangan-bilangan
bulata,, a,, as, ..., a, jika untuk setiapg = 1,2,3...,n berlakua;|a. Lebih
jauh, jika untuk setiap kelipatan persekutuanyang lain berlakwt < a’
bilangan b ini disebut Kelipatan Persekutuan Terkecil (KPK) dari
ai, a,,as, ..., a, dalam hal ini ditulisz = [a4, a,, as, ..., a,].
Contoh:
Dengan cara menemukan himpunan kelipatan persekdarakemudian
memilih yang terkecil
Misalkan: Kelipatan Persekutuan Terkecil dari: 12, dan 18
Kelipatan dari 10 : 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100, 110, 120,
130, 140, 150,160, 17180,190
Kelipatan dari 12 : 12, 24, 36, 48, 60, 72, 84, 96, 108, 120, 132, 144,
156, 168,180,192, 204
Kelipatan daril : 18, 36, 54, 72, 90, 108, 1,144, 162180, 19¢

Jadi KPK (10,12,18) = 180
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2.4 Teori Matriks
2.4.1 Definis Matriks
Definis 2.12: (Anton, 1994:25)
Matriks adalah suatu susunan bilangan berbentuierspgt. Bilangan-

bilangan dalam susunan itu disebut anggota dalaimkaiéersebut.

Contoh:
£ 230 e af]o

Ukuran matriks diberikan oleh jumlah baris (garsisontal) dan kolom
(garis vertikal) yang dikandungnya. Misalkan, metrpertama dalam contoh di
atas mempunyai dua baris dan tiga kolom, sehingg@annya adalah 2 kali 3
(dapat ditulis2 x 3) (Anton, 1994:25). Dalam matriks dikenal ukurantmka
yang disebutordo, yaitu banyak barisx banyak kolom (tandax bukan
menyatakan perkalian, akan tetapi hanya sebagéa fa@misah) seperti contoh di

atas yang pertama berorde 3 (‘Imrona, 2009:1).

Definis 2.13: (Anton, 1994:27)
Dua matriks didefinisikan sama jika keduanya menypurukuran yang

sama dan anggotanya yang perpadanan sama.
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2.4.2 Operasi Matriks

Definis 2.14: (Anton, 1994: 27)
Jika A dan B adalah matriks-matriks berukuran sama, makeanlah
A + B adalah matriks yang diperoleh dengan menambahkagota
anggotaB dengan anggota-anggofayang berpadaan, daslish A — B
adalah matriks yang diperoleh dengan menguranghkggota-anggotal
dengan anggota-anggofayang beradanan. Matriks-matriks berukuran

berbeda tidak dapat ditambahkan atau dikurangkan.

Contoh:

Misalkan diberikan matriks sebagai berikut:

1
5 3 4 2— —1 =2
ca 6 41 7’ 4 1 : 4
3 3
MakaA + B:
1
> 5 b4 G-
A+B= g .
6 4= -7 |1 -= 4
3
E 21 g =il 4—2
\ "] 312 2]
b 1 1 o7 L =8
6+1 4=—= —7+4
L 3 3

Definis 2.15: (Anton, 1994: 28)
Jika A adalah sebuah matriks X r danB adalah sebuah matriksx n,
maka hasil kali AB adalah matriksm X n yang anggota-anggotanya

didefinisikan sebagai berikut. Untuk mencari anggdalam baris danj
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dariAB, pilih barisi dari dari matriksA dan kolomj dari matriksB.
Kalikan anggota-anggotanya yang yang berpadananbdéas dan kolom

secara bersama-sama dan kemudian jumlahkan hisyi&ka

Definis 2.16: (Jain & Gunawerdena, 2004: 115)
MisalkanA adalah matrika x n. Jika terdapaB matriksn X n, seperti
AB=1=BA
Dimanal adalah matriks identitas X n, makaB disebutinversedari A4,
dan A disebutinvertible Matriks invertible juga dapat disebut sebagai
nonsingular. Dimana, Inverse adalah MatriksA dinotasikan dengad™?!

(tidak dengari/A)

Definisi 2.17: (Anton, 1994:38)
Dengan menganggap bahwa ukuran matriks-matriksadiah ini adalah
sedemikian sehingga operasi yang ditunjukkan hlaiukan, maka aturan-

aturan aritmetika berikut ini adalah valid.

a) A+B=B+A (hukum Komutatif)

b) A+ B+C)=A+B)+C (hukum Asosiatif)

c) A(BC) =(AB)C (hukum Asosiatif)

d A(B+C)=AB+ AC (hukum Distributif Kiri)

e) (A+B)C =AC+BC (hukum Distributif kanan)

fy A(B—-C)=AB—-AC

9 (B—C)A=BA-CA
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h) a(B+C)=aB+aC
) a(B—C)=aB—-aC
) (a+b)C=aC+bC
k) (a—b)C =aC—hbC
) a(bC) = (ab)C

m) a(BC) = (aB)C = B(aC)

2.4.3 Determinan Matriks

Definisi 2.18: (Gazali, 2005:34)
Determinan matriks bujur sangkdr= |A| ataudet A adalah jumlah semua
perkalian elementer matriks

Bila inversinya genap maka tanda nilairyadan bila inversinya ganjil

maka tanda nilainya.
Contoh:
Misalkan4 matriks berord@ x 2

A11 A12

A L [ A11 A12
X A21 A22

=A114,, —A5A
Ay Ay 11422 12421

], makadet 4 =

Definisi 2.19: (Cullen, 1993: 106)
Jika matriks A berukurann x n, determinan matriks4d didefinisikan

sebagai:
n .

det(4) = Z ay;(—1)™ det(M,)
j=1

dan
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|a11 a12| — il — dendl
ay1 Ay 11422 12U21-
Jika definisi di atas diterapkan ke matrikyang berukurald x 3, maka

akan diperoleh, dengan menggunakan persamaan efiigidli atas:

a1 Q2 a3
a1 Qzp A3
az; Qazp; daszs

det(A4) =

=ap (=DM det(M,,) +a(=D%det(M,,) + a;3(—1)*3 det(M ;)

azy azs
az; d4szs

Az A3

azq a22|
as; ass ’

Jd13 |a31 asp

=a11| |_a12|

dan selanjutnya dari persamaan di atas diperotelsu

det(A) = ay1(az2a33 — az3a3;) — a12(az1a33 — A3a31) + ay3(az1a3; — az2a31)
det(A) = ay1a;320a33 + A12023a31 + Q13021037 — Q11023037 — 12021033 — Q13032031

yang terdiri dari enam sukCullen, 1993: 106-107).

Contoh:
2 -3 0 4] 2 -3 0 4
-1 2 5 3 A FIWPAS S
M=13 o 1 2 dtM=1" 4 7
5 1 —4 1] B A A
2 5 3 | _ g -1 2 3 =Y &
detM)= 2o 1 2[+3|3 1 2[+0]3 o0 2/-4|3 0o 1
LS ] 5 —4 1 5 Jaf % B -4

=2(2|%, 1-sly Tl+3ly ZD+3(=1lZ, G-k dl+3l L)
+0—4(—1|(1) _14|—2|§ _14|+5|§ (1))
=2(2(1+8)-5(0-2)+3(0—1)) +3(-1(1 +8) — 53— 10) + 3 — 12 — 5)
+0—4(—1(0 — 1) — 2(=12 — 5) + 5(3 — 0)
=2(184+10—-3)+3(—9+35+51)+0—-4(1+34+15)
=50+231+0-200

=81



37

Teorema 2.20: (Anton, 1994:87)
Jika A adalah suatu matriks segitigax n (segitiga atas, segitiga bawah,
atau diagonal), makalet(4) adalah hasil kali anggota-anggota pada
diagonal utamanya: yaitlet(A) = a;1a,3 ... Ayy-
Untuk lebih sederhananya, dapat diperhatikan swatiniks segitiga bawah
4 X 4.
4= %1 G2 0 0

a3y Qazp dAzz 0
Qg1 Ay Auz gy

Bukti:

Satu-satunya hasil kali dasar ddriyang bisa tak-nol adalaiya,; ... ay,
Untuk melihat bahwa hal ini juga tinjauan hasil ikaasar umum
a1j,02j,a3,a4j. Karena a;, = a3 = agq =0, kita harus mempunyai
j1 = 1 agar kita mempunyai hasil kali dasar tak-nol. Jike: 1, kita harus
mempunyaj, # 1, karena tidak ada dua faktor yang berasal damrkol
yang sama. Lebih jauh lagi, kareag = a,, = 0, kita harus mempunyai
j» = 2 agar kita mempunyai suatu hasil kali tak-nol. Camgneneruskan
cara ini, kita perolely = 3 daj, = 4. Karenaa,,a,, az3a,, dikalikan +1
dalam membentuk hasil kali dasar, kita peroleh

det(A) =a;1az; A33044 W
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244 InversMatriks

Definis 2.21: (Anton, 1997: 77)
Jika A adalah matriks bujur sangkar, maka minor effyidinyatakan oleh
M;;dan didefinisikan sub-matriks yang tetap setelafstbieei dan kolom
ke dicoret dariA. Bilangan (—1)"*/ (M;;) dinyatakan olehC;; dan

dinamakan kofaktor enta;;.

Teorema 2.22: (Anton, 1997: 82)

JikaA adalah matriks yang dapat dibalk?! =

TS adj(A) .

Contoh:

1+ 1+i

i
Misal diketahui matriksl = % _/ .

2
1_

2
Carilah invers matrik#

Penyelesaian:

1+i =1+i 1+i 1-—1i
2 2 2 2

det(4) =

= -1

Maka:

4= adj (A)
det (A)

1-1 -1+

“ql-1-i 1+i
2 2




39

~1+i 1-i

_| 2 2
1+i —1—i
2 2

Dari beberapa kajian pustaka di atas terdapat sowsalah yang
ditimbulkan dari teorema 2.9 tentang FPB yang m&kgm bahwa Jika danb
adalah bilangan-bilangan bulat yang tidak nol, maR& daria danb selalu ada
dan tunggal serta jikda,b) = ¢, maka ada bilangan-bilangan bulgtdan y,
sedemikian sehinggac = xy,a + y,b. Dari teorema tersebut penulis akan
menyelesaikan suatu data yang berupa ring maoduttengan menggunakan
persamaanc = xy,a + yob, Va,b,xq,y, € M,, dan ¢ akan bernilai 1 yang
merupakan suatu identitas terhadap operasi kediaarpay dan hal ini juga sesuai
dengan teorema 2.10, sehingga dari selesaian-selesasebut akan diperoleh
suatu unsux, dany,.

Kemudian dari hasil penelesaian unsgidany,, akan dibentuk menjadi
beberapa matrik x 2 yang nantinya akan dicari determinan dari matnikgriks
tersebut yang hasilnya akan membentuk suatu pailg gantinya akan menjadi

suatu teorema baru.
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PEMBAHASAN

Pembahasan pada bab ini akan dimulai pada (1)ramap#ata dengan
mereduksi pasangan unsur yang memer(ﬁhE) =1 yang dapat dinyatakan
dengan persamaan(a-x¥)+(b-y)=1,va b %y €M, dimulai dari
M, sampaiM,; kemudian (2) menentukan pasangan unsur dari uakaiif prima
padaM,;; dan (3) dari hasil penyelesaian kemudian dijatdikentuk matriks
2 X 2; (4) menentukan determinan dari matriks-matrikseieut; (5) menentukan
konjektur; (6) membuktikan konjektur dengan teteldahulu merumuskan

konjektur sebagai suatu sifat.

3.1 Menentukan Unsur yang Relatif Prima Pada M,,

Pada subbab ini akan mereduksi unsur-unsur ydaif rima atau yang
memenuhi(a,b) = 1, yang dapat ditulis dengan persamé&an x) + (b -y) =
1,va,b, %,y € M,. Dalam pembahasan ini penulis akan memulai das 2,

seperti di bawah ini:

Tabel 3.1: Tabel Unsur-unsiif, yang relatif prima

M, Unsur-Unsur yang Relatif Prima

M, | (1,1)

M; | (1,1),(1,2)

M, | (1,1),1,2),(13),(23)

Ms | (1,1),(1,2),(1,3),(1,%4),(23),33%

My | (1,1),(1,2),(1,3),(1%),(1,5).(23)(25),3%,(35),(45)

M, | (1,1),(12),13),(1%),(15)(1,6)23),(25),(3,%,(35),(45),(56)

40
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1ID,1,2),13),15(15),16) 17,23 (25,27 G5,

M,
* 1 (35).37&5).@7.(56),(57)67)

(1,D,1,2),13),15,(15),16)17),18),1Z3)(25),27 34,(35)

M, o
(3,7),(3,8),(4,5),(3,7),(5,6),(5,7),(5,8),(6,7),(7,8)

(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(1,7),(1,8),(1,9),(2,3),(2,5),(2,7),(2,9),
My, | (3,4),(35).(37),(3,8),(45),47),49),(556),(57),(58),(59),6,7),(7,8),
(7,9),(8,9)

3.2 Determinan M,,, dari Pasangan Unsur x dan y Pada (M,,, +,°)

Pada subbab ini penulis akan memaparkan cara m#aenpasangan
unsurx dany dari (@,b) = 1 yang dapat dinyatakan sebada- x) + (b-y) =
1,va,b,x,y € M,. Dalam pembahasan ini penulis akan memulairdarp.

3.2.1 Determinan M,,, dari Pasangan Unsur x dany Pada (M,, +,-)

Anggota himpunan modulo-2 yang dapat ditulis dengg = {0,1}
Akan didapat unsur yang memenuls,b) = 1 pada(M,, +,) yaitu: (1, 1).
Sehingga dapat dicari pasangan ur{guy) dengan cara di bawah ini:

a) Untuk unsur(1,1)
Untuk mencari pasangan unsudany pada persamadi - x) + (1-y) =1

dapat dicari menggunakan tabel, sehingga sepési tli bawah ini:

alx| bly
111 o
0 1

Dari tabel di atas dapat kita lihat bahwa untukuin@,1) mempunyai

pasangan unsuf, ) yaitu (0, 1), (1, 0).
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Kemudian dari hasil penyelesaian di atas telahapht pasangan-
pasangan unsuy; dany; dari persamaa@.x; + b.y; = 1 sehingga hasil dapat
dibentuk persamaan sebagai berikut:

1-

ol
I
I
I
I

+

1-

I
R
ol
I
|

+

Kemudian didapat matriks dari suatu sistem linggyesti berikut:

lo 2lG1=[1]
Kemudian jika kita menyebut matriks-matriks di atagsing-masing sebagéj X
dan B, maka sistem asli telah digantikan dengan persammaatriks tunggal
berikut:

A-X=B

Sehingga dari matriks tunggal dapat dibentuk matrik® x 2 misalkan matriks
(My,(M,)), maka:

M) = [y 3
apabilax; = 1 dan y, = 0 berada di baris kedua dar, = 0 dan y, = 1 dibaris
pertama maka akan menjadi matrikg 2 (MZl(Mn)), seperti di bawah ini:

M3, (M) = 0 1]

1 0

Setelah mendapatkan bentuk matriks-matriks di ataka akan dicari determinan

dari matriks tersebut, yaitu:
10
My, (M) = det [o 1] —1-0=1
0 1
M,y (M) = alet[1 0] =0-1=1

maka hasil determinan dari matriks di atas adalah:
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i=1
3.2.2 Determinan M,,, dari Pasangan Unsur x dan y Pada (M3, +,-)
Anggota himpunan modulo-3 yang dapat ditulis dendgn= {0,1,2}
Akan didapat pasangan unsur memen(m,il_)) =1 pada (M3, +,)) yaitu:

(1,1),(1,2). Sehingga dapat dicari pasangan ur{gy) dengan cara di bawah

ini:
a) Untuk unsur(1,1) b) Untuk unsur(1, 2)
@-0D+d-y=1 @-D+2-5=1
a i > B a s b
1 B 1 10|22
1 0 1 0
2 ) 2 1

Kemudian dari hasil penyelesaian di atas telahpdgitpasangan-pasangan unsur
x; dany; dari persamaana.X; + b.y; =1 sehingga hasil dapat dibentuk

persamaan sebagai berikut:

a) untuk unsul(1, 1) b) untuk unsul, 2)
1-04+41-1=1 1-0+2-1=1
1-1+1-0=1 1-1+2-0=1
1-2+1-2=1...(1) 1-2+2:2=1..(2)

Kemudian didapat matriks dari suatu sistem linggresti berikut:

(D)

(2

s E==

NP S NP O
NO R NO R
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Kemudian jika kita menyebut matriks-matriks di atagsing-masing sebagéj X
dan B, maka sistem asli telah digantikan dengan persammaatriks tunggal
berikut:

A-X=B
Sehingga dari matriks tunggal dapat dibentuk matrik® x 2 misalkan matriks
(My,(M,)), maka:

a) Bentuk matriks untuk pasangan unsur pada ufisur)

M12(M3):[(1) 2]' B g]'[(z) 5]

b) Bentuk matriks untuk pasangan unsur pada ufis)

M12(M3)=[§ (1)]' [(1) g]’[(z) ;]

Setelah mendapatkan bentuk matriks-matriks di ataka akan dicari determinan
dari matriks tersebut, yaitu:

a) Hasil determinan matriks untuk pasangan unsur padar(1, 1)

M;,(M3) = det [é O] =1, det B g] = 2,det [(2) %] = il

1

1

0
May (M3) = det |

|- afe 2 =rael? =2

b) Hasildeterminammatriks untuk pasangan unsur pada uiis.)

M;,(M3) = det B (1)] =1,det [é g] = 2,det [?) % =1
My (Ms) = det [i g)] =2, det [2 g] =1, det [(2) ; -

maka hasil determinan dari matriks tersebut selmeyiut:

i =1dan2



45

3.2.3 Determinan M,,, dari Pasangan Unsur x dany Pada (Mg, +,*)

Anggota himpunan modulo-4 yang dapat ditulis dengan
M, =1{0,1,2,3}. Akan didapat pasangan unsur memen{iib) =1 pada
(M,, +,") yaitu: (1,1),(1,2),(1, 3),(2,3),(3,3). Sehingga dapat dicari pasangan

unsur(x, y) dengan cara di bawah ini:

a) Untuk (L, 1) c) Untuk(1,3)
A@-0+A-y=1 T-0+G-y»=1
al|x| b|y alx| b|¥y
1 2 1 3 1 1 3 [

3 2 D) 1
1 0 0 3

b) Untuk(1,2) d) Untuk(2,3)
A-n+@2-y=1 2-0)+@B-y=1
al x| b|y al| x | b|y
111 /(2]0 210 |3]3

3 1 il 1§
1 2 2 3
3 3 3 i

Kemudian dari hasil penyelesaian di atas telabgitl pasangan-pasangan
unsur x; dany; dari persamaaa.x; + b.y; = 1 sehingga hasil dapat dibentuk

persamaan sebagai berikut:
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a) untuk unsul(1, 1) c) untuk unsu(d, 3)

1-2+1-3=1 1-14+43-0=1
1-3+1-2=1 1-2+3-1=1
1-0+1-1=1 1-3+43-2=1
1-1+1-0=1...(0) 1-0+3:3=1..(2)
b) untuk unsul(1, 2) d) untuk unsur2, 3)
1-1+2:0=1 -0+3-3=1
1-3+2-1=1 1+3-1=1
1-1+2-2=1 -2+3-3=1
1:3+2-3=1..(3) 3+3-1=1..(4)
Kemudian didapat matriks dari suatu sistem linieatds seperti berikut:
[2 3] [1] 2 § 3] [1]
o afll=|i|-® o 1lld=|1|-®
|1 0l 1] |1 Ol [ 1]
2 3] [1] [2 3] [1]
3 I 1 I
|1 0l | 1] |1 Ol [ 1]

Kemudian jika kita menyebut matriks-matriks di atagsing-masing sebagéj X

dan B, maka sistem asli telah digantikan dengan persanmaatriks tunggal

berikut:

A-

X

B

Sehingga dari matriks tunggdl dapat dibentuk matrik® x 2 misalkan matriks

(My,(M,)), maka:
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a) BentukM,,, dari pasangan unsur pada ungyr)

R PO P e e O P

won =0 AE D 28 U8

b) BentukM,,, dari pasangan unsur pada ungye)
R PR N O e N O R
TR A i P 1 P L A

c) BentukM,,, dari pasangan unsur pada un&ys)
R P N i A N e

uatt)=[7 ol [§ ol ol 16l )
d) BentukM,,, dari pasangan unsur pada un&3)
PR M8 e P e A PR P E
ua=[g o [o 3l &G G I 3
Setelah mendapatkan bentuk matriks di atas , mek@dicari determinan dari
matriks tersebut, yaitu:
a) (1,1)

0

1
My, (M,) = det [0 1

]:1,det[§ g]=2,det[§ g]=3,det[g =1

det [(2’ ;] =2, det B g] —1,
My (M,) = det [(1) (1)] = 3, det [i g] = 2, det [i g] =1, det [g i =3,
det[g i] = 2,det [é 3] =3



b) (1,2)
Myp(My) = det 3
det [g

M,,(M,) = det [i
det [g

c) (1,3)
My,(M,) = det [;
det [(2)
M,,(M,) = det [i
det [g

d) (2,3)
My,(M,) = det [2
det [é
My (M,) = det [é

det [?

(1)] =1, det [}
;] = 2,det [51,

(1)] = 3,det E

-2’

(1)] =1, det [é
;] = 2,det [g
4o 0

e

ﬂ =1, det [g
ﬂ = 2,det [;
é] = 3, det [g

ﬂ = 2,det [g

48

g]=2,det [é g=3,detﬁ ;=1,
21 -1

3

§]=2,det[i g]=1,det[§ ﬂ=3,
3=3

g]—Z,det[(l) g]=3,det[§ §]=1,
=1

s Yo} -
=3

§]=z,det[g i=3,det[; §]=1,

e
§]=2,det[(3) §=1,detﬁ 51)=3,

L
3—3

maka hasil determinan dari matriks tersebut selmayikut:

i =1,2dan3
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3.2.4 Determinan M,,, dari Pasangan Unsur x dan y Pada (M5, +,-)

Anggota  himpunan modulo-5 yang dapat ditulis dengan

(Ms, +,) vyaitu: (1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(3,3),(3,4). Sehingga dapat

dicari pasangan unsg@g, y) dengan cara di bawabh ini:

a) Untuk(1,1) b) Untuk (1,2)
A@-D+d-»p=1 A-0+@2-»=1
alx| b|ly a e -

1 N 1 . 1 e 2 =
1 0 1 0
2 4 2 2
3 3 3 4
4 2 4 1

c) Untuk(1,3) d) Untuk(1,4)
A-n+@B-yp=1 A-H+¢@-y=1
alx| b|y alx| b|y
110]3]2 1(0|4]|4

1 0 4 0
2 3 2 1
3 1 3 2
4 4 4 3

e) Untuk(2,3) f) Untuk(3,4)
2-x+@-y=1 B-H+@E-y»=1
alx| b|ly alx| b|y
210|3]2 3/0|4/|4

1 3 1 2
2 4 2 0
3 0 3 3
4 1 4 1
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Kemudian dari hasil penyelesaian di atas telabgitl pasangan-pasangan
unsur x; dany; dari persamaad.x; + b.y; = 1 sehingga hasil dapat dibentuk

persamaan sebagai berikut:

a) untuk unsul(1, 1) d) untuk unsull,4)
1-0+1-1=1 1-0+4-4=1
1-1+1-0=1 1-1+4-0=1
1-2+1-4=1 1-2+4-1=1
1-3+1-3=1 1-3+4-2=1
1-4+1-2=1...(1) 1-4+4-3=1..(4)

b) untuk unsur(, 2) e) untuk unsui2, 3)
1-0+2-3=1 2-0+3-2=1
1-1+2-0=1 2-1+3-3=1
1-2+2-2=1 2:-2+3-4=1
1-4+2-1=1 2:-3+3:0=1
1-4+2-4=1..(2) 2:-4+3-1=1..(5

c) untuk unsul(l, 3) f) untuk unsux3,4)
1-0+3-2=1 3-0+4-4=1
1-1+3-0=1 3-1+4-2=1
1-2+3-3=1 3:2+4-0=1
1-3+3-1=1 3-3+4-3=1
1-4+3-4=1..(3) 3:-4+4-1=1..(6)

Kemudian didapat matriks dari suatu sistem linieatds seperti berikut:



2l =

-

B WNRO DWNRO DWNRO
AR WON P ANOW NWh O

e e

PR e

(D)

(2

(3

BWNRO AWNRO AWNRO

5l

HE

e

PR e
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(4

. (5)

e (6)

Kemudian jika kita menyebut matriks-matriks di atagsing-masing sebagéj X

dan B, maka sistem asli telah digantikan dengan persammaatriks tunggal

berikut:

Sehingga dari matriks tunggal dapat dibentuk matrik® x 2 misalkan matriks

(My,(M,)), maka:

a) BentukM,,, dari pasangan unsur pada ungyr)

M12(M5) = [(1) (ﬂ'[i

M21(M5) = [(IJ (1)]:[1}

AR

ol [

AREREAF

I

b) BentukM,,, dari pasangan unsur pada unSyg)

e e PR e A PR e L P H P B P A

s

4
1

I-[2

Al b

s s

22]03
3 4l'l3 4

T o B o O Y P ot P PO e B P P P
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c) BentukM,,, dari pasangan unsur pada unSys)
RS e e P P e Y Y P B A Y R B P A M A
LT T P | A Y e B b P O O b

d) BentukM,,, dari pasangan unsur pada unSy#)

wao =[5 LB LG OB DB LB NE LG AL AL

R i W N S RO A A1 A A A B A

e) BentukM,,, dari pasangan unsur pada un&B)

A A A H R M A A O R e R

N N W W P N O M A O A M

f) BentukM,,, dari pasangan unsur pada un&j#)

O R N N N A B A N M N A M A [

A O N N A A M R R A M A M [0

Setelah mendapatkan bentuk matriks-matriks di ataka akan dicari determinan

dari matriks tersebut, yaitu:

a) (1,1)

M;,(Mg) = det [é (1)] =1, det [41} g] = 2,det [é g] = 3,det [; 2] =4,
det [Z %] =1,det [g ; = 2,det [g ﬂ = 3,det [g é] =1,
det [;} i] = 2,det [2 Z] =1,

M,,(My) = det [2 é] = 4 det [‘1‘ g =3, det [i g] =2, det [i g —1,

det [g ﬂ =4, det [g 3] =3, det[ 41}] = 2,det [Z =4,



o
b) (1,2)
M,,(M¢) = det [}}
o
.
M,,(Ms) = det [‘1‘
ol
.
c) (1,3)
My, (M) = det [;
fy
]
My, (M) = det [i
)
det ¢
d) (1,9
My, (M) = det [;
det [

det [(3)

AR

(1)] =1,det B
%] =1,det [g

i] = 2,det [g

1

O] =4,det[i

ﬂ =4, det [2
;] = 3,det [g

0

1] = 1,det [é

%] =1,det [g

2=z
(1)] = 4,det [2

s

g] = 3,det [g

(1)] =1,det [;
;] =1,det [i

AR

3=

2 =2,det[(1)
é =2 det[g
2=
R
i]=3,det[i
4

-
-2
-
s
o
‘3‘ — 4
o) = 2 det
i) =2det g
=1

g] = 3,det [;
éll] = 3,det [(2)

g] = 2,det ﬁ

- 2

(3)] = 3,det LlL
éll] = 3,det [g

- 2au?

4

1] = 2@ [g

(3)] = 3,det [(1)

f-saaf

-1
-
-4
-4
-1
-1
8

4=t
g

53



M,,(My) = det [i
det >
ol

e) (2,3)
M,,(Ms) = det [z
ol
)
M,,(M;) = det [;‘
]
det[?

f) (3,4)

My, (M) = det [(1)
]
wf

My, (M) = det[é
det 2

det [g
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sl 3=salt -nal) -
ﬂ=4,det[g i=3,det[g ﬂ=2,det[§ §=4,

g] = 3,det [2

2] = 3,det [3 0] =1,det [3 g] =4, det [g O] =2,

=3dec|t 1|=tdec[) M=4dec]) Z =3,
vt -
ol =2ty g]=sdetfy =14l ]=3
saal, Y=siaf} J-raal} J-2
forial} Y-

‘2‘]=1,det[g g]=2,det[g §]=3,det[2 ‘1‘]=4,

2= tdet[l Z|=2dee} 2] =3dec[2 I =1,

0
1

]zZ,det[i i]=1
i]=4,det[g 2]=3,det[(?; i]=2,det[g 1]=1,

0

N=adec[] S]=3det[t Y=2dec]] =4,

é =3,det[§ §]=4

maka hasil determinan dari matriks tersebut sehmayikut:

i=1,2,3dan4
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3.2.5 Determinan M,,, dari Pasangan Unsur x dan y Pada (Mg, +,*)

Anggota  himpunan modulo-6 yang dapat ditulis dengan

(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(2,3),(2,5),(3,4),(3,5), (4,5), Sehingga dapat

dicari pasangan unsg@g, y) dengan cara di bawabh ini:

a) Untuk(1,1) c) Untuk(1,3)
A-n+@-y)=1 A-H+GB-y)=1
alx| b|y A WA
11|10 1 . 3

0 1 4 1
5 2 1 2
4 3 4 g
3 4 1 4
2 5 4 5

b) Untuk (1, 2) d) Untuk(1,4)
aA-0D+@2-y=1 1-0D+@E-y)=1
al|x| bly a| x| b|y
1 S 2 S 1(5|4]|5

5 4 3 4
1 3 1 3
3 2 5 2
5 1 3 1
1 0 1 0
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e) Untuk(1,5) f) Untuk(2,3)
A-0+G-y)=1 Z-0+3B-y»=1
alx| bly a|x| bly
1 1 5 0 2 2 3 1

2 1 2 B
3 2 2 5
4 3 5 5
5 4 > 1
0 5 5 3

g) Untuk(2,5) h) Untuk (3,4)
2-x0)+(G-y)=1 B 0N+@E-y=1
al x| bl ¥ a S b
2 i S 1 3 i 4 ([

4 1 5 1
%) 3 B 1
5 2) 1 4
0 5 3 4
3 5 5 4

i) Untuk(3,5) j) Untuk(%,5)
B-x)+(5-y)=1 4-0)+(G-y)=1
a e b al|x| b|y
311 (51(2 4125 |1

3 2 5 1
5 2 il 3
0 5 4 3
2 5 0 5
4 5 3 5

Kemudian dari hasil penyelesaian di atas telahgitl pasangan-pasangan
unsur x; dany; dari persamaa@.x; + b.y; = 1 sehingga hasil dapat dibentuk

persamaan sebagai berikut:



a) untuk unsur(1, 1)

1-1+1-0=1
1-0+1-1=1
1-5+1-2=1
1-4+1-3=1
1-3+1:4=1
1-2+1-5=1

b) untuk unsull, 2)

1-3+2-5=1
1-5+2-4=1
1-1+2-3=1
1-3+2-2=1
1-5+2-1=1
1-1+2-0=1

c) untuk unsuid, 3)

1-1+3-0=1
1-4+3-1=1
1-1+3-2=1
1-4+3-3=1
1-1+3-4=1
1-4+43-5=1

(D)

- (2)

d)

f)

untuk unsux1, 4)

1-5+4.5=1
1-3+4-4=1
1-1+4-3=1
1-5+4-2=1
1-3+4-1=1
1-1+4-0=1

untuk unsul(1, 5)

1-145-0=1
1-2+5-1=1
1-3+5:2=1
1-4+5-3=1
1-5+5-4=1
1-0+5-5=1

untuk unsux2, 3)

2-2+3:1=1
2:2+3-3=1
2-2+3:5=1
2-5+3:5=1
2:5+3-1=1
2:5+3-3=1

57
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g) untuk unsui(2,5) h) untuk unsux3, 4)

2-1+5-1=1 3-1+4-1=1
2:4+5-1=1 3:5+4-1=1
2:2+45:3=1 3:3+4-1=1
2:5+45:3=1 3-1+4-4=1
2-0+45-5=1 3-3+4-4=1
2:3+45:5=1..(7) 3.5+4.4=1..(8)
i) untuk unsul(3,5) j) untuk unsui4,5)
3.1+5.2=1 4-2+45-1=1
3:3+5-2=1 4-5+45.-1=1
3-5+5-2=1 4-1+5-3=1
3:0+5-5=1 4-4+45-3=1
3:2+5:5=1 4-0+5-5=1
3:4+5-5=1..(9) 4.-345-5=1..(10)

Kemudian didapat matriks dari suatu sistem linieatds seperti berikut:

10 11 10 1
0 1 1 4 1 1
5 2|11 |1 1 2| |1
7 s|ld =z s sl =lh]-®
3 4 1 1 4 1
2 5l 11 4 sl 1
3 5 17 55 17
5 4 1 3 4 1
1 3| |1 1 3| |1
3 3 [2]_ |-@ s 5 [4]_ |-@®
5 1 1 3 1 1
1 o 1. 1 o 1.
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1 0 17 2 17 17
2 1 1 2 3 1
3 2111 2 5|21 |1
4 3 [5]_ 1 - (5) 5 5 [3]_ 1 - (6)
5 4 1 5 1 1
[0 5. L1 5 3 5
1 17 17 1 17 17
4 1 1 5 1 1
2 3|21 |1 3 1|131_ |1
s 3|lsl =1~ @ L oalldl =1 ®
0 5 1 3 4 1
13 5 1 5 41 1
1 27 17 o 1 1
3 & 1 5 1 1
5 2131 _ |1 1 3|41 _|1
77 5 [5]_ HHO)! % 3 [5]_ 1|-ao
2 5 1 0 5 1
2 s Lyl I3 5| Ll

Kemudian jika kita menyebut matriks-matriks di atagsing-masing sebagéj X
dan B, maka sistem asli telah digantikan dengan persanmaatriks tunggal
berikut:

A-X=B
Sehingga dari matriks tunggal dapat dibentuk matrik8 x 2 misalkan matriks
(My,(M,)), maka:

a) BentukM,,, dari pasangan unsur pada unsyn)

RO T N T N T N
N 1 A M| e M e
O [ O A A A A

O A e P e | A PR



b) BentukM,,, dari pasangan unsur pada ungly2)
e W W TN N T
OB AR AL Al UL YL Y
R I O 1 1 O N A | I
26 3B HE 98 98 I8
c) BentukM,,, dari pasangan unsur pada un§ly3)
o= 0 L L DL LE DL 2L
DR R HE AR TR
N NN e W R N N NN
SN e
d) BentukM,,, dari pasangan unsur pada un§iy4)
oo =1 9 L L LB LB AR 2L
L OB BB NE B HE AE 2
o= L DL 46 26 B GE AE
R O R A 1 O

e) BentukM,,, dari pasangan unsur pada ungiy5)

i) =) ol[; W GG 3 G W P
R O P L A T P R A P

LU DR P i L e L e L e M e e A

60



R P A P A A

f) BentukM,,, dari pasangan unsur pada ung2y3)
R e NP i M N R N e A
ER 1 F e L e e R A
matio =5 G G G G G G G
A TP T O A e
g) BentukM,,, dari pasangan unsur pada ung2y5)
R Fa M e B P A H ER A P AL
Y P P e P e L P
GO e - P e et A PR
R 1 A e B A e e L
h) BentukM,,, dari pasangan unsur pada un@#)

e i e i e i

NN

My, (Me) D H

1 Y P A O A
T i e O e L A 1 A A
R O O F e F  E

i) BentukM,,, dari pasangan unsur pada un&ys)
R e M e H o B P P e A F A

1 e e P e ]
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LTGRO Y e e e Y e e e P
R e 1 A M P e R P
j) BentukM,,, dari pasangan unsur pada un@ys)
O R O P e PR B ] A 1 PR i
s b5 shle slls dlla sbs 2bls 3]
TR R B e e o e ML
R ] B e { F A
Setelah mendapatkan bentuk matriks-matriks di ataka akan dicari determinan

dari matriks tersebut, yaitu:

a) (1,1)
My, (M) = det[(l) (1)] =1, det [é g] = 2, det [1 g] = 3, det B 2] =4,
det B (5’] — 5,det [(5’ ;] =1, det [Z é] = 2,det [g ﬂ -8,
det [g é] =4,det [Z é] =1, det [g ﬂ = 2,det [g é] =3,

aoff Poraaly Yoran; 2

M) =det [0 ] =5det[> 2] =adet[] 3| =3aec[? P]=2

det[i (S)]zl,det[g i]zS,det[g ﬂ=4,det[g ‘1‘ —3,
det[g i]=2,det[g 3]:5, det [g §]=4,det[§ ;]=3,

det[i §]=5,det [i §]=4,det[3 Z]:s

3



b) (1,2)
M,,(Mg) = det [é

1

det [3

wf
det [}

M,, (M) = det [?
wf
det ]
det [

c) (1,3)

My, (M) = det [
det
det
.

My, (M) = det [1

4

det[1

4

det[1

5

det [3

63

(1)] =1,det [é g] =2, det [i g = 3,det [é 2] =4,

g] — 5, det [g
é] = 4.det [i

-
o) =5.det[3
-
s
3] =5, det[3

0

2] = 2,det H

(5)] =5, det [1
é] = 3, det Ll}
ﬂ — 5, det [i

S] =4,det H

(5)] =1,det [1
g] = 3, det [[1}
;] =1, det [51,

= tdee 3
e i
3] =2.et3
2] = 4det [
1= 5.aer[;
o] = 5. dec [

g] =4, det [g

0] = 4, get[L ©

i] = 2, det [1
ﬂ = 3,det Ll}

S] =4, det [i

=2, deeft 1

4

2] =4, det [11L

ﬂ = 3, det [[1}

g] = 2,det [é

;] =2, det [g i =3,
2 2auf} 3o

=1

3] = 3,det [i g] w3

4

ﬂ = [g 1

:3,
‘2‘] =4,det[§ g )

-+

|- saelt -3
e samft 2
esaely 8-
e

]:5,det[‘1‘ g] =3,

%]zz,det [‘i 2:5
z]=1,det[1} i:s,

=1
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d) (1,4)
_ 1
M;,(Mg) = det [1

1

det[5

l
]
M,, (M) = det [i
det [
det [
wf

e) (1,5)
My, (M) = det [(1)
det )
]
det ;]
M,, (M) = det [é

det[g

5

det[1

4

det[3

64

O =3.det[} I =tdec[; =4det]l =2,
U =s.det[} 3| =adet[) 3] =tde[t 3]=5,

3

5] = 2, det B 11}] = 3,det [g ;] =1,det [g é] =4,

2 =4 dee [} g]=1,det[g Z=3

S|=3decl? l]=5.det]? ¥ =2dee]> Z=4,
g]zl,detﬁ ;]=2,det[i ;}=5,det[‘r1) §=1
§]=4,det[§ ﬂ=3,det[g 2] = 5,det [g ?:2,
2] =2,det[} 2] =5det[> 3]=3

o] =tdet[d 2 =2dee[] S]=3dee[d 3|=4
Z]=5,det[% %=1, det[} O] =2det[; 3]=3,
O =4dec[ J]=t1det|s Y=2 dqet|Z }]=3,

143

§]=1,det[§ i]zZ,detS A=1

O =s,det[2 Y=adec[d Z=3dec[} 3]=2

§}=1,det[i é]zs,det[i 3]=4,det[‘1‘ g=3,
g]=2,det[§ ﬂ=5,det[g ﬂ=4,det[g ‘1‘=3,
;]=5,det[g ‘2‘]=4,det[i ‘3*]=5
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f) (2,3)
_ 2
M;,(Mg) = det [2

2

det [5

s
det [
M,, (M) = det [g
det [
"
det [

9) (2.5
My, (M) = det [(1)
det 2
o]
det ]
M,, (M) = det [é

det [g

5

det[1

4

det [3

§]=4,det[§ é]=2,det[§ i=3,det[§ 51,]=1,

-
S

-t
o
1) =1der]]
3l =5 der[;
=2 a3
°] = 1,det[J
> =5.det [}
-
°] =1, det [
i) =5.det [

g] =1,det [i

ﬂ = 2, det B
é] =5, det [‘;

g] = 4, det [g
=i

é] = 2,det [g

- saal? 33
- saal? -

)¢

i] — 4, det [; ﬂ 43 det[g i] k. 5,

g] = 2, det [g
é] = 2,det [;

i] =4, det [g

;] = 1, det B g] b )

g] = 1,det[; g =3,

3] =2

g]=2,det[g g]=3,det[2 ?]:4,

é] =1, det B
g] =1,det LZ}

g] = 2,det [g

51>]=2' czet[}l i £ 2

J-zaft 30

3=

g] =4, det[g g] — 3 det[g é] =2,

3

1] — 5, det [i

g] =5, det [‘2*

g] =4, det [j

5

1] — 4 det [‘1L 1] =3,

1

;] — 4 det [5 3] =3,

2

=1
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h) (3,4)
_ 1
M;,(Mg) = det [1

1

det [5

det[é
det[g

M _ 1

21(Mg) = det [1
det[i
det[i
det[g

) (3,5)

My, (M) = det [(1)
det[g
det[é
det[i

My, (M) —det[1

21 P — 0

det [g

5

det[1

4

det [3

1]=3,det[51, ﬂ=4,det[§ 1=1,det[é i]:z,

1] =5, det [51,
ﬂ = 2, det B

v
o
o
s
3] =5 dec [

5
2

§]=5,det[% §=1,det[é §=z,det[}} §]=3,

§]=4, det[é 3 =1,det[i g =2,det[§

ﬂ =1, det [é
ﬂ = 3,det [g

i] =4, det [g

ﬂ — 5, det [i
ﬂ = 3, det [g

i] = 2,det [g

Z] = 4,det [é ﬂ =5,

{oaaun} 21

4

d=3

ﬂzZ,det [i ﬂzS,det[i’ ﬂ=4,
jﬂzZ,det[i i]=1,

ﬂ 0 df [g ‘1‘] -3

f-

]=1,det[g g]=2,det[g ;]=3,det[2 g]=4,

§]=1,det[§ g =2,det[g g=1

§]=5,det[g g]=4,det[(3) §]=3,det[g g]=2,

é] =1,det [i
3] = 2,det B
g] =5, det [g

5

2] — 5, det [i

g] =5, det [‘2*

;] =4, det [2

2
5

g] = 4,det 3 g] =3,

g =

3o

2] — 4 det [‘; 5] =3,
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) &5
M12(M6)=det[(1) g]=1,det[g §]=2,det[g g=3,det[2 §]=4,

det[g i]:S,det[; ﬂ=1,det[§ §]=Z,det[}} 2]:3,

ot 3]t Yeraalt 2|-2anf? -z
det[i g] =1, det [g i] = 2,det [g ﬂ =1

Mo (M) = det[S 3] =5,det[2 1 =4,dec} 2]=3dec} 3|=2

det[g é]zl,det[i ;]=5,det[i §]=4,det [‘; §]=3,
det[i é]zZ,detB ?]zS,det[g i]=4,det[§ 1]:3,

det[} 3] =5.det[} [|=adec[} I|=5
maka hasil determinan dari matriks tersebut selmaydkut:
i=1,2,3 4dan5
3.3 Pola Deter minan M,,, dari Pasangan Unsur x dany Pada (M,,, +,-)

Berdasarkan penyelidikan mencari determinan &8k, tersebut yaitu

dengan cara seperti di bawabh ini:

. X1y X1 X
MisalkanM,, = [x; y;] makadet [x; y;] = X1y, — XY, =D,

apabilax, dany,; ada di baris kedua dam, dany, dibaris pertama maka akan

menjadi matriks seperti di bawah ini:

X2 yz X2 yz
Myyr = [x1 y1] maka det [x1 3’1] = x,y, — X1y, =n—p, yang merupakan

invers darip, dimang € M,, adalah hasil determinaM,,. sehingga didapat

hasil seperti tabel di bawah ini:
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Tabel 2.6: Tabel hasil determinan matrks 2 M,,(M,,)

M, (ab) =1 Determinan Mz,;zd(iﬁr;pasangan unsur
M, (1,D 1
M3 1,D 1,2
(1,2 1,2
M, (1,1 1,2,3
(1,2) 1,2,3
(1,3) 1,2,3
(2,3) i, 2,3
M (1,1) 1,2,3,4
(1,2) 1,2,3,4
(1,3) 1,2,3,4
(1,4) 1,2,3,4
(2,3) 1,2,3,4
(3,4) 1,2,3,4
Mg (1,1 1,2,3,4,5
(1,2) 1,2,3,4,5
(1,3) 1,2,3,4,5
(1,4) 1,2,3,4,5
1,5) 1,2,3,4,5
(2,3) 1,2,3,4,5
(2,5) 1,2,3,4,5
(3,4) 1,2,3,4,5
(3,5) 1,2,3,4,5
(4,5) 1,2,3,4,5
M, (a,b) =1 n—1,vn eN

Sehingga dari tabel di atas dapat di buat suatert@ yaitu:
Teorema 3.1:
Misal : @, b € M,,, dimanan € N,n > 2 dana < b

Dengan ketentuafa,b) = 1, yang dapat ditulis dalara.x; + b.y; = 1,
_ X1 y1
3 %, 7; € M,, makadet My,(M,,) = |x2 | =p dengart <p<n—1.
2
Akan tetapi apabilar; dany,; ada di baris kedua danx, dany, dibaris

X2y
pertama makalet M,,(M,,) = |xj yi| =n—p,dengal <p<n-—1.
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Bukti:
a dan b adalah anggota himpunan moduloyang memenuhi ketentuan
(a,b) =1.(a,b) =1 maka3 ¥, y; € M,, yang dapat dinyatakan sebagai berikut:
ax,+by, =1 }

X+ by, =1

Ql

Kemudian persamaan (1) didapat matriks sepertkieri

5 511 =[]
Dimana x,, X,, ¥, dan y, € M,,. Karena (M,,+) adalah grup maka setiap
unsurnya memiliki invers, sehingga:

i1 x5yt dany; t dengank;t = n — ¥

1

.722_ =n- .722
__1 il |
Vil e Vi
__1 s —
Yo =n—Y;

Determinan dari matrik{;1 ;1] diatas adalah:
2 2

1
X1Y2 — X2 )1
dengar;y, — x,y; # 0 sehingga:
X1Y2 # X2)1

X W
dalam hal ini ada beberapa kasus yaitu:

a) Jikax; = x, makay; =y,



b)

a(x1y, —X2y1) = Y2 — 1
Sehingga didapai(x,y, — x,y,) dany, — y;

Karenax, = x, maka:

X1Y2 —Xy1 =0

X1Y2 = XV

sehingga
X1Y, —X¥1 =0
1

= = @i m O
X1Y2 — X2)1

N 4 V.
jadiz! 1] =0

Jikax1 7‘: xz makayl 7‘: YZ

Dari persamaan (1):

><|
S S
‘<| ‘<|
Il
=2

Ve
Y1

+
+

Q QI
><|

a1y, —X%y1) =y —n
Sehingga didapai(x,y, — x,y;) # 0 dany, —y; # 0
Karenay, — y; # 0 maka:
X1y, — %Y1 #0
1

—— %0
X1Y2 — X2)1
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Dengan demikian terbukti bahV\{é.x_Cl
2

UK

Karenax, — x¥; = 0 maka:

Xy, —xy; # 0

Dengan demikian terbukti bahm{% i}zl] 0
2

kemudian jikax; # x, dany; =y,
Karenay, — y; = 0 maka:
X1y, — X%y, # 0

1

—=*0
X1Y — X2¥

Dengan demikian terbukti bah\/\{é;l gl] #0
2

1.
Jadi terbuki bahw{a;‘l gl] + 0, jikax, # x, dany, % y,
2 2

jikax1 = xz dany1 * yz

jikax; # x, dany; =y,

3.4 Pola M,,, dari Pasangan Unsur x dan y dengan Determinan p
Untuk lebih menegaskan teorema di atas dapat dikgdla berdasarkan
hasil penyelidikan pada subbab 3.2.1-3.2.5 mengegréarian determinan pada

matriks 2 x 2. Pada pembahasan ini, penulis membatasi pola pamca
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determinan matrik€ x 2 pada unsuca, b), dengama = b. Seperti pada tabel di

bawah ini:

Untuk unsur(1, 1)

Tabel 3.3: hasil determinan matriks 2x2 yang bardil

Modulo | p Mz

M, 1 [é (1)]

w2y g

O Tl 1 e

I A R E A e H

R Nl 1 i 1 PR B

s il RS e e e R

Berdasarkan pola determinan matriks pada tabetadi, alapat diperoleh

kesimpulan bahwa bentuk umum determinan matrikanggs unsufx;, y;) pada

unsur(1,1) yang bernilai 1 adalah:

1
M2x2 u [
M2x2 X [C_l

€

(1)] untuk setiap pasangan unguy, y;) padaM,,n > 2,

dengam =n>a >3

b=1<b<n-2
c=n—-1>2c=>2

d=1<d<n-2

d -br 1]’ untuk setiap pasangan ungy, ;) padaM,,n > 3

Tabel 3.4: hasil determinan matriks 2x2 yang barral

Modulo p Msn
Mo |2 |5 9]

me |2 |[3 ol

e N | O S
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e N o R P
1

RIS A

[ N B NI

" i

Berdasarkan pola determinan matriks pada tabetadi, alapat diperoleh
kesimpulan bahwa bentuk umum determinan matrikanggs unsufx;, y;) pada

unsur(1,1) yang bernilai 2 adalah:

M,,., = [n i 1 (2)] untuk setiap pasangan unsi;, y;)padaM,,,n > 3

Q|

My, = [E 3 i’_ 2], untuk setiap pasangan unsug, y;) padaM,, n > 4

dengana=n=>a >4

Tabel 3.5: hasil determinan matriks 2x2 yang barr3l

Modulo p My,

M | o3 |[; 3]

Ms 3 [; 2][2 ﬂ

ve |3 | [y 33 Ay @

woo | os | [g sl dlls El d

wa | 3 |[g Slls Al Sl I 3

R R e e e
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Berdasarkan pola determinan matriks pada tabetadi adapat diperoleh
kesimpulan bahwa bentuk umum determinan matrikangges unsu€x;, y;) pada

unsur(1,1) yang bernilai 3 adalah:

1

M,,, = [n Zs g] untuk setiap pasangan uns;, y;) padaM,,,n > 4

My, = [aj 3 _Ii 3], untuk setiap pasangan ungu;, y;) padaM,,n > 5
€

Dengana=n=>=a =5

b=1<b<n-—4

Tabel 3.6: hasil determinan matriks 2x2 yang berdil

Modulo P My,

Mg |4 | [ gl

R

LA N 1 i | e

R sl V]

N P | e | el | N [

% | BRI A AR ]

Berdasarkan pola determinan matriks pada tabetadi adapat diperoleh
kesimpulan bahwa bentuk umum determinan matrikangges unsux;, ¥;) pada

unsur(1,1) yang bernilai 3 adalah:

My, = [n i 3 2] untuk setiap pasangan unsi;, y;) padaM,,n = 5

My, = [‘? i _?_ 4], untuk setiap pasangan ungi, y;) padaM,,,n > 6
c
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dengana=n=>a >6
b=1<b<n-5
c=n—4=2c=2

d=1<d<n-5

Berdasarkan pola determinan matrks 2 hasil pasangan uns(g;, y;)
pada unsu(a, E) = (1,1), yang bernilap dapat di buat tabel sebagai berikut:

Tabel 3.7: hasil determinan matriks 2x2 yang barpil

p pola matrik2x2 pola matriks2x2 keterangan

a=n=az=3
= h =< <n-—
1 [1 0].7122 [a _b ]n23 bed=b=n—F
7 .l d+1 = —18=c =2
d=1<d<n-2
a=nz=az=4
a b b=1<b<n-3
>
[ }n_4 c=n—-2=2c=2
d=1<d<n-3
M, a=n=a=5
il 0 a b] b=1<b<n-4
> : >
5 L—Z ﬂﬂ_4 [ =5 c=n—-3=2c=2
d=1<d<n-4
a=n=az=6
F b }n26 b=1<b<n-5
c=n—-4=2c=>2
d=1<d<n-5

1 0
7' =N

1 0
n—3 4

a=n=a=p+2
b=1<b<n—(p
+1)
c=n—-p=c=2
d=1<d<n-(p
+1)

1 0 a
n—1 [ n=>p+1 L - ]mz +2
n—-(p-1) p 3 c d+p P

Sehingga berdasarkan pola determinan ma®ik hasil pasangan unsur
(x;, ¥;) pada tabel di atas, maka dapat diperoleh kesimpadawa bentuk umum
untuk nilai determinan yang bernilgp, maka matrik® x 2 dari determinan

tersebut adalah:



My (My,) = [

My (My) = [

dengan:
a=n=za=p+2
b=1<b<n-(p+1)
c=n—-p=c=2

d=1<d<n—-(p+1)

1

n—-(p-1) p

a

c

0

_E
d+pl’

Ln2p+de

nzp+2
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BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan hasil pembahasan pada bab sebelumnya mengena hasil
determinan matriks 2 x 2 yang dibentuk dari hasil penyelesaian pasangan unsur
(%;,¥;) pada persamaan a.x; + b.y; = 1,va,b,x;,y; € M,,, dengan ketentuan
(a,b) = 1,dana < b, maka dapat diperoleh kesimpulan bahwa bentuk umum

dari determinan matriks 2 x 2 adalah:

X1
det My, (M) = |,

0y
detM21(Mn) = |X1 y1| — 1 bl

dengan 1<p<n-—1,peM,, M,,(M,) adaah matriks 2x2 dari hasil

penyelesaian pasangan unsur (%;,y;) pada modulo-n dan n = 2 dan My, (M,,)

adalah matriks 2 x 2 yang di bentuk dengan menukar baris x4, y; dan x,y,.
Sehingga dari bentuk umum di atas diperoleh sifat-sifat penyelesaian

tersebut, bahwa untuk unsur (@, b) = (1, 1) determinan matriks M,,(M,,):

1. Akanbernilaip = 1, jika:

10 _la b
Mlz(Mn)—[n 1],n22dan Mlz(Mn)—[E a+1]n23
dengana=n=a=3,b=1<b<n-2c=n—-12c>22d=1<d<n-2

1. Akanbernilai p = 2, jika

1 0 a b
Mlz(Mn)=[n_1 2],n23danM12(Mn)=[a b ln>a

¢ d+2

dengania=n=>a=4b=1<b<n-3,c=n—-2=2c=22d=1<d<n-3
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2. Akan bernilai p = 3, jika:

1 0 a b
Mo =[ 1, Ynzadanmmny =[P

],nZS

3
dengania=n=a=>5b=1<b<n-4,c=n—-3=c=>2,d=1<d<n-4

3. Akanbernilai p = 4, jika

b

1 0 a
MM = [~ 5 ] ,n=5dan Mlz(Mn)=[‘;_l —

>
dengania=n>a>6,b=1<bh<n-5c=n—-4>c>2,d=1<d<n-5
Sehingga dari sifat-sifat di atas dapat disimpulkan bahwa determinan matriks akan
bernilai p jika:
1 a b

My, (M,) = [n ~) 5 g],n > p + 1 dan My, (M,,) = [_

y >
c d+p RSO 2

dengan: a=n=>a=>p+2, b=1<b<n—-(p+1),

c=n—p=2cz22 d=1<d<n—(p+1).

4.2 Saran

Dari penelitian ini, masih perlu adanya pengembangan keilmuan.
Diharapkan penelitian selanjutnya dapat lebih mengembangkan dari hasil
penyelesaian pasangan unsur (;,y;) ke bidang lainnya seperti graf, aljabar, dan

lainnya.
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