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ABSTRAK

Wijaya, Bayu Tara. 2011Spectrum Detour Graf m-Partis Komplit. Skripsi,
Jurusan Matematika Fakultas Sains dan Teknologivadsitas Islam
Negeri (UIN) Maulana Malik lIbrahim Malang.

Pembimbing: (I) Abdussakir, M.Pd.
(I1) Dr. H. Ahmad Barizi, MA.

Kata Kunci: Spectrum, Matriks Detour, dan Graf m-Partisi Korhpli

Himpunan nilai eigen dari graf dalam matriks yamghtibung
langsung merupakan spectrum dari graf tersebutct®me dari
graf G dengann titik biasanya dinotasikan dengaspedG).
Spectrum dapat dibentuk dari matriks detour, yakatrik yang
elemen-elemennya merupakan lintasan terpanjangaatiti& i ke
titik j. Nilai eigen matriks detour dari graf terhubu@gdalah nilai
eigen dari matriks detour, dan merupakan bentuktspa detour
dari G dan biasanya dinotasikan dengpagp(G). Lebih spesifik,
dalam penelitian ini membahas spectrum yang dipbralari
matrik detour graim-partisi komplit Kr(n)) dengann banyaknya
titik disetiapm-partisi dann > 2. Maka, diperoleh spectrum detour
graf mpartisi komplit Kn(n)) adalahzs = (mn — 1¥ dengan
multiplicitasm, = 1, dan untuks = — (mn— 1) dengan multiplicitas
mp, = (mn— 1). Kecuali pada grah-partisi komplit untukm = 2
spectrum detournya berupa nilai eiggndengan multiplicitasn,
b dengan multiplicitasm,, dan 15 dengan multiplicitas mg
sebagaimana yang sudah diteliti oleh peneliti sebeya.
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ABSTRACT

Wijaya, Bayu Tara. 2011Detour Spectra of Completem-Partition Graph.
Thesis, Mathematics Department, Faculty of Scieacd Technology,
Islamic State University of Maulana Malik Ibrahimalng.

Advisors: () Abdussakir, M.Pd.
(1) Dr. H. Ahmad Barizi, MA.

Keywords: Spectra, Detour Matrix, and Graph m-Partition Cdetp

The set of eigenvalues of the graph representseimmatrix adjacent is the
spectrum of the graph. Spectrum of a graph G withoimts is usually
denoted byspe¢G). Spectra can be formed from detour matrix, i.atrixn
elements is the longest path between poitd pointj. Detour matrix
eigenvalue of connected graph G is eigenvalued#taur matrix, and is a
general form of detour spectra of &d denoted bypegp(G). More
specifically, this discusses the spectra obtaimedh fthe matrix detour of
completem-partition graph K(n)) with n the number of vertex in each
partition andn > 2. Thus, the obtained spectra detour of comphete
partition graph Km(n)) is z4 = (mn— 1Y with multiplicities my = 1, then
for o= — (mn— 1) with multiplicitiesm, = (mn— 1). Except, completet
partition graph fom = 2 detour spectra is eigenvalugwith multiplicitas
my, L& with multiplicitas mp, and 15 with multiplicitas mg as the literature
which has researched by researcher before.
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang Masalah

Matematika memiliki banyak keunikan di dalamnya, bukan sekadar
keunikan dari segi aplikasinya, namun matematika akan menghasilkan sesuatu
keunikan baru apabila dipertemukan dengan bidang-bidang lainnya. Dalam
perkembangannya, matematika menjadi sesuatu yang sangat unik, sebab setiap
zaman matematika tidak pernah usai untuk dikaji. Terbukti, banyak temuan-
temuan yang dihasilkan oleh para peneliti. Kemudian, temuan-temuan tersebut
dikembangkan hingga menjadi sebuah teorema-teorema baru yang tidak pernah
stagnan pada teorema itu. Bahkan, setiap teorema yang sudah ditemukan dapat
menghasilkan teorema baru apabila dikaji dan dipertemukan dengan permasalahan
lain yang berbeda. Keunikan lainnya, sampai saat ini masih banyak teorema-
teorema atau topik-topik kecil yang ada di dalam ilmu matematika belum
ditemukan aplikasinya secara nyata. Termasuk ketika kita tahu bahwa bilangan
terbatas n (finite) atau ruang berdimensi R", maka kita akan kebingungan cara
mengambarkannya atau seperti apa gambarannya.

Dari sinilah, research development terhadap ilmu matematika masih layak
dilakukan. Sebab, setiap pernyataan ketika disinggungkan dengan pernyataan lain
akan menghasilkan pernyataan yang berbeda pula (baru) melalui penelitian. Agar

dalam penelitian ini tidak terlalu luas, peneliti mengambil bagian kecil yang dikaji



dan dipelajari dalam ilmu matematika. Oleh karenanya, pada kesempatan ini
peneliti mengkaji topik tentang graf.

Secara umum graf G adalah pasangan (V(G), E(G)) dengan V(G) adalah
himpunan tidak kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut titik (vertex),
dan E(G) adalah himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-
titik berbeda di V(G) yang disebut sisi (edge) (Abdussakir, dkk.,2009).

Merenungkan tentang kisah isra’ mi’raj Nabi saw, ternyata dalam kisah ini
terdapat salah satu sumber inspirasi dalam mengkaji matematika khususnya teori

graf. Sebagaimana Allah berfirman dalam surat al-Israa’ ayat 1:
doeznadl J) A aezldT T S sz (AT ST e

P T ) t B 4R N Ve NS
Artinya:

Maha suci Allah, yang telah memperjalankan hamba-Nya pada suatu
malam dari Al Masjidil Haram ke Al Masjidil Agsha yang telah Kami
berkahi sekelilingnya agar Kami perlihatkan kepadanya sebagian dari

tanda-tanda (kebesaran) kami. Sesungguhnya Dia adalah Maha
mendengar lagi Maha mengetahui (QS. Al-Israa’:1).

Dalam sejarah Islam, kisah isra’ mi’raj Nabi saw juga menjadi sumber
inspirasi dalam mempelajari matematika. Kisah tersebut merupakan inspirasi
tentang teori graf. Perjalanan Nabi saw Makkah menuju Sidrotul Muntaha
ditemukan banyak titik (vertex) dan lintasan yang dilalui Nabi saw dalam
perjalanannya merupakan sisi atau garis (edge). Sehingga dapat kita katakan kisah
isra’ mi’raj banyak terdapat himpunan titik (vertex) dan sisi (edge), dan himpunan
dari titik (vertex) dan sisi (edge) adalah graf. Tidak lain, kisah isra’ mi’raj

terdapat representasi sederhana dari graf sikel. Sebab, Nabi saw dari titik pertama



(v1) hingga titik ke terakhir (v,) di Sidrotul Muntaha, beliau kembali lagi ke titik
pertama (vy).

Contoh lain, kisah Hijrah Nabi saw dari Makkah ke Madinah, yang
dijelaskan dalam surat at-Taubat ayat 41, sebagai berikut:

2 c T 2

2S5 T ot g 5Kl nemdnl Ty s Giasg Glas iyjuf

}}/

(MQMMSQ‘VQP

Artinya:

Berangkatlah kamu baik dalam Keadaan merasa ringan maupun berat,
dan berjihadlah kamu dengan harta dan dirimu di jalan Allah. yang
demikian itu adalah lebih baik bagimu, jika kamu mengetahui. (QS. At-
Taubat:41).

Kisah hijrah, jika renungkan terdapat titik (vertex) dan sisi (edge) dari
lintasan yang dilalui Nabi saw dan dari titik pertama (v;) hingga titik terakhir (v,)
Nabi saw tidak kembali ke titik pertama. Sehingga, dalam penjelasan ini
merupakan representasi graf lintasan (P,), sebab, Nabi melakukan perjalanan dan
berhenti pada titik terakhir (v,) di Madinah.

Selain dari inspirasi kisah Nabi saw tersebut, lebih detailnya dalam
mempelajari teori graf, juga diajurkan mengetahui asal-usul dari teori graf yang
berangkat dari teori sains. Menurut catatan sejarah, masalah jembatan Konigsberg
adalah masalah yang pertama kali menggunakan graf (tahun 1736). Di kota
Konigsberg (sebelah timur Prussia, Jerman sekarang), sekarang bernama kota
Kaliningrad, terdapat sungai Pregal yang mengalir mengitari pulau Kneiphof lalu
bercabang menjadi dua buah anak sungai. Ada tujuh buah jembatan yang

menghubungkan daratan yang dibelah oleh sungai tersebut. Masalah jembatan



Konigsberg adalah: apakah mungkin melalui ketujuh buah jembatan itu masing-
masing tepat satu kali, dan kembali lagi ke tempat semula? Sebagian penduduk
kota sepakat bahwa memang tidak mungkin melalui setiap jembatan itu hanya
sekali dan kembali lagi ke tempat asal mula keberangkatan, tetapi mereka tidak
dapat menjelaskan mengapa demikian jawabannya, kecuali dengan cara coba-
coba. Tahun 1736, seorang matematikawan Swiss, L. Euler, adalah orang pertama
yang berhasil menemukan jawaban masalah itu dengan pembuktian yang
sederhana. ITa memodelkan masalah ini ke dalam graf. Daratan (titik-titik yang
dihubungkan oleh jembatan) dinyatakannya sebagai titik (noktah) —yang disebut
simpul (vertex)— dan jembatan dinyatakan sebagai garis —yang disebut sisi (edge)
(Harary, 1969:1-2).

Dari sinilah, peneliti mencoba mengangkat kembali topik tentang graf.
Meskipun, masalah graf telah banyak diteliti atau diselidiki para ahli matematika,
tetapi untuk topik yang membahas tentang spectrum detour dari suatu graf belum
banyak diteliti orang. Namun, Ayyaswamy dan Balachandran (2010) sudah
memberikan catatan dan teorema-teorema tentang detour spectra dari beberapa
graf, seperti spectrum detour dari double graf, spectrum detour dari cartesian
product suatu graf, spectrum detour dari corona graf G dan K, dan spectrum
detour dari lexicographic product beberapa graf dengan K,. Spectrum Matriks
Detour dari suatu graf yang dimaksud Ayyaswamy dan Balachandran (2010)
adalah Misal G graf terhubung dengan himpunan titik V(G) = {v;, va, ..., .}
Biasanya spectrum graf dibentuk oleh nilai eigen dari matriks terhubung langsung.

Pada pengertian ini biasanya untuk menotasikan nilai eigen dari graf G dengan A,



i=1,2, ..., ndan spectrum ditulis dengan spec(G). Matriks detour didefinisikan
DD=DD(G) dari G sehingga unsur (i, j) adalah panjang lintasan terpanjang antara
titik i dan j. Nilai eigen dari DD(G) disebut DD-nilai eigen dari G dan membentuk
DD-spectrum dari G, dinotasikan dengan specpp(G). Selama matriks detour
simetris, semua nilai eigen &, i = 1, 2, ..., n adalah real dan dapat diberi label

W2, 2.2, . Jika @, 24, >...2 i, adalah nilai eigen dari matriks detour,

maka DD-spectrum dapat ditulis sebagai

spec,,, (G) = {

7R
o Byh S mj’
di mana m; menunjukkan banyaknya nilai eigen f; dan tentunya
my+my+ ... +mg=n.

Walaupun, topik graf tentang spectrum detour dari suatu graf sudah
terdapat beberapa para ahli matematika yang menyelidiki, tetapi tidak begitu
banyak pembahasan yang dikaji. Karena alasan inilah, sangat menarik apabila
dilakukan penelitian tentang spectrum detour dari suatu graf lain yang belum
pernah dikaji oleh peneliti-peneliti sebelumnya, dan guna menambah khasanah
keilmuan khususnya di bidang matematika, serta harapan atas dilakukan
penelitian ini nantinya dimaksudkan untuk mengembangkan penelitian yang
sudah ada, sebagai sumbangsi gagasan-gagasan teoritik dan sesuai kaidah ilmiah.

Untuk itu, berdasarkan eksplorasi singkat tentang spectrum detour dari
suatu graf di atas peneliti dapat mengerucutkan topik dan mengangkat judul
penelitian ‘“‘Spectrum Detour Graf m-Partisi Komplit”. Peneliti sengaja

mengambil graf di atas, sebab graf tersebut merupakan jenis graf yang memiliki



banyak partisi dan banyak titik, sehingga sangat menarik apabila menelliti tentang

graf tersebut.

1.2. Rumusan Masalah
Berdasarkan penjelasan pada latar belakang masalah di atas, maka dapat
ditarik rumusan masalah adalah bagaimana bentuk umum spectrum detour dari

graf m-partisi komplit (K,,(n)) dengan n titik di setiap partisi?

1.3. Tujuan Masalah
Dari rumusan masalah di atas, maka tujuan masalah pada penelitian adalah
untuk mengetahui bentuk umum spectrum detour dari graf m-partisi komplit

(Kn(n)) dengan n titik di setiap partisi.

1.4. Batasan Masalah

Agar dalam pembahasan penelitian ini tidak terlalu melebar, dan dapat
diselesaikan, maka peneliti membatasi penelitian ini pada graf tripartisi komplit
(K3(n)), grat 4-partisi komplit (K4(n)), dan graf S-partisi komplit (Ks(n)) untuk
n bilangan asli dan n > 2 titik disetiap partisi. Sebagai bahan pertimbangan dalam
melakukan penelitian ini, dilampirkan data terkait graf bipartisi komplit (K>(n))

yang sudah diolah dengan Maple 12.
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1.5. Manfaat Penelitian
Adapun manfaat yang diharapkan dari hasil penelitian ini adalah sebagai
berikut:
1. Secara Teoritis,
Penelitian ini  harapkan dapat memberikan konstribusi  terhadap
pengembangan khasanah keilmuan bidang ilmu matematika tentang graf,
khususnya pada topik spectrum detour dari graf m-partisi komplit.
2. Secara Praktis,
Penelitian ini diharapkan dapat memberikan pemahaman sebagai wawasan
baru secara menyeluruh khususnya peneliti sendiri, khususnya bidang

spectrum detour dari graf.

1.6. Metode Penelitian

Penelitian ini merupakan penelitian deskriptif kualitatif dengan
mengunakan pendekatan kualitatif dengan metode kepustakaan. Dalam
pendekatan deskriptif kualitatif ini maka penulis menggunakan metode penelitian
kepustakaan (Library Research). Metode penelitian kepustakaan, yaitu penelitian
yang dilakukan di dalam perpustakaan untuk mengumpulkan data dan informasi.
Pengumpulan data dan informasi tersebut dapat dilakukan dengan bantuan
bermacam material yang terdapat di ruang perpustakaan seperti buku-buku,
jurnal-jurnal dan dokumen yang diperlukan.

Adapun tahapan-tahapan yang dilakukan dalam penelitian ini adalah

sebagai berikut:



Mencari, mempelajari dan menelaah sumber-sumber informasi yang
berhubungan dengan topik yang diteliti.

Menggambarkan graf tripartisi komplit (K3(n)), graf 4-partisi komplit (Ks(n)),
dan graf 5-partisi komplit (K5(n)).

Menentukan panjang lintasan terpanjang dari graf tripartisi komplit (K3(n)),
graf 4-partisi komplit (K4(n)), dan graf 5-partisi komplit (K5(n)).

Menentukan matriks detour dari graf tripartisi komplit (K3(n)), graf 4-partisi
komplit (K4(n)), dan graf 5-partisi komplit (Ks(n)).

Mencari nilai eigen dan vektor eigen dari matriks detour dari graf tripartisi
komplit (K3(n)), graf 4-partisi komplit (K4(n)), dan graf S-partisi komplit
(Ks(n)).

Melihat pola spectrum detour dari graf tripartisi komplit (K3(n)), graf 4-partisi
komplit (K4(n)), dan graf 5-partisi komplit (Ks(n)).

Pola yang didapatkan masih dapat dianggap sebagai dugaan (konjektur).
Konjektur yang dihasilkan kemudian dibuktikan dengan terlebih dahulu
merumuskan konjekturnya sebagai suatu teorema yang dilengkapi dengan
bukti-bukti.

Memberikan kesimpulan akhir dari hasil penelitian.
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1.7 Sistematika Penulisan
Agar penulisan penelitian ini lebih terarah, mudah ditelaah dan dipahami,
maka digunakan sistematika pelaporan yeng terdiri dari empat bab. Masing-

masing bab dibagi ke dalam beberapa subbab dengan rumusan sebagai berikut:

BAB I PENDAHULUAN
Pada bagian ini, meliputi: latar belakang, rumusan masalah, tujuan
penelitian, batasan masalah, manfaat penelitian, metode penelitian, dan
sistematika penulisan.

BAB II KAJIAN PUSTAKA
Pada bagian ini, meliputi: konsep-konsep (teori-teori) yang mendukung
bagian pembahasan. Konsep-konsep tersebut antara lain berisi teori sebagai
acuan dalam penulisan skripsi ini, antara lain meliputi tentang kajian al-
Quran sebagai sumber inspirasi pengembangan teori graf, yang meliputi
kisah isra’ mi’raj, dan teori graf dalam kisah isra’ mi’raj; teori mengenai
mengenal graf, yang berisi tentang pengertian graf, adjacent dan incident,
derajat titik graf, dan jenis-jenis khusus; graf terhubung; mengenal Matriks,
yang berisi tentang definisi matriks, operasi matriks, determinan matriks,
nilai eigen, dan vektor eigen; mengenal spectrum detour dari suatu graf,
yang berisi definisi dan contoh.

BAB Il PEMBAHASAN
Pada bagian ini, meliputi: tentang penentuan matriks detour dari graf

tripartisi komplit (K3(n)), graf 4-partisi komplit (K4(n)), dan graf 5-partisi
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komplit (K5(n)). Penentuan spectrum dari matriks detour dari graf tripartisi
komplit (K3(n)), graf 4-partisi komplit (K4(n)), dan graf 5-partisi komplit
(Ks(n)). Pembuatan pola yang dianggap konjektur dilanjutkan hingga
menjadi teorema yang disertai bukti-bukti. Kemudian, penentuan bentuk
umum (teorema-teorema) spectrum detour dari graf tripartisi komplit
(K3(n)), graf 4-partisi komplit (K4(n)), dan graf S-partisi komplit (Ks(n))
serta graf m-partisi komplit (K,,(n)) yang disertai bukti-bukti.

BAB IV PENUTUP
Pada bagian ini, berisi tentang kesimpulan dan saran.

DAFTAR PUSTAKA

LAMPIRAN-LAMPIRAN



BAB I1

KAJIAN PUSTAKA

2.1. Al-Quran sebagai Inspiransi Pengembangan Teori Graf
2.1.1 Kisah Isra’ Mi’raj
Kisah isra’ mir’raj Nabi saw, yang diisyaratkan dalam al-Quran surat al-

Israa’ ayat 1, yang berbunyi:
_ o0 - P _ 2% " Z > _ /,£~ .ﬂl/ /,}
M‘Jlf‘)"j‘w‘ /.,A/BL“JLO:.\;’.; CSJ‘-"‘ Lg,dlu»y,w

R R, GRS RS WA R e NS

Artinya:

Maha suci Allah, yang telah memperjalankan hamba-Nya pada suatu

malam dari Al Masjidil Haram ke Al Masjidil Agsha yang telah Kami

berkahi sekelilingnya agar Kami perlihatkan kepadanya sebagian dari
tanda-tanda (kebesaran) kami. Sesungguhnya Dia adalah Maha
mendengar lagi Maha mengetahui. (QS. Al-Israa’:1).

Pada surat di atas, merupakan isyarat Nabi saw untuk isra’, kata isrd
secara harfiah selalu diterjemahkan dengan “perjalanan di malam hari”. Padahal,
kata isra’ itu sendiri, kalau dirujuk ke kata dasar Arabnya bisa bermakna “sebuah
pencarian”. Kata sdriyah yang satu dasar kata dengan isrd’ berarti pencarian. Jadi
isra’ di sini bisa berarti “proses pencarian yang akan melepaskan diri seseorang
dari kegelapan hidup”.

Pada surat al-Israa’ ayat 1, dalam tafsir Ibnu Katsir juz 15 dijelaskan
bahwa Allah swt memulai surat tersebut dengan mengagungkan diri-Nya dan

mengambarkan kebesaran peran-Nya, karena kekuasaannya-Nya melampaui

segala sesuatu yang tidak mampu dilakukan oleh seorang pun selain Dia sendiri.

11
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Maka tidak ada Tuhan selain Dia, dan tidak ada Rabb selain Dia. Sebagaimana
kutipan dari karya Al-Imam Abdul Fida Isma’il ibnu Katsir ad-Dimasyqi sebagai
berikut:

“Yang telah memperjalankan hamba-Nya”. Yaitu Nabi Muhammad saw
“pada suatu malam”. Maksudnya, di dalam kegelapan malam hari. “Dari
masjidil haram”. Yang tempatnya berada di Makkah “ke Masjidil Agsa”.
Yakni Baitul Muqaddas yang terletak di Elia (Yerussalem), tempat asal
para nabi (terdahulu) sejak Nabi Ibrahim a.s. Karena itulah semua nabi
dikumpulkan di Masjidil Aqa pada malam itu, lalu Nabi saw mengimani
mereka di tempat mereka. Hal ini menunjukkan bahwa Nabi Muhammad
saw adalah imam terbesar dan pemimpin yang didahulukan. Semoga
salawat dan salam Allah terlimpahkan kepada mereka semuanya. Firman
Allah swt “yang telah kami berkahi sekelilingnya”. Yakni tanam-
tanamannya dan hasil buah-buahannya. “Agar Kami perlihatkan
kepadanya sebagian dari tanda-tanda (kebesaran) Kami”. Maksudnya
kami perlihatkan kepada Muhammad sebagian dari tanda-tanda kekuasaan
Kami yang besar-besar. Kami akan mengetengahkan hadis-hadis yang
menceritakan peristiwa Isra ini yang bersumber dari Nabi saw.
“Sesunggugnya Dia adalah Maha Mendengar lagi Maha Mengetahui’.
Allah Maha Mendengar semua ucapan hamba-hamba-Nya, yang mukmin
maupun yang kafir, yang membenarkan maupun yang mendustakan di
antara mereka. Dan Dia Maha Melihat semua perbuatan mereka. Maka
kelak Dia akan memberikan kepada masing-masing dari mereka balasan
yang berhak mereka terima di dunia dan di akhirat.

Dalam Tafsir Jalalain dijelaskan pula, bahwa :

ey D) ey e alll L e foutsny (6 a1 35 (6T [y lompad
adae Jodas | oyeemity 5 ,LAN o pesd sulag LU i ol ¥y o, e
ol dis suad ol con [ad ¥ amulf Jf1 isas T [l ol amadl el
gesall 98 ) 553 Slome (LT cp dapil] 5115 Lallly [l gon Lis Ly
¥l e @il alladly wlong dule alll L aill J1530 @Il (6T Dl
i Ealll e 10559 slemall J] 4 g9 - Ll delainl e Jai il
(Cr It i) @lowy ale alll Lo il JL &l a3l ling
Artinya :
(Maha Suci) artinya memahasucikan (Allah yang telah memperjalankan

hamba-Nya) yaitu Nabi Muhammad saw. (pada suatu malam) lafal lailan
dinashabkan karena menjadi zharaf. Arti lafal al-isra ialah melakukan
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perjalanan di malam hari; disebutkan untuk memberikan pengertian
bahwa perjalanan yang dilakukan itu dalam waktu yang sedikit; oleh
karenanya diungkapkan dalam bentuk nakirah untuk mengisyaratkan
kepada pengertian itu (dari Masjidilharam ke Masjidilaksa) yakni
Baitulmakdis; dinamakan Masjidilaksa mengingat tempatnya vang jauh
dari Masjidilharam (yang telah Kami berkahi sekelilingnya) dengan
banyaknya buah-buahan dan sungai-sungai (agar Kami perlihatkan
kepadanya sebagian tanda-tanda Kami) yaitu sebagian daripada
keajaiban-keajaiban kekuasaan Kami. (Sesungguhnya Dia adalah Maha
Mendengar lagi Maha Mengetahui) artinya yang mengetahui semua
perkataan dan pekerjaan Nabi saw. Maka Dia melimpahkan nikmat-Nya
kepadanya dengan memperjalankannya di suatu malam; di dalam
perjalanan itu antara lain ia sempat berkumpul dengan para nabi; naik ke
langit; melihat keajaiban-keajaiban alam malakut dan bermunajat
langsung dengan Allah swt. Sehubungan dengan peristiwa ini Nabi saw.
menceritakannya melalui sabdanya.

Kemudian dalam surat an-Najm ayat 13-18, dijelaskan mengenai mi’raj

Nabi saw, yang berbunyi:

//}//7:///-\\ /.’.//n/,w“ N . -
LS‘)J.DJ@&ELA)M\&‘)LA?:@MLAUW‘MJ;

\A//} ‘;\g‘@)w‘iw

Artinya:

Dan Sesungguhnya Muhammad telah melihat Jibril itu (dalam rupanya
yvang asli) pada waktu yang lain. (yaitu) di Sidratil Muntaha. Di dekatnya
ada syurga tempat tinggal. (Muhammad melihat Jibril) ketika Sidratil
Muntaha diliputi oleh sesuatu yang meliputinya. Penglihatannya
(Muhammad) tidak berpaling dari yang dilihatnya itu dan tidak (pula)
melampauinya. Sesungguhnya Dia telah melihat sebahagian tanda-tanda
(kekuasaan) Tuhannya yang paling besar.
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Secara lengkap, kisah isra’ mi’raj Nabi saw, dari surat al-Israa’ ayat 16,

27,29, 84, 107, dan 110 berikut:

55T e Ga L Jerlas Cais 5a
Jsall Gle e b lohead Cod7e Lla

Artinya:

Dan jika Kami hendak membinasakan suatu negeri, Maka Kami
perintahkan kepada orang-orang yang hidup mewah di negeri itu (supaya
mentaati Allah) tetapi mereka melakukan kedurhakaan dalam negeri itu,
Maka sudah sepantasnya Berlaku terhadapnya Perkataan (ketentuan
kami), kemudian Kami hancurkan negeri itu sehancur-hancurnya. (QS. al-
Israa’:16).

- /B @

Artinya:
Sesungguhnya pemboros-pemboros itu adalah saudara-saudara syaitan
dan syaitan itu adalah sangat ingkar kepada Tuhannya. (QS. al-Israa’:27).

. Z. 8>

Gk axas M\JWY}MJM}MJLJ&;Y}
‘;:;;J\J)M.s’-

Artinya:

Dan janganlah kamu jadikan tanganmu terbelenggu pada lehermu dan
janganlah kamu terlalu mengulurkannya karena itu kamu menjadi tercela
dan menyesal. (QS. al-Israa’:29).

Sort 525132 ;’J‘p‘r}ﬁﬁ LS Je e B

Artinya:

Katakanlah: "Tiap-tiap orang berbuat menurut keadaannya masing-
masing". Maka Tuhanmu lebih mengetahui siapa yang lebih benar jalan-
Nya. (QS. al-Israa’:84).
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N.Lodm’;umwvw\y,

l.A.>w QUJBU ijé-

Artinya:

Katakanlah: "Berimanlah kamu kepadanya atau tidak usah beriman (sama
saja bagi Allah). Sesungguhnya orang-orang yang diberi pengetahuan
sebelumnya apabila al-Quran dibacakan kepada mereka, mereka
menyungkur atas muka mereka sambil bersujud. (QS. al-Israa’:107).

3 G,ﬁ;t APSAN R P &:,;;m)p

Artinya:

Katakanlah: "Serulah Allah atau serulah Ar-Rahman. dengan nama yang

mana saja kamu seru, Dia mempunyai Al asmaaul husna (nama-nama

yang terbaik) dan janganlah kamu mengeraskan suaramu dalam shalatmu
dan janganlah pula merendahkannya dan carilah jalan tengah di antara
kedua itu". (QS. al-Israa’:110).

Dari penjelasan perjalanan Nabi saw di atas, telah menjadi sumber
inspirasi dalam mempelajari matematika. Berdasarkan sejarah, kisah tersebut
merupakan inspirasi tentang teori graf. Perjalanan Nabi saw Makkah menuju
Sidrotul Muntaha ditemukan banyak titik (vertex) dan lintasan yang dilalui Nabi
saw dalam perjalanannya merupakan sisi atau garis (edge). Sehingga dapat kita
katakan kisah isra’ mi’raj banyak terdapat himpunan titik (vertex) dan sisi (edge),
dan himpunan dari titik (vertex) dan sisi (edge) adalah graf. Tidak lain, kisah isra’
mi’raj terdapat representasi sederhana dari graf sikel. Sebab, Nabi saw dari titik

pertama (v;) hingga titik ke terakhir (v,) di Sidrotul Muntaha, beliau kembali lagi

ke titik pertama (v;).
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2.1.2 Teori Graf dalam Kisah Isra’ Mi’raj

Simak dalam kitab al-Anwaarul Bahiyyah Min Israa’ Wa Mi’raaj Khoiril
Bariyyah karya al-Imam al-Muhaddits as-Sayyid Muhammad bin Alawy al
Hasany RA. Paling tidak, banyak terdapat titik (vertex) yang dihampiri Nabi saw
saat melakukan perjalanan isra’ mi’raj-nya, dan titik (vertex) tersebut nantinya
menjadi kumpulan-kumpulan himpunan titik (verfex) yang mana terdapat
beberapa titik yang terhubung langsung dengan titik lain, atau bisa disebut sisi
(edge). Sehingga, himpunan dari titik dan sisi dapat disebut sebagai graf.

Untuk penjelasan dari titik-titik (vertexs) dalam kisah isra’ mi’raj Nabi
saw, adalah sebagai berikut:

Pada titik pertama (v;), pada suatu malam Nabi Muhammad saw berada di
Hijir Ismail dekat Ka’bah al-Musyarrofah, saat itu beliau berbaring diantara
paman beliau, Sayyiduna Hamzah dan sepupu beliau, Sayyiduna Jakfar bin Abi
Thalib, tiba-tiba Malaikat Jibril, Mikail dan Israfil menghampiri beliau lalu
membawa beliau ke arah sumur Zamzam, setibanya di sana kemudian mereka
merebahkan tubuh Rasulullah untuk dibelah dada beliau oleh Jibril.

Titik kedua (1), Nabi saw saat berhenti di suatu tempat yang dipenuhi
pohon kurma, lantas malaikat Jibril berkata: “Turunlah di sini dan sholatlah”,
setelah Beliau sholat, Jibril berkata: ‘“Tahukah Anda di mana Anda sholat?”,
“Tidak”, jawab beliau, Jibril berkata: “Anda telah sholat di Thoybah (Nama lain

dari Madinah) dan ke sana Anda akan berhijrah”.
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Titik ketiga (v3), saat Nabi saw disuruh sholat Jibril di Madyan, di sisi
pohon di mana dahulu Musa bernaung dibawahnya dan beristirahat saat dikejar-
kejar tentara Firaun.

Titik keempat (v4), dalam perjalanan selanjutnya Nabi Muhammad saw
turun di Thur Sina’, sebuah lembah di Syam, tempat dimana Nabi Musa berbicara
dengan Allah swt, beliau pun sholat di tempat itu.

Titik kelima (vs), beliau sampai di suatu daerah yang tampak kepada beliau
istana-istana Syam, beliau turun dan sholat di sana. Kemudian Jibril
memberitahukan kepada beliau dengan berkata: “Anda telah sholat di Bait Lahm
(Betlehem, Baitul Maqdis), tempat dilahirkan Nabi Isa bin Maryam”.

Titik keenam (vg), beliau berhenti di Baitul Maqdis (Masjid al Agsho).
Beliau turun dari Buraq lalu mengikatnya pada salah satu sisi pintu masjid, yakni
tempat di mana biasanya para nabi mengikat buraq di sana. Kemudian beliau
masuk ke dalam masjid bersama Jibril, masing-masing sholat dua rakaat. Setelah
itu sekejab mata tiba-tiba masjid sudah penuh dengan sekelompok manusia,
ternyata mereka adalah para nabi yang diutus oleh Allah swt. Kemudian
dikumandangkan adzan dan igamah, lantas mereka berdiri bershof-shof menunggu
siapakah yang akan mengimami mereka, kemudian Jibril memegang tangan
Rasulullah saw lalu menyuruh beliau untuk maju, kemudian mereka semua sholat
dua rakaat dengan Rasulullah sebagai imam. Beliaulah imam (Pemimpin) para
Anbiya’ dan Mursalin.

Kemudian setelah beliau menyempurnakan segalanya, maka tiba saatnya

beliau melakukan mi’raj yakni naik bersama Jibril menembus langit satu persatu
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sampai akhirnya berjumpa dengan Khalig-nya. Setelah melakukan Isra’ dari
Makkah al Mukarromah sampai ke Masjid al Agsha, Baitul Maqdis. Kemudian
Nabi saw melakukan Mi’raj yakni naik menembus berlapisnya langit ciptaan
Allah yang Maha Perkasa sampai akhirnya beliau berjumpa dengan Allah dan
berbicara dengan-Nya, yang intinya adalah beliau dan umat ini mendapat perintah
sholat lima waktu.

Titik ketujuh (v7), ketika beliau dan Jibril sampai di depan pintu langit
dunia (langit pertama), beliau bertemu Nabi Adam. Titik kedelapan (vg), beliau
naik ke langit kedua, dan berjumpa Nabi Isa bin Maryam dan Nabi Yahya bin
Zakariya. Titik kesembilan (v9), kemudian tiba ke langit ketiga, setelah disambut
baik oleh para malaikat, beliau berjumpa dengan Nabi Yusuf bin Ya’kub. Titik
kesepuluh (v;¢), Nabi saw tiba di langit keempat, beliau berjumpa Nabi Idris. Titik
kesebelas (v1), di langit kelima, beliau berjumpa Nabi Harun bin ‘Imran. Titik
kedua belas (v;2), Nabi saw sampai di langit keenam, beliau berjumpa beberapa
nabi dengan umat mereka masing-masing, ada seorang nabi dengan umat tidak
lebih dari 10 orang, ada lagi dengan umat di atas itu, bahkan ada lagi seorang nabi
yang tidak ada pengikutnya. Kemudian beliau melewati sekelompok umat yang
sangat banyak menutupi ufuk, ternyata mereka adalah Nabi Musa dan kaumnya.

Titik ketiga belas (v13), pada tahapan langit keenam inilah beliau berjumpa
dengan Nabi Musa. Titik keempat belas (vi4), Rasulullah saw memasuki langit
ketujuh, di sana beliau berjumpa Nabi Ibrahim sedang duduk di atas kursi dari
emas di sisi pintu surga sambil menyandarkan punggungnya pada Baitul Makmur.

Titik keempat belas (vi4), kemudian Rasulullah diangkat sampai ke Sidratul
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Muntaha, sebuah pohon amat besar sehingga seorang penunggang kuda yang
cepat tidak akan mampu untuk mengelilingi bayangan di bawahnya sekalipun
memakan waktu 70 tahun. Dari bawahnya memancar sungai air yang tidak
berubah bau, rasa dan warnanya, sungai susu yang putih bersih serta sungai madu
yang jernih. Penuh dengan hiasan permata zamrud dan sebagainya sehingga tidak
seorang pun mampu melukiskan keindahannya.

Titik kelima belas (v;s), kemudian beliau saw diangkat sampai akhirnya
berada di hadapan telaga al-Kautsar, telaga khusus milik beliau saw. Setelah itu
beliau memasuki surga dan melihat neraka. Titik keenam belas (v;¢), maka untuk
kedua kalinya beliau diangkat ke Sidratul Muntaha, lalu beliau diliputi oleh awan
dengan beraneka warna, pada saat inilah Jibril mundur dan membiarkan
Rasulullah berjalan seorang diri, karena Jibril tahu hanya beliaulah yang mampu
untuk melakukan hal ini, berjumpa dengan Allah swt. Dan dari situlah, di
Sidrotul Muntaha, Allah swt memerintahkan Nabi Muhammad saw dan umat

untuk melakukan sholat.

Gambar 2.1 Graf Perjalanan Isro’ Mi’raj Nabi saw
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Inilah ringkasan dari perjalanan Isra dan Mi’raj Nabi Muhammad saw
yang kami nukil dengan ringkas dari kitab Al Anwaarul Bahiyyah dan Dzikrayaat
wa Munaasabaat, keduanya karya Al Imam Al Muhaddits As Sayyid Muhammad
bin Alawy al Maliky al Hasany RA, Mahaguru dari Al Ustadz al habib Sholeh bin
Ahmad al Aydrus.

Dalam kisah tersebut, terdapat V(G) dari isra’ mi’raj Nabi saw, yakni
V(G)={v1, v2, v3, 4, Vs, V6, V7, V8, V9, V10, V11, V12, V13, V14, V15, Vie, dan vy }. Artinya,
Nabi saw kembali ke titik semula (v;). Dan ini adalah representasi dan inspirasi

dari suatu graf.

2.2. Teori Graf

2.2.1 Definisi Graf

Definisi 2.1
Suatu graf G adalan sebuah himpunan (V, E) dan V adalah himpunan tidak
kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut sebagai vertex (titik)
dan E adalah himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari
titik-titik berbeda di V yang disebut sebagai edge (sisi). Himpunan titik
dari G dinotasikan dengan V(G), sedangkan himpunan dari sisi dinotasikan
dengan E(G) (Chartrand & Lesniak, 1986:4).

Contoh 2.2
Misalkan G : (V, G) dengan V(G) = {vi, v2, v3, v4 } dan E(G) = {(vi, v2),

(v2, v3), (v3, Va), (v4, vs), (vs, v6), dan (vs, v7)}. Jadi G dapat digambarkan sebagai

berikut:
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Ve V1
V2
V7 Vs V3
V4
Gambar 2.2 Suatu Graf

Bilangan tertinggi dari himpunan titik V(G) dari graf G disebut order dari
G dan dinotasikan dengan p(G) atau secara singkat ditulis p, sedangkan bilangan
tertinggi dari himpunan sisi E(G) adalah size dari G dan dinotasikan dengan ¢(G)
atau singkatnya g (Chartrand & Lesniak, 1986:4). Jadi, apabila kita lihat gambar

graf pada gambar 2.2, memiliki order p(G) = 7 dan size g(G) = 6.

Definisi 2.3
Dua atau lebih sisi yang berhubungan serupa pasangan dari titik disebut
multiple edges, dan sebuah titik berhubungan dengan titik dirinya sendiri
disebut loop. Graf G tidak dengan loop atau multiple edges disebut graf
sederhana (Wilson & Watkins, 1989:10).

Definisi di atas, dapat diilustrasikan dengan

u A D Ee

\%
C
W B G F
loop multiple edges
Gambar 2.3 Gambar 2.4

Graf Terhubung, Graf Tidak Terhubung,

Tidak Graf Sederhana Graf Sederhana
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2.2.2 Adjacent dan Incident
Sisi e =(u,v) menghubungkan titik u dan v, jika e =(u,v) adalah sisi graf
G, maka u dan v disebut terhubung langsung (adjacent). Jika sisi e =(u,v)

menghubungkan titik # dan v , maka u dan e serta v dan e disebut terkait lansung

(incident) (Chartrand & Lesniak, 1986:4). Pada Gambar 2.5 titik v, adjacent
dengan titik v, dan v,, tetapi tidak adjacent dengan titik v,. Sisi e, incident

dengan titik v, dan v,, tetapi tidak incident dengan titik v, .

€]
€y €3

V) V4

Gambar 2.5 Graf untuk Ilustrasi Adjacent dan Incident

Sebuah graf G terdiri dari himpunan berhingga tak kosong V = V(G) dari p
titik-titik secara bersamaan ditentukan himpunan X dari ¢ tidak berurutan dari
titik-titik berbeda dari V. Setiap pasangan x = {u, v} dari titik-titik di X adalah
suatu sisi dari G, dan x dikatakan terhubung u« dan v. Kita tulis x = uv dan katakan
bahwa u dan v adalah titik terhubung langsung (adjacent points) kadang-kadang

3

juga dinotasikan dengan “u adj v”; titik u dan sisi x adalah terkait langsung
(incident) dengan lainnya, seperti v dan x. Dan, jika dua sisi berbeda x dan y

adalah terkait langsung dengan sebuah titik, maka x dan y dapat dikatakan sisi
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terhubung langsung (adjacent lines). Sebuah graf dengan titik p dan g sisi disebut

sebuah (p, g) graf. Jika keadaanya (1, 0) graf adalah trivial (Harary, 1969:9).

2.2.3 Derajat Titik Graf

Derajat dari titik v; dalam graf G, dinotasikan dengan d; atau “deg v;”,
adalah bilangan dari sisi terkait langsung (incident) dengan v;. karena setiap sisi
adalah terkait langsung dengan dua titik-titik, hal ini dapat memperbesar 2 kali

dari jumlah derajat titik-titik (Harary, 1969:14).

Teorema 2.4

Jumlah derajat dari titik-titik suatu graf G adalah dua kali bilangan dari

sisi-sisinya,

Zdeg v, =2q

Akibatnya, setiap graf G bilangan dari titik-titiknya dari derajat ganjil

menjadi genap (Harary, 1969:14).

Suatu (p, g) graf, 0 < deg v < p — 1 untuk setiap titik v. Derajat minimum
di antara titik-titik dari G dinotasikan dengan “min deg G” atau d(G) sedangkan
A(G) = “max deg G adalah bilangan terbesarnya. Jika 6(G) = A(G) = r, maka
semua titik-titik mempunyai derajat sama dan G disebut regular dari derajat r
(Harary, 1969:14).

Dalam Chartrand dan Lesniak (1986), dijelaskan bahwa derajat titik v pada
graf G adalah banyaknya sisi dari graf G yang incident dengan v. Derajat titik v

pada graf G dinotasikan dengan degg(v) atau secara sederhana dapat juga
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dinotasikan dengan deg(v). Titik yang berderajat genap sering disebut titik genap
(even vertices) dan titik yang berderajat ganjil disebut titik ganjil (odd vertices).
Titik yang berderajat nol disebut isolated vertices dan titik yang berderajat satu
disebut titik ujung (end vertices) (Chartrand dan Lesniak, 1986:7).
Contoh 2.5

Perhatikan graf G berikut yang mempunyai himpunan titik

V(G)={v,,v,,v;,v,,vs} dan himpunan sisi E(G) ={e,,e,,e;,¢e,, e}

L5

(] €y

Vs ey 1%} Vy €5 V;s

Gambar 2.6 Graf untuk Mengilustrasikan Derajat Titik

Berdasarkan Gambar 2.6, diperoleh bahwa:

deg(v,) =1
deg(v,) =3
deg(v;) =2
deg(v,)=3

deg(vy) =1
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Teorema 2.6

Bukti:

P
Jika G graf dengan V(G)={v,,v,,...,v,} maka Zdeg(vi)=2q

i=1

(Chartrand dan Lesniak, 1986:7).

Setiap menghitung derajat suatu titik di G, maka suatu sisi dihitung 1 kali.
Karena setiap sisi menghubungkan dua titik berbeda maka ketika
menghitung derajat semua titik, sisi akan terhitung dua kali. Dengan
demikian diperoleh bahwa jumlah semua derajat titik di G sama dengan 2

kali jumlah sisi di G.

Akibat 1.

Bukti:

Pada sebarang graf, jumlah derajat titik ganjil adalah genap.

Misalkan graf G dengan size g, dan misalkan W himpunan yang memuat
titik ganjil pada G serta U himpunan yang memuat titik genap di G. Dari

teorema 1 maka diperoleh:

Zdeg(v) = Zdeg(v) + Zdeg(v) —

vev(G) ve W veU

Dengan demikian karena » _ deg(v) genap, maka » _ deg(v) juga

genap.

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Graf G berikut mempunyai himpunan titik V(G) = {a, b, ¢} dan himpunan

sisi E(G) = {ey, 2, €3 }.

€] €3

€

Gambar 2.7 Graf Derajat Titik

Berdasarkan gambar 2.7 diperoleh derajat titiknya sebagai berikut:

deg(a)=2
deg(b) =2
deg(c)=2

Derajat titik @ ada 2 yaitu sisi e; dan e3, derajat titik b ada 2 yaitu e; dan e». sisi ¢;

dilalui dua kali yaitu oleh titik a dan b.

2.3. Jenis-jenis Graf

Definisi 2.7
Graf komplit (complete graph) adalah graf dengan dua titik yang berbeda
saling adjacent. Graf komplit dengan n titik dinyatakan dengan K,

(Chartrand dan Lesniak, 1986:9).
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Gambar 2.8 Graf Komplit K4
Menurut Harary (1969), menjelaskan bahwa jika G berisi setiap sisi saling
terhubung V| dan V,, maka G adalah graf bipartisi komplit. Jika V| dan V,
memiliki titik-titik m dan n, kita dapat tuliskan G = K,,, = K(m,n) (Harary,

1969:17).

Gambar 2.9 Graf Bipartisi Komplit K3 3
Definisi 2.8
Sutau graf lintasan adalah graf yang terdiri satu lintasan. Graf lintasan

dengan n titik dinotasikan dengan P, (Wilson & Watkins, 1989:37).

e 6—0 o—9 o o—0—o o
P, P, P P,

Gambar 2.10 Contoh Graf Lintasan
Catatan bahwa P, memiliki n — 1 sisi, dan dapat ditentukan dari graf sikel

C, dengan menghilangkan beberapa sisi.
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Definisi 2.9
Graf Sikel (C,) adalah graf terhubung beraturan yang mempunyai n titik
dan membentuk sirkuit vy, vo, ..., v, vi (n > 3) dimana n titik v; (Chartrand

dan Lesniak, 1986:28).

Vi

Y V2

V3

V4

Gambar 2.11 Contoh Graf Sikel (C,)

Definisi 2.10
Suatu graf G adalah n-partisi, dengan n > 1, jika untuk partisi V(G) di
dalam n subset Vi, V,, ..., V, (disebut himpunan partisi) sedemikian
sehingga untuk setiap element dari E(G) join dari titik V; ke titik Vj, i #j
(Chartrand dan Lesniak, 1986:10)

Definisi 2.11
Suatu graf G n-partisi komplit adalah suatu graf n-partisi dengan himpunan

partisi Vi, Vs, ..., V, mempunyai syarat penjumlahan bahwa jika u € V, dan
vev,, i # J, kemudian uve E(G). Jika IVl = p;, maka graf ini dinotasikan

dengan K(py, p2, ..., Pn)-

Catatan:
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Graf n-partisi adalah komplit jika dan hanya jika p; = 1 untuk semua i,
dalam hal ini adalah K. Jika p; = ¢ untuk semua i, maka graf n-partisi
komplit adalah teratur dan juga dinotasikan dengan K,(f). Sehingga,

K,(1)= K, (Chartrand dan Lesniak, 1986:10).

2.4. Graf Terhubung

Misalkan u dan v (tidak harus berbeda) adalah titik dari graf G. Jalan
(walk) yang biasanya dinotasikan W: u — v dari G adalah berhingga, berurutan
selang-seling

U= Up, €1, Ul, €2, ..., Up_1, €y, Uy =V

dari titik dan sisi, yang dimulai dengan titik # dan diakhiri dengan titik v, sehingga
e;=u;juntuk i =1, 2, ..., n. Bilangan n disebut panjang dari W. Jalan u — v adalah
terbuka atau tertutup tergantung dari u = v atau u # v. Suatu jalan kecil u — v
adalah jalan u — v yang tidak mengulang sisi, sedangkan lintasan u — v adalah jalan

u — v yang tidak mengulang sisi (Chartrand dan Lesniak, 1986:26).

Teorema 2.12
Setiap jalan u# — v pada suatu graf memuat suatu lintasan u — v (Chartrand
dan Lesniak, 1986:27).

Bukti
Misalkan W adalah jalan u — v dari graf G. Jika W tertutup, akibatnya jalan
W adalah jalan trivial (jalan yang tidak punya sisi). Misalkan W: u = u,

Ui,..., U, = v jalan u — v terbuka dari graf G. (Suatu titik yang mungkin
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menerima label lebih) Jika tidak ada titik dari G terdapat di W lebih dari
satu kali, maka W adalah lintasan u — v. Sebaliknya, jika ada titik dari G
terdapat di W dua kali atau lebih. Mislakn i dan j bilangan positif berbeda,
dengan i < j tersebut, sehingga wu; = w;. Jika pernyataan u;, w1, ..U
dihapus dari W, maka u — v jalan W; menunjukkan lebih sedikit daripada
W. Jika tidak ada pengulangan titik di W, maka W, adalah lintasan u — v.
Kita lanjutkan prosedur di atas hingga akhirnya diperoleh jalan u — v

merupakan lintasan u — v.

Teorema 2.13
Jika A adalah matriks adjacent dari suatu graf dengan V(G) = {vi, v, ...vp},
maka entri (i, j) dari A", n > 1, adalah bilangan dari jalan v; — v; yang
berbeda dari panjang n di G (Chartrand dan Lesniak, 1986:27).

Bukti
Dengan mengunakan induksi pada n. Hasilnya ternyata untuk n = 1 pada
jalan v; — v; selamanya ada panjang 1 jika dan hanya jika vv;e E(G). Misal

(n—1)

A" =[a"""] dan diasumsikan a;

i adalah bilangan dari jalan v; — v;
yang berbeda dari panjang n — 1 di G; selanjutnya, misal A" =[a;"].

Semenjak itu, A" = A" A, kita memiliki

p
) _ (n-1)
a;"’ = E ay " a,.
k=1
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untuk setiap jalan v; — v; dari panjang n di G memuat jalan v; — v, dari
panjang n — 1. Dimana v, adjacent ke v;, dengan mengikuti sisi vxv; dan

titik Vj.

2.5. Teori Matriks

2.5.1 Definisi Matriks

Definisi 2.14
Matriks adalah suatu susunan bilangan berbentuk segiempat. Bilangan-
bilangan dalam susunan itu disebut anggota dalam matriks tersebut

(Anton, 1994:25).

Contoh 2.15:
) 2™ 7 _se ]
SRR IO Al |4 ;O,M,[AL].
-1 4 0 0

Ukuran matriks diberikan oleh jumlah baris (garis horisontal) dan kolom
(garis vertikal) yang dikandungnya. Misalkan, matriks pertama dalam contoh di
atas mempunyai tiga baris dan dua kolom, sehingga ukurannya adalah 3 kali 2
(dapat ditulis 3 x 2) (Anton, 1994:25). Dalam matriks dikenal ukuran matriks
yang disebut ordo, yaitu banyak baris X banyak kolom (tanda x bukan
menyatakan perkalian, tetapi hanya sebagai tanda pemisah), seperti contoh di atas

matriks yang pertama berordo 3 x 2 (‘Imrona, 2009:1).
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Definisi 2.16
Dua matriks didefinisikan sama jika keduanya mempunyai ukuran yang

sama dan anggotanya yang berpadanan sama (Anton, 1994:27).

2.5.2 Operasi Matriks

Definisi 2.17
Jika A dan B adalah matriks-matriks berukuran sama, maka jumlah A + B
adalah matriks yang diperoleh dengan menambahkan anggota-anggota B
dengan anggota-anggota A yang berpadaan, dan selisih A — B adalah
matriks yang diperoleh dengan menggurangkan anggota-anggota A dengan
anggota-anggota B yang berpadanan. Matriks-matriks berukuran berbeda

tidak dapat ditambahkan atau dikurangkan (Anton, 1994:27).

Contoh 2.18

Diberikan matriks

-1 2 -5] [3L -2 4
A+B= +
7 42 10 |3 1 -7

(—14+31 2+(=2) -5+4
| 7+3 432+1 10+(=7)

[3 0 -1
10 5203
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Definisi 2.19

Jika A adalah sebarang matriks dan ¢ adalah sebarang skalar, maka hasil

kali cA adalah matriks yang diperoleh dengan mengalikan setiap unsur A

dengan ¢ (Anton, 1994:27).

Contoh 2.20

Diberikan matriks A dan ¢ = 2,

Maka cA
L B
cA=2] "
7 42 10
B s
27 242 210
-1 4 -10
14 8% 20
Definisi 2.21

Jika A adalah sebuah matriks m x r dan B adalah sebuah matriks r x n,
maka hasil kali AB adalah matriks m X n yang anggota-anggotanya
didefinisikan sebagai berikut. Untuk mencari anggota dalam baris i dan j
dari AB, pilih baris i dari matriks A dan kolom j dari matriks B. kalikan
anggota-anggotanya yang berpadanan dari baris dan kolom secara

bersama-sama dan kemudian jumlahkan hasil kalinya (Anton, 1994:28).



Definisi 2.22

Misalkan A adalah matriks n x n. Jika terdapat B matriks n X n, seperti

AB =1 = BA,

34

dimana [ adalah matriks identitas n x n, maka B disebut inverse dari A, dan

A disebut sebagai invertible. Matriks invertible juga dapat disebut sebagai

nonsingular (Jain & Gunawardena, 2004:115).

Catatan:

Inverse dari matriks A dinotasikan dengan A™ (tidak dengan 1/A).

Teorema 2.23

Dengan menganggap bahwa ukuran matriks-matriks di bawah ini adalah

sedemikian sehingga operasi yang ditunjukkan bisa dilakukan, maka

aturan-aturan aritmetika berikut ini adalah valid (Anton, 1994:38).

(aA)A+B=B+A
®A+B+C)=(A+B)+C
(c) A(BC) = (AB)C

(d) A(B+C) =AB + AC

(e) (B+C)A = BA + CA

(f) ABB—C)=AB—-AC

(2) (B—C)A=BA—-CA

(h) a(B + C) = aB + aC

1) a(B-C)=aB-aC

(hukum komutatif)
(hukum asosiatif)

(hukum asosiatif)

(hukum distributif kiri)
(hukum distributif kanan)
G) (@a+b)C=aC+bC
k) (a-b)C=aC-bC
D aC) =(ab)C

(m) a(BC) = (aB)C = B(aC)



2.5.3 Determinan Matriks

Definisi 2.24
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Determinan matriks bujur sangkar A = IAl atau det A adalah jumlah semua

perkalian elementer matriks A.
Bila inversinya genap tanda +

Bila inversinya ganjil tanda —

Contoh 2.25

Misalkan A matriks berordo 2 x 2,

A, A A
AM:{ ! 12},makadet AR
A21 22

21

Definisi 2.26

A12

(Gazali, 2005:34).

=A Ay, — A4,

22

Jika A = (a;;) adalah matriks n x n, maka kofaktor dari setiap (p,q) entri

pada a,, didefinisikan menjadi (-1)"*¢ det [matriks (n — 1) x (n — 1)

ditentukan dengan menghilangkan baris ke-p dan kolom ke-g¢ dan

dinotasikan dengan A,,] (Jain & Gunawardena, 2004:145).

Contoh 2.27

S

Il
AN W =
S B~
Y A

_1)2+3 1 2_
=D det6 0—12.

, maka kofaktor dari A3 dari (2, 3) entri 5 adalah
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Definisi 2.28
Jika matriks A berukuran nxn, determinan matriks A didefinisikan

sebagai

det(A)=3"" a,;(~1)" det(M,)

dan

a,  ap| _
=0y Ay — A4y

a, dy

(Cullen, 1993:106).
Jika definisi di atas diterapkan ke matriks A yang berukuran 3x3, maka
akan diperoleh, denga menggunakan persamaan pada definisi 2.28, maka

a, 4, d;
det(A)=a21 Ay Ay

a31 a32 a33

1+3

=a, (_1)1+1 det(Mn ) +a, (_1)1+2 det(M12)+a13 (_1) det(Mn)
. o oW W " 4, A4y
=a, 12 13 >

Q3 A Q3 ds a3 Ay

dan selanjutnya dari persamaan di atas diperoleh rumus

det (A) =day (a22a33 —dyds ) —a, (a21a33 —ands, ) +a; (a21a32 —dyds, )

= Ay A53 01,0305, + 430,05, — 0105305, = 01,05, 033 — Q305,05

yang terdiri dari enam suku (Cullen, 1993:106-107).

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG
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Contoh 2.29
-3 -2 0 2 -3 -2 0 2
2 1 0 -1 2 1 0 -1
= , det(B) =
1 0 1 2 o 1 2
2 1 -3 1 2 1 -3 1

170 =1 2 0 -1 2 1 -1 2 1 0
det(B)=-3|0 1 2[+2{l 1 2|+0[1 0 2|-2[l ©
1 32T 2 3g 4 2 14%8 21 W5

1 02 [o 1 1 1 ) 0 1] 1 1] i
=-3 g N +22) " -0 ‘|11 +0-22 |- |40

=-3((1+6)-0-0(0-1))+2(2(1+6)-0-3-2)+0-2(2(0-1)-3-2+0)

—_—

=-24+38-6=8 (Cullen, 1993:106-107).

Teorema 2.30
Jika A adalah suatu matriks segitiga n x n (segitiga atas, segitiga bawah,
atau diagonal), maka det(A) adalah hasil kali anggota-anggota pada
diagonal utamanya; yaitu det(A) = aj1a2; ... ay, (Anton, 1994:87).

Untuk sederhananya, perhatikan suatu matriks segitiga bawah 4 x 4.

@ =)
- o U 0
a; ay ap 0
Ay Qg Ay Ay
Bukti Teorema 2.30 (kasus segitiga bawah 4 x 4)
Satu-satunya hasil kali dasar dari A yang bisa tak-nol adalah a;1a2; a33asa.

Untuk melihat bahwa hal ini juga tinjauan hasil kali dasar umum ay;, ayj,

azj, asj. Karena aj» = ai13 = ai4 = 0, kita harus mempunyai j; = 1 agar kita
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mempunyai hasil kali dasar tak-nol. Jika j; = 1, kita harus mempunyai j, #
1, karena tidak ada dua faktor yang berasal dari kolom yang sama. Lebih
jauh lagi, karena a»3 = a»4 = 0, kita harus mempunyai j, = 2 agar kita
mempunyai suatu hasil kali tak-nol. Dengan meneruskan cara ini, kita
peroleh j3 = 3 dan j; = 4. Karena ajjax aszass dikalikan +1 dalam
membentuk hasil kali dasar, kita peroleh

det(A) = ai1a azzasa.

Contoh 2.31
2 T3 83
U B Y.
0 0 6 7 6=2)(-3)6)9)4)=-1296
0O 0 0 9 8
0O 0 0 0 4

2.5.4 Nilai Eigen dan Vector Eigen
Definisi 2.32

Misalkan A sebuah matrik n x n. Bilangan A disebut nilai eigen
(eigenvalue) dari A jika terdapat vektor tidak nol ve F" sedemikian

sehingga Av = Av. Kemudian vektor v disebut vektor eigen (eigenvector)

dari A yang berpasangan ke nilai eigen A (Jain & Gunawardena, 2004:151).
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Teorema 2.33
Misalkan A sebuah matrik n x n. Bilangan A adalah sebuah nilai eigen jika
dan hanya jika
det(A — AI) =0,
dimana / notasi dari matrik identitas n x n (Jain & Gunawardena,

2004:151).

Contoh 2.34

Misal

1 2 1
A= { 3} . Kemudian ambil A =5 dan v = {2} , kita memiliki

ol MM

Sedangkan menurut Anton (1994) untuk mencari nilai eigen matriks A
yang berukuran nxn maka dituliskan kembali Ax= Ax sebagai
Ax = Alx
atau secara ekuivalen
(AI-A)x=0.
Supaya A menjadi nilai eigen, maka harus ada selesaian tak nol dari persamaan
ini. Akan tetapi persamaan di atas akan mempunyai selesaian tak nol jika dan

hanya jika det(A/ —A)=0. Persamaan di atas dinamakan persamaan Karakteristik
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A dan skalar yang memenuhi persamaan ini adalah nilai eigen dari A (Anton,

1994:96-97).

2.6. Teori Spectrum Detour dari Suatu Graf
2.6.1 Definisi Spectrum Graf

Secara umum, spectrum dari graf terbatas G didefinisikan sebagai
spectrum adjacent matriks A, yaitu himpunan dari nilai eigen banyaknya nilai
eigen. Baris dan kolom dari matriks order n diberi nomor dari 1 sampai n,
sementara A diindeks oleh vertex dari G. Namun, spectrum dari matriks yang
didapat tidak tergantung pada penomoran yang dipilih. Ini adalah spectrum dari
transformasi linear A pada runga vektor K~ peta dari X ke K, di mana X adalah
himpunan vertex, dan K adalah beberapa field seperti R atau C. Karakteristik
polinomial dari G adalah A, yaitu polinomial pA didefinisikan dengan

PA(L) = det(A — A) (Brouwer & Haemers, 2010:11-12).

2.6.2 Representasi Graf dalam Matriks Detour

Matriks detour adalah salah satu permasalahan yang dibahas dalam teori
graf. Matriks detour pada graf komplit adalah susunan segi empat siku-siku yang
elemen-elemennya merupakan lintasan terpanjang antara titik i ke titik j. Nilai
eigen matriks detour dari graf terhubung G adalah nilai eigen dari matriks detour,
dan merupakan bentuk spectrum matriks detour dari G (Ayyaswamy dan

Balachandran, 2010).
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Misal G adalah graf terhubung dengan himpunan titik V(G) = {v,, vy, ...,
vn}. Biasanya spectrum graf dibentuk oleh nilai eigen dari matriks terhubung
langsung. Pada pengertian kita biasanya menotasikan nilai eigen dari graf G

dengan A, i =1, 2, ..., n dan spectrum ditulis dengan spec(G). Matriks detour

didefinisikan DD = DD(G) dari G sehingga unsur/entry (i, j) adalah panjang
lintasan terpanjang antara titik /i dan j. Nilai eigen dari DD(G) disebut DD-nilai

eigen dari G dan membentuk DD-spectrum dari G, dinotasikan dengan

specy, (G). Selama matriks detour simetris, semua nilai eigen #,,i=1,2, ..., n
adalah real dan dapat diberi label 4 2p, 2.2 4, . Jika g, 2 g, 2...2 y, adalah

nilai eigen dari matriks detour, maka DD-spectrum dapat ditulis sebagai

4

;Uil :Ui2 R /2
specDD(G)z

ml m2 oo mg

di mana m; menunjukkan banyaknya nilai eigen 4; dan tentunya

mi+my+ ... + mg=n (Ayyaswamy dan Balachandran, 2010).
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BAB III

PEMBAHASAN

Pada bab ini, akan dibahas mengenai spectrum detour dari graf m-partisi
komplit (K,,(n)).
3.1. Spectrum Detour dari Graf Tripartisi Komplit (K3(n))

Diberikan graf tripartisi komplit (K3(n)) dengan n banyaknya titik di setiap
partisi dan n > 2 untuk »n bilangan asli dan memiliki titik-titiknya, yaitu V = {v,
V2, V3, V4, Vs, ..., Vi ).
3.1.1 Spectrum Detour Graf Tripartisi Komplit (K3(2))

Bentuk dari graf tripartisi komplit K3(2), sebagai berikut:

Vi V2

K3(2): V3

V4

V6 Vs

Gambar 3.1 Graf Tripartisi Komplit K3(2)
Kemudian diperoleh matriks detournya sebagai berikut,

ViV, ViV, Vs Vg

vw[0 5 55 55
w5 05555
w5 50555
DD (K4(2)) =
v|5 55055
v|5 55505
vl5 5555 0
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Sedangkan untuk vektor eigen, yaitu

(A -5
-5 A
-5 -5
— 503
EirC 5
5 =5

-5
-5
A
=4
-5
o

-5
-5
-5
A
-5
—D

-5
-5
)
-5
A
= §

Ax=Ax

44

=0

oooooo:

Kemudian disubtitusikan nilai eigen 4 =25 danA=-5 ke dalam persamaan di

atas.

Untuk A =25 vektor eigennya adalah:

[25 -5
5059,
—5.4-5
=,
B =5
-5 -5

sehingga diperoleh

“ )
-5
25

=2 e e @ @ @

25x, —5x, —=5x, —5x, —5x,—5x, =0
E DX G 29 %, — Sage=" 4o, =0
— 3%, — et 20k, —o%k, dx; — 3%, =0
—5x, —5x, —5x, +25x, —5x5—5x,=0
X, — DX, — DX LSSy = ()
—5x, —5x, —5x; —=5x, = 5x5, +25x, =0

Kemudian dimisalkan x| = xg, X2 = X6, X3 = X¢, X4 = X6, X5 = X, maka solusi umum

bagi [(25)1 — DD(K,(2))] x=0 adalah



45

X, 1
X, 1
X, 1
x= =X,
X, 1
% 1
R RS

Jadi basis untuk ruang eigennya sebanyak 1.

Untuk A =-5 vektor eigennya adalah:

B0 5 5 5 8l 0
SO TR O8 SO 0
= =" & I8 || 0
5 -5 -5 -5 -5 —5||x| |0
0 EEOLY Bl 2l AN 0
Y%y & Vhanq 0
sehingga diperoleh
L AN E- b — Sl T A=)
SRS — 5 5T - S SR
—5x, —5x, —=5x, =5x, —5x, = 5x, =0
—5x, —=5x, —=5x; —=5x, = 5x,, = 5x, =0
X PO, — Sx, —Sx, =0 . b, =0
—Sx — 3 S BuaSr. — Sk, =0
Kemudian dimisalkan xj= — x; — x3 — x4 — X5 — xs maka bahwa solusi umum bagi

[(=5)1 - DD(K,(2))] x=0 adalah

=Xy =Xy =X, —Xg — X -1 -1 -1 -1 -1
X 0 0 0 0 1
X5 0 0 0 1 0
x= =X, +x, +Xx, + x5 + X,
X, 0 0 1 0 0
X, 0 1 0 0 0
i X, | 1 0 | | 0 | | 0 | | 0 |
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Jadi basis untuk ruang eigennya sebanyak 5.
Dari pembahasan di atas, dapat disimpulkan bahwa untuk A =25 terdapat
satu basis ruang eigen, dan untuk A =—5terdapat lima basis ruang eigen, maka

spectrum detour graf tripartisi K3(2) adalah

25 -5
specDD(IQ(z)){ L. }

3.1.2 Spectrum Detour Graf Tripartisi Komplit (K3(3))

Bentuk dari graf tripartisi komplit K3(3), sebagai berikut:

K3(3):

Gambar 3.2 Graf Tripartisi Komplit K3(3)
Kemudian diperoleh matriks detournya sebagai berikut,

Vi Vo V3 Vy Vs Vg Vg
8 8 8 8

<

o]
<

| ©

=~
o
oo
oo

0 OO0 OO OO OO OO OO O o©
0 O o0 0 0 0 0 O oo

0 OO0 OO OO OO OO o0 o0
0 0 0 0 0 O O o©
0 0 00 X O O 0 o©
0 0 0 0 O o0 OO o©
0 0 0 O o0 0O 0 oo
0 0 O 0 0 O 0 oo
S o0 0 0 OO OO OO OO
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Setelah mendapatkan bentuk matriks detour di atas, maka akan dicari nilai

eigen dari matriks tersebut, yaitu:

det(\I — DD(K3(3))) =0

=0

=0

0 8 8 8 8 8 8 8 8
8 0 8 8 8 8 8 8 8
8 8 0 8 8 8 8 8 8
8 8 8 0 8 8 8 8 8

8 8 8 8 8 0 8 8 8
8§ 8 8 8 8 8 0 8 8
8§ 8 8 8 8 8 8 0 8

8§ 8 8 8 8 8 8 8 0
0F &8 TBEERNESRERN S G
8 0 8 8 8 8 8 8 8
8 8 0 8 8 8 8 8 8
8 8 8 0 8 8 8 8 8

8 8 8 8 8 0 8 8 8
8 8 8 8 8 8 0 8 8
8 8 8 8 8 8 8 0 8

SIS ERERN NSNSy 8 O

33
-8
-8

000 0O0O0O 0O

1

0 00 0O0O00©O0
001 00O0O0TO00© O
OF 0 O4TY 005G (0

1

000O0O0OT1TO0TO0O0
000O0O0OO0OT1TO0OODO

0

1

1

GOS0, 08 O
000 O0O0O0O 0O

A0 0001 0OOO-|8 88 80388 8 8

A 0 0 0 0O OO O O
0O 400 0 0 O0OOO
0O 0 A 0 0 O0O0O0OO
0 004 0 0 O0O0O

0O 0004 0O0O0OO|-/8 88 80 8 8 8 8

0O 0000 4 0O0O
0O 0000 0 200
0O 000 O O0O0 40

0O 000 O O0O0O0 4

-8
-8
-8
-8

-8
-8
-8
-8
-8
-8
-8
A
-8

-8
6
-8
-8
-8
-8

-8
it
g
-8
-8

-8
-8
-8
-8

=8 3%
-8

A

-8 A

-8 A

i
e
-8
-8
-8
-8
-8

=g

=
-8
-8
-8
-8
-8

-8 =0
-8
-8
-8

-8 A

-8
-8
-8
-8
-8

-8 A

-8
-8
-8

-8
-8
-8
-8

A
-8
-8

-8
-8
-8

maka dengan menggunakan bantuan Maple 12 diperoleh nilai eigen berikut,

=8

64 atau A

A=
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sehingga diperoleh

atas.
Untuk A



64x, —8x, —8x; —8x, —8x; —8x, —8x,

—8x, +64x, —8x; —8x, —8x; —8x, —8x,

—8x, —8x, + 64x; —8x, —8x5 —8x, —8x,

—8x, —8x, —8x; +64x, —8x; —8x, —8x,

—8x, —8x, —8x; —8x, + 64x; —8x, —8x,

—8x, —8x, —8x; —8x, —8x, + 64x, —8x,

—8x, —8x, —8x;

—8x,
—8xg
—8xg
—8x,
—8x, —

—8x,

—8x,=0
—8x,=0
—8x,=0
-8x,=0

8x, =0
—8x, =0

—8x, —8x, —8x, +64x, —8x, —8x, =0

—8x, —8x, —8x; —8x, —8x5 —8x, —8x, +64x;, —8x, =0
—8x; —8x, —8x, —8x, —8x, —8x, —8x, —8x, +64x, =0

maka bahwa solusi umum bagi [(64)] —DD(K, (3))] x =0 adalah

f— e e e e e e e

Jadi basis untuk ruang eigennya sebanyak 1.

Untuk A =-8 vektor eigennya adalah:

sehingga diperoleh

B
Il
S O O O O o o o O

49



—8x, —8x, —8x; —8x, —8x5 —8x, —8x; —8x; —8x, =0

—8x, —8x, —8x; —8x, —8x5 —8x, —8x;, —8x; —8x, =0

—8x, —8x, —8x; —8x, —8x5 —8x, —8x,

—8x, —

—8x, —8x, —8x; —8x, —8x5 —8x, —8x, —8x; —8x, =0

—8x, —8x, —8x; —8x,

—8x, —8x, —8x; —8x,

—8x5 —8x, —8x,

—8x; =8z — O,

_8x8 —

—8x,

8x,=0
8xy =0
—8x, =0

—8x, —8x, —8x; —8x, —8x; —8x, —8x, —8x;, —8x, =0

—8x, —8x, —8x;, —8x, —8x; —8x, —8x, —8x; —8x, =0

S I S S S S S 8P

—tehe

—8x,=0

maka bahwa solusi umum bagi [(—8)1 —DD(K, (3))] x =0 adalah

=58 0, s s ik 0 =08 —hg =1l
X, 0
&, 0
% 0
x= 3% =x,| 0
X5 0
b 0
X 0
L 2 bty

+Xx5

=1

SHE., SROMOMNMCOREO™ O

+Xx,

=Il

O O O OWSMSLS

+X;5

Jadi basis untuk ruang vektor eigennya sebanyak 8.

=il

+X5

S ©O O = O O O ©

=l

|
—_

+Xx;

= e e e = @ 9 @
CECONCEONMCOMINOMICO

+X5

|
—_

S © O O © O = O

+X,

50

|
—_

S ©O O O O o o~

Dari pembahasan di atas, dapat disimpulkan bahwa untuk A = 64 terdapat

satu basis ruang vektor eigen, dan untuk A =—8terdapat delapan basis ruang

vektor eigen, maka spectrum detour graf tripartisi K3(3) adalah

specp,, (K3 (3)) :{

1

64

8

5
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3.1.3 Spectrum Detour Graf Tripartisi Komplit (K3(4))

Bentuk dari graf tripartisi komplit K3(4), sebagai berikut:

K5(4):

\
=~

—ar

N—
}-.‘»_’.

9

Gambar 3.3 Graf Tripartisi Komplit K3(4)
Kemudian diperoleh matriks detournya sebagai berikut,

Vi Vo V3 Vg Vs Vg Vo Vg Vg Vg Vi Vi
Vol OO Ll T 1400 LT LA S|
v, (11 0 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11
v,[11 11 0 11 11 11 11 11 11 11 11 11
v,[11 11 11 0 11 11 11 11 11 11 11 11
v (S REMTTIE ORS00 11 1 11 11
11 11 11 11 11 0 11 11 11 11 11 11
v, (11 11 11 11 11 11 0 11 11 11 11 11|
vg[11 11 11 11 11 11 11 0 11 11 11 11
vy [11 11 11 11 11 11 11 11 0 11 11 11
vel1l 11 11 11 11 11 11 11 11 0 11 11
v, (11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 0 11
vp[11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 0

Setelah mendapatkan bentuk matriks detour di atas, maka akan dicari nilai
eigen dari matriks tersebut, yaitu:

det(Al - DD(K3(4))) =0
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maka dengan menggunakan bantuan Maple 12 diperoleh nilai eigen berikut,

A=121atau A1=-11
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Jadi nilai eigen dari DD(K3(4)) adalah A =121 danA=—11.
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11
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0
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=il
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=11l
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A

-11

11]
11
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—11
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Sedangkan untuk vektor eigen, yaitu

Ax=Ax=0
A 11 -11 —-11 -11 -11 —11 -11 —-11 =11 —-11 —=11][x | [0]
-11 2 =11 =11 =11 =11 =11 =11 =11 =11 =11 —11{{x, | |0
-11 -11 A —11 =11 =11 —11 =11 -11 —11 —11 —11{|x | |0
-11 —-11 =11 42 -11 =11 —-11 =11 —-11 —-11 -11 —11{|x, | |0
-11 —-11 =11 -11 4 =11 —-11 =11 —-11 —11 -11 —11{| x| |0
-11 -11 -11 -11 -11 A -11 -11 -11 -11 —-11 -11||x | |0
—11 1 SN R S B ) W ([ x, | [0
-11 —-11 =11 -11 —-11 =11 -11 A —11 =11 -11 =11||x | |0
-11 -11 =11 -11 -11 =11 -11 =11 2 -11 -11 -11}|x | |0
-11 -11 =11 -11 —-11 =11 —-11 =11 =11 A =11 —11{|x,]| |0
-11 -11 =11 -11 -11 =11 -11 =11 -11 =11 A —11{|x,| |0
|-11 -11 -11 -11 -11 -11 -11 -11 -11 —-11 -11 A |[|x,]| |O]

Kemudian disubtitusikan nilai eigen 4 =121 danA=-11 ke dalam persamaan di
atas.

Untuk A4 =121 vektor eigennya adalah:

[121 -11 -11 -11 =11 =11 -11 -11 —-11 —-11 —-11 —11][ x
=i 1211 g™ W e 1B G- W= IR =1l =11 =il
=il =il g 1211 o=l FliLgTRES T il =il =il =il =il [§f -
=il =il =il 2kl ARE il e gl il =il =il =1L e
-1 -11 -11 -11 121 -11 -11 -11 -11 —-11 —-11 -—11}| x
il S B AR R 1SSl L =1L o [
=il =il =il =il =il =il 20 =i <10 =10 =i = R
SRR S RS S R RSNSOI NS 1 —11 | | x,
-1 -11 -11 -11 -11 -11 —-11 -11 121 —-11 —-11 —11}| x,
-11 -11 -11 -11 -11 -11 -11 —-11 -11 121 —11 —11}|x,
-1 -11 -11 -11 -11 -11 —-11 -11 -11 —-11 121 —11}||x,
-1 -1t =11 =11 =11 =11 —11 =11 =11 =11 =11 121j|x,

|
S O O O O o O o o o o o

sehingga diperoleh
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121x, —11x, —=11x, —=11x, —11x —11x, —11x;, —=11x; —11x, —11x,, —11x,, —11x, =0
—1Lx, +121x, —11x; —11x, —=11x; —11x, —11x; —=11x; —11x, —11x,, —11x,, —11x;,, =0
—1Lx, —11x, +121x, —=11x, —=11x; —11xg —11x;, —=11x, —11x, —11x,, —11x,, —11x,, =0
—11x, —11x, —11x; +121x, —11x; —11x, —11x;, —11x; —11xy —11x,, —11x,, —11x, =0
—11x, —11x, =11x; —11x, +121x, —11x, —11x, —=11x; —11x, —11x,, —11x,, —=11x, =0
—11x, —11x, =11x; —11x, —11x, +121x, —11x;, —11x; —11x, —11x,, —11x,, —=11x, =0
—1Lx, —11x, —11x; —11x, —11xg —11x, +121x;, —11x, —11x, —11x,, —11x,, —11x, =0
—1Lx, —11x, —11x; —11x, —11xg —11x, —11x, +121x, —11x, —11x,, —11x,, —11x, =0
—11x, —11x, —11x; —11x, —11x; —11x; —11x, —11xg +121x, —11x,, —11x,, —=11x, =0
—11x, —11x, —11x; —11x, —11x; —11x, —11x, —11x, —11x, +121x,, —11x,, —11x, =0
—11x, —11x, —11x; —11x, —11x; —11x, —11x, —11x, —11x, —11x,, +121x,, —11x, =0
—1Lx, —11x, —11x; —11x, —11xg —11x, —11x;, —11xg —11x, —11x,, —11x,, +121x, =0

maka bahwa solusi umum bagi [(121)1 -DD(K, (4))] x =0 adalah

=
— = e = e e e e e e e

Jadi basis untuk ruang eigennya sebanyak 1.
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Untuk A =-11 vektor eigennya adalah:

[-11 —11 =11 —=11 =11 =11 =11 =11 =11 =11 =11 =11]] x,
—-11 -11 -11 -11 -11 -11 —11 -11 -11 —-11 -11 -11}|«x,
-11 -11 =11 =11 -11 -11 —-11 —=11 —=11 —11 —11 —11|| x
—-11 =11 -11 =11 -11 =11 =11 -11 -11 —11 -11 -11||x,
—-11 =11 -11 =11 =11 =11 =11 —11 =11 —-11 —11 —11|{ x;
—11 —11 -11 —11 —-11 —11 —11 —11 =11 —11 -11 -11|| x,
—-11 —-11 -11 —11 —-11 -11 —11 -11 —11 —11 —11 -11{|x,
-11 -11 -11 -11 -11 =11 -11 -11 -11 -11 -11 =11|| x
EGP—iil —ilil =l =il =il =11 =i =i =il NEy
21T S S s T e [T 3
—-11 -11 -11 -11 —11 -11 =11 —11 —11 -11" —11 —11|| %
|-11 —-11 =11 -11 —=11 —11 -11 =11 -11 =11 =11 —11||x,]

S O O O O O O o o o o o

sehingga diperoleh

=l =g, =Ilibz, =118y, 1ML @B C e, —pilibe, = il1l:g, =l o =1libs, =1l 1B Bl
ISP E, —di5e, ™= 18 G=ail 1568—"Lilbes—iNiEc, SNSRI bl % = 0
=1l ilsz, Sz, —18k7, =187 W7 il iy, BB AS| 1By, =iz, = 11b7 =il iz, = 11k Sl
=1l Hlil7, Sl 11187, = 18b7 M iz, =1l =iy =g =ilibs, = 8E: ARl
=Lz e —ilibe Syby, —i18be Wb B AIlbe, wilibg, SilEe s Silibs . — B
Sl = 115C°= Llae B2, x S 1EeF SANEE- ESES] SN AR NP 1 ik, = 0
=117 ~Hlbz, s ilils, = iHba Slubye = iliby. —Hlibe =ilibe, iz, = iHbs, =ilibz, ol Bl
—11x, —11x, =11x; —11x, —11xs —11xg —11x, —11x; —11x, —11x,, —11x,, —11x, =0
—11x, —11x, =11x; —11x, —11xs —11xg —11x, —11x; —11x, —11x,, —11x,, —=11x, =0
SN RN BN ey, — 81568 =1 1563 = 181Ec, SNEeaiINoeeaIN iy, £=11x,, =0
SINEASIN S 16157 SINEGRSIF . — 18— 11N e MmNl g —11x,, =0
=Mz, =iz, =i, SREH| by, = 1liby. = ilbe =lliby, =il gy = kg, =il SR S b Al

maka bahwa solusi umum bagi [(—1 DI -DD(K, (4))] x =0 adalah

Xy T Xy T Xy T X T Xg T Xy T Xy T Xg — Xy T Xy T Xy

Jadi basis untuk ruang eigennya sebanyak 11.
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Dari pembahasan di atas, dapat disimpulkan bahwa untuk A4 =121 terdapat
satu basis ruang eigen, dan untuk A4=-11 terdapat sebelas basis ruang eigen,

maka spectrum detour graf tripartisi K5(4) adalah

1 bl

121 —11
specDD(K3(4)):[ }

3.1.4 Spectrum Detour Graf Tripartisi Komplit (K3(5))

Bentuk dari graf tripartisi komplit K3(5), sebagai berikut:
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Gambar 3.4 Graf Tripartisi Komplit K3(5)

Kemudian diperoleh matriks detournya sebagai berikut,
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Setelah mendapatkan bentuk matriks detour di atas,

DD(K,(5)) =

Vi
0
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14
14
14
14
14
14
14
14
14
14
14
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|14

vy
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0
14
14
14
14
14
14
14
14
14
14
14
14
14

V3
14
14
0
14
14
14
14
14
14
14
14
14
14
14
14

Va4
14
14
14
0
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eigen dari matriks tersebut, yaitu:
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maka akan dicari nilai
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maka dengan menggunakan bantuan Maple 12 diperoleh nilai eigen berikut,

A =196 atau A=-14

Jadi nilai eigen dari DD(K3(5)) adalah 4 =196 danA=—-14.

Sedangkan untuk vektor eigen, yaitu
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Kemudian disubtitusikan nilai eigen 4 =196 danA=-14 ke dalam persamaan di
atas.

Untuk A =196 vektor eigennya adalah:

(196 —14 —14 —14 —14 —14 —14 —14 —14 —14 —14 —14 —14 —14 —14][x ] To]
~14 196 —14 -14 —14 —14 -14 -14 —14 —14 -14 -14 —14 —14 —14||y,
-14 -14 196 =14 -14 -14 -14 -14 -14 -14 -14 —14 -14 -14 -14||y,
—14 —14 —14 196 —14 —14 —14 —14 —14 —14 —14 —14 —14 —14 —14||
-14 —14 -14 -14 196 —14 -14 -14 —14 —14 -14 -14 —14 —14 —14|| x,
-14 -14 -14 -14 -14 196 =14 -14 -14 -14 -14 -14 -14 -14 -14||
—14 —14 -14 -14 —14 —14 196 —14 —14 —14 —14 —14 —14 —14 —14||
-14 14 -14 -14 -14 —14 -14 196 -14 -14 -14 -14 -14 —14 —14||x, |=
-14 -14 -14 -14 -14 -14 -14 -14 19 -14 -14 -14 -14 -14 -14||x,
—14 —14 —14 —14 —14 —14 —14 —-14 —14 196 —-14 —14 —14 —14 —14||
-14 -14 -14 -14 -14 —14 -14 -14 —14 -14 196 -14 -14 -14 —14||x,
—14 —14 —14 —14 —14 —14 —14 —14 —14 —14 —14 196 —14 —14 —14||%0
—14 —14 —14 -14 —14 —14 —14 —-14 -14 —14 —14 —14 196 -14 —14||%;
—14 —14 —14 —14 —14 —14 —14 —14 —14 —14 —14 —14 —14 196 —14||*xy,
|-14 —14 —14 —14 —14 —14 —14 —14 —14 —14 —14 —14 —14 —14 196 ||xs | LO]

S O O O O O o O o o o o oo

sehingga diperoleh

196x, —14x, —14x, —14x, —14x5 —14x, —14x, —14x; —14x, —14x,, —14x,, —14x, —14x,; —14x,, —14x,,=0
—14x, +196x, —14x, —14x, —14x, —14x, —14x, —14x, —14x, —14x,, —14x,, —14x,, —14x,; —14x,, —14x,, =0
—14x, —14x, +196x, —14x, —14x, —14x, —14x, —14x, —14x, —14x,, —14x,, —14x,, —14x,; —14x,, —14x,, =0
—14x, —14x, —14x, +196x, —14x; —14x, —14x, —14x; —14x, —14x,, —14x,, —14x,, —14x,; —14x,, —14x,5, =0
—14x, —14x, —14x;, —14x, +196x; —14x, —14x, —14x; —14x, —14x,, —14x,, —14x,, —14x,; —14x, —14x,, =0
—14x, —14x, —14x;, —14x, —14x, +196x, —14x, —14x; —14x, —14x,, —14x,, —14x,, —14x,; —14x,, —14x,5, =0
—14x, —14x, —14x;, —14x, —14x; —14x, +196x, —14x; —14x, —14x,, —14x,, —14x,, —14x,; —14x,, —14x,, =0
—14x, —14x, —14x, —14x, —14x, —14x, —14x, +196x; —14x, —14x,, —14x,, —14x,, —14x,; —14x, —14x,, =0
—14x, —14x, —14x, —14x, —14x, —14x, —14x, —14x, +196x, —14x,, —14x,, —14x,, —14x,; —14x, —14x,;, =0
—14x, —14x, —14x;, —14x, —14x, —14x, —14x, —14x, —14x, +196x,, —14x,, —14x,, —14x,; —14x, —14x,5, =0
—14x, —14x, —14x;, —14x, —14x, —14x, —14x, —14x, —14x, —14x,) +196x,, —14x,, —14x,; —14x, —14x,, =0
—14x, —14x, —14x;, —14x, —14x, —14x, —14x, —14x, —14x, —14x,) —14x,, +196x,, —14x,; —14x, —14x,, =0
—14x, —14x, —14x, —14x, —14x; —14x, —14x, —14x, —14x, —14x,, —14x,, —14x,, +196x,; —14x,, —14x,, =0
—14x, —14x, —14x, —14x, —14x; —14x, —14x, —14x, —14x, —14x,, —14x,, —14x, —14x, +196x,, —14x,, =0
—14x, —14x, —14x, —14x, —14x; —14x, —14x, —14x, —14x, —14x,, —14x,, —14x,, —14x, —14x,, +196x,5 =

maka bahwa solusi umum bagi [(196)1 —DD(K, (5))] x =0 adalah
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Jadi basis untuk ruang eigennya sebanyak 1.

Untuk A =—14 vektor eigennya adalah:

[-14 -14 -14 -14 -14
-14 —-14 -14 -14 -14
—14 -14 -14 -14 -14
-14 —-14 -14 -14 -14
-14 —-14 -14 -14 -14
—14 -14 -14 -14 -14
-14 —-14 -14 -14 -14
—14 -14 -14 -14 -14
—14 -14 -14 -14 -14
-14 —-14 -14 -14 -14
—14 -14 -14 —-14 -14
-14 -14 -14 -14 -14
-14 —-14 -14 -14 -14
By i =il e =il
|-14 -14 -14 -14 -14
sehingga diperoleh
—14x, —14x, —14x; —14x, — 14 x,
—14x, —-14x, —14x; —14x, — 14 x,
—14x, —-14x, —14x, —14x, — 14 x;
—14x, —-14x, —14x, —14x, — 14 x;
—14x, —-14x, —14x, —14x, — 14 x;
—14x, —14x, —14x, —14x, — 14 x;
—14x, —-14x, —14x, —14x, — 14 x;
—14x, -14x, —14x, —14x, — 14 x;
—14x, —14x, —14x, —14x, — 14 x;
—14x, —14x, —14x, —14x, — 14 x;
—14x, —-14x, —14x, —14x, — 14 x;
—14x, —-14x, —14x, —14x, — 14 x;
—14x, —-14x, —14x, —14x, — 14 x;
—14x, —-14x, —14x, —14x, — 14 x;
—14x, —-14x, —14x, —14x, — 14 x;

~14
~14
~14
~14
~14
~14
~14
—14
—14
~14
-14
~14
~14
—14
~14

—14 x,
—14 x,
- 14 x,
- 14 x,
- 14 x,
- 14 x¢
- 14 x¢
- 14 x¢
- 14 x¢
—14 x¢
- 14 x¢
- 14 x¢
- 14 x¢
- 14 x,
- 14 x¢

~14
~14
—14
—14
~14
~14
~14
~14
—14
~14
—14
~14
~14
—14
~14

—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,

-14 -14
—14 -14
14 -14
-14 -14
-14 -14
14 -14
14 -14
14 -14
14 -14
—14 -14
14 -14
14 -14
—14 -14
14 -14
—14 -14

— 14 x,
— 14 x
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,

—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,

-14 -14
-14 -14
14 -14
-14 -14
-14 -14
L8 — i
-14 -14
14 -14
14 -14
-14 -14
14 -14
-14 -14
—14 -14
14 -14
-14 -14

—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,

~14
~14
—14
~14
~14
~14
~14
~14
—14
~14
~14
~14
~14
-14
~14

—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,

-14 -14 -147[x 7 [o]
14 -14 -14||x
14 14 14|y,
—14 —14 14|,
14 -14 —14||x
14 —14 —14]| 4,
—14 —14 14|,
—14 -14 —14||yx |=
14 —14 14| g,
14 -14 —14||x
14 —14 —14||x,
14 —14 —14||x,
14 —14 —14||x;
14 -14 —14||x,
—14 —14 —14][xs] LO]

—14x,
-14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,
—14x,

@
S © O OO O O O O o © o o © o

—14x,-14x, —14x, =
—14x,-14x, —14x, =
—-14x, -14x, —14x,5 =
—-14x, -14x, —14x,5 =
—-14x, -14x, —14x,5 =
—14x, -14x, —14x,5 =
—-14x, -14x, —14x,5 =

—14x, —14x,, =14 x4

—-14x, -14x, —14x,5 =
—-14x, -14x, —14x,5 =

—14x, —14x,, —14x

—-14x, -14x, —14x,5 =
—-14x, -14x, —14x,5 =

—14x, —14x, —14x

—14x, -14x, —14x,5 =

60
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maka bahwa solusi umum bagi [(—14)1 -DD(K, (5))] x =0 adalah

TXy Ty Ty T X T X T Xy T Xy T Xy T Xy T Xy T X T Xy T Xy T s

Jadi basis untuk ruang eigennya sebanyak 14.
Dari pembahasan di atas, dapat disimpulkan bahwa untuk A =196
terdapat satu basis ruang eigen, dan untuk A =—14terdapat empat belas basis

ruang eigen, maka spectrum detour graf tripartisi K3(5) adalah

196 -14
SPeCDD(Ks,s,s): 1 14 |
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3.1.5 Pola Spectrum Detour Graf Tripartisi Komplit (K3(n))
Berdasarkan penyelidikan spectrum detour dari graf tripartisi komplit
K3(n) , dapat dibuat tabel sebagai berikut:

Tabel 3.1 Spectrum Detour Graf Tripartisi Komplit K3(n)

No. Graf Tri?;sr(t’if)i) Komplit specpp(K;(n))

RS -5

{ K5(2) specDD(K3(2)):{ 1 5 }
64 -8

A K5(3) spec,p (K, (3)):{ 1 3 }

121 -11

; Ks(4) spec,, (K(4)) = { }

1 11

) » (k.(5)-| 1% 14
5(5) SpeCpp\L, 1 14

Berdasarkan pola spectrum detour dari graf tripartisi komplit (K3(n)) pada
tabel di atas, dapat diperoleh kesimpulan bahwa bentuk umum dari spectrum

detour dari graf tripartisi komplit K3(n) adalah

(3n— 1)2 —(3n- 1)}

specp,, (K3 (n)) = { ! (3n - 1)

dengan n adalah banyaknya titik (verfex) pada setiap partisi komplit dan »

bilangan asli. Sehingga dapat diberikan sebagai berikut.
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Lemma 3.1
Jika Vi, V,, V3 adalah partisi-partisi yang memiliki himpunan titik-titik,
untuk Vi={viy, vio, via, o vin}, Vo={vor, vao, vas, Lvan}, Va={var, vas, v,
..,v3,} pada K3(n), maka Pj3, adalah panjang lintasan terpanjang dengan
sebesar 3n — 1.

Bukti

Misalkan graf K3(n) digambarkan sebagai berikut:

Vit
NACE o
v
v
V22
van
V3 5
I Vi,
V3,

dengan V), V,, V3 adalah partisi dari K3(n), maka akan diperoleh panjang

lintasan terpanjang dari dua kemungkinan, yakni

(1) dari satu titik pada satu partisi dan berakhir di satu titik lain pada
partisi yang sama.

(i1) dari satu titik pada satu partisi dan berakhir di satu titik lain pada

partisi lain yang berbeda.
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Untuk kemungkinan (i) dimulai dari V;, maka dapat dibuat jalan berikut:
Pz, = {V11, V21, V31, V12, V22, V325 <« o5 Vi(n-1)s V2(n-1)s V3(n-1)s V2n> V3n, Vln},
Analog apabila dimulai dari V, atau V3, sehingga berdasarkan teorema 2.13
secara umum diperoleh panjang lintasan terpanjang Pz, adalah 3n—1.
Untuk kemungkinan (ii) dimulai dari V;, maka dapat dibuat jalan berikut:
P3, = {vi1, Va1, V31, V12, V22, V32, ..., Vim-1)> V2(n-1)> V3(m-1)> Vin, V2n, Vin),
Analog apabila dimulai dari V; atau V3, sehingga berdasarkan teorema 2.13
secara umum diperoleh panjang lintasan terpanjang P3, adalah 3n—1.
Karena untuk kemungkinan (i) dan (ii) memiliki panjang lintasan
terpanjang 3n—1. Terbukti bahwa panjang lintasan terpanjang Vi, V,, V3

pada K3(n) untuk n > 2 adalah 3n—1.m

Teorema 3.2

Jika K3(n) adalah graf tripartisi komplit dengan titik n > 2 dan n banyaknya

titik di setiap partisi, maka

Bn-1F - (3n—1)}

specDD(K3(n))={ . (3n—1)

di mana specpp(K3(n)) adalah spectrum detour dari graf tripartisi komplit

dan n bilangan asli.

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



Bukti

65

Misalkan DD(K3(n)) adalah matriks detour adjacent dari K3(n), maka

DD(K;(n)) =

[0  3n-1 3n-1 3n—1]
3n—1 0 3n—1 3n—1
3n—1 3n-1 0 3n—1
| 3ng 1 Snesl Bl 0 T,

Dari matriks detour adjacent di atas, maka akan dicari nilai eigennya

dengan menentukan det(Al — DD(K3(n)))=0

Fiw 02 0] [ 0 3n-1 3n-1 3n—1]

01 0 0 3n—1 0 3n—1 3n—1

A0 01 ... 0 —|13n—-1 3n-1 0 3n—1 =0
- YU : : : . :

LRGN O U] L, S €257 LS00 gl 7 - gk 0 1 .5
A -(3Bn-1 -Gn-1 - (Bn-1)

—(Bn-1 A -Bn-1 —@Bn-1)

—Bn-1) -@Bn-1 A —(Bn-1)|=0

-Bn-1 -GBn-1) —-Gn-1 A

kita kalikan matriks di atas dengan, sehingga diperoleh

A

—(Bn-1)

1
A
—-(Bn-1
A
. —Gn-D
1 1

—(Bn-1
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dimisalkan A'= , maka
(Bn-1
-1 1 1 - 1
1 -A 1 1
1 1 - gt® S
.y

Melalui operasi baris elementer, matriks det(Al — DD(K3(n))) direduksi

menjadi matriks segitiga atas diperoleh,

-2 1 1 1 1 1
0~ (A+1) (A+) (A+1) - (A+)
A A A A A
. ~ - A2-1)(1-2) (A+D) (A+1) - (A+D)
A-1 zﬂ'—l A-1 A-1
0 0 0 e (A+1) (A+)
A2 2/7,'—2 A2
0 0 0 0 il )1 e @+
(ﬂ.'.—3) i /7,'.—3
: : : ; : ° , : ' ,
0 0 0 0 0 B —(A*-Bn-2)3n-1)A-GBn—-1)")
A-3n-2)3n-1) .

Sehingga det(Al — DD(K3(n))) tidak lain adalah hasil perkalian diagonal
matriks segitiga atas tersebut. Jadi diperoleh
det(M — DD(K5(n)))=(A" — (3n — 1)( A +1)>""!
karena det(DD(K3(n)))=0, maka
A =@n-1)(A+1)"'=0
Sehingga didapat nilai eigen A’ = (3n — 1) atau A’ = — 1, karena

Al

= ——— maka nilai eigen diperoleh
—(Bn-1
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A'=(3n-1) A=-1
A =3n-1) atau A =—
Bn-1) (Bn-1)
A=0Bn-1) A=—(3n-1)

Sedangkan untuk vektor eigennya, yaitu

Ax=Ax=0
P o T N SRR Ny N
1 -4 1 - 1 X, 0
1 INAVEW 1 =0

: . : )
Dl R

Kemudian, akan dibuktikan bahwa untuk A = 3n — 1) % akan didapatkan
banyaknya basis vektor eigen adalah 1.

untuk A = (3n — 1) akan didapatkan

B _1\2
<3(';1>D 1 1
(37— . - A
: (Bn-1) 1 4 )
X 0
—3n-1 2
; Gn-1’ =10
— (3n -1) \ X(3n-1) :
: : o 0
I I 1 Gnoh® | =
i —(3n-1) |
—(@Bn-1) 1 1 1] x | [0]
1 -Bn-1) 1 1 X, 0
1 1 -Bn-1) - 1 ol=lo
: : : : Xon | |
! 1 1 o =Gn-|| x, | |0]

Dengan mereduksi matriks di atas menjadi bentuk eselon tereduksi baris,

maka didapatkan
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1 0 0 1] x | [0]
o100 - -1 X, 0
0 0 1 -1 : =0
T :
000 - 0] x, | |0
Kemudian didapat x;= x3,, x,= x3,, ..., X(3n—1)= X3n
Sehingga diperoleh x;= xo= ... =x@3, - 1)= Xx3,. Misal x3,=s maka vektor
eigennya adalah
A b4 1 [s] [1]
X s 1
Sl = = =g
X3n1) K 1
| %, | 5] 1]

Jadi didapatkan banyaknya basis ruang eigen untuk A = (3n — 1)* adalah 1.

untuk A = — (3n — 1) akan didapatkan

% 1 1
— Gn— - N
L (3 1) 1 ey
—(Gn-1) 2y
=y ;=0
1 N = 1 _
_ —@Gn-1 _ Fann ||
. . > Z_ | x3n ] _O_
I ~(Bn-1)
111 1] x | [0]
111 1] x 0
111 1 =0
. X3n-1)

11 - 1) x, | 0]
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Dengan mereduksi matriks di atas menjadi bentuk eselon tereduksi baris,

maka didapatkan

111 1l x 1 [o]
0 0O 0 X, 0
0 0O 0 =
R g | 0
| O 0 05 e e e sk 08

Kemudian didapat x;+x2+ ...+ X3, - 1)+x3,=0

Sehingga diperoleh  xj= — xo — x3 — ... — X3, - 1) — X3, Maka vektor
eigennya adalah
X, SN T B I
X X3,
S, = : T XGn-1)
X3n-1)
| X, | L X A

Jadi didapatkan banyaknya basis ruang eigen untuk A = — (3n — 1) adalah

(Bn-1).

Jadi terbukti bahwa spec, (K.(n))=
)4 DD( 8 ) { 1 (3n_1)

(B3n-1) —(3n—1)} /
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3.2. Spectrum Detour dari Graf 4-partisi Komplit (K4(n))

Diberikan graf 4-partisi komplit K4(n) dengan n banyaknya titik di setiap
partisi dengan titik n > 2 untuk »n bilangan asli dan memiliki titik-titiknya, yaitu
V={vi, v, V3, V4, V5, ..., Vi }.

3.2.1 Spectrum Detour Graf 4-partisi Komplit (K4(2))

Bentuk dari graf 4-partisi komplit K4(2), sebagai berikut:

Vi W
Ki(2):
V8 V3
q V4
V6 Vs

Gambar 3.4 Graf 4-partisi Komplit K4(2)
Kemudian diperoleh matriks detournya sebagai berikut,

Vi Vy V3 Vg Vs Vg V; Vg

i e ] 7
w|7 0777777
w7 7077777
77707777

PO D=0 0 7 7 0 7 7 7]
5
v%l7 7777077
77777707
wl7 777777 0]
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Setelah mendapatkan bentuk matriks detour di atas, maka akan dicari nilai

eigen dari matriks tersebut, yaitu:

=0

det(Al — DD(K4(2)))

o7 7 7 7 777

70 7 7 7 7 77

7T 7 0 7 7 7 7 7

TR T 0T Ry, 7
T AT 1R 0 R A
7 TAD TEXNT 0 %
7 7 TYL {37 0

TN T O Ty, 7 T

O T Tl Y¥N%E T

U Ash 77 U0 T

7140 P s

V7ol WUNE S

V B U
a8 0 U
I 1T
T 7 7 7T 7 7 70

000O0O0TO0© O

1

0

1
0
0

0 00 0 OO

1

00 0 0O

0 00

1

0 000 OO

1

0 L0080 0

0
0

1

0

1

(fal)” 0y 0 0

0 00O0O0O0TPO

0 00N 154080 0N
A

ASSUROF SORSOSNO R0 B40

SR IR0 SO0 W0 BFO

0O 04 0 0 0 OO

O {0 Q0 Nl Oy O

U0 ™ 050 /0 Qi
0 00004 00
U0 O i O &4 K0
0O 000 0 0 0 4

§
y7
-7
~7
~7
-7
~7

=7
=7
o /,
-7
-7
=7
A
=7

=7
=7
=7
=7
=7

=7
=7
=7
7

=7
=7
=7

]
7
y1
i
—7
i
—
-7

—g/
A
=7
=7
=7
=7/
s
=7

A
=7
=7
=1
=7
=7
-
=7

A
="
it
=7
=17

A
g
-7
=17

A
-7
=17

maka dengan menggunakan bantuan Maple 12 diperoleh nilai eigen berikut,

=7

49 atau A

1=

49 danA=-7.

Jadi nilai eigen dari DD(K4(2)) adalah A



Sedangkan untuk vektor eigen, yaitu

S O OO ©O o © o
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Kemudian disubtitusikan nilai eigen 4 =49 danA=-7 ke dalam persamaan di

atas.
Untuk 4 =49 vektor eigennya adalah:

[49 -7 -7 -7 -7 -1
—7 490 —} =7 -7 -1
=49 fe T A
-7 -7 -7 49 7- -7
-7 -7 -7 -7 49 7

sehingga diperoleh,

49x, —Tx, —Tx; —Tx, —Tx

=73,

=735,

P S Tt = Tes = ey = 11o%, — o

=Tx; =Tx, +49x;, — Tx, — Txs

Sl

—Tx,

=Tx,=Tx, =7x; +49x, = Tx; = Tx, = 7x,
=Tx, =Tx, =Txy=Tx, +49%5 = Txg = Tx;, = Tx, =0
=Tx, = Tx, =Tx;—Tx, —Txs +49x, — Tx,
= Tx, = Tx, =Tx;=Tx, =Txs —Txg +49x, = Tx, =0
=Tx, =Tx, =Tx, = Tx, = Tx5 —Txs —Tx, +49x, =0

maka bahwa solusi umum bagi [(49)1 —-DD(K, (2))] x =0 adalah

7%, =0
—Tx, =0
-Tx, =0
-7x,=0

-Tx, =0

e e e e e e @




Jadi basis untuk ruang eigennya sebanyak 1.

Untuk A4 =-7 vektor eigennya adalah:

S O OO © O O© O

sehingga diperoleh,

=T5%) = Ty = Uy = 1%y = 1oy = 1o%; = 10%, = 735, S0
=T8S, = el = Tedy = 1% = 1353 = 1%, = 1o =0
=T[5, =15y = oy = o, = Wiy = T3z, = o, = Naz, =0
—Tx, = Tx, —Tx; —Tx, —Txs —Txg —Tx, —Tx; =0
a0y = 105 = ooy = Hews = 155 =g be —{(
—Tx, = Tx, =Tx; =Tx, = Tx; =Txg —Tx, = Txy =0
=Tx, = Tx, =Tx; =Tx, = Tx; = Txg —Tx, = Txg =0

=Tx, =Txy, =Tx;=Tx, = Txs = Txg = Tx; = Txg =0

maka bahwa solusi umum bagi [(—7)1 -DD(K, (2))] x =0 adalah
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= = X X X X |

Jadi basis untuk ruang eigennya sebanyak 7.
Dari pembahasan di atas, dapat disimpulkan bahwa untuk A =49 terdapat
satu basis ruang eigen, dan untuk A = -7 terdapat empat belas basis ruang eigen,

maka spectrum detour graf 4-partisi K4(2) adalah

49 -7
specDD(K4(2))={ ] . }

3.2.2 Spectrum Detour Graf 4-partisi Komplit (K4(3))

Bentuk dari graf 4-partisi komplit K4(3), sebagai berikut:

Gambar 3.5 Graf 4-partisi Komplit K4(3)



Kemudian diperoleh matriks detournya sebagai berikut,

Ve
DD(K,(3)) =

Vs
Vg
Vg
Vio

Vi

Via |

vy

[0

11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11

V2
11
0
11
11
11
11
il
11
11
11
11
11

V3
11
11
0
11
11
11
11
il
11
11
11
11

Vq
11
11
11
0
11
11
11
11
11
11
11
1|1l

Vs
11
11
11
11
0
11
11
11
11
11
11
11

Ve
11
11
JLf
11
11
0
111l
11
11
11
11
11

Vs
11
11
11
11
11
11
0
11
i1l
11
11
11

Vg
11
11
11
11
11
11
11
0

11
11
11
11

Vo
11
11
11
11
11
11
11
11
0
11
11
11

Vio Vi1

11
11
11
11
11
11
11
11
11
0
11
11

11
11
11
11
11
11
11
ILIT
11
11
0
11

Vi

11]
11
11
11
11
11

1y

11
11
11
11
0
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Setelah mendapatkan bentuk matriks detour di atas, maka akan dicari nilai

eigen dari matriks tersebut, yaitu:

S O O O O O o o o o o~

S O O O O O O o o o~ O

S O O O O o o o o~ o o

S O O O OO O o~ O O O

S O O O O O o ~= O ©o © o

S O O O O O O O O O O

=laole o o O © O @ @ =@ =

S O O O R O O O O O o o

=Bl - O © @ O O (@@= (=)

S O R O O O O O O o o o

=l = e 5 o @ =Ffe = =

det(AI - DD(K4(3))) =0

_ 0 O O O O O O o o o o

0
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11

11

11
0
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11

11
11
0
11
11
11
il
11
11
11
11
11

11
11
11
0
11
11
11
11
11
11
11
11

11
11
11
11
0
11
11
11
11
1L
11
11

11
11
11
11
11
0
11
11
11
11
11
11

11
11
11
11
11
11

11
11
11
11
11

11
11
11
11
11
11
11

11
11
11
11

11
11
11
11
130
11
11
11

11
11
11

11
11
11
11
11
11
11
11
11

11
11

11
11
11
11
11
11
11
11
11
11

11

11]

11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
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S O O O O O O O O O o

maka dengan menggunakan bantuan Maple 12 diperoleh nilai eigen berikut,

S O O O O O O » O o O o

S O O O O O O o o o o

S O O O O O O o o o o

S O O O & OO0 O o o o o
S O O & O O O O O o o o

A
=l
=il
-11
il
=14l
=1l
il
-11
=il
=l
Ll

1

000
000
000
000
000
000
000
000
000
A0 0
N0
0 0 A
-11 -11
A -1
-1 2

~11 -11
-1 -11
-11 11
L |
b T 1l
-11, -11
=1 S
-11 -11
1 -

A=121atau A=-11

0
11
11
11
1
11
11
11
11
11
11
11
11
~11
11
2
11
11
11
11
~11
11
-1
%

11
0
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
=il
—-11
=11l
—-11
A
L1l
=1l1]
=111
=il
=]l
—-11
=

11
11
0
11
11
11
11
11
11
11
11
11

11
11
11
0
11
11
11
11
11
11
11
11

=il
=il
=11l
=111l
=111l

A

=1
il
-11
—11
-11
i1

11
11
11
11
0
11
11
11
11
11
11
11
—-11
—-11
=il
-11
F il
—-11
A
=1l
-11
=111l
=11l
—11

11
11
11
11
11
0
11
11
11
11
11
11

11
11
11
11
11
11
0
11
11
11
11
11

—-11
-11

=111l

=11

=l

=l

=11l
A

—-11

=11l

—-11

=11l

Jadi nilai eigen dari DD(K4(3)) adalah A =121danA=-11.

Sedangkan untuk vektor eigen, yaitu

A
-11
-11
-11
-11
-11
-11
-11
-11
-11
-11
—11

—11

-11
-11
-11
-11
-11
-11
-11
-11
-11
-11

—11
-11

-11
-11
-11
-11
-11
-11
-11
-11
-11

—11
-11
-11

-11
-11
-11
-11
-11
-11
-11
-11

—11
-11
-11
-11

-11
-11
-11
-11
-11
-11
-11

—11
-11
-11
-11
-11

-11
-11
-11
-11
-11
-11

—11
-11
-11
-11
-11
-11

-11
-11
-11
-11
-11

—11
-11
-11
-11
-11
-11
-11

-11
-11
-11
-11

—11
-11
-11
-11
-11
-11
-11
-11

-11
-11
-11

—11
-11
-11
-11
-11
-11
-11
-11
-11

-11
-11

—11
-11
-11
-11
-11
-11
-11
-11
-11
-11

-11

11
11
11
11
11
11
11
0
11
11
11
11
—-11
=il
—11
=1l
=il
—-11
=11l
=11l
A
=11l
—-11
=11l

—11]

-11
-11
-11
-11
-11
-11
-11
-11
-11
-11

11
11
11
11
11
11
11
11
0
11
11
11
il
—-11
=il
-11
—-11
=1l
=il
=1l
—-11
A
-11
=11l

11
11
11
11
11
11
11
11
11
0
11
11

11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
0
11

-11
—-11
=il
—-11
=11l
-11
=11l
=11l
—-11
=il1l

A

—-11

SCoocoocoococoo oo oo

11]
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
0_
~11
-11
%1
—11
—11
~11
~11
—11
~11
~11
~11

A
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Kemudian disubtitusikan nilai eigen 4 =121 dan4=-11 ke dalam persamaan di
atas.

Untuk A =121 vektor eigennya adalah:

(121 —11 —-11 =11 =11 =11 =11 =11 —-11 —11 =11 =11]] x,
—-11 121 -11 =11 =11 =11 -11 —=11 =11 —-11 —-11 -11}|«x,
-11 -11 121 -11 =11 =11 =11 -11 —-11 =11 -11 -11||x,
-11 -11 -11 121 =11 -11 -11 =11 -11 =11 =11 -11}|«x,
-11 -11 -11 =11 121 =11 -11 =11 -11 -11 —11 -11|| x
-11 -11 -11 -11 =11 121 =11 =11 -11 -11 -11 —11}| x,
-11 -11 -11 =11 =11 =11 121 =11 -11 -11 -11 =11} x,
-11 -11 =11 =11 =11 =11 =11 121 -11 -11 -11 -11||x
-11 -11 -11 =11 =11 =11 =11 =11 121 -11 -11 -11||x,
-11 -11 -11 =11 -11 =11 =11 =11 -11 121 =11 -11||x,
-11 -11 -11 =11 =11 =11 =11 =11 -11 -11 121 -11||x,
|-11 —11 —11 =11 =11 =11 =11 =11 -11 =11 -11 121 ||x, |

|
S O O O O O o o o o o o

sehingga diperoleh

121x, —11x, —11x; —11x, —11x; —11x, —11x;, —11x; —11x, —11x,, —11x,, —=11x, =0
—11Lx; +121x, —11x; —11x, —11x; —11x, —11x; —11x, —11x, —11x,, —11x,, —11x,, =0
—1Lx, —11x, +121x, —11x, —11x; —11xg —11x;, —11x, —11x, —11x,, —11x,, —11x, =0
—11x, —11x, —11x; +121x, —11x; —11x, —11x;, —11x; —11x, —11x,, —11x,, —=11x, =0
—11x, —11x, —11x; —11x, +121x, —11x, —11x, —11x; —11x, —11x,, —11x,, —=11x, =0
—11x, —11x, —11x; —11x, —11x; +121x, —11x;, —11x; —11x, —11x,, —11x,, —=11x, =0
—1Lx, —11x, —11x; —11x, —11xg —11x, +121x, —11x, —11x, —11x,, —11x,, —11x, =0
—1Lx, —11x, —11x; —11x, —11xs —11x, —11x, +121x, —11x, —11x,, —11x,, —11x, =0
—11x, —11x, —11x; —11x, —11x; —11x, —11x, —11xg +121xy —11x,, —11x,, —=11x, =0
—11x, —11x, =11x; —11x, —=11x; —11x, —11x, —11x, —11x, +121x,, —11x,, —11x, =0
—11x, —11x, =11x; —11x, —=11x, —T1x, —11x, —11x, = 11x, —11x,, +121x,, —=11x, =0
—10x, —1lx, —11x; —11x, —11xg —11x, —11x; —1lxg —11x, —11x,, —11x, +121x, =0
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maka bahwa solusi umum bagi [(121)1 -DD(K, (3))] x =0 adalah

X

Jadi basis untuk ruang eigennya sebanyak 1.

Untuk A =-11 vektor eigennya adalah:

sehingga diperoleh

=11 =118 =11 S=118 =11 -1
il S0 =gl —pli i
— 11 =11 LTI 1§ A
=111l =iy =11 —i§ i —ii
=11 1] e PR PN | S
i1l =il =il =l —jhl Sy
=il “=iilf =iy =Nl jh]
=il =ikf=ill =ii =il
11 =il =i ESERPE ] i
=il =il =il =il =il =il
il =il =il =il =il =il
=il =il =il =il =il =il

=1l
S 10
=l
—-11
—-11
—-11
>l
=1,
—-11
—-11
=1l
—11

=Ll
—-11
—11
=l
-11
=g
-11
—11
—-11
=11l
=111
—11

-11
—-11
-11
—-11
-11
—-11
—11
—11
—11
=14l
—-11
—11

—11
—-11
—11
—-11
—11
—-11
=11l
=il
—-11
—11
—-11
—11

—11
—-11
—11
—-11
—11
—-11
—11
—11
—-11
—11
—-11
-

—11]
-11
=11
-11
=11
=
=il
= 1
-11
A1
-11

~11]
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SO O O O O O O O o o o o

=10l —11x, =11x; —11x, —=11x; —11xg —11x; —11x; —11xy —11x, —11x,; —11x, =0
—11x, —11x, =11x; —11x, —=11x; = 11xg —11x; —11x, —11xy —11x,, —11x,;, —11x,, =0
—11x, —11x, =11x; —=11x, —=11x; = 11xg —11x; —11x; —11xy —11x,, —11x,;, —11x,, =0
—11x, —11x, =11x; —=11x, —=11x; = 11xg —11x; —11x; —11xy —11x,, —11x,;, =11x, =0
—11x —11x, =11x; —=11x, —=11x; —11xg —11x; —11x, —11xy —11x,, —11x,;, —11x, =0
—11x —11x, =11x; —11x, —=11x; = 11xg —11x; —11x; —11xy —11x,, —11x,, —11x, =0
—11x, —=11x, =11x; —11x, —=11x; = 11xg —11x; —11x, —11xy —11x,, —11x,;, —11x, =0
—1Ix, —11x, =11x; —11x, —11xs —11x, —11x, —11x, —11x, —11x,, —11x,, —11x,, =0
—1Ix, —11x, =11x; —11x, —11xs —11x, —11x, —11x, —11x, —11x,, —11x,, —11x,, =0
—1Ix, —11x, =11x; —11x, —11xs —11x, —11x, —11x, —11x, —11x,, —11x,, —11x,, =0
—1Ix, —11x, —=11x; —11x, —11xs —11x, —11x, —11x, —11x, —11x,, —11x,, —11x,, =0
—1Ix, —11x, —=11x; —11x, —11xs —11x, —11x, —11x, —11x, —11x,, —11x,, —11x,, =0
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maka bahwa solusi umum bagi [(—1 DI -DD(K, (3))] x =0 adalah

TXy T Xy T Xy T X T Xg T Xy T Xy T Xy T Xy T Xy T X

Jadi basis untuk ruang eigennya sebanyak 11.

Dari pembahasan di atas, dapat disimpulkan bahwa untuk A4 =121 terdapat
satu basis ruang eigen, dan untuk A =—11terdapat sebelas basis ruang eigen,
maka spectrum detour graf 4-partisi K4(3) adalah

121 —-11
i 6N

specDD(K4 (3)) ={
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3.2.3 Spectrum Detour Graf 4-partisi Komplit (K4(4))

Bentuk dari graf 4-partisi komplit K4(4), sebagai berikut:

Vi V2 Vi V4

Vi2 Vil Vio V9

Gambar 3.6 Graf 4-partisi Komplit K4(4)

Kemudian diperoleh matriks detournya sebagai berikut,

DD(K,(4) =

Vi

0
155
15
15
15
15
1S
15
15
15
15
15
15
15
15
15

£
15
0
15
15
15
15
15
15
15
15
15
15
15
15
15
15

s
15
15
0
15
15
15
15
15
15
15
15
15
15
15
15
15

Vs
15
15
15
0
113
15
15
15
15
15
15
15
15
15
15
15

Vs Vg V7 Vg Vo Vig Vi1 V2 Vi3

15 15 15 15 15 15 15 15
15 15 15 15 15 15 15 15
15 15 15 15 15 15 15 15
13y 18 15 15 15 15 18
0 15 15 15 15 15 15 15
I5 0 15 15 15 15 15 15
1SRRI ORSISWS5™ | 5__SH8'5
I5 15 15 0 15 15 15 15
15 15 15 15 0 15 15 15
15 15 15 15 15 0 15 15
15 15 15 15 15 15 0 15
15 15 15 15 15 15 15 O
15 15 15 15 15 15 15 15
15 15 15 15 15 15 15 15
15 15 15 15 15 15 15 15
15 15 15 15 15 15 15 15

Via Vis Vis

15]

15
15
15
15
15
15
15
15
15
15
15
15
15
0
15
15

15
15
15
15
15
15
15
15
15
15
15
15
15
15
0
15

15
15
15
15
15
15
15

15

15
15
15
15
15
15
0

80

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



81

Setelah mendapatkan bentuk matriks detour di atas, maka akan dicari nilai
eigen dari matriks tersebut, yaitu:

det(Al — DD(K4(4))) =0

0 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15]
15 0 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15
15 15 0 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15
15 15 15 0 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15
15 15 15 15 0 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15
15 15 15 15 15 0 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15
15 15 15 15 15 15 0 15 15 15 15 15 15 15 15 15
15 15 15 15 15 15 0 15 15 15 15 15 15 15 15
15 15 15 15 15 15 15 15 0 15 15 15 15 15 15 15
ISENISENISERISEIS SIS NI SIS ENSEORNIS IS IS TS WS 15
15815 RISEISEISEISEISESISEISEISEORNSEIS RIS, 1 581 5
15B1ES5 RIS STISEIS IS EISESEISERISEORIS SIS 'k
15R15 {5 15 JSEISHISEISEISEISESIISEORNSNE B
1SS JISETS FISETSSISEISESISRISEISEISEISEORNE (k5
15SH1S, (58 15 FS 457315 BISEISMISESEISISEISE0 iS5
[ILSERLS] TSRS 1SEN Salls JISEISEISENISEISERISEISHIS KO

S O O O OO OO0 O O o o o o o~
S O O O O o o o o0 o o o o o~ O
S O O O OO0 O O O O o o o =00
S O O O O o o o o o o o~ o oo
OO ORSHORONOCNONE OR— O © O ©
SO O O O O O O O O o~ O o o o o
S O O O O o o o o = 0O oo o o oo
ONCESEONGOHONONORERCHONGL ORO © ©
ONCEONONONOBONTIOBONONONS &L © O
OO0 O OO = O B O O OROTO O©
ONONC ONOCONENORONORESHORORONS G)f ©
ONC ONONEHONONSEON OMONORONOIO Jo
O SNSEEIIOCMONONEONORCESOESORCRONS
RS EFHORC SEONOEOEONCINONORONON O
O =HLO Ol oS O © OO O ORO O OO
e oo Nare o E @ = © @ e @ &2 &
I

0 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15]
15 0 1515 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15
1515 0 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15
151515 0 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15
15151515 0 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15
151515 15 15 0 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15
15 15 15 15 15 15 0 15 15 15 15 15 15 15 15 15
15 15 15 15 15 15 15 0 15 15 15 15 15 15 15 15
151515 15 15 15 15 15 0 15 15 15 15 15 15 15
151515 15 15 15 15 15 15 0 15 15 15 15 15 15
15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 0 15 15 15 15 15
15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 0 15 15 15 15
1515 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 0 15 15 15
15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 0 15 15
15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 0 15
15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 0

S O OO OO OO OO O OO O O N
=l e ==l olel ==l S e}
[=lel e =R =-eolalole e R N = =}
S O O O O O O O o o o »Oo o o
O O O O O O O O O OO O o o o o
S O O O OO O O O O »OoO O o o o
S O O O O O O O O »O O o o o o
S O O O O O O O O OO o o o o

O O O O O O O »O O O o o o o o
& SHEONOHNONCENEONONONOMS" O a0 OmS)
S SENONONOMSEONONONONONO (OO OIS
SO O O O & O O O OO O o o o o o
S O O & O O O O O O o o o o o o
COECSESEOEESEORONEC OBOHEONSO O OGO
SO O O O 0 O O o0 o o o o o oo
S e @ e @ @ e e =ik ope )
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A =15 =15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -1
-15 4 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 —-15 -15 -15 —-15 -15 -1
-15 -15 A -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -1
-15 -15 =15 4 -15 -15 =15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -1
-15 -15 =15 -15 4 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 —-15 —-15 -15 -1
-15 =15 =15 -15 =15 A —15 —15 —15 —15 —15 —15 —15 —15 —15 -1
-15 -15 -15 -15 -15 -15 4 -15 -15 —-15 -15 -15 -15 —-15 —-15 -1
-15 =15 =15 -15 =15 —-15 =15 A -15 =15 —15 —15 —15 —15 —15 -1

15 —15 —15 =15 —15 <15 —15 <15 A =I5 =I5 15 —15 -15 —15 —1§ *

-15-15-15 =15 -15 -15 =15 =15 -15 4 =15 =15 -15 -15 -15 -1

-15 =15 -15 =15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 A1 =15 =15 -15 -15 -1

-15 -15 =15 =15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 4 -15 -15 -15 -1

-15 -15 =15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 A =15 -15 -1

-15 -15 -15 -15 =15 =15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 4 -15 -1

-15 =15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 =15 -15 -15 4 -1

-15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 =15 -15 -15 -15 =15 -15 -15 =15 2
maka dengan menggunakan bantuan Maple 12 diperoleh nilai eigen berikut,

A=121atau A=-11
Jadi nilai eigen dari DD(K4(4)) adalah A =225 danA=-15.
Sedangkan untuk vektor eigen, yaitu
Ax=Ax=0

[TA7 =15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 =15 -15 -15 -15 -15 -15 -15|[x | [o]
-15 A4 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15(|x, | |0
-15 =15 A -15 -15 -15 -15 -15 —-15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15|| x| |o
-15 =15 =15 4 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 =15 -15 -15 -15(|x, | |@
-15 =15 -15 -15 A4 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15 -15(| x| |g
-15 =15 -15 -15 =15 A ~-15 -15 =15 -15 -15 -15 =15 -15 -15 -15(|x | |0
-15 -15 =15 -15 -15 -15 A -15 -15 -15 =15 -15 -15 -15 -15 -15||x, | |o
-15 -15 -15 =15 -15 -15 -15 4 —-15 —-15 —15 —15 -15 -15 =15 -15||x, | |o
-15 =15 =15 =15 -15 =15 -15 =15 A =15 -15 =15 -15 =15 -15 -15||x, | |o
-15 -15 -15 -15 -15 =15 -15 —-15 -15 A =15 =15 -15 -15 -15 -15||x,| |o
—15 —15 —15 =15 —15 =15 —15 =15 —15 =15 A —15 =15 —15 =15 —15||x,| |o
-15 -15 -15 -15 -15 —-15 —15 -15 -15 —-15 -15 A4 -15 —15 —15 —15[|x,| |0
15 -15 —15 -15 —15 —15 —-15 —-15 =15 =15 =15 =15 A 15 —15 —15|[xs| |©
-15 -15 —15 -15 —15 —15 —15 —15 —15 —15 —15 —15 —15 A —15 —15||%.| |©
-15 -15 —15 -15 —15 —15 —15 —15 —15 —15 —15 —15 —15 —15 A -15||%s| |©
[-15 =15 =15 —15 -15 =15 -15 =15 -15 -15 -15 —15 —15 —15 —-15 4 ||%,] LO]

Kemudian disubtitusikan nilai eigen A =225 danA=-15 ke dalam persamaan di

atas.
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Untuk A =225 vektor eigennya adalah:

[225 -15 -15 -15 —-15 —-15 —15 —-15 —-15 —15 —-15 —15 —15 —15 —15 -15] x| [o]
-15 225 -15 -15 -15 -15 -15 -15 —-15 -15 -15 —-15 -15 —-15 —I5 —15||x,
-15 -15 225 -15 -15 -15 —15 —15 =15 —15 —-15 —15 —-15 =15 —15 —15|| x,
-15 -15 -15 225 -15 -15 —-15 -15 —15 —1I5 =15 —15 —-15 —15 —I5 —15|| x,
-15 -15 -15 -15 225 -15 —-15 —1I5 —15 —I5 —-15 =15 —-15 15 —15 —15|| x,
-15 -15 -15 -15 =15 225 -15 -15 -15 —-15 —-15 —-15 —-15 -15 -15 -15|| x
=15 —15 —15471 5EISREISER02 SEESISEEHISMEISRERISEERISERS S GlS5 —15 —15]] x,
=15 -15 =15 =15 -15 =15 —15 225 —15 —15 -15 —-15 -15 =15.-15 -15]|| x,
—15 - 15\ J6RSEERISEESIS IS SEESTS BP9 S EESISRECISEE SEESSEESSE, — 15, —15 | x,
—15 71 54801 SEEISEERI SNSRI SIS RES IS ER0D S BESTS IR SEESTSEEIISEEALS El15 || x,,
—15% ISR SEESISEET|SEERSEE ISR SEEIS RS ER00s SR SEEISEEN SEESTS I [5) | x|
=k =iy =15 =iy =5 =iy =l =15 =ils =l =5 225 =19 =iy =iy =I5y 9
Fle =y =5 =iy =15 =iy =15 SRR =15 =15 =iy 225 =iy =15 =15 %
=5 =15 =is =il =15 =555 B E-IER ~IW=115 =il5 =19 225 =I5 =15||| <
=5 =135 =g =i5 =15 g&Hils =115 §15 EIDRAAD BI5 FilS =15 =ils 225 =15||| 5
=5 =13 =iy =15 =5 PS [ey &5 15815 E=158515 =5 =15 =135 225 ||

S
S O O O OO O O O O O O o o o

sehingga diperoleh

i) 57, =Sk, =1150%, =lshies | ble. =IlShagbre NShs, Tl Sp=Ilshe E=1l5hn | =ilspe #E115he  =11587, =1150% - = k< e

— [S0AER225 IS SESS o 1S xS lISlS e — 1 5068 ASh==155, SIS 1 SEEalS IS eSS ol — 5 x, . = 0
s 1 oS 9P AES ISP 1 SiesedliSooe— 155 IS x SISWAERIS5, 1S vl 1 SEpElS SIS eSS ol. 3l 5x, . = 0
N SRS IEERIS TIPSR . — 1 S8l Sx— 16%, 155, =15 xaedSx I 1SHPESISIS SIS, . &15x, . =0
=1 xS 15 00, =15 =500, =22 5565 =15 3 = 15563 S1S5%e 1SS0y =115 0 =150 1 =150 =S =15 =180k, - 15x,, =0
— 18k, SIS RS RSIIS xS 25 15 =155 Sx =SS i 1 SoESIS i PSS eSS o PRl S ol — 15, = 0
— 1554 - TSRS AR SRS eSS v el 2 25 RIS, —15x5 =1 x, (SIS IS eSS IS e 1 38, . —15x,, =0
—15x 5.1 ShSESIS ARSI SIS S -, + 22575 IS SIS eSS S IS eSSl — I8 x, , —15x,, =0
—15x, —15x, —=15x; —15x, —15x5 —15x5 —15x; —15x; +225x5 —15x,, —15x,, —15x,, —15x,; —15x,, —15x,5 —15x,4, =0
—15x, =15x, =15x; —15x, —15x5 —15x5 —15x; —15x5 —15x, +225x,, —15x,, —15x,, —=15x,; —15x,, —15x,5 —15x,4, =0
—15x, =15x, —=15x; —15x, —15x5 —15x5 —15x; —15x5 —15x, —15x,, +225x,, —15x,, —=15x,; —15x,, —15x,5 —15x,4, =0
—15x, —15x, —=15x, —=15x, —15x5 —15x, —15x, —15x, —15x, —15x,, —15x,, +225x,, —15x,; —=15x, —15x,5 —15x,, =0
—15x, —15x, —=15x, —15x, —15x5 —15x, —15x, —15x; —15x, —15x,, —15x;, —15x,, +225x,; —15x, —15x,5 —15x,, =0
—15x, —15x, —=15x, —15x, —15x5 —15x, =15x, —=15x; —15x, —15x,, —15x,, —15x,, —=15x; +225x,, —15x,5 —15x,, =0
—15x, =15x, =15x, —=15x, —=15x5 —=15x, —=15x, —15x; —15x, —15x,, —15x,, =15x,, —15x,; =15x,, +225x,; =15x,, =0
—15x, =15x, =15x, —=15x, —=15x5 —15x, —15x, —15x;, —15x, —15x,, —15x,, =15x,, —15x,, =15x,, —=15x,5 +225x,, =0

maka bahwa solusi umum bagi [(225)1 — DD(K,(4))]x=0 adalah
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sehingga diperoleh

—15x, —15x, =15x, —15x, —15x5 —15x¢ —15x, —15x; —15x, —15x,, —15x,; —15x,, —15x,; —15x,,
—15x, —15x, —15x, —15x, —15x5 —15x¢ —15x, —15x; —15x, —15x,, —15x,; —15x,, —15x,; —15x,,
—15x, —15x, —15x, —15x, —15x5 —15x¢ —15x, —15x; —15x, —15x,, —15x,, —15x,, —15x,; —15x,,
—15x; —=15x, —=15x; —=15x, —15x; —15x5 —15x, —15x; —15x, —15x,, —15x,, —15x,, —15x,; —15x,,
—15x; —=15x, —=15x; —15x, —15x; —15x4 —15x, —15x; —15x, —15x,, —15x,, —15x,, —15x,; —15x,,
—15x, —15x, —15x; —15x, —15x5 =15x¢ —15x, —15x; —15x, —15x,, —15x,, —15x,, —15x,; —15x,,
—15x, —15x, —15x; —15x, —15x5 =15x¢ —15x, —15x; —15x, —15x,, —15x,, —15x,, —15x,; —15x,,
—15x, —15x, —15x; —15x, —15x5 —15x¢ —15x, —15x; —15x, —15x,, —15x,; —15x,, =15x,; —15x,,
—15x, —15x, — 138 1SRRI b5 v SeaRdIS i g IS e g S S I SHaMe 1 S — 15,
—15x, —15x,2915 x2S eSS S oRE S e S e D RS | SIS S S S sl St . ~ M.,
e B AR Sy, =15k, =15y, Sllsky, =1lshy, =1l5ke, =115ky, =1les, =115 = 11585, =585, = .Es,.
P —IBST 57, = 1oy, —1ISke, =1lehy. =1k =115h = 15ky, = 1503, =158, =lskr ; =15h5, =155
o F ol 5be, =157, =15k, =Sk, =115, Silshs, =1lske, =1l5ky, =ilses, =158y, =lske, =507, =15k,
= &b —15hy, =115ty =158y, =15k, =lisky, =1k, =1lske, =1l5ky, =1lShs, =l1lser, =/l5ke,; =ilsps, =15k,
o e = 11557, =115, = 11855, =115h%; =118k%. SISl 1SN = [I8b7, = 11565, =lske; = ilSke,; =118 5 =155,
=15k =11507, =1185%; =115k, = 1557 =115h7, WSS ISl —iIebe, =dI8y . =lshe; =ilsig; =118 =155,

maka bahwa solusi umum bagi [(—15)1 -DD(K, (4))]x =0 adalah

Jadi basis untuk ruang eigennya sebanyak 15.

T Xy T T Xy T X T X T Xy — Xy — Xy T Xyg T Xy T X T X3 T Xy T X5

85

—15x,5 —=15x,, =0
—15x,5 —=15x,, =0
—15x,5 —15x,, =0
—15x,, —15x,4 =0
—15x,; —15x,4 =0
—15x,; —15x,4 =0
—15x,; —15x,4 =0
—15x,; —15x,4 =0
—15x,, —15x,, =0
—15x,5 —15x,,=0
—15x,5 = 15x,4=0
—15x,5 = 15x,4, =0
—15x,5 —15x,4 =0
—15x,5 —15x,, =0
—15x,5 —15x,4 =0
—15x,5 —15x,4 =0

Y16
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Dari pembahasan di atas, dapat disimpulkan bahwa untuk 4=225
terdapat satu basis ruang eigen, dan untuk A=-15 terdapat lima belas basis

ruang eigen, maka spectrum detour graf 4-partisi K4(4) adalah

1 15

225 -15
specDD(K4(4)):{ }

3.2.4 Spectrum Detour Graf 4-partisi Komplit (K4(5))

Bentuk dari graf 4-partisi komplit K4(5), sebagai berikut:

Vi V2 Vi V4 V5

Ka(5):

V20 s AN V6

V19 E # V7

Vis V8

V17 # # V9

Vie A 7 V10

V15 Vi4 Vi3 Vi2 Vil

Gambar 3.7 Graf 4-partisi Komplit K4(5)
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Kemudian diperoleh matriks detournya sebagai berikut,

DD(K,(5) =

eigen dari matriks tersebut, yaitu:

e = = e e e = e =

e e = e = L = =

e = = e e e = e =)

O © O OO0 O O o o oo o O
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19
19
19
19
0
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19

Ve
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19
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19
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Vs
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0
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19
19
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Vg Vo
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19
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19
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Vio
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Vi
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19
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19
19
19
19
19

Via
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Vi3
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Vie
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Vi Vis
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0
19
19

Vi
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19

0
19
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Vao

19]

19
19
19
19
19
19
19
19
19

19

19
19
19
19
19
19
19
19

Setelah mendapatkan bentuk matriks detour di atas, maka akan dicari nilai

O © O OO0 O O O o oo o O
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(=}

SO © O OO0 O O o o o = O O

S O O O C©
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det(Al — DD(K4(5))) =0
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maka dengan menggunakan bantuan Maple 12 diperoleh nilai eigen berikut,
A=361 atau A=-19
Jadi nilai eigen dari DD(K4(5)) adalah A =361 danA=-19.
Sedangkan untuk vektor eigen, yaitu
Ax=Ax=0
kemudian disubtitusikan nilai eigen A=361 danA=-19 ke dalam persamaan
vector eigen di atas.

Dengan bantuan Maple 12, untuk 4 =361 diperoleh vektor eigen dari
solusi umum bagi [(361)1 —-DD(K, (5))]x =0, maka basis untuk ruang eigennya
sebanyak 1.Sedangkan untuk A4=-19 diperoleh vektor eigen dari maka bahwa
solusi umum bagi [(—19)1 -DD(K, (5))]x =0, maka basis untuk ruang eigennya

sebanyak 19.

Dari pembahasan di atas, dapat disimpulkan bahwa untuk A =361
terdapat satu basis ruang eigen, dan untuk A=-19 terdapat sembilan belas basis
ruang eigen, maka spectrum detour graf 4-partisi K4(5) adalah

361 —19}

specDD(K4(5)):[ - o
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3.2.5 Pola Spectrum Detour Graf 4-partisi Komplit (K4(r))
Berdasarkan penyelidikan spectrum detour dari graf 4-partisi komplit
Ku(n), dapat dibuat tabel sebagai berikut:

Tabel 3.2 Spectrum Detour Graf 4-partisi Komplit K4(n)

No. | Graf 4-partisi Komplit K4(n) specpp(K4(n))
49 -7
1 K4(2) spec,, (K, (2))= .
121 -11
2 Ki(3) specy, (K, (3))= N
(225 —15
3 Ky(4) specy, (K, (4)=
bt 15
361 —19
4 Kui(5) specDD(K4(5)): 1 19

Berdasarkan pola spectrum detour dari graf 4-partisi komplit (K4(n)) pada
tabel di atas, dapat diperoleh kesimpulan bahwa bentuk umum dari spectrum

detour dari graf 4-partisi komplit (K4(n)) adalah

(4n-17 - (4n—1)}

specpp (K4 (n)) = |: 1 (4n ~ 1)

dengan n adalah banyaknya titik (vertex) pada setiap partisi komplit (K4(n)), dan n

bilangan asli. Sehingga dapat diberikan sebagai berikut.
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Lemma 3.3
Jika Vi, V3, V3, V4 adalah partisi-partisi yang memiliki himpunan titik-titik,
untuk Vi={viy, vio, via, oo vint, Vo={wor, vao, vas, cvan}, Va={var, vas, v,
cosV3n}, Va={va1, vas, Va3, ...,van} pada Ku(n), maka P, adalah panjang
lintasan terpanjang dengan sebesar 4n — 1.

Bukti

Misalkan graf K4(n) digambarkan sebagai berikut:

dengan Vi, V,, V3, V4 adalah partisi dari Ki(n), maka akan diperoleh

panjang lintasan terpanjang dari dua kemungkinan, yakni

(1) dari satu titik pada satu partisi dan berakhir di satu titik lain pada
partisi yang sama.

(i1) dari satu titik pada satu partisi dan berakhir di satu titik lain pada

partisi lain yang berbeda.
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Untuk kemungkinan (i) dimulai dari V;, maka dapat dibuat jalan berikut:
Py, = {Vll, V21, V31, V41, V12, V22, V32, V42, ..., Vi(@n-1)> V2(n-1)s V3(n-1)> Van-1), V2n,
Van, Vaps Vin},

Analog apabila dimulai dari V,, V3 atau V4, sehingga berdasarkan teorema
2.13 secara umum diperoleh panjang lintasan terpanjang Py, adalah 4n — 1.
Untuk kemungkinan (ii) dimulai dari V;, maka dapat dibuat jalan berikut:
Py = { vi1, Va1, V31, Vat, Vi2, V22, V32, V42, ..., Vim-1)> V2(n-1)> V3m-1)> Va(n-1)> Vin,
Vaus Vans Van }»

Analog apabila dimulai dari V5, V3 atau V4, sehingga berdasarkan teorema
2.13 secara umum diperoleh panjang lintasan terpanjang Py, adalah 4n — 1.
Karena untuk kemungkinan (i) dan (ii) memiliki panjang lintasan
terpanjang 4n — 1. Terbukti bahwa panjang lintasan terpanjang V;, Vs, Vs,

V4 pada Ky4(n) untuk n > 2 adalah 4n — 1.m

Teorema 3.4
Jika K4(n) adalah graf 4-partisi komplit dengan titik » > 2 dan banyaknya

titik di setiap partisi, maka

SpPeCpp (K4 (l’l)) = |: 1 (41’1 B 1)

(4n—17 —(4n- 1)}

di mana specpp(K4(n)) adalah spectrum detour dari graf 4-partisi komplit

dan n bilangan asli.
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Bukti

Misalkan DD(K4(n)) adalah matriks detour adjacent dari K4(n), maka

0  4n—-1 4n—-1 - 4dn-—1]

4n—1 0 4n—-1 -+ 4n-1
DD(K,(n))=|4n—-1 4n-1 0 4n—1

_4n—1 4n—-1 4n-1 --- 0

J4nx4n

92

Dari matriks detour adjacent di atas, maka akan dicari nilai eigennya

dengan menentukan det(Al — DD(K4(n)))=0

00 --- 0
010 -0
A0 0 1 ... 0O

A —(4n-1)
—@n-1) A
—(4n—1) —(4n—1)

L J4nx4n b

0
4dn —1
4n—1

4n—1

—(4n-1)
—(4n-1)
yl

—(@4n-1) —(4n-1) —(4n-1)

kita kalikan matriks di atas dengan

A
—(4n—1)
_A
—(4n—1)
1
1 1

—(4n-1)

4n—-1 4n-1 --- 4n-1]

0 4n—-1 -+ 4n-1
4n—1 0 - 4n-1
4n—-1 4n-1 -- O

—(4n-1)

—(4n-1

—(@n-1[=0

A

1
—— sehingga diperoleh
T s

—(4n—1)
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dimisalkan A'= , maka
n—1)
-1 1 |
1 —A 1 e 1
1 1 -A .. 1 (=0
1 1 1 cee = A

Melalui operasi baris elementer, matriks det(Al — DD(K4(n))) direduksi

menjadi matriks segitiga atas diperoleh,

- 1 1 1 1 1
A (/)] (A+1) (A+1) (A+)) N (A+1)
A A A VA A
. i —(A*-D(A-2) (A+1) (A+1) (A+])
A-1 2&'—1 A-1 A-1
i i . —(A*2)(A-3) (A+1) (A+])
A2 21'—2 A2
0 0 0 o o)L ) @+
(/1'73) ) /1'73
o 5 5 B o 5 o 5 . 5
Q Q 0 & i (P4 -2@n-)A—4n-1)°)
A—~4n—-2)(4n—1) Lo

Sehingga det(AM — DD(K4(n))) tidak lain adalah hasil perkalian diagonal
matriks segitiga atas tersebut. Jadi diperoleh
det(M — DD(Ky(n)))=(\" — (4n — D)X +1)*"!
karena det(DD(K4(n)))=0, maka
A —@n-D)XM+)"' =0
Sehingga didapat nilai eigen A’ = (4n — 1) atau A’ = — 1, karena

!

maka nilai eigen diperoleh

" (4n-1)

A'=(4n-1) A=-1
A =(4n-1) atau A =—
(4n—1) (4n—1)

A=(4n-1)> A=—(4n-1)
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Sedangkan untuk vektor eigennya, yaitu

211
1 A1
el

111

Ax=Ax=0

L] x | [0]
1 X, 0
il :|=]0
: Xcan-1) :
A x, | |0

94

Kemudian, akan dibuktikan bahwa untuk A = (4n — 1) akan didapatkan

banyaknya basis ruang eigen adalah 1.

untuk A = (4n — 1)* akan didapatkan

[ (4n-1)° )
—(4n-1)
| (4n —1)*
—(@4n-1
| (4n —1)*
~(4n=1)
1 1 1
(% (4n-1) 1 1
1 —(4n-1) 1
1 1 —(4n-1)
! 1 1

1
_ ¥,
1 X,
1
. Xian-1)
: X
(4n-1% |- "
—(dn-1) |
1 17 X, |
1 X,
1 g
: Xcan-1)
—(4n—1)_ X, |

Dengan mereduksi matriks di atas menjadi bentuk eselon tereduksi baris,

maka didapatkan
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1 0 0 ~1|[ x | [O]
010 -1 X, 0
0 0 1 -1 =0
A :
000 - 0]]| x, | O]
Kemudian didapat x;= x4,, Xo= X4, .., X(dn - 1)= Xan
Sehingga diperoleh x;= xo= ... =X, - 1)= X4 Misal x4,=s maka vektor
eigennya adalah
s b 4 1 Is] [1]
X3 s 1
Sl = = =g
X(an-1) g 1
X, | L8] 1]

Jadi didapatkan banyaknya basis ruang eigen untuk A = (4n — 1)* adalah 1.

untuk A = — (4n — 1) akan didapatkan

% 1 1
— (4n— . oy ¥ _
—(4n-1) " 0
1 QF—— 1 1 . 0
—(dn-1) 2
AT : =0
1 1 (4n-1) |
_ —(4n-1) , Yan-
5 5 - Z_ i X,, ] _O_
1 1 | (4n-1)
I —(4n—1) |
111 [ x ] [O]
111 1| x 0
r11 -1 =0
: Xian-1)
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Dengan mereduksi matriks di atas menjadi bentuk eselon tereduksi baris,

maka didapatkan

111 1l x ] [o]
0 00 0 X, 0
0 00 0 =
Ry 0
| O g 05 e NIy sl 0

Kemudian didapat x;+x2+ ...+ X@4n - 1)+X4,=0

Sehingga diperoleh  xj= — xo — x3 — ... — X4n - 1) — Xa,. Maka vektor
eigennya adalah
Ry % Wl TR R
X X4n
S, = : i Xcan-1)
X(an-1)
L X | L X5 A

Jadi didapatkan banyaknya basis ruang eigen untuk A = — (4n — 1) adalah

4n-1).

Jadi terbukti bahwa spec,(K,(n))=
p DD( 4( )) |: 1 (4n_1)

(4n—1y —(4n—1)} A
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3.3. Spectrum Detour dari Graf S-partisi Komplit (Ks(n))

Diberikan graf 5-partisi komplit (K5(n)) dengan n banyaknya titik di setiap

partisi untuk n > 2 dan n bilangan asli memiliki titik-titiknya, yaitu V = {vy, v», v3,

V4’ VS’ RS Vﬂ}'

3.3.1 Spectrum Detour Graf S-partisi Komplit (K5(2))

Bentuk dari graf 5-partisi komplit K5(2), sebagai berikut:

Gambar 3.8 Graf 5-Partisi Komplit K5(2)

Kemudian diperoleh matriks detournya sebagai berikut,

Vi Vo V3 Vy Vs Vg V Vg Vg Vi

9

DD(K,(5))= °

O O O v OV L©v v OV v O
O O O © OV OV OV vV O O
O O O v OV OV OV O Vv O
O O O O O OV O O O O

O O O O O O O O O

Setelah mendapatkan bentuk matriks detour di atas, maka akan dicari nilai
eigen dari matriks tersebut, yaitu: det(Al — DD(Ks(2))) = 0. Maka dengan

menggunakan bantuan Maple 12 diperoleh nilai eigen berikut,

9

O O O O O O O O O

O O O O v O O O O O

O O O O O O O O O O

O © O v O OV vV v O O

S O O v O vV OV ©v O O
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A=281 atau 1 =-9
Jadi nilai eigen dari DD(K5(2)) adalah A =81 danA=-9.
Sedangkan untuk vektor eigen, yaitu
Ax=Ax=0
kemudian disubtitusikan nilai eigen A=81 danA=-9 ke dalam persamaan
vektor eigen di atas.

Dengan bantuan Maple 12, untuk 4 =81 diperoleh vektor eigen dari solusi
umum bagi [(8 DI -DD(K| (2))]x =0, maka basis untuk ruang eigennya sebanyak
1.Sedangkan untuk A=-9 diperoleh vektor eigen dari maka bahwa solusi umum

bagi [(—9)1 —DD(K, (2))]x =0, maka basis untuk ruang eigennya sebanyak 9.

Dari pembahasan di atas, dapat disimpulkan bahwa untuk 4 =81 terdapat
satu basis ruang eigen, dan untuk A=-9 terdapat sembilan belas basis ruang

eigen, maka spectrum detour graf 5-partisi K5(2) adalah

81 -9
specyy (K, (2>)={1 N }

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



3.3.2 Spectrum Detour Graf S-partisi Komplit (K5(3))

Bentuk dari graf 5-partisi komplit K5(3), sebagai berikut:

Vi

Ks(3):

V2

Vs

V6

Vis

Vi4

Vi3

V12

Vil

V1o

V9

\ %

1%

Gambar 3.9 Graf 5-Partisi Komplit Ks5(3)

Kemudian diperoleh matriks detournya sebagai berikut,

Vi

v [0
14
v, (14
v, |14
14
14

v, |14
DD(K(3)) = vq |14

v, |14

Vi | 14
14
14
V5| 14
14
vis| 14

V)
14
0
14
14
14
14
14
14
14
14
14
14
14
14
14

Vs
14
14
0
14
14
14
14
14
14
14
14
14
14
14
14

Vs
14
14
14

0
14
14
14
14
14
14
14
14
14
14
14

Vs
14
14
14
14
0
14
14
14
14
14
14
14
14
14
14

Ve
14
14
14
14
14
0
14
14
14
14
14
14
14
14
14

4]

14
14
14
14
14
14

0

14
14
14
14
14
14
14
14

Vs
14
14
14
14
14
14
14
0
14
14
14
14
14
14
14

Vo
14
14
14
14
14
14
14
14
0

14
14
14
14
14
14

Vio
14
14
14
14
14
14
14
14
14
0
14
14
14
14
14

Vi1
14
14
14
14
14
14
14
14
14
14
0

14
14
14
14

Vi
14
14
14
14
14
14
14
14
14
14
14
0
14
14
14

Via
14
14
14
14
14
14
14
14
14
14
14
14
0
14
14

Via Vis

14
14
14
14
14
14
14
14
14
14
14
14
14
0

14

14
14
14
14
14
14
14

14 |.

14
14
14
14
14
14
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Setelah mendapatkan bentuk matriks detour di atas, maka akan dicari nilai

eigen dari matriks tersebut, yaitu: det(Al — DD(Ks(3))) = 0. Maka dengan

menggunakan bantuan Maple 12 diperoleh nilai eigen berikut,

Jadi nilai eigen dari DD(K5(3)) adalah 4 =196 danA=-14.

A=196 atau A=-14
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Sedangkan untuk vektor eigen, yaitu
Ax=Ax=0
kemudian disubtitusikan nilai eigen 4=196 danA=-14 ke dalam persamaan
vector eigen di atas.

Dengan bantuan Maple 12, untuk A =196 diperoleh vektor eigen dari
solusi umum bagi [(1 96)I - DD(K (3))]x: 0, maka basis untuk ruang eigennya
sebanyak 1.Sedangkan untuk A =-14 diperoleh vektor eigen dari maka bahwa
solusi umum bagi [(—14)1 —DD(K, (3))]x= 0, maka basis untuk ruang eigennya

sebanyak 14.

Dari pembahasan di atas, dapat disimpulkan bahwa untuk A=196
terdapat satu basis ruang eigen, dan untuk A =-14 terdapat empat belas basis

ruang eigen, maka spectrum detour graf 5-partisi Ks(3) adalah

1 14

196 —-14
specDD(K5(3))={ }
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3.3.3 Spectrum Detour Graf S-partisi Komplit (K5(4))

Bentuk dari graf 5-partisi komplit K5(4), sebagai berikut:

Ks(4):

V20

V19

V1

Vi8

V17

V2

V3

V4

V5

V6
V7
V8

V9

V10

Vil

120

V15

Vi4

Vi3

Vi2

Gambar 3.10 Graf 5-Partisi Komplit K5(4)

Kemudian diperoleh matriks detournya sebagai berikut,

DD(K(4) =

19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19

19

V2
19
0
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19

V3
19
19
0
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19

v4
19
19
19
0
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19

VS
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19
19
19
0
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19

vf)
19
19
19
19
19
0

19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19

V—,
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19
19
19
19
19
0
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19

Vg
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19
19
19
19
19
0
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19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19

Vo
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19
19
19
19
19
19
19
0
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19

le Vll
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19
19
19
19
19
19
19
19
0
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19

19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
0
19
19
19
19
19
19
19
19
19

Viz Vi3 Yuu Vis
19 19 19 19
19 19 19 19
19 19 19 19
19 19 19 19
19 19 19 19
19 19 19 19
19 19 19 19
19 19 19 19
19 19 19 19
19 19 19 19
19 19 19 19
0 19 19 19
19 0 19 19
19 19 0 19
19 19 19 0
19 19 19 19
19 19 19 19
19 19 19 19
19 19 19 19
19 19 19 19

19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19

19
19
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19
19
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19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19

19
19
19

19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19

19
19
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Vie Voo

19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19

19

197
19
19
19
19
19
19
19
19
19
19|
19
19
19
19
19
19
19
19
10
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Setelah mendapatkan bentuk matriks detour di atas, maka akan dicari nilai
eigen dari matriks tersebut, yaitu: det(Al — DD(Ks(4))) = 0. Maka dengan
menggunakan bantuan Maple 12 diperoleh nilai eigen berikut,

A=361 atau A=-19
Jadi nilai eigen dari DD(K5(4)) adalah A =361 danA=-19.
Sedangkan untuk vektor eigen, yaitu
Ax=Ax=0
kemudian disubtitusikan nilai eigen A=361 danA=-19 ke dalam persamaan
vector eigen di atas.

Dengan bantuan Maple 12, untuk A =361 diperoleh vektor eigen dari
solusi umum bagi (3611 — DD(K; (4)]x =0, maka basis untuk ruang eigennya
sebanyak 1.Sedangkan untuk A=-19 diperoleh vektor eigen dari maka bahwa

solusi umum bagi [(—19)1 —DD(K (4))]x =0, maka basis untuk ruang eigennya

sebanyak 19.

Dari pembahasan di atas, dapat disimpulkan bahwa untuk A=361
terdapat satu basis ruang eigen, dan untuk A=-19 terdapat sembilan belas basis
ruang eigen, maka spectrum detour graf S-partisi Ks5(4) adalah

361 —19}

spec,,, (K5 (4)) = [ ) 19



3.3.4 Spectrum Detour Graf S-partisi Komplit (K5(5))

Bentuk dari graf 5-partisi komplit K5(5), sebagai berikut:

Ks(5):

V25

Vi

V2

1%

V4

Vs

43

V7

V8

V20 V19 VI8 V17

Vie

V9

V10

Vil

Vi2

Vi3

V14

V15

Gambar 3.11 Graf 5-Partisi Komplit K5(5)

Kemudian diperoleh matriks detournya sebagai berikut,

DD(K ((4)) =
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24
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24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
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0
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24

i
24
24
24
24
24
24

0
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24

U
24
24
24
24
24
24
24
0
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24

Vo
24
24
24
24
24
24
24
24
0
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24

V1o
24
24
24
24
24
24
24
24
24
0
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24

Vi ¥

24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
0

24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24

24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
0

24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24

v
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24

24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24

Vig
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24

0
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24

Vis
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24

0
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24

Vie
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
0
24
24
24
24
24
24
24
24
24
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Vas
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24.
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
24
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Setelah mendapatkan bentuk matriks detour di atas, maka akan dicari nilai
eigen dari matriks tersebut, yaitu: det(Al — DD(Ks(5))) = 0. Maka dengan
menggunakan bantuan Maple 12 diperoleh nilai eigen berikut,

A =576 atau 1=-24
Jadi nilai eigen dari DD(K5(5)) adalah A =576 danA=-24.
Sedangkan untuk vektor eigen, yaitu
Ax=Ax=0
kemudian disubtitusikan nilai eigen 4 =576 danA=-24 ke dalam persamaan
vector eigen di atas.

Dengan bantuan Maple 12, untuk A =576 diperoleh vektor eigen dari
solusi umum bagi [(56)[ — DD(K; (5))]x =0, maka basis untuk ruang eigennya
sebanyak 1. Sedangkan untuk A =-24 diperoleh vektor eigen dari maka bahwa

solusi umum bagi [(—24)1 —DD(K, (5))]x =0, maka basis untuk ruang eigennya

sebanyak 24.

Dari pembahasan di atas, dapat disimpulkan bahwa untuk A=1576
terdapat satu basis ruang eigen, dan untuk A =-24 terdapat dua puluh empat basis

ruang eigen, maka spectrum detour graf S-partisi Ks(5) adalah

576 — 24}

specDD(K5<5))={ R
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3.3.5 Pola Spectrum Detour Graf 5-partisi Komplit (Ks(n))

Berdasarkan penyelidikan spectrum detour dari graf 5-partisi komplit
Ks(n) dengan n banyaknya titik di setiap partisi untuk n > 2 maka dapat dibuat
tabel sebagai berikut:

Tabel 3.3 Spectrum Detour Graf 5-partisi Komplit (K5(n))

No. | Graf 5-partisi Komplit Ks(n) specpp(Ks(n))
81 -9
1 K5(2) spec,,(Ks(2)) = \
196 —14]
2 K5(3) specDD K, (3) )
-19
3 Ks5(4) specy,, (Ks(4)) { 10
—24]
4 K5(5) speCDD K (5) 24 |

Berdasarkan pola spectrum detour dari graf 5-partisi komplit (K5(n)) pada
tabel di atas, dapat diperoleh kesimpulan bahwa bentuk umum dari spectrum
detour dari graf 5-partisi komplit K5(n) adalah

(5n-17 —(5n-1)
spec,, (K (n))=
peee 1 (5n-1)
dengan n adalah banyaknya titik (vertex) pada setiap partisi komplit (Ks(n)), dan n

bilangan asli. Sehingga dapat diberikan sebagai berikut.
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Lemma 3.5
Jika Vi, V,, V3, V4, Vs adalah partisi-partisi yang memiliki himpunan titik-
titik, untuk Vi={vii, vio, viz, ..., vin}, Va={var, vao, va3, ..., va,}, Va={vsy, 3y,
V33, - Vant, Va={var, vag, vaz, ... ,van}, Vs={vs1, vs2, vs3, ...,vs,} pada Ks(n),
maka Ps, adalah panjang lintasan terpanjang dengan sebesar 5n — 1.

Bukti

Misalkan graf Ks(n) digambarkan sebagai berikut:

Vsn Vil
| Vi2
V52 e
V51 ¢ Vin
Va1 — XN o
V42 V22
V2
Vin "

V3l V32 V3n

dengan Vi, V,, V3, V4, Vs adalah partisi dari Ks(n), maka akan diperoleh

panjang lintasan terpanjang dari dua kemungkinan, yakni

(i) dari satu titik pada satu partisi dan berakhir di satu titik lain pada
partisi yang sama.

(i1) dari satu titik pada satu partisi dan berakhir di satu titik lain pada

partisi lain yang berbeda.
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Untuk kemungkinan (i) dimulai dari V;, maka dapat dibuat jalan berikut:
Ps, = {vi1, Va1, V31, Va1, Vs1, V12, V22, V32, V42, V52, +-v5 Vi) V2(n-1)s V3@-1)»
Va(n-1), V5(n-1)> V2n, V3n, Van, Vsn, Vin},

Analog apabila dimulai dari V,, V3, V4 atau Vs, sehingga berdasarkan
teorema 2.13 secara umum diperoleh panjang lintasan terpanjang Ps,
adalah 5n — 1.

Untuk kemungkinan (ii) dimulai dari V;, maka dapat dibuat jalan berikut:
Py, = {V11, V21, V31, V41, V51, V12, V22, V32, V42, V52, ..., Vi@m-1)» V2(n-1)> V3(n-1),
Va(n—1)> V5(n-1)s Vins V2ns V3ns Vans Vsn ),

Analog apabila dimulai dari V,, V3, V4 atau Vs, sehingga berdasarkan
teorema 2.13 secara umum diperoleh panjang lintasan terpanjang Ps,
adalah 5n — 1.

Karena untuk kemungkinan (i) dan (ii) memiliki panjang lintasan
terpanjang Sn — 1. Terbukti bahwa panjang lintasan terpanjang Vi, Vs, Vs,

V4, Vs pada Ks(n) untuk n > 2 adalah 5n— 1.m

Teorema 3.6
Jika Ks5(n) adalah graf 5-partisi komplit dengan titik n > 2 dan banyaknya

titik di setiap partisi, maka

1 (5n-1)

(Sn—1) —Sn—D}

specy,, (K5 (n)) = {

di mana specpp(Ks(n)) adalah spectrum detour dari graf 5-partisi komplit

dan n bilangan asli.
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Misalkan DD(Ks(n)) adalah matriks detour adjacent dari Ks(n), maka

0 5n-1 5n—1 - 5Sn—11
Sn—1 0 Sn—1 -+ 5n-1
DD(K,(n))=|5n—1 5n—1 0 - 5n-1

| Sne=INOn=s] Prsiy --- 0

—5nx5n
Dari matriks detour adjacent di atas, maka akan dicari nilai eigennya

dengan menentukan det(Al — DD(Ks(n)))=0

1 00 0 0 5n—1 5n-1 - 5n—1]
010 0 Sn—1 0] =i o =
A0 0 0 (15 Sl B8 LD o+ Sn—1 =10
Do 0 : £ : - :
00 Ll gl g g ™ 0 1 s,
A -6Gn-1) —-GBn-1) - —=0GBn-1
—-(5n-1) A — (k) % =)
— (G=11 =Gt A v —(5n-1)=0
-Bn-1) —-Gn-1) -Gn-1 --- A
kita kalikan matriks di atas dengan ﬁ , sehingga diperoleh
—(5n—
A L
—(n-1)
_4 1
—(5n-1)
=0
1 L 1
—-(5n-1)
1 1 1 A
—(5n-1)
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dimisalkan A'= , maka
n—1)
-1 1 |
1 —A 1 e 1
1 1 -A .. 1 (=0
1 1 1 cee = A

Melalui operasi baris elementer, matriks det(Al — DD(Ks(n))) direduksi

menjadi matriks segitiga atas diperoleh,

- 1 1 1 1 1
A (/) (A+]) (A+1) (A+]) N (A+1)
A A A A A
. i —(A*-D(A-2) (A+]) (A+1) N (A+1)
A-1 2&'—1 A-1 A-1
i i . —(A*2)(A-3) (A+1) (A+])
A2 21'—2 A2
0 0 0 o o)L ) @+
(/1'73) ) /1'73
o 5 5 B o 5 o o : 5
0 0 0 A i (A 5n=2)En-D))A5n—1)°)
A—(5n-2)(5n—1) Lo

Sehingga det(A — DD(Ks(n))) tidak lain adalah hasil perkalian diagonal
matriks segitiga atas tersebut. Jadi diperoleh

det(\ — DD(Ks(n))=(\" — (5n — D)) AV +1)"!

karena det(DD(Ks(n)))=0, maka

A = (Gn-D) A+ =0

Sehingga didapat nilai eigen A’ = (5n — 1) atau A’ = — 1, karena

!

, maka nilai eigen diperoleh

" Gn-1)

A'=(5n-1) A=-1
A =(n-1) atau A =—
(5n-1) (5n-1

A=05n-1)> A=—(5n-1)
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Sedangkan untuk vektor eigennya, yaitu

Ax=Ax=0

A 1 1 1 x ] [0]
-2 1 1 x, 0
| AT | g
Y s | e
1 A1 - A x| O]

Kemudian, akan dibuktikan bahwa untuk A = (57 — 1) akan didapatkan
banyaknya basis ruang eigen adalah 1.

untuk A = (51 — 1)* akan didapatkan

B _1\2
Gn-D" 1 4 1
—(5n-1) i 1 ol
—(5n-1 %o |0
| f Mo o | ENNE
- (5n -1 . . X(sn-1) 0
: 24 _ L X%, | O]
1 1 1 LG
i —(5n-1) |
—(5n-1) 1 1 - WEXT x I JoT
1 —(5n-1) 1 16 1 X, 0
1 1 —(Gn=1) - 1 o=
: : : - : Xorn | |0
1 1 1 o =Gn-D|| x, | |0

Dengan mereduksi matriks di atas menjadi bentuk eselon tereduksi baris,

maka didapatkan
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1 0 0 -~ —1|] x | [O]
o100 -+ -1 X, 0
o 01 - -1 : =
c : X(sn1) 0
000 0] x, | |0
Kemudian didapat x;= xs,, x,= x5p, ..., X(5n—1)= X5
Sehingga diperoleh x;= xo= ... =x(5, - 1)= X5,. Misal x5,=s maka vektor
eigennya adalah
s 2 1 [s] [1]
o6 s 1
Sl = = =g
X(sn1y Ky 1
| X, | 8] 1

Jadi didapatkan banyaknya basis ruang eigen untuk A = (5n — 1)* adalah 1.

untuk A = — (57 — 1) akan didapatkan

% 1 1
W - oy y_
—(5n-1) I
g 1 1 x 0
—(5n-1) 2
=g o l=lo
1 1 &yl 1 .
. - (5n -1 ) X(sn-1) :
: : e e, | (o]
1 1 | (Sn-1)
L —(dn—1) |
111 [ x | [O]
111 1 x | |o
P11 -1 =0
| Xsamy
111 | x, | [0
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Dengan mereduksi matriks di atas menjadi bentuk eselon tereduksi baris,

maka didapatkan

111 1l x ] [0]
0 00 0 X, 0
0 00 0 =
Ry 0
| O g AR O IS 0

Kemudian didapat x;+x2+ ...+ X(5, - 1)+X5,=0

Sehingga diperoleh x1=—x2—x3 — ... — X(5,-1) — Xs,. Maka vektor eigennya
adalah
e S PE- o (R
Xy Xsn
S, = : T X(5n-1)
X(5n-1)
L X5 | L X i

Jadi didapatkan banyaknya basis ruang vektor eigen untuk A = — (5n — 1)

adalah (5n —1).

2
Jadi terbukti bahwa spec,,(K;(n))= (Sn—1) -(5n-1) -
1 (5n-1)
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3.4. Pola Spectrum Detour Graf m-partisi Komplit (K,,(n))

Berdasarkan penyelidikan spectrum detour dari graf m-partisi komplit
K,,(n) dengan n banyaknya titik di setiap partisi untuk n > 2 maka dapat dibuat
tabel sebagai berikut:

Tabel 3.4 Spectrum Detour Graf m-partisi Komplit (K,,,(n))

No. | Graf m-partisi Komplit K,.() specopKy(n) _
O e | U el |
A\ A,
o ISR et W 41}

Berdasarkan pola spectrum detour dari graf m-partisi komplit (K,,(n)) pada
tabel di atas, maka dapat diperoleh kesimpulan bahwa bentuk umum

mn—1) —(mn—1
specy, (Km (n)) = ( ) ( )
1 (mn - 1)
di mana specpp(K,,(n)) adalah spectrum detour dari graf m-partisi komplit dengan

n adalah banyaknya titik (vertex) di setiap partisi, dan m,n bilangan asli. Sehingga

dapat diberikan sebagai berikut .
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Lemma 3.7
Jika Vi, V,, V3, ..., V,, adalah partisi-partisi yang memiliki himpunan titik-
titik, untuk Vi={vyy, vio, vi3, ...,vin}, Vo={vo1, voo, w3, ..., va,}, Va={vay, v3o,
V33s <o V3nts vy Vs {(Vinls V2, Vinds -, Vin} pada Ky(n) untuk n > 2, maka
P,., adalah panjang lintasan terpanjang dengan sebesar mn — 1.

Bukti

Misalkan graf K,,(n) digambarkan sebagai berikut:

ymit Vil

Vm2 e* )
B
yml *e ViIn

o

v

W o
S

e
dengan Vi, V,, Vs, ..., V,, adalah partisi dari K,,(n).

Ambil sebarang titik di V; dan V; pada K,,(n) untuk n > 2, maka akan
diperoieh panjang lintasan terpanjang dari dua kemungkinan, yakni i = j
atau i #J.

Untuk i =j, maka dapat dibuat jalan berikut:

Ppn = {vit, Vit Va1, V3, .., Vi-D1, V@i+D1s Vmls Vi2, V12, V22, V32, -..5 V(i-1)2,

V(@i+1)25 V2, «-+5 Vn-2)(n-1)s V(m-1)(n-1)> Vm(n-1)> Vins V2ns V3ns «++s V(i=Dns V(i+Dns - +»
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Vin-2)ns Van-1ms Vmns Vin}, sehingga berdasarkan teorema 2.13 secara umum

diperoleh panjang lintasan terpanjang P,,, adalah mn — 1.

Untuk i #j, maka dapat dibuat jalan berikut:

Pun = {vi1, V11, Va1, V31, ...s V(i-1)1s V(i+1)1s «-+s Vml, Vi2, V12, V22, V32, «.., V(i-1)2,
V@E+1)2s +-+s Ym2s -5 Vins Vin, V2ns V3ns ---5 V(i-Dns V(@+ns ---» an}, sehingga
berdasarkan teorema 2.13 secara umum diperoleh panjang lintasan

terpanjang P,,, adalah mn — 1. m

Teorema 3.8
Jika K,,(n) adalah graf m-partisi komplit dengan titik » > 2 dan banyaknya

titik di setiap partisi, maka

Specpp (Km (n)) = {(mnl_ 1)2 ) (mn N 1)}

(mn = 1)
di mana specpp(K,,(n)) adalah spectrum detour dari graf m-partisi komplit
dan n bilangan asli.

Bukti

Misalkan DD(K,,(n)) adalah matriks detour adjacent dari K,,(n), maka

0 mn—1 mn—-1 - mn—1]
mn—1 0 mn—1 --- mn-1

DD(K,(n))=|mn—1 mn-1 0 - mn—1

mn—-1 mn-1 mn-1 --- 0

L Amnxmn
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Dari matriks detour adjacent di atas, maka akan dicari nilai eigennya

dengan menentukan det(Al — DD(K,,(n)))=0

07

e
Lo = o
=)

0
0
0
1

000 0
A —(mn-1)

—(mn-1) A
—(mn-1) —(mn-1)

—(mn—-1) —(mn-1)

—Amnxmn

0
mn—1

mn—1

mn—1

—(mn-1)
—(mn-1)

A

—(mn-1)

kita kalikan matriks di atas dengan

mn—1 mn-—1 mn—1
0 mn—1 mn—1
mn—1 0 e omn—1 =0
mn—1 mn-—-1 --- 0 Lo
—(mn—1)
—(mn—1)
—(mn—-1)=0
A

—(mn—

—(mn—1)

A |
—(mn—1)
|
—(mn—1)
1 | A
—(mn—-1)
1 1 1
. , A
dimisalkan A'= , maka
(mn-1)
-A 1 1 1
1 -4 1 1
1 1 -A 1{=0
1 1 1 - A

) sehingga diperoleh
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Melalui operasi baris elementer, matriks det(Al — DD(K,,(n))) direduksi

menjadi matriks segitiga atas diperoleh,

Sehingga det(Al — DD(K,,(n))) tidak lain adalah hasil perkalian diagonal
matriks segitiga atas tersebut. Jadi diperoleh

det(M — DD(K,,(n))=(\" — (mn — 1))( A’ +1)"™""
karena det(DD(K,,(n)))=0, maka

N = (mn—1D)(M+1)™' =0

Sehingga didapat nilai eigen A” = (mn — 1) atau A’ = — 1, karena
, A e .
=———— , maka nilai eigen diperoleh
(mn—1)
A'=(mn—-1) A'=-1
A =(mn-1) atau = =-1
(mn—1) (mn-—1)
A=(mn-1)° A=—(mn-1)

Sedangkan untuk vektor eigennya, yaitu

-2 1 1 1 1 e 1

0o = (ﬂ'z —-1) (A+]) (A+1) (A+]) o (A+])

A A A A A
0 - ? ) (A+]1) (A+1) . (A+])
A-1 2/7,'—1 A-1 A-1
0 0 0 —(A°2)(1-3) (A+1) - (A+])
A2 2/7,'—2 A2
0 0 0 0 i )| s @+
(A-3) . -3
: : g : 3 i . g ' ,
0 0 0 0 0 —(A°~(mn—2)(mn—1)) A—(mn—1)")
A—~(mn—2)(mn—1) L
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Ax=Ax=0
-2 1 1 - 1] x [0]
1 -2 1 - 1| x 0
| S I 1 :o=]0
: g : o Xy |
1 1 e =AY ox, |0]

Kemudian, akan dibuktikan bahwa untuk A = (mn — 1)2 akan didapatkan
banyaknya basis ruang eigen adalah 1.

untuk A = (mn — 1) akan didapatkan

_ e |
(mn=1)" 1 1 1
—(mn-1) L 1 To
(mn—1)* AN i
—(mn—1) x.2 0
i | (mn—=1°* ] N E
—(mn—1) Xnn—1) 0
: : 2 xmn _ _0_
1 1 1 (mn-1)" | -
L —(mn-1) |
— (mn—1) 1 1 1 ][ x | [0]
1 —(mn—1) 1 ‘e 1 % 0
1 1 —(mn—-1) --- 1 3 =|:
] : : . : x4 0
i 1 1 1 o =(mn-=-1)]| x, | [0

Dengan mereduksi matriks di atas menjadi bentuk eselon tereduksi baris,

maka didapatkan

1 0 0 1] x | [0]
010 - -1 X, 0
001 -
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Kemudian didapat x;= Xy, X2= Xy - -5 X(un — 1)= X5mn
Sehingga diperoleh  xi= xo= ... =X(un - 1)= Xmn. Misal x,,,=s maka vektor

eigennya adalah

X, s 1
X, s 1
S, = = =5
X mn—1) s i
L X | Ls] L1

Jadi didapatkan banyaknya basis ruang eigen untuk A = (mn — 1) adalah 1.

untuk A = — (mn — 1) akan didapatkan

| —(mn—1) 1 i
—(mn-1) r S
—(mn-1) . O
1 _ 1 1 I 0
—(mn—1) 2
i _ :|=]0
1 | (mn—-1) 1 .
F (mn . 1) ; . x(mn—l) :
g g X 0
1 1 1 _(mn_l) L mn | L
i —(mn—1) |
11 1 ][ x | [0]
111 1 X, 0
1 N, " 1 =|0
A R :
3N S SRR U I R V)

Dengan mereduksi matriks di atas menjadi bentuk eselon tereduksi baris,

maka didapatkan
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111 L[ x | [0]
oo0¢o0 -0 X, 0
o000 --0 : =
T 0
000 - 0]| x, | |O]
Kemudian didapat x;+x2+ ...+ X(un - 1y+Xmn=0
Sehingga diperoleh xi1= — x» — X3 — ... — X(un-1) — Xmn- Maka vektor
eigennya adalah
x| Fu-x oo T Xomn-1y =
'x2 xmn
S, = : = X(mn-1)
X(mn—1) .
L xmn a I x2 ]

Jadi didapatkan banyaknya basis ruang eigen untuk A = — (mn — 1) adalah

(mn—1).

2
Jadi terbukti bahwa spec,, (K, (n))= (mn=1)  —(mn-1) ..
1 (mn—1)
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BAB IV

PENUTUP

4.1. Kesimpulan

Berdasarkan pembahasan mengenai spectrum detour dari graf m-partisi

komplit K,,(n), dengan titik » > 2 dan n banyaknya titik di setiap partisi, maka

dapat diperoleh kesimpulan bahwa bentuk umum spectrum detour graf m-partisi

komplit K,,,(n) adalah

.

Untuk graf tripartisi komplit K3(n), jika K3(n) adalah graf tripartisi komplit

dengan titik n > 2 dan n banyaknya titik di setiap partisi, maka

Bl 15 (3n—1)}

specDD(IQ(n)):{ | (3n—1)

di mana specpp(K3(n)) adalah spectrum detour dari graf tripartisi komplit dan
n bilangan asli.
Untuk graf 4-partisi komplit Ku(n), jika K4(n) adalah graf 4-partisi komplit

dengan titik n > 2 dan n banyaknya titik di setiap partisi, maka

(4n—10 —(4n- 1)}

spec, \K,(n))=
DD( 4 ) |: 1 (4n - 1)

di mana specpp(K4(n)) adalah spectrum detour dari graf 4-partisi komplit dan
n bilangan asli.

Untuk graf 5-partisi komplit Ks(n), jika Ks(n) adalah graf 5-partisi komplit

dengan titik n > 2 n banyaknya titik di setiap partisi, maka

121



122

(sn-1F —(5n- 1)}

specDD(K5 (n))z{ . (5n—1)

di mana specpp(Ks(n)) adalah spectrum detour dari graf 5-partisi komplit dan
n bilangan asli.
Sehingga dari graf tripartisi komplit K3(n), graf 4-partisi komplit Ki(n),

dan graf 5-partisi komplit Ks(n) tersebut diperoleh bahwa

mn—l)2 —(mn—l)}

SpeGss (Km(n))z {( | (mn—l)
di mana specpp(K,,(n)) adalah spectrum detour dari graf m-partisi komplit dengan
n,m bilangan asli untuk n > 2 dan m > 3 dan n banyaknya titik di setiap partisi.
Sedangkan spectrum detour pada graf m-partisi komplit K,,,(n) untuk m = 2
diperoleh nilai eigen g dengan multiplicitas m, t» dengan multiplicitas m,, dan
/4 dengan multiplicitas m3 (lihat Ayyaswamy dan Balachandran, 2010). Untuk
graf m-partisi komplit K,,,(n) untuk m = 1 diperoleh spectrum detour yang berupa
nilai eigen 4 dengan multiplicitas m; dan f» dengan multiplicitas m», yang
mengikuti pola specpp(K,,(n)) sebagaimana sudah dijelaskan pada bab

sebelumnya.

4.2 Saran

Peneliti tentang graf saat ini semakin berkembang, baik dari
representasinya dalam kehidupan banyak dan juga topik-topik kecil di dalam teori
graf masih banyak yang belu tuntas untuk dikaji dan diteliti. Khususnya penelitian

tentang spectrum detour dari suatu graf. Untuk itu, dalam penelitian selanjutnya,
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diharapkan dapat dikembangkan bentuk umum dari spectrum detour graf
cartesian product , join, dan lain sebagainya, atau graf m-partisi komplit dengan

banyaknya titik di setiap partisi berbeda.
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Lampiran 1 :
Nilai Eigen dan Vektor Eigen Graf Bipartisi Komplit (K>(n)) dengan Bantuan
Maple 12

Graf Bipartisi Komplit K»>(2)

> restart:
> with(linalg):
> K22:=matrix([([0,2,3,3],12,0,3,31,13,3,0,21,13,3,2,011);

0233
203 3
K22 =
430 2
3320
> eigenvals (K22) ;
8, -4, -2, -2

> eigenvectors (K22) ;

[8,1,{[1 11 1]}],[—4,1,{[ 5 oW 1]}],[—2,1
R Iho ayi~odo B FN

Graf Bipartisi Komplit K>(3)

> restart:

> with(linalqg) :

>
K33:=matrix([[0, 4,4,
WS, 5, 4,0,4 ,[5,5,%,

,[4,0,4,5,5,5],[4,4,0,5,5,5],[5,5,5,0,4,41, [
Nr 8 :

044555

404555

440555

555044

555404

555440

K33 =

> eigenvals (K33);
23, -7, -4, -4, -4, -4
> emp:=eigenvectors (K33);

emp=[-7,1{[ -1 -1 -1 11 1]}][-44{-101000]

[-110000][0o00-101][000-110]}][23

L{{rirrro]f]
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Graf Bipartisi Komplit (K»(4))

> restart:
> with(linalg):
>

K44:=matrix([[0,6,6,6,7,7,7,71,16,0,6,6,7,7,7,7], [
6,6,0,7,7,7,7,17,7,7,7,0,6,6,61,(7,7,7,7,6,0,6,6]
7,7,7,7,6,6,6,011);
06667777
60667777
66067777
66607777
K44 =
77770666
77776066
77776606
77776660

> lambda:=eigenvals (K44);
A =46, -10, -6, -6, -6, -6, -6, -6
> emp:=eigenvectors (K44);

emp:=[—10,1,{[—1 B (1 A1 1]}],[—6,6,
{{[-1to010000][-10100000],
[—11000000],[0000—1001],

[0000 —1010],[0000 —1100]}],[46,1,

f[trrrrraa]}
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Lampiran 2 :
Nilai Eigen dan Vektor Eigen Graf Tripartisi Komplit (K3(n)) dengan
Bantuan Maple 12

Graf Tripartisi Komplit (K3(2))

> restart:
> with(linalg):
>

K222:=matrix ([[

(5,0,5,5,5,51,15,5,0,5,5,5],[5,5,5,0,5,51,
(5,5,5,5,0,5] ;

i |
055555
50 5 58 3
550535 5
555055
555505
S8 58 5 0O

> eigenvals (K222) ;
258 =5il=5 s =k =3
> emp:=eigenvectors (K222);

emp=[251L{[111111]}][-55{-100001]
[—10001o],[—1001oo],[—101000],

[-110000]}]
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Graf Tripartisi Komplit (K3(3))

> restart:
> with(linalg):
>

> K93 8= merer B0 €, S &, G ©A G &, Sl (€, O &, &, 6, &, CP
8, 81, [8, 8, 0, 8 8, 8, 8, 8 8], (8 8, 8, 0, 8 8, 8, 8, 8], [8,
8, 8 8,0, 8 8, 8, 8], [8 8, 8, 8 8, 0, 8, 8, 8], [8, 8 8, 8, 8,
8, 0,.8, 81, [8, 8, 8 8, 8, 8,8, 0, 81, [8,8,,8, 8 8, 8,8, 8

011);
> eigenvals (K333);

CAMERINGES, =13, o, =8, [t =& 2t
> emp:=eigenvectors (K333);

emp:=[64,1,{[1 A T 1]}],[—8,8,
{[—100000001],[—100000010],
[—100000100],[—100001000],
[-100010000][-100100000],

3|

[—101000000] —110000000]}]

K333:=matrix([(o,s8,s,s8,8,s8,8,8,81,118,0,8,8,8,8,8,8,81,18,8,0,8,8,8,8,8
,81,18,8,8,0,8,8,8,8,8]1,18,8,8,8,0,8,8,8,8]1,108,8,8,8,8,0,8,8,8]1,18,8,8
,8,8,8,0,8,8],18,8,8,8,8,8,8,0,8],108,8,8,8,8,8,8,8,011);
08888888 8]
808888888
8830888888
8838088888
K333:=/ 888808888
g s 5 R0 8 88
8838888088
8838888808
8838888880
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Graf Tripartisi Komplit (K3(4))

>

0

{
l
[-10
{
{
{
[
[
[
[
[

-1
k1
-1
-1
-1
-1 0
-1
-1
-1
-1

1

> restart:
> with(linalg):

0

0

0

0

K444 =

> eigenvals (K444) ;
1215, =gUl; =8l =1L, =318

> emp:=eigenvectors (K444);

empr=[12L,L,{[1 111111111 11]}[-101L

0000001

000001

0

0

0010

0

0

0 11 11 11

11
11
11
11
11
11
11
11
11
11
11

0

S

(=}

S

(]

=]

(=]

(=]

(=]

>
>
o

£}

b}
’
b}

b}

|
|
]
]
1
|
]
]
|
|

o i

0
11
11
11
11
11
11
1
11
11
11

[—100000000001],

11

0
11
11
11
11
11
11
11
11
11

11
11

0
11
11
11
11
11
11
11
11

1l
11
11
11

0
11
11
11
11
11
11
11

e

11
11
11
11
11

0
11
11
11
11
11
11

-11,

11
11
11
11
11
11

0
11
11
11
11
11

11
11
11
11
11
11
11

0
11
11
11
11

s I3

11
11
11
11
11
11
11
11

0
11
11
11

=418

11
11
11
11
11
11
11
11
11

0
11
11

11
11
11
11
11
11
11
11
11
11

0
11

b 1L

K444:=-matrix¢([((0,11,11,11,11,11,11,11,11,11,11,11],[11,0,11,121,11,11,1
i,11,11,11,11,12121},(21,11,0,22,22,121,121,22,122,121,11,111},(221,11,11,0,11,
i1,11,11,11,11,11,11}],(21,22,122,11,0,11,121,122,1211,11,11,11},(11,11,11,1
i,11,0,12,11,121,122,12,112},22,122,122,1221,22,11,0,22,112,121,11,11], 11,11,
i1,11,11,11,11,0,11,122,11,212},(22,122,22,21,22,1212,11,11,0,122,11,117, [11
,11,11,11,11,11,11,11,11,0,22,22},(22,22,12,121,121,12,12,11,11,11,0,11]
,[(11,11,11,11,11,11,12,121,11,11,11,011);

1y ¥
1
1
11
11
11
11
11
11
11
11
0

-11, - 11
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Graf Tripartisi Komplit (K3(5))

> restart:
> with(linalg):
>

01414 14 14 14 14 14 14 14
14 014 14 14 14 14 14 14 14
1414 014 14 14 14 14 14 14
141414 014 14 14 14 14 14
14141414 014 14 14 14 14
1414 14 1414 0 14 14 14 14
1414 14 14 14 14 0 14 14 14
K555 =14 14 14 14 14 14 14 0 14 14
1414 14 14 14 14 14 14 0 14
1414141414 14141414 0
14 14 14 14 14 14 14 14 14 14
1414 14 14 14 14 14 14 14 14
14 14 14 14 14 14 14 14 14 14
1414 14 14 14 14 14 14 14 14
1414 14 14 14 14 14 14 14 14

> eigenvals (K555) ;
196, —14, -14, 14, -14, - 14, - 14, -14, - 14,

14, - 14

> emp:=eigenvectors (K555) ;

emp:=[-14,14{[ -10000000000000 1],
[ -10000000000001 OL
l -10000000000010 0}

[-100000000001000]
[-100000000010000]
[-100000000100000]
[ -10000000100000 oj,
[-100000010000000 ]
[-100000100000000 ]
[-100001000000000 ]
[-100010000000000]
[-100100000000000]
[-101000000000000]
[-110000000000000]|}[191,
{fl[vrrrrrrrrrrn o}

K555:=matrix([[0,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14],[14,0,14,14,14,14,1
4,14,14,14,14,14,14,14,14],[14,14,0,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14], (14,14
,14,0,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14],[14,14,14,14,0,14,14,14,14,14,14,14,14,
14,141,[14,14,14,14,14,0,14,14,14,14,14,14,14,14,14],[14,14,14,14,14,14,0,14,14
,14,14,14,14,14,14], [14,14,14,14,14,14,14,0,14,14,14,14,14,14,14], [14,14,14,14,
14,14,14,14,0,14,14,14,14,14,14], [14,14,14,14,14,14,14,14,14,0,14,14,14,14,14],
[14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,0,14,14,14,14],[14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14
,0,14,14,14]1,[14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,0,14,14],[14,14,14,14,14,14,1
4,14,14,14,14,14,14,0,14], [14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,0]1);

14 14 14 14 14
14 14 14 14 14
14 14 14 14 14
14 14 14 14 14
14 14 14 14 14
14 14 14 14 14
14 14 14 14 14
14 14 14 14 14
14 14 14 14 14
14 14 14 14 14
014 14 14 14
14 014 14 14
14 14 0 14 14
14 14 14 0 14
14 14 14 14 0

14, -14, - 14, - 14,
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Lampiran 3 :
Nilai Eigen dan Vektor Eigen Graf 4-partisi Komplit (K4(n)) dengan Bantuan
Maple 12

Graf 4-partisi Komplit (K4(2))

> restart:
> with(linalg):
>

K2222:=matrix
7,7,7,0,7,7,7
,L7,7,7,7,7,7

I

K2222 =

- ] =) S ) ) B ] R
e N N N R N . =N |
e I B L B N = Y]
ke IR ] (&) ] =] s
e e e R N N ]
D = N BN N ]
N O N N NN N9
L o e N B ]

> eigenvals (K2222);
ARG =T.87, ~3F, =i =X}
> emp:=eigenvectors (K2222);

emp=[49, 1 {{11111111]}.[-7.7,

|
~

{[—10000001],[—10000010],
[—10000100],[—10001000],
[—10010000],[—10100000],
[ |

711000000]}
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Graf 4-partisi Komplit (K4(3))

> restart:

> with(linalg):

>
k3333:=matrix([((o,w1,11,11,11,11,121,11,11,11,11,113,12,0,11,11,11,11,
11,11,11,11,11,2123,(22,11,0,1221,121,12,11,11,11,11,12,21],11,11,11,0,11
,11,11,11,11,11,11,113,(22,22,22,12,0,12,22,22,11,11,212,211], (212,212,111,
11,11,0,121,11,12,12,11,221},(21,22,22,121,21,12,0,121,22,11,11,117,0[11,11
,11,11,11,11,11,0,12,22,24,22],22,22,22,12,214,221,1211,1211,0,21,11,11],1[1
1,11,11,11,11,11,121,11,2121,0,212,122),((22,22,22,22,121,22,12,121,11,11,0,11
1,011,11,11, 11001 N[00 510001510071 65 0] A 1 R (O ] ) B

0 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11|
o Ot 10 S L a1 ] 11 1™
1111 0 11 11 11 11 11 11 11 11 11
N T O TSN L S 11 P
11 11 11 11 0 11 11 11 11 11 11 11
1111 11 11 11 0 11 11 11 11 11 11
il DN 1 091 1) ORISR
bl D001 D01 P1400 1 RS0 ARSI
11 11 11 11 11 11 11 11 0 11 11 11
it NN TN TG BT 1 N NGARAIN
11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 0 11
A | N 011 B SR (K

K3333 =

> eigenvals (K3333);
121, == 1N R 3K =Nl 1| == 11, =11, =11
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Graf 4-partisi Komplit (K4(4))

> restart:

> with(linalg):
>
K4444:=matrix([[0,15,15,15,15,15,15,15,15,15,15,15,15,15,15,15], [15,0,15,15,15,15,15,15,15
,15,15,15,15,15,15,15], [15,15,0,15,15,15,15,15,15,15,15,15,15,15,15,15], [15,15,15,0,15,15,
15,15,15,15,15,15,15,15,15,15]1, [15,15,15,15,0,15,15,15,15,15,15,15,15,15,15,15], [15,15,15,
15,15,0,15,15,15,15,15,15,15,15,15,15], [(15,15,15,15,15,15,0,15,15,15,15,15,15,15,15,15], [1
5,15,15,15,15,15,15,0,15,15,15,15,15,15,15,15], [15,15,15,15,15,15,15,15,0,15,15,15,15,15,1
5,15],[15,15,15,15,15,15,15,15,15,0,15,15,15,15,15,15], [15,15,15,15,15,15,15,15,15,15,0, 15
,15,15,15,15],[(15,15,15,15,15,15,15,15,15,15,15,0,15,15,15,15], [15,15,15,15,15,15,15,15,15
,15,15,15,0,15,15,15], [15,15,15,15, 15,15,15,15,15,15,15,15,15,0, 15,157, [15,15,15,15,15,15,
15,15,15,15,15,15,15,15,0,15], [15,15,15,15,15,15,15,15,15,15,15,15,15,15,15,0]1]) ;

0 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15

SRR ORISEIS RISMISISWISEISEIS RIS RIS RIS MES 158145

IISIISER ORISR ISHISEISERSRSEISRISRISIRISRISElS. 15!

15 1515 0 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15
15 15 15 15 0 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15
1SS SEESEN ISR B SIS IS SIS R ISTRIS I SIS IS
SIS NSRS BISERTSER ORISR B ISERIS RIS ST SRS IS
15 15 15 15 15 15 15 0 15 15 15 15 15 15 15 15
15 15 15 15 15 15 15 15 0 15 15 15 15 15 15 15
ISHISHIST 1S5RS [SE1 SRISEISERORISRISHIES R SIS
LISgTs JIS) 15815 (55 SEIS™] S RISENORISIRIS SIS
ISISEISE 1SS 15 8l SIS 1S JSEISESORISRISEISEIS)
ISEIFS_1S8 1 SIS SIS BISEES MISES JSENORIESEIESES)
TSRS GsSH 1 SES SIS glISHS [ISF 1 SIS TSERORFoRIS!
RIS 15 1B LSS 13415 FISRIET B e 15 O 15
15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 15 O

K4444 =

> eigenvals (K4444);
225, =16, 5, =15 o858 15 B 154515 & s =ilsf-de =I5, =15,
—15, -15, —-15

> emp:=eigenvectors (K4444);
emp:=[-1515{[ -1000000000000001],
[-1000000000000010],

000000000000100],
000000000001000],
000000000010000],
000000000100000],
000000001000000],

000000010000000,

L | ]
b | ]
A ]
-1 ]
-1 ]
-1 ]
-10000001000000 00],
-10000010000000 OOL
-10000100000000 00}
-10001000000000 OOL
-10010000000000 00}
-10100000000000 00}

]

~1100000000000000]}[2251,

[
[
{
{
{
{
{
[
[
[
[
[
[
{

[1111111111111111m
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Graf 4-partisi Komplit (K4(5))

> restart:
> with(linalg):

>
K5555:=matrix([([0,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,191, [19
,0,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19],[(19,19,0,19,19,19,19,
19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19]1, [19,19,19,0,19,19,19,19,19,19,19,19, 19,
19,19,19,19,19,19,19], [(19,19,19,19,0,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,
191, (19,19,19,19,19,0,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19], [19,19,19,19,1
9,19,0,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19], [19,19,19,19,19,19,19,0,19,19,19
,19,19,19,19,19,19,19,19,19]1, [19,19,19,19,19,19,19,19,0,19,19,19,19,19,19,19,19
,19,19,19]1,(19,19,19,19,19,19,19,19,19,0,19,19,19,19,19,19,19,19,19,191], [19,19,
19,19,19,19,19,19,19,19,0,19,19,19,19,19,19,19,19,19], [19,19,19,19,19,19,19,19,
19,19, 1949, LOPRRSPNIGIRISSTRIRCINIRO RS RO KON PR [RIEORSIEOPEIIO SISO PR RO RO RIS RIECI] S78S , 19,19, 0,19,1
9,19, 19571 SAFRSHERSH a[EI ORI O P RO RO RO RO AR R ISR SO TR SOpR SO PRISSPRIRO ARG RSP O k0 , 19, 19, 191,
[19, 1, 1L.SRSIOrNROrEIRC SRS RIS NIRC I NIRC IR0 N ROP KO ROPROLSTROFRIRO LS RPN RO PRIECH N [HIECI O'ik0 , 19, 19, 19
» 11 O AOPSROPNIROPBIRORSIROSIROLSIROPA0 N KO M OIS RO P KON DR (SISO SISO PR RO PR SSPRISSIROPSINC IS, 1919, 19, 19
L ) L9 S ), 18, LS LS 1| LG il ale) ale) - ale) s ale) - ale) a8 e ale) LS ale) ks Al S) , Rel 1R I v
IO RO RFISO P RCPR RS PRIRC RSP TRC RIRC AN RO KO RO P RO P RO ROPATROPAS ROPRTROPRTROP SO RIRCH IR WK , 19, 19, 1
LY 1.9, 19,19, 19,18, 19,19, 19,19, 16, 16, ), 19,1616, O] 1)) 2

01919 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19

19 01919 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19

1919 01919 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19

191919 019 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19

1919 19 19 019 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19

1919 19 19 19 019 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19

1919 19 19 19 19 0 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19

191919 19 19 19 19 0 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19

1919 19 19 19 19 19 19 0 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19

1919 19 19 19 19 19 19 19 0 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19

191919 19 19 19 19 19 19 19 0 19 19 19 19 19 19 19 19 19

1919 19 19 19 19 19 19 19 19 19 0 19 19 19 19 19 19 19 19

1919 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 0 19 19 19 19 19 19 19

191919 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 0 19 19 19 19 19 19

1919 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 0 19 19 19 19 19

1919 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 0 19 19 19 19

1919 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 0 19 19 19

1919 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 0 19 19

1919 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 0 19

1919 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 19 0

V. Gibhg=

> eigenvals (K5555);
35, =18, =1 =10), =i0), =ICECh ol PR —ICREIEF=IC) =IC), =I0), =il9, =), =1 =iC)
-19% 49

> emp:=eigenvectors (K5555) ;

empi=[-19,19, {[ -1 000 00000000000000O00O0T1 ]

[-10000000000000000010]
[-10000000000000000100],
[-10000000000000001000],
[-10000000000000010000]
[-1000000000000010000O0 ],
[-1t0o000000000001000000]

| -1000000000001000000O0O0 ]
[-1t0000000000100000000]
[-1t0oo000000001000000000]
[-10000000010000000000],
[-10000000100000000000],
[-1too0o00001000000000000]

[ -1000001000000000000O0O0]
[-10000100000000000000],
[-10001000000000000000]
[-10010000000000000000]
[-1to100000000000000000]
[-11000000000000000000]}|[361,1,
{frrrr 111110}
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Lampiran 4 :
Nilai Eigen dan Vektor Eigen Graf 5-partisi Komplit (Ks5(n)) dengan Bantuan
Maple 12

Graf 5-partisi Komplit (Ks(2))

> restart:
> with(linalg):
>

K5(2) :=matrix([[0,9,9,9,9,9,9,9,9,9],19,0,9,9,9,9,9,9,9,9], 19,9
,0,9,9,9,9,9,9,91,19,9,9,0,9,9,9,9,9,91,[9,9,9,9,0,9,9,9,9,9], [
99,9,9,9,0,9,9,9,91,19,9,9,9,9,9,0,9,9,91,[9,9,9,9,9,9,9,0,9,9
1,09,9,9,9,9,9,9,9,0,91,19,9,9,9,9,9,9,9,9,011);

0999999999

90999999909

9909999999

9990999999

9999099999

K5(2) =

9999909999

9999990999

9999999099

99999999009

9999999990

> eigenvals (K5(2));
S =08 =9 ~O8-0 S ISO& 0 "Ik 2
> emp:=eigenvectors (K5(2));

emp;:[sl,l,{[l NI ITINTAR | 1]}],[—9,9,
|-1000000001)[-1000000010],

-1000000100],[-1000001000],
L
b
J}]

—1100000000}

o

71000100000],

-1001000000 -101000000 0}

L)

{
[
[-1000010000
[
[
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Graf 5-partisi Komplit (K5(3))

> restart:
> with(linalg):
>

011);

0141414 14 14 14 14 14 14
14 014 14 14 14 14 14 14 14
1414 014 14 14 14 14 14 14
1414 14 014 14 14 14 14 14
141414 14 0 14 14 14 14 14
14 14 14 14 14 0 14 14 14 14
1414141414 14 0 14 14 14
K5(3):=| 1414 14 14 14 14 14 0 14 14
141414141414 1414 0 14
1414 14 14 14 14 14 14 14 0
1414 14 14 14 14 14 14 14 14
14 14 14 14 14 14 14 14 14 14
14 14 14 14 14 14 14 14 14 14
14 14 14 14 14 14 14 14 14 14
14 14 14 14 14 14 14 14 14 14

> eigenvals (K5(3));
196, —14, - 14, - 14, ~14, - 14, - 14, - 14, - 14,
-14, -14

> emp:=eigenvectors (K5(3));

emp=[196 L {[11 1111111111111} [-1414
[-100000000000001],
-100000000000010]
-100000000000100]
-100000000001000]
~100000000010000]
~100000000100000]

-10000000100000 OL

-10000010000000 OL
-10000 100()000()00}
-10001000000000 OL
-10010000000000 OL
1010000000000 00],

{
|
|
[
[
[
[
[-100000010000000]
[
[
[
[
[
[

-110000000000000]}]

K5(3) :=matrix ([[0,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14],[14,0,14,14,14,14
,14,14,14,14,14,14,14,14,14], [14,14,0,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14], [14
,14,14,0,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14],[14,14,14,14,0,14,14,14,14,14,14,14
,14,14,14]1,[14,14,14,14,14,0,14,14,14,14,14,14,14,14,14],[14,14,14,14,14,14,0,
14,14,14,14,14,14,14,14],[14,14,14,14,14,14,14,0,14,14,14,14,14,14,14], [14,14,
14,14,14,14,14,14,0,14,14,14,14,14,14],[14,14,14,14,14,14,14,14,14,0,14,14,14,
14,141,[14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,0,14,14,14,14],[14,14,14,14,14,14,14,14,
14,14,14,0,14,14,14],[14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,0,14,14],[14,14,14,1
4,14,14,14,14,14,14,14,14,14,0,14], [14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,

14 14 14 14 14
14 14 14 14 14
14 14 14 14 14
14 14 14 14 14
14 14 14 14 14
14 14 14 14 14
14 14 14 14 14
14 14 14 14 14
14 14 14 14 14
14 14 14 14 14
014 14 14 14
14 014 14 14
1414 0 14 14
1414 14 0 14
14 14 14 14 0

-14, - 14, -14, - 14,
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Graf 5-partisi Komplit (K5(4))

> restart:

> with(linalg):

>

K5(4) :=matrix([([0,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,191,[1
9,0,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19]1,[19,19,0,19,19,19,1
9,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19]1,119,19,19,0,19,19,19,19,19,19,19,19,
19,19,19,19,19,19,19,191,[19,19,19,19,0,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19
,19,191,1(19,19,19,19,19,0,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,191,[19,19,19
,19,19,19,0,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19],[19,19,19,19,19,19,19,0,19
,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19]1,[19,19,19,19,19,19,19,19,0,19,19,19,19,19,1
9,19,19,19,19,19}1,1[119,19,19,19,19,19,19,19,19,0,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19]
,[(19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,0,19,19,19,19,19,19,19,19,19],[19,19,19,19,19,
19,19, 194 A8SPNROIROPEIRGNIROINIRO RN RGPS SO PANRGIASINC S RO DPN R SO PNROMNRGPSIRCPNIROM) OO, 19,19, 19,19
, 19, 0,48, 1LSPSIROPNIROFS SOINIEO PSRN [NIROIAN KON ROPASIRO PNRGPSIEO PN RO RO PASIRS PANIROPASTRGSINO , 189, 0, 19, 19,19
, 19, 1427, 1 SHNNIROINIRORES SOR R0 N RGN RC IS RO RO ISIRC P RO IS RS IMSTRO PN RO EO PR PRCIASTRG ISIROM) O 90 ], [19, 19
,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,19,0,19,19,19,19], [19,19,19,19,19,19,19, 1
F, W 1016 S 19,09, 16, 19, 0,48, a8, A9, [1S, 18, 18 A%, 1S, 18, 19, i1 i1E) s Wk TRImEe
JIFO , JIRC RO RO O RPN RO N AR (KIS I RO RO PN RO PRSI RO ANRG PN RO IS ROPANT RO RS VANIRO PRGN RGPS RO ROPASI RO M| ©'MiLO , O,
iR || - (LS ale) e L) ke Sale) Al ale) o ale) o ale) Sale) - ale) - ale) -l el o ale) Jale) S ale) ale) ke, e (o)1) 8

> eigenvals(K5(4));
361, -19, 19, ~19, 19, ~19, 19, ~19, ~19, ~19, ~19, 19, ~19, 19, ~19, ~19, ~19, ~19,
-19, -19

> emp:=eigenvectors (K5(4));

emp:=[-19,19,{[ -1 000000000000000000 1],
[-1000000000000000001
[-1000000000000000010

[ -1000000000000000T100

>
>
>
B
>
>

0
0
0
[—10 000000000000010000
0
0

I
=
(=3
(=3
(=3
(=3
(=3
(=3
(=3
(=3
(=3
(=3
(=3
—_
(=3
(=3
(=3
(=3
(=3
(=3
(=3

>
>

-10000000000100000000
0

>

|
<
(=
<
(=1
(=1
(=1
(=1
(=1
—_
(=1
(=1
(=1
(=1
(=1
(=1
(=1
(=1
(=1
(=1

>

]
]
]
]
]
]
]
]

|
<
<
(=3
(=]
<
(=}
(=]
.
(=3
(=3
(=3
(=3
(=3
(=3
(=3
(=3
(=3
(=3
(=]

B

]
]
]
}

[ -10000001000000000000

,_
|
—_
(=1
(=1
(=1
(=1
(=1
—_
(=1
(=1
(=1
(=1
(=1
(=1
(=1
(=1
(=1
(=1
(=1
(=1
(=1

)

[-10000100000000000000]
[-10001000000000000000],
[-10010000000000000000 ]

,_
|
—_
(=3
—_
(=3
(=3
(=3
(=3
(=3
(=3
(=3
(=3
(=3
(=3
(=3
(=3
(=3
(=3
(=3
(=3
(=3

|
[-11000000000000000000]}][361,1,
]

{frrrrr11r1rrrrrrrrr1 )
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Graf 5-partisi Komplit (K5(5))

> restart:

> with(linalg):

>

K5(5) :=matrix([[0,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24]
,[24,0,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24]1,[24,24,0,24,2
4,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24],
[24,24,24,0,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24],1[24,24,24,24,0
,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24]1,1(24,24,24,24,24,0,24,24,24,2
4,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24]1,[24,24,24,24,24,24,0,24,24,24,24,24,24,24,
24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24],[24,24,24,24,24,24,24,0,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24
,24,24,24,24,24,24],1[24,24,24,24,24,24,24,24,0,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,2
4,241,[24,24,24,24,24,24,24,24,24,0,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24]1,1[24,24,2
4,24,24,24,24,24,24,24,0,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24]1,1[24,24,24,24,24,24,24,
24,24,24,24,0,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24]1,[24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24
,0,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24]1,[24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,0,24,24,24
,24,24,24,24,24,24,24,24]1,[24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,0,24,24,24,24,24,24,2
4,24,24,24],1(24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,0,24,24,24,24,24,24,24,24,24]1, (2
4,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,0,24,24,24,24,24,24,24,24],1(24,24,24,24,24,
24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,0,24,24,24,24,24,24,24],1(24,24,24,24,24,24,24,24,24,24
,24,24,24,24,24,24,24,24,0,24,24,24,24,24,24]1,1[24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,2
4,24,24,24,24,0,24,24,24,24,24]1,1[24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,
24,0,24,24,24,24],1[24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,0,24,24,
241,1[24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,0,24,24],1[24,24,24,
24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,0,24]1,1[24,24,24,24,24,24,24,24
,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,24,011):

> eigenvals(K5(5));
576, ~24, ~24, ~24, ~24, <24, ~24, ~24, 24, ~04, ~24, ~24, ~24, ~24, ~24, ~24, 24, ~24,
=24, -24, -24, -24, -24, -24, -24

> emp:=eigenvectors (K5(5));
emp:=[-24,24, {| -1 00000000000000000000000O01

[—1000000000000000000000010

[—1000000000000000000000100
[—1000000000000000000001000,
[—1000000000000000000010000

[—1000000000000000000100000

<

[7100000000000000000100000
-10000000000000000100000O00O0

-100000000000000O010O0O0O00O00O0O0
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Graf 5-partisi Komplit (K5(4))

> restart:

> with(linalg):

>

K5(3) :=matrix([[0,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14],[14,0,14,14,14,14
,14,14,14,14,14,14,14,14,14],[14,14,0,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14], [14
,14,14,0,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14]1,1[14,14,14,14,0,14,14,14,14,14,14,14
,14,14,141,0(14,14,14,14,14,0,14,14,14,14,14,14,14,14,141,1[14,14,14,14,14,14,0,
14,14,14,14,14,14,14,14],[14,14,14,14,14,14,14,0,14,14,14,14,14,14,14]1, [14,14,
14,14,14,14,14,14,0,14,14,14,14,14,14], [14,14,14,14,14,14,14,14,14,0,14,14,14,
14,1471,1[14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,0,14,14,14,1471,1[14,14,14,14,14,14,14,14,
14,14,14,0,14,14,141,1014,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,0,14,1471,1[14,14,14,1
4,14,14,14,14,14,14,14,14,14,0,14], [14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,14,
011);

014 14 14 14 14 14 14 14 14 14 14 14 14 14

14 014141414 1414 14 14 14 14 14 14 14

1414 01414141414 141414 14 14 14 14

141414 01414 1414 14 14 14 14 14 14 14

14141414 0141414 14 14 14 14 14 14 14

1414141414 01414 14 14 14 14 14 14 14

141414141414 014 141414 14 14 14 14

K5(3)=|14 14141414 1414 014 1414 14 14 14 14

141414141414 1414 0141414 14 14 14

141414141414 141414 0 14 14 14 14 14

141414141414 14141414 014 14 14 14

141414141414 14141414 14 0 14 14 14
141414141414 1414 141414 14 0 14 14

1414141414 1414141414 14 14 14 0 14
141414141414 141414 14 14 14 14 14 ©

> eigenvals (K5(3)) ;
196, —14, - 14, -14, -14, -14, -14, - 14, - 14, - 14, - 14, - 14, - 14,
Sk T2

> emp:=eigenvectors (K5(3));
emp::[19@1,{[1 1111111111111 1]H,[—1¢14
[-100000000000001]

00000000000010]

00000000000100],

00000000001000],

000000000100 OOL

& 1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-10000010000000 OL
-1
-1
-1
-1
-1

{
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[
[

10000000000000|}]
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