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ABSTRAK 
 

Resmi, Diyah Ayu. 2011. Rank Minimum dari Matriks Simetri Real dari Graf 
Kipas ሺ࢔ࡲሻ dan Kipas Ganda ሺ࢔ࡲࢊሻ. Skripsi. Jurusan Matematika 
Fakultas Sains dan Teknologi Universitas Islam Negeri Maulana Malik 
Ibrahim Malang. 
Pembimbing:  I. Abdussakir, M.Pd.      

   II. Ach. Nashichuddin, M.A. 
Kata Kunci: Graf Kipas, Graf Kipas Ganda, Matriks Simetri Real, Rank 

Minimum, Nulitas Maksimum. 
Rank minimum dari matriks simetri real dari suatu graf adalah rank 

terkecil dari matriks simetri real dari suatu graf  dimana elemen ke-ij adalah tak 
nol jika titik i terhubung dengan titik j dan nol jika titik i tidak terhubung dengan 
titik j, sedangkan jika i = j maka nilainya diabaikan. Sedangkan nulitas maksimum 
adalah nulitas terbesar dari matriks simetri real dari suatu graf. Rank minimum 
dinotasikan dengan ݉ݎሺܩሻ dan maksimum nulitas-nya dengan ܯሺܩሻ. Penentuan 
rank minimum dan nulitas maksimum dari suatu graf dengan mencari matriks 
terhubung, kemudian dikembangkan menjadi beberapa matriks simetri real serta 
dicari rank minimum dan nulitas maksimum dengan operasi baris tereduksi dan 
dengan bantuan M-File dalam program Matlab. Pada skripsi ini akan dikaji rank 
minimum dan nulitas maksimum dari matriks simetri real dari graf kipas ሺܨ௡ሻ dan 
kipas ganda ሺ݀ܨ௡ሻ, kemudian hasil yang diperoleh adalah 

1. Rank minimum dari matriks simetri real dari graf kipas adalah 
௡ሻܨሺݎ݉ ൌ ݊ െ 1 dan nulitas maksimumnya adalah ܯሺܨ௡ሻ ൌ 2 
dengan ݊ ൒ 2 dan ݊ א ܰ. 

2. Rank minimum dari matriks simetri real dari graf kipas ganda 
adalah ݉ݎሺ݀ܨ௡ሻ ൌ ݊ െ 1 dan nulitas maksimumnya adalah 
௡ሻܨሺ݀ܯ ൌ 3 dengan ݊ ൒ 3 dan ݊ א ܰ. 
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ABSTRACT 
 
 

Resmi, Diyah Ayu. 2011. Minimum Rank of Real Symmetric Matrices of Fan 
(Fn) and Double Fan (dFn) Graph. Thesis. Mathematics Department 
Science and Technology Faculty State Islamic University Maulana Malik 
Ibrahim of Malang. 
Advisor: I. Abdussakir, M.Pd.  

 II. Ach. Nashichuddin, MA. 
 

Keywords: Fan Graph, Double Fan Graph, Real Symmetric Matrices, 
Minimum Rank, Maximum Nullitas. 

 
The minimum rank of real symmetric matrices of a graph is the smallest 

rank of all real symmetric matrices of a graph whose ijth entry is nonzero 
whenever {i,j} is an edge in a graph and zero if edge i is not connected with edge 
j, while if i=j is ignored. And the maximum nullitas is the largest nullitas of all 
real symmetric matrices of a graph. The minimum rank is denoted by mr(G) and 
its maximum nullitas denoted by M(G). Determination of minimum rank and 
maximum nullitas of a graph by finding the adjacency matrix, then developed into 
a real symmetric matrices and look for the minimum rank and maximum nullitas 
with reduced row echelon and with help of M-files in Matlab. This thesis will be 
reviewed the minimum rank and maximum nullitas of real symmetric matrices of 
a fan graph (Fn) and double fan graph (dFn), then the results obtained are: 

1. The minimum rank of real symmetric matrices of a fan graph is ݉ݎሺܨ௡ሻ ൌ
݊ െ 1 and maximum nullitas is ܯሺܨ௡ሻ ൌ 2, with ݊ ൒ 2 and ݊ א ܰ. 

2. The minimum rank of real symmetric matrices of double fan graph is 
௡ሻܨሺ݀ݎ݉ ൌ ݊ െ 1 and maximum nullitas is ܯሺ݀ܨ௡ሻ ൌ 3, with ݊ ൒ 3 and 
݊ א ܰ. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 

Sebagian besar ilmuan berpendapat bahwa Allah menciptakan alam 

semesta dengan kode-kode tertentu, struktur bilangan tertentu. Alam sendiri 

mengajarkan kepada manusia tentang adanya periode-periode tertentu yang selalu 

berulang, terstruktur dan sistematis. Sesuai dengan firman Allah dalam surat 

Maryam ayat 94 sebagai berikut: 

ô‰s)©9 ÷Λàι9|Á ôm r& öΝ èδ£‰tã uρ #t‰ tã ∩®⊆∪     

“Sesungguhnya Allah telah menentukan jumlah mereka dan menghitung mereka 
dengan hitungan yang teliti”(Maryam:94). 

Dalam pandangan Al-Qur’an, tidak ada peristiwa yang terjadi secara 

kebetulan. Semua terjadi dengan hitungan, baik dengan hukum-hukum alam yang 

telah dikenal manusia maupun yang belum. 

Alam semesta memuat bentuk-bentuk dan konsep matematika, meskipun 

alam semesta tercipta sebelum matematika itu ada. Alam semesta serta segala 

isinya diciptakan Allah dengan ukuran-ukuran yang cermat dan teliti, dengan 

perhitungan-perhitungan yang mapan, dan dengan rumus-rumus serta persamaan 

yang seimbang dan rapi (Abdussakir,  2007:79). 

Berikut firman Allah dalam Al-Qur’an surat Al-A’la ayat 2-3 sebagai berikut: 

“ Ï% ©! $# t, n= y{ 3“ §θ |¡ sù ∩⊄∪   “ Ï%©! $#uρ u‘ £‰s% 3“ y‰yγ sù ∩⊂∪     
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“Yang menciptakan dan menyempurnakan dan yang menentukan kadar serta 
memberi petunjuk”(Al-A’la:2-3). 

Demikian juga dalam Al-Qur’an surat Al-Furqan ayat 2: 

“ Ï% ©! $# … çµ s9 à7ù= ãΒ ÏN≡uθ≈ yϑ¡¡9 $# ÇÚö‘ F{ $#uρ óΟ s9uρ õ‹ Ï‚−Gtƒ # Y‰ s9 uρ öΝ s9 uρ ⎯ ä3 tƒ … ã& ©! Ô7ƒÎŸ° ’Îû Å7 ù= ßϑø9 $# t, n= yzuρ 

¨≅à2 &™ó© x« … çνu‘ £‰ s)sù #\ƒ Ï‰ ø)s? ∩⊄∪     

“Yang kepunyaan-Nya-lah kerajaan langit dan bumi, dan Dia tidak mempunyai 
anak, dan tidak ada sekutu baginya dalam kekuasaan (Nya), dan Dia telah 
menciptakan segala sesuatu, dan Dia menetapkan ukuran-ukurannya dengan 
serapi-rapinya” (Al-Furqan:2). 

 Kedua ayat di atas menunjukkan bahwa peristiwa-peristiwa di alam raya 

ini dari sisi kejadiannya dalam kadar dan ukuran tertentu serta pada tempat dan 

waktu tertentu itulah yang dinamai takdir/qadar. Tidak ada sesuatu yang terjadi 

tanpanya, termasuk terhadap manusia (Shihab, 2003:201).  

 Semua yang ada di alam ini ada ukurannya, ada hitung-hitungannya, ada 

rumus-rumusnya, atau ada persamaannya. Ahli matematika atau fisika tidak 

membuat suatu rumus sedikitpun. Mereka hanya menemukan rumus atau 

persamaan (Abdussakir, 2007:80). Dengan bantuan Wahyu Ilahi maka manusia itu 

bisa menentukan ukuran-ukuran itu. Untuk menemukan ukuran-ukuran tersebut 

dalam dunia fisik maka diserahkan sepenuhnya kepada kita, yang tugas itu 

merupakan karya ilmu pengetahuan manusia. 

 Perkembangan keilmuan matematika yang saat ini mengalami 

perkembangan pesat di dunia dalam pengembangan konsep dan aplikasi, salah 

satu cabang keilmuannya adalah teori graf dan aljabar. Penelitian tentang konsep-
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konsep aljabar terhadap teori graf penting dilakukan, karena dari hasil penelitian 

inilah akan muncul pola-pola graf yang memiliki keteraturan dari sisi aljabar. Dari 

hasil penelitian inilah bisa dijadikan dasar untuk menentukan sifat-sifat graf yang 

dilihat dari sisi aljabar. 

Graf G terdiri dari dua himpunan, yaitu himpunan berhingga yang tak 

kosong dari objek-objek yang disebut titik dan himpunan berhingga yang 

mungkin kosong yang elemen-elemennya disebut garis sedemikian hingga setiap 

elemen dalam himpunan garis merupakan pasangan tak berurutan dari titik-titik 

pada himpunan. 

Penelitian aljabar ini dalam teori graf dikaji dengan mempresentasikan 

graf dalam bentuk matriks. Graf dapat disajikan dalam bentuk matriks adjacency 

yaitu matriks yang elemennya bernilai satu jika kedua titik yang diwakili baris dan 

kolom dalam graf tersebut terhubung dan elemennya bernilai nol jika kedua titik 

yang diwakili baris dan kolom tidak terhubung. Matriks adjacency merupakan 

matriks simetri. 

Dari matriks adjacency dapat dikembangkan menjadi matriks simetri real 

dari suatu graf yaitu matriks yang elemen-elemennya adalah bilangan real tak nol 

jika antar titik dalam graf tersebut terhubung dan nol jika antar titik dalam graf 

tersebut tidak terhubung sedangkan untuk elemen diagonalnya diabaikan (Fallat 

dan Hogben, 2007:3). 

Pada pembahasan suatu matriks dikenal adanya rank dan nulitas matriks. 

Dari beberapa matriks simetri real yang menggambarkan suatu graf akan 

memungkinkan memiliki rank dan nulitas yang berbeda. Rank terkecil dari 
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matriks-matriks tersebut disebut rank minimum dari matriks simetri real yang 

menggambarkan suatu graf, sedangkan nulitas terbesar dari matriks-matriks 

simetri real dari suatu graf disebut nulitas maksimum.  

Rank minimum dan nulitas maksimum dapat ditentukan dari matriks 

simetri real dari sembarang graf. Beberapa kajian yang terdahulu tentang 

minimum rank ini, diantaranya adalah penelitian Fallat dan Hogben, 2007, 

dalam penelitiannya Fallat dan Hogben berhasil menentukan bahwa rank 

minimum dari graf path (Pn) adalah n - 1 dan rank minimum dari graf komplit 

(Kn) adalah 1, serta rank minimum dari graf sikel (Cn) adalah n – 2. Kemudian 

penelitian Nur Aziziah, 2010, tentang rank minimum dari join graf path adalah 

ሺ݊ ൅ ݉ሻ െ 2, penelitian Tuhfatus Saniah, 2010, tentang rank minimum join dua 

graf Multipartit Lengkap dengan 0 ൑ ݏ ൏ ݊ െ 1 adalah ݊ െ  dan penelitian  ݏ

Ratih Dipty M, 2010, tentang rank minimum dari join graf sikel adalah ሺ݊ ൅ ݉ሻ െ

4. 

Berdasarkan penelitian-penelitian di atas, penulis terinspirasi untuk 

meneliti rank minimum dari jenis graf yang lain, yaitu graf kipas (Fn) dan graf 

kipas ganda (dFn). Selain itu, graf kipas dan graf kipas ganda merupakan graf 

yang setelah disajikan dalam bentuk matriks simetri real memiliki pola. Oleh 

karena itu, penulis tertarik untuk membahas atau mengkaji tentang rank minimum 

dari matriks simetri real dengan mengambil graf kipas (Fn) dan graf kipas ganda 

(dFn) sebagai bahan kajian dengan judul “ Rank Minimum dari Matriks Simetri 

Real dari Graf Kipas (Fn) dan Graf Kipas Ganda (dFn)”. 
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1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang tersebut, maka rumusan masalah yang dapat 

dikemukakan adalah Bagaimana menentukan rank minimum dan nulitas 

maksimum dari matriks semetri real dari graf kipas dan graf kipas ganda? 

1.3 Batasan Masalah 

Karena luasnya permasalahan yang terjadi, maka pada penelitian ini 

penulis memberikan batasan bahwa rank minimum dari matriks simetri real dari 

graf kipas (Fn) dengan n ≥ 2 dan kipas ganda (dFn) dengan n ≥ 3 dan n bilangan 

asli. 

1.4 Tujuan Penulisan 

Berdasarkan rumusan masalah, maka tujuan dari penulisan ini adalah 

untuk menentukan rank minimum dan nulitas maksimum dari matriks semetri real 

dari graf kipas dan graf kipas ganda. 

1.5 Manfaat Penelitian 

Adapun manfaat dari penulisan skripsi ini adalah: 

1. Bagi penulis, sebagai tambahan informasi dan wawasan pengetahuan 

mengenai penggunaan aljabar linier pada teori graf, khususnya tentang rank 

minimum dari matriks simetri real dari graf kipas dan graf kipas ganda. 

2. Bagi pemerhati matematika, sebagai tambahan pengetahuan bidang 

matematika, khususnya pengembangan penggunaan aljabar linier pada  teori 

graf mengenai rank minimum dari matriks simetri real dari graf kipas dan 

graf kipas ganda. 
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3. Bagi lembaga UIN Malang, untuk bahan kepustakaan yang dijadikan sarana 

pengembangan wawasan keilmuan khususnya di jurusan matematika untuk 

mata kuliah aljabar dan teori graf. 

1.6 Metode Penelitian 

Metode yang dilakukan dalam skripsi ini adalah metode penelitian 

kepustakaan, yaitu melakukan penelusuran dan penelaahan terhadap beberapa 

literatul yang berhubungan dengan topik bahasan. Bertujuan mengumpulkan data 

dan informasi dari berbagai sumber seperti buku, jurnal, dokumen, catatan dan 

sebagainya. Penelitian ini dilakukan dengan mengkaji teori mengenai rank 

minimum dan nulitas maksimum matriks kemudian diterapkan pada jenis graf 

yang lain yang belum ada penelitian mengenai graf tersebut. 

Prosedur perhitungan dan pencarian pola rank minimum dan nulitas 

maksimum dari matriks simetri real dilakukan dengan operasi baris tereduksi dan 

dengan bantuan M-File dalam program Matlab.  

Adapun langkah-langkah untuk menentukan rank minimum adalah sebagai 

berikut: 

1. Menggambar graf kipas dan kipas ganda. 

2. Menentukan matriks terhubung langsung dari graf kipas (Fn) dan kipas 

ganda (dFn). 

3. Mengembangkan matriks terhubung langsung menjadi matriks simetri real. 

4. Menghitung rank minimum dan nulitas maksimum dari matriks simetri real 

dari graf kipas (Fn) dan kipas ganda (dFn). 
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5. Menentukan pola umum dari rank minimum dan nulitas maksimum dari 

matriks simetri real dari graf kipas (Fn) dan kipas ganda (dFn). 

6. Rumus dari langkah ke 5, masih dapat dianggap sebagai dugaan (konjektur). 

Konjektur yang dihasilkan kemudian dibuktikan dengan terlebih dahulu 

merumuskan konjekturnya sebagai suatu teorema yang dilengkapi dengan 

bukti-bukti. 

1.7 Sistematika Penulisan 

Untuk lebih mudah memahami dan menelaah skripsi ini, maka penulis 

akan menggunakan sistematika yang terdiri dari 4 bab. Masing-masing bab terbagi 

menjadi beberapa subbab dengan rumusan sebagai berikut: 

BAB I PENDAHULUAN 

BAB I memaparkan latar belakang, rumusan masalah, batasan masalah, tujuan 

penelitian, manfaat penelitian, metode penelitian dan sistematika penulisan. 

BAB II KAJIAN TEORI 

Kajian teori yang berisi konsep, sifat-sifat, definisi serta contoh tentang teori graf 

dan matriks yang akan digunakan sebagai dasar teori pada bagian pembahasan. 

BAB III PEMBAHASAN 

Pembahasan berisi tentang bagaimana menentukan rank minimum dan nulitas 

maksimum dari matriks semetri real dari graf kipas dan graf kipas ganda, sehingga 

akan diperoleh suatu rumusan umum. Selanjutnya akan diperoleh suatu teorema 

yang akan dibuktikan kebenarannya. 
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BAB IV PENUTUP 

Bagian ini akan memaparkan hasil pembahasan, yang akan diambil kesimpulan 

dan akan disertai saran untuk penelitian selanjutnya. 
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BAB II 

KAJIAN PUSTAKA 

2.1 Graf 

2.1.1 Definisi Graf 

Definisi 1: 

Graf G adalah pasangan himpunan (V, E) dengan V adalah himpunan tidak 

kosong dan berhingga dari obyek-obyek yang disebut sebagai titik dan E 

adalah himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan dari titik-titik 

berbeda di G yang disebut sebagai sisi (Chartrand dan Lesniak, 1986:4). 

Himpunan titik di G dinotasikan dengan V(G) dan himpunan sisi di G 

dinotasikan dengan E(G). Sedangkan banyaknya unsur di V disebut order dari G 

dan dilambangkan dengan p(G) dan banyaknya unsur di E disebut size dari G dan 

dilambangkan dengan q(G). Jika graf yang dibicarakan hanya graf G, maka order 

dan size dari G tersebut cukup ditulis dengan p dan q (Chartrand dan Lesniak, 

1986:4). 

Definisi 2: 

Sisi ݁ ൌ ሼݑ, ݁ ሽ dikatakan menghubungkan titik u dan v. Jikaݒ ൌ ሼݑ,  ሽݒ

adalah sisi dari graf G, maka u dan v disebut terhubung langsung 

(adjacent), u dan e serta v dan e disebut terkait langsung (incident). Untuk 

selanjutnya, sisi ݁ ൌ ሼݑ, ݁ ሽ akan ditulisݒ ൌ  ,Chartrand dan Lesniak)  ݒݑ

1986:4). 
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Contoh: 

 

Gambar 2.1 Graf G yang Menggambarkan Incident dan Adjacent 

Pada Gambar 2.1 graf G terdiri dari V(G) = {v1, v2, v3, v4} dan E(G) = {e1, 

e2, e3, e4,}. Sisi e3 terkait langsung dengan  titik v2 dan v3, dengan demikian v2 dan 

v3 terkait langsung (incident) dengan e3. Sedangkan v1 dan v2 adalah adjacent 

(terhubung langsung), demikian juga dengan v1 dan v3, v2 dan v3, serta v3 dan v4. 

2.1.2 Operasi pada Graf 

Definisi 3: 

Definisi Gabungan (Union) dari graf G1 dan G2, dinotasikan dengan G1 ∪ 

G2, adalah graf dengan V(G1 ∪ G2) = V(G1) ∪ V(G2) dan E(G1 ∪ G2) = 

E(G1) ∪ E(G2). Graf 1,3ܭ ׫ 3ܭ2 ׫  akan ditunjukkan pada gambar 1ܭ3

sebagai berikut. (Chartrand dan Oellermann, 1993:29). 

 

Gambar 2.2 Gabungan dari Graf 1,3ܭ ׫ 3ܭ2 ׫  1ܭ3

 

 

  e1

e2

v2 

v3

v1

e3

e4  v4
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Definisi 4: 

Misalkan G1 dan G2 adalah graf, join (penjumlahan) dari G1 dan G2, 

dinotasikan G1 + G2, adalah graph yang terdiri dari 1ܩ ׫  dan semua ,2ܩ

garis–garis vivj, dimana  ݅ݒ א ܸሺ1ܩሻ dan ݆ݒ א ܸሺ2ܩሻ. Berikut akan 

ditunjukkan join graf ܲ3 ൅  .(Chartrand dan Oellerman, 1993:29) 2ܭ

 

Gambar 2.3 Join Graf A dan B 

A+B  merupakan join dari graf A dan graf B. 

2.1.3 Graf Terhubung 

Definisi 5: 

Sebuah jalan pada graf G dinotasikan W adalah barisan hingga yang 

diawali dan diakhiri dengan titik dimana unsur-unsurnya saling bergantian 

W : u = v0, e1, v1, e2, v2, e3, v3,..., en, vn = v 

antara titik dan sisi, dengan ei= vi-1vi adalah sisi di G untuk i = 1, 2, 3, ..., 

n. v0 disebut titik awal dan vn disebut titik akhir dan v1, v2, v3,..., vn-1 

disebut titik internal. Jalan yang tidak mempunyai sisi disebut jalan trivial. 

Adapun n menyatakan panjang dari W (Chatrand and Lesniak, 1986:26). 

 

 

A 

 

B 
 

A+B 

  v2 v1 

  v5 v4 v3 

v2 v1 

v5 v4 v3 
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Perhatikan graf G berikut: 

1v

3v2v

4v 5v

1e
3e

5e

2e

6e

4e 7e

G

 

Gambar 2.4 Gambar Untuk Mengilustrasikan Jalan (Walk) 

Maka  

ܹ1 ൌ ,1ݒ ,2ݒ ,3ݒ ,1ݒ ,4ݒ ,3ݒ ,5ݒ ,4ݒ  1ݒ

adalah jalan di G. ܹ1 mempunyai jalan 8. 

ܹ2 ൌ ,1ݒ ,4ݒ ,2ݒ ,3ݒ  4ݒ

bukan jalan di G karena sisi v4v2 tidak ada di G. 

Definisi 6: 

Jika v0 = vn, maka W disebut  jalan tertutup. Sedangkan jika v0 vn maka 

W disebut  jalan terbuka. Jika semua sisi di W berbeda, maka W disebut 

trail (Chatrand and Lesniak, 1986:26). 

Perhatikan gambar berikut, 

 

  

 

Gambar 2.5 Jalan Tertutup, Jalan Terbuka, dan Trail 

Maka 

W1 = v4, v5, v1, v2, v3, v6, v5, v3, v4 

v4

v5v1

v2 v3

v6

≠
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adalah jalan tertutup, dan merupakan trail karena semua sisinya berbeda atau 

tidak ada sisi yang dilalui lebih dari satu kali. 

 W2 = v5, v3, v2, v1, v5, v3, v4 

adalah jalan terbuka, dan bukan trail karena sisi v5v3 dilalui lebih satu kali, atau 

dengan kata lain ada sisi yang sama pada jalan W2. 

Definisi 7: 

Jalan terbuka yang semua titiknya berbeda disebut lintasan. Dengan 

demikian setiap lintasan pasti merupakan trail, tetapi tidak semua trail 

merupakan lintasan (Abdussakir, 2009:51).  

Pada graf G berikut: 

1v

3v2v

4v

5v
G

6v
 

Gambar 2.6 Contoh Lintasan 

Jalan 

ܹ1 ൌ ,1ݒ ,4ݒ ,5ݒ ,2ݒ ,3ݒ  6ݒ

ܹ2 ൌ ,1ݒ  5ݒ

dan 

ܹ3 ൌ ,1ݒ ,5ݒ ,2ݒ  3ݒ

Adalah lintasan di G karena semua titiknya berbeda. 

Sedangkan  

ܹ4 ൌ ,1ݒ ,4ݒ ,5ݒ ,2ݒ ,3ݒ  ଵݒ,5ݒ   ,3ݒ,6ݒ



14 
 

ܹ5 ൌ ,1ݒ ,5ݒ ,2ݒ ,5ݒ  3ݒ

Bukan lintasan karena ada titik yang sama. 

Definisi 8: 

Untuk suatu graf terhubung G, maka jarak (distance) ( )vud ,  antara dua 

titik u dan v di G  adalah panjang dari lintasan terpendek yang 

menghubungkan u dan v di G. Dengan fungsi jarak ini, himpunan )(GV  

adalah suatu ruang metrik (Chartrand dan Lesniak, 1986:29). 

Definisi 9: 

Eksentrisitas (eccentricity) ( )ve  dari suatu titik v pada graf terhubung G 

merupakan maksimum ( ) ( )GVuvud ∈∀,,  (Chartrand dan Lesniak, 

1986:29). 

Definisi 10: 

Titik v adalah titik eksentrik dari u jika jarak dari v ke u sama dengan 

eksentrisitas dari u atau )(),( ueuvd = (Abdussakir, 2009:56-57).  

Radius rad G didefinisikan sebagai minimum dari ( )ve  sedangkan 

diameter diam G adalah maksimum ( )ve . Suatu titik v dikatakan titik 

sentral jika  ( ) Gradve =  dan ( )GZ adalah himpunan titik sentral di G 

(Chartrand dan Lesniak, 1986:29). 

Contoh: 

 G: 

 

Gambar 2.7 Graf Terhubung (connected) 

v1

v2  v3 

v4 

v5 v6 
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Jarak pada graf G di Gambar 2.7 adalah :  

1),( 21 =vvd , 2),( 31 =vvd , 3),( 41 =vvd , 2),( 51 =vvd , 1),( 61 =vvd , 

1),( 12 =vvd , 1),( 32 =vvd , 2),( 42 =vvd , 1),( 52 =vvd , 2),( 62 =vvd , 

2),( 13 =vvd , 1),( 23 =vvd , 1),( 43 =vvd , 1),( 53 =vvd , 2),( 63 =vvd , 

3),( 14 =vvd , 2),( 24 =vvd , 1),( 34 =vvd , 1),( 54 =vvd , 2),( 64 =vvd , 

2),( 15 =vvd , 1),( 25 =vvd , 1),( 35 =vvd , 1),( 45 =vvd , 1),( 65 =vvd , 

1),( 16 =vvd , 2),( 26 =vvd , 2),( 36 =vvd , 2),( 46 =vvd  dan 1),( 56 =vvd  

Eksentrisitas pada graf G pada Gambar 2.7 adalah: 3)( 1 =ve , 2)( 2 =ve , 

2)( 3 =ve , 3)( 4 =ve , 2)( 5 =ve  dan 2)( 6 =ve . 

Titik eksentrik pada graf G pada Gambar 2.7 adalah:  

Titik eksentrik 1v  adalah 4v  

Titik eksentrik 2v  adalah 4v  dan 6v  

Titik eksentrik 3v  adalah 1v dan 6v  

Titik eksentrik 4v  adalah 1v  

Titik eksentrik 5v  adalah 1v  

Titik eksentrik 6v  adalah 2v , 3v  dan 4v  

Radius pada graf G di Gambar 2.7 adalah: rad G = 2 

Diameter pada graf G di Gambar 2.7 adalah: diam G = 3 

Titik sentral pada graf G di Gambar 2.7 adalah:  6532 ,,, vvvv  
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2.1.4 Jenis-Jenis Graf 

Definisi 11: 

Graf  komplit  adalah suatu graf dari order p dimana setiap dua titik yang 

berbeda saling terhubung langsung disebut graf komplit dan dinotasikan 

dengan Kp (Chartrand dan Oellermann, 1993:25). Sebagai contoh, Gambar 

adalah beberapa graf komplit. 

 

 

 

Gambar 2.8 Graf Komplit 

Definisi 12: 

Graf  bipartisi adalah graf yang himpunan titiknya dapat dipartisi menjadi 

himpunan A dan B sedemikian hingga setiap sisi graf mempunyai salah 

satu ujung di A dan  salah satunya di B (Wilson and Watkins, 1989:37). 

Perhatikan gambar berikut, 

 

 

G: 

Gambar 2.9 Graf Bipartisi 

Graf G pada Gambar 2.9 adalah graf  bipartisi karena himpunan titik di G 

dapat dipartisi menjadi dua himpunan, yaitu: 

A = {a,  b} 

dan 

K1 K2 
K3 K4 K5 K6

a b

c d e f
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B = {c, d, e, f} 

sehingga masing-masing sisi di G mempunyai ujung di A dan di B. Himpunan 

titik dalam satu partisi tidak boleh terhubung langsung. 

Definisi 13: 

Graf G disebut graf bipartisi komplit jika G adalah graf bipartisi dan 

komplit. Graf bipartisi komplit yang masing-masing partisi memuat m dan 

n  dilambangkan dengan K(m,n). Graf bipartisi komplit K(1,n) disebut dengan 

graf bintang (Chatrand  and Lesniak, 1986:10). 

 

 

 

 

Gambar 2.10 Graf Bipartisi Komplit K3, 3 

Graf G adalah bipartisi karena himpunan titik dapat dipartisi menjadi dua 

himpunan, dan graf komplit karena masing-masing titik dalam tiap partisi berbeda 

saling terhubung langsung. 

Definisi 14: 

Graf lintasan adalah graf dengan order n ≥ 1 dan merupakan sebuah 

lintasan. Graf lintasan dengan order n dinotasikan dengan Pn (Chartrand 

dan Oellermann, 1993:25). Perhatikan gambar berikut: 

 

 

Gambar 2.11 Graf Lintasan P1, P2, P3,  dan P4 

a b

d e f

c

P1  P2  P3  P4 
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Definisi 15: 

Graf  kipas dibentuk dari penjumlahan graf komplit K1 dan graf lintasan Pn 

yaitu nn PKF += 1 , dengan demikian graf kipas mempunyai )1( +n titik dan 

)12( −n sisi (Gallian, 2009:10). 

Untuk menggambarkan suatu graf kipas yaitu dengan memisalkan:  

K1 =                

dan 

Pn =  

Maka graf kipas nn PKF += 1 adalah 

1v

2v 3v 4v
nv 1+nv

 

Gambar 2.12 Contoh Graf Kipas Fn 

Titik v0 untuk selanjutnya disebut titik pusat graf kipas Fn. 

Definisi 16: 

Graf  kipas ganda dibentuk dari penjumlahan graf komplit 2K1 dan graf 

lintasan Pn yaitu nn PKdF += 12 , dengan demikian graf kipas ganda 

mempunyai ሺ݊ ൅ 2ሻ titik dan ሺ3݊ െ 1ሻ sisi (Gallian, 2009:10). 

Untuk menggambarkan suatu graf kipas ganda yaitu dengan memisalkan:  

vn‐1 

v0 

vn v3 v2 v1 
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2K1 =  

Dan 

 

Pn =  

Maka graf kipas ganda nn PKdF += 12  adalah 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.13 Contoh Graf Kipas Ganda dFn 

Titik v1 dan v2 selanjutnya disebut titik pusat graf kipas ganda dFn.. 

2.2 Analisis Matriks 

2.2.1 Matriks 

Definisi 17:  

Misal ܣ ൌ ሺܽ௜௝ሻ adalah matriks berukuran ݉ ൈ ݊. Maka transpos dari A, 

dinotasikan ܶܣ, adalah matriks berukuran ݊ ൈ ݉ dengan ܶܣ ൌ ሺ݆ܽ݅ሻ untuk 

semua i, j (Jain dan Gunawardena, 2004:49). 

Definisi 18:  

Misal A matriks berukuran ݊ ൈ ݊ disebut simetri jika ܣ ൌ  Dengan kata .ܶܣ

lain, ܣ ൌ ሺܽ௜௝ሻ adalah simetri jika ݆ܽ݅ ൌ ݆ܽ݅ untuk semua i,j (Jain dan 

Gunawardena, 2004:50). 

v1  v2 

wn‐1  wn w3 w2 w1 

v1

v2

w w2 w3
wn‐1  wn
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Matriks-matriks berikut ini adalah simetri, karena masing-masing setara 

dengan transposnya, 

ቂ 7 െ3
െ3 5 ቃ , ൥

1 4 5
4 െ3 0
5 0 7

൩ , ቂെ4 1
1 0ቃ 

Definisi 19:  

Sebuah matriks dikatakan matriks eselon baris jika memenuhi pernyataan 

1, 2 dan 3. Matriks eselon baris tereduksi jika memenuhi pernyataan 4. 

1. Jika satu baris tidak seluruhnya terdiri dari nol, maka bilangan tak nol 

pertama pada baris itu adalah 1. Bilangan 1 ini disebut 1 utama. 

2. Jika terdapat baris yang seluruhnya terdiri dari nol, maka baris-baris 

ini akan dikelompokkan bersama pada bagian bawah dari matriks. 

3. Jika terdapat dua baris berurutan yang tidak seluruhnya terdiri dari 

nol, maka 1 utama pada baris yang lebih rendah terdapat pada kolom 

yang lebih kanan dari 1 utama pada baris yang lebih tinggi. 

4. Setiap kolom yang memiliki 1 utama memiliki nol pada tempat-tempat 

lainnya. 

(Anton, 2004:9). 

2.2.2 Ruang Vektor dan Subruang 

Definisi 20: 

Misalkan V adalah suatu himpunan takkosong dari objek-objek sebarang, 

di mana dua operasinya didefinisikan, yaitu penjumlahan dan perkalian 

skalar. Jika aksioma-aksioma berikut dipenuhi objek u, v, w pada V dan 

semua skalar k dan l, maka disebut ruang vektor dan objek-objek pada V 

adalah vektor. 
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1. Jika u dan v adalah objek-objek pada V, maka u + v berada pada V. 

2. u + v = v + u 

3. u + (v + w) = (u + v) + w 

4. Di dalam V terdapat suatu objek 0, yang disebut vektor nol untuk V, 

sedemikian rupa sehingga 0 + u = u + 0 = u untuk semua u pada V. 

5. Untuk setiap u pada V, terdapat suatu objek –u pada V, yang disebut 

sebagai negatif dari u, sedemikian rupa sehingga u + (-u) = (-u) + u = 

0. 

6. Jika k adalah skalar sebarang dan u adalah objek sebarang pada V, 

maka ku terdapat pada V. 

7. k(u + v) = ku + kv 

8. (k + l)u = ku + lu 

9. k(lu) = (kl)(u) 

10. lu = u 

(Anton, 2004:228). 

Contoh:  

Himpunan semua matriks 2 x 2 berbentuk ቂܽ 0
0 ܾቃ dengan penjumlahan dan 

perkalian skalar matriks adalah ruang vektor. 

Bukti: 

a. u + v = ቂܽ 0
0 ܾቃ ൅ ቂܽ 0

0 ܾቃ ൌ ቂܽ ൅ ܽ 0
0 ܾ ൅ ܾቃ א ܸ 

b. ku = ݇ ቂܽ 0
0 ܾቃ ൌ ቂ݇ܽ 0

0 ܾ݇ቃ א ܸ 

c. u+v = ቂܽ 0
0 ܾቃ ൅ ቂܽ 0

0 ܾቃ ൌ ቂܽ 0
0 ܾቃ ൅ ቂܽ 0

0 ܾቃ ൌ ݒ ൅  ݑ
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d. u + (v + w) =ቂܽ 0
0 ܾቃ ൅ ቀቂܽ 0

0 ܾቃ ൅ ቂܽ 0
0 ܾቃቁ ൌ ቀቂܽ 0

0 ܾቃ ൅ ቂܽ 0
0 ܾቃቁ ൅ ቂܽ 0

0 ܾቃ 

= (u + v) + w 

e. 0 + u = ቂ0 0
0 0ቃ ൅ ቂܽ 0

0 ܾቃ ൌ ቂܽ 0
0 ܾቃ ൌ  ݑ

f. u + (-u) = ቂܽ 0
0 ܾቃ ൅ ቂെܽ 0

0 െܾቃ ൌ 0 

g. 1u = 1ቂܽ 0
0 ܾቃ ൌ ቂܽ 0

0 ܾቃ ൌ  ݑ

h. (k + l)u =ሺ݇ ൅ ݈ሻ ቂܽ 0
0 ܾቃ ൌ ݇ ቂܽ 0

0 ܾቃ ൅ ݈ ቂܽ 0
0 ܾቃ ൌ ݑ݇ ൅  ݑ݈

i. k(u + v) = ݇ ቂܽ 0
0 ܾቃ ൅ ݇ ቂܽ 0

0 ܾቃ ൌ ku + kv 

j. k(lu) = ݇ ቀ݈ ቂܽ 0
0 ܾቃቁ ൌ ݈݇ ቀቂܽ 0

0 ܾቃቁ = (kl)(u) 

Karena matriks ቂܽ 0
0 ܾቃ memenuhi semua aksioma maka matriks ቂܽ 0

0 ܾቃ dengan 

penjumlahan dan perkalian skalar matriks adalah ruang vektor.  

Definisi 21: 

Suatu subhimpunan W dari suatu ruang vektor V disebut subruang 

(subspace) dari V jika W itu sendiri merupakan suatu ruang vektor di 

bawah penjumlahan dan perkalian skalar yang didefinisikan pada V 

(Anton, 2004:236). 

Definisi 22:  

Suatu vektor w disebut kombinasi linier (linier combination) dari vektor-

vektor 1ݒ, ,2ݒ … .   ௥ jika dapat dinyatakan dalam bentukݒ

ݓ ൌ ݇ଵݒଵ ൅ ݇ଶݒଶ ൅ ڮ ൅ ݇௥ݒ௥ 

Di mana ݇1, ݇2 …  .adalah skalar (Anton, 2004:241) ݎ݇
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Perhatikan vektor-vektor u = (-1, 2, 1) dan v = (8, 3, 4) pada R3, maka w = 

(15, 2, 9) adalah suatu kombinasi linier dari u dan v, maka harus terdapat skalar k1 

dan k2 sedemikian rupa sehingga w = k1 u + k2 v, yaitu: 

(15, 2, 9) =   k1 (-1, 2, 1) + k2 (8, 3, 4) 

atau  

(15, 2, 9) = (-k1 + 8k2, 2k1 + 3k2, k1 +4k2) 

Dengan menyetarakan komponen-komponen yang bersesuaian diperoleh 

-k1 + 8k2 = 15 

2k1 + 3k2 = 2 

k1 + 4k2 = 9 

Dengan menyelesaikan sistem ini akan menghasilkan k1 = -2, k2 = 2, sehingga 

w = -2k1 + 2k2 

Jadi w = (15, 2, 9) adalah suatu kombinasi linier dari u dan v. 

Definisi 23: 

Jika ܵ ൌ ሼݒଵ, ,ଶݒ … ,  ௥ሽ adalah himpunan vektor-vektor takkosong, makaݒ

persamaan vektor ݇11ݒ ൅ ݇22ݒ ൅ ڮ ൅ ݎݒݎ݇ ൌ 0. Jika ini satu-satunya 

solusi, maka S disebut sebagai himpunan bebas linier (linearly 

independent). Jika terdapat solusi-solusi lain, maka S disebut sebagai 

himpunan tidak bebas linier (linearly dependent) (Anton, 2004:249). 

Contoh: Perhatikan vektor-vektor ݅ ൌ ሺ1, 0, 0ሻ, ݆ ൌ ሺ0, 1, 0ሻ, ݀ܽ݊ ݇ ൌ ሺ0, 0, 1ሻ 

pada ܴ3. Persamaan vektor dalam bentuk komponen-komponennya 

݇ଵ݅ ൅ ݇2݆ ൅ ݇3݇ ൌ 0 

Menjadi 
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݇1ሺ1, 0, 0ሻ ൅ ݇2ሺ0, 1, 0ሻ ൅ ݇3ሺ0, 0, 1ሻ ൌ ሺ0, 0, 0ሻ 

Atau secara ekuivalen, 

ሺ݇ଵ, ݇ଶ, ݇ଷሻ ൌ ሺ0, 0, 0ሻ 

Ini mengimplikasikan bahwa ݇1 ൌ 0, ݇2 ൌ 0, ݀ܽ݊ ݇3 ൌ 0, sehingga himpunan S 

= {i, j, k} bebas linier. 

2.2.3 Basis dan Dimensi 

Definisi 24: 

Jika V adalah suatu ruang vektor sebarang dan ܵ ൌ ሼݒଵ, ,ଶݒ … ,  ௡ሽ adalahݒ

suatu himpunan vektor-vektor pada V, maka S disebut basis untuk V jika 

dua syarat berikut berlaku: 

a. S bebas linier 

b. S merentang V 

 (Anton, 2004:260). 

Pada contoh Definisi 23 telah ditunjukkan bahwa jika ݅ ൌ ሺ1, 0, 0ሻ, ݆ ൌ

ሺ0, 1, 0ሻ, ݀ܽ݊ ݇ ൌ ሺ0, 0, 1ሻ maka S = {i, j, k} adalah suatu himpunan bebas linier 

pada R3. Himpunan ini juga merentang R3 karena vektor sebarang v =(a, b, c) 

pada R3 dapat ditulis sebagai 

ݒ ൌ ሺܽ, ܾ, ܿሻ ൌ ܽሺ1, 0, 0ሻ ൅ ܾሺ0, 1, 0ሻ ൅ ܿሺ0, 0, 1ሻ ൌ ܽ݅ ൅ ܾ݆ ൅ ܿ݇ 

Jadi, S adalah basis untuk R3 dan disebut sebagai basis stándar untuk R3. 

Definisi 25:  

Dimensi dari ruang vektor V yang berdimensi terhingga, dinotasikan 

dengan dim(V), didefinisikan sebagai banyaknya vektor-vektor pada  suatu 

basis untuk V (Anton, 2004:269). 



25 
 

2.2.4 Ruang Baris, Ruang Kolom dan Ruang Null 

Definisi 26:  

Jika A adalah suatu matriks ݉ ൈ ݊, maka subruang dari ܴ݊ yang direntang 

oleh vektor-vektor baris dari A disebut ruang baris (row space) dari A, dan 

subruang dari ܴ݉ yang direntang oleh vektor-vektor kolom disebut ruang 

kolom (column space) dari A. Ruang solusi dari sistem persamaan yang 

homogen ݔܣ ൌ 0, yang merupakan subruang dari ܴ݊, disebut ruang null 

(null space) dari A (Anton, 2004:278). 

Contoh: 

a. Diketahui matriks A berikut: 

ܣ ൌ ൦

1 2 3
െ2 1 0
3 1 1
5 0 െ1

൪ 

Vektor baris dari A adalah: 

ଵݎ  ൌ ሺ1,2,3ሻ, ଶݎ ൌ ሺെ2,1,0ሻ, ଷݎ ൌ ሺ3,1,1ሻ, dan ݎସ ൌ ሺ5,0, െ1ሻ 

Sedangkan vektor kolom dari A adalah 

ܿଵ ൌ ൮

1
െ2
3
5

൲ , ܿଶ ൌ ൮

2
1
1
0

൲ dan ܿଷ ൌ ൮

3
0
1

െ1

൲ 

b. Misalkan ܤ ൌ ቂ 2 4 5
െ4 2 3ቃ ruang null dari matriks terdiri dari vektor 

ሺݔ, ,ݕ ሻݖ א ܴଷ yang mana 

ቂ 2 4 5
െ4 2 3ቃ ቈ

ݔ
ݕ
ݖ

቉ ൌ ቂ0
0ቃ 

Maka dapat ditulis sistem persamaan linier homogen meliputi x, y dan z. 
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ݔ2 ൅ ݕ4 ൅ ݖ5 ൌ 0 

െ4ݔ ൅ ݕ2 ൅ ݖ3 ൌ 0 

Sehingga dapat ditulis dalam bentuk matriks sebagai berikut: 

ቂ 2 4 5
െ4 2 3|00ቃ 

Dengan eselon baris tereduksi didapatkan matriks sebagai berikut: 

ቂ1 0 െ0.1
0 1 1.3 |00ቃ 

Maka dapat diperoleh:  

ݔ ൌ  ݖ0.1

ݕ ൌ െ1.3ݖ 

Ruang nul (solusi Ax=0) dalam z, dimana z adalah skalar 

ቈ
ݔ
ݕ
ݖ

቉ ൌ ݖ ൥
0.1

െ1.3
1

൩ 

Ruang nul A adalah himpunan solusi persamaan. 

2.2.5 Rank dan Nulitas 

Definisi 27: 

Dimensi umum dari ruang baris dan ruang kolom dari suatu matriks A 

disebut rank dari A dan dinyatakan sebagai rank(A) (Anton, 2004:294).  

Definisi 28:  

Kernel dari matriks A, dinotasikan dengan ker(A), adalah himpunan dari 

semua solusi persamaan homogen ݔܣ ൌ 0. Kernel dari matriks A disebut 

juga dengan ruang null dari A dan dimensinya disebut nulitas dari A, 

dinotasikan dengan null(A) (Hogben, 2007:2-6(57)). 
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Contoh: Tentukan rank dan nulitas dari matriks 

ܣ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
2 2 1 1 1
2 2 2 0 0
1 2 0 1 0
1 0 1 0 1
1 0 0 1 ے2

ۑ
ۑ
ۑ
ې
 

Penyelesaian: 

Bentuk eselon baris tereduksi dari A adalah 

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
1 0 0 1 2
0 1 0 0 െ1
0 0 1 െ1 െ1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 ے

ۑ
ۑ
ۑ
ې
 

Karena terdapat tiga baris taknol (atau secara ekuivalen, tiga 1 utama), 

ruang baris dan ruang kolom ketiganya berdimensi tiga, sehingga Rank(A) = 3. 

Untuk menentukan nulitas dari A, kita harus menentukan dimensi dari ruang 

solusi sistem linier Ax = 0. Sistem persamaan yang bersesuaian adalah 

1ݔ ൅ 4ݔ ൅ 5ݔ2 ൌ 0 

2ݔ െ 5ݔ ൌ 0 

3ݔ െ 4ݔ െ 5ݔ ൌ 0 

Atau, untuk menyelesaikan variabel-variabel utama, 

1ݔ ൌ െ4ݔ െ  5ݔ2

2ݔ ൌ  5ݔ

3ݔ ൌ 4ݔ ൅  5ݔ

Maka solusi umum dari sistem tersebut adalah 

1ݔ ൌ െݏ െ  ݐ2

2ݔ ൌ  ݐ

3ݔ ൌ ݏ ൅  ݐ



28 
 

4ݔ ൌ  ݏ

5ݔ ൌ  ݐ

Atau secara ekuivalen, 

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
1ݔ
2ݔ
3ݔ
4ݔ
ے5ݔ

ۑ
ۑ
ۑ
ې

ൌ ݏ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
െ1
0
1
1
0 ے

ۑ
ۑ
ۑ
ې

൅ ݐ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
െ2
1
1
0
1 ے

ۑ
ۑ
ۑ
ې
 

Kedua vektor pada ruas kanan diatas merupakan basis untuk ruang solusi, 

sehingga nulitas(A) = 2. 

Teorema 1:  

Misalkan A adalah suatu matriks dengan n kolom, maka 

Rank (A) + nulitas (A) = n 

(Anton, 2004:295). 

Bukti: 

Karena A memiliki n kolom, maka sistem linier homogen Ax = 0 

memiliki n faktor yang tidak diketahui (variabel), variabel ini terbagi dalam 

dua katagori; variabel utama dan variabel bebas. Jadi 

[Banyaknya variabel utama] + [Banyaknya variabel bebas] = n 

Tetapi banyaknya variabel utama adalah sama dengan banyaknya 1 

utama di dalam bentuk eselon baris tereduksi dari A, dan angka ini 

merupakan Rank dari A. Jadi, 

Rank(A) + [Banyaknya variabel bebas] = n 

Banyaknya variabel bebas adalah sama dengan nulitas dari A. Hal ini 

terjadi karena nulitas dari A adalah dimensi ruang solusi dari Ax = 0, yang 
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sama dengan banyaknya parameter pada solusi umum, yang sama dengan 

banyaknya variabel bebas. Jadi,  

Rank(A) + nulitas(A) = n. 

Contoh: 

Diketahui matriks A berikut: 

ܣ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
2 2 1 1 1
2 2 2 0 0
1 2 0 1 0
1 0 1 0 1
1 0 0 1 ے2

ۑ
ۑ
ۑ
ې
 

Memiliki 6 kolom, sehingga  

Rank(A) + nulitas(A) = 5 

Hal ini konsisten dengan contoh pada Definisi 28, dimana telah ditunjukkan 

bahwa  

Rank(A) = 3 dan nulitas(A) = 2 

2.3 Matriks Simetri Real 

2.3.1 Matriks Adjacency 

Definisi 29: 

Matriks keterhubungan (Adjacency) ܣ ൌ ሾܽ௜௝ሿ berukuran ݊ ൈ ݊ dari graf G 

dengan n titik adalah matriks yang baris dan kolomnya menyatakan titik-

titik dari graf dan elemennya menyatakan keterhubungan antar titik graf 

tersebut, dengan ݆ܽ݅ ൌ 1 jika titik ݅ݒ terhubung dengan titik ݆ݒ dan ܽ௜௝ ൌ 0 

dengan ݅ݒ dan ݆ݒ adalah titik dari G (Fould, 1992:76). 
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Perhatikan graf G berikut: 

1v

3v

2v

4v
 

Gambar 2.14 Graf yang Menggambarkan Matriks Adjacency 

Bentuk matriks adjacency dari graf G,  

ܤ ൌ ൦

0 1 1 1
1 0 1 0
1 1 0 1
1 0 1 0

൪ 

2.3.2 Matriks Simetri Real dari Suatu Graf 

Definisi 30: 

Matiks simetri real dari suatu graf diperoleh dari matriks adjacency yang 

elemennya bernilai real, dengan ketentuan jika titik ke-i terhubung dengan 

titik ke-j maka nilainya tidak nol, jika titik ke-i tidak terhubung dengan 

titik ke-j maka nilainya nol, sedangkan jika i = j maka nilainya diabaikan 

(Fallat dan Hogben, 2007:3). 

Suatu himpunan dari matriks simetri real berukuran n x n dinotasikan 

dengan ܵ݊. Misalkan ܤ א ܵ݊, sebuah graf yang digambarkan oleh matriks simetri 

real B dinotasikan ࣡ሺܤሻ. ࣡ሺܤሻ adalah sebuah graf dengan himpunan titik {1, 

2,…,n} dan sisinya adalah ሼሼ݅, ݆ሽ|ܾ௜௝ ് 0 ݀ܽ݊ ݅ ് ݆ሽ. Dalam menentukan ࣡ሺܤሻ, 

elemen-elemen diagonal utama B diabaikan. Himpunan matriks simetri real dari 

graf G dinotasikan S(G), sehingga ܵሺܩሻ ൌ ሼܤ א ܵ௡: ࣡ሺܤሻ ൌ  ሽ (Fallat danܩ

Hogben, 2007:3). 
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Contoh: 

Dari Gambar 2.14 Graf G dapat digambarkan matriks adjacency, yaitu: 

൦

0 1 1 1
1 0 1 0
1 1 0 1
1 0 1 0

൪. Dari matriks adjacency tersebut dapat dikembangkan menjadi 

matriks simetri real diantaranya adalah: 

1ܤ ൌ ൦

1 2 1 2
2 0 2 0
1 2 1 2
2 0 2 0

൪ , 2ܤ ൌ ൦

1 3 2 1
3 0 1 0
2 1 0 1
1 0 1 0

൪ , 3ܤ ൌ ൦
0.5 2 0.5 2
2 0 2 0

0.5 2 0.5 2
2 0 2 0

൪ 

Dengan ݅ܤ א ܵ4, ݅ ൌ 1, 2, 3. 

Karena 1ܤ, ,2ܤ 3ܤ א  ܵ4 merupakan matriks simetri real yang menyatakan 

suatu graf yang sama dengan ࣡ሺܤଵሻ ൌ ࣡ሺܤଶሻ ൌ ࣡ሺܤଷሻ ൌ ,1ܤ maka ,ܩ ,2ܤ 3ܤ א

 ܵሺܩሻ. 

2.3.3 Rank Minimum dan Nulitas Maksimum 

Dari beberapa matriks simetri real dari graf yang sama memungkinkan 

diperoleh rank yang berbeda, dan rank yang terkecil disebut rank mínimum. 

Dengan demikian dapat didefinisikan rank mínimum yang digambarkan oleh 

suatu graf sebagai berikut: 

Definisi 31:  

Rank mínimum dari graf G dengan ordo n didefinisikan sebagai 

ሻܩሺݎ݉ ൌ minሼ݇݊ܽݎሺܤሻ: ܤ א ܵ௡ ݀ܽ݊ ࣡ሺܤሻ ൌ  ሽܩ

 (Fallat dan Hogben, 2007:3). 

Definisi 32: 

Nulitas maksimum dari graf G didefinisikan sebagai: 

ሻܩሺܯ ൌ ܤ :ሻܤሺ݈݈ݑሼ݊ ݏ݇ܽ݉ א Թ, ܤ א ܵ௡ ݀ܽ݊ ࣡ሺܤሻ ൌ  .ሽܩ
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 (Barioli dan Fallat, dkk, 2009:127). 

Dari Graf G diperoleh rank mínimum dan nulitas maksimum dari matriks 

simetri real yang digambarkan graf G yaitu: 

1ܤ .1 ൌ ൦

1 2 1 2
2 0 2 0
1 2 1 2
2 0 2 0

൪ dengan rank ሺ1ܤሻ ൌ 2 dan nulitas ሺ1ܤሻ ൌ 2 

2ܤ .2 ൌ ൦

1 3 2 1
3 0 1 0
2 1 0 1
1 0 1 0

൪ dengan rank ሺ2ܤሻ ൌ 4 dan nulitas ሺ2ܤሻ ൌ 0 

3ܤ .3 ൌ ൦
0.5 2 0.5 2
2 0 2 0

0.5 2 0.5 2
2 0 2 0

൪ dengan rank ሺ3ܤሻ ൌ 2 dan nulitas ሺ3ܤሻ ൌ 2 

Maka dapat diketahui bahwa dari graf G memiliki rank yang berbeda-

beda. Dari perhitungan diatas diduga rank minimum dari B atau ݉ݎሺܤሻ ൌ 2 dan 

nulitas maksimumnya  ܯሺܤሻ ൌ 2. 

Definisi 33: 

Misalkan G graf dengan himpunan titik V(G) dan himpunan sisi E(G). 

Misalkan U adalah himpunan bagian tak kosong dari V(G). Subgraf di G 

yang terdukung oleh himpunan U, dinotasikan dengan G[U], adalah graf 

dengan himpunan titik U dan memuat semua sisi di G yang terkait 

langsung dengan dua titik di U. Jadi, sisi di graf G[U] adalah semua sisi uv 

di G dengan syarat ݑ, ݒ א ܷ. Graf H disebut subgraf terdukung titik (atau 

disebut terdukung) di G, dinotasikan dengan ܪ ط ܪ jika ,ܩ ؆  ሾܷሿ, untukܩ

suatu ܷ ك ܸሺܩሻ dan ܷ ്  .(Abdussakir, 2009:43) ׎
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Contoh: Misalkan graf G sebagai berikut, 

1v 2v
3v

4v5v

 

Gambar 2.15 Graf G dengan Himpunan Titik V(G) dan Himpunan Sisi E(G) 

Diketahui ܸሺܩሻ ൌ ሼݒଵ, ,ଶݒ ,ଷݒ ,ସݒ ܷ ହሽ, misalkanݒ ൌ ሼݒଶ, ,ଷݒ ,ସݒ  ହሽ, maka subgrafݒ

terdukung G[U] di G terlihat pada gambar berikut, 

2v
3v

4v5v

 

Gambar 2.16 Subgraf Terdukung G [U] di G 

Lemma 1: 

Untuk setiap field F dan graf G dengan order n, maka ݉ݎிሺܩሻ ൑ |ܩ| െ 1 

(Chenette dan Droms, 2006:6). 

Bukti:  

Misalkan A adalah matriks adjacency dari G. Ubah entri diagonal dari A 

dengan cara sebagai berikut misal  

ܽ௜௜ ൌ െ ෍ ܽ௞௜

௡

௞ୀଵ
௞ஷ௜

 

Untuk setiap entri diagonal ܽ௜௜, 1 ൑ ݅ ൑ ݊. Kemudian ingat bahwa jumlah 

dari baris A adalah vektor nol, sehingga keseluruhan 1 vektor adalah di ker 
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A, dan diperoleh ݇݊ܽݎሺܣሻ ൑ ݊ െ 1. Maka dapat disimpulkan bahwa 

ሻܩிሺݎ݉ ൑ |ܩ| െ 1 (Chenette dan Droms, 2006:7). 

Teorema 2:  

Jika Pn adalah lintasan dengan n titik, maka ݉ݎሺ ௡ܲሻ ൌ ݊ െ 1 (Fallat dan 

Hogben, 2007:4). 

Bukti:  

Dengan lemma 1 bahwa ݉ݎሺܩሻ ൑ |ܩ| െ 1, maka diperoleh ݇݊ܽݎ ൌ ݊ െ 1 

(Chenette dan Droms, 2006:7). 

Teorema 3: 

Untuk Graf G dengan order n maka ݉ݎሺܩሻ ൒ ݀݅ܽ݉ሺܩሻ (Fallat dan 

Hogben, 2007:5). 

Bukti: 

Jika G itu terdiri dari lintasan terdukung pada k titik, (dengan fakta bahwa 

jika H adalah subgraf terdukung dari G, maka ݉ݎሺܪሻ ൑  .(ሻܩሺݎ݉

Diperoleh ݉ݎሺܩሻ ൒ ሺݎ݉ ௞ܲሻ ൌ ݇ െ 1. Jika ݀݅ܽ݉ሺܩሻ ൌ  maka panjang ,ݏ

lintasan G adalah ݏ ൅ 1 titik. sehingga ݉ݎሺ ௦ܲାଵሻ ൌ ሻܩሺݎ݉ Jadi .ݏ ൒

ሺݎ݉ ௦ܲାଵሻ ൌ  Karena s adalah diam dari G maka dapat disimpulkan .ݏ

bahwa ݉ݎሺܩሻ ൒ ݀݅ܽ݉ሺܩሻ.  

2.4 Qadar dalam Al-Qur’an 

Ibnu Atsir memberi definisi tentang qadar dalam kitab An-Nihayah (4/22) 

sebagai berikut: Qadar adalah ketentuan Allah SWT untuk seluruh makhluk dan 

ketetapan-Nya atas segala sesuatu. Ia adalah bentuk masdhar dari akar kata: 

qadara – yaqduru – qadaran (Al Washifi, 2005:51). 
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Sesungguhnya Allah SWT menetapkan atau mentaqdirkan  segala sesuatu 

yang ada dialam semesta ini melalui dua cara yaitu pertama, dengan memberikan 

"qudrah" atau kekuatan kepada sesuatu dan yang kedua adalah dengan membuat 

segala sesuatu itu dengan "qadar" atau ukuran tertentu dan cara-cara tertentu  

sesuai juga dengan sifat Allah yang menciptakan sesuatu kemudian 

menyempurnakannya. Firman Allah pada surat al-A’la ayat 2-3: 

“ Ï% ©! $# t, n= y{ 3“ §θ |¡ sù ∩⊄∪   “ Ï%©! $#uρ u‘ £‰s% 3“ y‰yγ sù ∩⊂∪    

“Yang menciptakan dan menyempurnakan dan yang menentukan kadar serta 
memberi petunjuk” (Al-A’la:2-3). 

Firman Allah SWT, “ §θ |¡ sù , n= y{ “ Ï% ©! $# “Yang menciptakan dan 

menyempurnakan (penciptaan-Nya).” Maksudnya menyempurnakan apa yang 

telah diciptakan-Nya. Tidak ada kecacatan pada penciptaan-Nya (Al Qurthubi, 

2008:307). 

Kata  (‘ £‰s%) qaddara berasal dari kata ( قدر)  qadara yang antara lain berarti 

mengukur, memberi kadar atau ukuran. Setiap makhluk yang diciptakan Allah 

diberi-Nya kadar, ukuran serta batas-batas tertentu dalam diri, sifat dan 

kemampuan maksimal (Shihab, 2003:201). 

Semua makhluk telah ditetapkan oleh Tuhan kadarnya dalam hal-hal 

tersebut. Mereka tidak dapat melampui batas ketetapan itu, dan Allah SWT, 



36 
 

menuntun sekaligus menunjukkan kepada makhluk-makhluk-Nya itu arah yang 

seharusnya mereka tuju. Inilah yang dimaksud fa hada (Shihab, 2003:201). 

Kata ( فهدى) fa hada/ memberi petunjuk mencakup banyak hal. Hidayah 

adalah penyampaian secara lemah lembut menyangkut apa yang dikehendaki. 

Hidayah Allah dapat berupa naluri atau panca indra, dan di samping itu bagi 

manusia adalah akal dan ajaran agama (Shihab, 2003:202). 

Manusia mempunyai kemampuan yang terbatas sesuai dengan ukuran 

yang diberikan Allah atasnya, makhluk ini tidak dapat terbang sebagaimana 

burung. Yang demikian itu merupakan salah satu ukuran atau batas 

kemampuannya (Shihab, 2003:201).  

Matahari ditakdirkan Tuhan beredar dalam waktu tertentu, ia tidak dapat 

melampui batas tersebut. Demikian juga bulan, alhasil segala sesuatu ada qadar 

dan taqdir (ketetapan) Tuhan atasnya, seperti Firman Allah: 

t, n= yzuρ ¨≅à2 &™ó© x« … çν u‘ £‰s)sù # \ƒ Ï‰ø)s? ∩⊄∪     

“Dia telah menciptakan segala sesuatu, dan Dia menetapkan ukuran-ukurannya 
dengan serapi-rapinya” (Al-Furqan:2). 

Kata فقدر( ) faqaddarahu mempersiapkannya untuk menerima 

keistimewaan dan perbuatan yang telah disediakan baginya (Al-Maraghi, 

1993:263). 

Sesungguhnya segala sesuatu selain Allah adalah makhluk yang dimiliki. 

Dia Pencipta, Pemilik dan sembahan segala sesuatu; dan segala sesuatu berada 

dibawah kekuasaan, penundukan serta pengukuran-Nya (Al-Maraghi, 1993:266). 
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Bumi mengitari matahari dengan konsisten di orbitnya pada kecepatan 

sekitar 100.000 km per jam karena Allah swt telah tentukan ukuran (kadar)-nya. 

Begitu juga matahari bergerak di antara bintang-bintang lainnya dengan kecepatan 

sekitar 800.000 km per jam. Ini terjadi karena Allah telah tentukan kadar 

(ukuran)-nya. Begitu juga jantung kita berdenyut secara konsisten, mata berkedip 

secara rutin, dan usus melakukan gerakan paristaltik. Semuanya karena kadar 

yang Allah tetapkan. Tanpa kadar (ukuran) yang konsisten pasti akan mengalami 

kekacauan (Amiruddin, 2005:136). 
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BAB III 

PEMBAHASAN 

3.1 Rank Minimum dari Matriks Simetri Real dari Graf Kipas ሺ࢔ࡲሻ ࢛ࢇ࢚ࢇ ሺ࢔ࡼ ൅

 ૚ሻࡷ

Rank minimum dari graf kipas ܨ௡ dapat dicari dari matriks-matriks simetri 

real dari graf kipas. Perhatikan gambar graf kipas ܨ௡ berikut:  

1v

2v 3v 4v
nv 1+nv

 

Gambar 3.1 Graf kipas ܨ௡ 

Berdasarkan gambar graf di atas, dapat diperoleh matriks keterhubungan dari ܨ௡ 

yaitu: 

ܨ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0 1 1 1 1 1 ڮ 1
1 0 1 0 0 0 ڮ 0
1 1 0 1 0 0 ڮ 0
1 0 1 0 1 0 ڮ 0
1 0 0 1 0 1 0 0
1 0 0 0 1 ڰ ڰ 0
ڭ ڭ ڭ ڭ ڭ ڰ 0 1
1 0 0 0 0 ڮ 1 ے0

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 

 
n + 1 

n + 1 
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Jika F adalah  matriks adjacency, maka dapat dikembangkan menjadi 

matriks simetri real dari graf kipas ܨ௡ dengan ݊ ൒ 2 sehingga ܨ ൌ ൣ ௜݂௝൧ dengan 

௜݂௝ ൌ  ௝݂௜ didefinisikan sebagai berikut: 

് 0,   ݆݅݇ܽ ݆ ൌ ݅ ൅ 1, ݅ ൌ 1,2 … ݊ ݀ܽ݊ ݆݅݇ܽ ݅ ൌ ݆ ൅ 1, ݆ ൌ 1,2 … ݊ 

௜݂௝  =      ݆݅݇ܽ ݅ ൌ 1, ݆ ൌ 2,3 … … ݊ ൅ 1 ݀ܽ݊ ݆݅݇ܽ ݆ ൌ 1, ݅ ൌ 2,3 … … ݊ ൅ 1 

ൌ 0,  ݈݊݅ܽ ݃݊ܽݕ ݇ݑݐ݊ݑ

dan nilai elemen ke-ij diabaikan jika ݅ ൌ ݆. Dari definisi diatas, maka dapat 

diperoleh bentuk matriksnya yaitu: 

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ

0 ଵ݂ଶ ଵ݂ଷ ଵ݂ସ ଵ݂ହ ଵ݂଺ ڮ ଵ݂ሺ௡ାଵሻ

ଶ݂ଵ 0 ଶ݂ଷ 0 0 0 ڮ 0
ଷ݂ଵ ଷ݂ଶ 0 ଷ݂ସ 0 0 ڮ 0
ସ݂ଵ 0 ସ݂ଷ 0 ସ݂ହ 0 ڮ 0
ହ݂ଵ 0 0 ହ݂ସ 0 ହ݂଺ 0 ڭ
଺݂ଵ 0 0 0 ଺݂ହ ڰ ڰ 0
ڭ ڭ ڭ ڭ ڭ ڰ 0 ௡݂ሺ௡ାଵሻ

ሺ݂௡ାଵሻଵ 0 0 0 0 ڮ ሺ݂௡ାଵሻ௡ 0 ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 

Pada penelitian ini, digunakan program Matlab untuk menentukan rank 

minimum dan nulitas maksimum dari matriks simetri real dari graf kipas dan 

program tersebut terdapat pada lampiran 1. 

Contoh 3.1 Contoh beberapa matriks dari graf kipas dan diperoleh pula rank dan 

nulitas-nya yaitu: 
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1. Graf ܨଶ 

 

1v

2v 3v

 

Gambar 3.2 Graf ܨଶ 

Berdasarkan graf diatas maka matriks adjacency dari ܨଶ yaitu: 

ܣ ൌ ൥
0 1 1
1 0 1
1 1 0

൩  dengan Rank ሺܣሻ ൌ 3 dan nulitas ሺܣሻ ൌ 0 

Matriks adjacency dapat dikembangkan menjadi matriks-matriks 

simetri real dari ܨଶ serta diperoleh juga rank dan nulitas-nya di antaranya 

adalah: 

a. ܣଵ ൌ ൥
1 2 3
2 0 1
3 1 1

൩  dengan rank ሺܣଵሻ ൌ 3 dan nulitas ሺܣଵሻ ൌ 0 

b. ܣଶ ൌ ൥
1 1 1
1 1 1
1 1 1

൩ dengan rank ሺܣଶሻ ൌ 1 dan nulitas ሺܣଶሻ ൌ 2 

c. ܣଷ ൌ ൥
1 2 1
2 0 1
1 1 2

൩ dengan rank ሺܣଷሻ ൌ 3 dan nulitas ሺܣଷሻ ൌ 0 

d. ܣସ ൌ ൥
2 4 1
4 0 4
1 4 0

൩ dengan rank ሺܣସሻ ൌ 2 dan nulitas ሺܣସሻ ൌ 1 

e. ܣହ ൌ ൥
െ1 1 1
1 െ1 െ1
1 െ1 െ1

൩ dengan rank ሺܣହሻ ൌ 1 dan nulitas ሺܣହሻ ൌ 2 

2ܨ ൌ 
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f. ܣ଺ ൌ ൥
0.2 0.1 0.1
0.1 െ3 2
0.1 െ3 2

൩ dengan rank ሺܣ଺ሻ ൌ 2 dan nulitas ሺܣ଺ሻ ൌ 1 

g. ܣ଻ ൌ ൥
0.2 െ0.2 െ0.2

െ0.2 0.2 0.2
െ0.2 0.2 0.2

൩ dengan rank ሺܣ଻ሻ ൌ 1 dan nulitas 

ሺܣ଻ሻ ൌ 2 

Maka diperoleh rank minimum dari ܨଶ yang dinotasikan dengan 

ଶሻܨሺݎ݉ ൌ 1 dan nulitas maksimumnya yang dinotasikan dengan  ܯሺܨଶሻ ൌ

2. 

2. Graf  ܨଷ 

1v

2v 3v 4v

 

Gambar 3.3 Graf ܨଷ 

Berdasarkan graf diatas maka matriks adjacency dari ܨଷ yaitu: 

ܤ ൌ ൦

0 1 1 1
1 0 1 0
1 1 0 1
1 0 1 0

൪ dengan rank ሺܤሻ ൌ 3 dan nulitas ሺܤሻ ൌ 1 

Matriks adjacency dapat dikembangkan menjadi matriks-matriks 

simetri real dari ܨଷ serta diperoleh juga rank dan nulitas-nya di antaranya 

adalah: 

3ܨ ൌ 



42 
 

a. ܤଵ ൌ ൦

0 1 2 1
1 0 1 0
2 1 0 1
1 0 1 0

൪ dengan rank ሺܤଵሻ ൌ 3 dan nulitas ሺܤଵሻ ൌ 1 

b. ܤଶ ൌ ൦

1 2 1 2
2 0 2 0
1 2 1 2
2 0 2 0

൪ dengan rank ሺܤଶሻ ൌ 2 dan nulitas ሺܤଶሻ ൌ 2 

c. ܤଷ ൌ ൦

1 3 2 1
3 0 1 0
2 1 0 1
1 0 1 0

൪ dengan rank ሺܤଷሻ ൌ 4 dan nulitas ሺܤଷሻ ൌ 0 

d. ܤସ ൌ ൦

0.3 0.4 0.3 0.4
0.4 0 0.4 0
0.3 0.4 0.3 0.4
0.4 0 0.4 0

൪ dengan rank ሺܤସሻ ൌ 2 dan nulitas 

ሺܤସሻ ൌ 2 

e. ܤହ ൌ ൦

2 3 1 4
3 1 1 0
1 1 3 2
4 0 2 0

൪ dengan rank ሺܤହሻ ൌ 4 dan nulitas ሺܤହሻ ൌ 0 

f. ܤ଺ ൌ ൦

െ2 3 െ2 3
3 0 3 0

െ2 3 െ2 3
3 0 3 0

൪ dengan rank ሺܤ଺ሻ ൌ 2 dan nulitas 

ሺܤ଺ሻ ൌ 2 

g. ܤ଻ ൌ ൦

0.5 2 0.5 2
2 0 2 0

0.5 2 0.5 2
2 0 2 0

൪ dengan rank ሺܤ଻ሻ ൌ 2 dan nulitas 

ሺܤ଻ሻ ൌ 2 

Maka diperoleh rank minimum dari ܨଷ, ݉ݎሺܨଷሻ ൌ 2 dan nulitas 

maksimumnya  ܯሺܨଷሻ ൌ 2. 
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3. Graf  ܨସ 

1v

2v 3v 4v 5v

 

Gambar 3.4 Graf ܨସ 

Berdasarkan graf diatas maka matriks adjacency dari ܨସ yaitu: 

ܥ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0 1 1 1 1
1 0 1 0 0
1 1 0 1 0
1 0 1 0 1
1 0 0 1 ے0

ۑ
ۑ
ۑ
ې
 dengan rank ሺܥሻ ൌ 5 dan nulitas ሺܥሻ ൌ 0 

Matriks adjacency dapat dikembangkan menjadi matriks-matriks 

simetri real dari ܨସ serta diperoleh juga rank dan nulitas-nya di antaranya 

adalah: 

a. ܥଵ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
2 2 1 1 1
2 2 2 0 0
1 2 0 1 0
1 0 1 0 1
1 0 0 1 ے2

ۑ
ۑ
ۑ
ې
 dengan rank ሺܥଵሻ ൌ 3 dan nulitas 

ሺܥଵሻ ൌ 2 

b. ܥଶ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
1 2 1 2 1
2 0 2 0 0
1 1 1 1 0
2 0 2 0 1
1 0 0 1 ے2

ۑ
ۑ
ۑ
ې
 dengan rank ሺܥଶሻ ൌ 4 dan nulitas 

ሺܥଶሻ ൌ 1 

4ܨ ൌ 
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c. ܥଷ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0.2 0.2 0.1 0.1 0.1
0.2 0.2 0.2 0 0
0.1 0.2 0 0.1 0
0.1 0 0.1 0 0.1
0.1 0 0 0.1 ے0.2

ۑ
ۑ
ۑ
ې
 dengan rank ሺܥଷሻ ൌ 3 dan 

nulitas ሺܥଷሻ ൌ 2 

d. ܥସ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
2 1 2 1 2
1 1 1 0 0
2 1 0 1 0
1 0 1 1 2
2 0 0 2 ے2

ۑ
ۑ
ۑ
ې
 dengan rank ሺܥସሻ ൌ 3 dan nulitas 

ሺܥସሻ ൌ 2 

e. ܥହ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
1 4 3 2 2
4 0 1 0 0
3 1 2 1 0
2 0 1 0 1
2 0 0 1 ے3

ۑ
ۑ
ۑ
ې
 dengan rank ሺܥହሻ ൌ 5 dan nulitas 

ሺܥହሻ ൌ 0 

f. ܥ଺ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
െ2 െ2 െ1 െ2 െ1
െ2 0 െ2 0 0
െ1 െ2 െ1 െ1 0
െ2 0 െ1 െ1 െ1
െ1 0 0 െ1 െ1ے

ۑ
ۑ
ۑ
ې
 dengan rank ሺܥ଺ሻ ൌ 3 dan 

nulitas ሺܥ଺ሻ ൌ 2 

g. ܥ଻ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
2.1 2.1 1 1 1
2.1 2.1 2.1 0 0
1 2.1 0 1 0
1 0 1 0 1
1 0 0 1 ے2.1

ۑ
ۑ
ۑ
ې
 dengan rank ሺܥ଻ሻ ൌ 4 dan nulitas 

ሺܥ଻ሻ ൌ 1 

Maka diperoleh rank minimum dari ܨସ, ݉ݎሺܨସሻ ൌ 3 dan 

nulitas maksimumnya  ܯሺܨସሻ ൌ 2. 
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4. Graf  ܨହ 

1v

2v 3v 4v 5v 6v

 

Gambar 3.5 Graf ܨହ 

Berdasarkan graf diatas maka matriks adjacency dari ܨହ yaitu: 

ܦ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0 1 1 1 1 1
1 0 1 0 0 0
1 1 0 1 0 0
1 0 1 0 1 0
1 0 0 1 0 1
1 0 0 0 1 ے0

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 dengan rank ሺܦሻ ൌ 6 dan nulitas ሺܦሻ ൌ 0 

Matriks adjacency dapat dikembangkan menjadi matriks-matriks 

simetri real dari ܨହ serta diperoleh juga rank dan nulitas-nya di antaranya 

adalah: 

a. ܦଵ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
1 1 1 1 1 1
1 0 1 0 0 0
1 1 2 1 0 0
1 0 1 0 1 0
1 0 0 1 1 1
1 0 0 0 1 ے0

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 dengan rank ሺܦଵሻ ൌ 6 dan nulitas 

ሺܦଵሻ ൌ 0 

b. ܦଶ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
1 1 1 2 1 1
1 2 2 0 0 0
1 2 2 1 0 0
2 0 1 0 1 0
1 0 0 1 2 2
1 0 0 0 2 ے2

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 dengan rank ሺܦଶሻ ൌ 4 dan nulitas 

ሺܦଶሻ ൌ 2 

5ܨ ൌ 
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c.  ܦଷ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ

0 െ1 െ1 െ2 െ1 െ1
െ1 0 െ1 0 0 0
െ1 െ1 െ2 െ1 0 0
െ2 0 െ1 0 െ1 0
െ1 0 0 െ1 െ2 െ1
െ1 0 0 0 െ1 0 ے

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 dengan rank ሺܦଷሻ ൌ 4 dan 

nulitas ሺܦଷሻ ൌ 2 

d. ܦସ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
2 1 1 1 1 2
1 1 1 0 0 0
1 1 2 1 0 0
1 0 1 1 1 0
1 0 0 1 1 2
2 0 0 0 2 ے0

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 dengan rank ሺܦସሻ ൌ 4 dan nulitas 

ሺܦସሻ ൌ 2 

e. ܦହ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
1 2 2 2 2 1
2 0 2 0 0 0
2 2 2 1 0 0
2 0 1 1 1 0
2 0 0 1 2 1
1 0 0 0 1 ے1

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 dengan rank ሺܦହሻ ൌ 5 dan nulitas 

ሺܦହሻ ൌ 1 

f. ܦ଺ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0.2 0.1 0.1 0.1 0.1 0.2
0.1 0.1 0.1 0 0 0
0.1 0.1 0.2 0.1 0 0
0.1 0 0.1 0.1 0.1 0
0.1 0 0 0.1 0.1 0.2
0.2 0 0 0 0.2 0 ے

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 dengan rank ሺܦ଺ሻ ൌ 4 dan 

nulitas ሺܦ଺ሻ ൌ 2 

g. ܦ଻ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ

1 െ1 െ1 െ2 1 1
െ1 2 2 0 0 0
െ1 2 2 1 0 0
െ2 0 1 0 1 0
1 0 0 1 2 2
1 0 0 0 2 ے2

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 dengan rank ሺܦ଻ሻ ൌ 4 dan 

nulitas ሺܦ଻ሻ ൌ 2 
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Maka diperoleh rank minimum dari ܨହ, ݉ݎሺܨହሻ ൌ 4 dan nulitas 

maksimumnya  ܯሺܨହሻ ൌ 2. 

Contoh-contoh yang lain dari matriks simetri real dari graf kipas yang 

memiliki rank minimum dan nulitas maksimum terdapat pada lampiran 2. 

Hasil yang diperoleh di atas menunjukkan bahwa nilai rank dan nulitas-

nya berbeda-beda, sehingga dapat diperoleh nilai rank minimum dari matriks 

simetri real dari graf kipas ܨ௡ yang dinotasikan dengan ݉ݎሺܨ௡ሻ yaitu terdapat 

dalam Tabel 3.1 berikut: 

Tabel 3.1 Minimum Rank dari Graf Kipas ܨ௡ 

Graf Minimum rank (mr) 

 ଶ 1ܨ

 ଷ 2ܨ

 ସ 3ܨ

 ହ 4ܨ

… … 

… … 

… … 

݊ ௡ܨ െ 1, ݀݁݊݃ܽ݊ ݊ ൒ 2, ݊ א  ܰ  

 

Berdasarkan nilai yang diperoleh rank  minimum dari matriks simetri real 

dari graf kipas maka dapat disimpulkan bahwa  
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Teorema 3.1 

Jika ܨ௡ adalah graf kipas dengan ݊ ൒ 2 dengan ݊ א ܰ maka ݉ݎሺܨ௡ሻ ൌ 

݊ െ 1.  

Bukti: 

Akan dibuktikan ݉ݎሺܨ௡ሻ ൌ ݊ െ 1 

Akan ditunjukkan: i. ݉ݎሺܨ௡ሻ ൑ ݊ െ 1 

         ii. ݉ݎሺܨ௡ሻ ൒ ݊ െ 1 

i). ݉ݎሺܨ௡ሻ ൑ ݊ െ 1 

Ambil 

௜݂ሺ௜ାଵሻ ൌ ݂, ݀݁݊݃ܽ݊ ݅ ൌ 1, 2, … ݊ 

ሺ݂௝ାଵሻ௝ ൌ ݂, ݀݁݊݃ܽ݊ ݆ ൌ 1, 2, … ݊ 

ଵ݂௝ ൌ ݂ ݀݁݊݃ܽ݊  ݆ ൌ 2,3, … ݊ ൅ 1 

௜݂ଵ ൌ ݂ ݀݁݊݃ܽ݊  ݅ ൌ 2,3, … ݊ ൅ 1  

௜݂௝ ൌ 2݂ ݀݁݊݃ܽ݊ ݅ ൌ ݆ ൌ ݆݈݃ܽ݊݅ 

௡݂ିଷ ൌ ௡݂ିଶ ൌ ௡݂ିଵ ൌ ௡݂ ൌ ௡݂ାଵ ൌ ݂, ݀ܽ݊ ݂ ് 0,  

sedangkan ௜݂௝ ݇ݑݐ݊ݑ ݅ ൌ ݆ yang lain bernilai nol. Maka akan diperoleh 

matriks F sebagai berikut: 
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ܨ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
2݂ ݂ ݂ ݂ ݂ … … 0 ݂ ݂ ݂ ݂ ݂ ݂
݂ 0 ݂ 0 0 … … 0 0 0 0 0 0 0
݂ ݂ 2݂ ݂ 0 … … 0 0 0 0 0 0 0
݂ 0 ݂ 0 ݂ 0 … 0 0 0 0 0 0 0
݂ 0 0 ݂ 2݂ ݂ 0 0 0 0 0 0 0 0
ڭ ڭ ڭ ڰ ڰ ڰ ڰ ڰ ڭ ڭ ڭ ڭ ڭ ڭ
ڭ ڭ ڭ 0 ڰ ڰ ڰ ڰ 0 ڭ ڭ ڭ ڭ ڭ
݂ 0 0 0 0 0 ݂ 0 ݂ 0 0 0 0 0
݂ 0 0 0 0 … 0 ݂ 2݂ ݂ 0 0 0 0
݂ 0 0 0 0 … … 0 ݂ ݂ ݂ 0 0 0
݂ 0 0 0 0 … … 0 0 ݂ ݂ ݂ 0 0
݂ 0 0 0 0 … … 0 0 0 ݂ ݂ ݂ 0
݂ 0 0 0 0 … … 0 0 0 0 ݂ ݂ ݂
݂ 0 0 0 0 … … 0 0 0 0 0 ݂ ے݂

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 

Dengan melakukan serangkaian operasi baris elementer maka akan 

diperoleh bentuk eselon baris tereduksi dari matriks tersebut sebagai 

berikut: 

ܨ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
1 0 0 0 0 0 0 0 0 ڮ 0 0 ଵ݂ ܽଵ
0 1 0 0 0 0 0 0 0 ڮ 0 0 ଶ݂ ܽଶ
0 0 1 0 0 0 0 0 0 ڮ 0 0 ଷ݂ ܽଷ
0 0 0 1 0 0 0 0 0 ڮ 0 0 ସ݂ ܽସ
0 0 0 0 1 0 0 0 0 ڮ 0 0 ହ݂ ܽହ
0 0 0 0 0 1 0 0 0 ڮ 0 0 ଺݂ ܽ଺
0 0 0 0 0 0 1 0 0 ڮ 0 0 ଻݂ ܽ଻
0 0 0 0 0 0 0 1 0 ڮ 0 0 ଼݂ ଼ܽ
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 ଽ݂ ܽଽ
ڭ ڭ ڭ ڭ ڭ ڭ ڭ ڭ ڰ ڰ ڰ ڭ ڭ ڭ
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 ௡݂ିଶ ܽ௡ିଶ 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 ڮ 0 1 ௡݂ିଵ ܽ௡ିଵ
0 0 0 0 0 0 0 0 0 ڮ 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 ڮ 0 0 0 0 ے

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 

 Dengan ௜݂ א ܴ, ݅ ൌ 1,2 … ݊ െ 1 dan ܽ௜ א ܴ, ݅ ൌ 1,2 … ݊ െ 1. 

Dari matriks diatas maka diperoleh 2 baris yang tereduksi, 

sehingga dapat disimpulkan bahwa ݇݊ܽݎሺܨሻ ൌ ݊ െ 1. Matriks F 

merupakan matriks dari ܨ௡ dan rank dari matriks F tersebut belum tentu 
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merupakan rank minimum, maka masih ada kemungkinan terdapat rank 

yang lebih kecil dari ݊ െ 1. Jadi ݉ݎሺܨ௡ሻ ൑ ݊ െ 1. 

ii). ݉ݎሺܨ௡ሻ ൒ ݊ െ 1 

Menurut Teorema 3 bahwa ݎሺܨ௡ሻ ൒ ݀݅ܽ݉ሺܨ௡ሻ , maka akan dicari 

 ݀݅ܽ݉ሺܨ௡ሻ sebagai berikut: 

Perhatikan Graf ܨ௡  

1v

2v 3v 4v
nv 1+nv

 

Gambar 3.6 Graf Kipas ሺܨ௡ሻ 

Pada Graf ܨ௡, maka diperoleh bahwa 

݁ሺݒଵሻ ൌ 1, ݁ሺݒଶሻ ൌ ݊ െ 1, ݁ሺݒଷሻ ൌ ݊ െ 2, ݁ሺݒସሻ ൌ ݊ െ 3,  

݁ሺݒ௡ሻ ൌ ݊ െ 2, ݁ሺݒ௡ାଵሻ ൌ ݊ െ 1 

Sehingga diperoleh ݀݅ܽ݉ሺܨ௡ሻ ൌ ݊ െ 1, berarti sesuai dengan 

Teorema 3 bahwa ݉ݎሺܨ௡ሻ ൒ ݀݅ܽ݉ሺܨ௡ሻ maka ݉ݎሺܨ௡ሻ ൒ ݊ െ 1. 

Jadi, berdasarkan i dan ii dapat disimpulkan bahwa ݉ݎሺܨ௡ሻ ൌ ݊ െ 1. 

3.2 Nulitas Maksimum dari Matriks Simetri Real dari Graf Kipas (࢔ࡲሻ atau 

ሺ࢔ࡼ ൅  ૚ሻࡷ

Misalkan A adalah matriks simetri real dari graf kipas. Maka Untuk 

menentukan nulitas dari A, kita harus menentukan dimensi dari ruang solusi 

sistem linier Ax = 0. Dalam penelitian ini, untuk menentukan nulitas maksimum 
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menggunakan program M-file matlab dan untuk analisisnya menggunakan 

Teorema 1 yang berakibat  ܯሺܩሻ ൅ ሻܩሺݎ݉ ൌ  .(order graf G) |ܩ| dengan  |ܩ|

Dengan demikian,  

ሻܩሺܯ ൌ |ܩ| െ  ሻܩሺݎ݉

Berdasarkan Contoh 3.1 diatas, juga diperoleh nilai nulitas maksimum dari 

matriks simetri real dari graf kipas ܨ௡ yang dinotasikan dengan ܯሺܨ௡ሻ yaitu: 

ଶሻܨሺܯ ൌ 2 

ଷሻܨሺܯ ൌ 2 

ସሻܨሺܯ ൌ 2 

ହሻܨሺܯ ൌ 2 

…. 

…. 

…. 

௡ሻܨሺܯ ൌ 2, ݀݁݊݃ܽ݊ ݊ ൒ 2, ݊ א ܰ 

Berdasarkan nilai yang diperoleh nulitas maksimum dari matriks simetri 

real dari graf kipas, maka dapat disimpulkan bahwa  

Teorema 3.2  

Jika ܨ௡ adalah graf kipas dengan ݊ ൒ 2 dengan ݊ א ܰ maka ܯሺܨ௡ሻ ൌ 2. 

Bukti : 

Menurut Teorema 1, akan berakibat ܯሺܩሻ ൌ |ܩ| െ  ሻ dan padaܩሺݎ݉

Teorema 3.1 diperoleh ݉ݎሺܨ௡ሻ ൌ ݊ െ 1. Dengan demikian 

௡ሻܨሺܯ ൌ |௡ܨ| െ  ௡ሻܨሺݎ݉

ൌ ሺ݊ ൅ 1ሻ െ ሺ݊ െ 1ሻ 
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௡ሻܨሺܯ ൌ 2 

Jadi terbukti bahwa ܯሺܨ௡ሻ ൌ 2. 

3.3 Rank Minimum dari Matriks Simetri Real dari Graf Kipas Ganda 

ሺ࢔ࡲࢊሻ atau ሺ࢔ࡼ ൅ ૛ࡷ૚ሻ 

Rank minimum dari graf kipas ganda ݀ܨ௡ dapat dicari dari matriks-matriks 

simetri real dari graf kipas ganda. Perhatikan gambar graf kipas ganda ݀ܨ௡ 

berikut:  

1v

2v

3v 4v 5v 1+nv
2+nv

 

Gambar 3.7 Graf Kipas Ganda ݀ܨ௡ 

Berdasarkan gambar graf di atas, dapat diperoleh matriks adjacency dari ݀ܨ௡ 

yaitu: 

ܣ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0 0 1 1 1 1 ڮ 1
0 0 1 1 1 1 ڮ 1
1 1 0 1 0 0 ڮ 0
1 1 1 0 1 0 ڮ 0
1 1 0 1 0 1 ڰ 0
1 1 0 0 1 ڰ ڰ 0
ڭ ڭ ڭ ڭ ڭ ڰ 0 1
1 1 0 0 0 ڮ 1 ے0

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 n + 2 

n + 2
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Jika A adalah  matriks adjacency, maka dapat dikembangkan menjadi 

matriks simetri real dari graf kipas ganda ݀ܨ௡ dengan ݊ ൒ 3 sehingga ܣ ൌ ൣܽ௜௝൧ 

dengan ܽ௜௝ ൌ  ௝ܽ௜ didefinisikan sebagai berikut: 

് 0,   ݆݅݇ܽ ݆ ൌ ݅ ൅ 1, ݅ ൌ 2,3 … ݊ ൅ 1 ݀ܽ݊ ݆݅݇ܽ ݅ ൌ ݆ ൅ 1, ݆ ൌ

2, 3 … ݊ ൅ 1, ݆݅݇ܽ ݅ ൌ 1, ݆ ൌ 3,4 … ݊ ൅ 2, ݅ ൌ 2, ݆ ൌ 3,4 … ݊ ൅ 2 ݀ܽ݊ 

݆݅݇ܽ  ݆ ൌ 1, ݅ ൌ 3,4 … ݊ ൅ 2, ݆ ൌ 2, ݅ ൌ 3,4 … ݊ ൅ 2   

ൌ 0,  ݈݊݅ܽ ݃݊ܽݕ ݇ݑݐ݊ݑ

dan nilai elemen ke-ij diabaikan jika ݅ ൌ ݆. Dari definisi diatas, maka dapat 

diperoleh bentuk matriksnya yaitu: 

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ

0 0 ܽଵଷ ܽଵସ ܽଵହ ܽଵ଺ ڮ ܽଵሺ௡ାଶሻ
0 0 ܽଶଷ ܽଶସ ܽଶହ ܽଶ଺ ڮ ܽଶሺ௡ାଶሻ

ܽଷଵ ܽଷଶ 0 ܽଷସ 0 0 ڮ 0
ܽସଵ ܽସଶ ܽସଷ 0 ܽସହ 0 ڮ 0
ܽହଵ ܽହଶ 0 ܽହସ 0 ܽହ଺ ڰ 0
ܽ଺ଵ ܽ଺ଶ 0 0 ܽ଺ହ ڰ ڰ 0

ڭ ڭ ڭ ڭ ڭ ڰ 0 ܽ௡ାଵሺ௡ାଶሻ
ܽሺ௡ାଶሻଵ ܽሺ௡ାଶሻଶ 0 0 0 ڮ ܽሺ௡ାଶሻ௡ାଵ 0 ے

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 

Pada penelitian ini, digunakan program Matlab untuk menentukan rank 

minimum dan nulitas maksimum dari matriks simetri real dari graf kipas ganda 

dan program tersebut terdapat pada lampiran 3. 

Contoh 3.2 Contoh beberapa matriks dari graf kipas ganda dan diperoleh pula 

rank dan nulitas-nya yaitu: 

 

 

 

 

݂݆݅ ൌ 
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1. Graf  ݀ܨଷ 

ଷܨ݀   ൌ 

1v

2v

3v 4v 5v

 

Gambar 3.8 Graf ݀ܨଷ 

Berdasarkan graf diatas maka matriks adjacency dari ݀ܨଷ yaitu: 

ܣ  ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0 0 1 1 1
0 0 1 1 1
1 1 0 1 0
1 1 1 0 1
1 1 0 1 ے0

ۑ
ۑ
ۑ
ې
  dengan Rank ሺܣሻ ൌ 3 dan nulitas ሺܣሻ ൌ 2 

Matriks adjacency dapat dikembangkan menjadi matriks-matriks 

simetri real dari ݀ܨଷ serta diperoleh juga rank dan nulitas-nya di antaranya 

adalah: 

a. ܣଵ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0 0 2 2 2
0 0 1 1 1
2 1 0 1 0
2 1 1 2 1
2 1 0 1 ے0

ۑ
ۑ
ۑ
ې
  dengan rank ሺܣଵሻ ൌ 2 dan nulitas 

ሺܣଵሻ ൌ 3 

b. ܣଶ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
1 0 1 1 4
0 3 2 1 1
1 2 0 1 0
1 1 1 0 2
4 1 0 2 ے5

ۑ
ۑ
ۑ
ې
  dengan rank ሺܣଶሻ ൌ 5 dan nulitas 

ሺܣଶሻ ൌ 0 
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c. ܣଷ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ

0 0 െ3 െ3 െ3
0 0 െ3 െ3 െ3

െ3 െ3 0 1 0
െ3 െ3 1 0 2
െ3 െ3 0 2 1 ے

ۑ
ۑ
ۑ
ې
  dengan rank ሺܣଷሻ ൌ 4 dan 

nulitas ሺܣଷሻ ൌ 1 

d. ܣସ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ

0 0 0.2 0.2 0.2
0 0 0.2 0.2 0.2

0.2 0.2 0 2 0
0.2 0.2 2 0 2
0.2 0.2 0 2 0 ے

ۑ
ۑ
ۑ
ې
  dengan rank ሺܣସሻ ൌ 3 dan 

nulitas ሺܣସሻ ൌ 2 

e. ܣହ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
1 0 3 1 2
0 3 2 1 1
3 2 0 1 0
1 1 1 0 2
2 1 0 2 ے4

ۑ
ۑ
ۑ
ې
  dengan rank ሺܣହሻ ൌ 5 dan nulitas 

ሺܣହሻ ൌ 0 

f. ܣ଺ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0 0 1 1 1
0 0 1 1 1
1 1 0 1 0
1 1 1 2 1
1 1 0 1 ے0

ۑ
ۑ
ۑ
ې
  dengan rank ሺܣ଺ሻ ൌ 2 dan nulitas 

ሺܣ଺ሻ ൌ 3 

Maka diperoleh rank minimum dari ݀ܨଷ, ݉ݎሺ݀ܨଷሻ ൌ 2 dan nulitas 

maksimumnya  ܯሺ݀ܨଷሻ ൌ 3. 
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2. Graf  ݀ܨସ 

ସܨ݀   ൌ 

1v

2v

3v 4v 5v
6v

 

Gambar 3.9 Graf ݀ܨସ 

Berdasarkan graf diatas maka matriks adjacency dari ݀ܨସ yaitu: 

ܤ  ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0 0 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1
1 1 0 1 0 0
1 1 1 0 1 0
1 1 0 1 0 1
1 1 0 0 1 ے0

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

  dengan rank ሺܤሻ ൌ 5 dan nulitas ሺܤሻ ൌ 1 

Matriks adjacency dapat dikembangkan menjadi matriks-matriks 

simetri real dari ݀ܨସ serta diperoleh juga rank dan nulitas-nya di antaranya 

adalah: 

a. ܤଵ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0 0 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1
1 1 1 1 0 0
1 1 1 0 1 0
1 1 0 1 0 1
1 1 0 0 1 ے1

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 dengan rank ሺܤଵሻ ൌ 4 dan nulitas 

ሺܤଵሻ ൌ 2 
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b. ܤଶ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0 0 2 1 2 1
0 0 2 1 2 1
2 2 1 2 0 0
1 1 2 2 1 0
2 2 0 1 0 1
1 1 0 0 1 ے2

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 dengan rank ሺܤଶሻ ൌ 3 dan nulitas 

ሺܤଶሻ ൌ 3 

c. ܤଷ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ

0 0 0.3 0.3 2 2
0 0 0.3 0.3 2 2

0.3 0.3 1 1 0 0
0.3 0.3 1 0 1 0
2 2 0 1 0 1
2 2 0 0 1 ے1

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

  dengan rank ሺܤଷሻ ൌ 4 dan 

nulitas ሺܤଷሻ ൌ 2 

d. ܤସ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0 0 5 5 3 3
0 0 5 5 3 3
5 5 1 1 0 0
5 5 1 3 1 0
3 3 0 1 0 1
3 3 0 0 1 ے1

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 dengan rank ሺܤସሻ ൌ 5 dan nulitas 

ሺܤସሻ ൌ 1 

e. ܤହ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ

0 0 െ1 െ1 െ4 െ4
0 0 െ1 െ1 െ4 െ4

െ1 െ1 1 1 0 0
െ1 െ1 1 0 1 0
െ4 െ4 0 1 0 1
െ4 െ4 0 0 1 1 ے

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 dengan rank ሺܤହሻ ൌ 4 dan 

nulitas ሺܤହሻ ൌ 2 

f. ܤ଺ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
1 0 2 4 5 1
0 0 2 3 1 1
2 2 1 1 0 0
4 3 1 0 1 0
5 1 0 1 0 1
1 1 0 0 1 ے1

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 dengan rank ሺܤ଺ሻ ൌ 6 dan nulitas 

ሺܤ଺ሻ ൌ 0 
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g. ܤ଻ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0 0 1 2 1 2
0 0 1 2 1 2
1 1 2 1 0 0
2 2 1 0 1 0
1 1 0 1 2 2
2 2 0 0 2 ے1

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 dengan rank ሺܤ଻ሻ ൌ 3 dan nulitas 

ሺܤ଻ሻ ൌ 3 

Maka diperoleh rank minimum dari ݀ܨସ, ݉ݎሺ݀ܨସሻ ൌ 3 dan nulitas 

maksimumnya  ܯሺ݀ܨସሻ ൌ 3. 

3. Graf  ݀ܨହ 

ହܨ݀   ൌ 

1v

2v

4v 5v 6v
3v 7v

 

Gambar 3.10 Graf ݀ܨହ 

Berdasarkan graf diatas maka matriks adjacency dari ݀ܨହ yaitu: 

ܥ  ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0 0 1 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1 1
1 1 0 1 0 0 0
1 1 1 0 1 0 0
1 1 0 1 0 1 0
1 1 0 0 1 0 1
1 1 0 0 0 1 ے0

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

  dengan Rank ሺܥሻ ൌ 6 dan nulitas ሺܥሻ ൌ 1 
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Matriks adjacency dapat dikembangkan menjadi matriks-matriks 

simetri real dari ݀ܨହ serta diperoleh juga rank dan nulitas-nya di antaranya 

adalah: 

a. ܥଵ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0 0 4 3 3 3 3
0 1 4 3 3 3 3
4 4 1 1 0 0 0
3 3 1 1 1 0 0
3 3 0 1 2 1 0
3 3 0 0 1 0 1
3 3 0 0 0 1 ے0

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 dengan rank ሺܥଵሻ ൌ 7 dan nulitas 

ሺܥଵሻ ൌ 0 

b. ܥଶ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0 0 1 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1 1
1 1 1 1 0 0 0
1 1 1 1 1 0 0
1 1 0 1 1 1 0
1 1 0 0 1 1 1
1 1 0 0 0 1 ے1

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 dengan rank ሺܥଶሻ ൌ 5 dan nulitas 

ሺܥଶሻ ൌ 2 

c. ܥଷ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
2 0 2 1 1 1 2
0 1 1 1 2 1 1
2 1 2 2 0 0 0
1 1 2 2 1 0 0
1 2 0 1 0 1 0
1 1 0 0 1 2 2
2 1 0 0 0 2 ے2

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 dengan rank ሺܥଷሻ ൌ 4 dan nulitas 

ሺܥଷሻ ൌ 3 

d. ܥସ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ

0 0 െ2 െ2 െ2 െ2 െ2
0 0 െ2 െ2 െ2 െ2 െ2

െ2 െ2 െ2 െ2 0 0 0
െ2 െ2 െ2 െ2 െ2 0 0
െ2 െ2 0 െ2 െ2 െ2 0
െ2 െ2 0 0 െ2 െ2 െ2
െ2 െ2 0 0 0 െ2 െ2ے

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 dengan rank ሺܥସሻ ൌ

5 dan nulitas ሺܥସሻ ൌ 2 
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e. ܥହ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
1 0 4 3 2 3 1
0 0 1 1 2 1 1
4 1 1 1 0 0 0
3 1 1 1 1 0 0
2 2 0 1 1 3 0
3 1 0 0 3 0 3
1 1 0 0 0 3 ے0

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 dengan Rank ሺܥହሻ ൌ 7 dan nulitas 

ሺܥହሻ ൌ 0 

f. ܥ଺ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ

0 0 0.1 0.1 2 2 4
0 0 0.1 0.1 2 2 4

0.1 0.1 1 1 0 0 0
0.1 0.1 1 1 1 0 0
2 2 0 1 1 1 0
2 2 0 0 1 1 1
4 4 0 0 0 1 ے1

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 dengan rank ሺܥ଺ሻ ൌ 6 dan 

nulitas ሺܥ଺ሻ ൌ 1 

g. ܥ଻ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
1 0 1 1 2 2 2
0 1 2 1 1 1 2
1 2 1 1 0 0 0
1 1 1 2 1 0 0
2 1 0 1 1 1 0
2 1 0 0 1 2 1
2 2 0 0 0 1 ے0

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 dengan rank ሺܥ଻ሻ ൌ 4 dan nulitas 

ሺܥ଻ሻ ൌ 3 

Maka diperoleh rank minimum dari ݀ܨହ, ݉ݎሺ݀ܨହሻ ൌ 4 dan nulitas 

maksimumnya  ܯሺ݀ܨହሻ ൌ 3. 
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4. Graf  ݀ܨ଺ 

଺ܨ݀   ൌ 

1v

2v

4v 5v 6v
3v 7v 8v

 

Gambar 3.11 Graf ݀ܨ଺ 

Berdasarkan graf diatas maka matriks adjacency dari ݀ܨ଺ yaitu: 

ܦ  ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0 0 1 1 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 0 0 0 0
1 1 1 0 1 0 0 0
1 1 0 1 0 1 0 0
1 1 0 0 1 0 1 0
1 1 0 0 0 1 0 1
1 1 0 0 0 0 1 ے0

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

  dengan Rank ሺܦሻ ൌ 7 dan nulitas 

ሺܦሻ ൌ 1 

Matriks adjacency dapat dikembangkan menjadi matriks-matriks 

simetri real dari ݀ܨ଺ serta diperoleh juga rank dan nulitas-nya di antaranya 

adalah: 
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a. ܦଵ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0 0 1 1 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 0 0 0 0
1 1 1 2 1 0 0 0
1 1 0 1 1 1 0 0
1 1 0 0 1 1 1 0
1 1 0 0 0 1 2 1
1 1 0 0 0 0 1 ے0

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 dengan rank ሺܦଵሻ ൌ 5 dan 

nulitas ሺܦଵሻ ൌ 3 

b. ܦଶ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ

0 0 0.1 0.2 0.2 0.2 0.2 0.2
0 0 0.1 0.2 0.2 0.1 0.1 0.1

0.1 0.1 0.2 0.1 0 0 0 0
0.2 0.2 0.1 0 0.1 0 0 0
0.2 0.2 0 0.1 0 0.2 0 0
0.2 0.1 0 0 0.2 0.2 0.1 0
0.2 0.1 0 0 0 0.1 0.2 0.1
0.2 0.1 0 0 0 0 0.1 0 ے

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 dengan rank 

ሺܦଶሻ ൌ 7 dan nulitas ሺܦଶሻ ൌ 1 

c. ܦଷ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ

0 0 െ2 െ2 െ1 െ3 െ1 െ1
0 0 െ2 െ2 െ1 െ3 െ1 െ1

െ2 െ2 0 െ2 0 0 0 0
െ2 െ2 െ2 െ2 െ2 0 0 0
െ1 െ1 0 െ2 0 െ2 0 0
െ3 െ3 0 0 െ2 0 െ1 0
െ1 െ1 0 0 0 െ1 0 െ3
െ1 െ1 0 0 0 0 െ3 0 ے

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 dengan rank 

ሺܦଷሻ ൌ 6 dan nulitas ሺܦଷሻ ൌ 2 

d. ܦସ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0 0 1 1 1 2 1 2
0 0 1 1 1 2 1 2
1 1 0 1 0 0 0 0
1 1 1 0 2 0 0 0
1 1 0 2 0 1 0 0
2 2 0 0 1 0 1 0
1 1 0 0 0 1 2 2
2 2 0 0 0 0 2 ے2

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 dengan rank ሺܦସሻ ൌ 5 dan 

nulitas ሺܦସሻ ൌ 3 
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e. ܦହ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0 0 3 3 3 1 1 3
0 0 1 4 1 1 4 4
3 1 0 1 0 0 0 0
3 4 1 0 3 0 0 0
3 1 0 3 0 4 0 0
1 1 0 0 4 0 4 0
1 4 0 0 0 4 0 2
3 4 0 0 0 0 2 ے0

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 dengan rank ሺܦହሻ ൌ 8 dan 

nulitas ሺܦହሻ ൌ 0 

f. ܦ଺ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0 0 2 1 2 2 1 2
0 0 2 1 2 2 1 2
2 2 0 1 0 0 0 0
1 1 1 2 1 0 0 0
2 2 0 1 1 1 0 0
2 2 0 0 1 1 1 0
1 1 0 0 0 1 0 1
2 2 0 0 0 0 1 ے0

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 dengan rank ሺܦ଺ሻ ൌ 5 dan 

nulitas ሺܦ଺ሻ ൌ 3 

Maka diperoleh rank minimum dari ݀ܨ଺, ݉ݎሺ݀ܨ଺ሻ ൌ 5 dan nulitas 

maksimumnya  ܯሺ݀ܨ଺ሻ ൌ 3. 

Contoh-contoh yang lain dari matriks simetri real dari graf kipas ganda 

yang memiliki rank minimum dan nulitas maksimum terdapat pada lampiran 4. 

Hasil yang diperoleh di atas menunjukkan bahwa nilai rank dan nulitas-

nya berbeda-beda, sehingga dapat diperoleh nilai rank minimum dari matriks 

simetri real dari graf kipas ganda ݀ܨ௡  yang dinotasikan dengan ݉ݎሺ݀ܨ௡ሻ yaitu 

terdapat dalam Tabel 3.2 berikut: 

Tabel 3.2 Minimum Rank dari graf kipas ganda ݀ܨ௡ 

Graf Minimum rank (mr) 

 ଷ 2ܨ݀

 ସ 3ܨ݀
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 ହ 4ܨ݀

 ଺ 5ܨ݀

… … 

… … 

… … 

݊ ௡ܨ݀ െ 1, ݀݁݊݃ܽ݊ ݊ ൒ 3, ݊ א ܰ 

 

Berdasarkan nilai yang diperoleh rank  minimum  dari matriks simetri real 

dari graf kipas ganda maka dapat disimpulkan bahwa  

Teorema 3.3 

Jika ݀ܨ௡ adalah graf kipas ganda dengan ݊ ൒ 3 dengan ݊ א ܰ maka 

௡ሻܨሺ݀ݎ݉  ൌ ݊ െ 1.  

Bukti:  

Akan dibuktikan ݉ݎሺ݀ܨ௡ሻ ൌ ݊ െ 1 

Akan ditunjukkan: i. ݉ݎሺ݀ܨ௡ሻ ൑ ݊ െ 1 

         ii. ݉ݎሺ݀ܨ௡ሻ ൒ ݊ െ 1 

i). ݉ݎሺ݀ܨ௡ሻ ൑ ݊ െ 1 

Ambil 

 ܽ௜ሺ௜ାଵሻ ൌ ܽ, ݅ ൌ 2,3 … ݊ ൅ 1, ܽሺ௝ାଵሻ௝ ൌ ܽ, ݆ ൌ 2,3 … . ݊ ൅ 1  

ܽଵ௝ ൌ ܽଶ௝ ൌ ܽ ݀݁݊݃ܽ݊ ݆ ൌ 3,4 … ݊ ൅ 2,   

ܽ௜ଵ ൌ ܽ௜ଶ ൌ ܽ ݀݁݊݃ܽ݊ ݅ ൌ 3,4 … ݊ ൅ 2  

ܽሺଷ௜ାଵሻሺଷ௜ାଵሻ ൌ 2ܽ dengan ݅ ൌ 1,2, … ݊ ൅ 1 dan ܽ ് 0 

ܽଵଵ ൌ ܽଶଶ ൌ ܽଷଷ ൌ ܽሺ௡ାଶሻሺ௡ାଶሻ ൌ 0, sedangkan ܽ௜௜ yang lain bernilai ܽ. 
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Maka diperoleh matriks A sebagai berikut: 

ܣ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0 0 ܽ ܽ ܽ ܽ ڮ ڮ ڮ ܽ ܽ ܽ ܽ ܽ
0 0 ܽ ܽ ܽ ܽ ڮ ڮ ڮ ܽ ܽ ܽ ܽ ܽ
ܽ ܽ 0 ܽ 0 0 ڮ ڮ ڮ 0 0 0 0 0
ܽ ܽ ܽ 2ܽ ܽ 0 0 0 ڮ 0 0 0 0 0
ܽ ܽ 0 ܽ ܽ ܽ 0 0 ڮ 0 0 0 0 0
ܽ ܽ 0 0 ܽ ܽ ܽ 0 ڮ 0 0 0 0 0
ڭ ڭ ڭ 0 0 ڰ ڰ ڰ ڰ 0 0 ڭ ڭ ڭ
ڭ ڭ ڭ ڭ ڭ 0 ڰ ڰ ڰ 0 0 ڭ ڭ ڭ
ڭ ڭ ڭ ڭ ڭ ڭ ڰ ڰ ڰ ڰ ڰ ڭ ڭ ڭ
ܽ ܽ 0 0 0 0 ڮ 0 ܽ 2ܽ ܽ 0 0 0
ܽ ܽ 0 0 0 0 ڮ 0 0 ܽ ܽ ܽ 0 0
ܽ ܽ 0 0 0 0 ڮ 0 0 0 ܽ ܽ ܽ 0
ܽ ܽ 0 0 0 0 ڮ 0 0 0 0 ܽ 2ܽ ܽ
ܽ ܽ 0 0 0 0 ڮ 0 0 0 0 0 ܽ ے0

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 

Dengan melakukan serangkaian operasi baris elementer maka akan 

diperoleh bentuk eselon baris tereduksi dari matriks tersebut sebagai 

berikut: 

ܣ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
1 1 0 0 0 0 ڮ 0 0 0 0 0 ܽଵ ܾଵ
0 0 1 0 0 0 ڮ 0 0 0 0 0 ܽଶ ܾଶ
0 0 0 1 0 0 ڮ 0 0 0 0 0 ܽଷ ܾଷ
0 0 0 0 1 0 ڮ 0 0 0 0 0 ܽସ ܾସ
0 0 0 0 0 1 ڰ 0 0 0 0 0 ܽହ ܾହ
ڭ ڭ ڭ ڭ ڭ 0 ڰ 0 0 0 ڭ ڭ ڭ ڭ
0 0 0 0 0 ڭ ڰ 1 0 0 0 0 ܽ௡ିହ ܾ௡ିହ
0 0 0 0 0 0 ڰ 0 1 0 0 0 ܽ௡ିସ ܾ௡ିସ
0 0 0 0 0 0 ڰ 0 0 1 0 0 ܽ௡ିଷ ܾ௡ିଷ
0 0 0 0 0 0 ڮ 0 0 0 1 0 ܽ௡ିଶ ܾ௡ିଶ
0 0 0 0 0 0 ڮ 0 0 0 0 1 ܽ௡ିଵ ܾ௡ିଵ
0 0 0 0 0 0 ڮ 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 ڮ 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 ڮ 0 0 0 0 0 0 0 ے

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 

Dengan ܽ௜ א ܴ, ݅ ൌ 1,2 … ݊ െ 1 dan ܾ௜ א ܴ, ݅ ൌ 1,2 … ݊ െ 1. 

Sehingga diperoleh tiga baris yang tereduksi maka ݇݊ܽݎሺܣሻ ൌ ݊ െ

1. Matriks A merupakan matriks dari ݀ܨ௡ dan rank dari matriks A tersebut 

belum tentu merupakan rank minimum, maka masih ada kemungkinan 



66 
 

terdapat rank yang lebih kecil dari ݊ െ 1. Dan dapat disimpulkan bahwa 

௡ሻܨሺ݀ݎ݉ ൑ ݊ െ 1.  

ii). ݉ݎሺ݀ܨ௡ሻ ൒ ݊ െ 1 

Menurut Teorema 3 bahwa ݉ݎሺ݀ܨ௡ሻ ൒ ݀݅ܽ݉ሺ݀ܨ௡ሻ, maka akan 

dicari ݀݅ܽ݉ሺ݀ܨ௡ሻ yaitu sebagai berikut: 

Perhatikan Graf ݀ܨ௡  

1v

2v

3v 4v 5v 1+nv
2+nv

 

Gambar 3.12 Graf Kipas Ganda ሺ݀ܨ௡ሻ 

Pada Graf ݀ܨ௡, diperoleh bahwa 

݁ሺݒଵሻ ൌ 2, ݁ሺݒଶሻ ൌ 2, ݁ሺݒଷሻ ൌ ݊ െ 1, ݁ሺݒସሻ ൌ ݊ െ 2, ݁ሺݒହሻ ൌ ݊ െ 3,  

݁ሺݒ௡ାଵሻ ൌ ݊ െ 2, ݁ሺݒ௡ାଶሻ ൌ ݊ െ 1 

Maka diperoleh ݀݅ܽ݉ሺ݀ܨ௡ሻ ൌ ݊ െ 1. 

Jadi ݉ݎሺ݀ܨ௡ሻ ൒ ݊ െ 1, berarti sesuai dengan Teorema 3 bahwa 

௡ሻܨሺ݀ݎ݉ ൒ ݀݅ܽ݉ሺ݀ܨ௡ሻ maka ݉ݎሺ݀ܨ௡ሻ ൒ ݊ െ 1. 

Jadi, berdasarkan i dan ii dapat disimpulkan bahwa ݉ݎሺ݀ܨ௡ሻ ൌ ݊ െ 1. 
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3.4 Nulitas Maksimum dari Matriks Simetri Real dari Graf Kipas Ganda 

࢔ࡼሻ atau ሺ࢔ࡲࢊ) ൅ ૛ࡷ૚ሻ 

Berdasarkan Contoh 3.2 diatas, juga diperoleh nilai nulitas maksimum dari 

matriks simetri real dari graf kipas ganda ݀ܨ௡ yang dinotasikan dengan ܯሺ݀ܨ௡ሻ 

yaitu: 

ଷሻܨሺ݀ܯ ൌ 3 

ସሻܨሺ݀ܯ ൌ 3 

ହሻܨሺ݀ܯ ൌ 3 

଺ሻܨሺ݀ܯ ൌ 3 

…. 

…. 

…. 

௡ሻܨሺ݀ܯ ൌ 3, ݀݁݊݃ܽ݊ ݊ ൒ 3, ݊ א ܰ 

Berdasarkan nilai yang diperoleh nulitas maksimum dari matriks simetri 

real dari graf kipas ganda maka dapat disimpulkan bahwa  

Teorema 3.4  

Jika ݀ܨ௡ adalah graf kipas ganda dengan ݊ ൒ 3 dengan ݊ א ܰ maka 

௡ሻܨሺ݀ܯ  ൌ 3. 

Bukti : 

Menurut Teorema 1, yang berakibat ܯሺܩሻ ൌ |ܩ| െ  ሻ dan padaܩሺݎ݉

Teorema 3.3 diperoleh ݉ݎሺ݀ܨ௡ሻ ൌ ݊ െ 1. Dengan demikian 

௡ሻܨሺ݀ܯ ൌ |௡ܨ݀| െ  ௡ሻܨሺ݀ݎ݉

ൌ ሺ݊ ൅ 2ሻ െ ሺ݊ െ 1ሻ 
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௡ሻܨሺ݀ܯ ൌ 3 

Jadi terbukti bahwa ܯሺ݀ܨ௡ሻ ൌ 3. 

3.5 Hubungan antara Qadar (ukuran) dengan Rank Minimum dari Suatu Graf   

Berdasarkan hasil pembahasan, maka dapat diketahui bahwa rumus umum 

dari rank minimum dari matriks simetri real dari graf kipas adalah ݊ െ 1 dan 

nulitas maksimumnya adalah 2. sedangkan, rank minimum dari graf kipas ganda 

adalah ݊ െ 1 dan nulitas maksimumnya adalah 3. 

Sebagaimana diketahui rumus-rumus di atas, maka hal ini dapat 

diintegrasikan dengan kajian agama yaitu ayat yang menyebutkan bahwa Allah 

menciptakan segala sesuatu, dan Dia menetapkan ukuran-ukurannya dengan 

serapi-rapinya. Sebagaimana tertera dalam surat Al-Furqan ayat 2: 

t, n= yzuρ ¨≅à2 &™ó© x« … çν u‘ £‰s)sù # \ƒ Ï‰ø)s? ∩⊄∪     

“Dia telah menciptakan segala sesuatu, dan Dia menetapkan ukuran-ukurannya 
dengan serapi-rapinya” (Al-Furqan:2). 

Demikian juga dalam Al-Qur’an surat Al’ala ayat 2-3: 

“ Ï% ©! $# t, n= y{ 3“ §θ |¡ sù ∩⊄∪   “ Ï%©! $#uρ u‘ £‰s% 3“ y‰yγ sù ∩⊂∪    

“Yang menciptakan dan menyempurnakan dan yang menentukan kadar serta 
memberi petunjuk” (Al-A’la:2-3). 

Sebagaimana ayat diatas dapat disimpulkan bahwa segala sesuatu telah 

diciptakan ukuran-ukurannya dengan serapi-rapinya. Baik itu makhluk dengan 

ukuran sifat atau kemampuan maksimalnya, Misalnya manusia mempunyai 
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kemampuan yang terbatas sesuai dengan ukuran yang diberikan Allah atasnya, 

manusia tidak bisa terbang sebagaimana burung, bumi mengitari matahari dengan 

konsisten di orbitnya pada kecepatan 100.000 km per jam. Matahari bergerak di 

antara bintang-bintang lainnya dengan kecepatan sekitar 800.000 km per jam dan 

lain sebagainya.   

Para muffassir menafsirkan ayat diatas dengan segala sesuatu yang telah 

diciptakan Allah, baik itu benda hidup maupun benda mati telah ditentukan 

ukuran-ukurannya dengan serapi-rapinya. Sayyid Quthub mencontohkan atom 

dalam kesatuannya merupakan persesuaian yang sempurna antara electron-

elektronnya, proton-protonnya dan partikel-partikelnya , tak ubahnya seperti 

kesatuan gugusan planet di dalam persesuaian mataharinya, bintang-bintang, dan 

satelit-satelitnya, mereka mengerti jalannya, dan melaksanakan tugas-tugas yang 

ditetapkan. Begitu pun dengan sebuah sel hidup, merupakan bentuk yang 

sempurna dan dilengkapi untuk dapat melaksanakan tugas-tugasnya, di mana 

keadaannya termasuk paling halus dari makhluk hidup yang tersusun lengkap. 

Antara sebuah atom dan solar sistem, sebagaimana antara satu sel dan 

bentuk paling halus dari makhluk hidup, terdapat perbedaan-perbedaan struktural 

dan organisasinya menurut kesempurnaan kontruksi ciptaannya masing-masing 

dan persesuaian kesatuan akumulasinya, dan berdasarkan ketentuan yang 

ditetapkannya serta ukuran yang ditentukan baginya (Sayyid Quthub, 2004:247). 

Berdasarkan penjelasan diatas, pada masa sekarang dan di masa yang akan 

datang tidak menutup kemungkinan terdapat penemuan lain yang menunjukkan 

bahwa segala sesuatu telah diciptakan sesuai ukuran-ukurannya dengan serapi-
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rapinya. Sehingga dalam penelitian ini, penulis ingin menunjukkan bahwa rank 

minimum dan nulitas maksimum merupakan ukuran dari matriks simetri real dari 

graf kipas dan kipas ganda. 

Dalam mencari rank minimum dan nulitas maksimum dari suatu graf, 

terlebih dahulu dicari matriks terhubungnya, kemudian dikembangkan menjadi 

beberapa matriks simetri real. Dari matriks-matriks simetri real tersebut dihitung 

masing-masing rank-nya, maka akan diperoleh rank terkecil dari matriks-matriks 

simetri real dari suatu graf. Begitu juga dengan nulitas-nya dihitung dari matriks-

matriks simetri real, kemudian diperoleh masing-masing nulitas-nya dan akan 

diperoleh nulitas terbesar dari matriks-matriks simetri real dari suatu graf. 

Dengan demikian, satu graf mempunyai suatu ukuran yaitu rank minimum 

dan nulitas maksimumnya dari masing-masing matriks simetri real sesuai dengan 

pola yang telah ditemukan. Misalnya, graf ܨସሺ ସܲ ൅  ଵሻ memiliki rank minimum 3ܭ

dan nulitas maksimumnya 2, dan ܨହሺ ହܲ ൅  ଵሻ memiliki rank minimum 4 danܭ

nulitas maksimumnya 2. Jadi benar adanya, jika setiap sesuatu pasti memiliki 

ukuran dan Allah swt telah tentukan ukuran (kadar)-nya. Tanpa kadar (ukuran) 

yang konsisten pasti akan mengalami kekacauan. 

Dari sini terlihat, bahwa betapa kuasanya Allah dalam melakukan 

perhitungan meskipun pada dzat yang terkecil yang tak akan mampu dihitung 

dengan kasat mata manusia. Sekalipun menggunakan alat yang canggihpun, tak 

kan ada yang dapat menyaingi Allah SWT. Sehingga hal ini dapat menambah 

ketaqwaan kita kepada Allah SWT sang Kholiq yang Maha cepat dalam 

penghitungannya. 
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Hikmah dari penelitian ini, dapat dikaitkan juga dengan derajat ketaqwaan 

manusia terhadap Allah. Derajat ketaqwaan manusia terbagi dalam beberapa 

tingkatan yaitu muslim, mukmin, muhsin, mukhlis dan muttaqin. Tingkatan ini 

bukan berarti Islam mengastakan umatnya secara parsial. Tetapi membagi 

berdasarkan derajat ketaqwaannya kepada Allah dan derajat itu bisa dicapai oleh 

siapapun, bangsa apapun, golongan apapun tanpa membeda-bedakan. 

Berdasarkan definisi matriks simetri real yaitu jika terdapat dua titik 

terhubung langsung maka nilainya tak nol dan jika kedua titik tidak terhubung 

langsung maka nilainya adalah nol sedangkan diagonalnya diabaikan. Maka 

definisi ini dapat dikaitkan dengan derajat ketaqwaan manusia terhadap Allah. 

Misalkan kedua titik itu adalah sesama orang-orang islam (muslim), maka muslim 

ini terhubung langsung dengan muslim yang lain yang berarti nilainya tidak nol 

(terdapat hubungan antar sesama). Tetapi, jika kedua titik itu adalah muslim dan 

mukmin, maka muslim tidak terhubung langsung dengan orang-orang beriman 

(mukmin) yang berarti nilainya adalah nol (tidak terdapat hubungan). Begitu juga 

dengan hubungan antara orang-orang beriman (mukmin) dengan orang yang 

selalu berbuat baik (muhsin) tidak terhubung langsung yang berarti nilainya 

adalah nol (tidak terdapat hubungan). Kemudian jika kedua titik itu adalah orang 

yang berbuat baik (muhsin) dan orang yang ikhlas dalam menjalankan agama 

(mukhlis), maka muhsin tidak terhubung langsung dengan mukhlis yang berarti 

nilainya adalah nol (tidak terdapat hubungan). Begitu juga, jika kedua titik itu 

adalah orang yang ikhlas dalam menjalankan agama (mukhlis) dan orang yang 
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bertaqwa (muttaqin), maka mukhlis tidak terhubung langsung dengan muttaqin 

yang berarti nilainya adalah nol (tidak terdapat hubungan). 

Sedangkan diagonalnya yang diabaikan dapat digambarkan bahwa islam 

tidak membeda-bedakan umatnya, derajat ketaqwaan manusia terhadap Allah 

tersebut dapat dicapai oleh siapapun, bangsa apapun, golongan apapun tanpa 

membeda-bedakan. 
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BAB IV 

PENUTUP 

4.1 Kesimpulan 

Berdasarkan pembahasan mengenai rank minimum dan nulitas maksimum 

dari matriks simetri real dari graf kipas ሺ݊ܨሻ dan kipas ganda ሺ݀݊ܨሻ maka dapat 

diperoleh kesimpulan sebagai berikut: 

1. Rank minimum dari matriks simetri real dari graf kipas adalah ݉ݎሺܨ௡ሻ ൌ ݊ െ

1 dan nulitas maksimumnya adalah ܯሺܨ௡ሻ ൌ 2 dengan ݊ ൒ 2 dan ݊ א ܰ. 

2. Rank minimum dari matriks simetri real dari graf kipas ganda adalah 

௡ሻܨሺ݀ݎ݉ ൌ ݊ െ 1 dan nulitas maksimumnya adalah ܯሺ݀ܨ௡ሻ ൌ 3 dengan 

݊ ൒ 3 dan ݊ א ܰ. 

 

4.2 Saran 

Pada skripsi ini, penulis hanya memfokuskan pada pokok bahasan masalah 

menentukan rank minimum dan nulitas maksimum dari matriks simetri real dari 

graf  kipas dan kipas ganda. Maka dari itu, untuk penulisan skripsi selanjutnya, 

penulis menyarankan kepada pembaca untuk mengkaji masalah rank minimum 

dari graf lainnya yang belum diteliti maupun graf garisnya. Atau mengkaji 

masalah rank minimum dari field yang lain seperti rasional, komplek dan modulo 

n. 
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Lampiran 1         

Program M-file Matlab untuk Mencari Rank Minimum dan Nulitas 

Maksimum dari Matriks Simetri Real yang Digambarkan oleh Graf Kipas 

 .(࢔ࡲ)

a. Untuk batasan nilai random elemen-elemen matriksnya dari bilangan 

bulat positif. 

clear  
clc  
n=input('banyaknya titik adalah :');  
m=input('banyaknya matrik yang diinginkan adalah :');  
q=input('batasan nilai random :');  
R=n;R0=0;  
 
ga=graph 
gb=graph 
path(ga,n) 
complete(gb,1) 
gc=graph 
join(gc,gb,ga) 
  
ndraw(gc) 
   
for c=1:m  
    for c=1:m  
        A=zeros(n);  
        for i=1:n-1  
            A(i,i+1)=fix(q*rand(1))+1;  
            A(i+1,i)=A(i,i+1);  
        end 
        for j=1:n 
            A(j,1)=fix(q*rand(1))+1; 
            A(1,j)=A(j,1); 

                         A(j,j)=fix((q+1)*rand(1)); 
        end 
       
        p(c)=rank(A); 
        if(R>=p(c)) R=p(c);  
        end 
        r(c)=size(null(A),2);  
        if(R0<=r(c)) R0=r(c);  
        end 
    end 
             if(size(null(A),2)==R0&&rank(A)==R) 
                disp(A)  
             end 
end 
disp('rank minimum yang dapat diperoleh dari graf Kipas adalah :')  
disp(R);  
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disp('nulitas maksimum yang dapat diperoleh dari graf Kipas adalah :')  
disp(R0); 

b. Untuk batasan nilai random elemen-elemen matriksnya dari bilangan 

bulat negatif. 

clear  
clc  
n=input('banyaknya titik adalah :');  
m=input('banyaknya matrik yang diinginkan adalah :');  
q=input('batasan nilai random :');  
R=n;R0=0;  
  
ga=graph 
gb=graph 
path(ga,n) 
complete(gb,1) 
gc=graph 
join(gc,gb,ga) 
  
ndraw(gc) 
  
for c=1:m  
    for c=1:m  
        A=zeros(n);  
        for i=1:n-1  
            A(i,i+1)=fix(q*rand(1))-1;  
            A(i+1,i)=A(i,i+1);  
        end 
        for j=1:n 
            A(j,1)=fix(q*rand(1))-1; 
            A(1,j)=A(j,1); 
            A(j,j)=fix((q-1)*rand(1)); 
        end 
  
        p(c)=rank(A); 
        if(R>=p(c)) R=p(c);  
        end 
        r(c)=size(null(A),2);  
        if(R0<=r(c)) R0=r(c);  
        end 
    end 
           if(size(null(A),2)==R0&&rank(A)==R) 
                disp(A)  
  end 
end 
disp('rank minimal yang dapat diperoleh dari graf Kipas adalah :')  
disp(R);  
disp('nulitas maksimum yang dapat diperoleh dari graf Kipas adalah :')  
disp(R0); 
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Lampiran 2 

Contoh Matriks yang Mempunyai Rank Minimum dan Nulitas Maksimum 

dari Matriks Simetri Real dari Graf Kipas  

1. Matriks dari graf kipas ܨଶሺ ଶܲ ൅ ଶሻܨሺݎ݉ ଵሻ denganܭ ൌ 1 dan ܯሺܨଶሻ ൌ 2 

൥
1 1 1
1 1 1
1 1 1

൩ , ൥
െ1 െ1 െ1
െ1 െ1 െ1
െ1 െ1 െ1

൩ , ൥
െ0.2 െ0.2 െ0.2
െ0.2 െ0.2 െ0.2
െ0.2 െ0.2 െ0.2

൩ , ൥
3 3 3
3 3 3
3 3 3

൩ 

2. Matriks dari graf kipas ܨଷሺ ଷܲ ൅ ଷሻܨሺݎ݉ ଵሻ denganܭ ൌ 2 dan ܯሺܨଶሻ ൌ 2 

൦

1 1 1 1
1 0 1 0
1 1 1 1
1 0 1 0

൪ , ൦

0.5 2 0.5 2
2 0 2 0

0.5 2 0.5 2
2 0 2 0

൪ , ൦

1 2 1 2
2 0 2 0
1 2 1 2
2 0 2 0

൪ , ൦

െ2 3 െ2 3
3 0 3 0

െ2 3 െ2 3
3 0 3 0

൪ 

3. Matriks dari graf kipas ܨସሺ ସܲ ൅ ସሻܨሺݎ݉ ଵሻ denganܭ ൌ 3 dan ܯሺܨସሻ ൌ 2 

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
2 1 1 1 1
1 1 1 0 0
1 1 0 1 0
1 0 1 0 1
1 0 0 1 ے1

ۑ
ۑ
ۑ
ې

,

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0.2 0.2 0.1 0.1 0.1
0.2 0.2 0.2 0 0
0.1 0.2 0 0.1 0
0.1 0 0.1 0 0.1
0.1 0 0 0.1 ے0.2

ۑ
ۑ
ۑ
ې

,

ۏ
ێ
ێ
ێ
10ۍ 5 5 5 5

5 5 5 0 0
5 5 0 5 0
5 0 5 0 5
5 0 0 5 ے5

ۑ
ۑ
ۑ
ې
, 

 

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
2 2 1 1 1
2 2 2 0 0
1 2 0 1 0
1 0 1 0 1
1 0 0 1 ے2

ۑ
ۑ
ۑ
ې

,

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
െ6 െ3 െ3 െ3 െ3
െ3 െ3 െ3 0 0
െ3 െ3 0 െ3 0
െ3 0 െ3 0 െ3
െ3 0 0 െ3 െ3ے

ۑ
ۑ
ۑ
ې
 

4. Matriks dari graf  kipas ܨହሺ ହܲ ൅ ହሻܨሺݎ݉ ଵሻ denganܭ ൌ 4 dan ܯሺܨହሻ ൌ 2 

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
2 1 1 1 1 1
1 1 1 0 0 0
1 1 1 1 0 0
1 0 1 1 1 0
1 0 0 1 1 1
1 0 0 0 1 ے1

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

,

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
8 4 4 4 4 4
4 4 4 0 0 0
4 4 4 4 0 0
4 0 4 4 4 0
4 0 0 4 4 4
4 0 0 0 4 ے4

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

,

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
െ6 െ3 െ3 െ3 െ3 െ3
െ3 െ3 െ3 0 0 0
െ3 െ3 െ3 െ3 0 0
െ3 0 െ3 െ3 െ3 0
െ3 0 0 െ3 െ3 െ3
െ3 0 0 0 െ3 െ3ے

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

, 

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0.2 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1
0.1 0.1 0.1 0 0 0
0.1 0.1 0.1 0.1 0 0
0.1 0 0.1 0.1 0.1 0
0.1 0 0 0.1 0.1 0.1
0.1 0 0 0 0.1 ے0.1

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې
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5. Matriks dari graf kipas ܨ଺ሺ ଺ܲ ൅ ଺ሻܨሺݎ݉ ଵሻ denganܭ ൌ 5 dan ܯሺܨ଺ሻ ൌ 2 

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
1 1 1 1 1 1 1
1 0 1 0 0 0 0
1 1 2 1 0 0 0
1 0 1 1 1 0 0
1 0 0 1 1 1 0
1 0 0 0 1 1 1
1 0 0 0 0 1 ے0

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

,

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1
0.1 0 0.1 0 0 0 0
0.1 0.1 0.2 0.1 0 0 0
0.1 0 0.1 0.1 0.1 0 0
0.1 0 0 0.1 0.1 0.1 0
0.1 0 0 0 0.1 0.1 0.1
0.1 0 0 0 0 0.1 0 ے

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

,  

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
6 6 6 6 6 6 6
6 0 6 0 0 0 0
6 6 12 6 0 0 0
6 0 6 6 6 0 0
6 0 0 6 6 6 0
6 0 0 0 6 6 6
6 0 0 0 0 6 ے0

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

, 

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
െ3 െ3 െ3 െ3 െ3 െ3 െ3
െ3 0 െ3 0 0 0 0
െ3 െ3 െ6 െ3 0 0 0
െ3 0 െ3 െ3 െ3 0 0
െ3 0 0 െ3 െ3 െ3 0
െ3 0 0 0 െ3 െ3 െ3
െ3 0 0 0 0 െ3 0 ے

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 

6. Matriks dari graf kipas ܨ଻ሺ ଻ܲ ൅ ଻ሻܨሺݎ݉ ଵሻ denganܭ ൌ 6 dan ܯሺܨ଻ሻ ൌ 2 

 

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
2 1 1 1 1 1 1 1
1 2 1 0 0 0 0 0
1 1 1 1 0 0 0 0
1 0 1 2 1 0 0 0
1 0 0 1 1 1 0 0
1 0 0 0 1 0 1 0
1 0 0 0 0 1 1 1
1 0 0 0 0 0 1 ے0

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

,

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
െ8 െ4 െ4 െ4 െ4 െ4 െ4 െ4
െ4 െ8 െ4 0 0 0 0 0
െ4 െ4 െ4 െ4 0 0 0 0
െ4 0 െ4 െ8 െ4 0 0 0
െ4 0 0 െ4 െ4 െ4 0 0
െ4 0 0 0 െ4 0 െ4 0
െ4 0 0 0 0 െ4 െ4 െ4
െ4 0 0 0 0 0 െ4 0 ے

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

  

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
10 5 5 5 5 5 5 5
5 10 5 0 0 0 0 0
5 5 5 5 0 0 0 0
5 0 5 10 5 0 0 0
5 0 0 5 5 5 0 0
5 0 0 0 5 0 5 0
5 0 0 0 0 5 5 5
5 0 0 0 0 0 5 ے0

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

,

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0.4 0.2 0.2 0.2 0.2 0.2 0.2 0.2
0.2 0.4 0.2 0 0 0 0 0
0.2 0.2 0.2 0.2 0 0 0 0
0.2 0 0.2 0.4 0.2 0 0 0
0.2 0 0 0.2 0.2 0.2 0 0
0.2 0 0 0 0.2 0 0.2 0
0.2 0 0 0 0 0.2 0.2 0.2
0.2 0 0 0 0 0 0.2 0 ے

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 

7. Matriks dari graf kipas ଼ܨ ሺ଼ܲ ൅ ܨሺ଼ݎ݉ ଵሻ denganܭ ሻ ൌ 7 dan ܯሺ଼ܨ ሻ ൌ 2 

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
2 1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 1 0 0 0 0 0 0
1 1 2 1 0 0 0 0 0
1 0 1 0 1 0 0 0 0
1 0 0 1 0 1 0 0 0
1 0 0 0 1 1 1 0 0
1 0 0 0 0 1 0 1 0
1 0 0 0 0 0 1 0 1
1 0 0 0 0 0 0 1 ے1

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

,

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0.6 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3
0.3 0 0.3 0 0 0 0 0 0
0.3 0.3 0.6 0.3 0 0 0 0 0
0.3 0 0.3 0 0.3 0 0 0 0
0.3 0 0 0.3 0 0.3 0 0 0
0.3 0 0 0 0.3 0.3 0.3 0 0
0.3 0 0 0 0 0.3 0 0.3 0
0.3 0 0 0 0 0 0.3 0 0.3
0.3 0 0 0 0 0 0 0.3 ے0.3

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې
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8. Matriks dari graf  Kipas ܨଽሺ ଽܲ ൅ ଽሻܨሺݎ݉ ଵሻ denganܭ ൌ 8 dan ܯሺܨଽሻ ൌ 2 

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
2 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
1 1 2 1 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 1 0 0 0 0 0
1 0 0 1 2 1 0 0 0 0
1 0 0 0 1 1 1 0 0 0
1 0 0 0 0 1 1 1 0 0
1 0 0 0 0 0 1 1 1 0
1 0 0 0 0 0 0 1 1 1
1 0 0 0 0 0 0 0 1 ے1

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

,

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
4 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 0 2 0 0 0 0 0 0 0
2 2 2 2 0 0 0 0 0 0
2 0 2 0 2 0 0 0 0 0
2 0 0 2 4 2 0 0 0 0
2 0 0 0 2 2 2 0 0 0
2 0 0 0 0 2 2 2 0 0
2 0 0 0 0 0 2 2 2 0
2 0 0 0 0 0 0 2 2 2
2 0 0 0 0 0 0 0 2 ے2

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 

9. Matriks dari graf  Kipas ܨଵ଴ሺ ଵܲ଴ ൅ ଵ଴ሻܨሺݎ݉ ଵሻ denganܭ ൌ 9 dan 

ଵ଴ሻܨሺܯ ൌ 2 

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 2 1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 2 1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 1 2 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0
1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0
1 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1
1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 ے0

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

,

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
3 0 3 0 0 0 0 0 0 0 0
3 3 6 3 0 0 0 0 0 0 0
3 0 3 0 3 0 0 0 0 0 0
3 0 0 3 6 3 0 0 0 0 0
3 0 0 0 3 0 3 0 0 0 0
3 0 0 0 0 3 6 3 0 0 0
3 0 0 0 0 0 3 3 3 0 0
3 0 0 0 0 0 0 3 3 3 0
3 0 0 0 0 0 0 0 3 3 3
3 0 0 0 0 0 0 0 0 3 ے0

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 

10. Matriks dari graf  Kipas ܨଵଵሺ ଵܲଵ ൅ ଵଵሻܨሺݎ݉ ଵሻ denganܭ ൌ 10 dan 

ଵଵሻܨሺܯ ൌ 2 

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 2 1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 2 1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 1 0 1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 1 2 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1 0
1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 ے0

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې
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Lampiran 3 

Program M-file Matlab untuk Mencari Rank Minimum dan Nulitas 

Maksimum dari Matriks Simetri Real yang Digambarkan oleh Graf Kipas 

Ganda (࢔ࡲࢊ). 

a. Untuk batasan nilai random elemen-elemen matriksnya dari bilangan 

bulat positif. 
clear  
clc  
n=input('banyaknya titik adalah :');  
m=input('banyaknya matrik yang diinginkan adalah :');  
q=input('batasan nilai random :');  
R=n;R0=0;  
  
ga=graph 
gb=graph 
complete(ga,1) 
complete(gb,1) 
gc=graph 
disjoint_union(gc,gb,ga) 
  
gd=graph 
path(gd,n) 
  
ge=graph 
join(ge,gc,gd) 
  
ndraw(ge) 
for c=1:m  
    for c=1:m  
         A=zeros(n);  
        for i=2:n-1  
            A(i,i+1)=fix(q*rand(1))+1; 
            A(i+1,i)=A(i,i+1);  
        end 
        for j=1:n 
            for k=3:n 
            A(k,1)=fix(q*rand(1))+1; 
            A(k,2)=fix(q*rand(1))+1; 
            A(1,k)=A(k,1); 
            A(2,k)=A(k,2); 
            end 
            A(j,j)=fix((q+1)*rand(1)); 
        end 
         
        p(c)=rank(A); 
        if(R>=p(c)) R=p(c); 
   
   end 
        r(c)=size(null(A),2);  
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        if(R0<=r(c)) R0=r(c);  
       end 
    end 
             if(size(null(A),2)==R0&&rank(A)==R) 
                disp(A)  
             end 
end 
disp('rank minimal yang dapat diperoleh dari graf Kipas Ganda adalah :')  
disp(R);  
disp('nulitas maksimum yang dapat diperoleh dari graf Kipas Ganda adalah :')  
disp(R0); 
 
 
 

b. Untuk batasan nilai random elemen-elemen matriksnya dari bilangan 

bulat negatif. 

clear  
clc  
n=input('banyaknya titik adalah :');  
m=input('banyaknya matrik yang diinginkan adalah :');  
q=input('batasan nilai random :');  
R=n;R0=0;  
  
ga=graph 
gb=graph 
complete(ga,1) 
complete(gb,1) 
gc=graph 
disjoint_union(gc,gb,ga) 
  
gd=graph 
path(gd,n) 
  
ge=graph 
join(ge,gc,gd) 
  
ndraw(ge) 
for c=1:m  
    for c=1:m  
         A=zeros(n);  
        for i=2:n-1  
            A(i,i+1)=fix(q*rand(1))-1; 
            A(i+1,i)=A(i,i+1);  
        end 
        for j=1:n 
            for k=3:n 
            A(k,1)=fix(q*rand(1))-1; 
            A(k,2)=fix(q*rand(1))-1; 
            A(1,k)=A(k,1); 
            A(2,k)=A(k,2); 
            end 
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            A(j,j)=fix((q-1)*rand(1)); 
        end 
        p(c)=rank(A); 
        if(R>=p(c)) R=p(c);  
        end 
        r(c)=size(null(A),2);  
        if(R0<=r(c)) R0=r(c);  
        end 
         
    end 
    if(size(null(A),2)==R0&&rank(A)==R) 
                disp(A)  
    end 
    
end 
disp('rank minimal yang dapat diperoleh dari graf Kipas Ganda adalah :')  
disp(R);  
disp('nulitas maksimum yang dapat diperoleh dari graf Kipas Ganda adalah :')  
disp(R0); 
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Lampiran 4 

Contoh Matriks yang Mempunyai Rank Minimum dan Nulitas Maksimum 
dari Matriks Simetri Real dari Graf Kipas Ganda 

 

1. Graf  Kipas Ganda ݀ܨଷሺ ଷܲ ൅ ଷሻܨሺ݀ݎ݉ ଵሻ denganܭ2 ൌ 2 dan ܯሺ݀ܨଷሻ ൌ 3 

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0 0 2 2 2
0 0 1 1 1
2 1 0 1 0
2 1 1 2 1
2 1 0 1 ے0

ۑ
ۑ
ۑ
ې

,

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0 0 1 1 1
0 0 1 1 1
1 1 0 1 0
1 1 1 2 1
1 1 0 1 ے0

ۑ
ۑ
ۑ
ې

,

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ

0 0 0.2 0.3 0.2
0 0 0.2 0.3 0.2

0.2 0.2 0 0.1 0
0.3 0.3 0.1 0.3 0.1
0.2 0.2 0 0.1 0 ے

ۑ
ۑ
ۑ
ې
,  

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ

0 0 െ1 െ1 െ1
0 0 െ1 െ1 െ1

െ1 െ1 0 െ1 0
െ1 െ1 െ1 െ2 െ1
െ1 െ1 0 െ1 0 ے

ۑ
ۑ
ۑ
ې

,

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0 0 4 2 4
0 0 4 2 4
4 4 0 2 0
2 2 2 2 2
4 4 0 2 ے0

ۑ
ۑ
ۑ
ې

,

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0 0 4 4 4
0 0 2 2 2
4 2 0 1 0
4 2 1 2 1
4 2 0 1 ے0

ۑ
ۑ
ۑ
ې
 

2. Graf  Kipas Ganda ݀ܨସሺ ସܲ ൅ ସሻܨሺ݀ݎ݉ ଵሻ denganܭ2 ൌ 3 dan ܯሺ݀ܨସሻ ൌ 3 

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0 0 2 1 2 1
0 0 2 1 2 1
2 2 1 2 0 0
1 1 2 2 1 0
2 2 0 1 0 1
1 1 0 0 1 ے2

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

,

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0 0 1 2 1 2
0 0 1 2 1 2
1 1 2 1 0 0
2 2 1 0 1 0
1 1 0 1 2 2
2 2 0 0 2 ے1

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

,

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ

0 0 0.2 0.1 0.2 0.1
0 0 0.2 0.1 0.2 0.1

0.2 0.2 0.1 0.2 0 0
0.1 0.1 0.2 0.2 0.1 0
0.2 0.2 0 0.1 0 0.1
0.1 0.1 0 0 0.1 ے0.2

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

, 

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ

0 0 െ1 െ2 െ1 െ2
0 0 െ1 െ2 െ1 െ2

െ1 െ1 െ2 െ1 0 0
െ2 െ2 െ1 0 െ1 0
െ1 െ1 0 െ1 െ2 െ2
െ2 െ2 0 0 െ2 െ1ے

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 

3. Graf  Kipas Ganda ݀ܨହሺ ହܲ ൅ ହሻܨሺ݀ݎ݉ ଵሻ denganܭ2 ൌ 4 dan ܯሺ݀ܨହሻ ൌ 3 

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
2 0 2 1 1 1 2
0 1 1 1 2 1 1
2 1 2 2 0 0 0
1 1 2 2 1 0 0
1 2 0 1 0 1 0
1 1 0 0 1 2 2
2 1 0 0 0 2 ے2

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

,

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ

0 0 െ2 െ2 െ2 െ1 െ2
0 െ1 െ2 െ1 െ1 െ1 െ2

െ2 െ2 െ1 െ1 0 0 0
െ2 െ1 െ1 െ2 െ1 0 0
െ2 െ1 0 െ1 െ1 െ1 0
െ1 െ1 0 0 െ1 െ2 െ1
െ2 െ2 0 0 0 െ1 0 ے

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 , 
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ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
1 0 1 1 2 2 2
0 1 2 1 1 1 2
1 2 1 1 0 0 0
1 1 1 2 1 0 0
2 1 0 1 1 1 0
2 1 0 0 1 2 1
2 2 0 0 0 1 ے0

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

,

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0.1 0 0.1 0.1 0.2 0.2 0.2
0 0 0.2 0.2 0.2 0.1 0.2

0.1 0.2 0.1 0.1 0 0 0
0.1 0.2 0.1 0.2 0.1 0 0
0.2 0.2 0 0.1 0.1 0.1 0
0.2 0.1 0 0 0.1 0.2 0.1
0.2 0.2 0 0 0 0.1 0 ے

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 

4. Graf  Kipas Ganda ݀ܨ଺ሺ ଺ܲ ൅ ଺ሻܨሺ݀ݎ݉ ଵሻ denganܭ2 ൌ 5 dan ܯሺ݀ܨ଺ሻ ൌ 3 

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0 0 1 1 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 0 0 0 0
1 1 1 2 1 0 0 0
1 1 0 1 1 1 0 0
1 1 0 0 1 1 1 0
1 1 0 0 0 1 2 1
1 1 0 0 0 0 1 ے0

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

,

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ

0 0 െ1 െ1 െ2 െ2 െ1 െ1
0 0 െ1 െ1 െ2 െ2 െ1 െ1

െ1 െ1 0 െ1 0 0 0 0
െ1 െ1 െ1 െ2 െ2 0 0 0
െ2 െ2 0 െ2 െ1 െ1 0 0
െ2 െ2 0 0 െ1 െ1 െ2 0
െ1 െ1 0 0 0 െ2 െ2 െ1
െ1 െ1 0 0 0 0 െ1 0 ے

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

, 

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0 0 2 2 2 2 2 2
0 0 2 2 2 2 2 2
2 2 0 2 0 0 0 0
2 2 2 4 2 0 0 0
2 2 0 2 2 2 0 0
2 2 0 0 2 2 2 0
2 2 0 0 0 2 4 2
2 2 0 0 0 0 2 ے0

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

,

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ

0 0 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3
0 0 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3

0.3 0.3 0 0.3 0 0 0 0
0.3 0.3 0.3 0.6 0.3 0 0 0
0.3 0.3 0 0.3 0.3 0.3 0 0
0.3 0.3 0 0 0.3 0.3 0.3 0
0.3 0.3 0 0 0 0.3 0.6 0.3
0.3 0.3 0 0 0 0 0.3 0 ے

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 

5. Graf  Kipas Ganda ݀ܨ଻ሺ ଻ܲ ൅ ଻ሻܨሺ݀ݎ݉ ଵሻ denganܭ2 ൌ 6 dan ܯሺ݀ܨ଻ሻ ൌ 2 

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0 0 1 1 1 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 0 0 0 0 0
1 1 1 2 1 0 0 0 0
1 1 0 1 0 1 0 0 0
1 1 0 0 1 0 1 0 0
1 1 0 0 0 1 0 1 0
1 1 0 0 0 0 1 2 1
1 1 0 0 0 0 0 1 ے0

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

,

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0 0 1 1 1 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 0 0 0 0 0
1 1 1 2 1 0 0 0 0
1 1 0 1 0 1 0 0 0
1 1 0 0 1 1 1 0 0
1 1 0 0 0 1 0 1 0
1 1 0 0 0 0 1 2 1
1 1 0 0 0 0 0 1 ے0

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

,  
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ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ

0 0 െ2 െ2 െ2 െ2 െ2 െ2 െ2
0 0 െ2 െ2 െ2 െ2 െ2 െ2 െ2

െ2 െ2 0 െ2 0 0 0 0 0
െ2 െ2 െ2 െ4 െ2 0 0 0 0
െ2 െ2 0 െ2 0 െ2 0 0 0
െ2 െ2 0 0 െ2 0 െ2 0 0
െ2 െ2 0 0 0 െ2 0 െ2 0
െ2 െ2 0 0 0 0 െ2 െ4 െ2
െ2 െ2 0 0 0 0 0 െ2 0 ے

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

,

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0 0 4 4 4 4 4 4 4
0 0 4 4 4 4 4 4 4
4 4 0 4 0 0 0 0 0
4 4 4 8 4 0 0 0 0
4 4 0 4 0 4 0 0 0
4 4 0 0 4 0 4 0 0
4 4 0 0 0 4 0 4 0
4 4 0 0 0 0 4 8 4
4 4 0 0 0 0 0 4 ے0

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

, 

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ

0 0 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3
0 0 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3

0.3 0.3 0 0.3 0 0 0 0 0
0.3 0.3 0.3 0.6 0.3 0 0 0 0
0.3 0.3 0 0.3 0 0.3 0 0 0
0.3 0.3 0 0 0.3 0 0.3 0 0
0.3 0.3 0 0 0 0.3 0 0.3 0
0.3 0.3 0 0 0 0 0.3 0.6 0.3
0.3 0.3 0 0 0 0 0 0.3 0 ے

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې
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