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ABSTRAK 

 

Susanti, Tri. 2013. Matriks Atas Aljabar Min-Plus. Skripsi. Jurusan Matematika Fakultas 

Sains dan Teknologi Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.  

Pembimbing:  (I)  Drs. H. Turmudi, M.Si 

(II) Ach. Nasichuddin, M.A 

 

Kata Kunci: Aljabar min-plus, Semi Grup, Semi Field  

 

Matematika merupakan salah satu disiplin ilmu yang sangat berpengaruh pada disiplin 

ilmu lainnya. Salah satu cabang dari disiplin ilmu matematika adalah aljabar min-plus. 

Himpunan semua bilangan real   *  + yang dilengkapi dengan operasi minimum 

sebagai operasi penjumlahan dan operasi penjumlahan sebagai operasi pergandaan 

membentuk struktur aljabar yang dinamakan semiring idemponten. Dalam Aljabar sering 

terhubung dengan matriks, oleh karena penulis akan meneliti bagaimana bentuk matriks 

dan bagaimana sifat-sifat operasi min-plus pada matriks. 

Dalam kajian ini, penulis menggunakan metode penelitian kepustakaan (library research) 

atau kajian pustaka, yakni melakukan penelitian untuk memperoleh data-data (berupa 

definisi atau teorema) yang berkenaan dengan pembahasan masalah tersebut. 

Tujuan dari penelitian ini adalah untuk mengetahui lebih dalam apa matriks atas aljabar 

min-plus pada matriks dan tau bagaimana sifat-sifat operasi min-plus pada matriks. 

Berdasarkan hasil pembahasan dari penelitian ini adalah Matriks atas aljabar min-plus 
(    )

    merupakan semi-ring idempotent dan setiap        (    )
    berlaku 

sifat-sifat berikut: 

i. Memiliki sifat assosiatif pada operasi   

ii. Memiliki sifat komutatif pada operasi   

iii.                               
iv.                                       
v. Memiliki sifat assosiatif pada operasi   

vi. Terdapat elemen identitas terhadap    misal   adalah identitas 

terhadap operasi   

vii. Operasi   distributif terhadap operasi   

viii. Operasi   distributif terhadap operasi   
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ABSTRACT 

 

Susanti, Tri. 2013. Matriks Min-Plus Algebra. Thesis. Depertment of  Mathematics 

Faculty of Science and Technology State of Islamic University Maulana Malik 

Ibrahim Malang. 

Promotor:  

(I) Drs. H. Turmudi, M.Si 

(II) Ach. Nasichuddin, M.A 

 

 

Keywords: Min-plus algebra, Semi-Group, Semi-Field 

 

 

Mathematics is one of the disciplines that are very influential in other disciplines. One 

branch of mathematical disciplines are min-plus algebra. The set of all real numbers R   

{+ ∞} equipped with the minimum operations as the operations of addition and addition 

operations as multiplication operations form algebraic structure called idempontent of 

spring ring. Algebra is often connected with the matrix, and therefore the author will 

examine how the shape of the matrix and how the properties of min-plus operations on 

matrices. 

In this study, the authors used the method library research (method research) or the study 

of literature, which is doing research to obtain data (in the form of definitions or 

theorems) concerning the discussion of the issue. 

The purpose of this study was to find out what the matrix is more in the min-plus algebra 

on matrices and know how the properties of min-plus operations on matrices. 

Based on the discussion of this research is the matrix of the min-plus algebra (    )
    

is an idempotent of spring ring and every        (    )
    applies the following 

properties: 

i. Have the possesses associative operation   

ii. Have the commutativity of the operation   

iii. Idempotent of the operation   

iv. There are elements of identity for   

v. Have the possesses associative operation   

vi. There are elements of identity for  , ie e is the identity of the operation   

vii.   operation distributive to  operation 

viii.   operation distributive to  operation 
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 الملخص

 

ٍؼحاىجا فٜ ٗاىتنْ٘ى٘جٞا اىؼيً٘ ميٞح اىزٝاضٞاخ، قسٌ أطزٗحح، .اىجثز سائذ ٍِٞ قاىة الأػيٚ  .  س٘ساّتٜ،

  ٨٠٠٢تزٛ.

ٍالاّج  اىحنٍ٘ٞح الإسلاٍٞحهيمابرٳملكلانامو  

 اىَشزف:

اىؼيً٘ فٜ ٍاجستٞز   اىذماتزج اىحج تزٍذٛ 

اىذِٝ  فٜ احَذ ّصٞح اىذِٝ ٍاجستٞز  

 

اىزتٞغ حقو ّصف، ٍجَ٘ػح اىجثز، إىٚ تالإضافح ٍِٞ: اىثحج ميَاخ  

 

 اىتخصصاخ ٍِ ٗاحذ فزع. الأخزٙ اىتخصصاخ فٜ جذا ٍؤحزج اىتٜ اىتخصصاخ ٍِ ٗاحذج ٕٜ اىزٝاضٞاخ

تالإضافح ٍِٞ ٕٜ اىزٝاضٞح ػَيٞاخ إىٚ تالإضافح ٗػَيٞاخ اىجَغ ػَيٞاخ ٍِ الأدّٚ اىحذ ػَيٞاخ ٍجٖشج      
*  + اىحقٞقٞح  الأػذاد ٍِ ٍجَ٘ػح مو. اىجثز إىٚ   

نُ٘مٞف سٞ دراسح ماتة فئُ ٗتاىتاىٜ ٍصف٘فح اىجثز، ٍغ الأحٞاُ ٍِ مخٞز فٜ ٝزتثظ  idemponten  تسَٚ ٕٞنو 

اىذائزٛ اىجثزٝح شثٔ  

اىَصف٘فاخ. ػيٚ سائذ اىؼَيٞاخ دقٞقح خصائص ٗمٞف اىَصف٘فح شنو . 

 ىيحص٘ه اتحاحا اىذٛ الأدب، دراسح أٗ( اىثح٘ث ٍنتثح) طزٝقح الأتحاث ٍنتثح فٜ اىنتاب استخذً اىذراسح، ٕذٓ فٜ

 ٍا ٍؼزفح ٕ٘ اىذراسح ٕذٓ ٍِ اىغزض اىقضٞح. ٗماُ ٕذٓ اقشحٍْ تشأُ( اىْظزٝاخ أٗ تؼزٝفاخ شنو ػيٚ) تٞاّاخ ػيٚ

 ػيٚ اىؼَيٞاخ سائذ دقٞقح خصائص مٞف ٗتؼزف اىَصف٘فاخ ػيٚ سائذ دقٞقح اىجثز فٜ اىَصف٘فح أمخز ٕ٘

 اىَصف٘فاخ.

ٗمو  اىذائزٛ شثٔ   Idempotent ٕ٘ (    )
 ٍِٞ ثزاىج ٍِ ٍصف٘فح ٕ٘ اىثحج ٕذا ٍْاقشح إىٚ استْادا    

 اىجَغ 

اىتاىٞح: اىخصائص ْٝطثق          (    )
     

اىْقاتٜ ػَيٞاخ تَتيل    

اىؼَيٞح تثذٝيٞٔ ىذٌٖٝ    

  Idempotent اىؼَيٞح    

ه اىٖ٘ٝح ػْاصز ْٕاك    

اىؼَيٞح ػيٚ اىْقاتٜ خصائص    

ه اىٖ٘ٝح ػْاصز ْٕاك       اىؼَيٞح ٕ٘ٝح ٕ٘ ٓ أٛ ،  

َيٞح ىؼ اىت٘سٝغ ػَيٞح      

ػَيٞح  اىت٘سٝغ ػَيٞح       
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar belakang 

Apabila diperhatikan isi Al-Qur‟an dan Hadits, maka terdapat beberapa 

suruhan yang mewajibkan bagi setiap muslim baik laki-laki maupun 

perempuan, untuk menuntut ilmu, agar mereka tergolong menjadi umat yang 

cerdas, jauh dari kabut kejahilan dan kebodohan. Menuntut ilmu artinya 

berusaha menghasilkan segala ilmu, baik dengan jalan menanya, melihat atau 

mendengar. Perintah kewajiban menuntut ilmu terdapat dalam hadits Nabi 

Muhammad SAW yang berarti: 

”Menuntut ilmu adalah fardhu bagi tiap-tiap muslim, baik laki-laki maupun 

perempuan”(HR. Ibn Abdulbari). 

 

Dari hadits ini diperoleh pengertian, bahwa Islam mewajibkan 

pemeluknya  agar menjadi orang yang berilmu, berpengetahuan, mengetahui 

segala kemaslahatan dan jalan kemanfaatan, menyelami hakikat alam, dapat 

meninjau dan menganalisis segala pengalaman yang didapati oleh umat yang 

lalu, baik yang berhubungan dangan „aqaid dan ibadat, baik yang berhubungan 

dengan soal-soal keduniaan dan segala kebutuhan hidup. Nabi Muhammad 

SAW bersabda: 

“Barang siapa menginginkan soal-soal yang berhubungan dengan dunia, 

wajiblah ia memiliki ilmunya; dan barang siapa yang ingin (selamat dan 

berbahagia) diakhirat, wajiblah ia mengetahui ilmunya pula; dan barang 

siapa yang meginginkan kedua-duanya, wajiblah ia memiliki ilmu kedua-

duanya pula”(HR. Bukhari dan Muslim). 
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Allah menciptakan Alam semesta dan semua yang di dalamnya telah 

melakukan perhitungan secara rumit dan detail. Demikian pula Allah telah 

menjadikan Al-Qur‟an dan menempatkannya ayat dan surat di dalamnya 

dengan perhitungan yang teliti (Ash-Shauwy, 1995:10). 

Diantara ayat-ayat yang menjelaskan tentang adanya ilmu perhitungan adalah 

Artinya: 

 “Sesungguhnya Kami telah menciptakan segala sesuatu dengan 

ukuran”(Q.S. Al-Qomar:49). 

 

Dalam ayat 49 surat Al-Qomarini dijelaskan bahwa Kami (Allah) 

menciptakan semua yang ada atau sesuatu ada di alam semesta ini baik nyata 

maupun ghoib dengan ukuran-ukuran yang seimbang. 

Salah satu yang dijelaskan dalam Al-Qur‟an adalah matematika,  

merupakan suatu ilmu yang mempunyai objek kajian abstrak yang universal. 

Konsep ilmu matematika diantaranya masalah logika, statistik, dan lainnya. 

Selain yang telah disebutkan aljabar juga merupakan cabang dari matematika 

(Ash-Shauwy, 1995:24). 

Ilmuan Islam  matematika yaitu al-Khawarizmi nama asli dari al-

Khawarizmi ialah Muhammad Ibnu Musa al-Khawarizmi. Selain itu beliau 

dikenali sebagai Abu Abdullah Muhammad bin Ahmad bin Yusoff. Al-

Khawarizmi dikenal di Barat sebagai al-Khawarizmi, al-Cowarizmi, al-

Ahawizmi, al-Karismi, al-Goritmi, al-Gorismi dan beberapa cara ejaan lagi. 
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Beliau dilahirkan di Bukhara. Tahun 780-850M adalah zaman kegemilangan 

al-Khawarizmi. Dalam pendidikan telah dibuktikan bahwa al-Khawarizmi 

adalah seorang tokoh Islam yang berpengetahuan luas. Pengetahuan dan 

keahliannya bukan hanya dalam bidang syariat tapi di dalam bidang falsafah, 

logika, aritmatika, geometri, musik, ilmu hitung, sejarah Islam dan kimia. Al-

Khawarizmi sebagai guru aljabar di Eropa. Aljabar merupakan nadi 

matematika. Karya al-Khawarizmi telah diterjemahkan oleh Gerhard of 

Gremano dan Robert of Chaster ke dalam bahasa Eropa pada abad ke-12. 

Sebelum munculnya karya yang berjudul „Hisab al-Jibra wa al Muqabalah 

yang ditulis oleh al-Khawarizmi pada tahun 820 M. Sebelum ini tidak ada 

istilah aljabar (Anonim, 2009:1). 

Usaha manusia secara kontinu untuk merumuskan konsep-konsep dan 

unsur-unsur dalam bidang ilmu pengetahuan. Berbicara tentang ilmu 

pengetahuan, Al-Qur‟an telah memberikan kepada manusia kunci ilmu 

pengetahuan tentang dunia dan akhirat serta menyediakan peralatan untuk 

mencari dan meneliti segala sesuatu agar dapat mengungkap dan mengetahui 

keajaiban dari kedua dunia (Anonim, 2009:3). 

Hal itu menunjukkan keluasan suatu ilmu. Dalam Al-Qur‟an hal tersebut 

telah dijelaskan oleh Allah S.W.T dengan firman-Nya dalam surat Al-Kahfi 

ayat 109 yang berbunyi: 
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Artinya: 

Katakanlah: sekiranya lautan menjadi tinta untuk (menulis) kalimat-kalimat 

Tuhanku, sungguh habislah lautan itu sebelum habis (ditulis) kalimat-kalimat 

Tuhanku, meskipun kami datangkan tambahan sebanyak itu (pula)"(Q. S. Al-

Kahfi:109). 

 

ayat tersebut menjelaskan bahwa hendaknya manusia memahami akan 

kewajiban untuk menuntut ilmu serta mempelajarinya. 

Matematika merupakan bidang ilmu pengetahuan yang mengalami 

perkembangan seiring dengan kemajuan ilmu pengetahuan dan teknologi. 

Dalam kehidupan sehari-hari tidak sedikit permasalahan yang membutuhkan 

matematika dalam menyelesaikannya mulai dari masalah sosial, agama dan 

lainnya. Hal ini yang menjadikan keberadaan matematika itu sangat penting, 

sehingga persoalan apapun, mulai dari yang paling sederhana sampai pada 

persoalan yang rumit akan membutuhkan matematika. Salah satu cabang 

matematika adalah aljabar. 

Aljabar min-plus memiliki beberapa aplikasi antara lain dalam 

memodelkan jaringan telekomunikasi, lalulintas dan video smoothing. Sebagai 

contoh diketahui dua bus tranportasi umum berangkat dari terminal 

keberangkatan yang berbeda, tetapi menuju suatu terminal tujuan yang sama. 

Selanjutnya dari terminal tujuan ini, akan berangkat bus ketiga setelah salah 
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satu dari dua bus tersebut tiba. Jika waktu keberangkatan kedua bus tersebut 

berturut-turut adalah   ,    dan lama perjalanan berturut-turut adalah    dan 

  , maka waktu keberangkatan bus ketiga (  ) dapat disajikan sebagai   = 

min(              ). Dalam aljabar min-plus, persamaan ini dapat 

disajikan sebagai    (  ⨂  )  (  ⨂  ), dengan   menyatakan operasi 

minimum dan ⨂ menyatakan operasi penjumlahan. Persamaan tersebut analog 

dengan persamaan               dalam aljabar linear (Mustofa, 2001:1). 

Di dalam mencari hubungan antara variabel–variabel, baik di dalam  

aljabar maupun di dalam ilmu lainnya sering dipecahkan suatu persoalan yang 

terdiri atas lebih dari dua persamaan. Bahkan di suatu negara yang telah maju 

terutama di dalam penggunaan alat berhitung otomatis yang modern 

(komputer) tidak jarang di dalam menemukan mode ekonominya harus 

memecahkan suatu sistem persamaan yang terdiri dari puluhan persamaan 

dengan ratusan variabel-variabel yang harus dicari nilainya. 

Dalam Aljabar sering terhubung dengan matriks, begitu juga dengan 

aljabar pada min-plus, karena matriks pada dasarnya memberikan kemudahan 

di dalam pembuatan analisis-analisis yang mencakup hubungan antara 

variabel-variabel (Anonim, 2009:5). 

Oleh karena itu penulis sangat tertarik untuk membahas lebih lanjut 

mengenai matriks atas aljabar min-plus sehingga penulis akan meneliti tentang 

”Matriks atas Aljabar Min-plus”. 
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1.2 Rumusan Masalah 

Berdasakan latar belakang yang telah diuraikan di atas, maka rumusan 

masalah dalam penelitian ini adalah 

1. Bagaimana bentuk matriks atas aljabar min-plus? 

2. Bagaimana sifat-sifat operasi aljabar min-plus pada matriks? 

 

1.3 Tujuan Penelitian 

Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka tujuan penulisan skripsi ini 

adalah 

1. Untuk mengetahui bentuk matriks atas aljabar min-plus. 

2. Untuk mengetahui sifat-sifat operasi aljabar min-plus pada matriks. 

 

1.4 Manfaat Penelitian 

Dari penulisan skripsi ini, penulis berharap pembahasan skripsi ini bisa 

bermanfaat bagi berbagai kalangan, diantaranya: 

1) Bagi penulis  

Untuk lebih mengenal, mempelajari, memahami dan pengembangan 

disiplin ilmu yang dipelajari mengenai matriks atas aljabar min-plus. 

2) Bagi pembaca 

Sebagai tambahan wawasan dan informasi tentang matriks atas aljabar 

min-plus. 
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3) Hasil instansi 

Hasil penelitian ini dapat digunakan sebagai tambahan kepustakaan yang 

dijadikan sarana pengembangan wawasan keilmuan khususnya di Jurusan 

Matematika untuk perkuliahan Aljabar. 

 

1.5 Batasan Masalah 

Agar penelitian ini tidak meluas pembahasannya, maka penulis perlu 

membatasi yaitu: 

1. Menggunakan matriks berordo 2 2. 

2. Sifat-sifat yang digunakan yaitu sifat-sifat aljabar min-plus saja. 

 

1.6 Metode Penelitian 

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode penelitian 

kepustakaan (library research) atau kajian pustaka, yakni melakukan penelitian 

untuk memperoleh data-data (berupa definisi atau teorema) yang berkenaan 

dengan pembahasan masalah tersebut. Langkah-langkahn yang dilakukan  

dalam penelitian ini adalah 

1. Mencari literatur utama yang dijadikan acuan dalam pembahasan ini. 

Literatur yang dimaksud adalah jurnal tentang min-plus algebra karangan 

Mustofa yang diterbitkan tahun 2011. 
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2. Mengumpulkan berbagai literatur pendukung baik yang bersumber dari 

buku, jurnal, artikel, dan lainnya yang berhubungan dengan permasalahan 

yang akan dibahas dalam penelitian ini. 

3. Memahami dan mempelajari konsep himpunan, grup, semi-grup, ring, semi-

ring, field, den semi-field dan matriks. 

4. Dimulai dari matriks, kemudian mempelajari konsep semi-grup yang 

digunakan sebagai dasar dari semi-ring, lalu mempelajari sifat-sifat Aljabar 

min-plus. 

5. Selanjutnya sifat-sifat operasi aljabar min-plus dikaji dengan matriks. 

6. Sehingga didapatkan sifat-sifat matriks atas aljabar min-plus. 

 

1.7 Sistematika Penulisan 

 Untuk mempermudah pembaca dan pemberian gambaran secara umum 

tentang masalah yang diangkat dalam skripsi ini, maka diberikan sistematika 

penulisan sebagai berikut: 

BAB I  merupakan pendahuluan, yang berisi latar belakang masalah, rumusan 

masalah, tujuan penelitian, batasan masalah, metode penelitian, dan sistematika 

penulisan. 

BAB II berisi dasar-dasar teori yang sesuai dengan masalah yang dibahas, 

diantaranya adalah definisi Grup dan semi-grup, Ring dan semi-ring, Field dan 

semi-field, aljabar min-plus, dan matriks. 
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BAB III dijelaskan tentang sifat-sifat Aljabar Min-Plus dalam bentuk matriks 

dan matriks atas aljabar min-plus merupakan semiring idempoten.  

BAB IV merupakan penutup skripsi, yang berisi kesimpulan dari keseluruhan 

pembahasan skripsi. 
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BAB II 

KAJIAN TEORI 

 

2.1. Himpunan  

Istilah himpunan dijumpai ketika mempelajari aljabar Abstrak. Hal  ini 

dikerenakan himpunan merupakan dasar dari berbagai pembahasan-pembahasan 

mengenai aljabar abstrak. Definisi himpunan dapat dilihat sebagai berikut: 

2.1.1 Definisi Himpunan 

Definisi 2.1.1.1 

Himpunan adalah kumpulan objek-objek tersebut selanjutnya 

disebut sebagai anggota dari himpunan (Bhattacharya, 1990:3). 

Objek tersebut dapat berupa benda konkrit, seperti meja, kursi, dan 

lain-lain, atau dapat pula berupa benda abstrak seperti bilangan, fungsi dan 

sejenisnya. Misalnya A adalah himpunan, jika x sebuah objek pada  , maka 

x dikatakan anggota dari   dan ditulis    . Jika   tidak mempunyai 

anggota maka   disebut himpunan kosong dan dinotasikan dengan      . 

Jika   mempunyai anggota sekurang-kurangnya satu anggota maka   

disebut himpunan tak kosong. Jika   adalah himpunan berhingga, 

banyaknya objek yang berbeda di   disebut order dan dinotasikan | |. 

Contoh : 

  adalah himpunan semua bilangan prima yang kurang dari 10, 

maka               

    |                
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Order   adalah | |    

Definisi 2.1.1.2 

Misal   dan   himpunan, himpunan   dikatakan himpunan bagian 

dari himpunan   jika memenuhi untuk setiap     maka     

dan dinotasikan      (  termuat dalam atau sama dengan  ) 

(Bhattacharya, 1990:40). 

Contoh: 

Misalkan       |     

         |      

                          

Maka     dan     tetapi     (  bukan himpunan bagian dari  ). 

Setiap anggota dari   adalah juga anggota dari  . Setiap anggota dari   

adalah juga anggota dari  . Tetapi tidak anggota dari   merupakan anggota 

dari  .  

Definisi 2.1.1.3 

Misal   dan   himpunan.   dikatakan sama dengan   jika 

memenuhi      dan      atau untuk setiap     maka     

dan untuk setiap     maka     dinotasikan     

(Bhattacharya, 1990:4). 

Dari dua definisi di atas dapat disimpulkan bahwa himpunan   

dikatakan sebagai himpunan bagian dari himpunan   atau himpunan   

memuat semua anggota himpunan  . 

Notasi:     dibaca sebagai   subset sejati dari   (untuk    ) 
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    dibaca sebagai   bukan subset   

    dibaca sebagai   subset dari   (untuk    ) 

Contoh: 

Misalkan               dan  

     |                         

Maka     meskipun diperoleh syarat keanggotaan yang berbeda. 

Definisi 2.1.1.4 

Gabungan himpunan   dan   adalah himpunan yang memuat 

kedua anggota himpunan   atau   dinotasikan     

  |              (Raisinghania dan Anggarwal, 1980:3). 

Contoh: 

Misalkan               dan               

Maka                   

Definisi 2.1.1.5 

Misalkan   dan    himpunan. Irisan   dan  , ditulis    , adalah 

himpunan yang memuat semua unsur di   dan   yang dinotasikan 

dengan       |              (Raisinghania dan 

Anggarwal, 1980:4). 

Contoh:  

Misalkan                              

Maka             
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2.2. Grup dan Semi-grup 

2.2.1 Grup 

Sistem bilangan bulat dengan operasi tambah. Sistem ini ditandai 

dengan      . Maka dapat dikatahui bahwa pada sistem ini berlaku 

aksioma sabagai berikut: 

1. Setiap bilangan       di   memenuhi                            

yaitu sifat asosiatif 

2. Ada bilangan   di   dengan sifat                   untuk semua a 

di   

3. Untuk setiap bilangan a di   terdapat bilangan –   di   yang memenuhi 

                       . Bilangan –   disebut balikan dari  . 

Definisi 2.2.1.1 

Sistem matematika       disebut grup jika memenuhi aksioma-

aksioma: 

i. Sifat asosiatif. Untuk setiap unsur       di   berlaku       

              

ii. Unsur kesatuan. Terdapat unsur   di   yang memenuhi 

             untuk semua unsur   di  . 

iii. Balikan. Untuk setiap unsur   di   terdapat unsur       

           Unsur     disebut balikan unsur   (Arifin, 

2000:33). 

Grup adalah suatu sistem matematika. Selanjutnya, sistem matematika 

adalah himpunan tak hampa yang dilengkapi dengan suatu operasi. Dengan 
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kata lain grup adalah suatu himpunan tak hampa yang dilengkapi dengan 

suatu operasi yang memenuhi sifat 1, 2, dan 3 dalam notasi grup       

disederhanakan menjadi   saja. 

Contoh: 

  adalah himpunan bilangan bulat       

Akan dibuktikan       adalah grup 

i. Biner terhadap operasi   

        maka       

Jadi,   biner terhadap operasi   

ii. Memiliki sifat asosiatif terhadap operasi  

          maka                

Jadi, operasi  bersifat asosiatif di   

iii. Memiliki unsur identitas terhadap operasi   

      sehingga                

Jadi, identitas di   adalah   

iv. Memilki invers terhadap operasi   

                  sehingga            

    

Jadi, invers dari   adalah –   

Dari (i), (ii), (iii) dan (iv) maka       adalah grup 

Definisi 2.2.1.2 

Grup       dikatakan komutatif jika untuk semua unsur   dan   di 

  berlaku           (Arifin, 2000:36). 
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Contoh: 

  adalah himpunan bilangan bulat       

Akan dibuktikan       adalah grup komutatif 

Sudah dibuktikan bahwa       adalah grup 

        maka         

Jadi,       adalah grup komutatif. 

2.2.2 Semi-grup 

Definisi 2.2.2.1 

Misalkan   adalah himpunan tidak kosong,   dikatakan semi-grup 

jika pada   dikenai operasi biner sedemikian sehingga, untuk 

semua          sehingga                , yang 

dinotasikan dengan       adalah semi-grup (Kandasamy,2002: 7). 

Untuk syarat tertutup, sudah terpenuhi pada operasi biner. 

Contoh: 

  adalah himpunan bilangan asli 

Akan dibuktikan       adalah semi-grup 

i. Biner terhadap operasi   

      , maka       

Jadi, operasi   biner di   

ii. Bersifat asosiatif terhadap Operasi + 

      , maka                 

Jadi, operasi  bersifat asosiatif di   

Definisi 2.2.2.2 
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Jika semi-grup       dikatakan semi-grup komutatif jika memenuhi 

              untuk semua         (Kandasamy, 2002:7). 

Jika banyaknya anggota dalam semi-grup   adalah berhingga maka   

adalah semi-grup berhingga atau semi-grup order berhingga. Jika semi-

grup   memuat element   sedemikian sehingga                , untuk 

semua      maka   adalah semi-grup dengan elemen identitas   atau 

sebuah monoid. Sebuah elemen         yang monoid dikatakan inversibel 

atau mempunyai invers di   jika terdapat      sedemikian sehingga 

             

Definisi 2.2.2.3 

Misalkan       adalah semi-grup. Subset   yang tidak kosong dari 

  dikatakan subsemi-grup dari   jika   itu sendiri adalah semi-grup 

di bawah operasi dari   (Kandasamy, 2002:7). 

 

2.3. Ring dan Semi-ring 

Suatu sistem matematika yang yang terdiri dari satu himpunan tak kosong 

dengan satu operasi dinamakan grup. Sistem matematika tersebut belumlah cukup 

untuk menampung struktur-struktur yang ada dalam matematika. Pada bagian ini 

dikembangkan suatu sistem matematika yang terdiri dari satu himpunan tak 

kosong dengan dua operasi biner yang disebut dengan ring (ring). 

2.3.1 Ring  

Definisi 2.3.1.1 
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  adalah himpunan tak kosong dengan dua operasi biner   dan  

  (disebut penjumlahan/operasi pertama dan perkalian/operasi 

kedua) disebut ring jika memenuhi pernyataan berikut: 

1.       adalah grup abelian 

2. Operasi  bersifat asosiatif: 

                         

3. Operasi  bersifat distributif terhadap   di            

                               distributif kiri 

                      distributif kanan 

(Dummit dan Foote, 1991:225). 

Definisi 2.3.1.2 

Ring         dikatakan mempunyai unsur identitas jika ada suatu 

elemen     dengan 

               (Dummit dan Foote, 1991:225). 

Contoh: 

Selidiki apakah         dengan   bilangan real adalah ring 

dengan unsur satuan? 

Jawab: 

        adalah ring 

Operasi   mempunyai unsur identitas di   

         , sehingga           

Jadi,         merupakan ring satuan. 

Definisi 2.3.1.3 
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Misalkan R adalah ring, asumsikan   identitas    . Invers 

elemen   dari   disebut unit di   jika ada suatu   di   sedemikian 

sehingga         (Dummit dan foote, 1991:228). 

Contoh: 

Selidiki apakah         dengan   bilangan real adalah merupakan 

ring dengan elemen invers untuk operasi  ? 

Jawab: 

Misalkan           sehingga 

          

      

  
 

 
 

              
 

 
 

         

  
 

 
 

 

 
     

2.3.2 Semi-ring 

Definisi 2.3.2.1 

Suatu semi-ring         adalah sutau himpunan tak kosong   yang 

dilengkapi dengan dua operasi biner yaitu   dan  , yang 

memenuhi aksioma berikut: 

i.       adalah semi-ring komutatif dengan elemen netral  , yaitu 

jika        , berlaku: 
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ii.       adalah semi-ring dengan satuan  , yaitu jika          

berlaku: 

                

          

iii.  Elemen netral   merupakan elemen penyerap terhadap  , 

yaitu jika      berlaku: 

          

iv. Operasi   distributif terhadap operasi  , yaitu          

maka: 

                    

                     

(Rudhito, 2004:2). 

Definisi 2.3.2.2 

Suatu semi-ring         dikatakan komutatif jika operasi   

bersifat komutatif, yaitu         berlaku       

  (Rudhito, 2004:3). 

Contoh: 

  adalah himpunan bilangan real 

Misal         adalah semi-ring 

      , sehingga         

Jadi,         semi-ring komutatif terhadap operasi   
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Definisi 2.3.2.3 

Suatu semi-ring         dikatakan idempoten jika operasi   

bersifat idempoten, yaitu         berlaku       (Rudhito, 

2004:3). 

Contoh: 

  adalah himpunan bilangan real 

Misal         adalah semi-ring 

    , sehingga       

Jadi,         semi-ring komutatif terhadap operasi   

Definisi 2.3.2.4 

Suatu semi-ring         disebut semi-field jika setiap elemen tak 

netralnya mempunyai invers terhadap operasi    yaitu    

           , sehingga         (Rudhito, 2004:3). 

Contoh: 

Semi-ring komutatif          adalah himpunan bilangan real, 

disebut semi-field, karena untuk setiap     terdapat        

sehingga   
 

 
  . 

 

2.4. Field dan Semi-field 

Field adalah ring komutatif dengan identitas     , dimana setiap unsur 

selain identitas operasi pertama adalah unit. 

2.4.1 Field 

Definisi 2.4.1.1 
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Sebuah ring komutatif, jika unsur selain identitas operasi pertama 

membentuk sebuah grup terhadap operasi kedua disebut field 

(Durbin, 1992:119). 

Contoh: 

Diketahui         adalah ring himpunan bilangan real. Selidiki 

apakah         merupakan field? 

Jawab: 

Syarat field adalah 

a. Ring komutatif 

Ambil        

Karena        

Karena        berlaku 

      maka 

  ring komutatif 

b. Ring uniti 

Ambil     

          sehingga 

             

Jadi   ring dengan satuan 

c.                    

     dan     

 
 

 
   sehingga 
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Jadi     
 

 
 

Jadi         merupakan field 

2.4.2 Semi-field 

Definisi 2.4.2.1 

Sebuah semi-field         adalah himpunan yang dikenai dengan 

operasi   dan   sedemikian hingga: 

i. Operasi   asosiatif, komutatif dan memiliki elemen netral  . 

ii. Operasi   membentuk grup abelian dan memiliki elemen 

identitas  . 

iii. Operasi    bersifat distributif terhadap  . 

(Baccelli dkk, 2001:101). 

Sehingga yang dimaksud semi-field adalah 

i. Idempoten jika operasi pertama adalah idempoten sehingga, jika 

          . 

ii. Komulatif jika grupnya adalah komutatif. 

 

2.5. Konsep Dasar Teori Matriks atas Aljabar Min-Plus 

2.5.1 Notasi pada Aljabar Min-plus 

Untuk menekankan analogi dengan kalkulus konvensional, “min” 

dinotasikan   , dan   dinotasikan  . 

Contoh: 
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Notasi     Notasi Konvensional   

4 7            

1 2 3 4 5                  

 

Notasi konvensional       berarti penjumlahan   dan  , tanda       

dinotasikan dengan  , maka dinotasikan      menjadi     

Contoh: 

Notasi     Notasi Konvensional   

4 5       

1 2 3 4 5              

 

Digunakan   dan  , elemen netral dari   dan   masing-masing adalah 

   dan  . Diberikan tabel: 

Notasi     Notasi Konvensional   

4               

4     +4    

          

 

2.5.2 Definisi Aljabar min-plus 

Definisi 2.5.2.1 
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Notasi      merupakan himpunan      , dimana R adalah 

anggota bilangan real, didefinisikan       dan e := 0. Untuk a, b 

     , didefinisikan operasi    dan   

a  b := min       dan a   b :=       (Mustofa, 2011:2). 

Himpunan      dengan operasi    dan   disebut Aljabar Min-plus dan 

dinotasikan dengan 

                     

Seperti dalam aljabar konvensional, dalam hal urutan pengoperasian (jika 

tanda kurung tidak dituliskan), operasi  mempunyai prioritas yang lebih besar 

dari pada operasi  . 

Contoh: 

 3   –9   5   3 

Harus dipahami sebagai 

 (    –   )       

Perhatikan bahwa (   –   )                   

    (      ) (     )  

                          

      

Sedangkan    (–   )              

                

           

        

Perluasan operasi untuk      
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min                 dan               , untuk setiap 

        sehingga 

                       . 

Contoh: 

                

                 

                 

    

                 

    

2.5.3 Sifat-sifat Aljabar Min-plus 

Sifat-sifat aljabar min-plus disertai contoh pada tiap-tiap sifatnya 

                             , memenuhi sifat-sifat sebagai berikut: 

Lemma 2.5.3.1 

     memiliki sifat asosiatif pada operasi  : 

                            (Mustofa, 2011:3). 

Bukti: 

               

                     definisi 2.5.2.1 

    (          )  
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Jadi,                 

Contoh:  

                    

    (          )  

              

          

  Jadi,                 

Lemma 2.5.3.2 

Terdapat elemen identitas terhadap  : 

                                  (Mustofa, 2011:3). 

Bukti:  

                

                  sifat perluasan operasi untuk     

    

                  sifat perluasan operasi untuk    

    

Jadi,           

Contoh: 

               

            

    

Jadi,           



27 
 

Lemma 2.5.3.3 

Idempoten terhadap operasi    

              

(Mustofa, 2011:3). 

Bukti: 

          

              

    

Contoh: 

             

   

           

Dapat dikatakan bahwa      dengan operasi   membentuk semi-grup 

komutatif (abelian) dengan elemen identitas  , karena memiliki sifat asosiatif, 

dan komutatif terhadap operasi  , dapat disebut juga dengan monoid karena 

semi-grup memiliki elemen identitas terhadap operasi  . 

Selanjutnya      dengan operasi            memenuhi sifat 

berikut: 

Lemma 2.5.3.4 

Bersifat asosiatif di     : 

                            

(Mustofa, 2011:3). 

Bukti: 
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                  definisi 2.5.2.1 

           sifat asosiatif 

            

Contoh:   

                 

          

          

Jadi,                

Lemma 2.5.3.5 

Bersifat komutatif di     : 

                  (Mustofa, 2011:3). 

Bukti: 

           

         

        sifat komutatif 

      

Jadi,         

Contoh: 

         

      

      

Jadi,         
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Lemma 2.5.3.6 

Terdapat elemen identitas terhadap  , misal   adalah identitas 

terhadap operasi   

                  (Mustofa, 2011:3). 

Bukti: 

         

         

    

         

    

Jadi,           

Contoh: 

           

       

       

     

Jadi,              

Lemma 2.5.3.7 

Elemen netral bersifat menyerap terhadap operasi   

                  

(Mustofa, 2011:3). 

Bukti: 
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           sifat perluasan operasi    

     

    

           sifat perluasan operasi    

     

       

Jadi,           

Contoh: 

                

        

       

Jadi,            

     dengan operasi          , merupakan semi-grup dengan elemen 

identitas   karena operasi   bersifat asosiatif dan komutatif. Membentuk grup 

abelian karena Operasi   bersifat asosiatif, komutatif, terdapat elemen 

identitas di     , dan ada invers terhadap operasi  .          juga memiliki 

elemen netral yang bersifat menyerap terhadap operasi . 

    dengan operasi   dan             , memiliki sifat distributif 

seperti berikut ini: 

 Teorema 2.5.3.8 

Distributif operasi   terhadap operasi    
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                                (Mustofa, 2011:3). 

Bukti: 

             

        =            

=              

               

              

Dan  

             

                    

               

               

              

Jadi,                     

 

Contoh: 

                 

             

               

              

              

 Jadi,                     

Dan 
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 Jadi,                     

 Berdasarkan sifat-sifat di atas, maka            disebut semi-ring, 

karena          membentuk semi-grup komutatif dengan elemen netral 

yang bersifat menyerap terhadap operasi  .          membentuk semi-grup 

dengan elemen identitas            juga memiliki elemen netral yang 

bersifat menyerap terhadap operasi  , dan yang terakhir            

membentuk sifat distributif operasi                   . 

Contoh: 

Diberikan      =       dengan   adalah himpunan semua bilangan 

real dan     . Pada      didefinisikan operasi berikut: 

                                    

Misalkan                             

           merupakan semi-ring dengan elemen netral      dan 

elemen identitas    , karena untuk setiap            berlaku: 

1.          merupakan semi-grup komutatif dengan elemen netral  . 
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              .  

2.          merupakan semi-grup dengan elemen identitas   

                                 

                 

                   

                                        . 

3. Elemen netral   bersifat menyerap terhadap operasi   

                          

4.           memiliki sifat distributif   terhadap   

                               

              

                               

              

Semi-ring         dikatakan semi-ring komutatif jika operasi   

bersifat idempoten, yaitu             Semi-ring         dikatakan 

semi-ring idempoten jika operasi   bersifat idempoten, yaitu          

   

Contoh:  

Semi-ring            merupakan semi-ring komutif dan semi-

ring idempoten, karena untuk setiap          berlaku: 

                                    



34 
 

Semi-ring komutatif         dikatakan semi-field jika setiap 

elemen tak netralnya mempunyai invers terhadap operasi , yaitu: 

                          

Contoh:  

Semi-ring komutatif            merupakan semi-field, karena 

untuk setiap     terdapat     , sehingga berlaku   

                 

Dari contoh di atas terlihat bahwa            merupakan semi-field 

idempoten.                 disebut dengan aljabar min-plus yang 

selanjutnya cukup dituliskan dengan     . 

2.5.4 Matriks 

Matriks dapat digambarkan dalam susunan persegi panjang yang terdiri 

dari elemen-elemen, yang tiap entrinya bergantung pada dua subskrip. Matriks 

A adalah susunan persegi panjang yang terdiri dari skalar-skalar yang 

dinyatakan dalam bentuk : 

[
 
 
 
 
 
             
             
 
 
 
   

 
 
 
   

       

   

    
 
 
   ]

 
 
 
 
 

 

Jajaran ini dinamakan matriks yang diperbesar (augmented matrix) untuk 

sistem tersebut. Istilah matriks besar A, B, S, T dan lain-lain. Dua buah matriks 

atau lebih dikatakan sama jika jumlah baris dan kolomnya sama (berordo 

sama). Penjumlahan dan pengurangan matriks dapat dilakukan hanya untuk 
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dua buah matriks atau lebih yang  berordo sama (mempunyai jumlah baris dan 

kolom sama) (Gazali, 2005 :1-2). 

A = [   ] dan B = [   ] adalah dua matriks dengan ukuran yang sama. 

Jumlah dari A dan B, adalah matriks yang diperoleh dari penjumlahan dan 

pengurangan elemen-elemen yang bersesuaian dari A dan B. 

[
 
 
 
 
                       
   

   

     

   

   

   

     

   

       

                       

        

        

   

        ]
 
 
 
 

 

Dan  

[
 
 
 
 
                       
   

   

     

   

   

   

     

   

       

                       

        

        

   

        ]
 
 
 
 

 

Contoh: 

Jika  = [
   
   
   

]  = [
   

-   
   

] 

 

    = [
         

            
         

] = [
    
     
   

] 

 

    = [
         

            
         

] = [
    
    
    

] 

Dua matriks yang akan dikalikan atau dibagi dapat  dilakukan dengan 

syarat jumlah kolom matriks pertama sama dengan jumlah baris matriks kedua, 

suatu matriks dapat pula dikalikan atau dibagi oleh suatu besaran skalar. 
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Contoh: 

Jika   = [
   
   
   

]   = [
   

-   
   

] 

 

    = [
   
   
   

] ×  [
   

-   
   

] 

 =[

      (      )                                         

      (      )                                         

      (      )                                         

] 

2.5.5 Macam-Macam Matriks 

1. Matriks bujur sangkar 

Suatu matriks yang jumlah baris = jumlah kolom 

[
 
 
 
 
 
             
             
 
 
 
   

 
 
 
   

       

   

    
 
 
   ]

 
 
 
 
 

 

A = matriks bujur sangkar dengan menggunakan n   n 

Diagonal utama A :              (Gazali, 2005:1-2). 

Contoh: 

     = [
   
   
   

] 

2. Matriks diagonal 

Matriks bujur sangkar yang elemen-elemen pada diagonal utamanya 

tidak semua elemennya nol, sedangkan unsur yang lain adalah nol (Gazali, 

2005 :1-2). 
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Contoh: 

[
   
   
   

] dan [
   
   
   

] 

3. Matriks identitas dan matriks nol 

Matriks identitas adalah matriks bujur sangkar yang elemen-elemen 

pada diagonal utamanya masing-masing adalah satu, sedangkan elemen yang 

lain adalah nol (Gazali , 2005 :1-2). 

Contoh: 

  = [
   
   
   

] 

Matriks nol adalah yang semua unsurnya nol 

Sifat 2.5.5.1 

Jika A = matriks berukuran n   n 

I   A = A   I = A merupakan sifat matriks identitas, 

A + 0 = 0 + A = A merupakan sifat matriks nol, dan 

A   0 = 0   A = 0 merupakan sifat matriks nol (Gazali, 2005 :1-2). 

2.5 Hubungan Aljabar Dengan Agama Islam 

Secara umum beberapa konsep dari disiplin ilmu telah dijelaskan dalam Al-

Qur’an, salah satunya adalah matematika. Diketahui bahwa kajian mengenai 

himpunan sudah ada dalam Al-Qur’an. Misalnya, kehidupan manusia yang terdiri 

dari berbagai macam golongan. Dimana golongan juga merupakan suatu 

himpunan karena himpunan itu sendiri adalah merupakan kumpulan-kumpulan 

objek-objek yang terdefinisi. Dalam Al-Qur’an surat Al-Nisa’ ayat 171 
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Artinya: 

Wahai ahli kitab (yahudi dan nasrani) janganlah kamu melampaui batas 

dalam perkara agama kamu, dan janganlah kamu mengatakan sesuatu terhadap 

Allah melainkan yang benar, sesungguhnya al-masih Isa Ibn Maryam itu hanya 

pesuruh Allah dan kalimah Allah yang disampaikanNya kepada maryam, dan (ia 

juga tiupan) roh daripadaNya. Maka berimanlah kamu kepada Allah dan Rosul-

rosulNya, dan janganlah kamu mengatakan:”(Tuhan itu) tiga”. Berhentilah 

(daripada mengatakan yang demikian), supaya menjadi kebaikan bagi kamu. 

Hanyasanya Allah ialah Tuhan Yang Maha Esa, Maha Suci Allah daripada 

mempunyai anak. Bagi Allah jualah segala yang ada di langit dan yang ada di 

bumi. Dan cukuplah menjadi pengawal (Yang Mentadbirkan sekalian 

makhlukNya. (Q. S. An-Nisa’:171). 

 

Dalam Ayat 171 surat Al-Nisa’ ini dijelaskan bahwa di alam semesta 

digolongkan menjadi 2 kelompok, yaitu (1) kelompok yang berada di langit dan 

(2) kelompok benda yang ada di bumi (Muchtop, 2003:187) 

 Seperti gambar berikut: 

 

 

 

 

    Gambar 2.1 Dua Semesta. 

S 

(1) 
(2) 
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Berbicara tentang himpunan selain himpunan semesta alam, juga disebutkan 

dalam Al-Qur’an himpunan-himpunan yang lain. Perhatikan makna dalam surat 

Al-Imron ayat 149: 

 

Artinya: 

“hai orang-orang beriman, jika kamu menaati orang-orang kafir itu, niscaya 

mereka akan mengembalikan kamu ke belakang (pada kekafiran), lalu jadilah 

kamu orang-orang yang rugi (Q. S. Al-Imron:149) 

 

Dalam ayat surat Al-Imron ini dijelaskan manusia terbagi menjadi dua 

kelompok yaitu kelompok orang-orang beriman, orang yang kafir atau kelompok 

orang yang merugi (Muchtop, 2003:187). 

Secara umum dijelaskan tentang perbedaan antara orang beriman, orang 

kafir atau orang yang merugi. Orang beriman yaitu orang yang sangat mencintai 

Allah, seseorang jika mencintai pasti sangat trengginas, cekatan dan aktif, dan 

dalam hal ini melakukan kebajikan sebagai wujud rasa cintanya. Dijelaskan dalam 

suarat Al-Baqarah ayat 165 : 

 

ِ أوَْذَادًا يحُِبُّىوهَمُْ كَ  ِ وَلىَْ يرََي الَّزِيهَ وَمِهَ الىَّاسِ مَهْ يتََّخِزُ مِهْ دُونِ اللََّّ ِ وَالَّزِيهَ آمَىىُا أشََذُّ حُباًّ لِِلَّّ حُةِّ اللََّّ

َ شَذِيذُ الْعَزَا ب ِ جَمِيعًا وَأنََّ اللََّّ ةَ لِِلَّّ ﴾٥٦١﴿ ظَلمَُىا إرِْ يرََوْنَ الْعَزَابَ أنََّ الْقىَُّ  
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Artinya: 

“dan diantara manusia ada orang-orang yang menyembah tandingan-

tandingan selain Allah; mereka mencintainya sebagaimana mereka mencintai 

Allah. Adapun orang-orang yang beriman Amat sangat cintanya kepada Allah. 

dan jika seandainya orang-orang yang berbuat zalim itu mengetahui ketika 

mereka melihat siksa (pada hari kiamat), bahwa kekuatan itu kepunyaan Allah 

semuanya, dan bahwa Allah Amat berat siksaan-Nya (niscaya mereka akan 

menyesal)”(Q. S. Al-Baqarah :165). 

 

Dalam surat Al-Baqarah dijelaskan orang beriman sangat mencintai Allah, 

sehingga apa yang dilakukan selalu perintah Allah dan menjauhi larangan-Nya, 

dan jika melakukan dosa maka ketakutan karena Allah dan nereka Allah yang 

dirasakan dan seolah-olah melihat siksa dihari kiamat. 

Orang kafir adalah mereka yang menolak bahwa Tuhan itu satu, tidak mau 

bersyukur kepada Tuhan, dan orang yang merugi adalah orang yang semua amal 

mereka di dunia menjadi sia-sia. Semua amal mereka tidak mampu memberatkan 

timbangan kebaikan mereka di akhirat, Mereka mendapatkan azab dan siksa yang 

amat pedih dari Allah SWT,semua itu karena sikap mereka yang lebih mengikuti 

potensi buruk daripada potensi baik yang ada dalam diri mereka. Mereka tidak 

melaksanakan perintah Allah SWT dan mengerjakan larangan-Nya. 
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BAB III 

PEMBAHASAN 

 

Dalam bab ini di bahas beberapa konsep dasar yang akan yang digunakan 

untuk membahas matriks atas aljabar min-plus dan sifat-sifatnya. Mulai dari 

penjabaran definisi, contoh, teorema dan buktinya. 

Dalam menyelesaikan matriks atas aljabar min-plus yang merupakan salah 

satu struktur dalam aljabar yaitu semifield idemponten      (himpunan bilangan 

real dengan operasi min dan plus). Tujuannya adalah untuk mendefinisikan 

tentang matriks atas aljabar min-plus dan menjabarkan sifat-sifatnya kemudian 

memberikan bukti pada tiap-tiap sifatnya. 

Bab ini dibagi dalam tiga bagian, pada bagian pertama mendefinisikan 

tentang matriks atas aljabar min-plus, dan pada bagian akhir akan diintegrasi 

definisi matriks atas aljabar min-plus dengan Al-Qur’an. 

3.1 Bentuk Matriks atas Aljabar Min-plus 

 Untuk menentukan bentuk matriks atas aljabar min-plus dan diperlukan 

pada definisi sebagai berikut: 

Definisi 3.1.1 

Notasi (    )
    sebagai himpunan semua matriks berukuran     

dengan entri-entri elemen     , didefinisikan               untuk 

    (    )
    didefinisikan operasi        

(   )   , maka             
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dan (   )   , maka     
 
 
(       )  

Dengan   (   )    (   )   (   ) (Mustofa, 2011:4). 

Contoh: 

Jika    *
  
   

+ dan    *
   
  

+ 

Maka      *
  
   

+    *
   
  

+   

   [
         
         

] 

  [
   (    )    (   )

   (    )    (   )
] 

   *
   
   

+  

Dan  

Maka       (*
  
   

+  *
   
  

+)    (*
  
   

+  *
   
  

+) 

Sehingga  *
  
   

+    *
   
  

+ 

  *
(   (  ))  (   ) (   )  (   )

(    (  ))  (   ) (    ) (   )
+  

 [
       
        

]  

 [
   (    )    (   )

   (    )    (    )
]  

 *
   
    

+  

Perluasan operasi untuk    
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Min (    )     (    )       (  )        , untuk setiap 

  (    )
   , sehingga 

                                            

Contoh: 

Jika    *
  
   

+        *
   
  

+, maka 

*
  
   

+   *
   
  

+  [
   (    )    (   )

   (    )    (   )
] 

  *
   
   

+ 

*
  
   

+       (*
  
   

+  *
    
    

+)  *
  
   

+ 

*
  
   

+    *
  
   

+  *
    
    

+  *
    
    

+ 

  *
  
   

+   (  *
  
   

+)  *
  
   

+ 

*
  
   

+    *
   
  

+  *
   
    

+ 

 

3.2 Sifat-Sifat Operasi Aljabar Min-plus pada Matriks 

Pada bagian ini akan diperkenalkan sifat-sifat matriks atas aljabar min-plus 

dari memberikan bukti dari sifat-sifat matriks atas aljabar min-plus kemudian 

memberikan contoh pada tiap-tiap sifatnya. 

(    )
    dengan operasi  ((    )

     ), memenuhi sifat-sifat sebagai 

berikut: 
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Sifat  3.2.1 

Operasi   bersifat asosiatif di (    )
     

        (    )
      (   )  (  (   )) 

Bukti: 

        (    )
    

[  (   )]          

 (   )  

 (   ) (       )  definisi 3.1.1 

 (       )       sifat asosiatif 

 [(   )  ]    

Jadi, [  (   )]   [(   )  ]   

Contoh: 

Jika   *
  
   

+    *
   
  

+        *
  
  

+ 

Maka: 

  (   )  *
  
   

+  (*
   
  

+ *
  
  

+) 

 *
  
   

+  (*
   
  

+  *
  
  

+)  

 *
  
   

+  [
   (    )    (   )

   (   )    (   )
]  

    [
   (      )    (     )

   (      )    (     )
]  

 [
   (    )    (   )

   (    )    (   )
]  *

  
  

+  
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 (*
  
   

+  *
   
  

+) *
  
  

+  

 (  (   ))  

Jadi,*
  
   

+  (*
   
  

+  *
  
  

+)  (*
  
   

+  *
   
  

+) 

*
  
  

+ 

Sifat  3.2.2 

Operasi   bersifat komutatif di (    )
      

      (    )
            

Bukti: 

      (    )
    

[   ]         

      

 (   ) (   )   definisi 3.1.1 

 (   ) (   )   komutatif 

 [   ]    

Jadi, [   ]  = [   ]   

Contoh: 

Jika   *
  
   

+    *
   
  

+ 

Maka: 

    *
  
   

+  *
   
  

+ 
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 [
   (    )    (   )

   (    )    (   )
]  

 [
   (    )    (   )

   (    )    (   )
]  

 *
   
  

+  *
  
   

+  

      

Jadi, *
  
   

+  *
   
  

+  *
   
  

+ *
  
   

+ 

Sifat  3.2.3 

                              

   (    )
              

Bukti: 

   (    )
    

[   ]         

      

 (   ) (   )   definisi 3.1.1 

    (       )  

 (   )  

      

Jadi, [   ]       

Contoh: 

Jika   *
  
   

+ 

Maka: 
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    *
  
   

+  *
  
   

+  

 [
   (   )    (   )

   (     )    (   )
]  

 *
  
   

+  

    

Jadi, *
  
   

+  *
  
   

+  *
  
   

+ 

Sifat  3.2.4 

                                      

   (    )
      (    )

            

Bukti: 

   (    )
    

[   ]        

       

 (   ) (   )  definisi 3.1.1 

    (       )  

      

      

Jadi, [   ]       

Contoh: 

Jika   *
  
   

+ 

Maka: 
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    *
  
   

+  *
    
    

+  

 ([
   (    )    (    )

   (     )    (    )
])  

 ([
   (    )    (    )

   (     )    (    )
])  

 *
    
    

+ *
  
   

+  

      

    

Jadi, *
  
   

+  *
    
    

+  *
    
    

+ *
  
   

+=*
  
   

+ 

Dapat dikatakan bahwa (    )
    dengan operasi  ((    )

     ) 

membentuk  semi-grup komutatif dengan eleman identitas  , karena   bersifat 

asosiatif dan komutatif terhadap operasi   serta memiliki sifat idempoten. 

Selanjutnya (    )
    dengan operasi  (    )

     memenuhi sifat-sifat 

sebagai berikut: 

Sifat  3.2.5 

(    )
   memiliki sifat asosiatif pada operasi    

        (    )
      (   )  ((   )  ) 

Bukti: 

        (    )
    

[  (   )]        
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   (
 
  
   

       ) definisi 3.1.1 

 
 
  
   

 
  
   

             

 
 
  
   

(
 
  
   

       )      

 [(   )  ]    

Jadi, [  (   )]   [(   )  ]   

Contoh: 

Jika   *
  
   

+    *
   
  

+        *
  
  

+ 

Maka: 

  (   )  

 *
  
   

+ (*
   
  

+  *
  
  

+)  

 *
  
   

+ ( *
   
  

+  *
  
  

+)  

 *
  
   

+ ([
(    ) (   ) (    ) (   )
(   )  (   ) (   )  (   )

])  

  *
  
   

+ ([
(    ) (   ) (    ) (   )
(   )  (   ) (   )  (   )

])  

  (*
(  (    )) (     ) (     ) (     )

(   (  )   )  (      ) (      ) (     )
+)  

 (*
(  (  )) (   ) (   )  (   )

(   (  )) (   ) (    )  (   )
+)  *

  
  

+  

 ( *
  
   

+  *
   
  

+) *
  
  

+  
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 (*
  
   

+ *
   
  

+) *
  
  

+  

 (   )    

Jadi, *
  
   

+  (*
   
  

+ *
  
  

+)  (*
  
   

+  *
   
  

+) *
  
  

+ 

Sifat  3.2.6 

Terdapat elemen identitas terhadap    misal   adalah identitas terhadap 

operasi  : 

   (    )
            

Bukti: 

   (    )
    

[   ]     (    )
    

[   ]        

      

 
 
  
   

(   ) (   )  definisi 3.1.1 

    [           ]  

      

      

[   ]        

      

 
 
  
   

(   ) (   )  definisi 3.1.1 
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    [           ]  

      

      

Jadi, [   ]   [   ]       

Contoh: 

Jika   *
  
    

+       *
  
  

+ 

Maka: 

    *
  
    

+  *
  
  

+  

  *
  
   

+  *
  
  

+  

 [
(   )  (   ) (   )  (   )

(    ) (    ) (    ) (    )
]  

 *
(   )  (   ) (   )  (   )

(  (  )) (  (  )) (  (  )) (  (  ))
+  

  *
  
  

+  *
  
   

+  

      

Jadi,           

(    )
     dengan operasi  (    )

     merupakan semi-ring idempoten 

dengan elemen identitas   karena ( ) bersifat asosiatif, tidak komutatif dan tidak 

memiliki invers sehingga matriks atas aljabar min-plus bukan merupakan semi-

field.  
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(    )
    dengan operasi      ((    )

       ), memenuhi sifat 

distributif seperti berikut: 

sifat 3.2.7 

Distributif operasi   terhadap operasi    

        (    )
      (   )  (   ) (   ) 

Bukti: 

        (    )
    

[  (   )]        

      

 
 
  
   

   (       )  definisi 3.1.1 

 
 
  
   

((       ) (       ))  

 (
 
  
   

(       )  (
 
  
   

       ))  

 [(   ) (   )]    

Jadi, [  (   )]   [(   ) (   )]   

Contoh: 

Jika   *
  
   

+    *
   
  

+        *
  
  

+ 

  (   )  *
  
   

+  (*
   
  

+ *
  
  

+)  

 *
  
   

+ ([
       
      

])  
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 *
  
   

+ ([
       
      

])  

 *
(  (  )) (   ) (   )  (   )

(   (  )) (   ) (    ) (   )
+ 

[
(   )  (   ) (   )  (   )
(    ) (   ) (    ) (   )

]  

 ( *
  
   

+  *
   
  

+) ( *
  
   

+  *
  
  

+)  

 (*
  
   

+ *
   
  

+) (*
  
   

 *
  
  

++)  

 (   ) (   )  

Jadi, *
  
   

+  (*
   
  

+  *
  
  

+)  (*
  
   

+ *
   
  

+) 

(*
  
   

 *
  
  

++) 

Sifat 3.2.8 

Distributif operasi   terhadap operasi    

        (    )
    (   )   (   ) (   ) 

Bukti: 

        (    )
    

[(   )  ]        

      

 
 
  
   

(       )     

 
 
  
   

(       ) (       )  
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 (
 
  
   

(       )) (
 
  
   

(       ))  

 (   ) (   )    

Jadi, [(   )  ]   [(   )  ]   

Contoh: 

Jika   *
  
   

+    *
   
  

+        *
  
  

+ 

Maka: 

(   )   (*
  
   

+  *
   
  

+) *
  
  

+  

 ([
  (  )    
       

]) *
  
  

+  

 [
(   )  (   ) (   )  (   )
(    ) (   ) (    ) (   )

]   

[
(    ) (   ) (    ) (   )
(   )  (   ) (   )  (   )

]  

 ( *
  
   

+  *
  
  

+) ( *
   
  

+  *
  
  

+)  

 (*
  
   

+ *
  
  

+) (*
   
  

+  *
  
  

+)  

 (   ) (   )  

Jadi, (*
  
   

+  *
   
  

+)  *
  
  

+  (*
  
   

+  *
  
  

+) 

(*
   
  

+  *
  
  

+)  *
    
    

+ 
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Berdasarkan sifat-sifat di atas, maka (    )
    merupakan semi-ring 

karena ((    )
     ) membentuk semi-grup komutatif, dan memilki elemen 

identitas terhadap operasi  . ((    )
     ) membentuk semi-grup dengan 

elemen identitas   dan yang terakhir ((    )
       ) membentuk sifat 

distributif operasi   terhadap operasi    

Contoh: 

Diberikan (    )
    adalah himpunan semua matriks yang berukuran 

     Pada  (    )
    didefinisikan sebagai berikut: 

     (    )
   (   )   , maka             

dan(   )   , maka     (       ) 

 
 

Misalkan, jika    *
  
   

+ dan    *
   
  

+ 

Maka      *
  
   

+    *
   
  

+   

  [
         
         

] 

 [
   (    )    (   )

   (    )    (   )
] 

  *
   
   

+  

Dan  

Maka       (*
  
   

+  *
   
  

+)    (*
  
   

+  *
   
  

+) 

Sehingga  *
  
   

+    *
   
  

+ 
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  *
(   (  ))  (   ) (   )  (   )

(    (  )) (   ) (    ) (   )
+   

 [
       
        

]  

 [
   (    )    (   )

   (    )    (    )
]  

 *
   
    

+  

((    )
       ) merupakan semi-ring idempoten dengan elemen netral 

     dan elemen identitas    , karena berlaku: 

1. ((    )
     ) merupakan semi-grup komutatif dan elemen netral  . 

[   ]         

      

  (   ) (   )   definisi 3.1.1 

  (   ) (   )   komutatif 

  [   ]    

[   ]        

      

 (   ) (   )   definisi 3.1.1 

    (       )  

      

      

[   ]         
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 (   ) (   )  definisi 3.1.1 

    (       )  

 (   )  

      

2. ((    )
     ) merupakan semi-grup komutatif dengan elemen 

identitas  . 

[  (   )]        

      

 
 
  
   

   (
 
  
   

       ) definisi 3.1.1 

 
 
  
   

 
  
   

             

 
 
  
   

(
 
  
   

       )      

 [(   )  ]    

   (    )
     

[   ]        

      

 
 
  
   

(   ) (   )  definisi 3.1.1 

    [           ]  
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[   ]        

      

 
 
  
   

(   ) (   )  definisi 3.1.1 

    [           ]  

      

      

Jadi, [   ]   [   ]       

3. Di ((    )
       ) Operasi   bersifat distributif terhadap  . 

[  (   )]          

      

 
 
  
   

(       )  definisi 3.1.1 

 
 
  
   

((       ) (       ))  

 (
 
  
   

(       ) (
 
  
   

       ))  

 [(   ) (   )]    

Dan  

[(   )  ]        
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(       )     

 
 
  
   

(       ) (       )  

 (
 
  
   

(       )) (
 
  
   

(       ))  

 (   ) (   )   

((    )
        ) , merupakan semi-ring karena    komutatif dan 

memiliki identitas,   komutatif dan memiliki identitas dan bersifat distributif 

pada operasi    Juga merupakan idempoten karena memilki sifat idempoten pada 

operasi  . Bukan merupakan semi-field karena tidak memiliki invers pada sifat-

sifat ((    )
       ). 

 

3.3 Integrasi Matriks atas Aljabar Min-plus dengan Al-Qur’an 

Aljabar abstrak adalah bidang matematika yang mengkaji struktur aljabar 

seperti grup, ring, field, modul, dan ruang vektor. Pada dasarnya aljabar abstrak 

juga membahas tentang himpunan dan  operasinya. Sehingga dalam mempelajari 

materi ini selalu identik dengan  sebuah himpunan tidak kosong yang mempunyai 

elemen-elemen yang dapat dikombinasikan dengan penjumlahan, perkalian, 

ataupun keduanya atau dapat dioperasikan dengan satu atau lebih operasi biner. 
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Hal tersebut berarti pembahasan-pembahasannya melibatkan objek-objek abstrak 

yang dinyatakan dalam simbol-simbol (Anonim, 2011:5). 

Bidang kajian ini disebut dengan aljabar (saja) sebagai kependekan aljabar 

abstrak, disebut juga dengan struktur aljabar. Tetapi kebanyakan lebih senang 

menyebutnya dengan aljabar abstrak untuk membedakannya dengan aljabar 

elementer. Aljabar abstrak ini banyak digunakan dalam kajian lanjut bidang 

matematika (teori bilangan aljabar, topologi aljabar, geometri aljabar) (Anonim, 

2011:5). 

Beberapa bagian dari aljabar abstrak dengan satu operasi biner yang 

memenuhi sifat-sifat tertentu dikenal dengan  grup. Sedangkan kajian himpunan 

dengan satu operasi biner dalam konsep Islam yaitu, bahwa manusia adalah 

diciptakan secara berpasang-pasangan. Perhatikan firman Allah SWT dalam surat 

Al-Faathir ayat 11. 

ُ خَلقَكَُم مِه جسُاةٍ ثمُه مِه وطُفَةٍ ثمُه جَعَلكَُم أشَوٰجًب ۚ وَمب جحَمِلُ مِه أوُثىٰ وَلا جضََعُ  سُ مِه وَاللَّه ًِ ۚ وَمب يعَُمه إلِّا ثعِِلمِ

ِ يسَيسٌ﴿ سٍ وَلا يىُقصَُ مِه عُمُسِيِ إلِّا فى كِحٰتٍ ۚ إنِه ذٰلكَِ عَلىَ اللَّه ﴾١١مُعَمه  

Artinya:  

“dan Allah menciptakan kamu dari tanah kemudian dari air mani, kemudian 

Dia menjadikan kamu berpasangan (laki-laki dan perempuan). dan tidak ada 

seorang perempuanpun mengandung dan tidak (pula) melahirkan melainkan 

dengan sepengetahuan-Nya. dan sekali-kali tidak dipanjangkan umur seorang 

yang berumur panjang dan tidak pula dikurangi umurnya, melainkan (sudah 

ditetapkan) dalam kitab (Lauh Mahfuzh). Sesungguhnya yang demikian itu bagi 

Allah adalah mudah.” (Q. S. Al-Faathir:11). 

 

Dari surat Al-Faathir ayat 11 diatas disebutkan, bahwa manusia adalah 

berpasang-pasangan yaitu laki-laki dengan perempuan dengan cara menikah. 
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Biasanya dalam matematika disimbolkan (G,  ) , dengan G adalah himpunan tak 

kosongnya yaitu himpunan manusia (laki-laki, perempuan) dan   adalah operasi 

binernya yaitu pernikahan (Majjid, 2012:3). 

Sedangkan untuk himpunan yang tidak kosong dengan dua operasi biner yang 

memenuhi sifat-sifat tertentu disebut dengan  ring. Untuk  ring sendiri dibagi 

menjadi dua menurut sifat identitasnya, yaitu  ring  yang mempunyai  identitas  1 

dan  ring  yang tidak mempunyai unsur  identitas  1. Sedangkan kajian himpunan 

dengan dua operasi biner  dalam konsep Islam yaitu, manusia adalah diciptakan 

secara berpasang-pasangan dan cara memasangkannya dengan hukum-hukum 

tertentu. Seperti dijelaskan dalam firman Allah SWT dalam surat An-Nisaa’ ayat 

23. 

هٰحكُُم وَ  مَث عَليَكُم أمُه حى حُسِّ هٰحكُُمُ الّٰ حكُُم وَخٰلٰحكُُم وَثىَبتُ الأخَِ وَثىَبتُ الأخُثِ وَأمُه ثىَبجكُُم وَأخََىٰجكُُم وَعَمّٰ

حى دَخَ  حى فى حُجىزِكُم مِه وسِبئكُِمُ الّٰ هٰثُ وسِبئكُِم وَزَثٰئجِكُُمُ الّٰ ضٰعَةِ وَأمُه لحمُ أزَضَعىكَُم وَأخََىٰجكُُم مِهَ السه

كىوىا دَخَلحمُ ثهِِهه فلَا جُىبحَ عَليَكُم وَحَلٰئلُِ أثَىبئكُِمُ الهريهَ مِه أصَلٰجكُِم وَأنَ ججَمَعىا ثيَهَ ثهِِهه فإَنِ لمَ جَ 

َ كبنَ غَفىزًا زَحيمًب ﴿ ﴾٣٢الأخُحيَهِ إلِّا مب قدَ سَلفََ ۗ إنِه اللَّه  

Artinya:  

“Diharamkan atas kamu (mengawini) ibu-ibumu; anak-anakmu yang 

perempuan; saudara-saudaramu yang perempuan, saudara-saudara bapakmu 

yang perempuan; saudara-saudara ibumu yang perempuan; anak-anak 

perempuan dari saudara-saudaramu yang laki-laki; anak-anak perempuan dari 

saudara-saudaramu yang perempuan; ibu-ibumu yang menyusui kamu; saudara 

perempuan sepersusuan; ibu-ibu isterimu (mertua); anak-anak isterimu yang 

dalam pemeliharaanmu dari isteri yang telah kamu campuri, tetapi jika kamu 

belum campur dengan isterimu itu (dan sudah kamu ceraikan), Maka tidak 

berdosa kamu mengawininya; (dan diharamkan bagimu) isteri-isteri anak 

kandungmu (menantu); dan menghimpunkan (dalam perkawinan) dua perempuan 

yang bersaudara, kecuali yang telah terjadi pada masa lampau; Sesungguhnya 

Allah Maha Pengampun lagi Maha Penyayang.” (Q. S. An-Nisaa’:23). 
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Maka dari firman Allah SWT diatas dijelaskan bahwa manusia adalah 

berpasang-pasangan antara laki-laki dan perempuan dengan menikah. Akan tetapi 

cara menikah dengan pasangannya harus secara hukum agama. Dalam matematika 

biasanya disimbolkan (R,  ,  ), dengan R adalah himpunan tak kosongnya yaitu 

himpunan manusia (laki-laki, perempuan),   adalah operasi pertamanya yaitu 

pernikahan, dan   adalah operasi keduanya yaitu hukum agamanya. 
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BAB IV 

PENUTUP 

 

4.1 Kesimpulan  

Dari uraian dalam BAB III dapat disimpulkan bahwa matriks atas aljabar 

min-plus (    )
    merupakan semi-ring idempoten. Matriks atas aljabar min-

plus bernotasi (    )
    sebagai himpunan semua matriks berukuran     

dengan emtri-entri elemen (    )
    sebagai himpunan semua matriks berukuran 

    dengan entri-entri elemen     , selanjutnya didefinisikan   

            untuk     (    )
   . 

((    )
       ), merupakan semiring dengan elemen netral   

            karena untuk setiap        (    )
    berlaku sifat-sifat 

berikut: 

i. Sifat asosiatif operasi    

        (    )
      (   )  (  (   ))   

ii. Sifat komutatif operasi    

      (    )
             

iii.                               

   (    )
             

iv.                                       

   (    )
      (    )

             

v. Sifat asosiatif operasi    
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        (    )
      (   )  ((   )  )  

vi. Terdapat elemen identitas terhadap    misal   adalah identitas terhadap 

operasi  : 

    (    )
            

vii. Distributif operasi   terhadap operasi    

         (    )
      (   )  (   ) (   ) 

viii. Distributif operasi   terhadap operasi    

         (    )
    (   )   (   ) (   ) 

(    )
     dengan operasi  (    )

     merupakan semi-ring idempoten 

dengan elemen identitas   karena ((    )
     ) memiliki asosiatif terhadap 

operasi  . Dan tidak memiliki komutatif dan tidak memiliki invers sehingga 

matriks atas aljabar min-plus bukan merupakan semi-field. Berdasarkan sifat-sifat 

di atas, maka (    )
    merupakan semi-ring karena ((    )

     ) 

membentuk semi-grup komutatif, dan memilki elemen identitas terhadap operasi 

 . ((    )
     ) membentuk semi-grup dengan elemen identitas  . Dan yang 

terakhir ((    )
       ) membentuk sifat distributif operasi   terhadap 

operasi    

 

4.1 Saran 

Pada skripsi ini, penulis hanya memfokuskan pada pokok pembahasan 

masalah matriks atas al-jabar min-plus dan sifat-sifatnya. Maka disarankan kepada 

peneliti selanjutnya untuk membahas tentang sistem persamaan linier pada aljabar 
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min-plus, pada fungsi skalar, pada masalah nilai eigen dan vektor eigen, dan lain-

lain. Karena penelitian ini tentang matriks atas aljabar min-plus. Maka dapat 

diteliti pula tentang matriks atas aljabar max-plus dengan dua sisi. 
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