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ABSTRAK 

 

 

Haryanto, Edy. 2013. Diskretisasi Model Matematika Pada Transmisi 

Plasmodium Malaria. Skripsi. Jurusan Matematika. Fakultas Sains 

dan Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim 

Malang. 

Pembimbing: (1) Dr. Usman Pagalay, M.Si 

 (2) Abdul Aziz, M.Si 

 

Kata kunci: diskretisasi, model transmisi plasmodium malaria, persamaan beda, 

model kontinu, model diskret, chaos 

 

Diskretisasi model merupakan prosedur transformasi model kontinu ke 

model diskret. Diskretisasi dilakukan dengan menggunakan metode analogi 

persamaan beda, yaitu dengan menganalogikan persaman diferensial yang 

menggunakan aturan limit, dengan persamaan beda yang menggunakan beda   

antar titik waktu diskret. Model yang digunakan dalam skripsi ini adalah model 

malaria yang mempresentasikan banyaknya manusia terinfeksi dan vektor 

terinfeksi. 

Inti dari penelitian ini adalah melakukan konstruksi model diskret 

malaria dan pengamatan perbandingan perilaku antara model diskret dan model 

kontinu. Metode yang digunakan terdiri dari tiga tahap, yaitu tahap konstruksi   

untuk kasus diskret, tahap diskretisasi masing-masing persamaan dan tahap 

validasi model diskret dengan membandingkan hasil simulasi grafik kontinu dan 

diskret. 

Hasil dari penelitian ini didapatkan model diskret transmisi plasmodium 

malaria dalam bentuk umum: 1 (1 ) ( 1) ,m m m mX X hY h X       

1 (1 ) ( 1)m m m mY Y hX h Y       dengan     dan    . Perbandingan perilaku 

setiap variabel pada model kontinu dan diskret diamati saat 

                        dengan parameter     ,         ,       

dan          dan nilai awal                . Untuk   semakin kecil 

perbedaan antara model kontinu dan diskret akan semakin kecil pula. Dari hasil 

simulasi diskret, efek chaos terjadi pada saat     hari. Pada saat        , 

model diskret yang dibentuk dapat mengimplementasikan perilaku variabel 

kontinu dan gejala kekacauan (chaos) di sekitar titik kesetimbangan. 

Bagi penelitian selanjutnya, disarankan untuk melanjutkan studi 

diskretisasi model transmisi plasmodium malaria ini dengan menggunakan nilai 

parameter yang berbeda dan bervariasi, agar dapat dilihat keakuratan model 

diskret yang telah dibangun untuk nilai parameter yang lain. Penelitian 

selanjutnya juga dapat mengembangkan metode diskretisasi lainnya. 
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ABSTRACT 

 

 

Haryanto, Edy. 2013. Discretization Mathematical Model For The 

Transmission Plasmodium Malaria. Thesis. Department of 

Mathematics. Faculty of Science and Technology. The State of 

Islamics University Maulana Malik Ibrahim Malang. 

Promotor: (1) Dr. Usman Pagalay, M.Si 

 (2) Abdul Aziz, M.Si 

 

Key words: discretization, model for the transmission of plasmodium malaria, 

difference equation, continuous model, discrete model, chaos 

 

Discretization of model is transformation a model in continuous form to 

be a discrete one. It does to get a model which applicative in continuous and 

discret condition. It can be done by using difference equation analogy method. It 

analogues a differential equation that use limit rules with difference equation that 

use difference   between the points of discrete time. The model  in this research is 

malaria model. This model represents a number of infectious human and 

infectious vector. 

The purpose of the research is show construction the discrete version of 

malaria model and know comparison of discrete malaria behavior and continuous 

one. This research was done by three steps. First, construct time   for discrete 

case. Second, discretization each of equations in  malaria  system, and  third, 

validation the discrete model that is obtained, by simulating its graphics and  

compare it with continuous one. 

The results of this research obtain a discrete model for the transmission 

of plasmodium malaria in general form: 1 (1 ) ( 1) ,m m m mX X hY h X     

1 (1 ) ( 1)m m m mY Y hX h Y      with     and    . Comparison of the 

behavior of each variables on a continuous and discrete model is observed when 

                        with the parameter                     

and          and initial value                . For smaller  , the difference 

between continuous and discrete model will be less too. From, simulation of 

discrete graphics, chaotic behavior can be shown from     days. When   
     , discrete model can implement the behavior of continuous variables and 

chaotic behavior around equilibrium point. 

For the next experiment, its better to follow up study of discretization 

model for the transmission of plasmodium malaria use a different an variatif 

parameters, to find accuracy of discrete model that have been built for another 

parameter value. The followed experiment also can develop another discretization 

method. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1. Latar Belakang 

Sehubungan dengan berkembangnya ilmu pengetahuan yang ditandai 

munculnya disiplin ilmu yang semakin komplek dan penemuan-penemuan hal 

baru dalam ilmu pengetahuan, maka matematika sebagai wadah ilmu pengetahuan 

secara historis persamaan diferensial muncul dari keinginan manusia tentang 

kejadian alam di mana ia hidup. Pemecahan masalah dalam dunia nyata dengan 

matematika dilakukan dengan mengubah masalah tersebut menjadi bahasa 

matematika. Proses seperti ini disebut pemodelan secara matematika atau model 

matematika (Baiduri, 2002:1). 

Pemodelan matematika adalah suatu proses yang menjalani tiga tahap 

yaitu perumusan model matematika, penyelesaian dan/atau analisis model 

matematika dan penginterpretasian hasil ke situasi nyata (Pamuntjak dan Santosa, 

1990:1). Salah satu model matematika yang dapat diterapkan pada model tersebut 

adalah dilakukannya diskretisasi agar model dapat digunakan baik dalam bentuk 

kontinu maupun diskret. 

Menurut Liu dan Hussain (2012:2), diskretisasi merupakan proses 

kuantisasi sifat-sifat kontinu. Kuantisasi diartikan sebagai proses pengelompokan 

sifat-sifat kontinu pada selang-selang tertentu (step size). Kegunaan diskretisasi 

adalah untuk mereduksi dan menyederhanakan data, sehingga didapatkan data 

diskret yang lebih mudah dipahami, digunakan dan dijelaskan. Oleh karena itu, 
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hasil pembelajaran dengan bentuk diskret dipandang Dougherty, dkk., (1995:194-

202) sebagai hasil yang cepat dan akurat dibandingkan hasil dari bentuk kontinu. 

Diskretisasi dapat dilakukan dengan berbagai metode, salah satunya yaitu metode 

analogi persamaan beda. 

Menurut Kamus Bahasa Indonesia yang diterbitkan oleh Pusat Bahasa 

Departemen Pendidikan Nasional 2008, analogi merupakan penyesuaian atau 

penyetaraan dari dua hal yang berlainan. Adapun konsep analogi persamaan beda 

muncul dari pengertian persamaan kontinu dan diskret. Meyer (1985:325) 

menjelaskan bahwa persamaan kontinu merupakan persamaan yang mencakup 

perubahan sesaat, yang secara matematis dinyatakan dengan persamaan 

diferensial (differential equation). Sedangkan persamaan diskret menggambarkan 

perubahan yang tidak sesaat dan dinyatakan dalam persamaan beda (difference 

equation). Dari pengertian-pengertian tersebut, dapat diketahui bahwa analogi 

persamaan beda merupakan penyesuaian persamaan diferensial dengan persamaan 

beda. 

Persamaan beda adalah persamaan yang menghubungkan nilai fungsi   

yang diketahui, dan satu atau lebih beda              dengan   ( )  

 (   )   ( ), untuk setiap nilai   anggota suatu himpunan bilangan yang 

memuat selesaian dari fungsi (Goldberg, 1958:50). Secara umum, persamaan beda 

dituliskan oleh Meyer (1985:327) sebagaimana berikut: 

 (   )   ( )   ( ( )  ) atau          (    ) (1.1) 

Penelitian terdahulu (Tirtana, 2008), menggunakan analogi persamaan 

beda dalam mendiskretkan persamaan eksponensial dan persamaan logistik 
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kontinu serta model kontinu penyebaran AIDS. Pada penelitian tersebut dapat 

ditunjukkan bahwa hasil diskretisasi model kontinu AIDS dapat menjelaskan pola 

perkembangan variabel pada model kontinunya dengan sangat baik, selain itu 

kesederhanaan algoritma dari analogi persamaan beda tersebut, juga memudahkan 

dalam pengaplikasian. Untuk membuktikan bahwa metode tersebut dapat 

diaplikasikan dengan baik dan mudah, maka penulis menindaklanjuti saran 

penelitian sebelumnya untuk mengembangkan penelitian pada model lain, yaitu 

dipilih model transmisi plasmodium malaria. 

Pongsumpun (2010) memodelkan bentuk transmisi plasmodium malaria 

dengan struktur dua dimensi persamaan diferensial biasa nonlinier: 

(1 ) ( 1)

(1 ) ( 1)

m m m

m m m

X X hY h X

Y Y hX h Y

 

 

    


    

 
(1.2) 

Pongsumpun (2010) menguraikan bahwa dalam bidang kedokteran, model 

transmisi plasmodium malaria digunakan untuk memodelkan penyebaran malaria 

yaitu penyebab manusia terinfeksi dan vektor terinfeksi.  

Dari salah satu aplikasi matematika yang dapat penulis paparkan dalam 

penelitian ini adalah tentang kedokteran, di mana penulis mengambil tema 

penyakit malaria. Malaria merupakan salah satu penyakit yang telah tersebar di 

beberapa wilayah di dunia. Umumnya tempat-tempat yang rawan malaria terdapat 

pada negara-negara berkembang di mana tidak memiliki tempat penampungan 

atau pembuangan air yang cukup, sehingga menyebabkan air menggenang dan 

dapat dijadikan sebagai tempat ideal nyamuk untuk bertelur. 
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Malaria merupakan penyakit akut dan kronik yang disebabkan oleh 

protozoa (genus plasmodium), yang ditandai oleh demam paroksismal yang 

diawali oleh kedinginan dan menggigil kemudian berkeringat, disertai dengan 

lemah lesu, dan anemia. 

Malaria merupakan masalah kesehatan masyarakat di Indonesia karena 

morbiditas dan mortalitasnya yang masih tinggi, terutama di luar Jawa dan Bali. 

Oleh WHO pada tahun 1996 malaria dinyatakan sebagai penyebab angka 

kematian yang tinggi di seluruh dunia diperkirakan 1-2 milyar/tahun. Malaria kini 

digolongkan sebagai penyakit yang muncul kembali oleh berbagai institusi 

kesehatan internasional dan nasional, karena meningkatnya insiden penyakit di 

dunia, yaitu malaria global (Soegijanto, 2004:1).  

Malaria sudah dikenal sejak 3000 tahun yang lalu. Seorang ilmuan 

Hippocrates (400-377 SM) sudah membedakan jenis-jenis malaria. Alphonse 

Laveran (1880) menemukan plasmodium sebagai penyebab malaria, dan Ross 

(1897) menemukan perantara malaria adalah nyamuk Anopheles (Widoyono, 

2011:157). 

Menurut Pongsumpun dan Tang (2009), malaria merupakan penyakit 

peringkat keenam di dunia. Di dunia terjadi lebih dari 300 juta kasus malaria tiap 

tahun. Antara 1-1,5 juta kematian per tahunnya yang kebanyakan terjadi pada 

anak-anak. Pada umumnya, plasmodium Falciparum menyebabkan 90% dari 

malaria di Afrika merupakan penyebab lebih dari 2-3 juta kematian di dunia yang 

kebanyakan dari orang Afrika. Sedangkan, plasmodium Vivax adalah penyebab 

kematian 50% di luar Afrika. 
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Sebagaimana firman Allah SWT dalam Al-Qur’an surat Al-Baqarah 26: 

                              

                                 

                     

Artinya:”Sesungguhnya Allah tiada segan membuat perumpamaan berupa 

nyamuk atau yang lebih rendah dari itu. Adapun orang-orang yang 

beriman, maka mereka yakin bahwa perumpamaan itu benar dari Tuhan 

mereka, tetapi mereka yang kafir mengatakan: "Apakah maksud Allah 

menjadikan ini untuk perumpamaan?." Dengan perumpamaan itu banyak 

orang yang disesatkan Allah, dan dengan perumpamaan itu (pula) 

banyak orang yang diberi-Nya petunjuk. Dan tidak ada yang disesatkan 

Allah kecuali orang-orang yang fasik” (Q.S. Al-Baqarah: 26). 

 

Ayat di atas memberikan penjelasan bahwa Allah menjadikan nyamuk 

sebagai perumpamaan bagi orang-orang musyrik yang menyembah berhala bahwa 

berhala-berhala yang mereka sembah tidak mampu membuat atau membunuh 

seekor nyamuk bahkan lebih rendah dari pada nyamuk. Di dalam surat ini tersirat 

bahwa ada salah satu makhluk ciptaan Allah yang sungguh kecil dan dianggap 

remeh, namun tidak boleh dianggap remeh. Hal itu disebabkan karena dari 

makhluk kecil yang bernama nyamuk itulah manusia dapat dan harus mengambil 

beberapa pelajaran berarti dan ilmu baru. Nyamuk dapat membunuh manusia jika 

manusia tidak tahu atau tidak mau belajar dan menggali ilmu dari nyamuk itu 

sendiri, tentang bagaimana cara memperlakukan nyamuk. Misalnya, dengan 

menjaga kebersihan menggunakan anti serangga dan lain sebagainya. Kalau 

manusia hanya diam dan meremehkan ciptaan Allah yang kecil itu, maka manusia 

dapat rugi sendiri karena akan dibunuh oleh nyamuk, yang salah satunya adalah 

malaria. 
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Dari beberapa kasus malaria yang telah terjadi di dunia maka muncullah 

berbagai penelitian yang mengkontruksikan sebuah model matematika untuk 

malaria.  Sehingga, dapat dikonstruksikan penyebaran malaria yang bergantung 

pada populasi manusia dan nyamuk. Kemudian dari model tersebut akan dianalisis 

solusi kesetimbangan dan perilaku dari sistem yang dapat ditentukan dengan 

menganalisis kestabilan dari solusi kesetimbangan tersebut. 

Oleh karena itu, dikembangkanlah penelitian tersebut dengan penulisan 

skripsi dengan judul “Diskretisasi Model Matematika pada Transmisi 

Plasmodium Malaria” ini. 

 

1.2. Rumusan Masalah 

Masalah yang akan dibahas dalam skripsi ini dirumuskan sebagai berikut: 

1. Bagaimana konstruksi bentuk diskret model matematika pada transmisi 

plasmodium malaria dengan analogi persamaan beda? 

2. Bagaimana perbandingan perilaku setiap variabel dan gejala kekacauan 

(chaos) yang terjadi pada model kontinu dan diskret transmisi plasmodium 

malaria? 

 

1.3. Tujuan Penelitian 

Tujuan yang ingin dicapai dalam skripsi ini, meliputi: 

1. Mengetahui konstruksi bentuk diskret model matematika pada transmisi 

plasmodium malaria dengan analogi persamaan beda. 



7 

 

2. Mengetahui perbandingan perilaku setiap variabel dan gejala kekacauan 

(chaos) yang terjadi pada model kontinu dan diskret transmisi plasmodium 

malaria. 

 

1.4. Batasan Masalah 

Dalam penelitian ini, diberikan batasan masalah sebagai berikut: 

1. Berdasarkan latar belakang masalah, parameter model malaria yang 

digunakan adalah               ,      ,           

2. Perbandingan perilaku setiap variabel pada model diskret dan kontinu 

dibatasi pada dua interval, yaitu interval        hari. 

3. Model diskret yang diamati dibatasi pada model diskret dengan   

                       

 

1.5. Manfaat Penelitian 

Penulisan skripsi ini diharapkan bermanfaat bagi penelitian-penelitian 

diskret di lapangan yang menggunakan model diskret. Model diskret pada 

transmisi plasmodium malaria yang dihasilkan dalam penelitian ini diharapkan 

dapat menjadi sumbangan bagi penelitian bidang kedokteran dan bidang lainnya 

yang menggunakan model transmisi plasmodium malaria dalam prosedur 

penelitiannya. Selain itu, penelitian ini diharapkan dapat mengembangkan 

wawasan keilmuwan khususnya bidang pemodelan dan sistem dinamik. 
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1.6. Metode Penelitian 

Skripsi ini menggunakan metode penelitian kepustakaan atau studi 

kepustakaan. Penelitian kepustakaan yaitu penelitian dalam menunjukkan 

penelitian yang dilakukan dengan cara mendalami, mencermati, menelaah,  dan 

mengidentisifikasi pengetahuan yang ada dalam kepustakaan. Sumber pustaka 

dapat berupa jurnal penelitian, disertasi, tesis, laporan penelitian, atau diskusi-

diskusi ilmiah. Secara rinci, langkah penelitian ini dijabarkan sebagai berikut: 

1. Menentukan   diskret. 

2. Mendeskritkan    dan   . 

3. Mensimulasikan grafik    dan    diskret dengan Matlab R2009a. 

4. Membandingkan pola perkembangan variabel pada model diskret dan model 

kontinu. 

5. Menghitung titik tetap model. 

6. Mengamati gejala chaos di sekitar titik tetap pada model diskret dan kontinu. 

7. Menyimpulkan model diskret yang dapat menjelaskan karakter model 

kontinu. 

 

1.7. Sistematika Penulisan 

Agar penulisan skripsi ini sistematis, maka penulis menyusun sistematika 

penulisan sebagai berikut: 

Bab I Pendahuluan 

Berisi latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian, batasan 

masalah, manfaat penelitian, metode penelitian dan sistematika penulisan. 
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Bab II Kajian Pustaka 

Berisi hal-hal yang mendasar dalam teori yang dikaji, meliputi: sistem 

persamaan diferensial, persamaan beda, model kontinu dan diskret, 

kekacauan (chaos), matriks jacobian, malaria, dan ayat-ayat Al-Qur’an 

yang berkaitan dengan model matematika dan malaria. 

Bab III Pembahasan 

Berisi pembahasan yang menguraikan keseluruhan langkah yang 

disebutkan dalam metode penelitian. 

Bab IV Penutup 

Berisi kesimpulan akhir penelitian dan saran untuk pengembangan 

penelitian selanjutnya. 
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BAB II 

KAJIAN PUSTAKA 

 

2.1 Sistem Persamaan Diferensial 

Definisi 1: 

Sistem persamaan diferensial adalah suatu sistem yang memuat   buah 

persamaan diferensial, dengan   buah fungsi yang tidak diketahui, di mana     

(Finizio dan Ladas, 1988:132). Bentuk umum dari sistem   persamaan orde 

pertama mempunyai bentuk sebagai berikut: 

1
1 1 2

2
2 1 2

1 2

( , , ,..., )

( , , ,..., )

( , , ,..., )

n

n

n
n n

dx
g t x x x

dt

dx
g t x x x

dt

dx
g t x x x

dt


 


 






 (2.1) 

Dengan ndx

dt
 merupakan turunan fungsi nx  terhadap  , ng  adalah fungsi yang 

bergantung pada variabel            dan  , untuk          . 

1 2 1 1 2 2( , , ,..., ) ( ) ( ) ( ) ( )i n i i in n ig t x x x a t x a t x a t x f t      

Sehingga, sistem persamaan linear dapat ditulis dalam bentuk matriks 

( ) ( ) ( )
d

A t t t
dt

 
x

x f  (2.2) 

di mana, 
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1 11 12 1

2 21 22 2

1 2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )

n

n

n n n nn

x t a t a t a t

x t a t a t a t
t A

x t a t a t a t

   
   
    
   
   
   

x

 dan, 

1

2

( )

( )
( )

( )n

f t

f t
t

f t

 
 
 
 
 
 

f  

Teorema 1: 

Diberikan sistem persamaan linear order satu 

( ) ( )
d

A t t
dt


x

x  (2.3) 

di mana   adalah matriks    ,     . Nilai eigen     dan    berbeda, serta 

vektor eigen   dan   saling bersesuaian. Sehingga, 

 ( )     
        

     (2.4) 

dengan    dan    konstanta yang bergantung pada nilai awal (Neuhauser, 

2004:711).  

Contoh: 

2 3

1 2

d

dt

 
  

 

x
 (2.5) 

dan 

3
( )

1
t

 
  

 
x  (2.6) 
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Penyelesaian: 

2

2 3
det( ) det (2 )( 2 ) 3

1 2

1

A I


  




  
       

  

 

 

sehingga, 1 1   dan 2 1.    

Vektor eigen   bersesuaian dengan nilai eigen      maka, 

1 1

2 2

2 3

1 2

u u

u u

     
    

     
 

dapat ditulis dalam bentuk sistem persamaan 

1 2 1

1 2 2

2 3

2

u u u

u u u

 

 
 

kedua persamaan merupakan persamaan yang sama, yakni 

1 23 0u u   

jika diberikan 2 1u  , maka 1 3u  . Sehingga, 

3

1

 
  
 

u  

  adalah vektor eigen yang sesuai dengan     . 

Vektor eigen   bersesuaian dengan nilai eigen       maka, 

1 1

2 2

2 3

1 2

v v

v v

     
     

     
 

dapat ditulis dalam bentuk sistem persamaan 

1 2 1

1 2 2

2 3

2

v v v

v v v

  

  
 

kedua persamaan merupakan persamaan yang sama, yakni 
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1 2 0v v   

jika diberikan 1 1v  , maka 2 1v  . Sehingga, 

1

1

 
  
 

v  

  adalah vektor eigen yang sesuai dengan 2 1   . Sehingga, solusi dari (2.5) 

akan diperoleh 

  1 2

3 1

1 1

t tt c e c e
   
   
  

 


x  

di mana    dan    konstanta. Nilai awal (2.6) akan memungkinkan untuk 

menentukan    dan   . 

  1 2

3 1 3
0

1 1 1
c c
     

     
    

 


x  

sehingga,    dan    diperoleh 

1 2

1 2

3 3

1

c c

c c

 

  
 

dengan menggunakan metode eliminasi diperoleh 

1 2

1

3 3

2 4

c c

c

 


 

karena,      dan                . Solusi dari (2.5) dengan nilai 

awal (2.6) diperoleh 

 
3 1

3
1

2
1

ttt e e
   

   
  




x  

atau dapat dituliskan: 

1( ) 6 3t tx t e e   
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2 ( ) 2 3t tx t e e 

 

Fase portrait, dengan dua baris dalam arah dua vektor eigen adalah solusianya, 

dapat dilihat pada Gambar 2.1. 

 

 

 
 

 

 

 

Gambar 2.1: Fase Portrait Vektor Eigen (Neuhauser, 2004:713). 

 

Definisi 2: 

Sistem autonomus adalah suatu sistem persamaan diferensial yang 

berbentuk: 

( , , )

( , , )

( , , )

dx
F x y z

dt

dy
G x y z

dt

dz
H x y z

dt


 




 



 


 (2.7) 

dengan fungsi       secara emplisit tidak dipengaruhi oleh variabel waktu  . 

(Boyce, 1986 dalam Sazali, 2009:5) 

2.1.1 Titik Kesetimbangan 

Titik kritis sistem (2.7) adalah titik  ̅  (     ) sedemikian hingga 

 ( ̅)   ( ̅)   ( ̅)   . Titik kritis  ̅ merupakan solusi-solusi sistem (2.7) 

1 2

1 2

0

3 0

3
(0)

1

x x

x x

x

 

 

 
  

 
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yang bernilai konstan, sebab pada 0,, 0
dx d

x
y

dt dt
   dan 0

dz

dt
 . Keadaan yang 

menyebabkan dan disebut keadaan setimbang, sehingga titik kritis tersebut disebut 

juga titik kesetimbangan (Edward dan Penney, 2001 dalam Sazali, 2009:6). 

2.1.2 Kestabilan 

Menurut Hariyanto, dkk., (1992:222) sifat dan jenis kestabilan hampir 

seluruhnya bergantung pada akar-akar karakteristik. Kestabilan titik 

kesetimbangan suatu sistem dinamik diberikan pada Teorema 2 berikut: 

Teorema 2: 

a. Titik kesetimbangan dari sistem (2.7) bersifat stabil asimtotik, jika nilai eigen 

   dan    pada persamaan karakteristiknya adalah real dan negatif atau 

mempunyai bagian real negatif. 

b. Titik kesetimbangan dari sistem (2.7) bersifat stabil tetapi tidak stabil 

asimtotik, jika nilai eigen    dan    pada persamaan karakteristiknya adalah 

imaginer murni. 

c. Titik kesetimbangan dari sistem (2.7) bersifat tak stabil, jika nilai eigen    

dan    pada persamaan karakteristiknya adalah real dan juga positif atau 

mempunyai bagian yang positif. 
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2.2 Persamaan Beda 

2.2.1 Pengertian Beda 

Definisi 3: 

Untuk suatu fungsi   diketahui, dengan   sebarang konstan dan     

berada di domain fungsi  , dapat ditentukan    sebagai beda pertama dari  ( ) 

yang dinotasikan dengan   ( ) atau    , dan dinyatakan sebagai berikut.  

  ( )   (   )   ( ) (2.8) 

Simbol   menyatakan operator beda, dan   disebut interval beda (Goldberg, 

1958:14).  

Pada fungsi  ( ) yang didefinisikan untuk setiap nilai     atau hanya 

pada titik tertentu, diasumsikan memiliki titik-titik   yang berjarak sama. Untuk 

 ( ),           fungsi  ( ) dapat dinotasikan sebagai    (Froberg, 1964:226). 

2.2.2 Pengertian Persamaan Beda 

Definisi 4: 

Persamaan beda adalah persamaan yang menghubungkan nilai fungsi  

yang diketahui, dan satu atau lebih beda             , untuk setiap nilai   

anggota suatu himpunan bilangan (Goldberg, 1958:50).  

Sebuah persamaan beda biasa adalah persamaan yang mengandung 

sebuah variabel bebas, sebuah variabel terikat  , dan satu atau beberapa beda 

             (Froberg, 1964:226). 

Meyer (1985:327), menuliskan bentuk umum dari persamaan beda adalah sebagai 

berikut:  

 (   )   ( )   ( ( )  )          (2.9) 
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atau dapat dituliskan: 

         (    ) (2.10) 

Pada ruas kanan persamaan (2.10) diberikan beda pertama dari variabel terikat  , 

yang dihubungkan dengan   sebagai fungsi yang diketahui dari dua variabel. 

Dalam kasus tertentu, fungsi   boleh jadi tidak mengandung      atau lainnya. 

Seperti ditunjukkan oleh persamaan (2.11) pada Contoh 3. Sedangkan, pada 

persamaan (2.12) fungsi   tidak mengandung   .  

Contoh 3: 

 (2.11) 

(2.12) 

(2.13) 

Untuk           

 

2.3 Model Kontinu dan Model Diskret 

Menurut Meyer (1985:325), model kontinu adalah model yang 

melingkupi perubahan sesaat, dalam bahasa matematika dinyatakan dalam 

persamaan diferensial, di mana turunan-turunan di dalamnya menggambarkan laju 

perubahan sesaat. Model diskret merupakan model yang merepresentasikan 

perubahan yang tidak sesaat. Dalam bahasa matematika menggunakan persamaan 

beda. 

Laju perubahan sesaat dapat dijelaskan sebagai berikut. Jika  ( ) 

menandakan besar perpindahan sepanjang garis lurus oleh partikel dalam waktu  , 

maka hasil bagi beda pada persamaan (2.14), 

1

1

1

3

1

sin( 2 )

k k

k k

k k k

x x

x x k

x x x k







 

  

  
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  ( )

  
 (2.14) 

untuk interval waktu   sampai     , rasio dari jarak perpindahan terhadap 

waktu perpindahan memberikan kecepatan rata-rata dalam interval waktu   

sampai     . Limit dari kecepatan rata-rata didefinisikan sebagai kecepatan 

sesaat pada waktu  . Sehingga dari persamaan (2.14) kecepatan sesaat pada waktu 

  dinyatakan sebagai   ( ) (Goldberg, 1958:48-49). 

Model kontinu dicontohkan oleh (Tirtana, 2008:6-7) pada model 

logistik berikut: 

  

  
   ( ) (  

 ( )

 
) (2.15) 

dengan:  

 ( ) : Banyaknya mangsa pada saat  . 

       : Laju pertumbuhan S terhadap waktu (t).  

      : Daya dukung kondisi lingkungan bagi mangsa.  

Persamaan (2.15) merupakan fungsi logistik kontinu dengan solusi: 

 ( )  
 

      
 (2.16) 

Diskretisasi dengan memisalkan menghasilkan solusi diskret sebagai berikut, 

           (  
  
 
) (2.17) 

Langkah selanjutnya adalah melakukan simulasi numerik dengan menggunakan 

bantuan software untuk mendapatkan grafik perkembangan  ( ) dan   , sehingga 

dapat dibandingkan persamaan diskret hasil transformasi fungsi logistik dengan 
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fungsi kontinu (persamaan 2.15). Grafik persamaan diskret  dan kontinu logistik 

dapat ditunjukkan oleh Gambar 2.2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.2: Grafik Persamaan Logistik Diskret dan Kontinu 

(Tirtana, 2008:7). 

 

Gambar 2.2 menunjukkan bahwa fungsi logistik diskret memiliki semua 

pola perkembangan variabel pada fungsi logistik kontinu, namun fungsi logistik 

kontinu tidak memiliki semua pola perkembangan variabel pada fungsi logistik 

diskret. 

 

2.4 Kekacauan (Chaos) 

Chaos adalah suatu perilaku evolusi jangka panjang yang menunjukkan 

kekacauan dan memenuhi kriteria matematika tertentu serta terjadi pada sistem 

nonlinear deterministik (Williams, 1997:9). Chaos bersifat aperiodik dan memiliki 

ketergantungan pada kondisi awal (Jeniarto, 2011). 
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Sistem nonlinear adalah suatu nilai sistem pada suatu waktu yang tidak 

sebanding dengan nilai awalnya. Dalam matematika, dikenal persamaan 

nonlinear, yaitu persamaan yang mengandung dua atau lebih variabel dan 

menghasilkan grafik yang tak lurus. Sedangkan kumpulan dari persamaan 

nonlinear disebut sistem persamaan nonlinear (Williams, 1997:9). 

Kriteria berikutnya adalah deterministik. Menurut Schuster dan Just 

(2005:7), deterministik chaos menyatakan ketidakteraturan atau gerakan chaos 

yang dibangun oleh sistem nonlinear dengan aturan-aturan dinamik tertentu yang 

menentukan waktu evolusi suatu sistem. Contoh sistem nonlinear yang 

menunjukkan deterministik chaos adalah persamaan pendulum yang digerakkan 

berikut. 

 ̈̀   ̃ ̇̀      ̀       ̀  (2.18) 

Dengan  ̀ adalah sudut simpangan,  ̃ konstanta redaman dan   adalah amplitudo 

dan   waktu. Dengan memberikan   yang bervariasi, dapat dilihat efek chaos nya 

pada Gambar 2.3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Gambar 2.3 Pendulum yang digerakkan. (a) Gerakan teratur dengan    . 

(b) Gerakan Chaotic dengan   besar (Schuster dan Just, 2005:7). 

 

Sifat chaos lainnya adalah aperiodik, yakni suatu kondisi yang tidak 

beraturan dan dalam grafik tidak ditemukan perulangan ke bentuk awal grafik. 
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Keadaan tersebut terlihat pada Gambar 2.3b. Tampilan grafik yang acak tersebut 

adalah bentuk dari respon sistem terhadap kondisi awal yang diberikan. Perbedaan 

pemberian nilai awal, akan menyebakan perbedaan hasil yang sangat besar pada 

sistem chaos. Jika  ( ) adalah titik kesetimbangan model, dan diberikan 

gangguan nilai yang sangat dekat dengan titik tersebut, sehingga dapat dikatakan 

 ( )   ( ), di mana   adalah nilai yang sangat kecil, misal        . Keadaan 

ini dapat diilustrasikan oleh Gambar 2.4. 

 

 

 

 

 

Gambar 2.4: Gangguan   di Sekitar  ( ) (Anonim, 2012:10). 

 

Kondisi awal Gambar 2.4 dapat diterapkan pada sebuah model dalam rangka 

mengetahui kesensitivan terhadap kondisi awal. 

 

2.5 Matriks Jacobian 

Jika  (   ) dan  (   ) dapat didiferensialkan di suatu daerah, maka 

determinan Jacobian, atau secara singkat disebut Jacobian, dari   dan   terhadap 

  dan   adalah determinan fungsional orde kedua yang didefinisikan oleh  

( , )

( , )

u v

u v

F F

F FF G u v

G GG Gu v

u v

 

  
 
 

 
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Demikian juga, determinan orde ketiga 

( , , )

( , , )

u v w

u v w

u v w

F F F
F G H

G G G
u v w

H H H





 

dinamakan Jacobian       terhadap      dan   (Soemartojo, 1987:1.19). 

 

2.6 Malaria 

Penyakit malaria adalah salah satu penyakit yang penularannya melalui 

gigitan nyamuk Anopheles betina. Penyakit ini merupakan penyakit menular yang 

menyebabkan demam, pusing, muntah dan lainnya. Penyakit ini disebabkan oleh 

plasmodium malaria, umumnya yang dikenal dengan plasmodium Falciparum, 

Vivax, Oval, dan Malaria (Hiswani, 2004). 

Menurut Pongsumpun dan Tang (2009) model matematika pada 

dinamika malaria pertama kali dilakukan pada awal tahun 1911 oleh R. Ross yang 

dikenal oleh model Ross. Model Ross kemudian dikembangkan lebih lanjut oleh 

G. MacDonald yang dirumuskan menjadi model-Ross MacDonald untuk transmisi 

plasmodium malaria. 

2.6.1 Kelangsungan Hidup Populasi Vektor 

Misalkan   menyatakan angka kematian per kapita nyamuk. Diasumsikan 

bahwa survivorship adalah konstan atas life span nyamuk dan berakibat waktu 

hidup nyamuk berdistribusi eksponensial. Proporsi dari kelompok nyamuk yang 

bertahan hidup pada umur   adalah: 

 ( )       (2.19) 
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Selanjutnya bahwa peluang individu nyamuk hidup dalam satu hari adalah 

     , atau setara dengan        . Umur paruh populasi adalah 
2

g
. Secara 

umum, proporsi dari nyamuk yang mati pada umur A adalah   ( ), dan rata-rata 

hidup dari nyamuk adalah: 

∫  

 

 

  ( )   
 

 
 (2.20) 

Jika   adalah angka kematian, maka 
1

g
 adalah rata-rata hidup nyamuk, atau waktu 

yang diharapkan sampai mati. 

2.6.2 Populasi Vektor  yang Terinfeksi 

Misalkan   menyatakan populasi manusia yang terinfeksi yang 

diasumsikan konstan. Misalkan   adalah efisiensi transmisi dari manusia yang 

terinfeksi ke vektor yang sehat. Maka laju nyamuk menjadi terinfeksi adalah 

     . Populasi vektor yang hidup berumur   menjadi terinfeksi adalah: 

 ( )              (2.21) 

Populasi dari kelompok nyamuk yang hidup dan terinfeksi pada umur   adalah 

 ( )   ( ), dan populasi nyamuk terinfeksi adalah: 

  ∫  ( )   ( )

 

 

   (2.22) 

2.6.3 Proporsi Nyamuk yang Menular 

Misalkan   menyatakan masa inkubasi. Peluang nyamuk yang hidup   

hari adalah:     
   . Proporsi nyamuk berumur A yang terinfeksi adalah: 
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 ( )  {
                                          
       (   )               

} (2.23) 

Peluang nyamuk menjadi terinfeksi adalah: 

∫  ( ) ( )  
 

 

∫  ( )  
 

 

       (2.24) 

2.6.4 Life Time Transmission Potential 

Misalkan b menyatakan efisiensi transmisi dari nyamuk terinfeksi ke 

manusia sehat. Hasil reproduktif dari kelompok nyamuk umur A adalah 

   ( ) ( ). Life time transmission potential, dinyatakan  , yang diintegralkan 

atas life time nyamuk: 

  ∫      ( ) ( )  

 

 

 
              

 (       )
 (2.25) 

2.6.5 Populasi Manusia Terinfeksi 

          ;   adalah populasi nyamuk terinfeksi, dan      

jumlah gigitan per manusia per hari. Sehingga,     dapat ditulis kembali dalam 

bentuk parameter dasar. 

           
              

(       )
 (2.26) 

Vektorial kapasitas adalah jumlah manusia terinfeksi per manusia per hari. 

Diasumsikan bahwa efisiensi transmisi sempurna yaitu      , sehingga 

  
          

 
 
       

    
 (2.27) 

       
 

(      (
 

 
))

 
(2.28) 
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dengan, 

   
    (   )

  
     (2.29) 

Berikut adalah parameter yang digunakan 

  : Rasio nyamuk dengan manusia. 

  : Jumlah gigitan pada manusia per nyamuk per hari. 

 

 
 : Rata-rata hidup nyamuk. 

  : Masa Inkubasi (hari). 

  : Efisiensi transmisi dari manusia terinfeksi ke nyamuk. 

  : Efisiensi transmisi dari nyamuk terinfeksi ke manusia. 

 

 
 : Masa penularan manusia (hari). 

Populasi dinamik penularan malaria pada populasi nyamuk mengikuti: 

 ̇       (      )     (2.30) 

 ̇         (   )     (2.31) 

Persamaan bervariabel tunggal yang diturunkan untuk dinamik dari proporsi 

manusia yang menular: 

 ̇  
             

       
 (   )     (2.32) 

Suatu persamaan sederhana dapat diturunkan menggunakan pendekatan      

    : 

 ̇      (   )     (2.33) 

Sehingga untuk keseimbangan prevalensi infeksi pada manusia dinyatakan  , 

yang dapat ditulis sebagai fungsi dari    ,   (Pagalay, 2009:154):  
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 ̅  
     

(       )
 

     

(    (
  

 
))

 
(2.34) 

 

2.7. Model Matematika dan Transmisi Plasmodium Malaria dalam 

Perspektif Islam 

Seringkali ditemui banyak permasalahan di bidang non-matematika, 

misalnya dibidang kedokteran, fisika, teknik, ilmu-ilmu sosial, dan lain 

sebagainya yang tidak dapat diselesaikan secara langsung. Pendekatan untuk 

mengatasi masalah tersebut adalah dengan matematika. Secara umum pengertian 

model adalah suatu usaha menciptakan suatu replika atau tiruan dari suatu 

fenomena alam. Pada model matematika tersebut dilakukan dengan 

mendeskripsikan fenomena alam dengan satu set persamaan. Kecocokan model 

terhadap fenomena tersebut tergantung dari ketepatan formulasi persamaan 

matematis dalam mendeskripsikan fenomena alam yang ditirukan. Allah SWT 

berfirman dalam Al-Quran surat Al-Qomar 49: 

                

Artinya: ”Sesungguhnya kami menciptakan segala sesuatu menurut ukuran” 

(Q.S. Al-Qomar: 49). 

 

Semua yang ada di alam ini ada ukurannya, ada hitung-hitungannya, ada 

rumusnya atau ada persamaannya (Abdusysyakir, 2007:80). Pada dasarnya 

manusia tidak dapat membuat rumus sedikitpun, mereka hanya menemukannya 

rumus atau persamaan. Dalam pemodelan matematika, ilmuwan hanya mencari 

persamaan-persamaan atau rumus-rumus yang berlaku pada fenomena, sehingga 
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ditemukannya suatu model matematika. Dengan adanya model matematika 

tersebut, akan dibahas apakah model tersebut sesuai dengan keadaan yang terjadi 

pada proses transmisi plasmodium malaria, sebagaimana yang dibahas pada 

skripsi ini. 

Pemodelan ini ditujukan untuk membantu ikhtiar dokter dalam 

menangani penyakit. Melalui pemodelan ini dapat diketahui laju perkembangan 

transmisi plasmodium malaria. Dengan mengetahui laju perkembangan virus 

malaria maka diharapkan dokter dapat memberikan strategi pengobatan dan dosis 

obat yang tepat bagi penderita malaria. Sedangkan ikhtiar dari pasien sendiri 

dalam menyembuhkan penyakitnya adalah dengan berobat ke dokter sehingga 

mendapat diagnosis yang tepat bagi penyakitnya. Setelah berikhtiar melalui jalur 

medis, pasien diharapkan pula untuk tetap berikhtiar dalam segi rohani, yaitu 

melalui keimanan dan keikhlasan (Musbikin, 2007:151). 

Keikhlasan dan kepasrahan kepada Allah adalah kunci utama setelah 

berusaha, karena hanya Dia-lah yang menurunkan penyakit dan obatnya, 

sebagaimana firman-Nya: 

            

Artinya: ”Dan apabila Aku sakit, Dia-lah yang menyembuhkan aku” (Q.S. Asy-

Syu’aro: 80). 

 

Seperti yang telah diketahui bahwa Islam sangat kaya dengan tuntunan 

kesehatan. Salah satunya adalah dalam hal pencegahan penyakit malaria dan 

penyembuhannya. Dalam hal ini Islam tidak hanya menyentuh hal-hal yang 

berkaitan dengan kerohanian saja. Tetapi, Islam juga memberikan tuntunan 
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kepada umatnya dalam kehidupan nyata. Salah satu contohnya adalah ketika sakit, 

dalam ajaran Islam tidak diajarkan untuk berdoa saja. Akan tetapi, diajarkan pula 

untuk berikhtiar, salah satunya adalah berobat ke dokter spesialis untuk 

mendiagnosis penyakitnya dan memberikan dosis obat yang tepat (Usman, 

1984:3). Sebagaimana sabda Rasulullah SAW: 

 

Artinya: “Berobatlah kamu wahai manusia (hamba Allah), sesungguhnya Allah 

tidak memberikan penyakit dengan tidak memberi obatnya, kecuali  

satu penyakit ialah pikun (orang tua)“ (H.R.Ahmad). 

 

Setelah berusaha dan berdoa, selanjutnya yang harus dilakukan adalah 

tawakal kepada Allah, yakni selalu berusaha agar tetap menjaga kekuatan 

spiritual. Melalui dzikir dan segala kegiatan yang bernilai ibadah. Dengan doa dan 

tawakal, akan selalu memiliki rasa optimis yang tinggi. Tawakal adalah 

penyempurna ikhtiar karena di dunia ini tidak ada manusia yang sempurna. 
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BAB III 

PEMBAHASAN 

 

Pembahasan skripsi ini menyajikan upaya diskritisasi untuk mendapatkan 

model diskret yang dapat merepresentasikan model kontinu. Model diskret yang 

telah dikonstruksi digunakan untuk mendekati grafik kontinu yang memiliki 

selang waktu tertentu. Akurasi model diskret tersebut, akan dibuktikan melalui 

perbandingan grafik diskret dan kontinunya. 

 

3.1 Formulasi Model Matematika pada Transmisi Plasmodium Malaria 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.1: Diagram Model Transmisi Plasmodium Malaria 

 

   
     

Keterangan: 

           : Proses transmisi plasmodium malaria 

           : Kontak langsung 

     

(    

      

 )            

        
     

   
     

            

        

   
     

(    

      

 )            
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Keterangan: 

      : Populasi manusia yang rentan. 

      : Populasi manusia terinfeksi. 

      : Populasi vektor yang rentan. 

      : Populasi vektor terinfeksi. 

Model matematika untuk transmisi plasmodium malaria dikembangkan 

oleh populasi manusia dan vektor yang dibagi ke dalam dua kelas yaitu kelas 

rentan dan kelas menular. Populasi manusia yang rentan terhadap malaria berasal 

dari recruitment laju kelahiran manusia dengan jumlah populasi awal manusia. 

Populasi manusia yang rentan terhadap malaria dapat bertambah dengan adanya 

kesembuhan dari manusia yang terinfeksi plasmodium Falciparum (F) dan Vivax 

(V). Populasi manusia yang rentan terhadap malaria berkurang ketika populasi 

nyamuk terinfeksi plasmodium Falciparum (F) dan Vivax (V) menggigit manusia 

yang rentan terhadap malaria hingga menjadikannya terinfeksi. Hal serupa terjadi 

karena adanya faktor kematian yang terjadi pada manusia. Sedangkan, populasi 

manusia yang terinfeksi plasmodium Falciparum (F) dan Vivax (V) berasal dari 

manusia yang rentan terhadap malaria yang digigit oleh nyamuk terinfeksi 

plasmodium Falciparum (F) dan Vivax (V). Populasi manusia terinfeksi 

plasmodium Falciparum (F) dan Vivax (V) dapat berkurang akibat terjadinya 

kesembuhan hingga menjadikan manusia rentan kembali dan faktor kematian. 

 Populasi nyamuk rentan berasal dari recruitment laju kelahiran nyamuk. 

Populasi nyamuk rentan berkurang ketika menggigit manusia yang terinfeksi 

plasmodium Falciparum (F) dan Vivax (V) hingga menjadikan nyamuk terinfeksi. 
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Hal serupa terjadi karena adanya faktor kematian pada nyamuk. Sedangkan, 

Populasi nyamuk terinfeksi plasmodium Falciparum (F) dan Vivax (V) terjadi 

akibat nyamuk rentan menggigit manusia yang terinfeksi plasmodium Falciparum 

(F) dan Vivax (V) hingga menjadikannya terinfeksi. Populasi nyamuk terinfeksi 

plasmodium Falciparum (F) dan Vivax (V) berkurang karena terjadinya kematian 

pada nyamuk. 

Dari Gambar 3.1 dapat ditulis dalam bentuk persamaan dinamik sebagai 

berikut: 

'
' ' ' ' '( )

( ) ( ) (( ) ( ) ) ( )
Fh Vhh h F V h h h

dV t
b N l l X t Y t V t

dt
         (3.2) 

'
' ' ' ' '( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
Fh Vhh h F V h

dX t
Y t V t l l X t

dt
        (3.3) 

'
' ' ' '( )

(( ) ( ) ) ( )
h hF V

v v v

dW t
G X t W t

dt
       (3.4) 

'
' ' ' ' '( )

( ) ( ) ( ) ( )
h hF V

v v v

dY t
X t W t Y t

dt
      (3.5) 

dengan dua kondisi ' '

hV X N   dan ' '

vW Y N  . 

di mana, 

   : Laju kematian populasi manusia. 

   : Laju kematian populasi vektor. 

    

  dan      

  : Laju transmisi plasmodium Falciparum     dan Vivax     

yang ditularkan dari manusia ke nyamuk. 

    

  dan      

  : Laju transmisi plasmodium Falciparum     dan Vivax     

yang ditularkan dari nyamuk ke manusia. 
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   : Laju kelahiran manusia. 

   : Total populasi manusia. 

   : Total populasi vektor. 

   : Laju kesembuhan manusia yang terinfeksi plasmodium 

Falciparum (F). 

   : Laju kesembuhan manusia yang terinfeksi plasmodium 

Vivax (V). 

  : Laju recruitment  populasi vektor 

Untuk mempermudah dalam penganalisisan maka persamaan (3.2)-(3.5) 

dinormalisasikan yang dilakukan dengan cara menetapkan variabel baru, yaitu: 

 '

( )
h

V t
V t

N
 ,  

 '

h

X t
X t

N
 , 

 '

( )v

v

W t
W t

N
 , dan 

 '

( )
v

Y t
Y t

N
  untuk populasi 

manusia dan vektor konstan. Sehingga, ' '

hV X N   dan ' '

vW Y N 
  
menjadi, 

' '( ) ( )
1

( ) ( ) 1

( ) 1 ( )

h h

V t X t

N N

V t X t

V t X t

 

 

 

 

(3.6) 

' '( ) ( )
1

( ) ( ) 1

( ) 1 ( )

v v

W t Y t

N N

W t Y t

W t Y t

 

 

 

 

(3.7) 

Dengan dua kondisi (3.6) dan (3.7), serta diberikan       dan 

' '( ( ) ( )) v

v v

v

v

G W t Y t

G N

G
N







 





 maka persamaan (3.2)-(3.5) diperoleh, 
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        ' 'X( )
Y t 1 X t ( )X t

F vh h
h h F v v

v

d t G
l l

dt
  



 
      

 
 (3.8) 

    ' '

v

Y( )
X 1 Y t Y(t)

h hF v
v v h

d t
N

dt
       (3.9) 

 

3.2 Konstruksi Bentuk Diskret pada Model Transmisi Plasmodium Malaria 

Dari persamaan (3.8) dan (3.9) diasumsikan bahwa nilai parameter 

 ' '

F vh h
h h

v

G
 




 
  

 
 , ( )F v vl l    ,  ' ' ,

h hF v
v v hN     dan v  . 

diperoleh, 

1

2

:

:

f X Y YX X

f Y X XY Y

  

  

   


   
 (3.10) 

konstruksi bentuk diskret (diskretisasi) dari model transmisi plasmodium malaria 

yang berbentuk sistem persamaan dua dimensi dilakukan dengan mentransformasi 

satu demi satu persamaannya. Proses diskretisasi diawali dengan penggantian 

interval kontinu         dengan himpunan   diskret yang memungkinkan 

persamaan beda terdefinisi pada himpunan tersebut. 

3.2.1  Konstruksi   Diskret  

Setiap variabel pada sistem persamaan transmisi plasmodium malaria 

berubah berdasarkan perubahan waktu. Pada kasus diskret, variabel tersebut 

berubah seiring dengan perubahan waktu   yang bergerak dengan beda sebesar 

    . Perubahan nilai variabel untuk   diskret diilustrasikan oleh Gambar 3.2. 
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Gambar 3.2: Skema Perubahan   Diskret 

 

Skema di atas menjelaskan bahwa interval kontinu         diubah 

ke dalam bentuk   diskret yang berupa himpunan               . Dengan 

mengambil   bilangan bulat positif yang membagi interval         dalam   

bagian yang sama, diperoleh interval antar titik diskret berikut: 

  
     

 
                  (3.11) 

secara rekursif, titik-titik diskret dalam interval         dapat ditentukan sebagai 

berikut: 

1 0 0 0

2 0 0 0

3 0 0 0

0 0 0

1 0 0 0

2 2

3 3

( 1) ( ( 1) )

m

m

t t t t h

t t t t h

t t t t h

t t m t t mh

t t m t t m h

    

    

    

    

      

 

sehingga fungsi            dan            dapat dinyatakan sebagai berikut: 

 t h0t 1t 2t mt

0x mx
2x1x

0Y 1Y 2Y mY

0( ) mx x t hm
0 t t hm

h h h

.h m

3t0t 1t 2t mt
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1 0

2 0

3 0

0

1 0

( )

( 2 )

( 3 )

( )

( ( 1) )

m

m

X X t h

X X t h

X t h

X t mh

X t m h

 

 

 

 

  

 

Dengan cara yang sama, dapat ditentukan pula bahwa            . Jika 

diasumsikan            maka    dan    dapat ditulis menjadi: 

( )

( )

m

m

X X t

Y Y t




 (3.12) 

Saat                 , maka dapat diperoleh kondisi berikut: 

1 0

0

0

( ( 1) )

( )

mt t m h

t mh h

t mh h

t h

   

  

  

 

 (3.13) 

Sehingga didapatkan      dan      berikut: 

1

1

( )

( )

m

m

X X t h

Y Y t h





 

 
 (3.14) 

Persamaan (3.12) dan (3.14) selanjutnya akan digunakan dalam diskretisasi 

masing-masing persamaan    dan   . 

3.2.2 Diskretisasi    

Proses diskretisasi    dengan analogi persamaan beda dilakukan 

sebagaimana berikut. Diberikan   : 

X Y YX X      (3.15) 
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Tanda titik pada   menyatakan turunan pertama fungsi   terhadap waktu  . 

Berdasarkan definisi turunan, maka (3.15) dapat dinyatakan sebagai berikut, 

0

( ) ( )
lim
t

dX
Y YX X

dt

X t t X t
Y YX X

t

  

  
 

  

  
  



 

(3.16) 

Dengan menggunakan persamaan beda, maka persamaan (3.16) dapat dinyatakan 

sebagai: 

( ) ( )

dX
Y YX X

dt

X t t X t
Y YX X

t

  

  

  

  
  



 

(3.17) 

Karena      maka ruas kiri persamaan (3.17) dapat ditulis kembali sebagai, 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

X t h X t h Y YX X

X t h X t hY hYX hX

  

  

    

    
 

(3.18) 

Selanjutnya, persamaan (3.18) ditransformasi ke dalam fungsi diskret dengan   

diskret yang diberikan pada persamaan (3.12) dan (3.14). Sehingga, persamaan 

(3.18) menjadi, 

1

1

1 (1 ) ( 1)

m m m m m m

m m m m m m

m m m m

X X hY hY X hX

X hY hY X hX X

X X hY h X

  

  

 







   

   

   

 

(3.19) 

3.2.3 Diskretisasi    

Transformasi    kontinu ke bentuk diskret dilakukan dengan menggunakan 

langkah yang sama dengan menggunakan langkah yang sama dengan transformasi 

  . Diberikan    sebagai berikut, 

Y X XY Y      (3.20) 
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Tanda titik pada   menyatakan turunan pertama fungsi   terhadap waktu  . 

Berdasarkan definisi turunan, maka (3.20) dapat dinyatakan sebagai berikut, 

0

( ) ( )
lim ( ) ( ) ( ) ( )
t

dY
X XY Y

dt

Y t t Y t
X t X t Y t Y t

t

  

  
 

  

  
  



 

(3.21) 

Dengan menggunakan persamaan beda, dan dengan      maka persamaan 

(3.21) dapat dinyatakan sebagai, 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ) ( ))

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

Y t t Y t
X t X t Y t Y t

t

Y t h Y t
X t X t Y t Y t

h

Y t h Y t h X t X t Y t Y t

Y t h Y t hX t hX t Y t hY t

  

  

  

  

  
  



 
  

    

    

 

(3.22) 

Selanjutnya, persamaan (3.22) ditransformasi ke dalam fungsi diskret dengan   

diskret yang diberikan pada persamaan (3.12) dan (3.14). Sehingga, persamaan 

(3.22) menjadi, 

1

1

1 (1 ) ( 1)

m m m m m m

m m m m m m

m m m m

Y Y hX hX Y hY

Y hX hX Y hY Y

Y Y hX h Y

  

  

 







   

   

   

 

(3.23) 

Dari uraian di atas, maka diperoleh bentuk diskret dari persamaan    dan 

   yang dapat disusun dalam sistem persamaan diskret berikut, 

1

1

(1 ) ( 1)

(1 ) ( 1)

m m m m

m m m m

X X hY h X

Y Y hX h Y

 

 





    


    
 (3.24) 

di mana             dengan      dan    . 
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3.3 Analisis Perbandingan Perilaku Variabel pada Model Kontinu dan 

Diskret Transmisi Plasmodium Malaria 

Setelah dilakukan diskretisasi model, maka langkah selanjutnya adalah 

validasi model diskret dengan membandingkan grafik model diskret yang telah 

dikonstruksi dengan model kontinunya. Sebuah grafik kontinu dengan selang 

waktu tertentu akan didekati oleh grafik diskret yang membagi selang tersebut 

dengan  titik-titik diskret berinterval tetap    . 

Besar interval   mendekati nol, dalam skripsi ini diberikan   

               dan        dengan selang waktu kontinu        hari. 

Dengan nilai parameter                             , dan nilai awal 

     dan        maka model kontinu transmisi plasmodium malaria pada 

persamaan (3.10) dan model diskret transmisi plasmodium malaria pada 

persamaan (3.24), dapat ditunjukkan pada gambar 3.3. Intensitas dari manusia 

yang terinfeksi     ditunjukkan dalam      dan besar vektor yang terinfeksi    , 

sedangkan waktu   dalam hari. 

Pada saat kontinu, perkembangan variabel akan terlihat sebagaimana 

Gambar 3.3 bagian (a.2), (b.2), (c.2) dan (d.2). Terdapat beberapa pola perilaku 

dari setiap variabel yang ditunjukkan. Perkembangan   menunjukkan bahwa 

dalam selang        hari, banyaknya manusia yang terinfeksi mengalami 

kenaikan sejak hari pertama. Perkembangan ini sebanding dengan   yang 

menunjukkan vektor terinfeksi, mulai hari pertama mengalami kenaikan. Perilaku 

  dan   sebanding, kenaikan satu variabel diikuti oleh kenaikan variabel lainnya. 
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Perilaku variabel dalam pengamatan kontinu yang telah diuraikan di atas 

akan dibandingkan dengan perilaku variabel dalam pengamatan diskret. 

Perbandingan ini dilakukan sampai didapatkan plot diskret yang menunjukkan 

variabel yang paling mendekati perilaku kontinunya. Oleh karena itu akan 

dibandingkan plot diskret dengan interval                         

sebagaimana ditunjukkan oleh Gambar 3.3 bagian (a.1), (b.1), (c.1), (d.1). 

 

  Grafik Diskret Grafik Kontinu 

      

(a.1) (a.2) 

       

(b.1) (b.2) 
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(d.1) (d.2) 
Gambar 3.3: Grafik Diskret dan Kontinu pada Model Transmisi Plasmodium Malaria dengan 

Parameter     ,         ,      ,         , Nilai Awal         
        untuk        hari. 

 

Gambar 3.3 menunjukkan bahwa pada keadaan diskret dan kontinu 

dengan interval                         pada selang        hari terjadi 

perbedaan yang signifikan. Gambar 3.3 bagian (a.1) dan (a.2) pola perilaku   dan 

  berbeda jauh dengan pola perilaku kontinu, keadaan terjadi pada saat     hari. 

Sedangkan, Gambar 3.3 bagian (c.1) dan (d.1) menunjukkan pola perilaku sama 

dengan model kontinu. 

Kemudian Gambar 3.3 akan dilakukan pengamatan pada selang     

  hari. Pengamatan dilakukan pada selang tersebut, karena dari Gambar 3.3 dapat 

diketahui dengan jelas bahwa pada interval            terdapat perbedaan pola 

antara diskret dan kontinu. Data tersebut dapat dilihat pada Tabel 3.1 berikut. 

 

Tabel 3.1: Nilai     diskret dan kontinu dengan                         

dalam selang waktu       hari 

     
Diskret Kontinu 

            

      

1 0.7222 0.1556 0.7603 0.1716 

2 0.9637 0.2846 0.9656 0.3002 

3 0.984 0.4023 0.9844 0.4137 

4 0.9875 0.4966 0.9881 0.5046 

5 0.9893 0.5714 0.9894 0.5771 
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1 0.7565 0.17 0.7603 0.1716 

2 0.9653 0.2987 0.9656 0.3002 

3 0.9844 0.4125 0.9844 0.4137 

4 0.9877 0.5039 0.9881 0.5046 

5 0.9893 0.5765 0.9894 0.5771 

        

1 0.7597 0.1714 0.7603 0.1716 

2 0.9655 0.3 0.9656 0.3002 

3 0.9844 0.4136 0.9844 0.4137 

4 0.9877 0.5046 0.9881 0.5046 

5 0.9894 0.577 0.9894 0.5771 

         

1 0.7601 0.1717 0.7603 0.1716 

2 0.9655 0.3001 0.9656 0.3002 

3 0.9844 0.4137 0.9844 0.4137 

4 0.9877 0.5047 0.9881 0.5046 

5 0.9894 0.5771 0.9894 0.5771 
Sumber: (Output Matlab R2009a) 

 

Tabel 3.1 menunjukkan bahwa dengan menggunakan interval    

                      terdapat  adanya perbedaan. Pada interval            

dalam selang waktu       antara grafik diskret dan kontinu menghasilkan 

perbedaan nilai yang signifikan. Sedangkan, pada interval                

menghasilkan perbedaan nilai yang tidak terlalu jauh. Hal ini menunjukkan bahwa 

semakin kecil nilai interval   yang diberikan, maka perkembangan     

menampakkan osilasi yang mendekati pola grafik kontinu. 

 

3.4 Analisis Perbandingan Perilaku Kekacauan (chaos) pada Model Kontinu 

dan Diskret Transmisi Plasmodium Malaria 

Perilaku chaos pada model kontinu dan diskret dapat diamati di sekitar 

titik kesetimbangannya. Untuk menunjukkan kekacauan yang menyebabkan 

sistem mengalami perubahan yang signifikan, maka diberikan ganguan berupa   

dengan besar     di sekitar titik kesetimbangan. Dalam hal ini, besar gangguan 
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yang diberikan dipilih sangat kecil, yaitu        yang ditetapkan pada salah 

satu variabel, yaitu  . Langkah untuk membandingkan gejala chaos pada model 

kontinu dan diskret diawali dengan analisis titik kesetimbangan model kontinu, 

analisis kekacauan di sekitar titik kesetimbangan model kontinu, dan analisis 

kekacauan di sekitar titik kesetimbangan model diskret. Dalam hal ini dipilih 

model diskret dengan         yaitu                  yang pada 

pembahasan sebelumnya telah ditunjukkan dapat mendekati model kontinu 

dengan baik. Berikut ini akan ditunjukkan analisis titik kesetimbangan model 

transmisi plasmodium malaria sebelum mendapat gangguan. 

Titik kesetimbangan sistem persamaan transmisi plasmodium malaria 

(3.10) diperoleh saat sistem berada dalam keadaan setimbang, yang terjadi saat 

0
dX

dt
  dan 0

dY

dt
 . Sehingga didapatkan sistem berikut 

1

2

: 0

: 0

f Y YX X

f X XY Y

  

  

   


   
 (3.25) 

pilih     sehingga    . Dengan demikian titik kesetimbangan pertama dari 

sistem (3.10) adalah 

              (3.26) 

Selanjutnya akan ditentukan titik kesetimbangan kedua. Dari    akan 

didapatkan 



43 

 

1

( )

( )

f Y YX X

YX X Y

X Y Y

Y
X

Y

  

  

  



 

  

 

 




 

(3.27) 

Kemudian substitusikan (3.27) ke dalam    sehingga didapatkan 

2

2

2 2

2

( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( ) 0

Y Y
f Y Y

Y Y

Y Y Y Y

Y Y Y Y

Y Y

 
  

   

    

   

   

  
 

  

  

   

 

(3.28) 

Dengan menggunakan rumus ABC dan dibatasi dengan nilai parameter 

    ,         ,      ,          persamaan (3.28) didapatkan 

2

2

4

2

( ) (

0

)

2( )

.8564

b b ac
Y

a

Y

Y

   

 

  


  






 

(3.29) 

Kemudian substitusikan nilai (3.29) ke dalam (3.27) sehingga didapatkan  

( )

0.9929

Y
X

Y

X



 






 

(3.30) 

Dari (3.29) dan (3.30) dapat diketahui titik kesetimbangan tak nol untuk 

sistem persamaan transmisi plasmodium malaria dapat diberikan sebagai berikut 

         0.9929  0.8564  . 

Selanjutnya akan dianalisis kestabilan dari titik kesetimbangan yang telah 

diperoleh. Untuk titik tetap pertama, matriks Jacobian di sekitar       adalah 
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(0,0)J
 

 

 
  

 
 

Dapat ditentukan nilai eigen yang memenuhi 0J I   dengan   

matriks identitas, sebagai berikut 

0
  

  

  
 

  
 

sehingga diperoleh persamaan karakteristik berikut 

2 ( ) ( ) 0           

dengan demikian, didapatkan nilai eigen 

2

1

2

2

( ) ( ) 4( )

2

( ) ( ) 4( )

2

     


     


    


    


 

Untuk nilai     ,         ,       dan         , nilai 

eigennya adalah 

1

2

= 1.602572

=1.496072






 

Karena terdapat 1 0  dan 2 0   maka berdasarkan Teorema 2, titik 

kesetimbangan pertama tidak stabil. 

Selanjutnya akan dianalisis kestabilan titik kesetimbangan tak nol, yaitu 

         0.9929  0.8564  . Matriks Jacobi di sekitar titik  0.9929  0.8564   

dengan nilai parameter yang telah diberikan adalah 

( , )0.9929 0.8564

-10.34993571 0.08487009

0.0287210716 -0.2318854985
J

 
  
 
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Persamaan karakteristiknya adalah 

2 10.581821 2.397557 0     

Sehingga nilai eigennya: 

1

2

=-10.3501766162857774+0. I

=-0.231644592214223760+0. I




 

Karena 1,2 0 
 
maka titik kesetimbangan tak nol untuk model transmisi 

plasmodium malaria adalah stabil. Analisis titik kesetimbangan dan kestabilan ini 

juga dapat dilakukan dengan menggunakan program Maple sebagaimana 

terlampir pada Lampiran 8. 

Selajutnya akan diamati gejala kekacauan (chaos) yang terjadi di sekitar 

titik kesetimbangan model kontinu transmisi plasmodium malaria. Dengan 

memberikan gangguan     pada variabel  , maka titik kesetimbangan baru 

adalah          . Titik kesetimbangan pertama sebelum dan sesudah mendapat 

gangguan dapat ditunjukkan oleh Gambar 3.4. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

      (a) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(b) 
Gambar 3.4: Grafik Titik Tetap Model Kontinu pada Transmisi Plasmodium Malaria. (a) Titik 

Tetap Sebelum Mendapat Gangguan              . (b) Titik Tetap Sesudah 

Mendapat Gangguan                   . 
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Berdasarkan Gambar 3.4a dan 3.4b di atas, diketahui bahwa gangguan 

yang sangat kecil pada variabel   menyebabkan perubahan yang signifikan pada 

persamaan transmisi plasmodium malaria. Fakta ini menandakan bahwa sistem 

sensitif terhadap pemberian nilai awal, dan penerimaan input yang sederhana pada 

sistem menghasilkan keluaran yang kompleks. Gejala ini adalah bukti bahwa 

sistem memiliki gejala chaos di sekitar titik kesetimbangan pertama. 

Selanjutnya gangguan diberikan di sekitar titik kesetimbangan tak nol, 

keadaan grafik sebelum dan sesudah diberikan gangguan di sekitar titik 

kesetimbangan tak nol, ditampilkan pada Gambar 3.5. 

 

Sebelum Mendapat Gangguan Setelah Mendapat Gangguan 

 

 

 

 

 

 

 

(a) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(b) 
Gambar 3.5: Grafik Model Kontinu Transmisi Plasmodium Malaria Sebelum dan Sesudah 

diberikan Gangguan di Sekitar Titik Kesetimbangan. (a) Titik Kesetimbangan 

                       . (b) Titik Kesetimbangan                   
            . 

 

 

Dalam Gambar 3.5 Grafik menunjukkan bahwa gangguan sebesar   tidak 

mengakibatkan perubahan yang signifikan pada sistem. Sehingga di sekitar titik 

kesetimbangan tak nol, tidak dapat ditunjukkan adanya kekacauan (chaos) yang 
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terjadi. Dengan demikian, dapat ditunjukkan bahwa gejala chaos model kontinu 

transmisi plasmodium malaria terjadi di sekitar titik tetap pertama         

     . Oleh karena itu, pada perbandingan gejala chaos pada model diskret dan 

kontinu, akan dilakukan di sekitar titik kesetimbangan pertama. 

Selanjutnya akan ditunjukkan titik kesetimbangan model diskret dengan 

        sebelum dan sesudah diberikan ganguan        di sekitar titik 

              oleh Gambar 3.6. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(b) 
Gambar 3.6: (a) Titik Kesetimbangan Model Diskret pada Transmisi Plasmodium Malaria dengan 

        di              , (b). Titik Kesetimbangan Model Diskret Transmisi 

Plasmodium Malaria dengan         di                   . 

 

Keadaan serupa Gambar 3.6 di atas juga ditunjukkan oleh model diskret 

dengan         . Perubahan sebelum dan sesudah pemberian gangguan di 

sekitar titik kesetimbangan pada model diskret          diberikan pada 

Gambar 3.7 berikut. 
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(b) 
Gambar 3.7: (a) Titik Kesetimbangan Model Diskret pada Transmisi Plasmodium Malaria dengan 

         di              , (b). Titik Kesetimbangan Model Diskret pada 

Transmisi Plasmodium Malaria dengan          di                   . 

 

Dari Gambar 3.6 (a) dan (b) dan Gambar 3.7 (a) dan (b), dapat 

ditunjukkan bahwa dalam keadaan diskret juga terjadi perubahan yang signifikan 

sebelum dan sesudah diberikan ganguan di sekitar titik kesetimbangan. Hal ini 

menunjukkan bahwa sistem diskret juga memiliki sensitivitas terhadap pemberian 

nilai awal. Dengan sistem diskret juga memiliki chaos di sekitar titik 

kesetimbangan              . 

Selanjutnya gejala chaos pada kondisi diskret dibandingkan dengan 

chaos dalam kondisi kontinu. Untuk itu, dibandingkan Gambar 3.6 (b) dan 

Gambar 3.7 (b) yang mewakili gejala chaos pada kondisi diskret dan Gambar 3.4 

(b) untuk gejala chaos pada kondisi kontinu. Kedua gambar ini menunjukkan 

bahwa osilasi grafik yang mengandung chaos baik dalam kondisi dan kontinu 

maupun diskret, menunjukkan pola yang serupa, yakni berfluktuasi dalam lintasan 

yang sama secara aperiodik saat     hari. 
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Berdasarkan hasil pengamatan yang dilakukan, dapat ditunjukkan bahwa 

model kontinu transmisi plasmodium malaria dengan parameter        

             dan          memiliki gejala chaos di sekitar titik 

kesetimbangan              . Keadaan ini dapat dipresentasikan dengan baik 

oleh model diskret transmisi plasmodium malaria dengan        . 
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BAB IV 

PENUTUP 

 

4.1 Kesimpulan 

Berdasarkan penelitian yang telah dilaksanakan, maka dapat diberikan 

kesimpulan berikut:  

1. Konstruksi bentuk diskret model transmisi plasmodium malaria dengan 

menggunakan analogi persamaan beda dilakukan dengan tiga tahap, tahap 

pertama adalah konstruksi waktu   untuk kasus diskret, tahap kedua adalah 

diskretisasi masing-masing persamaan penyusun sistem persamaan transmisi 

plasmodium malaria dan tahap ketiga adalah validasi dengan simulasi 

perbandingan grafik. Bentuk diskret model transmisi plasmodium malaria 

yang dihasilkan adalah 

(1 ) ( 1)

(1 ) ( 1)

m m m

m m m

X X hY h X

Y Y hX h Y

 

 

   

   
 

dengan     dan    . 

2. Perbandingan perilaku setiap variabel pada model kontinu dan diskret diamati 

saat                           dengan parameter               

      dan          dan nilai awal (     )  (     ). Untuk   semakin 

kecil perbedaan antara kedua model akan semakin sedikit pula. Mulai 

        perilaku variabel pada model diskret hampir tidak menunjukkan 

perbedaan dengan model kontinu. Dari hasil simulasi diskret, efek chaos 

terjadi pada     hari. Saat        , model diskret yang dibentuk dapat 
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mengimplementasikan perilaku variabel kontinu dan gejala kekacauan 

(chaos) di sekitar titik kesetimbangannya. 

 

4.2 Saran 

Bagi penelitian selanjutnya, disarankan untuk melanjutkan studi 

diskretisasi model transmisi plasmodium malaria ini dengan menggunakan nilai 

parameter yang berbeda dan bervariasi, agar dapat dilihat keakuratan model 

diskret yang telah dibangun untuk nilai parameter yang lain. Penelitian 

selanjutnya juga dapat mengembangkan metode diskretisasi lainnya. 
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LAMPIRAN 

 

Lampiran 1 

Program MATLAB untuk Grafik Diskret pada Gambar 3.2 bagian (a.1), (b.1), 

(c.1), (d.1): 
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Lampiran 2 

Program MATLAB untuk Grafik Kontinu pada Gambar 3.2 bagian (a.2), (b.2), 

(c.2), (d.2): 
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Lampiran 3 

Program MATLAB untuk Grafik Titik Tetap Model Kontinu Sebelum dan 

Sesudah Mendapat Gangguan di Sekitar (     )  (   ) pada Gambar 3.3 

bagian (a) dan (b): 
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Lampiran 4 

Program MATLAB untuk Grafik Titik Tetap Model Kontinu pada Gambar 3.4  

(a) dan (b): 
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Lampiran 5 

Program MATLAB untuk Grafik Titik Tetap Model Diskret dengan         

pada Gambar 3.5 (a) dan (b): 
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Lampiran 6 

Program MATLAB untuk Grafik Titik Tetap Model Diskret dengan          

pada Gambar 3.6 (a) dan (b): 
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Lampiran 7 

Program MAPLE untuk Perhitungan Titik Kesetimbangan dan Analisis 

Kestabilan Sebelum Mendapat Gangguan di Sekitar (     )  (   ) dan 

(     )  (0.9929  0.8564 ): 
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Lampiran 8 

Program MAPLE untuk Perhitungan Titik Kesetimbangan dan Analisis 

Kestabilan Sesudah Mendapat Gangguan di Sekitar                    dan 

                              : 
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