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ABSTRAK

Fitriyah, Lailatul. 2014. Penyelesaian Numerik Solusi Gelombang Berjalan
pada Model Difusi Predator-Prey. Skripsi. Jurusan Matematika Fakultas
Sains dan Teknologi Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim
Malang.
Pembimbing: (1) Ari Kusumastuti, S.Si, M.Pd
(11) H. Wahyu Henky Irawan, M.Pd

Kata kunci: model difusi predator-prey, metode beda hingga skema eksplisit,
solusi gelombang berjalan

Model difusi predator-prey merupakan model persebaran antara prey
(mangsa) dan predator (pemangsa) dimana penyebaran tersebut bertujuan untuk
memperoleh keadaan yang stabil antar kedua populasi sehingga populasi predator
maupun prey dapat hidup berdampingan dalam suatu daerah tertentu. Maka
dengan mengetahui kondisi stabil tersebut dapat tercipta kestabilan ekosistem
sehingga tidak mengakibatkan kerusakan lingkungan.

Metode yang digunakan dalam penelitian ini ialah menggunakan metode
beda hingga skema eksplisit dimana digunakan beda hingga maju untuk waktu
dan beda hingga pusat untuk ruang sehingga diperoleh bentuk diskret dari model
difusi predator-prey, selanjutnya dilakukan analisis dinamik di sekitar titik tetap
dengan mengubah persamaan diferensial parsial orde dua menjadi persamaan
diferensial biasa orde satu. Dalam penyelesaian numerik dihasilkan kondisi stabil
untuk kedua populasi pada interval 1.7 < t < 7.5 sedangkan analisis dinamik di
sekitar titik tetap dihasilkan kondisi tidak stabil pada titik tetap pertama dan kedua
serta kondisi stabil asimtotis ditunjukkan pada titik tetap ketiga dengan trayektori
berbentuk spiral yang menuju titik tetap (sink).

Berdasarkan penyelesaian numerik dan dinamik, diperoleh bahwa pada
saat t = 1.7 banyaknya prey yang dinyatakan dengan u(t) dan v(t) sebanyak
4.39 dan banyaknya predator yang dinyatakan dengan w(t) dan z(t) sebanyak
41.8, sampai pada saat t = 7.5 banyaknya prey mencapai 1185.98 sedangkan
banyaknya predator mencapai 16996.97 dimana dalam jumlah tersebut
merupakan proporsi yang stabil bagi kedua populasi dalam mencapai
kesetimbangan ekosistem. Penelitian selanjutnya yang terkait dengan model difusi
predator-prey perlu dilakukan dengan metode analisis bifurkasi sehingga dapat
diketahui parameter-parameter yang sesuai untuk menunjukkan kestabilan pada
model tersebut.
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ABSTRACT

Fitriyah, Lailatul. 2014. Numerical Solution of Traveling Waves Solution to
Diffusive Predator-Prey Model. Thesis. Department of Mathematics
Faculty of Science and Technology The State Islamic University
Maulana Malik Ibrahim Malang.
Supervisor: (I) Ari Kusumastuti, S.Si, M.Pd
(1) H. Wahyu Henky Irawan, M.Pd

Keywords: diffusive predator-prey model, explisit scheme finite different
method, traveling waves solution

Diffusive Predator-Prey model is a model of spread between prey and
predator where the deployment is to obtained steady state of both population so
that the predator and prey can coexistence in a certain area. So by knowing the
steady state of this populations can be created a stability of ecosystem and it not to
cause damage environment.

The method used in this research is explicit scheme finite different method
which forward finite different for time and center finite different for space. The
result of this method is obtained discret form of diffusive predator-prey model.
Further analysis of dinamic around fixed point is done by transform second order
differential equations to first order differential equations. The numerical solution
generated stable condition for both population predator and prey at 1.7 <t < 7.5
while the analysis of dinamic around fixed point obtained unstable condition at
the first and second fixed point and asymtotically stable is shown in the third
fixed point with spiral shape of trajectory toward fixed point (sink).

Based on the numerical solution and dinamical solution, that is obtained
the number of prey at t = 1.7 are 4.39 that is expressed by u(t) and v(t) and the
number of predator are 41.8 that is expressed by w(t) and z(t) until at t = 7.5 the
number of prey are attained 1185.98 while the number of predator are attained
16996.97, it amounts is a proportion of steady state of both population to reach
stability of ecosystem. Future studies related to diffusive predator-prey model
needs to be done with a bifurcation analysis method that can be known suitable
parameters to demonstrate the stabiliy of the model.
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PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Persamaan Diferensial Parsial (PDP) adalah kajian ilmu matematika yang
berkaitan langsung dengan kehidupan manusia karena persamaan diferensial dapat
digunakan untuk menterjemahkan fenomena alam menjadi suatu persamaan yang
sistematis dan logis. Dari sifat logis dan sistematis ini menjadikan persamaan
diferensial parsial dapat digunakan untuk memodelkan masalah yang akan diamati
(Purwanto, 2003).

Salah satu model yang sering diamati adalah model mangsa-pemangsa
(predator-prey) yang mana model ini merupakan hubungan antara mangsa (prey)
dan pemangsa (predator). Hubungan ini sangat erat kaitannya karena tanpa prey,
predator tidak dapat bertahan hidup karena tidak ada sumber makanan yang akan
dikonversi menjadi individu-individu baru yang akan memperkecil kemungkinan
terjadinya kepunahan. Sebaliknya predator berfungsi sebagai pengontrol populasi
mangsa, karena jika tanpa adanya kontrol dari predator, populasi mangsa akan
semakin bertambah.

Pada penelitian ini akan dibahas solusi gelombang berjalan pada model
difusi predator-prey. Peristiwa difusi predator-prey ini dapat diilustrasikan dalam
sebuah contoh yaitu jika terdapat suatu populasi tanaman (prey) yang tersebar di
sepanjang garis pantai, kemudian dengan menambahkan beberapa jenis kura-kura

di sebelah ujung garis pantai akan menyebabkan terjadinya peralihan gelombang



2
dalam keadaan stabil. Artinya pada mulanya terdapat spesies kura-kura dalam
jumlah sedikit di ujung garis pantai, tetapi setelah mereka tumbuh dengan jumlah
yang sangat besar setelah memakan tanaman (prey) maka pada akhirnya mereka
akan tersebar. Jika proses ini dilihat pada grafik ruang populasi yang berubah dari
waktu ke waktu akan terlihat suatu gelombang populasi kura-kura yang sedang
berpindah/menyebar ke seberang pantai (Kim, 2004). Dengan demikian hal
tersebut dapat dikategorikan sebagai suatu proses difusi predator-prey, yang mana
jika sejumlah besar populasi berdesakan dalam daerah tertentu, maka mereka akan
cenderung menyebar untuk memaksimalkan produktivitasnya.

Penyebaran populasi dalam memaksimalkan produktifitasnya ini dapat
dikaitkan dengan proses seseorang dalam menuntut ilmu. Sebagaimana firman

Allah dalam Al-Qur’an surat Al-Alag ayat 1-5 berikut:

A Al @ pRNT G TF @ 66 e (oY1 35 @36 ol 8 ozl T

-
=
z

Artinya: “Bacalah dengan (menyebut) nama Tuhanmu yang menciptakan, Dia
telah menciptakan manusia dari segumpal darah. Bacalah, dan
Tuhanmulah yang Maha pemurah, yang mengajar (manusia) dengan
perantaran kalam. Dia mengajar kepada manusia apa yang tidak
diketahuinya”.

Ayat ini menjelaskan tentang perintah menuntut ilmu dan kewajiban untuk
mengamalkannya. Jika dianalogikan dengan peristiwa difusi predator-prey di
atas, maka seseorang yang berilmu wajib baginya untuk menyebarkan atau
mengamalkannya. Menurut penulis, proses mengamalkan ilmu ini dapat

dikategorikan sebagai proses difusi dimana seseorang yang berilmu mengajarkan

kepada seseorang yang belum mengetahuinya. Artinya kapasitas ilmu orang yang
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mengajarkan lebih tinggi dari pada orang yang diajarkan. Selanjutnya jika dalam
kasus difusi predator prey menghasilkan solusi gelombang berjalan, maka dalam
mengajarkan ilmu menghasilkan pengetahuan dan pahala yang tidak akan
terputus walaupun sampai mati sehingga mengalirnya pahala disini diibaratkan
sebagai gelombang yang berjalan dari waktu ke waktu.

Pada penelitian ini, model difusi akan diaplikasikan dalam model
predator-prey sehingga menghasilkan modifikasi model difusi predator-prey
yang mana model tersebut menginterpretasikan bahwa jumlah populasi prey
terhadap waktu dipengaruhi oleh persebaran populasi prey dengan laju sebesar D;
dan dipengaruhi oleh faktor internal dan eksternal, sedangkan jumlah populasi
predator terhadap waktu dipengaruhi oleh persebaran populasi predator dengan
laju persebarannya sebesar D, dan akan berkurang jika tanpa adanya populasi
prey akan tetapi populasi predator akan tumbuh dengan laju sebesar f jika adanya
populasi prey.

Pada penelitian sebelumnya, Huang, dkk. (2003) telah menunjukkan
hubungan antara dua titik kesetimbangan di R* yang menunjukkan adanya solusi
gelombang berjalan pada sistem difusi-reaksi dengan mengkonstruksi himpunan
Wazewski menggunakan prinsip-prinsip Invarian Lasalle. Selanjutnya dengan
teorema Bifurkasi telah dibuktikan bahwa terdapat solusi periodik dengan
amplitudo kecil di R* yang sesuai untuk menunjukkan solusi gelombang berjalan
beramplitudo kecil. Penelitian tersebut menggunakan model difusi predator-prey

Holling Tipe Il yang dinilai cukup rumit.
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Kim (2004) telah menunjukkan adanya solusi gelombang berjalan pada
model difusi predator-prey dengan menggunakan program Matlab dan dapat
ditunjukkan hasil dari solusi gelombang berjalan secara nyata dalam program
Matlab. Penelitian tersebut menyatakan bahwa parameter-parameter yang
diberikan dapat mempengaruhi model yang dihasilkan. Penelitian tersebut
menggunakan model difusi predator-prey Holling tipe | yang lebih sederhana
dibandingkan dengan Holling tipe 1l dan menyarankan bagaimana kondisi jika
populasi suatu prey melarikan diri dari predator dan predator akan mengejar prey
tersebut.

Penelitian selanjutnya dilakukan oleh Xu dan Weng (2012) yang
menunjukkan adanya solusi gelombang berjalan yang menghubungkan antara titik
kesetimbangan trivial (0,0) dengan titik kesetimbangan positif (uy, wy) yang
menyatakan bahwa terdapat daerah peralihan dari keadaan tanpa spesies ke
keadaan dengan adanya kedua spesies tersebut (co-existence). Teknik yang
digunakan dalam penelitian ini adalah menggunakan teorema titik tetap Schauder,
dengan model yang digunakan adalah model Holling tipe I11.

Penelitian tentang model difusi predator-prey penting dilakukan karena
untuk memaksimalkan produktifitas antara kedua populasi ini dibutuhkan suatu
keadaan stabil antara jumlah predator-prey dalam suatu ekosistem sehingga
penelitian ini diharapkan dapat bermanfaat untuk mencegah kepunahan antara
populasi predator dan prey. Suatu keadaan stabil dapat diperoleh dengan
memberikan suatu parameter-parameter yang sesuai sebagai suatu tolok ukur

untuk mencapai suatu kesetimbangan.
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Pada penelitian ini penulis akan melakukan penyelesaian secara numerik

pada model difusi predator-prey untuk mengetahui solusi gelombang berjalan,
dengan menggunakan model persamaan Holling Tipe | yang dinilai lebih mudah
dari model Holling tipe Il dan I1l. Dengan demikian, dalam penelitian ini penulis
mengambil judul “Penyelesaian Numerik Solusi Gelombang Berjalan pada Model

Difusi Predator-Prey .

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan uraian latar belakang di atas maka rumusan masalah dalam
penelitian ini adalah bagaimana penyelesaian numerik solusi gelombang berjalan

pada model difusi predator-prey.

1.3 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah di atas maka tujuan dari penelitian ini
adalah untuk mengetahui penyelesaian numerik solusi gelombang berjalan pada

model difusi predator-prey.

1.4 Batasan Masalah

Agar pembahasan dalam penelitian ini tidak meluas, maka batasan
penelitian ini adalah:
1. Model yang digunakan adalah model Holling tipe | sesuai model yang

digunakan oleh Kim (2004) yaitu

( Ou 0%u u
E=D1W+au(1—i)—buw
ow 9%w
ot~ Degyr —ewt fuw
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2. Penelitian yang dilakukan hanya untuk persaingan dua kompetisi yaitu satu
predator dan satu prey dengan kondisi awal u(x,t) = 0,9 dan w(x,t) = 1.
Kondisi batas u(xy, =L =0,t) =09, u(x, =R=1,t) =09, w(x, =R =

0,t) = 1dan w(x, =R = 1,t) = 1 (Barras, dkk., 2006).

1.5 Manfaat Penelitian

Penulisan skripsi ini diharapkan dapat memberikan manfaat dalam
penelitian tentang keadaan suatu populasi predator dan prey dalam suatu
komunitas tertentu sehingga tidak terjadi kepunahan bagi kedua populasi yaitu

bagi predator atau pun prey.

1.6 Metode Penelitian
Langkah-langkah dalam mencari solusi gelombang berjalan adalah sebagai
berikut:
1. Penyelesaian numerik
Penyelesaian pada model yang dihadapi dengan menggunakan diskretisasi
metode beda hingga skema eksplisit.
2. Analisis dinamik model difusi predator-prey dengan langkah-langkah sebagai
berikut:
a) Mengubah sistem PDP orde dua dalam bentuk sistem PDB orde dua
dengan aturan rantai
b) Mengubah sistem PDB orde dua menjadi sistem PDB orde satu

c) Mencari titik tetap
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7
Melinierisasi sistem persamaan nonlinier pada model difusi predator-
prey
Menganalisis kestabilan di sekitar titik tetap
Membuat trayektori dari sistem pada bidang fase
Interpretasi hasil

Kesimpulan

1.7 Sistematika Penulisan

Bab |

Bab 11

Bab 111

Skripsi ini menggunakan sistematika penulisan sebagai berikut:

Pendahuluan

Pada bab ini akan diuraikan tentang latar belakang, rumusan masalah,
tujuan penelitian, batasan masalah, manfaat penelitian, metode penelitian,
dan sistematika penulisan.

Kajian Pustaka

Bab ini menjelaskan tentang persamaan diferensial pada model difusi
predator-prey, metode beda hingga skema eksplisit untuk model difusi
predator-prey, analisis model difusi predator-prey, sistem autonomous,
linierisasi sistem autonomous, nilai eigen dan vektor eigen, analisis
kestabilan sistem autonomous pada bidang fase, menuntut ilmu dan
kewajiban mengamalkannya.

Pembahasan

Bab ini berisi tentang metode beda hingga skema eksplisit model difusi

predator-prey, analisis dinamik di sekitar titik tetap model difusi
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predator-prey, interpretasi hasil, menuntut ilmu sebagai perintah untuk
berfikir (tafakkarun).

Bab VI Penutup
Pada bab ini dibahas tentang kesimpulan dari pembahasan hasil penulisan
yang telah dibahas dan dilengkapi dengan saran-saran yang berkaitan

dengan penulisan ini.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Persamaan Diferensial pada Model Difusi Predator-Prey

Persamaan diferensial ialah suatu persamaan yang memuat satu atau
beberapa turunan dari suatu fungsi yang tidak diketahui (Purcell dan Varberg,
1987). Jika terdapat variabel bebas yang tunggal maka turunannya merupakan
turunan biasa dan persamaannya disebut persamaan diferensial biasa (Ordinary
Differential Equation). Sedangkan jika terdapat dua atau lebih variabel bebas
maka turunannya adalah turunan parsial dan persamaannya disebut persamaan
diferensial parsial (Partial Differential Equation) (Ayres, 1992).

Persamaan Diferensial Parsial (PDP) untuk fungsi u(x,y) adalah relasi

antara u dan turunan parsialnya yaitu w,, iy, Uy, Uyy, Uyy, ... atau dapat ditulis

yyor:
sebagai
F(x,y,u, U U W U ) ) =0 (2.1.1)
dengan F adalah fungsi, x, y adalah variabel bebas, dan u adalah variabel terikat
(Debnath, 2012). Dengan kata lain, persamaan diferensial parsial adalah
persamaan yang memuat fungsi dari dua atau lebih variabel bebas dan turunan
parsial dari fungsi tersebut (Evans, 1997).
Orde suatu persamaan diferensial merupakan pangkat turunan tertinggi

yang muncul dalam persamaan diferensial (Stewart, 2003). Sedangkan tingkat

derivatif parsial tertinggi merupakan tingkat dari persamaan diferensial parsial
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tersebut dan pangkat tertinggi dari orde tertinggi merupakan derajat dari
persamaan diferensial tersebut (Soeharjo,1996).

Persamaan diferensial parsial dengan dua variabel bebas dikatakan berorde
satu jika turunan tertinggi dari variabel terikatnya adalah satu. Demikian halnya
dikatakan berorde dua, tiga, empat atau m jika turunan tertinggi dari variabel
terikatnya adalah dua, tiga, empat atau m (Zauderer, 2006).

Persamaan diferensial parsial dikelompokkan menjadi tiga bagian yaitu
persamaan diferensial parsial linier, kuasilinier dan nonlinier. Misalnya jika
didefinisikan Persamaan diferensial parsial sebagai berikut:

AQx, YUy (%, ) + 2B(x, YUy (x,y) + C(x, ¥)uyy, (x,¥) + D(x, y)u, (x,y) +
E(x, y)uy, (x, ) + F(x, y)u(x,y) = G(x,y) (2.1.2)

Menurut Sasongko (2010) maka dapat dinyatakan kondisi-kondisi sebagai
berikut :

1. Apabila koefisien A,B,C,D,E,F,G pada persamaan (2.1.2) adalah
konstanta atau fungsi yang terdiri dari variabel bebas saja, maka persamaan
tersebut disebut linier.

2. Apabila koefisien A,B,C,D,E,F,G pada persamaan (2.1.2) adalah fungsi
dari variabel tak bebas (f(u)) dan atau merupakan turunan dengan orde
yang lebih rendah daripada persamaan diferensialnya (du/dx,du/dt),
maka persamaan tersebut disebut kuasilinier.

3. Apabila koefisien A,B,C, D, F,G merupakan fungsi dengan orde turunan
yang sama dengan orde persamaan diferensialnya (9%u/dx?,0%u/

dt?,d%u/dxat), maka persamaan tersebut disebut persamaan nonlinier.
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Sedangkan bentuk persamaan diferensial parsial orde dua dengan dua

variabel bebas, diklasifikasikan dalam tiga bentuk yaitu eliptik, parabolik, dan
hiperbolik. Bentuk umum pada persamaan diferensial parsial orde kedua adalah

62u+2b62u+ 62u+d0u+ 6u+ +g=0 (2.1.3)
2 ox? Feaei C e T Yax !t Cop T 9= o

dengan a,b,c,d, e, f dan g merupakan fungsi dari variabel x, t, dan u. Tiga
bentuk tersebut didapatkan berdasarkan kriteria sebagai berikut:

(i). Bentuk eliptik jika b? — 4ac < 0.

(ii). Bentuk parabolik jika b?> — 4ac = 0.

(iii). Bentuk hiperbolik jika b? — 4ac > 0.

Selanjutnya meninjau persamaan pada model difusi predator-prey sebagai

berikut:
ou 5 0%u ., (1 u) .
ot gz T T )T (2.1.4)
ow > 9%w P (2.1.5)
5t =Dz ew + fuw

Pada persamaan (2.1.4), %(x’ t) merupakan turunan parsial fungsi
u(x, t) pada t yang menyatakan perubahan populasi prey bergantung pada waktu,
d%u . .
sedangkan ﬁ(x, t) merupakan turunan parsial kedua fungsi u(x,t) terhadap x
yang berarti bahwa persebaran prey pada suatu ruang populasi. Begitu juga pada
ow

persamaan (2.1.5), g(x, t) merupakan turunan parsial fungsi w(x,t) pada t

yang menyatakan perubahan populasi predator bergantung pada waktu, dan
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2
ZTVZV(x, t) merupakan turunan parsial kedua fungsi w(x,t) terhadap x berarti

bahwa persebaran predator pada suatu ruang populasi.

Persamaan (2.1.4) merupakan persamaan diferensial parsial dengan dua
variabel bebas yaitu t dan x dengan variabel tak bebasnya adalah u dan w, yang
mana nilai u (prey) dan w (predator) akan berubah mengikuti perubahan variabel
bebasnya yaitu pada waktu t dan pada ruang x . Persamaan (2.1.5) juga
merupakan persamaan dengan dua variabel bebas yaitu t dan x dan variabel tak
bebasnya adalah w dan u dimana nilai u (prey) dan w (predator) bergantung pada
variabel bebasnya yaitu ruang x dan waktu t.

Turunan parsial berorde tertinggi yang termuat dalam persamaan (2.1.4)
dan (2.1.5) adalah ZZTZ(x, t) dan %(x, t) yang berorde dua, sehingga kedua
persamaan tersebut merupakan persamaan diferensial parsial orde dua.
Selanjutnya persamaan (2.1.4) dan (2.1.5) merupakan persamaan diferensial
nonlinier karena terdapat unsur buw pada persamaan (2.1.4) yang menyebabkan
persamaan tersebut nonlinier, dan adanya unsur fuw pada persamaan (2.1.5)
yang juga menyebabkan persamaan tersebut nonlinier. Persamaan (2.1.4) dan
(2.1.5) dapat dikatakan linier jika mengabaikan salah satu unsur yang terkandung
yaitu mengabaikan unsur w (predator) pada persamaan (2.1.4) yang berarti
bahwa kematian populasi prey tidak disebabkan oleh serangan predator atau
dengan kata lain prey mati secara alami. Sedangkan dengan mengabaikan unsur
u (prey) pada persamaan (2.1.5) berarti bahwa pertambahan populasi predator

bukan karena prey.
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Berdasarkan tipenya maka diperoleh koefisien persamaan (2.1.4) adalah
a=D;>0,b=0, c=0dan koefisien persamaan (2.1.5) a =D, >0, b =0,
c = 0 sehingga dapat diklasifikasikan sebagai persamaan diferensial parsial
parabolik karena diskriminannya memenubhi

b? —4ac =0

Persamaan (2.1.4) dan (2.1.5) dapat berubah menjadi persamaan eliptik
jika koefisien ¢ > 0, yang mengakibatkan diskriminan persamaannya kurang dari
nol. Sedangkan persamaan (2.1.4) dan (2.1.5) dapat dikatakan sebagai persamaan
hiperbolik jika koefisien ¢ < 0, dan mengakibatkan diskriminan persamaannya
lebih dari nol.

Persamaan (2.1.4) dan (2.1.5) disebut sebagai sistem persamaan
diferensial yang merupakan sebuah sistem yang di dalamnya memuat n buah
persamaan diferensial, dengan n buah fungsi yang tidak diketahui, dimana n
merupakan bilangan bulat positif lebih besar sama dengan 2 (Finizio dan Ladas,
1988). Sehingga kedua persamaan di atas dapat ditulis kembali sebagai suatu

sistem persamaan diferensial berikut:

(6u_D 0°u . u .

37 = Diggr +au(1—x) —buw 216)
ow 2 -
ot =~ Degyz —ewt fuw

Suatu sistem persamaan diferensial dikatakan linier apabila sistem tersebut
terdiri dari lebih dari satu persamaan linier yang saling terkait. Sedangkan

koefisiennya bisa berupa konstanta ataupun fungsi. Sedangkan sistem persamaan



14
diferensial dikatakan nonlinier apabila sistem tersebut terdiri dari lebih dari satu
persamaan nonlinier yang saling terkait (Boyce dan DiPrima, 1999).

Sistem (2.1.6) merupakan sistem persamaan diferensial parsial nonlinier
karena sistem tersebut terdiri dari dua buah persamaan diferensial nonlinier dan
merupakan sistem tidak bergantung waktu secara eksplisit (autonomous). Sistem
(2.1.6) merupakan sistem dengan model respon fungsi Holling tipe 1 atau model
difusi Lotka-Volterra yang mana difusi merupakan proses pengangkutan zat atau
materi dari daerah yang berkonsentrasi tinggi ke daerah dengan konsentrasi
rendah. Suatu gradien konsentrasi merupakan turunan konsentrasi terhadap ruang
(Davis, 1992). Sedangkan Persamaan difusi adalah persamaan diferensial parsial
yang menggambarkan kepadatan dinamik suatu zat yang mengalami proses difusi
(Crank, 1956).

Pada sistem (2.1.6), u(x,t) dan w(x,t) merupakan fungsi kepadatan
populasi prey dan fungsi kepadatan populasi predator. D; > 0 dan D, > 0 adalah
tingkat penyebaran atau laju penyebaran populasi prey dan predator. Faktor
pertumbuhan populasi prey dilambangkan dengan a sedangkan faktor
pertumbuhan predator karena prey dilambangkan dengan f. Laju kematian prey
karena predator dilambangkan dengan b > 0 dan laju kematian predator tanpa
prey adalah e > 0.

Model pada persamaan (2.1.6) memuat fungsi logistik yang merupakan
model pertumbuhan logistik atau model Verhulst atau kurva pertumbuhan logistik

pada spesies tunggal dengan %s 1. Model logistik termasuk model yang

memiliki waktu kontinu. Model logistik yang dimaksud dapat diformulasikan
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%=Tx(1—%) (2.1.7)

Konstanta r diasumsikan positif. Konstanta r adalah laju pertumbuhan
intrinsik karena perbandingan laju pertumbuhan untuk x diperkirakan sama
dengan r . Konstanta positif K biasanya mengarah kepada daya kapasitas
kesehatan lingkungan yaitu kemampuan menahan populasi agar tetap maksimum.
Model logistik mempunyai dua titik ekuilibrium, yaitu x = 0dan x = K. Titik
ekulibrium pertama tidak stabil sementara titik ekuilibrium kedua adalah stabil
global (Cain dan Reynolds, 2010).

Penelitian terdahulu tentang model difusi predator-prey telah dilakukan

oleh Huang, dkk. (2003) dengan menggunakan persamaan Holling tipe Il yaitu

au_DaZu+A (1 u) L uw
{ 7l gx2 &

ot K 1+ Eu
2.1.8
ow 0w o)A uw ( )
k at % ox? I 1+ Eu

yang mana dalam model tersebut terdapat efek satiasi yang merupakan konsumsi
prey oleh sejumlah predator sehingga populasi prey tidak dapat terus tumbuh
secara linier tetapi harus memenuhi 1/E, dengan E adalah efek satiasi kedua
populasi tersebut. Teknik yang digunakan dalam mencari solusi gelombang
berjalan ini bermula dengan konstruksi himpunan Wazewski menggunakan
argumen pendukung dan prinsip Invarian Laselle sehingga dapat ditunjukkkan
adanya orbit heteroklinik yang menghubungkan dua titik kesetimbangan di R*
yang sesuai untuk solusi gelombang berjalan pada sistem difusi-reaksi.
Selanjutnya dengan teorema Bifurkasi Hopf telah dibuktikan bahwa terdapat

solusi periodik beramplitudo kecil di R* yang sesuai untuk solusi gelombang
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berjalan beramplitudo kecil pada sistem difusi-reaksi. Selanjutnya pada sebuah
teorema, suatu kondisi cukup telah diberikan untuk memastikan adanya solusi
gelombang berjalan yang menghubungkan dua kondisi seragam (b,0) dan
w®,w?.

Beralih pada parameter awal yang diberikan pada sistem Holling tipe Il
bahwa solusi gelombang berjalan menghubungkan kondisi seragam dari daya
tampung prey (K,0) dan kondisi seragam dari kedua populasi predator-prey
(u, w), dari sini terdapat zona peralihan dari kondisi (K, 0) dengan efek satiasi
pada prey dengan tanpa atau sedikit predator pada kondisi (u,w) dengan
penurunan tingkat prey dan penurunan tingkat predator. Secara biologi, jika kita
anggap habitat satu dimensi seperti pantai atau sungai dan jika habitat linier
berupa keseragaman awal yang terpenuhi dengan prey dan daya tampungnya,
maka dengan memberikan beberapa predator di salah satu ujung habitatnya dapat
mengakibatkan invasi (serbuan) gelombang dari predator.

Selanjutnya Xu dan Weng (2012) menggunakan model Holling tipe I

yang mirip dengan Holling tipe Il yaitu

(au_D 82u+A (1 u) 5 ulw
ot~ lox? L K 1+ Eu? 219
aw_D 0w Cw + D uw (2.1.9)
ot 2 9x2 W 1+ Eu?

yang mana pada tingkat kepadatan mangsa rendah, hubungan grafis dari jumlah
mangsa yang dikonsumsi dengan kepadatan populasi prey lebih dari kenaikan
fungsi linier dari pengkonsumsian prey oleh predator. Dengan mengkonstruksi
solusi pasangan atas dan pasangan bawah serta teorema titik tetap Schauder telah

ditunjukkan adanya solusi gelombang berjalan yang menghubungkan titik



17

kesetimbangan trivial (0,0) dan kesetimbangan positif (ug, wgy) . Hal ini
menunjukkan bahwa terdapat zona peralihan dari kondisi seragam tanpa spesies
ke kondisi seragam dengan co-existence dari kedua spesies.

Menurut Volpert, dkk. (1994), solusi gelombang berjalan meupakan solusi
yang memiliki tipe spesial yang biasanya dapat digolongkan sebagai solusi
invarian dengan memperhatikan translasi ruang. Terdapat tiga cara untuk
membuktikan adanya solusi gelombang berjalan yaitu:

1. Metode Topologi, yaitu dengan metode Leray-Schauder.

2. Penurunan sistem persamaan dari sistem persamaan berode dua ke

sistem persamaan berorde satu dengan metode analisis trayektori
sistem.

3. Metode teori Bifurkasi.

2.2 Metode Beda Hingga Skema Eksplisit untuk Model Difusi Predator-Prey
Metode beda hingga mendefinisikan suatu wilayah variabel bebas dalam
persamaan diferensial parsial dengan suatu grid terbatas untuk mendekati variabel
terikat (Causon dan Mingham, 2010). Sebagai contoh penyelesaian persamaan
ellips pada daerah S yang dibatasi oleh kurve C seperti tampak pada Gambar 2.2.1
daerah tinjauan S dibagi menjadi sejumlah pias (titik hitungan P) dengan jarak
antara pias adalah Ax dan Ay. Kondisi dimana variabel terikat u harus memenuhi
di sekeliling kurva C disebut dengan kondisi batas. Penyelesaian persamaan
diferensial merupakan perkiraan nilai u pada titik-titik hitungan Py, Py, ..., P;

(Triatmodjo, 2002).
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Gambar 2.2.1. Gambaran Penyelesaian Persamaan Diferensial Parsial dengan Metode Beda
Hingga

Meninjau persamaan pada model difusi predator-prey, pada persamaan
(2.1.4) dan (2.1.5) memuat variabel bebas x dan t, skema beda hingga dibentuk
dengan membuat jaringan titik hitungan pada bidang x — t seperti pada gambar
(2.2.2) yang dibagi dalam sejumlah pias dengan interval ruang (Ax) dan waktu

(At).

n+1
]
n
"
n—1

(S T—
Ax  Ax
Gambar 2.2.2. Jaringan Titik Hitungan (Grid) pada Bidang x — ¢t
Turunan parsial dalam persamaan diferensial parsial pada setiap titik grid

didekati dari nilai-nilai tetangga dengan menggunakan deret Taylor. Dibentuk

skema beda hingga untuk turunan parsial fungsi v yang terdiri dari dua variabel
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bebas x dan t. Menurut Causon dan Mingham (2010), deret Taylor dideskripsikan

sebagai berikut:

2

Ax
v(xy + Ax, t) = v(xy, t) + Axv, (xo,t) + 717” (xp, t) + -+

Axn—l

+ mv(n_l)(xo, t) + O(Ax")

(2.2.1)
dengan O(Ax™) merupakan galat. Memotong persamaan (2.2.1) sampai turunan
pertama diperoleh

v(x; + Ax, t,) = v(x;, t,) + Axv, (x;, t,) + 0(Ax?) (2.2.2)

Sehingga skema beda hingga dalam turunan parsial sebagai berikut

v(x; + Ax, t,) —v(x;, t,)  0(Ax?) (2.2.3)
Ux (xi'tn) = Ax - Ax

v(x; + Ax, t,) —v(x;, t,
v, (e, 6 = ( ) vl tn) 0(Ax)

Ax

karena Ax konstan sehingga x;,; = x; + Ax, persamaan (2.2.3) menjadi

V(X1 tn) =X ta) 0(A%) (2.2.4)
Ax

Uy (xi' tn) =
Apabila notasi u(x;, t,) dituliskan sebagai u;' , maka berikut merupakan skema

beda hingga untuk turunan parsial fungsi u pada x.

12 il (2.2.5)
Ax

vy (Xiy L) =
Persamaan (2.2.4) disebut beda maju untuk x. Skema beda hingga untuk turunan
parsial fungsi v pada t dilakukan cara yang sama dengan mengganti persamaan

(2.2.1) dengan v(x,ty, + At), Sehingga didapatkan persamaan berikut yang

merupakan skema beda maju untuk t.
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n+l _

vl 2.2.6
vt(xi'tn) = . l ( )

At

Selanjutnya akan dibentuk skema beda hingga untuk turunan kedua fungsi u
terhadap x dengan menggunakan deret Taylor orde 4 berikut

Ax? (2.2.7)
v(xy + Ax, t) = v(xg, t) + Axv, (xo, t) + TVXX (x0,t)
Ax3
+ —v,, (0, t) + 0(AxH)

3!
Ax? (2.2.8)
v(xg — Ax, t) = v(xg,t) — Axv, (X0, 1) + TUxx (%0, 1)
Ax3
1 ?vxx (XOr t) 3 O(AX4)

Menjumlahkan persamaan (2.2.7) dan (2.2.8) maka diperoleh

v(xg + Ax, t) + v(xy — Ax, t) = 2v(xg, t) + Ax%v,, (X0, 1) + 0(Ax*)  (2.2.9)

vl vy = 20! + AxPu, (xg, t,) + 0(Axh) (2.2.10)
vy — 20 + vl (2.2.11)
Uxx (xi' tn) =— Axlz = O(sz)
vy, — 20 + v, (2.2.12)
Uxx (xil tn) == sz

Persamaan (2.2.12) merupakan beda pusat untuk x. Skema beda hingga untuk
turunan parsial kedua fungsi u pada t, dilakukan cara yang sama dengan
mengganti persamaan (2.1.7) dan (2.2.8) dengan v(x,t, + At) dan v(x,ty, —
At) . Sehingga didapatkan persamaan berikut yang merupakan skema beda
simetrik untuk t.

ot = 2vf + P! (2.2.13)
Uit (xi; tn) ~ At2
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Penyelesaian persamaan tipe parabolik dengan menggunakan metode beda
hingga dapat dibedakan menjadi dua metode (skema) dasar, yaitu skema eksplisit
dan skema implisit. Pada skema eksplisit, nilai pada suatu titik dihitung secara
langsung dari nilai di beberapa titik disekitarnya pada waktu sebelumnya, yang
sudah diketahui nilainya. Dengan metode ini, penurunan persamaan diferensial
parsial ke dalam bentuk beda hingga adalah mudah. Namun kendala utamanya
adalah kemungkinan terjadinya ketidakstabilan hitungan, apabila digunakan
langkah waktu yang besar (Triadmodjo, 2002).

Berikut merupakan langkah iterasi pada skema eksplisit :

'
t
O: Belum
diketahui
n+1 s
At ® : Sudah
diketahui
n
e T VL
n—1
i-1 i i+1 X
\_Y_JH_}
Ax Ax

Gambar 2.2.3. Skema Eksplisit

Adapun algoritma penyelesaian persamaan pada model difusi predator-prey
dengan metode beda hingga skema eksplisit adalah sebagai berikut :
1. Ditentukan skema beda hingga eksplisit untuk persamaan pada model
difusi predator-prey
2. Ditentukan parameter-parameter, At, Ax, serta batas daerah yang akan
diselesaikan.

3. Ditentukan bilangan Courant.
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4. Subtitusi parameter-parameter, At, Ax, serta bilangan Courant pada skema
beda hingga eksplisit persamaan pada model difusi predator-prey.
5. Dilakukan iterasi untuk kondisi batas.
6. Dilakukan iterasi untuk kondisi awal
7. Dilakukan iterasi menggunakan skema beda hingga eksplisit untuk

memperoleh nilai u;* dan w;*pada setiap nilai x dari waktu ke waktu.

2.3 Analisis Model Difusi Predator-Prey

Model difusi predator-prey merupakan modifikasi model Lotka Volterra
yang memuat suatu persamaan difusi. Proses pembentukan model ini berawal dari
model Lotka-Voltera yang tersusun dari pasangan persamaan diferensial yang
mendeskripsikan predator-prey dalam kasus yang paling sederhana. Model ini
memuat beberapa asumsi: (i) populasi prey akan tumbuh secara eksponen ketika
tidak adanya predator. (ii) populasi predator akan mati kelaparan ketika tidak
adanya populasi prey. (iii) predator dapat mengkonsumsi prey dengan jumlah
yang tak berhingga. (iv) tidak adanya lingkungan yang lengkap (kedua populasi
berpindah secara acak melalui sebuah lingkungan yang homogen) (Claudia, 1992).

Jika diasumsikan u sebagai populasi prey dan w sebagai populasi predator,

maka model predator-prey adalah

d

M - buw (23.1)
dt

dw

Frin —ew + fuw (2.3.2)

dimana a, b, e, f adalah konstanta positif.



23

Model di atas terbentuk berawal dari apa yang terjadi pada populasi

predator, yang mana Kketika tidak adanya prey sebagai sumber makanan

diharapkan laju populasi predator berkurang secara eksponensial, yang
dideskripsikan dengan

d
aw _ Cow (2.3.3)
dt

Akan tetapi dengan adanya populasi prey pengurangan populasi predator
ini dilawan oleh laju kelahiran predator yang ditentukan oleh laju konsumsi fuw,
yang merupakan laju penyerangan populasi predator terhadap populasi prey
sehingga persamaan populasi predator menjadi

W | (2.3.4)
. S ew + fuw

Fungsi fuw menunjukkan bahwa peningkatan populasi predator
sebanding dengan jumlah populasi prey yang melimpah.

Selanjutnya beralih pada populasi prey yang mana tanpa serangan
predator, populasi prey dapat tumbuh secara eksponensial yang dinyatakan
dalam

du
au_ (2.3.5)
dt

Akan tetapi ketika berhadapan dengan predator, pertumbuhan populasi
prey akan dicegah dari pertumbuhan secara terus menerus, dengan demikian
persamaannya menjadi

du
YU — buw (2.3.6)
dt
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dalam hal ini buw merupakan penurunan populasi prey karena adanya serangan
dari populasi predator.

Pada model Lotka-Volterra di atas terdapat kelemahan yaitu fakta bahwa
ketika tidak adanya predator, populasi prey akan tumbuh tanpa batas, untuk
mengatasi hal ini digunakan model logistik yang merupakan sebuah model

pertumbuhan populasi. Model tersebut dideskripsikan sebagai

du (1 o E) (2.3.7)

dimana a merupakan laju pertumbuhan populasi dan K adalah daya kapasitas atau
kemampuan menahan populasi agar tetap maksimum. Sehingga dengan

mensubstitusikan model logistik ke dalam model Lotka Volterra diperoleh sistem

du (1 U) b

—=au(l——=)—buw

gt k (2.3.8)
E = —ew + qu

Sistem (2.3.8) belum menerangkan bahwa suatu populasi dalam jumlah
besar yang berdesakan akan cenderung menyebar untuk memaksimalkan
produktifitasnya. Oleh karena itu faktor penyebaran populasi akan mempengaruhi
kestabilan suatu ekosistem. Faktor penyebaran di sini dideskripsikan sebagai suatu
proses difusi yang merupakan perpindahan populasi dari daerah dengan
konsentrasi kepadatan populasinya tinggi ke daerah dengan konsentrasi
kepadatannya rendah.

Analisis model persamaan difusi dapat diturunkan dengan menggunakan

Brownian Motion Backward Kolmogorov atau Fokker Planck, maka dapat
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ditentukan kondisi batasnya yaitu u(0,t) = u(1,t) = 0 dan kondisi awalnya
u(x,0) = f(x) (Brady, 2008).

Suatu gelombang pada dasarnya merupakan pergerakan bebas partikel-
partikel yang merambat ke segala arah dan pergerakannya dipengaruhi oleh energi
masing-masing partikel, akan tetapi setiap partikel berpeluang sama untuk
bergerak ke segala arah. Pada persamaan difusi predator-prey pergerakan partikel
diasumsikan sebagai pergerakan predator dan prey yang mana arah
pergerakannya mempunyai peluang gerak ke kanan dan ke Kiri hal ini disebabkan
arah gelombang diasumsikan bergerak ke kanan dan ke Kiri.

Menurut Zauderer (2006) pergerakan suatu partikel dapat diinterpretasikan
dalam bentuk distribusi probabilitas yang menyatakan bahwa probabilitas partikel
di x pada saat t + v sama dengan probabilitas partikel di x —§ pada saat t
dikalikan dengan probabilitas p yang berpindah ke kanan ditambah dengan
probabilitas partikel x + § pada saat t dikalikan dengan probabilitas g yang
berpindah ke Kkiri, sehingga pergerakan partikel dapat dinyatakan dengan
persamaan matematis yaitu:

ulx,t +7) =pulx—96,t) + qu(x + 6,t) (2.3.9)
Berdasarkan ekspansi deret Taylor maka didapatkan sistem persamaan dari
persamaan (2.3.9) yaitu:
( ulx,t+71)=ulxt)+tu(xt)

1
u(x = 8,6) = u(x, ) = 61, (1,8 + 5 6%, (1, 0) (23.10)

| 1
| ule+6,8) =ulxt) + Su, (x, ) + Ec?zuxx (x,t)
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Selanjutnya substitusi sistem persamaan (2.3.10) pada persamaan (2.3.9) dan

didapatkan
u(x, t) + Tu,(x,t) =p [u(x, t) —ou, (x,t) + %SZuxx (x, t)] (2:3.11)
+q [u(x, t) + Su,(x,t) + édzuxx (x, t)]
Persamaan (2.4.11) dapat disederhanakan menjadi
u(x, t) + tu.(x,t) = (p+ Qux, t) + (—p + @Q)ou, (x,t) (2.3.12)

1
+ E (p + CI)(Szuxx (x; t)

Karena pergerakan partikel adalah peluang maka nilai dari pergerakan peluang ke

kanan dan ke kiri yaitu (p + q) = 1 maka persamaan (2.3.12) menjadi

u(x, t) + tu.(x, t) = ulx, t) + (—=p + q)du, (x,t) + %52%“ (x, 1) (2.3.13)
Persamaan (2.3.13) dapat disederhanakan menjadi
T (6, 6) = ulx, 6) = ux, 0) + (=p + q) S, (x,0) + %52% @ (F3
Selanjutnya persamaan (2.3.14) menjadi
(2.3.15)

il
T (%,8) = (q = p) Sux (6, 8) + 5 6%y (x, £)

Jika masing-masing dari ruas persamaan (2.3.15) dibagi dengan t maka

didapatkan
— 1/6% 2.3.16
u,(x, t) = @-p) Su, (x,t) + = (—) Uy (x,t) =0 ( )
T 2\t
Jika ruas kanan dipindah keruas kiri maka persamaan (2.3.16) menjadi
— 52 2.3.17
u,(x, t) — @-p) Su, (x,t) — (2—1_) Uy, (x,t) =0 ( )
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Dalam bentuk operator diferensial persamaan (2.3.17) menjadi

ou (q—p) 8\ ou 5%\ 0%u (2.3.18)
E(x't) — (T a(x,t) —\77 @(x,t)
Persamaan (2.3.18) dikenal dengan persamaan difusi satu dimensi, dengan
pergerakan gelombangnya ke kanan dan ke kiri. Jika diasumsikan nilai @ =0
Maka didapatkan persamaan difusi satu dimensi yaitu:
ou 52\ 0%u (2.3.19)
E(X,t) - <Z>W(x’t) =0

Jika diasumsikan nilai dari §? /2t ~ D, dengan D, > 0 maka persamaan (2.3.19)
menjadi

ou d%u (2.3.20)
E(xit) _Dlm('x’lt) B O

Jika persamaan (2.3.20) merupakan persamaan difusi untuk populasi prey,
dimana u diasumsikan sebagai populasi prey. Maka dengan mensubtitusi

persamaan (2.3.20) ke persamaan (2.3.7a) diperoleh persamaan sebagai berikut

ou d2%u

(2.3.21)
D -
ot~ lox2

+au(1—%)—buw

Selanjutnya persamaan difusi (2.3.21) juga berlaku bagi populasi
predator yang mana jika populasi predator dilambangkan dengan w maka
persamaan (2.3.21) menjadi

ow 9%w (2.3.22)
3 (x,t) — D, Iz (x,t) =0

Selanjutnya dengan mensubstitusi persamaan (2.3.22) ke persamaan (2.3.7b)

diperoleh
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ow b 0%w N (2.3.23)
5t = D252 ew + fuw

Sehingga persamaan (2.3.21) dan (2.3.23) dapat ditulis kembali sebagai sistem

persamaan difusi predator-prey sebagai berikut:

(au_D62u+ (1 u) b
{ ot - axz au K i (2 3 24)
ow . 9%w . o
k 5 = D2z —ew fuw
2.4 Sistem Autonomous
Misal diberikan sistem persamaan diferensial
dx A
(2.4.1)
dy
= G
7t = fxY)

dengan F dan G merupakan fungsi kontinu dari x dan y serta derivatif parsial
pertamanya juga kontinu. Persamaan (2.4.1) dengan F dan G tidak bergantung
secara eksplisit pada t disebut sistem autonomous. Sebaliknya jika F dan G
bergantung secara eksplisit terhadap ¢t maka disebut sistem nonautonomous
(Hariyanto, dkk, 1992).
Titik kritis sistem (2.6.1) adalah p* = x*, y*, sedemikian sehingga
f&hy) =0, gix",y) =0 (2.4.2)
Suatu titik kesetimbangan p* pada ruang fase dari suatu persamaan
diferensial biasa autonomous adalah sebuah titik dimana semua derivatif dari
variabel adalah nol. Titik kesetimbangan juga disebut sebagai titik stasioner

(tetap) atau suatu posisi yang mantap (steady state). Maka p* = (x*, y*) adalah
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titik kesetimbangan, x = x*,y = y* (untuk sebarang x,y) adalah suatu solusi
konstan (Robinson, 2004).

Jika sistem autonomus (2.4.1) linier dengan koefisien konstan, maka

sistem autonomus tersebut berbentuk

O e ax+b
dt = ax v
(2.4.3)
dy
v cx + dy

dimana a, b, c dan d adalah konstanta. Jika dimisalkan ad — bc # 0 maka titik
(0,0) adalah satu-satunya titik kritis persamaan (2.4.3) dan persamaan
karakteristiknya berbentuk:

A —(a—d)A+ (ad —bc) =0 (2.4.4)

dengan A, dan A, adalah akar-akar persamaannya.

2.5 Linierisasi Sistem Autonomous

Linierisasi adalah proses pendekatan persamaan diferensial nonlinier
dengan persamaan diferensial linier untuk membantu memahami persamaan
diferensial nonlinier. Suatu sistem autonomous (2.4.1) dimana f dan g adalah
nonlinier, selanjutnya akan dicari pendekatan sistem linier disekitar (x*,y*)
dengan melakukan ekspansi menurut deret Taylor di sekitar (x*,y*) dan

menghilangkan suku nonliniernya sebagai berikut:
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d 0 a
d_)tf = f(x*,y") + % (x5 y)(x—x")+ % x5y =y
(2.5.1)

2 =96y S Gy =)+ I )

Bila dilakukan substitusi (x —x*) =u dan (y —y*) = v maka i—’; = 2_1: dan

i—f =Z—1: , pada keadaan setimbang f(x* y*)=0,g(x*y*) =0 sehingga

diperoleh persamaan linier sebagai berikut

dileaf = . af
E—&(x,y)u+@(x,y)v

(2.5.2)
gl = B do s s
dr = oy Yt gy (YO

Sistem (2.5.2) tersebut dapat ditulis dalam bentuk matriks

dualiis N AN O P |
E _|ax(x'}’) ay(xry)lu]
dv| |dg INNS T
2 22w @(x,y)J

Sehingga sistem linear pada titik tetap (x*, y*) diberikan dengan

m{g |l

dy

of Q]

Sistem (2.5.2) tersebut juga dapat dinyatakan dalam bentuk matriks sebagai

berikut
of of
d (uy _ u : _|ox oy
d—t(v) =4, (v) dimana 4, = 39 09 (2.5.3)
ox dy

dimana A, pada x = x*,y = y*. Matriks tersebut disebut matriks Jacobian (Boyce

dan DiPrima, 1999).
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2.6 Nilai Eigen dan Vektor Eigen

Dalam bahasa Jerman ‘“eigen” dapat diartikan dengan sebenarnya atau
karakteristik. Oleh karena itu nilai eigen dapat juga dinamakan nilai sebenarnya
atau nilai karakteristik (Anton, 1987).

Jika A adalah matriks n x n, maka vektor tak nol v pada R™ disebut vektor
eigen (eigen vector) dari A jika Av adalah suatu kelipatan skalar dari v, atau dapat
ditulis

Ax = Ax (2.6.1)
untuk sebarang skalar . Maka skalar A disebut nilai eigen (eigen value) dari A
dan v disebut sebagai vektor eigen dari A yang terkait dengan A (Anton dan

Rorres, 2004).

Andaikan bahwa A adalah nilai eigen dari matriks A , dan v adalah vektor

eigen yang terkait dengan nilai eigen A, maka Av = v = Iv dimana I adalah

matriks identitas n x n, sedemikian sehingga (A — I)v = 0 karena veR tidak nol,

maka
det(A—AI) =0 (2.6.2)
Atau dengan kata lain
aj; —4 a2 A1n
a=| " —A O (2.6.3)
ani an2 e Ay — A

Persamaan (2.6.3) adalah persamaan polinomial. Untuk menyelesaikan

persamaan tersebut, diberikan nilai eigen dari matriks A. Atau, untuk sebarang
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nilai eigen A dari matriks, himpunan {veR": (A — I) = 0} adalah ruang nul dari
matriks (A — AI) (Chen, 2008)

Persamaan (2.6.2) disebut persamaan Kkarakteristik (characteristic
equation) matriks. Apabila diperluas lagi, determinan (A — AI) adalah sebuah
polinomial p dalam variabel A yang disebut sebagai polinomial karakteristik.

Jika A adalah sebuah matriks n X n, maka polinomial karakteristik A
memiliki derajat n dan koefisien variabel A" adalah 1. Secara umum, polinomial
karakteristik p(v) dari sebuah matriks n X n memiliki bentuk

p(w)=det(A—1) ="+ A"+ -+ C,
Berdasarkan teorema dasar Aljabar, bahwa persamaan karakteristik
M+t 4 4C, =0
memiliki sebanyak-banyaknya n solusi yang berbeda, sehingga sebuah matriks
n X n memiliki sebanyak-banyaknya n nilai eigen yang berbeda (Anton dan
Rorres, 2004).

Jika untuk setiap pasangan nilai eigen dan vektor eigen (1, Av') maka ada

suatu vektor solusi yang bersesuaian vie*1t untuk matriks A. Jika nilai eigenya

adalah 14, 1,, ..., 4,, semuanya berbeda, maka akan ada n solusi yaitu:

1t n nt

Lel' .., v"e

v
Pada kasus ini, solusi umum dari matriks A adalah kombinasi linier dari
x = Cvlett 4+ Cyv2etzt 4+ oo 4 C v elnt
dimana konstanta Cy, C5, ..., C,, dapat diperoleh dengan memberikan sebuah nilai

awal pada persamaan (2.6.1) (Boyce dan DiPrima, 2001).
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2.7 Analisis Kestabilan Sistem Autonomous pada Bidang Fase

Penentuan kestabilan titik kesetimbangan sistem autonomous dapat
diperoleh dengan melihat nilai-nilai eigennya, vaitu A;,i =1,2,...,n yang
diperoleh dari persamaan karakteristik (Lara, 2009).

Berikut ini diberikan definisi jenis-jenis kestabilan dari titik tetap z* =
(x*,y*) dengan ¢(t; z,) adalah solusi dekat z* untuk semua t > 0 jika kondisi
awal z, dimulai cukup dekat kepada z*:

Definisi 1: Titik tetap z* disebut Lyapunov stable atau L-stable, dibuktikan bahwa
untuk sebarang € > 0, ada § > 0 sedemikian sehingga jika ||z — z*|| < § maka
lp(t; zo) — z*|| < € untuk semua t > 0.

Perlu dicatat bahwa eliptik linier pusat adalah L-stable tetapi perlu
mengambil § < &, sehingga solusi berubah menjadi ellips dan bukan melingkar,
hal ini juga berlaku untuk stabil linier pusat.

Definisi 2: Titik tetap z* disebut takstabil, dibuktikan bahwa z* tidak L-stable
yaitu terdapat € > 0 sedemikian sehingga untuk setiap & > 0 terdapat beberapa
titik z5 dengan ||zs — z*|| < & dan waktu t > 0 bergantung titik zs dengan
l|p(ti;zs) —z*|| > & . Sehingga trayektori yang bermula di dekat titik z*
sebagaimana yang Kita ingin spesifikasikan bergerak pada jarak terdekat &; dari z*.
Definisi 3: Titik tetap z* disebut stabil asimtotis lemah, dibuktikan bahwa
terdapat 6; > 0 sedemikian sehingga w(z,) = {z*} untuk semua ||z, — z*|| < 6;
(yaitu ||¢(t; z9) — z*|| menuju O sebagaimana t menuju takhingga untuk semua
llzg — z*|| < &;). Sehingga titik tetap tersebut stabil asimtotik lemah dengan

syarat stabil manifold yang memuat semua titik dipersekitaran titik tetap.
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Titik tetap z* disebut stabil asimtotis, dibuktikan bahwa ia adalah L-stable
dan stabil asimtotik lemah. Titik tetap kestabilan asimtotik juga dinamakan titik
tetap sink. Kita juga menggunakan kata attrackting (menarik) untuk mengartikan
kestabilan asimtotik tetapi dalam konteks lain hal itu berarti hanya stabil asimtotik
lemah.
Definisi 4
Suatu titik tetap dinamakan repelling atau titik tetap sumber dibuktikan bahwa: (i)
titik tetap tersebut stabil asimtotik berbanding terbalik dengan waktu, dimana
untuk suatu kedekatan & > 0 terdapat 6 > 0 sedemikian sehingga jika ||zy —
z*|| < & maka ||[¢(t;zy) —z"|| < e untuk semua t <0, (ii) terdapat 6; > 0
sedemikian sehingga a(z,) = {z*} untuk semua ||xq — x*|| < &;.
(Robinson, 2004).
Selain itu, phase-portrait yakni gambar semua trayektori dari sistem
persamaan (2.6.4) juga bergantung pada akar A; dan A, dari persamaan
karakteristiknya. Menurut Waluya (2006), perilaku solusi dapat dideskripsikan
sebagai berikut:
1. Jika nilai-nilai eigennya real dan berbeda tanda dan solusinya dapat
dinyatakan sebagai
X = c;oMeMt 4 ¢, 3P eh2t
dimana diasumsikan bahwa A; dan A, real dan berbeda tanda. Perilaku dari
solusinya dapat dilihat pada gambar (2.7.1a). Dalam gambar tersebut diasumsikan
bahwa A,,1, > 0, sehingga trayektori membesar sepanjang vektor eigen (1 dan

menurun sepanjang v). Dalam hal ini disebut titik saddle. Semua trayektori akan



35
menjauh ke takhingga sepanjang vektoreigen V. Ini mengakibatkan bahwa titik
saddle akan selalu tidak stabil. Jika dalam kasus A, 4, < 0, maka arah trayektori
yang digambarkan dalam gambar (2.7.1a) akan berkebalikan arah dan solusi juga
akan menuju takhingga sepanjang vektor eigen v(*) sehingga titik tetapnya juga
menjadi tidak stabil.

Contoh 1

. s
x=(5 )%
Nilai eigen didapatkan dari perhitungan berikut:
det(A—AI) =0
Substitusi nilai A dan AI dengan I adalah matriks identitas, menghasilkan
1 3 A 0\ _
|(3 1) n (0 ,1)| ¥
Lakukan operasi pengurangan pada kedua matriks menghasilkan
LA 3 ¥
|( 3 1 ,1)| i
Determinan matriks menghasilkan
22—-21-8=0

Jika difaktorkan, diperoleh

Nilai eigen pertama A, = —2 mempunyai vektor eigen v = (_11) sebagaimana

dapat dilihat dengan perhitungan langsung, yakni:

(G 3)-nr)so=o0
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Substitusi nilai ;1 menghasilkan

(G- D)-0)
Setelah dilakukan operasi pengurangan mejadi
G 96)=0)
Kedua matriks dikalikan sehingga menjadi
(3171 =4 3v2) . (0)
3v; + 31, 0
Sehingga menghasilkan
3v; +3v, =0dan 3v; +3v, =0
3v, = =31 vy, = =1y

Misal v; = k maka v, = —k, sehingga vektor eigen didapatkan
@ — %1 . k | 1
ve= (vz) - (—k) > (_1)k
Jadi, solusi pertama diberikan dengan

104y — plitg,(1) — p—2t (1
x(t) = ettty e (_1)

Secara serupa, nilai eigen kedua 1, = 4 mempunyai vektor eigen v(?) = (1)

dengan perhitungan langsung, yakni:

(G D)o

Substitusi nilai A,/ menghasilkan

(G D-G 9)E=0)
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Setelah dilakukan operasi pengurangan menjadi
— v

( 33 _33) (v;) - (8)
Kedua matriks dikalikan sehingga menjadi

(—33171 + 3172) = (0)

v — 31, 0

Sehingga menghasilkan

—3v; +3v, =0dan3v; —3v, =0

3v, = 3v; dengan demikian v, = v,
Misal v; = k maka v, = k, sehingga vektor eigen didapatkan

v =(5,) = ()= ()
Solusi kedua diberian dengan

204) — ohaty,2) — a4t (1
x=(t) = e?tv e(l)

Perilaku ini dapat dilihat pada gambar (2.7.1a) dan (2.7.1b) sebagai berikut

&
4A

Gambar 2.7.1a Gambar 2.7.1b

Perilaku Titik Saddle dari Solusi Ketika Kedua  Perilaku Titik Saddle dari Solusi Ketika Kedua
Nilai Eigennya Real dan Berbeda Tanda Nilai Eigennya Real dan Berbeda Tanda
(Ross, 1984) Berdasarkan Contoh 1

Selanjutnya solusi umum dari bentuk tersebut adalah

x(t) = CieMtvD + Cet2ty®@) = Cle72t (_11) + Cyett (1)
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Sehingga menghasilkan
<x1(t)> B ( Cie™ %t + Cyett )
x2(t))  \=Cie™% + Cye*
x1(t) = Cie 2" + C,e* dan x2(t) = —Cre 2t + Ce™
a. Jika (x1(0),x2(0)) = (2,—2)
x1(0) = C;e72O + C,e*® dan x2(0) = —C,e 2@ + C,e4©
=L, + C; =2 ==G, + G,
C, = 2='¢ —2=—-C +@2=Cc)=2-2¢
C,=2-C=2-C=2-2=0
Maka solusi analitiknya adalah
x1(t) = 2e7%¢ dan x%(t) = —2e7 %
b. Jika (x1(0),x%(0)) = (0.1,0.1)
x1(0) = €172 + C,e*0 dan x2(0) = —C,e 2@ + C,e*©®
Okl = CpiC; 0= 1465
& = 0.1 G 0="—C; + (0.1 — C;) =aM — 2¢;
C;=0-C,=01-C;=01-0=0.
Maka solusi analitiknya adalah
x1(t) = 0.1e* dan x2(t) = 0.1e*t
c. Jika (x1(0),x2(0)) = (2,—1.995)
x1(0) = €72 + ,e*® dan x2(0) = —C,e 2O + C,e*©®
2=0C+C, —1.995 = —C; + G,
C,=2-0C —1.995=—C;+ (2—C,) =2 -2¢

¢, =1.9975 5 C, =2 —C, = 2 — 1.9975 = 0.0025
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Maka solusi analitiknya adalah
x1(t) = 1.9975e %t + 0.0025e*t dan x%(t) = —1.9975e 2t + 0.0025e**
2. Jika nilai-nilai eigennya komplek yang dapat dinyatakan sebagai
M=azxif
dan didapatkan vektor eigen dalam bentuk
v =y +iw

maka solusi dapat dinyatakan sebagai:

X =e% [cl ( gi] cos it — [gﬂ sinﬁt) + ¢, ( gi] sin Bt — [gz] cos ﬁt)]
dimana [gﬂ = u dan [‘;i] = w.
(Ross, 1984).
Ini akan menghasilkan perilaku yang disebut spiral dimana kestabilannya
ditentukan oleh tanda dari bagian real a . Untuk a > 0 solusinya dapat
digambarkan dalam gambar (2.7.2a). Dalam hal ini titik tetapnya akan tak stabil.
Untuk a < 0, trayektori solusinya berbeda arah dalam gambar (2.7.2a) dan titik

tetapnya menjadi stabil.

Contoh 2

. _(—4 5
x=(Cc )%

Nilai eigen didapatkan dari perhitungan berikut:
det(A—AD =0

Substitusi nilai A dan AI dengan I adalah identitas, menghasilkan

G5 2)-G =0



40
Setelah dilakukan pengurangan maka
—4-1 5 _
L5722l =0
Sehingga hasil determinan matriks menghasilkan

A4+214+17=0

L. 2% J22—4)(A7)  -2++V-64
Ly 2(1) B 2

=—-1+4i

3—41')

Dengan menggunakan nilai eigen —1 + 4i, diperoleh vektor eigen v = ( c

sebagaimana dapat dilihat dengan perhitungan langsung, yakni:
(A=(1+4)Dv=0

Substitusi nilai A lalu kalikan I dengan nilai eigen menghasilkan

(@ D=0 Lia)6) -0

Lakukan pengurangan sehingga diperoleh

—3—4i %) v\ _
( -5 3_4i)(vZ)_O
Kalikan kedua matriks dan menghasilkan

(=3 —4i)v; +5
(—5171 + 1(31]1—21')2) - (8)

Dengan demikian
(—3 - 4i)v1 + 57.72 =0 dan _57.71 + (3 — 4i)1]2 =0
5171 = (3 - 4‘i)1.72

(3 — 4)v,
=T
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Misal v, = 5k maka v, = (3_:0”2 = (3_4;)(5]‘) = (3 — 4i)k sehingga vektor

eigen didapatkan

o= ()= (5 =C 5@+ (51)s
Menggunakan vektor eigen tersebut, didapatkan dua solusi real

1) = <cos(4t) (g) — sin(4t) (_04)>

2 L —t . 3 —4‘
x“(t)=e <sm(4t) (5) + cos(4t) ( 0 ))
kondisi awal dari kedua solusi ini adalah

(5) 8 ()

det (5 0

)=20¢0

Contoh ini, dengan bagian real negatif dan bagian imajiner yang taknol
dari nilai eigen, disebut stabil fokus. la stabil karena solusi cenderung menuju titik
asal seiring t yang menuju takhingga, dan ia fokus karena solusi spiral (Robinson,

2004).

R il
AT
P
L
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Gambar 2.7.2a Gambar 2.7.2b
Perilaku Titik Spiral dari Solusi Ketika Perilaku Titik Spiral dari Solusi Ketika
Kedua Nilai Eigennya Pasangan Komplek Kedua Nilai Eigennya Pasangan Komplek
(Ross, 1984). Berdasarkan Contoh 2
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2.8 Menuntut llmu dan Kewajiban Mengamalkannya
Jika ditelaah lebih jauh, model difusi predator-prey dapat dihubungkan
dengan proses menuntut ilmu dimana seseorang dalam menuntut ilmu hendaknya
mengamalkan dan mengajarkannya agar bermanfaat bagi kehidupan. Menuntut
ilmu merupakan perkara yang wajib dilakukan karena menuntut ilmu juga
merupakan ibadah. llmu berasal dari bahasa arab yaitu (‘alima, ya’lamu, ‘ilman)
yang berarti mengerti, memahami benar-benar, sedangkan dari segi istilah ialah
Segala pengetahuan atau kebenaran tentang sesuatu yang datang dari Allah SWT
yang diturunkan kepada Rasul-rasul-Nya dan alam ciptaan-Nya termasuk manusia
yang memiliki aspek lahiriah dan batiniah (Anwar, 2008). Mengenai anjuran
menuntut ilmu terdapat dalam hadist yakni, “Carilah ilmu dari buaian sampai
liang lahat” (H. R. Muslim).
Mengenai anjuran menuntut ilmu terdapat dalam Al-Qur’an surat Az-
Zumar ayat 9 yang berbunyi

o <.
8o T

eI Sz Lol ggalay ¥ (2l O gy 21 6220 o JB

[O8d

Artinya: Katakanlah, "Adakah sama orang-orang yang mengetahui dengan
orang-orang yang tidak mengetahui?, Sesungguhnya orang yang
berakallah yang dapat menerima pelajaran .

Ayat di atas menerangkan bahwa tidak sama antara orang yang
mempunyai ilmu pengetahuan dan meng-Esakan Allah mentaati semua perintah
dan menjauhi larangan-Nya, dengan orang-orang yang tidak mempunyai ilmu
pengetahuan, dimana orang yang mempunyai ilmu pengetahuan yakni ia

mengetahui kebenaran dan mau mengamalkan serta istigomah padanya sedangkan

orang-orang yang tidak mempunyai ilmu pengetahuan yakni mereka yang



43
mengetahui kebenaran akan tetapi tidak mau mengamalkannya atau mereka tidak
mengetahui kebenaran dan kebathilan juga tidak mau untuk mengetahuinya. Ayat
tersebut juga menunjukkan keutamaan ilmu daripada harta, karena orang yang
mempunyai ilmu mengetahui kemanfaatan harta dan orang yang tidak berilmu
tidak mengetahui kemanfaatan ilmu (Al-Maraghi, 1974).

Selain itu, menurut Thoha (2013), selayaknya seorang penuntut ilmu
memiliki antusias untuk mengamalkan ilmu yang telah didapatkannya,
sebagaimana antusias dia dalam mencari tambahan ilmu baru. Karena tujuan
pokok menuntut ilmu adalah untuk diamalkan. Mengamalkan ilmu juga menjadi
pertanda atas nikmat Allah berupa ilmu, yang dengannya Allah akan
menambahkan ilmu sebagai ziyadah (tambahan) nikmat atasnya. Sebagaimana

firman Allah dalam Al-Qur’an surat Ibrahim ayat 7 sebagai berikut:
2 = 34 A 2 “ g
= e S0Y INa At fEr

Artinya: ’Dan (ingatlah juga), tatkala Tuhanmu memaklumkan, sesungguhnya
jika kamu bersyukur, pasti Kami akan menambah (nikmat) kepadamu,
dan jika kamu mengingkari (nikmat-Ku), maka sesungguhnya adzab-Ku
sangat pedih".

Abdullah bin Shalih Al-Fauzan menjelaskan bahwa didalam nash-nash
syariat terdapat kewajiban mengamalkam ilmu dan pengaruh ilmu tersebut terlihat
dalam diri si penuntut ilmu dan juga terdapat ancaman bagi orang yang tidak
mengamalkan ilmunya dan tidak membenahi diri sendiri sebelum memperbaiki
orang lain. Meninggalkan perkara mengamalkan ilmu merupakan maksiat, seperti

melanggar salah satu larangan Allah misalnya seseorang mengetahui bahwasanya

khamr itu diharamkan baik meminumnya, memperjual belikannya,
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menghidangkannya dan seterusnya. Kemudian dia meninggalkan ilmu ini dengan
mengamalkan kebalikan dari ilmu ini, ia meminumnya atau menjualnya. Maka
orang ini telah jatuh dalam keharaman dan telah berbuat maksiat. Sebagian ulama
berpendapat bahwa, “Barangsiapa yang mengamalkan ilmunya maka Allah
Ta’ala akan menganugerahkan kepadanya ilmu yang belum diketahuinya dan
barangsiapa yang tidak mengamalkan ilmunya maka dikhawatirkan Allah Ta’ala
akan menghapus semua ilmunya.”

Orang yang memiliki ilmu derajatnya lebih tinggi dibandingkan dengan
orang-orang yang tidak berilmu. Hal ini berdasarkan Al-Qur’an surat Al-
Mujaddalah ayat 11 sebagai berikut:

s

gaPQ)L;;JLM&‘) c,.v_>)3).bd| |y)ld,dl)(,§a |}~al; U"\l [P} @J;

Artinya: “Allah akan meninggikan orang-orang yang beriman di antaramu dan
orang-orang yang diberi ilmu pengetahuan beberapa derajat. dan Allah
Maha mengetahui apa yang kamu kerjakan”.

Orang yang beriman dan berilmu pengetahuan akan menunjukkan sikap
yang arif dan bijaksana. Iman dan ilmu tersebut akan membuat orang mantap dan
agung. Ini berarti pada ayat tersebut membagi kaum beriman kepada dua
kelompok besar, yang pertama sekedar beriman dan beramal sholeh, dan yang
kedua beriman dan beramal sholeh serta memiliki pengetahuan. Derajat kelompok
kedua ini menjadi lebih tinggi, bukan saja karena nilai ilmu yang disandangnya,
tetapi juga amal dan pengajarannya kepada pihak lain baik secara lisan, tulisan
maupun dengan keteladanan (Shihab, 2002).

Menuntut ilmu merupakan amalan yang tidak terputus pahalanya dimana

seseorang yang berilmu dan mengamalkannya akan senantiasa mendapat pahala
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walaupun ia telah meninggalkan dunia. Hal ini terdapat dalam sabda Rasulullah
SAW sebagai berikut:

“Dari Abu Hurairah ra. berkata, bahwa Rasulullah SAW telah bersabda,
“Jika anak Adam meninggal, maka amalnya terputus kecuali dari tiga perkara,
shodagah jariyah (wakaf), ilmu yang bermanfaat, dan anak sholeh yang berdoa
kepadanya" (HR Muslim).

Dengan demikian menuntut ilmu dan mengamalkannya merupakan
perkara yang dianjurkan yang merupakan perintah Allah, karena dengan ilmu

Allah SWT akan meninggikan derajat bagi orang-orang yang berilmu dan amatlah

besar pahala yang dijanjikan Allah bagi orang-orang yang berilmu.
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PEMBAHASAN

Pembahasan mengenai gelombang berjalan akan dilakukan dengan

penyelesaian secara numerik menggunakan metode beda hingga skema eksplisit

pada model difusi predator-prey dan selanjutnya dilakukan analisis secara

dinamik untuk mengetahui perilaku model tersebut.

3.1 Metode Beda Hingga Skema Eksplisit Model Difusi Predator-Prey

Berikut ini merupakan sistem persamaan diferensial parsial pada model

difusi predator-prey

ou b d2%u N (1 u) .
{ ot lgxz "M\ Tg) T
ow 0w

k o —ew + fuw

2 9x?
Didefinisikan bahwa

u(xi' tn) = uln

W(xi' tn) = Wln

Transformasi beda maju untuk turunan terhadap waktu sebagai berikut:

n+l _ ,n

a_u(xi’ t,) = W W
ot At

n+l _ on

I ey 1) =
ot At

dan beda pusat untuk turunan kedua terhadap ruang sebagai berikut :

0%u u
I (xi,ty) =

n n n
i1~ 2Y Uy
Ax?
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(3.1)
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2 n n n
0°w Wil — 2w + w4

%2 (xi, tn) = Ax?

Bentuk beda hingga tersebut disubtitusikan pada persamaan (3.1) sehingga

diperoleh bentuk diskret model sebagai berikut:

{ u“A_t—“ _ p, b = iﬁz tUs a(f}z vt G20
tWl-n+1At— wit D, Wit1 — ZAV:: +wl, + Fulw — ow? (3.2b)
Penyederhanaan persamaan (3.2a) menghasilkan
L =50 i A ﬁ + aul — M — bul'w/
At . Ax? At l K L

ruas kanan dikalikan dengan At diperoleh

n+l _
u; =Dy

t a(ul)?
A? (uipr — 2y +ui ) +u + At <au{l — % - bu?wﬁ)

Persamaan di atas dapat ditulis sebagai berikut
n+1l _ At n At u? n [

At
+ Dl A_xzui_l

(3.3)
Selanjutnya penyederhanaan persamaan (3.2b) menghasilkan

n n n n
wiL s — 2w + w; w;
+1 -1
— =D, — A — +_Alt + ful'wl —ew]"
X

ruas kanan dikalikan dengan At diperoleh

t
wi*l = D, a7 Wik = 2w+ wily) +wi + A(fuw] — ew)
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Persamaan di atas dapat ditulis sebagai berikut

A A A
Wil = Dy wly + (1 2Dy o5 + FAtUl' — eAt) Wl + Dy 5wl

(3.4)
Jika didefinisikan
A:plﬂ dan (p=D2£
Ax? Ax?
Maka persamaan (3.3) dan (3.4) dapat ditulis
ul
ult =l + <1 — 21 + alAt — aAt?l — bAth-"> u; + Auj g
witl = owl, + (1 = 2¢ + fAtU! — eAW + oW,
Atau bisa ditulis dalam bentuk
ultl =l - 2ul Ut )A+ <1 + alAt — aAt% - bAth-’l) ul'
witl = (wl = 2wl + W Do + (1 + fAtul' — eAt)w)
(3.5)

Jika iterasi n dimulai dari n — 1 maka persamaan (3.5) dapat dinyatakan dalam

bentuk sebagai berikut:

n—1

W = (i = 2u T DA+ (1 + alAt — alt lK - bAtWi"_1> ul 1

wl =W 2w+ wr Do + (1 + fAtul ! — eAt)w! !

(3.6)
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Stensil skema beda hingga diskret model difusi predator-prey dapat dibuat

n—1
Uj

= bAtw™! dan T = fAtul! — eAt

dengan memisalkan u = aAt — aAt

sehingga menghasilkan stensil sebagai berikut :

n— : n—1
Ui—q z Uitq

Gambar 3.1.1 Stensil Metode Beda Hingga Skema Eksplisit untuk Persamaan u = (ul;! —
n—1

2P + w5 + (14 aAt — At “— — pAtw] ) up !

C o D n

n—1
et Wi Wit1

Gambar 3.1.2 Stensil Metode Beda Hingga Skema Eksplisit untuk Persamaan w* = (w/';' —
2w+ wri Do + (1 + fAtul ™ — eA)w !

Didefinisikan [ = Aix sehingga banyak titik grid untuk x adalah [+ 1 dan

k :Ait sehingga banyak titik grid untuk ¢ adalah k + 1. Selanjutnya yaitu
dilakukan iterasi kondisi batas. Menurut Barras (2006), Kondisi batas yang
diberikan adalah u(xy,t) =0,9, u(R,t) = 0,9, w(xy,t) =1dan w(R,t) =1
sedangkan kondisi awal yang digunakan adalah u(x,ty) = 0.9 dan w(x,ty) =1

sehingga untuk iterasi kondisi batasnya yaitu:
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ug =uf =09 vn=0,1,23,..1
wyg =w =1, Yyn=20,1,23,...1
Langkah berikutnya yaitu dilakukan iterasi kondisi awal sebagai berikut:
u' = f(t) =09, Vn=0,vi=0,12,..k
wit=f(t) =1, vn=0,Vi=0,12 ..,k
Setelah didapatkan nilai awal dan nilai batas, maka iterasi dilakukan
dengan persamaan (3.6 ) sesuai dengan jaring-jaring titik hitung. Deskripsi iterasi
dalam suatu titik grid untuk sembarang waktu pada persamaan (3.6) untuk
populasi prey dapat dinyatakan sebagai berikut:

Untuki=1dann =1

u
ul = @) —2u? +udDA+ |1+ aAt — alt— — bAtw) | u?
Untuki =2dann =1

up
ud = @ —2u) +uNA + |1+ aAt — alt— — bAtw? | ud
Untuki =3dann =1

0
u
ul = (ud —2ud + uDHA1 + <1 + alt — OLAt?3 - bAtw;.?) ud

Sampai i=[l—1dann=1

0 0 0 Uy 0 0
ul; = W) —2u) +ul DA+ {1+ art - aAtT — bAtw;_{ Juj_4
Untuki=1dann+1=2

1
u
u? = (ud —2ul +ud)r+ (1 + aAt — aAt?1 - bAtwll) ut



Untuki =2dann+1=2

1
u
ufb = -2ud +uba+ (1 + alt — aAtE2 — bAtw}

Untuki =3dann+1=2

1
u
u3 = (uf —2ui +ud)a + <1 + alt — aAt?3 — bAtwi

Sampaii=1l—1dann+1=2

1

uj_
uf = (ul —2u}{ +ul A+ (1 + alAt — aAt% = bAthl_1> ul_,

Untuki=1dann+2 =3

2
u
ui =uf —2uf +ud)1+ <1 + aAt — aAt?1 - bAth) uf

Untuki=2dann+2 =3

2
u
u% = u% - 2u§ + u%)/l + <1 + alAt — aAt72 — bAtW22> u%

Untuki =3dann+2 =3

2
u
u3 =uf —2ué +udH)r+ <1 + alAt — aAi:?3 - bAtW§> uj

Sampaii =l—1dann+2 =3

3 uf_
u =uf —2ul +ul DA+ |1+ ant — aht—— -
Untuki =1dann =k
k—1

Uug
K

uf = ub ™t —2uf Tt kA + (1 + alAt — alAt

bAthz_1> u? 4

- bAtW{‘_1> uk~

1

o1



Untuki =2dann =k

k-1
u
ufb =uf™t — 20k Uk + (1 + aAt — aAt ZK - bAtW§_1> uk
Untuki=3dann =k
ué‘_l
ub =uk=1 — 20k +ukHa+ <1 + alt — alt - bAtWéf_l) uk
Sampaii =l—1dann =k
W
ub | =uf Tt —2ul Tt +uksha+ <1 + alAt — aAt—— — bAthk__11> u

-1

-1

k-1
(=il
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Sedangkan deskripsi iterasi dalam suatu titik grid untuk sembarang waktu

pada persamaan (3.6) untuk populasi predator dapat dinyatakan sebagai berikut:

Untuki =1dann=1
wi =W =2wd +wde + (1 + fAtu) — eAt)w?
Untuki =2dann =1
wi =W —2wd + wde + (1 + fAtud — eAt)w?
Untuki=3dann =1

wi =W - 2wl + wde + (1 + fAtud — eAt)w?

Sampai i=[l—1dann=1
why = W) — 2wl +wl)e + (1 + fAtu) ; —eAt)w
Untuki=1dann+1=2

w? = (w3 —2wi + wd)e + (1 + fAtul — eAt)wi



Untuki =2dann+1=2

w? = (wi—2w} +w)e + (1 + fAtul — eAt)w]
Untuki=3dann+1=2

wi = (wi — 2wl +wde + (1 + fAtul — eAt)ws :
Untuki =l—1dann+1=2

wiy = (W = 2wl +wiy)e + (1 + fAtuf_; — eADw];
Untuki =1dann+2 =3

wi = (Wi —2w? + wd)e + (1 + fAtu? — eAt)w?
Untuki=2dann+2 =3

wi = (W2 —2w? + wd)e + (1 + fAtul — eAt)w?
Untuki=3dann+2 =3

w3 = W2 = 2w2 + wd)e + (1 + fAtuS — eAt)w?

Sampaii =l—1dann+2 =3

wi = W = 2wh +wiy)e + (1 + fAtu? | — eAt)wi
Untuki =1dann =k

wi = (wi = 2w+ w1 e + (1 + fAtuf™ — eAt)wi !
Untuki=2dann =k

wi = (Wit = 2w+ wi D) + (1 + fAtus ™! — eAt)wh ™!
Untuki =3 dann =k

wh = (Wt — 2wk + wi D) + (1 + fAtub ™! — eAt)wh

53
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Sampaii=[l—-1dann =k
Wlk_l = (Wlk_1 - Zwlk__l1 + Wlk__zl)q) + (1 + fAtu;‘__l1 - (:'At)wlk__l1

Setelah didapatkan iterasi dapat diselesaikan persamaan pada model difusi
predator-prey pada daerah batas 0 < x < 50 dan 0 <t < 9. Parameter yang
digunakan untuk model adalah a =13, b=05, K=1, f=16, e=0.7
(Mukhopadhyay dan Battacharyya, 2006).

Sedangkan menurut Mercant dan Nagata (2010), koefisien difusi D; = 1
dan D, = 0.5 dimana D; > D, yakni koefisien difusi populasi prey lebih besar
dari pada populasi predator menunjukkan bahwa populasi prey memiliki harapan
untuk melepaskan diri dari predator. Dengan demikian persamaan (3.1) dapat
dituliskan sebagai berikut:

ou 0*u

u
—_— = . ———=0. 3.7
= =32+ 13u (1 - 755) = 0.5uw (3.7)
ow 2%w

Dipilih nilai At = 0,09 dan Ax = 0,5 sehingga bilangan Courant untuk model ini

adalah
A=D At —10'09 = 0.36
T laAx2 T 7052 0
dan
=D At —050’09 =0.18
P2 T 052 T

Substitusi nilai A pada skema beda hingga skema eksplisit untuk persamaan (3.7)

dan substitusi ¢ pada skema beda hingga skema eksplisit untuk persamaan (3.8)
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sesuai dengan persamaan (3.6), sehingga pada persamaan (3.6)untuk persamaan
pertama diperoleh:
ul = (it =20t + 00,36

n—1

+ (1 + 1.3At — 1.3At - 0.5Atw?—1> utt

Jika disederhanakan menjadi
u' = (ut - 2u? ™ + w5 h0,36
+ (1 + 1.3At — 1.3Atu? ! — 0.5Atw! Hul!
(3.9)

sedangkan untuk persamaan kedua diperoleh
wl = Wi = 2w+ wH)0,18 + (1 + 1.6Atu! — 0.7A)w]

(3.10)
Banyaknya titik grid yang digunakan pada sumbu x adalah [ + 1 dengan nilai [
sebagai berikut:

R—xy 50—0

L= Ax 0.5

=100

Secara analog banyaknya titik grid yang digunakan pada sumbu t adalah k + 1

dengan nilai k sebagai berikut:

T—ty 9-0
At 0.09

=100

Selanjutnya dilakukan iterasi kondisi batas untuk persamaan (3.7) dan (3.8)
sebagai berikut:
u(xg, t) = u(0,t) = 0.9, u(R,t) =u(1,t) = 0.9,w(xy,t) =w(0,t) = 1dan

wR,t) =w(l,t) =1,v0<t<1



Sehingga diperoleh

u =09 dan w! =1,

i

dijabarkan sebagai berikut:

Untuki =10
ud =0.9
uy =0.9

ué =09

ud® =0.9
Untuk i = 100
ugoo == 09

u%oo = 09

gy = 0.9

100 _
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vn=0,123,..,100. Vi=0,1,23,..,100 dapat

wd =1
W&zl
Wg—l
wi% =1
0V g
Wigo = 1
1 _
Wigo = 1
2 A
Wigp = 1
100 _
Wigo = 1

Langkah selanjutnya yaitu dilakukan iterasi dengan kondisi awal untuk populasi

prey dan predator sebagai berikut:

u' = f(t;) =09, vn=0,vi=0,1,2,..,99

wl=f(E)=1 ¥Yn=0Vi=012..99

Misalkan dikerjakan sesuai dengan konstanta yang digunakan pada model

difusi predator-prey, maka setelah didapatkan nilai awal dan nilai batas, iterasi

dilakukan dengan persamaan (3.9) dan (3.10). Pada gambar 3.3 dapat dilihat apa

yang terjadi pada populasi prey dengan nilai awal 0,9 dan 1 untuk populasi
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predator sebagaimana hasil perhitungan numerik dapat dilihat dengan
menjalankan program pada lampiran 1 dan diperoleh grafik diskret dari populasi

predator-prey dengan koefisien difusi D; > D, sebagai berikut:

Grafik Diskret kompetisi Predator dan Prey

Prey
Predator ||

[ B i S — ] L
3 4 5 B 7 8 g
Time t

Gambar 3.1.3 Grafik Diskret Populasi Predator- Prey dengan Koefisien Difusi D; = 1 dan
D2 = 05

Pada gambar (3.1.3) dapat diinterpretasikan bahwa populasi predator dan
prey akan stabil pada saat 1.7 < t < 7.5, sedangkan pada saat 0 < t < 1.7 kedua
populasi berada pada kondisi yang tidak stabil dimana pada kondisi ini populasi
predator akan bertambah dan akan mengalami penurunan pada selang waktu
tertentu dan pada kondisi yang tidak stabil itu pula populasi prey mengalami
penurunan dan bertambah pada selang waktu tertentu.

Contoh simulasi yang kedua dilakukan dengan mengambil koefisien difusi

D; = D, = 1.4 dan dihasilkan gambar sebagai berikut:
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Grafik Diskret kompetisi Predator dan Prey

2 X T T T T
] : : : Prey
18k i B g s i - S - Predator ||

Time t

Gambar 3.1.4 Grafik Diskret Populasi Predator- Prey dengan Koefisien Difusi D; = D, = 1.4

Pada gambar (3.1.4) di atas, populasi predator mengalami kenaikan pada
interval 0 < t < 0.3, sedangkan pada saat ¢t > 0.3 populasi predator mengalami
penurunan yang mana penurunan banyaknya populasi ini dapat dilihat dengan
jelas pada gambar (3.1.5). Selanjutnya populasi predator mencapai kondisi stabil

padasaat 2.7 <t < 6.5.

Grafik Diskret kompetisi Predator dan Prey
T T T T T T

s Prey
" = Predator

= 4
=

Gambar 3.1.5 Grafik Diskret Populasi Predator dengan Koefisien Difusi D; = D, = 1.4
pada Saat0 <t < 2.7

Sedangkan untuk populasi prey berdasarkan gambar (3.1.4), yakni prey

mengalami penurunan dan mencapai kondisi stabil pada saat 2.2 < t < 7. Grafik
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penurunan banyaknya populasi prey ini dapat dilihat secara jelas pada gambar

(3.1.6) berikut:

Grafik Diskret kompetisi Predator dan Prey
T T T T T T

[11:] PP ......... ey ....... .. | —Prey
: : 3 ; : : s Predator
08 :
o7 s ......... ......... .......... ......... ......... B L )
(0} =5 e, ......... ......... ......... ......... ......... ........ ...... i
£ : : : : : : 4 :

E] ] : j : : : : :
05F--- [EEErTe ......... ......... ......... EETERERRRE R -
DA- ........ .......... ....... ........ ......... ........ ........ .........
02 Ficoninnnd Sl ....... ........ ....... ......... ....... s -

i I 1 i L i I i
a 05 1 15 2 2.5) g 35 4 45

Gambar 3.1.6 Grafik Diskret Populasi Prey dengan Koefisien Difusi D; = D, = 1.4 pada Saat
0<t<22

Contoh simulasi yang ketiga dilakukan dengan mengambil koefisien difusi
D; < D, dimana D; = 1.4 dan D, = 1.5 dan dihasilkan gambar sebagai berikut:

Grafik Diskret kompetisi Predator dan Prey
7 T T T T T T T

Prey
Predator

Time t

Gambar 3.1.7 Grafik Diskret Populasi Predator-prey dengan Koefisien Difusi D; < D,

Pada gambar (3.1.7) dapat dilihat bahwa dengan koefisien difusi D; < D,,

ketidakstabilan dari perubahan banyaknya populasi berlangsung dengan cepat
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dimana kedua populasi berada pada kondisi yang tidak stabil pada saat 0 <t <
3.5. Ketidakstabilan ini dapat disebabkan oleh koefisien difusi prey yang lebih
kecil dari koefisien difusi predator dimana dalam hal ini prey tidak dapat
melarikan diri dari serangan predator. Selanjutnya kestabilan dari kedua populasi
ini terlihat pada saat 3.5 < t < 5.5 yang diperjelas dalam gambar (3.1.8) berikut:

Grafik Diskret kompetisi Predator dan Prey

T T T T T T T

: Prey
e Predator

uw

2 25 3 35 4 45 5 55 (5] 65 7
Time t
Gambar 3.1.8 Grafik Diskret Populasi Predator-prey dengan koefisien difusi D; < D, pada
Kondisi Stabil

Pada gambar (3.1.8) dapat dilihat bahwa populasi predator dan prey
berada pada kondisi stabil. Kondisi stabil ini menyatakan bahwa kedua populasi
dapat hidup berdampingan pada selang waktu tertentu, dan seiring berjalannya
waktu kedua populasi kembali mengalami ketidakstabilan yang berawal dari

t > 5.5.
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3.2 Analisis Dinamik di Sekitar Titik Tetap Model Difusi Predator-Prey

Sebelum menyelesaikan model difusi predator-prey secara dinamik,
terlebih dahulu perlu mengubah bentuk persamaan diferensial parsial ke
persamaan diferensial biasa. Untuk merubah bentuk PDP ke PDB dilakukan
dengan aturan rantai.

Menurut Kim (2004) untuk merubah PDP menjadi PDB dapat dilakukan

transformasi sistem (3.1) melalui bentuk solusi gelombang berjalan sebagai
berikut:
u(x,t) = u(x + ct) = u(s) untuk populasi prey dan w(x,t) = w(x +ct) =
w(s) untuk populasi predator, dimana Vs = x + ct yang merupakan variabel
gelombang, maka dengan aturan rantai persamaan (3.1a) dapat diubah dalam
bentuk persamaan diferensial biasa dengan langkah-langkah sebagai berikut

du _ dudt OJdudx

du _dudt OJudx 321
LY Al 3.21)

Berdasarkan persamaan (3.2.1) aturan rantai untuk turunan pertama terhadap

waktu adalah

du Odudt
ds dtds
sehingga
Ju duds (3.2.1a)
ot dsdt

Diketahui bahwa Vs = x + ct sehingga Z—i=c, maka persamaan (3.2.1a)

menjadi
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du du

du _du 3.2.2
ot ds’® (3.22)

Selanjutnya berdasarkan perasamaan (3.2.1)aturan rantai untuk turunan terhadap

ruang adalah

du Odudx (3.2.1b)
ds dxds

Sehingga
L (3.2.3)
Ox dsdx

Secara analog dengan persamaan (3.2.3) dapat pula diperoleh

ey (3.2.4)
Ox dsdx
sehingga
b 0%u (£ 0 <6u>
Lox2 — “ox \ox
Berdasarkan persamaan (3.2.3) dan (3.2.4) diperoleh
2%u d ds (du ds>
1 ST il S0 | Ty
ox ds dx \ds dx (3.2.5)

Diketahui bahwa Vs = x + ct sehingga Z—i = 1, maka persamaan (3.2.5) menjadi

0%u d (du) d*u

hige=Pig\a) =gz

- (3.2.6)

Sehingga dengan mensubstitusikan persamaan (3.2.2) dan (3.2.6) ke persamaan

(3.1a) diperoleh

du d*u u
C£ = D1 W + au (1 — E) — buw (327)
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Selanjutnya dengan langkah-langkah yang sama dapat diselesaikan

persamaan (3.1b) pada populasi predator dengan aturan rantai sebagai berikut

dw B owdt oJowdx

dw _dwdt dwdx 3.2.8
&5 P s Ponds (3.28)

Berdasarkan persamaan (3.2.8) maka aturan rantai untuk turunan pertama

terhadap waktu adalah

dw owdt
ds 0tds
sehingga
ow dwds (3.2.8a)
ot ds dt

Diketahui bahwa Vs = x + ct sehingga Z—izc, maka persamaan (3.2.8a)

menjadi

8W_dw

ow _aw 3.2.9
5 S (3.29)

Selanjutnya dari persamaan (3.2.8) maka aturan rantai untuk turunan terhadap

ruang adalah

dw r ow dx
ds  0dx ds
ow dwds (3.2.10)
dx ds dx

Secara analog dengan persamaan (3.2.10) dapat pula diperoleh

i = iﬁ (3.2.11)
Ox dsdx
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sehingga

b azw_D d (GW)
Loxz ~ “lox\ox

Berdasarkan persamaan (3.2.10) dan (3.2.11) diperoleh

d%w d ds /dw ds
oW _p Lasawas (3.2.12)
! dx2 Dy ds dx (ds dx)

Dari asumsi di atas diketahui bahwa Vs = x + ct sehingga Z—izl, maka

persamaan (3.2.12) menjadi

2 2
0°w d (dW) d-w (3.2.13)

Dy 0x? =D1$ ds) ~ “lds?
Sehingga dengan mensubstitusikan persamaan (3.2.9) dan (3.2.13) ke persamaan
(3.1b) diperoleh

dw d*w
Ca_y Had 3.2.14
C s 1747 ew + fuw ( )

Persamaan (3.2.7) dan (3.2.14) dapat ditulis kembali sebagai sistem PDB

orde dua sebagai berikut:

( du d’u u
CE=D1F+ au(l—E)—buw
dw 5 d*w (3.2.15)
Ca— ZF_eW-I_qu

Agar terlihat lebih sederhana maka persamaan (3.2.15) dapat ditulis kembali
dalam bentuk sebagai berikut:
r_ " _ E _ (3216(1)
{ cu =Du"+ au(l K) buw
cw' = D,w" —ew + fuw (3.2.16b)
Selanjutnya bentuk PDB orde dua akan ditransformasikan kedalam PDB

orde satu sebagai berikut:
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Misalkan:
u'=v (3.2.17)
maka
=’ (3.2.18)
Substitusi persamaan (3.2.18) ke persamaan (3.2.16a)

u
cv = Dyv' + au (1 - E) 5. (3.2.19)

Jika au (1 — %) — buw dipindah ke ruas kiri maka persamaan (3.2.19) menjadi

v'=Dilv—Di1(au (1 +%) — buw) 1 250)
Selanjutnya meninjau persamaan (3.2.16b)
Misalkan:
w'=z (3.2.21)
maka
w'=2z' (3.2.22)
Substitusi persamaan (3.2.22) ke persamaan (3.2.16b) menghasilkan
cz =Dyz'—ew + fuw (3.2.23)

Jika —ew + fuw dipindah ke ruas Kiri, maka persamaan (3.2.23) menjadi

c 1
z'= D_zz + D, (ew — fuw) (3:2:24)

Dengan demikian persamaan (3.2.17),(3.2.20),(3.2.21) dan (3.2.24) dapat
ditulis kembali sebagai suatu sistem persamaan diferensial biasa orde satu sebagai

berikut:
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(u' =v
’ c a (1 u)+b
v=—v——ull—=)+—uw

D D K D
¢ ! ! (3.2.25)
w =z

c
Z’=D—22+D—2(ew—fuw)

Selanjutnya titik kesetimbangan untuk sistem (3.2.25) diperoleh dengan
mencari nilai u(s), v(s),w(s) dan z(s) sedemikian sehingga u (s) = 0, v'(s),

w'(s) = 0 dan z (s) = 0. Sehingga persamaan (3.2.25) dapat ditulis menjadi

0=v (3.2.27)
c a u b (3.2.28)
0 —D—lv—D—lu(l—E)+D—1UW
c 1 (3.2.30)
0= D—22+D—2(ew—fuw)

Jika definisi titik tetap persamaan (3.2.25) adalah E; = (u;,v;,w;,z), Vi =
1,2,3 maka titik-titik tetap pertama ditentukan dengan mengambil u'(s) = 0 yang
akan memberikan

v=0makav; =0 (3.2.31)
Selanjutnya substitusikan persamaan (3.2.31) ke persamaan (3.2.28)

menghasilkan

_Dilu(l—%)+D£1uw=0

dalam bentuk yang lebih sederhana diperoleh

—Dilu(l—%—bw)=0
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Sehingga diperoleh

_a _u _ (3.2.32)
Dlu—Odan(l e bw)—O

dengan demikian diperoleh u = 0 makauj = 0
Dari persamaan (3.2.28) diperoleh nilai z = 0, maka z; = 0 lalu disubstitusikan
ke persamaan (3.2.29) diperoleh

e f AT (3.2.33)
D, w D, uw =0

Jika difaktorkan menghasilkan

1
R B0l 9 (3.2.34)
D,
Dari persamaan (3.2.34) diperoleh
w=0 dan(e— fu) =0 (3.2.35)

karena w = 0 maka diperoleh wi = 0
Dengan demikian titik tetap pertama menghasilkan E; = (uj, vy, wy,z1) =
(0,0,0,0), sedangkan untuk titik tetap kedua dapat dikerjakan sebagai berikut:

Jika wy = 0, maka dari persamaan (3.2.32) diperoleh
(1 — %) =0 makau = K sehinggau; = K (3.2.36)

Selanjutnya substitusi u = K ke persamaan (3.2.34) diperoleh

Diw(e _FKY) = 0 (3.2.37)
2

Dari persamaan (3.2.37) diperoleh
w=0dan (e—f(K))=0

sehingga w, = 0 sedangkan (e — fK) adalah suatu konstanta
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Selanjutnya substitusi u = K dan w = 0 ke persamaan (3.2.28) menghasilkan

c
—v = 0 sehinggav; =0
Dy

dan substitusikan nilai u = K dan w = 0 ke persamaan (3.2.30) menghasilkan

c
D—Z = (0 diperoleh z = 0 sehinggaz, = 0
2

Sehingga titik tetap kedua diperoleh E, = (u3, v;, ws, z;) adalah (K, 0,0,0).
Selanjutnya untuk titik tetap ketiga yakni jika z = 0 maka berdasarkan
persamaan (3.2.35) diperoleh
(e — fu) = 0 menghasilkan u = e/f sehingga u; = e/f (3.2.38)

Selanjutnya untuk v = 0 substitusikan uz = e/f ke persamaan (3.2.32) maka

(1 G bw) —0 (3.2.39)

Dari persamaan (3.2.39) diperoleh

=51~ 7g) sehimeeawi =5(1-77)
w=- K sehingga ws = - K

Dengan demikian diperoleh titik tetap ketiga yaitu E3 = (u3,v3, w3, 2z3) =

G o 3(1=7)0)

Setelah diperoleh titik tetap selanjutnya akan dilakukan linierisasi sistem
untuk mengetahui kestabilan lokal pada sistem tersebut. Linierisasi merupakan
proses mentransformasi persamaan diferensial nonlinier menjadi persamaan
diferensial linier. Linierisasi akan dilakukan dengan menggunakan matriks
Jacobian, yang mana definisi fungsi untuk masing-masing persamaan dari model

difusi predator-prey sebagai berikut:
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(U =v=Ff(uv,wz2)

17'=Di17—Dl au 1—% —buw | =gu,v,w,z
4 ! 1 (3.2.40)
W'=z=h(u,v,w,z) -
, C 1
Z =D—22+D—2(ew—fuw)=r(u,v,w,z)

Misalkan titik tetap untuk persamaan (3.2.40) didefinisikan sebagai E;
dimana untuk setiap i = 1,2,3 maka linierisasi menggunakan matriks Jacobian
untuk persamaan (3.2.40) sebagai berikut

oF of of o)
ou v Iw 9z
99°209:,99 89

Ju O0v ow 09z
JE, oh 0h 0h O0h 540

ou ov ow 0z
Jdr Or Or Or
Llou Jdv oOw 0z

Substitusi masing-masing fungsi pada persamaan (3.2.40) ke persamaan (3.2.41)

menghasilkan

0 1 0 07
g5 2u; N b ., c b . o [
AN o k)" b, b, DY v (3.2.42)
B, T 0 0 0 1% -
f. o e f . €|z
DZ DZ Dz DZ_

Persamaan (3.2.42) adalah persamaan yang terlinierisasi. Untuk langkah
selanjutnya yaitu dicari nilai eigen agar dapat menyimpulkan kestabilan di sekitar
titik tetap yaitu dengan mensubstitusikan titik tetap pertama, kedua dan ketiga.

Persamaan (3.2.35) diselesaikan dengan mensubstitusi parameter a = 1.3,
b=05K=1, f=1.6,e=0.7 dan ¢ = 0.25. Sehingga linierisasi persamaan

(3.2.40) menggunakan matriks Jacobian menghasilkan
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0 1 0 07ru
_|—13+2.6u; +0.5w; 0.25 0.5u; 0llv
Jg, = 0 0 0 1w (3.2.43)

—3.2w; 0 14-32u; 05]llz

0 1 0 0
. —~1.3 4 2.6u; + 0.5w; 0.25 0.5u; of

dimana 0 0 0 = A

—3.2w; 0 14-32u] 05

Nilai Eigen dicari dengan rumus det(A — AI) = 0 dengan 1 adalah matriks
identitas berordo 4 x 4, akan diperoleh nilai Eigen untuk masing-masing titik
tetap. Sehingga dengan mensubstitusi titik tetap pertama (0,0,0,0) ke persamaan

(3.2.43) menghasilkan

0 1 0 o|ru

—-1.3 0.25 0 0|V

Je =g 5 4y (3.2.44)
0 0 1.4 051tz
Nilai Eigen dicari dengan
det(A—A) =0
—A 1 0 0
-13 0.25-1 0 0 i
det 0 0 _2 1 =0
0 0 14 05-141

Dengan menyelesaikan determinan persamaan (3.2.44) diperoleh nilai-nilai Eigen
untuk titik tetap (0, 0,0, 0) yaitu

Ay = 0.125 + 1.13i A3 = —0.96

A, = 0.125 — 1.13i Ay = 1.46

Selanjutnya vektor Eigen dicari dengan rumus

(A-2Dv® =0,vi =1,2,3,4
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Sehingga diperoleh vektor-vektor Eigen dari masing-masing nilai Eigen pada titik

tetap (0, 0,0, 0) yaitu

Uy 10.877  10.09 ur7 [0
S — v — 0 1 >(3) _ vl _ 0
v w o |T] o [ v w| = [=0.72
Lz 0 -0 A | 0.69 |
U1 10.877 0.09 U 0
=(2) v — 0 A 1 > (4) vl _ 0
v w 0 o | g w| = |-057
Lzl M0 1l AL Lzl |—0.84.

Solusi umum untuk persamaan (3.2.44) adalah

u A1 AZ_
VI_ Jat B, e B3| .
wl=¢ | &5 c, cos Pt c, sin ft
Z D1 D2_
Ay [A;
By . B; A3t 3(3) A4t 3(4)
+ C, C sin Bt — C cos Bt | | + Cze*3' v + Cyetttv
1 2
Dy LD,

Dengan demikian

u 0.87 0.09
V] _ ,o0.25¢ 0 —ly 1O
wl= e Cy 0 ]cos 1.13t 0 ]sm 1.13t
VA 0 0
0.87 0.097 \
+ G, 8 sin 1.13t — (1) cos 1.13t
0 0 - /
0 0
—096t| O 146t| O
+(ze _0.72| T Cee —0.57
0.69 |—0.84
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Sehingga diperoleh solusi umum persamaan (3.2.44) sebagai berikut:
u(t) = e%125¢(€,(0.87 cos 1.13t — 0.09 sin 1.13t)
+ (,(0.87 sin 1.13t — 0.09 cos 1.13t))

v(t) = e%125t(—C; sin 1.13t — C, cos 1.13t)
w(t) = —0.72C3e %9t — 0.57C,e 146"
z(t) = 0.69C;e 9%t —0.84C,e! 40t
Dengan nilai awal u(0) = 0.9, v(0) = 0.9, w(0) = 1 dan z(0) = 1 dapat dicari
nilai €y, C,, C5 dan C, sebagai berikut
Untuk u(0) = e°(€,(0.87 cos 0 — 0.09sin 0) + C,(0.87 sin 0 — 0.09 cos 0))

0.9 = 0.87C; — 0.09C,
Untuk v(0) = e®(—C; sin0 — C, cos 0)

—0.9 = (,

Dengan demikian C; = 0.94
Untuk w(0) = —0.72C;e~%%¢ — 0.57C,e’40¢

1=-0.72C3e° — 0.57C,e® maka 0.79C, — 1.39 = C;
Untuk z(0) = 0.69C3e°—0.84C,e°

1 =0.69(0.79C, — 1.39)—0.84C, maka diperoleh C, = —6.76
Dengan demikian C; = 0.79(—6.76) — 1.39 = —6.73
Sehingga dengan mensubstitusi nilai C;, C,, C; dan C, ke solusi umum persamaan
(3.2.44) diperoleh solusi khusus untuk persamaan (3.2.44) yaitu
u(t) = e%125¢((0.82 cos 1.13t — 0.08 sin 1.13t)

— (0.78sin 1.13t — 0.08 cos 1.13t))

v(t) = e%125t(—0.94 sin 1.13¢t + 0.9 cos 1.13t)
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w(t) = 4.85e709¢ + 3.85¢146¢
z(t) = —4.64e70% + 568146
Selanjutnya persamaan (3.2.44) digambar dengan menggunakan program

Maple dan dihasilkan perilaku solusi seperti yang terlihat pada gambar berikut:
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Gambar 3.2.1 Gambar 3.2.2
Trayektori untuk Populasi Prey di Sekitar Titik | Trayektori untuk Populasi Predator di Sekitar
Tetap Pertama Titik Tetap Pertama

Pada titik tetap pertama diperoleh sepasang nilai Eigen kompleks 4, , =
a+if dengan a > 0 dan sepasang nilai Eigen riil yang berbeda tanda yakni
A3 = —0.96 dan A, = 1.46. Untuk sepasang nilai Eigen kompleks tersebut,
diperoleh perilaku stabil asimtotis pada populasi prey dimana trayektori bergerak
searah jarum jam menuju titik tetap dan masuk pada titik tetap tersebut (sink).
Perilaku stabil asimtotis ini menunjukkan bahwa dia memiliki solusi yang bersifat
L-stable dan stabil asimtotis lemah. Gambar dari perilaku ini berbentuk spiral
seperti yang terlihat pada gambar (3.2.1). Perilaku spiral tersebut disebabkan

adanya nilai Eigen kompleks dengan bagian riil positif yakni a > 0.
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Sedangkan untuk sepasang nilai Eigen riil yang berbeda tanda diperoleh perilaku

tidak stabil pada populasi predator dimana arah trayektori bergerak menuju titik

tetap akan tetapi setelah mendekati titik tetap trayektori berbalik arah dan

menjauhi titik tetap. Gambar dari perilaku ini disebut saddle seperti yang terlihat
pada gambar (3.2.2).

Selanjutnya untuk titik tetap kedua (1,0,0,0) menghasilkan matriks

Jacobian sebagai berikut

0 1 0 0fru

_11.3 0.25 0.5 oV

Jg, = 0 0 0 1w (3.2.45)
0 0 —-1.8 051tz
Nilai Eigen dicari dengan
det(A—AI) =0

—A 1 0 0
1.3480.25 &3 0.5 0

det 0 0 ) 1 0
0 0 -18 05-—-2

Dengan menyelesaikan determinan persamaan (3.2.45) diperoleh nilai-nilai Eigen
untuk titik tetap (1,0, 0, 0) yaitu
A = —1.02 A3 = 0.25 + 1.32i
1, =1.27 Ay = 0.25 — 1.32i
Selanjutnya vektor Eigen dicari dengan rumus
(A-AD8® =0,vi =1,2,3,4
Sehingga diperoleh vektor-vektor Eigen dari masing-masing nilai Eigen pada titik

tetap (1,0, 0, 0) yaitu
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F U 1 u -0.12 —0.04
>(1) _ v _ —1.02 1-7»(3) _ v 0.02 + —0.16 i
w 0 w 0. 73 0. 14
L 7 0 Z
U ! u —0.12 —0.04
s — |V = |1.27 Sy _ |V 0.02 —0.16;
U w| T o =T o 73 0. 14
Lzl L O Z
Solusi umum untuk persamaan (3.2.46) adalah
u
:} = Clellt'l})(l) + Cze;{zt'l_}(z)
z
[ 4 4 4 \
B B B B
at 1 _|P2] ; 1] o N
+e C3 r, cos Pt g sinft |+ Cy & sin Bt ® cos ft
D, D, D, D,
sehingga
u 1 1
vl_ ~  —102t|—1.02 1.27¢ | 1.27
W Cle 0 + Cze 0
z 0 0
y 0:12] —0.04
0.25¢ 0.02 _|-0.16] .
+e C3 0.73 cos 1.32t 014 |5 i VA5
1 0
[—0.12 —0.04 \
0.02 | . _|=0.16
+Cy 073 |5 1.32t 014 |€oS 1.32t )
1 0
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Dengan demikian solusi umum untuk persamaan (3.2.45) dapat dinyatakan
sebagai berikut:
u(t) = Cye 102t 4 (,el27t
+ %2t (C3(—0.12 cos 1.32t + 0.04 sin 1.32t)
+ C4(—0.12sin 1.32¢ + 0.04 cos 1.32t))
v(t) = —1.02C,e 192t + 1.27C,e1?7t
+ €%25t(5(0.02 cos 1.32t + 0.16 sin 1.32¢)
+ €4(0.02sin 1.32t + 0.16 cos 1.32t))
w(t) = e%%¢(C3(0.73 cos 1.32t — 0.14 sin 1.32t)
+ €4(0.73 sin 1.32t — 0.14 cos 1.32t))
z(t) = e%2°¢(C5 cos 1.32t + C4 sin 1.32t)
Dengan nilai awal u(0) = 0.9, v(0) = 0.9, w(0) = 1 dan z(0) = 1 dapat dicari
nilai C;, C,, C5 dan C, sebagai berikut
Untuk u(0) = Cre° + Cre° + e%(C3(—0.12 + 0) + C4(0 + 0.04))
0.9 = C; + €,—0.12C5 + 0.04C, (3.2.46)
Untuk v(0) = —1.02C;e° + 1.27C,e° + €°(€5(0.02 + 0) + C,(0 + 0.16))
0.9 = —1.02C; + 1.27C,+0.02C; + 0.16C, (3.2.47)
Untuk w(0) = e°(C3(0.73 cos 0 — 0.14sin 0) + C4(0.73 sin 0 — 0.14 cos 0))
1=10.73C; — 0.14C, (3.2.48)
Untuk z(0) = e°(C5 cos 0 + C, sin 0)

1=C3
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Selanjutnya substitusi nilai C; = 1 ke persamaan (3.2.48) diperoleh
0.14C, = 0.73 — 1 maka C;, = —1.93
Substitusi nilai C; dan C, ke persamaan (3.2.46) diperoleh
11=C +CmakaC, = 1.1 -,
Substitusi nilai C,, C3 dan C, ke persamaan (3.2.47) menghasilkan
—0.21 = —2.29C; maka C; = 0.09
Dengan demikian C; = 1.1 — 0.09 = 1.01
Sehingga dengan mensubstitusikan nilai Cy, C,, C; dan C4 ke solusi umum
persamaan (3.2.45) diperoleh solusi khusus persamaan (3.2.45) yaitu
u(t) = 0.09e7102t + 1,01e127¢
+ €%25¢(—0.12cos 1.32¢t + 0.04 sin 1.32¢
— 1.93(—0.12sin 1.32¢ + 0.04cos 1.32t))
v(t) = 0.09e 7192t + 128127
+ €%25¢(0.02cos 1.32t + 0.16sin 1.32t
—1.93(0.02sin 1.32t + 0.16cos 1.32t))
w(t) = e%%5¢(0.73cos 1.32t — 0.14sin 1.32t
—1.93(0.73sin 1.32t — 0.14cos 1.32t))
z(t) = e%25¢(cos 1.32t — 1.93 sin 1.32t)
Selanjutnya persamaan (3.2.46) digambar dengan menggunakan program

Maple dan dihasilkan perilaku solusi seperti yang terlihat pada gambar berikut:
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Trayektori untuk Populasi Prey di Sekitar Titik
Tetap Kedua
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R gttt PP e O
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Gambar 3.2.3 Gambar 3.2.4

Trayektori untuk Populasi Predator di
Sekitar Titik Tetap Kedua

Berdasarkan titik tetap kedua diperoleh sepasang nilai Eigen riil yang

berbeda tanda yakni 1; = —1.02 dan A, = 1.2 dan sepasang nilai Eigen kompleks

A34 = a £ if dengan a > 0. Gambar trayektori di sekitar titik tetap kedua

diperlihatkan dengan gambar (3.2.3) dan (3.2.4) dimana pada gambar (3.2.3)

dapat dilihat bahwa arah trayektori yang terjadi akibat sembarang nilai awal yang

takhingga terhadap titik tetap kedua akan bergerak menuju titik tetap kedua akan

tetapi setelah mendekati titik tetap kedua, arah trayektorinya akan berbalik arah

untuk menjauhi titik tetap tersebut. Perilaku populasi prey ini disebut saddle yang

disebabkan adanya nilai Eigen riil yang berbeda tanda. Sedangkan pada gambar

(3.2.4) dapat dilihat bahwa pada populasi predator arah trayektori searah dengan

arah jarum jam. Solusi cenderung stabil asimtotis artinya dia L-stable dan stabil

asimtotis lemah. Perilaku dari solusi ini disebut spiral.



matriks Jacobian sebagai berikut:

Nilai Eigen dicari dengan

0 1 0
_|—-0.57 0.25 2 0
Je;, = 0 0 1
—4.68 0 0.5
det(A—AI) =0
-1 1 0
—0.57 025-21 0.22
det 0 0 Z2
—4.68 0 0

=0

05-1

Selanjutnya untuk titik tetap ketiga (0.44,0,1.46,0) menghasilkan

(3.2.49)

Sehingga diperoleh nilai-nilai Eigen untuk titik tetap (0.44, 0, 1.46, 0) yaitu

A = 1.01+ 0.61i

A, =1.01 — 0.61i

Selanjutnya vektor Eigen dicari dengan rumus

Sehingga diperoleh vektor-vektor Eigen dari masing-masing nilai Eigen pada titik

(A-2Dv® =0,vi = 1,2,3,4

tetap (0.44, 0,1.46,0) yaitu

5 —

@ =

-

gEot

et

[ 0.62

0.04
-0.21

L—0.19

[ 0.62 7

0.04
-0.21

-—0.19-

+

'—0.94

=0,09
L 0.02

[—0.947

—0.09

=951

—0.95] ;

- 0.02

EICK.

et

A3 = —0.64 + 0.58i

Ay = —0.64 — 0.58i

—0.747

—0.10
0.27

—0.29/

—0.747

—0.10
0.27

—0.29

[—0.947
1.39 |;

—0.08

L —0.14

(—0.947
1.39 |;
—0.08

L—0.14



Solusi umum persamaan (3.2.49) adalah

[ A A, A \
B B B B
2 — pat 1 _1P2] o 1] ..; _ P2
¥=e%| ¢ c, cos it c, sin ft |+ C C, sin ft c, cos Bt
D, D, D, D,
A, 4 A, A \
B B B B
at 1 _ P2 1 [ _|P2
+e | ¢, gl cos ft cs sinft |+ C, G sin [t c, cos [t
D, D, Dy D,
Dengan demikian
==L 118 0.02
S _0.64t —0.21 _|1—0.091{ _;
x=e Ci| | goa |€0S 058t _095|5in 0.58t
0.62 —0.94
-0.19 0.02
+ G, _00(-)241 sin 0.58t — :8-82 cos 0.58t
0.62 —-0.94
—0.291 —-0.14
+el 01| ¢y (| Soel | cos 0.61t — | 7008 sin 0.61¢
—0.744 —0.94
[TROrZY -0.14
0.27 | . _|—0.08
+ C, _0.10|5™m 0.61t 139 |€os 0.61t
L—0.74 —0.94

Solusi umum untuk persamaan (3.2.49) dapat dinyatakan sebagai berikut
u(t) = e7064(¢;(—0.19 cos 0.58¢ — 0.02 sin 0.58¢)

+ C,(—0.19sin 0.58¢ — 0.02 cos 0.58t))

+ e101(€3(—0.29 cos 0.61¢ + 0.14sin 0.61¢)

+ C4(—0.295in 0.6 1¢ + 0.14 cos 0.61¢))
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v(t) = e %6*((1(—0.21 cos 0.58t + 0.09 sin 0.58t)

+ C,(—0.21sin 0.58¢ + 0.09 cos 0.58t))

+ e101(5(0.27 cos 0.61t + 0.08 sin 0.61¢)

+ €4(0.27 sin 0.61t + 0.08 cos 0.61t))
w(t) = e %¢*(;(0.04 cos 0.58t + 0.95 sin 0.58t)

+ C,(0.04 sin 0.58t + 0.95 cos 0.58¢))

+ e191¢((3(—0.10 cos 0.61t — 1.39 sin 0.61¢)

+ C4(—0.10sin 0.61¢ — 1.39 cos 0.61t))
z(t) = e~ %64t(¢;(0.62 cos 0.58¢ + 0.94 sin 0.58¢)

+ C,(0.62sin 0.58t + 0.94 cos 0.58¢))

+ €191t (C5(—0.74 cos 0.61¢ + 0.94 sin 0.61¢)

+ C4(—0.74sin 0.61¢t + 0.94 cos 0.61t))
Dengan nilai awal u(0) = 0.9, v(0) = 0.9, w(0) = 1 dan z(0) = 1 dapat dicari
nilai €y, C,, C5 dan C, sebagai berikut
u(0) = e°(€;(—0.19 cos 0 — 0.02 5in 0) + C,(—0.19sin 0 — 0.02 cos 0))

+e°(€3(—0.29 cos 0 + 0.14 sin 0) + C4(—0.29sin 0 + 0.14 cos 0))
0.9 = —0.19C; — 0.02C, — 0.29C; + 0.14C, (3.2.50)
v(0) = e0(61 (—0.21cos0 + 0.09sin0) + C,(—0.21sin 0 + 0.09 cos O))
+e°(€3(0.27 cos 0 + 0.08 sin 0) + €4(0.27 sin 0 + 0.08 cos 0) )

0.9 = —0.21C; + 0.09C, + 0.27C5 + 0.08C, (3.2.51)

w(0) = €°(€1(0.04 cos 0 + 0.95sin 0) + €,(0.04 sin 0 + 0.95 cos 0))
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+€°(C3(—0.10 cos 0 — 1.39 sin 0) + C4(—0.10sin 0 — 1.39 cos 0))
1 = 0.04C; + 0.95C, — 0.10C; — 1.39C, (3.2.52)
z(0) = e°(€1(0.62 cos 0 + 0.945in 0) + C,(0.62 sin 0 + 0.94 cos 0))
+e%(C3(—0.74 cos 0 + 0.94 sin 0) + C4(—0.74sin 0 + 0.94 cos 0))
1 =0.62C; + 0.94C, — 0.74C5 + 0.94C, (3.2.53)
Berdasarkan persamaan (3.2.50)-(3.2.53) diperoleh nilai ¢; = 4.02, C; =
6.02, C; = 8.26 dan C, = 2.93. Sehingga dengan mensubstitusikan nilai C;, C,, C3
dan C, ke solusi umum persamaan (3.2.49) diperoleh solusi khusus persamaan
(3.2.49) sebagai berikut:
u(t) = e %04(—0.88 cos 0.58t — 1.22sin 0.58t) + e101¢(—1.63 cos 0.61t +
0.31sin 0.61t) (3.250)
v(t) = e %6 (—0.3 cos 0.58t — 0.9sin 0.58t) + e1%1¢(2.46 cos 0.61t +
1.45 sin 0.61t) (3.251)
w(t) = e 964(5,88 cos 0.58t + 4.07 sin 0.58t) + e'91¢(—4.9 cos 0.61t —
11.77 sin 0.61t) (3.252)
z(t) = e %04(8.15 cos 0.58¢ + 7.51 sin 0.58t) + et (—3.36 cos 0.61t +
5.59 sin 0.61t) (3.253)
Selanjutnya persamaan (3.2.49) digambar dengan menggunakan program

Maple dan dihasilkan perilaku solusi seperti yang terlihat pada gambar berikut:
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Gambar 3.2.5 Gambar 3.2.6
Trayektori untuk Populasi Prey di Sekitar Titik Trayektori untuk Populasi Predator di
Tetap Ketiga Sekitar Titik Tetap Ketiga

Berdasarkan titik tetap ketiga diperoleh sepasang nilai Eigen kompleks
yang memiliki bagian riil positif yakni A; , = a &+ i dengan @ > 0 dan sepasang
nilai Eigen kompleks yang memiliki bagian riil negatif yakni A3, = a +if
dengan a < 0. Perilaku pada titik tetap ketiga untuk populasi prey dapat dilihat
pada gambar (3.2.5) dimana arah trayektori bergerak menuju titik tetap ketiga.
Solusi cenderung stabil asimtotis artinya dia L-stable dan stabil asimtotis lemah.
Perilaku dari solusi ini disebut spiral. Begitu pula dengan gambar (3.2.6) dapat
dilihat bahwa dengan sepasang nilai Eigen yang memiliki bagian riil negatif yakni
a < 0 dan bagian imajiner yang tak nol menunjukkan kondisi stabil asimtotis dan

solusi berbentuk spiral.

3.3 Interpretasi Hasil
Model difusi predator-prey yang ditunjukkan oleh persamaan (2.45)
dengan diskretisasi metode beda hingga skema eksplisit diselesaikan dengan

kondisi awal u(x,ty =L =0)=0.9dan w(x,t, =L =0) = 0.9 serta kondisi
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batas yakni u(xo =L =0,t) =09,u(x, =R=1,t) =09, w(xy =R =0,t) =
1 dan w(x,=R=1t)=1 (Barras, dkk., 2006). Kondisi batas ini
diinterpretasikan bahwa x, = L dan x,, = R merupakan batas daerah terjadinya
proses difusi yang diselesaikan sehingga perubahan nilai sebelum x, = L dan
setelah x,, = R tidak diperhitungkan. Nilai batas bernilai 0.9 dimaknai sebagai
proses difusi pada titik x, = L sebesar 0.9 sedangkan nilai batas bernilai 1
dimaknai sebagai proses difusi pada titik x,, = R sebesar 1 pada masing-masing
populasi yakni predator dan prey. Dengan demikian, adanya kondisi batas yang
diberikan dapat memberikan batasan daerah yang akan diselesaikan sehingga
perumusan masalahnya tidak melebar.

Penyelesaian dengan diskretisasi metode beda hingga skema eksplist,
iterasi dilakukan sebanyak 100 iterasi sesuai titik grid yang digunakan pada
sumbu x yakni [ = 100 dan titik grid yang digunakan pada sumbu t yakni
k = 100 sehingga iterasi kondisi batas dilakukan sampai ! = 100 sedangkan
iterasi kondisi awal dilakukan sampai k = 100. Selanjutnya iterasi pada model
dilakukan padai = 1 dann = 1 sampai i = [ — 1 dan n = k. Sehingga dihasilkan
bentuk diskret model difusi predator-prey yaitu

n
W

K
with = (Wl = 2wl + wih ) + (1 + fAtuU! — eA)w}!

uMt =l - 2ut Ut )A+ <1 + aAt — aAt bAtW{') uf!
Parameter yang digunakan dalam model difusi predator-prey ialah

a = 1.3 yang merupakan laju pertumbuhan populasi prey, b = 0.5 merupakan

laju kematian populasi prey karena adanya populasi predator, dan K =1

merupakan daya dukung lingkungan, sedangkan f = 1.6 merupakan laju
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pertumbuhan populasi predator karena adanya populasi prey, dan e = 0.7
merupakan laju kematian predator jika tidak ada prey atau laju kematian secara
alami (Mukhopadhyay dan Battacharyya, 2006). Sedangkan menurut Mercant dan
Nagata (2010), koefisien difusi D; =1 dan D, =0.5 dimana D; > D,
menunjukkan bahwa koefisien difusi populasi prey lebih besar dari pada populasi
predator yang berarti bahwa populasi prey memiliki harapan untuk melepaskan
diri dari predator. Sehingga dengan mensubstitusikan parameter ke persamaan
(3.5) dihasilkan gambar seperti yang ditunjukkan pada gambar (3.1.3) dimana
populasi prey akan stabil pada 1.2 <t < 7.5 dan populasi predator akan stabil
pada 1.7 < t < 6.9, sedangkan kedua populasi ini akan stabil pada saat 1.7 < t <
7.5. Selanjutnya dengan mengubah nilai parameter D; dan D, diperoleh grafik
diskret kompetisi predator dan prey seperti yang ditunjukkan pada gambar (3.1.4)
dan (3.1.7).

Beralih pada penyelesaian secara dinamik yaitu untuk mengetahui
kestabilan disekitar titik tetapnya maka penyelesaian dilakukan dengan mengubah
bentuk PDP ke bentuk PDB yang dilakukan dengan aturan rantai dengan cara
mengubah variabel u(x, t) dan w(x,t) menjadi u(s) dan w(s) dimana Vs = x +
ct yang merupakan variabel gelombang berjalan dengan ¢ sebagai kecepatan
gelombangnya dan diperoleh bentuk PDB orde dua sebagai berikut:

! cd—u=D1dZ—u+ au(l—z)—buw
ds ds? K

dw d*w

\ CE=D2E—ew+fuw
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Selanjutnya dilakukan transformasi dari orde dua ke orde satu sehingga

dihasilkan sistem PDB orde satu sebagai berikut:

ru' =v
, c a (1 u)_l_b
v =—v——ull—=)+—uw
DF” K/ " D,

w =z

=St (ew - fuw)

7z =—z+—(ew— fuw
\ D, D,

Setelah diperoleh sistem PDB orde satu, dilakukan analisis kestabilan
disekitar titik tetapnya dimana dalam analisis ini parameter yang digunakan
dibatasi dengan hanya menggunakan parameter koefisien difusi D; > D, yakni
D; =1 dan D, = 0.5, dengan demikian dari sistem PDB orde satu di atas
diperoleh tiga buah titik tetap yaitu titik tetap pertama (uj,vi,wy,z;) adalah
(0,0,0,0), titik tetap kedua (u3,v;,w,,z;) adalah (1,0,0,0) dan titik tetap
ketiga (u3, v3, w3, z3) adalah (0.44,0,1.46,0).

Pada titik tetap pertama diperoleh sepasang nilai Eigen kompleks
M, =axif dengan a > 0 dan sepasang nilai Eigen riil yang berbeda tanda
yakni 13 = —0.96 dan 1, = 1.46. Untuk sepasang nilai Eigen kompleks tersebut,
diperoleh perilaku stabil asimtotis pada populasi prey dimana trayektori bergerak
searah jarum jam menuju titik tetap dan masuk pada titik tetap tersebut (sink).
Perilaku stabil asimtotis ini menunjukkan bahwa dia memiliki solusi yang L-
stable dan stabil asimtotis lemah. Gambar dari perilaku ini berbentuk spiral seperti
yang terlihat pada gambar (3.2.1). Perilaku spiral tersebut disebabkan adanya nilai
Eigen kompleks dengan bagian riil positif yakni a > 0. Sedangkan untuk

sepasang nilai Eigen riil yang berbeda tanda diperoleh perilaku tidak stabil pada
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populasi predator dimana arah trayektori bergerak menuju titik tetap akan tetapi
setelah mendekati titik tetap trayektori berbalik arah dan menjauhi titik tetap.
Gambar dari perilaku ini disebut saddle seperti yang terlihat pada gambar (3.2.2).

Berdasarkan titik tetap kedua diperoleh sepasang nilai Eigen riil yang
berbeda tanda yakni 4; = —1.02 dan A, = 1.2 dan sepasang nilai Eigen kompleks
A34 = a xip dengan a > 0. Gambar trayektori di sekitar titik tetap kedua
diperlihatkan dengan gambar (3.2.3) dan (3.2.4) dimana pada gambar (3.2.3)
dapat dilihat bahwa arah trayektori yang terjadi akibat sembarang nilai awal yang
takhingga terhadap titik tetap kedua akan bergerak menuju titik tetap kedua akan
tetapi setelah mendekati titik tetap kedua, arah trayektorinya akan berbalik arah
untuk menjauhi titik tetap tersebut. Perilaku populasi prey ini disebut saddle yang
disebabkan adanya nilai Eigen riil yang berbeda tanda. Sedangkan pada gambar
(3.2.4) dapat dilihat bahwa pada populasi predator arah trayektori searah dengan
arah jarum jam. Solusi cenderung stabil asimtotis artinya dia L-stable dan stabil
asimtotis lemah. Perilaku dari solusi ini disebut spiral.

Berdasarkan titik tetap ketiga diperoleh sepasang nilai Eigen kompleks
yang memiliki bagian riil positif yakni A4; , = a &+ i dengan « > 0 dan sepasang
nilai Eigen kompleks yang memiliki bagian riil negatif yakni A3, =a £ if
dengan a < 0. Perilaku pada titik tetap ketiga untuk populasi prey dapat dilihat
pada gambar (3.2.5) dimana arah trayektori bergerak menuju titik tetap ketiga.
Solusi cenderung stabil asimtotis artinya dia L-stable dan stabil asimtotis lemah.
Perilaku dari solusi ini disebut spiral. Begitu pula dengan gambar (3.2.6) dapat

dilihat bahwa dengan sepasang nilai Eigen yang memiliki bagian riil negatif yakni
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a < 0 dan bagian imajiner yang tak nol menunjukkan kondisi stabil asimtotis dan
solusi berbentuk spiral.

Sehingoa jika dalam penyelesaian numerik menggunakan metode beda
hingga skema eksplisit diperoleh kondisi yang stabil pada interval 1.7 <t < 7.5
pada kedua populasi, maka pada interval inilah banyaknya prey yang dinyatakan
dengan u(t) dan v(t) seperti pada persamaan (3.2.50 — 3.2.51) serta banyaknya
predator yang dinyatakan dengan w(t) dan z(t) seperti pada persamaan

(3.2.52 — 3.2.53) dapat ditunjukkan pada tabel berikut:

t (waktu) Prey Predator
1.7 4.39 41.81
1.8 4.93 47.09
1.9 5.53 52.89
2.0 6.19 59.27
2.1 6.93 66.28
2.2 7.74 74.01
2.3 8.63 82.52
2.4 9.6 91.92
2.5 10.69 102.28
2.6 11.90 113.72
2.7 13.24 126.36
2.8 14.71 140.32
2.9 16.34 155.74
3.0 18.15 172.80
3.1 20.15 191.66
3.2 22.37 212.52
3.3 24.83 235.59
3.4 27.55 261.11
3.5 30.56 289.35
3.6 33.90 320.59
3.7 37.60 355.16
3.8 41.70 393.42
3.9 46.25 435.76
4.0 51.28 482.62
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4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7
4.8
4.9
5.0
5.1
5.2
.3
5.4
5.5
5.6
5.7
5.8
5.9
6.0
6.1
6.2
6.3
6.4
6.5
6.6
6.7
6.8
6.9
7.0
7.1
7.2
7.3
7.4
7.5

56.87
63.65
69.90
77.51
85.93
95.26
105.61
117.08
129.79
143.87
159.49
176.79
195.97
217.24
240.79
266.92
295.87
327.95
363.51
402.93
446.61
495.03
548.69
608.17
674.09
747.16
828.14
917.89
1017.36
1127.61
1249.79
1385.21
1535.29
1701.63
1885.98

534.49
591.89
655.43
725.76
803.61
889.78
985.17
1090.77
1207.65
1337.05
1480.28
1638.85
1814.37
2008.68
2223.78
2461.89
2725.49
3017.30
3340.33
3697.93
4093.79
4532.02
5017.14
5554.17
6148.67
6806.78
7535.32
8341.81
9234.59
10222.91
11316.98
12528.11
13868.83
15352.99
16996.97

Tabel 3.3.1 Banyaknya Populasi Prey dan Predator pada Interval Kestabilan

1.7<t<75
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3.3 Menuntut Ilmu Sebagai Perintah untuk Berpikir (Tafakkarun)

Al-Qur’an telah menyeru kepada seluruh manusia untuk berfikir. Seruan
tentang berpikir ini  meliputi berpikir tentang kosmologi, bentuknya,
penciptaannya dan pengaturan peredarannya serta mengenai sunnatullah dalam
segala bentuk ilmu pengetahuan. Sebagaimana firman Allah surat Al-Jatsiyah ayat
13 yang berbunyi

,‘{ - - d st 4 .7 Civw A _,i
REETY EAPpt 1 O B SULIE WO P eV FIV S

Artinya: ”Dan Dia telah menundukkan untukmu apa yang di langit dan apa yang
di bumi semuanya, (sebagai rahmat) daripada-Nya. Sesungguhnya pada
yang demikian itu benar-benar terdapat tanda-tanda (kekuasaan Allah)
bagi kaum yang berfikir”.

Pada ayat di atas Allah menyeru umatnya untuk memikirkan segala
sesuatu yang ada di langit dan di bumi. Proses berpikir inilah yang dapat
menjadikan kita mengetahui semua rahasia Allah yang ada di langit dan di bumi.
Mengenai perintah berpikir juga terdapat dalam firman Allah surat An-Nahl ayat

44 sebagai berikut:

B R 5 1 1 U5 G e S T W

Artinya: “Dan Kami turunkan kepadamu Al-Quran, agar kamu menerangkan
pada umat manusia apa yang telah diturunkan kepada mereka dan
supaya mereka memikirkan .

Berdasarkan ayat di atas bahwa Allah telah menurunkan kepada
Muhammad SAW al-Qur'an untuk menjadi peringatan dan pengajaran kepada

manusia, dan memerintah Muhammad SAW untuk menerangkan kepada mereka
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hukum-hukum, syariat-syariat dan keadaan-keadaan umat yang telah lalu yang
dimusnahkan dengan berbagai macam azab, hukum-hukum yang musykil bagi
mereka serta menjelaskan kepada mereka keterangan-keterangan yang
disingkatkan, agar mereka memikirkan apa yang telah diturunkan kepada mereka
dan mengambil petunjuk dari Al-Qur’an tersebut (Quthb, 2003). Dalam hal ini Al-
Maraghi menjelaskan bahwa diturunkannya Al-Qur'an itu bermaksud agar
Muhammad SAW menanti mereka berpikir tentang rahasia dan pelajaran ini, serta
agar mereka jauh dari mengikuti jejak para pendusta pendahulu, sehingga mereka
tidak ditimpa azab seperti yang telah ditimpakan kepada mereka.

Ayat lain juga menyebutkan mengenai perintah untuk berpikir seperti yang

terdapat dalam surat Al-An’am ayat 50

47 8~ T/,.,fl

L
PR T & 2. Ao Ao /’1’~’;/95~// @ - N Sy s
uyg&‘dl&l‘qlvgdﬁ‘yﬁw‘&.yﬁ,‘Jg‘j"dy\*f’)gdﬁ Je

—- &

- }{:/: /fi% 0 ok BRT ’,’,’,ﬂlg’ :
(29 09885 Mol eadly L 08NT 6228 Ja 6 ) (550

Artinya: “Katakanlah: aku tidak mengatakan kepadamu bahwa perbendaharaan
Allah ada padaku, dan tidak (pula) aku mengetahui yang ghaib dan tidak
(pula) aku mengatakan kepadamu bahwa aku seorang malaikat. Aku
tidak mengikuti kecuali apa yang diwahyukan kepadaku. Katakanlah,
"Apakah sama orang yang buta dengan yang melihat?, Maka Apakah
kamu tidak memikirkannya?".

Begitu banyak ayat Al-Qur’an yang memerintahkan manusia untuk
memikirkan segala sesuatu yang ada di muka bumi ini, dengan demikian penulis
menjelaskan bahwa menuntut ilmu merupakan suatu proses berpikir dimana
dalam proses menuntut ilmu akan timbul hal-hal baru yang sebelumnya belum
diketahui. Dengan menuntut ilmu berarti kita telah menjalankan perintah Allah

sebagaimana perintah berpikir untuk memikirkan segala sesuatu yang ada di muka
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bumi ini sehingga dapat mengantarkan kita pada jalan taqwa. Sehingga, analisa
mengenai model difusi predator-prey juga termasuk perintah Allah tentang segala
sesuatu yang terjadi pada ciptaannya, dimana pada model difusi predator-prey ini
menerangkan tentang interaksi makhluk Allah dengan lingkungannya sehingga
dengan memikirkan masalah pada model difusi predator-prey ini juga dapat

mengantarkan kita pada jalan taqwa.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Solusi numerik diperoleh dengan skema beda hingga eksplisit yang
menghasilkan kondisi stabil pada saat 1.7 < t < 7.5. Pada interval ini banyaknya
prey yang dinyatakan dengan u(t) dan v(t) serta banyaknya predator yang
dinyatakan dengan w(t) dan z(t) dapat diketahui yakni banyaknya prey pada saat
t = 1.7 sebanyak 4.39 dan predator sebanyak 41.8, pada saat t = 1.8 banyaknya
prey yakni 4.93 dan predator sebanyak 47.09, sampai t = 7.5 banyaknya prey
yakni 1885.98 dan predator sebanyak 16996.97, hasil selengkapnya dapat dilihat
pada tabel 3.3.1 dimana pada jumlah tersebut kedua populasi berada pada kondisi
yang stabil. Pada kondisi stabil ini kedua populasi berada pada titik tetap ketiga

dengan trayektori berbentuk spiral menuju titik tetap tersebut (sink).

4.2 Saran
Penelitian selanjutnya dapat dilakukan analisis bifurkasi dengan
mengubah-ubah parameter pada model yang sama hingga menunjukkan kondisi

yang stabil .
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Lampiran
Lampiran 1

Program Matlab untuk grafik diskret kompetisi predator dan prey pada model
Difusi Predator-Prey menggunakan metode beda hingga skema eksplisit.

format short
clc
clear all
%parameter
Dl=input ('masukkan koefisien difusi prey=');%D1=1, 1.4, 1,5
D2=input ('masukkan koefisien difusi predator='");%D2=0.5, 1.4, 1.4
a=input ('masukkan laju pertumbuhan prey=');%a=1.3
b=input ('masukkan laju kematian prey=');%b=0.5
e=input ('masukkan laju kematian predator="');%e=0.7
f=input ('masukkan laju pertumbuhan predator=');%f=1.6
K=input ('masukkan daya dukung lingkungan="') ;%K=1
Jj=input ('masukkan banyaknya iterasi="');%3=100
u0=input ('masukkan kondisi awal prey=');%u0=0.9
wO=input ('masukkan kondisi awal predator="');
ul=input ('masukkan kondisi batas prey="');%ul
wl=input ('masukkan kondisi batas predator="')
$interval
del x=input ('masukkan nilai delta x='");%del x=0.5
del t=input ('masukkan nilai delta t='");%del t=0.09
x=[0:del x:del x*j];
m=length (x)-1;
t=[0:del t:del t*j];
r=length(t)-1;
u=zeros (m, r) ;
w=zeros (m,r) ;
%kondisi awal
for i=1:m+1
u(i,l)=ul;
w(i,1l)=w0;
end
$kondisi batas
format long e
for k=1l:r+1
u(l,k)=ul;
w(l,k)=wl;
u(m+l,k)=ul;
w(m+l,k)=wl;

end
lambdal=(Dl*del t)/((del x)"2);
lambda2=(D2*del t)/((del x)"2);

for n=1:r
for i=2:m
u(i,n+l)=lambdal*u(i+l,n)+(1-2*lambdal+a*del t-
((a*del t*u(i,n))/K)-...
b*del t*w(i,n))*u(i,n)+lambdal*u(i-1,n);
w(i,n+l)=lambda2*w (i+1,n)+ (1-2*lambda2+f*del t*u(i,n)-
e*del t)*w(i,n)+...
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end

end

lambda2*w (i-1,n);
drawnow

figure (1)

plot (t,abs(u(:,n)),'b-', 'LinewWidth',2.5)
grid on;

hold on;

plot (t,abs(w(:,n)),'r-','LineWidth',2.5)
grid on;

hold off;

ylabel ('u,w'")

xlabel ('Time t')

legend ('Prey', 'Predator') ;

title('Grafik Diskret kompetisi Predator dan Prey')
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Lampiran 2
Program Mapple untuk analisis di sekitar titik tetap model Difusi Predator-Prey

> restart;
> D1:=1:D2:=0.5:a2:=1.3:b:=0.5:e:=0.7:£:=1.6:K:=1:
c:=0.25:
> du:=v;
du =v
> dv:=((c/D1l) *v)-(1/D1l) *( (a*u- (a*u”*2) /K) -b*u*w) ;
dv:=025v —13u+ 13u> +05uw
> dw:=z;
dw =z
> dz:=((c/D2)*z)+(1/D2) * (e*w-£f*u*w) ;
dz :=0.5000000000z + 1.400000000w — 3.200000000u w
> titiktetap:=solve({du,dv,dw,dz}, {u,v,w,z});
titiktetap :={u=0.,v=0,w=0,z=0.},{u=1,v=0,w=0.,z

=0.}, {u=0.4375000000v = 0., w = 1.462500000z = 0.}

>titiktetapl:=titiktetap[1l]; ;titiktetap2:=titiktetap[2];
titiktetap3:=titiktetap[3];
titiktetapl ={u=0.,v=0,w=0.,z=0.}
titiktetap? ={u=1.,v=0.,w=0,z=0.}
titiktetap3 = {u = 0.4375000000v = 0., w = 1.462500000z = 0.}
> with(plots) :with(linalg) :
> jac:=jacobian([du,dv,dw,dz], [u,v,w,z]) ;
jac =[[0,1,0,0],

[-13 4 2.6u + 0.5w,0.250.5u,0],

[0,0,0,1].

[ =3.200000000w, 0, 1.400000000— 3.200000000z, 0.5000000000

Mencari matriks Jacobianl, nilai eigen, dan vektor eigen
> jacl:=subs(titiktetapl,evalm(jac)) ;
eigenvals (jacl) ;eigenvectors (jacl) ;

0 1 0 0
-1.3 0.25 0. 0

jacl =
0 0 0 1

-0. 0 1.400000000 0.5000000000

0.1250000000+ 1.133302696I, 0.1250000000— 1.133302696I,
-0.95933866221.459338662
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[ ~0.95933866201, {[ 0. 0. —0.7216256987 0.6922834326]}],

[0.1250000000— 1.133302696l, 1,

{[0.8717713046— 0.096153846151,0. — 1.1,0. — 0. L, 0.
— 0.1]}], [0.1250000000+ 1.133302696L, 1,
{[0.8717713046+ 0.096153846151,0. + 1.1,0. + 0. L, 0.
+0.1]}], [1.459338662 1,

{[ 0. 0. ~0.5729412299 -0.8361152879]}
Mencari matriks Jacobian2, nilai eigen, dan vektor eigen

> jac2:=subs(titiktetap2,evalm(jac)) ;eigenvals(jac2) ;
eigenvectors (jac2) ;

0 1 0 0
1.3 0.25 0.5 0

jac2 =
0 0 1

-0. 0 -1.8000000000.5000000000

-1.0220069751.272006975 0.2500000000+ 1.318142633I,
0.2500000000— 1.3181426331

[0.2500000000+ 1.3181426331, 1, {[ -0.1166897082
— 0.035521930621,0.01765054408— 0.1626941618I,

0.7323014628+ 0.1388888889L, 0. + 1. 1]}], [ 1.272006974 1,
{[ ~0.6233002740 —0.7928422958 0. 0. ]}] [—1.022006975 1,

{[ ~0.6993694023 0.7147604068 0. 0. ]}] [0.2500000000

— 13181426331, 1, {[ -0.1166897082-+ 0.035521930621,
0.017650544084+ 0.1626941618I, 0.7323014628— 0.1388888889I,
0. — 1.1]}]

Mencari matriks Jacobian3, nilai eigen, dan vektor eigen
> jac3:=subs (titiktetap3,evalm(jac)) ;eigenvals (jac3) ;
eigenvectors (jac3) ;

0 1 0 0
0.5687500000 0.25 0.2187500000 0
jac3 =
0 0 0 1
-4.680000000 0 0. 0.5000000000

1.010910571+ 0.6086603068I, 1.010910571— 0.6086603064I,
—0.6359105711+ 0.5752000243I, —0.6359105711
— 0.57520002431

[ —0.6359105697+ 0.5752000252I, 1, {[ —0.2950695153
— 0.1384778736l, 0.2672903015— 0.0816644482I,
—0.1005765596+ 1.393609483I, —0.7376465152
— 0.94406264391]}], [1.010910579— 0.6086603013L, 1, {|
—0.1894644643— 0.02206100391, —0.2049592856
+ 0.0930177968L 0.03848442984+ 0.9512045892L, 0.617864792
+ 0.9381588409]}], [1.010910579+ 0.6086603013L, 1, {|[
—0.1894644643+ 0.02206100391, —0.2049592856
— 0.0930177968L, 0.03848442984— 0.9512045892L, 0.617864792
— 0.93815884091]}], [ —0.6359105697— 0.5752000252I, 1, {[
—0.2950695153+ 0.1384778736l, 0.2672903015
+ 0.0816644482I, —0.1005765596— 1.393609483I,
—0.7376465152+ 0.94406264391]} ]



Program untuk solusi umum dan solusi khusus berdasarkan masing-masing
matriks Jacobian di atas adalah
e Persamaan untuk matriks Jacobian 1
> persl:=D(u) (t)=v(t) ,D(v) (t)=-
1.3*u(t)+0.25*v(t) ,D(w) (t)=z(t) ,D(z) (t)=1.4*w(t)+0.25*z
(t) :
> solusi:=dsolve ({persl}, {u(t),v(t) ,w(t),z(t)}):
> solusikhusus:=dsolve ({persl,u(0)=0.9,v(0)=0.9,w(0)=1,
z(0)=1}):

e Persamaan untuk matriks Jacobian 1
> pers2:=D(u) (t)=v(t) ,D(v) (t)=1.3*u(t)+0.25*v (t)
+0.5*w(t), D(w) (t)=z(t), D(z) (t)=-1.8*w(t)+0.5*z(t) :
> solusi:=dsolve ({pers2},{u(t),v(t) , w(t), z(t)}):
>solusikhusus:=dsolve ({pers2,u(0)=0.9,v(0)=0.9,w(0)=1,z
(0)=1}):

e Persamaan untuk matriks Jacobian 1

> pers3:=D(u) (t)=v(t) ,D(v) (t)=0.57*u(t)+0.25*v(t)+
0.22*w(t) ,D(w) (t)=z(t) ,D(z) (t)=-4.68*u(t)+0.5*z(t) :

> solusi:=dsolve ({pers3},{u(t),v(t) ,w(t),z(t)}):

> solusikhusus:=dsolve ({pers3,u(0)=0.9,v(0)=0.9,
w(0)=1,z(0)=1}):

Program Phase Portrait Populasi Prey pada Titik Tetap Pertama

> restart;

> with (DEtools) :

> preyl:=diff (u(t), t)=v(t) ,diff(v(t), t)=-1.3*u(t)+
0.25*v (t) :

> sapreyl:=u(0)=0.9,v(0)=0.9:

> phaseportrait([preyl], [u(t),v(t)], t=20..9,
[[sapreyl]], u(t)=-5..5,v(t)=-
5..5,stepsize=0.05,arrows=MEDIUM, linecolour=blue) :

Program Phase Portrait Populasi Predator pada Titik Tetap Pertama

> predl:=diff(w(t),h t)=z(t),
diff(z(t),t)=1.4*w(t)+0.5*z(t):

> sapredl:=w(0)=1,z(0)=1:

> phaseportrait([predl], [w(t),z(t)],6 t=-
20..9,[[sapredl]] ,w(t)=-5..5,z(t)=-
5..5,stepsize=0.05,arrows=MEDIUM, linecolour=blue) :
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Program Phase Portrait Populasi Prey pada Titik Tetap Kedua

> prey2:=diff (u(t),t)=v(t),
diff(v(t),t)=1.3*u(t)+0.25*v(t):

> saprey2:=u(0)=0.9,v(0)=0.9:

> phaseportrait([prey2], [u(t),v(t)],6 t=-
20..9,[[saprey2]] ,u(t)=-5..5,v(t)=-

5..5,stepsize=0.05,arrows=MEDIUM, linecolour=blue) :

Program Phase Portrait Populasi Predator pada Titik Tetap Kedua

> pred2:=diff (w(t) , t)=z(t) ,diff(z(t), t)=-
1.8*w(t)+0.5*z(t):

> sapred2:=w(0)=1,z(0)=1:

> phaseportrait([pred2], [w(t),z(t)],6 t=-
20..9,[[sapred2]] ,w(t)=-5..5,z(t)=-

5..5,stepsize=0.05,arrows=MEDIUM, linecolour=blue) :

Program Phase Portrait Populasi Prey pada Titik Tetap Ketiga

> prey3:=diff(u(t),t)=v(t) diff(v(t), t)=-
0.57*u(t)+0.25*v (t) :

> saprey3:=u(0)=0.9,v(0)=0.9:

> phaseportrait([prey3], [u(t),v(t)],6 t=-
20..9,[[saprey3]] ,u(t)=-5..5,v(t)=-

5..5,stepsize=0.05,arrows=MEDIUM, linecolour=blue) :

Pogram Phase Portrait Populasi Predator pada Titik Tetap Ketiga

> pred3:=diff(w(t),t)=z(t) ,diff(z(t),t)=-
4.68*w(t)+0.5*z(t) :

> sapred3:=w(0)=1,z(0)=1:

> phaseportrait([pred3], [w(t),z(t)],6 t=-
20..9,[[sapred3]] ,w(t)=-5..5,z(t)=-

5..5,stepsize=0.05,arrows=MEDIUM, linecolour=blue) :
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