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ABSTRAK 

 

Sandi, Eva Ayu Safitri M.. 2013. Analisis Skema Lax-Wendroff dalam 

Penyelesaian Persamaan Gelombang. Skripsi. Jurusan Matematika. 

Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri Maulana Malik 

Ibrahim Malang. Pembimbing: (I) Ari Kusumastuti, S.Si, M.Pd. 

    (II) H. Wahyu Henky Irawan, M.Pd 

 

Kata Kunci : diskretisasi, model gelombang, metode elemen hingga skema Lax-

Wendroff, model kontinu, model diskret  

 

Diskretisasi model merupakan prosedur transformasi model kontinu ke 

model diskret. Diskretisasi dilakukan dengan menggunakan metode elemen 

hingga. Metode  elemen hingga adalah suatu teknik umum untuk menyusun solusi 

hampiran  pada masalah nilai batas. Teknik umum yang dimaksud dalam metode 

elemen hingga ini adalah teknik dalam  membagi suatu kontinu menjadi beberapa 

bagian yang lebih kecil yang di sebut elemen hingga. Model yang digunakan 

dalam skripsi ini adalah model gelombang yang merepresentasikan gelombang 

pada dawai  yang menyebabkan dawai bergetar.  

Parameter-parameter yang digunakan dalam model gelombang 

  
        

   
  

        

      
       

  
   yaitu, massa dari tiap kabel utama    

    , tegangan dalam kabel utama          yang diperoleh dari massa 

dikalikan gaya grafitasi, dan koefisien redaman dari tiap kabel utama        . 

Metode elemen hingga merupakan metode numerik yang dapat digunakan untuk 

menyelesaikan persamaan diferensial parsial. Metode elemen hingga yang 

digunakan yaitu metode elemen hingga skema Lax-Wendroff, beda maju dan beda 

pusat untuk waktu dan beda pusat untuk ruang.  

Perbandingan antara persamaan homogen dan tak homogen adalah pada 

persamaan tak homogen amplitudonya lebih tinggi  dibandingkan dengan 

persamaan homogen. Perbandingan besarnya amplitudo antara persamaan 

homogeny dan tak homogen yaitu                          dan  

                    .Akan tetapi keduanya mengalami kestabilan 

dalam jeda waktu yang sama. 

Bagi penelitian selanjutnya, disarankan untuk melanjutkan tentang 

gelombang dengan menggunakan metode dan skema yang berbeda yang dapat 

menghasilkan error yang lebih kecil lagi, serta  dengan nilai awal, nilai batas, dan 

interval yang berbeda dan bervariasi. 
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ABSTRACT 

 

Sandi, Eva Ayu Safitri M.. 2013. Analyzes Lax-Wendroff Scheme in the 

Resolution Wave Equation.  Thesis. Department of Mathematics. Faculty 

of Science and Technology. The State of Islamic University Maulana 

Malik Ibrahim Malang. Promotor:  

(I) Ari Kusumastuti, S.Si, M.Pd.  

(II)  H. Wahyu Henky Irawan, M.Pd 

 

Kata Kunci , model of the wave, finite volume  methods Lax-Wendroff  scheme, 

the model continuous, discrete models 

Discretization model is a continuous model transformation procedure to 

model discrete. Discretization is done using the finite volume  method. Finite 

volume method is a general technique to construct a solution almost on the 

boundary value problem. A common technique in the finite volume  method is a 

technique in the a continuous split into several smaller parts, called the finite 

element. The model used in the this thesis is a model that represents the wave of 

the wave on the string causing the string to vibrate. 

The parameters used in the wave model   
        

   
  

        

    

  
       

  
  , the mass of each main cable          , tension in the main cable 

           obtained from the mass multiplied by the gravitational forces, and 

the attenuation coefficient of each main cable          . Finite volume method 

is a numerical method that can be used to solve partial differential equations. 

Finite volume method used is the finite volume  method Lax-Wendroff scheme, 

different forward and center for the time difference and central difference for the 

space.  

Comparison between homogeneous and inhomogeneous equation is the 

inhomogeneous equation of higher amplitude than the homogeneous equation. 

Comparison of the magnitude of the amplitude between homogeneous and 

inhomogeneous equations of                          and          

           . However experienced stability in the same intervals. 

For further research, it is advisable to proceed on the wave by using 

different methods and schemes which can result in a smaller error again, and with 

the initial value, boundary value, and intervals are different and varied. 
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 ٍيخص

قسٌ  .اىبحث اىعيٌ .الموجة معادلة قرار يحلل ونذورف التراخ مخطط  .٢ ۱۰ ٣. سفيتري م.سنذي,ا يفا ايو

 .ٍاىل إبشإٌٞ ٍالاّح ٍ٘لاّاخاٍعت الإسلاٍٞت اىحنٍ٘ٞت  .اىخنْ٘ى٘خٞاميٞت اىعيً٘ ٗ اىشٝاضٞاث

 ايَادسحس  اايسشداِ أسٛ م٘سٍ٘سخ٘حٜ (۱) :اىَششف

 ايَادسحس اىحح ٗحٞ٘ ْٕٞنٜ إساٗاُ (٢)

 

 مستمر، ونمورج محذود، ّٗذٗسف -اكس مخطط العناصر طريقة الموجة، نمورج تفريذ، : ميَاث اىبحث

 منفصلة ونمارج

َّ٘رج حفشٝذ ٕ٘ َّ٘رج إخشاء اىخح٘ه اىَسخَش ىَْ٘رج ٍْفصيت. ٝخٌ حفشٝذ باسخخذاً طشٝقت  

اىعْاصش اىَحذٗدة. طشٝقت اىعْاصش اىَحذٗدة ٕٜ حقْٞت عاٍت ىبْاء حو حقشٝبا عيٚ ٍشنيت اىقَٞت اىحذٝت. 

خزاء أصغش حسَٚ ْٕٗاك حقْٞت شٞ٘عا ٕ٘ طشٝقت اىعْاصش اىَحذٗدة ٕٜ حقْٞت فٜ اّقساً ٍسخَش إىٚ عذة أ

اىعْاصش اىَحذٗدة. اىَْ٘رج اىَسخخذً فٜ ٕزٓ الأطشٗحت ٕ٘ اىَْ٘رج اىزٛ َٝثو ٍ٘خت ٍِ ٍ٘خت عيٚ 

 اىدسش اىَؤدٛ إىٚ اىدسش ٖٝخز. 

  اىَعاٝٞش اىَسخخذٍت فٜ ٍ٘خت َّ٘رج  
        

   
  

        

      
       

  
, أٛ أُ   

حٌ اىحص٘ه عيٖٞا         ، ٗاىخ٘حش فٜ مابو اىشئٞسٜ          مخيت مو اىنابلاث اىشئٞسٞت 

، عيٚ          ٍِ اىنخيت ٍضشٗبت فٜ ق٘ٙ اىداربٞت، ٍٗعاٍو اىخِٕ٘ٞ ٍِ مو اىنابلاث اىشئٞسٞت 

اىَعادلاث اىخفاضيٞت  طشٝقت اىعْاصش اىَحذٗدة ٕٜ طشٝقت اىعذدٝت اىخٜ َٝنِ أُ حسخخذً فٜ حو اىخ٘اىٜ. 

إىٚ الأٍاً  ,ّٗذٗسف -اىدزئٞت. طشٝقت اىعْصش اىَحذٗد اىَخبع ٕ٘ طشٝقت اىعْاصش اىَحذٗدة ٍخطط امس

 اىَخخيفت ٍٗشمزا ىفاسق اىخ٘قٞج ٗالاخخلاف اىَشمزٛ ىيفضاء. 

 اىَعادىت ٍِ سعت أعيٚ ٍِ ٍخداّست غٞش اىَعادىت ٕٜ ٍخداّست ٗغٞش ٍخداّست اىَعادىت بِٞ ٍقاسّت 

              ٍِ ٍخداّست ٗغٞش ٍخداّست اىَعادلاث بِٞ اىسعت حدٌ بِٞ ٍقاسّت. ٍخداّست

 .فخشاث ّفس فٜ اىخبشة رٗٛ الاسخقشاس ٗىنِ.                     ٗ             

 اىخٜ ٗاىَخططاث الأساىٞب باسخخذاً ٍ٘خت عيٚ حَضٜ أُ اىَسخحسِ ٍِ فئّٔ اىبحث، ٍِ ىَزٝذ 

 ٍخخيفت ٗفخشاث اىحذٗد، قَٞت الأٗىٞت، اىقَٞت ٍٗع ٍخخيفت، أصغش أخشٙ ٍشة اىخطأ إىٚ حؤدٛ أُ َٝنِ

 .ٍٗخْ٘عت
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang  

Menurut Rokhman (2011) getaran adalah gerakan bolak-balik dalam suatu 

interval waktu tertentu. Getaran berhubungan dengan gerak osilasi benda dan gaya 

yang berhubungan dengan gerak tersebut. Semua benda yang mempunyai massa 

dan elastisitas mampu bergetar, jadi kebanyakan mesin dan struktur rekayasa 

engineering mengalami getaran sampai derajat tertentu dan rancangannya 

biasanya memerlukan pertimbangan sifat osilasinya. Jika suatu dawai (benang, 

senar gitar, dan sebagainya) yang panjangnya   direntang sampai mencapai 

tegangan maksimum dan kedua ujungnya diikat pada posisi tetap di     dan 

   , kemudian digetarkan, maka posisi dawai akan menyimpang dari posisi 

setimbang.  Bila dawai dengan tegangan tertentu digetarkan secara terus menerus 

maka akan terlihat suatu bentuk gelombang yang arah getarnya tegak lurus 

dengan arah rambat gelombang. Jika kedua ujungnya tertutup, gelombang pada 

tali itu akan terpantul-pantul dan dapat menghasilkan gelombang stasioner yang 

tampak berupa simpul. Menurut Ohene1, dkk. (2012)  model untuk gelombang di 

dawai adalah   
   (   )

   
  

   (   )

   
   

  (   )

  
   , di mana model tersebut 

merupakan persamaan diferensial parsial tak  linier. 

Salah satu metode yang digunakan dalam menganalisis model gelombang 

adalah metode elemen hingga. Metode elemen hingga merupakan salah satu 

metode yang dapat digunakan dalam pemodelan matematika, sesuai diterapkan 

pada masalah aliran fluida dan aerodinamika. Prosedur dalam metode volume 
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hingga adalah mendefinisikan bentuk geometri aliran, domain dari aliran 

diuraikan dalam grid dari volume kontrol yang tidak tumpang tindih yang dapat 

membentuk persamaan yang dapat dibagankan. Persamaan yang didiskretkan 

nilainya merupakan pendekatan dari nilai pada masing masing titik. Persamaan 

yang didiskretkan diselesaikan secara numerik. Pada metode elemen hingga harus 

diketahui domainnya dengan jelas, dari domain tersebut dibagi menjadi grid-grid 

baik terstruktur maupun tidak. Pada masing-masing grid memenuhi persamaan 

matematika yang terbentuk. Persamaan yang terbentuk dalam permukaan 

sehingga perlu diubah menjadi titik agar tidak saling tumpang tindih. Dalam 

metode ini perlu dilakukan pendiskretan sehingga persamaan yang terbentuk 

merupakan nilai titiknya (Apsleyh, 2005). 

Allah berfirman dalam surat Al-Anfal 29 sebagai berikut: 

                                 

             

 

Artinya : “Hai orang-orang beriman, jika kamu bertakwa kepada Allah, Kami 

akan memberikan kepadamu Furqaan, dan Kami akan jauhkan dirimu 

dari kesalahan-kesalahanmu, dan mengampuni (dosa-dosa)mu, dan 

Allah mempunyai karunia yang besar” (Qs. Al-Anfal: 29). 

 

Furqaan diartikan sebagai petunjuk sehingga dapat membedakan antara 

yang benar dan yang salah, dapat juga diartikan sebagai pertolongan. Perintah 

bertakwa ditujukan kepada orang yang beriman. Orang yang bertakwa yaitu 

seseorang yang memelihara diri dari kemurkaan Allah dengan melaksanakan apa 

yang diperintahkan dan menjauhi apa saja yang dilarang (Farid, 2008). 
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Interpretasi penulis dari ayat ini adalah  suatu tolak ukur bagi orang-orang 

yang beriman agar senantiasa bertakwa. Seperti halnya skripsi ini agar 

mendapatkan hasil  yang baik maka harus menggunakan metode yang tepat. 

Dalam ayat di atas dijelaskan apabila orang-orang yang beriman tersebut bertakwa 

maka mereka akan mendapatkan karunia dari Allah SWT berupa petunjuk, 

dijauhkan dari kesalahan, dan diampuni dosa-dosa mereka.  

Menutut Reddy (1985)  metode elemen hingga adalah suatu teknik umum 

untuk menyusun solusi hampir pada masalah nilai batas. Teknik umum yang 

dimaksud dalam metode elemen hingga ini adalah teknik dalam membagi suatu 

kontinu menjadi beberapa bagian yang lebih kecil yang disebut elemen hingga. 

Disebut elemen hingga karena jumlah elemen kecil ini berhingga dan umumnya 

mempunyai bentuk geometri yang lebih sederhana jika dibandingkan dengan 

kontinumnya.  Proses pembagian kontinum menjadi elemen-elemen hingga 

disebut diskretisasi. Kumpulan dari elemen dan simpulan hasil diskretisasi ini 

membentuk  domain penyelesaian numerik yang disebut dengan jaringan elemen 

hingga. 

Penelitian terdahulu menyebutkan bahwa terdapat kelebihan metode 

elemen hingga dibandingkan dengan metode elemen batas, pemodelan dengan 

elemen batas konstan dilakukan dengan mesh yang relatif rapat dan 

memperlihatkan hasil yang cukup baik, meskipun terdapat penyimpangan 

dibandingkan harga pemodelan elemen hingga. Hal ini dikarenakan elemen batas 

konstan kurang fleksibel dalam memodelkan respon metode telurik dengan 

banyak frekuensi. Pemodelan dengan elemen batas konstan memerlukan 
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penyesuaian panjang elemen untuk mengakomodasi nilai optimal pada setiap 

harga frekuensi (Muhammad, 2011). 

 Penelitian selanjutnya oleh Ohene1, dkk. (2012)  menggunakan metode 

Runge-Kutta untuk menyelesaikan model gelombang pada objek jembatan. Pada 

penelitian tersebut dibandingkan macam-macam percobaan secara numerik yang 

dijalankan menggunakan skema SIMULINK. Pada penelitian terdahulu model-

model gelombang yang diteliti beberapa nilai konstantanya ditambahkan atau 

dikurangi agar hasil tak linieritasnya lebih baik. Untuk membuktikan bahwa 

model tersebut dapat diaplikasikan dengan baik dan mudah, maka penulis 

menindaklanjuti penelitian sebelumnya untuk mengembangkan penelitian pada 

metode lain, yaitu dipilih metode elemen hingga skema Lax-Wendroff, namun 

penulis hanya mengambil satu persamaan diferensial parsial (partial differential 

equation) tak liniernya saja yang telah dipotong menjadi persamaan diferensial 

parsial (partial differential equation) linier. 

Dalam skripsi ini, dikembangkan solusi numerik model gelombang dengan 

metode elemen hingga. Penelitian ini bertujuan untuk memberikan hasil 

komputasi di dalam menemukan solusi numerik model gelombang. Penelitian ini 

diharapkan bahwa hasil-hasil yang diselesaikan memberikan peranan penting 

untuk menemukan solusi numerik pada model gelombang, yang lebih umum dari 

penelitian yang sebelumnya sehingga menjadi hasil yang kualitatif untuk 

persamaan tak linier dari model gelombang. 
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 Berdasarkan uraian di atas, maka penulis tertarik melakukan penelitian 

tersebut dan mentransformasinya dengan judul “Analisis Skema Lax-Wendroff 

dalam Penyelesaian Model Gelombang”. 

 

1.2 Rumusan Masalah 

Rumusan masalah yang akan dibahas dalam skripsi ini yaitu  

1. Bagaimana penyelesaian model gelombang pada dawai dengan skema 

Lax-Wendroff? 

2.  Bagaimana interpretasi dan simulasi dari hasil perhitungan numerik 

model gelombang dengan skema Lax-Wendroff? 

 

1.3 Tujuan Penelitian 

Tujuan yang ingin dicapai dalam skripsi ini adalah: 

1. Untuk mengetahui penyelesaian model gelombang pada dawai  dengan 

menggunakan skema Lax-Wendroff. 

2. Untuk mengetahui interpretasi dan simulasi dari hasil perhitungan 

numerik model gelombang dengan skema Lax-wendroff. 

 

1.4 Batasan Masalah 

Dalam penelitian ini diberikan batasan masalah sebagai berikut: 

1. Model gelombang diasumsikan di dawai karena dawai dapat mewakili 

objek di jembatan (Ohene1, dkk., 2012). 
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2. Karena elemennya berhingga maka dia ambil interval gelombang tali 

adalah       dan       dengan kondisi batas 
  (   )

  
 
  (   )

  
 

 (   )   (   )    (Zwillinger, 1997) dan pada skripsi ini diberikan 

kondisi awal  (   )     [   (    ) ] (Morton dan Mayers, 2005) 

dan berbagai kondisi awal. 

3. Metode elemen hingga  skema Lax-Wendroff. 

 

1.5 Manfaat Penelitian 

Manfaat dari skripsi ini adalah dengan menggunakan metode elemen 

hingga diharapkan dapat memperoleh hasil dengan error sekecil-kecilnya dan 

dengan menganalisis kestabilan maka hasil yang di peroleh lebih teratur dan lebih 

meminimalkan error. 

 

1.6 Metode Penelitian 

Secara rinci, langkah penelitian ini dijabarkan sebagai berikut:   

1. Analisis skema  Lax-Wendroff  yang diterapkan pada model Kwofie 

Richart Ohene1, dkk. 

2. Simulasi dan interpretasi hasil  perhitungan numerik persamaan 

gelombang dengan menggunakan skema Lax-Wendroff. 

 

1.7 Sistematika Penulisan 

Penulisan skripsi ini menggunakan sistematika penulisan yang terdiri dari 

empat bab. Masing-masing bab terdiri dari sub bab sebagai berikut:  
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Bab I  Pendahuluan  

Pendahuluan meliputi latar belakang, rumusan masalah, tujuan 

penelitian, batasan masalah, manfaat penelitian, metode penelitian, dan 

sistematika penulisan.  

Bab II Kajian Pustaka  

Kajian pustaka tentang dasar teoritik gelombang, persamaan diferensial 

gelombang, konstruksi model gelombang, metode elemen hingga, 

skema Lax-wendroff. 

Bab III  Pembahasan  

Bab ini menguraikan tentang pembahasan analisis penyelesaian model 

gelombang dengan menggunakan skema Lax-Wendroff. 

Bab IV  Penutup  

Bab ini memaparkan kesimpulan dari pembahasan hasil penelitian dan 

saran untuk penelitian selanjutnya. 
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BAB II 

KAJIAN PUSTAKA 

 

2.1 Teori Getaran (Vibration)  

Bila suatu sistem dinamik ditambahkan tenaga dengan mengalihkan dari 

keadaan dasarnya ke suatu keadaan dengan tenaga yang lebih tinggi (eksitasi) oleh 

tambahan tenaga dengan mengalihkan dari keadaan dasarnya ke suatu keadaan 

dengan tenaga yang lebih tinggi (eksitasi) tak periodik  ( ) yang tiba-tiba, maka 

respon terhadap eksitasi ini disebut respon transien karena biasanya osilasi 

keadaan tidak diproduksi. Osilasi ini terjadi pada frekuensi natural sistem dengan 

amplitudo yang berubah (Thomson, 1986). 

Definisi 1 

Menurut Rokhman (2011)  getaran (vibration) adalah gerakan bolak-balik 

(berulang-ulang) dalam suatu interval waktu tertentu. Getaran berhubungan 

dengan gerak osilasi benda dan gaya yang berhubungan dengan gerak tersebut. 

Semua benda yang mempunyai massa dan elastisitas mampu bergetar, jadi 

kebanyakan mesin dan struktur rekayasa engineering mengalami getaran sampai 

derajat tertentu dan rancangannya biasanya memerlukan pertimbangan sifat 

osilasinya. 

 Getaran terbagi menjadi dua, yaitu: 

1. Getaran bebas terjadi jika sistem berosilasi karena bekerjanya gaya yang ada 

dalam sistem itu sendiri (inherent), dan jika ada gaya luar yang bekerja. Sistem 

yang bergetar bebas akan bergerak pada satu atau lebih frekuensi naturalnya, 
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yang merupakan sifat sistem dinamika yang dibentuk oleh distribusi massa dan 

kekuatannya. Semua sistem yang memiliki massa dan elastisitas dapat 

mengalami getaran bebas atau getaran yang terjadi tanpa rangsangan luar 

(Thomson, 1986).  

2. Getaran paksa adalah getaran yang terjadi karena rangsangan gaya luar, jika 

rangsangan tersebut berosilasi maka sistem dipaksa untuk bergetar pada 

frekuensi rangsangan (Thomson, 1986). Menurut Rokhman (2011) jika 

frekuensi rangsangan sama dengan salah satu frekuensi natural sistem, maka 

akan didapat keadaan resonansi dan osilasi besar yang berbahaya yang 

mungkin terjadi. Kerusakan pada struktur besar seperti jembatan, gedung 

ataupun sayap pesawat terbang, merupakan kejadian menakutkan yang 

disebabkan oleh resonansi. Jadi perhitungan frekuensi natural merupakan hal 

yang utama. 

Teori getaran pada skripsi ini berpusat pada getaran bebas karena getaran 

yang terjadi pada objek ada karena sistem yang bergetar bebas akan bergerak pada 

satu atau lebih frekuensi naturalnya. 

Persamaan gelombang di dawai dimensi satu dapat ditulis:  

   (   )

   
   

   (   )

   
   

     (   ) 

dimana    
 

 
, dengan parameter: 

   

   
 : percepatan getaran 

  : densitas massa dawai (massa persatuan panjang) 
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  : tegangan dawai  

   

   
 : kecepatan awal.  

Jika seutas dawai yang panjangnya   direntang sampai mencapai tegangan 

maksimum dan kedua ujungnya diikat pada posisi tetap di     dan    , 

kemudian digetarkan, maka posisi dawai akan menyimpang dari posisi setimbang. 

Untuk merumuskan persamaan dari gelombang dawai, digunakan asumsi 

(Atakim, 2013:19): 

(1) Massa persatuan panjang dari dawai konstan (dawai homogen). 

(2) Dawai elastis sempurna, sehingga tidak ada gaya luar yang mempengaruhi 

getaran dawai (dawai bergetar semata-mata karena keelastisannya).  

(3) Karena tegangan dawai maksimum, maka dawai maksimum.  

Asumsi-asumsi itu sedemikian rupa sehingga dapat diharapkan bahwa 

solusi   (   ) bagi persamaan diferensial yang diperoleh dapat menerangkan 

dengan cukup baik vibrasi kecil dawai ”tak ideal” yang bermassa kecil dan 

homogen yang mengalami tegangan besar. Pada asumsi kedua gaya luar yang 

dimaksud adalah angin dan hujan, sedangkan beban yang melewati objek 

diasumsikan adalah gaya dari dalam. Asumsi pada keempat asumsi pada dawai 

berlaku juga pada objek yang diteliti. 
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Gambar 2.1 Gerak Segmen Dawai dalam Menghantarkan Gelombang (Crayonpedia, 2009) 

 

Gelombang dawai muncul sebagai akibat gangguan pada dawai (lihat 

gambar 2.1).  Sesaat setelah dawai diganggu, gaya gangguan ini dirambatkan 

sepanjang dawai. Ini berarti bahwa setiap bagian dawai bertindak sebagai 

penyalur gaya gangguan tadi, dan mekanisme ini menyebabkan terjadinya 

gelombang dawai. Jika dawai dianggap serba sama dengan massa persatuan 

panjang dawai adalah  , maka didapat kecepatan rambat gelombang   dalam 

dawai adalah 

  √
  
 

 

    (   ) 

dengan    :tegangan nilai ( ), dan  : rapat massa/massa per satuan panjang .
  

 
/ 

(Crayonpedia, 2009). 

 Berdasarkan persamaan (   )  maka dapat disimpulkan macam-macam 

gelombang berdasarkan kecepatan rambatnya adalah: 

1. Gelombang ekstrim terjadi pada dawai yang semakin kecil massa 

persatuan panjangnya, jika dawai diberi tegangan yang semakin besar, 
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maka gelombang akan merambat dengan kecepatan rambat yang semakin 

besar pula. 

2. Gelombang normal terjadi pada dawai yang memiliki massa persatuan 

panjang sama dengan tegangan yang terjadi pada dawai, maka gelombang 

akan merambat dengan kecepatan rambat yang seimbang atau normal. 

3. Gelombang lemah terjadi pada dawai yang semakin besar massa persatuan 

panjangnya.  Jika dawai diberi tegangan yang semakin kecil, maka 

gelombang akan merambat dengan kecepatan rambat yang semakin kecil  

pula. 

 

2.2 Dasar Teori Persamaan Diferensial Parsial  

 Suatu persamaan yang di dalamnya terdapat turunan parsial dan terdapat 

dua atau lebih variabel bebas maka persamaan tersebut disebut persamaan 

diferensial parsial (partial differential equation) (Ayres, 1992). Selanjutnya 

diberikan persamaan diferensial parsial sebagai berikut: 

  
   (   )

   
  

   (   )

   
   

  (   )

  
           (2.3) 

persamaan (2.3) adalah persamaan dua variabel bebas, yaitu   dan  . Sedangkan 

variabel tak bebasnya adalah  . 

 Selain definisi di atas persamaan diferensial parsial dapat juga dikatakan 

sebagai persamaan yang memuat satu atau lebih turunan-turunan parsial. 

Persamaan diferensial merupakan laju perubahan terhadap dua atau lebih variabel 

bebas, yang biasanya  disebut dengan waktu dan ruang  (Triatmodjo, 2002). 
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 Persamaan diferensial parsial dikelompokan menjadi dua bagian yaitu 

persamaan diferensial parsial linier dan tak linier. Didefinisikan persamaan 

diferensial parsial sebagai berikut: 

 (   )   (   )   (   )    (   )   (   )   (   )   (   )    

 (   )  (   )   (   )  (   )   (   ) (   )   (   )  (2.4) 

Linieritas persamaan (2.4) ditentukan oleh fungsional dari koefisien 

 (   )  (   )  (   )  (   )  (   )  (   )  dan  (   ). Jika koefisien 

tersebut konstanta atau hanya tergantung pada variabel bebas , (   )   -, maka 

PDP tersebut adalah linier. Jika koefisien-koefisien tersebut merupakan fungsi 

dari turunan pertama dan kedua [ (                       )   ], maka PDP 

tersebut adalah tak linier (Zauderer, 2006).  

 Misal diberikan persamaan (2.3) yang merupakan persamaan Ohene1, dkk. 

Menurut Sasongko (2010) maka dapat dinyatakan kondisi-kondisi sebagai berikut: 

1. Apabila koefisien       dan    pada persamaan (   ) adalah konstanta 

atau fungsi yang terdiri dari variabel bebas saja, maka persamaan tersebut 

disebut linier (Griffiths, 2010). Sebagai contoh jika diberikan persamaan 

(2.3) dan misalkan                          yang merupakan 

konstanta, maka persamaan (   ) berbentuk: 

    
   (   )

   
       

   (   )

   
     

  (   )

  
     (2.5a)  

sehingga persamaaan (    ) merupakan persamaan diferensial parsial 

linier. 
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2. Apabila koefisien       dan    pada persamaan (   ) adalah fungsi dari 

variabel tak bebas ( ( )) dan atau merupakan turunan dengan orde yang 

lebih rendah daripada persamaan diferensialnya (
  

  
 
  

  
), maka persamaan 

tersebut disebut kuasilinier. 

Misalnya 

   (   )
   (   )

   
  (   )

   (   )

   
   (   )

  (   )

  
    (2.5b) 

dengan       dan    adalah fungsi dari variabel tak bebas ( (     )) dan 

atau merupakan turunan dengan orde yang lebih rendah daripada 

persamaan diferensialnya (
  

  
 
  

  
), maka persamaan tersebut merupakan 

persamaan diferensial parsial kuasilinier. 

3. Apabila koefisien       dan    merupakan fungsi dengan orde turunan 

yang sama dengan orde persamaan diferensialnya (
   

   
 
   

   
 
   

    
),  maka 

persamaan tersebut disebut persamaan tak linier. 

maka persamaan tersebut disebut persamaan tak linier. Misalnya 

  (   )
   (   )

   
  (   )

   (   )

   
   (   )

  (   )

  
   dengan       dan 

   adalah fungsi dengan orde turunan yang sama dengan orde persamaan 

diferensialnya (
   

   
   
   

   
 
   

    
), maka persamaan tersebut merupakan 

persamaan diferensial parsial tak linier. 

 Ordo atau orde suatu persamaan diferensial adalah pangkat turunan 

tertinggi  yang muncul dalam persamaan diferensial.  Sedangkan tingkat derivatif 

parsial tertinggi merupakan tingkat dari persamaan diferensial parsial tersebut dan 
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pangkat tertinggi dari orde merupakan derajat dari persamaan diferensial tersebut. 

Persamaan diferensial parsial dengan dua variabel bebas dikatakan berorde satu 

jika turunan tertinggi dari variabel terikatnya adalah satu. Selanjutnya jika  

persamaan diferensial parsial dengan dua variabel dikatakan berorde dua, tiga, 

empat hingga berorde    jika turunan tertinggi dari variabel terikatnya adalah dua, 

tiga, empat atau    (Stewart, 2003). 

Berikut merupakan bentuk persamaan diferensial parsial orde dua dengan 

dua variabel bebas yaitu   dan  , selanjutnya diklasifikasikan dalam tiga bentuk 

yaitu eliptik, parabolik, dan hiperbolik. Bentuk umum pada persamaan diferensial 

parsial orde kedua adalah  

 
   

   
   

   

    
  

   

   
  

  

  
  

  

  
         (   ) 

dengan             dan   merupakan fungsi dari variabel  ,  , dan  . Tiga 

bentuk tersebut didapatkan berdasarkan kriteria sebagai berikut (Sasongko, 2010): 

(i) Bentuk eliptik jika         .  

Contohnya pandang persamaan gelombang yang berbentuk 
   

   
  

   

   
 

  
  

  
  , mudah untuk memeriksanya dalam contoh kasus ini, dengan 

koefisien                        , sehingga jika 

dimasukkan ke dalam rumus          menjadi      . Sehingga 

terbukti bahwa persamaan gelombang adalah persamaan diferensial parsial 

(partial differential equation) bentuk eliptik. 
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(ii) Bentuk parabolik jika         .  

Contohnya pandang persamaan gelombang yang berbentuk  

   

   
  

  

  
   mudah untuk memeriksanya dalam contoh kasus ini, dengan 

koefisien                      , sehingga jika dimasukkan 

ke dalam rumus          menjadi           . Sehingga 

terbukti bahwa persamaan gelombang tersebut adalah persamaan diferensial 

parsial (partial differential equation) bentuk parabolik. 

(iii) Bentuk hiperbolik jika         .  

Contohnya pandang persamaan (   ) mudah untuk memeriksanya dalam 

contoh kasus ini dengan koefisien                  , sehingga 

jika dimasukkan ke dalam rumus          menjadi       . 

Sehingga terbukti bahwa persamaan (   ) adalah persamaan diferensial 

parsial (partial differential equation) bentuk hiperbolik. 

Solusi persamaan gelombang adalah fungsi  (   ) yang memenuhi 

persamaan (   ). Solusi tersebut merupakan solusi umum, sehingga diperlukan 

substitusi kondisi batas dan kondisi awal agar didapatkan solusi khusus. Untuk 

interval       dan      . Nilai batas  (   )    dan  (   )   , untuk 

semua  . Kondisi awal yang digunakan untuk model gelombang (wave) adalah 

 ( ) yang dirumuskan sebagai berikut (Morton dan Mayers, 2005): 

 (   )     ,   (    ) -  (   ) 

Persamaan (   ) akan digunakan untuk membuat iterasi numerik pada bab 3.  
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Sehingga dari pemaparan di atas mengenai definisi persamaan diferensial 

parsial, sifat tak linier dan linier, dan ordo, maka dapat disimpulkan bahwa 

persamaan Kwofie Richart Ohene1, dkk. (2012) yaitu pada persamaan (2.3) 

merupakan persamaan diferensial parsial linier orde dua bertipe hiperbolik. 

2.3 Analisis Model Gelombang Dawai 

Pada model ini diasumsikan efek gesekan dan gaya-gaya dari luar 

diabaikan. Asal usul model gelombang satu dimensi  pada persamaan (2.3), 

dimana    adalah  massa dari tiap kabel utama,   adalah tegangan dalam kabel 

utama,    adalah koefisien redaman dari tiap kabel utama. 

Penelitian terdahulu oleh Ohene1, dkk. (2012) model gelombang 

menggunakan dua pendekatan yang berbeda, yang pertama didasarkan pada 

Teorema Banach kontraksi yang membutuhkan beberapa pembatasan pada 

parameter dawai. Pendekatan kedua bekerja di umum relatif yang lebih besar 

namun dengan asumsi tambahan kekuatan eksternal yang cukup kecil.  

Persamaan (   ) yang merupakan persamaan diferensial parsial (partial 

differential equation) orde dua. Analisis model persamaan gelombang dapat 

diturunkan dengan menggunakan Brownian motion backward Kolmogorov atau 

Fokker Planch, dengan kondisi batasnya yaitu 
  (   )

  
 
  (   )

  
  (   )  

 (   )    (Zwillinger, 1997) dan kondisi awalnya  (   )     ,   (   

 ) - (Morton dan Mayers, 2005). 
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Dari batas-batas yang sudah ditentukan menggunakan Brownian motion 

backward Kolmogorov atau Fokker Planch, menurut Zauderer (2006) untuk 

menyelesaikan persamaan (   ) digunakan asumsi-asumsi sebagai berikut: 

1. Ekspektasi menyatakan lokasi perpindahan partikel dan dinotasikan dalam 

bentuk 

 ( )  〈 〉    

2. Varian menyatakan besar perpindahan partikel dan dinotasikan dalam 

bentuk  

 ( )  
  

 
 

3. Peluang partikel bergerak dari kiri 

 (   ) 

4. Peluang partikel bergerak dari kanan 

 (   ) 

5. Didefinisikan bahwa keadaan peluang partikel pada   waktu ke     sama 

dengan peluang pada titik     pada waktu   yang ke sekian dengan 

peluang   perpindahan dari kanan ditunjukkan dengan langkah tambahan 

peluang partikel pada titik     pada waktu   yang ke sekian dengan 

peluang   perpindahan dari kiri ditunjukkan dengan langkah, yaitu dapat 

dinyatakan sebagai berikut: 

        {

 (     )    (     )    (     )                            (    )

 (     )     (     )    (     )                             (    )
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Dengan menggunakan deret Taylor untuk persamaan (2.8a) dapat 

diekspansikan sebagai berikut: 

Untuk  (     ) dapat dinyatakan ekspansi deret Taylor sebagai berikut: 

 (     )   (   )     (   ) (   )  

Untuk  (     ) dapat dinyatakan ekspansi deret Taylor sebagai berikut: 

 (     )   (   )     (   )  
 

 
     (   ) 

(    )  

Untuk  (     ) dapat dinyatakan ekspansi deret Taylor sebagai berikut: 

 (     )   (   )     (   )  
 

 
     (   ) 

(    )  

Untuk  (     ) dapat dinyatakan ekspansi deret Taylor sebagai berikut: 

 (     )    (   )     (   )    (    ) 

Untuk  (     ) dapat dinyatakan ekspansi deret Taylor sebagai berikut: 

 (     )   (   )     (   )  
 

 
     (   ) 

(    )  

Untuk  (     ) dapat dinyatakan ekspansi deret Taylor sebagai berikut: 

 (     )   (   )     (   )  
 

 
     (   ) 

(    )  

Substitusikan hasil ekspansi deret Taylor dari persamaan (2.9), (2.10) dan (    ) 

ke dalam persamaan (2.8a), maka persamaan (2.8a) dapat dinyatakan kembali 

sebagai berikut: 

 (     )    (     )    (     ), 

sehingga menjadi 
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 (   )     (   )   [ (   )     (   )  
 

 
     (   )]   

 0 (   )     (   )  
 

 
     (   )1  

Lalu kedua ruas dikurangi dengan  (   ) maka menjadi 

   (   )    (   )    (   )    (   )      (   )      (   )   

 

 
  ,    (   )      (   )- (2.15) 

Jika suku  
 

 
  ,    (   )      (   )- pada ekspansi deret Taylor persamaan 

(    ) ini diabaikan, maka dapat dinyatakan 

   (   )    (   )    (   )    (   )      (   )      (   )  (2.16) 

Lalu persamaan tersebut dapat dibagi  , sehingga menjadi 

  (   )   
 

 
(   )  

 

 
 (   )  

 

 
 (   )  

 

 
   (   )  

 

 
   (   ) (2.17) 

Persamaan (    ) dapat ditulis kembali sebagai berikut: 

  (   )  
 

 
(    ) (   )  

 

 
 (   )  

 

 
   (   )  

 

 
   (   )  (2.18) 

Suku 
 

 
   (   ) menggambarkan percepatan dari kanan dan sangat kecil maka 

dapat diabaikan, karena persamaan (2.8a)  menggambarkan seluruh kejadian dari 

kiri (neglect), sehingga dapat dituliskan 

  (   )  
 

 
(   ) (   )  

 

 
 (   )  

 

 
   (   ) 

  (    )  

Persamaan (    ) dapat ditulis kembali sebagai berikut: 

  (   )  
 

 
(  (   )) (   )  

 

 
 (   )  

 

 
   (   ) 

  (    ) 
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Persamaan (    ) dapat disederhanakan menjadi 

  (   )  
  

 
 (   )  

 

 
 (   )  

 

 
   (   ) 

(    ) 

Lalu dari persamaan (    ) dapat diasumsikan       
    

 
      konstanta tak 

nol dan     ,       
   

  

 
  , sehingga persamaan (    ) dapat dinyatakan 

menjadi 

  (   )     (   )    (   )     (   )    (    ) 

Dengan menggunakan hukum komutatif maka persamaan (    ) dapat 

dinyatakan kembali sebagai berikut: 

  (   )      (   )    (   )    (   )        konstanta tak nol, yaitu: 

  

  
(   )    

  

  
(   )    (   )    (   )    (    )  

Persamaan (    ) merupakan transformasi dalam bentuk persamaan 

diferensial parsial (partial differential equation) untuk persamaan (    ). 

Selanjutnya substitusikan hasil ekspansi deret Taylor dari persamaan (   ) sampai 

(    ) ke persamaan (    ), sehingga diperoleh 

 (   )     (   )   [ (   )     (   )  
 

 
     (   )]   

 0 (   )     (   )  
 

 
     (   )1  

 (    ) 

Persamaan (    ) dapat dinyatakan kembali sebagai berikut: 

   (   )    (   )    (   )    (   )      (   )   

    (   )  
 

 
  ,    (   )      (   )-  (2.25) 
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Jika suku 
 

 
  ,    (   )      (   )- pada pada ekspansi deret Taylor 

persamaan (    ) ini diabaikan, maka dapat dinyatakan 

   (   )    (   )    (   )    (   )      (   )      (   )    (2.26) 

Kedua ruas persamaan (    ) dibagi  , sehingga menjadi 

  (   )   
 

 
(   )  

 

 
 (   )  

 

 
 (   )  

 

 
   (   )  

 

 
   (   ) (2.27) 

Persamaan (    ) dapat ditulis kembali sebagai berikut 

  (   )  
 

 
(    ) (   )  

 

 
 (   )  

 

 
   (   )  

 

 
   (   ) (2.28) 

Suku 
 

 
   (   ) menggambarkan percepatan dari kiri dan karena nilainya sangat 

kecil , sehingga untuk masalah ini dapat diabaikan, sehingga dapat dituliskan 

  (   )  
 

 
(   ) (   )  

 

 
 (   )  

 

 
   (   ) 

 (    )  

Persamaan (    ) dapat ditulis kembali sebagai berikut: 

  (   )  
 

 
(  (   )) (   )  

 

 
 (   )  

 

 
   (   ) (2.30) 

Persamaan (    ) dapat dinyatakan kembali sebagai berikut: 

  (   )  
  

 
 (   )  

 

 
 (   )  

 

 
   (   ) 

(    )   

Selanjutnya pada persamaan (    ) dapat diasumsikan       
    

 
       

konstanta tak nol dan     ,       
   

  

 
  , sehingga persamaan (    ) dapat 

dinyatakan menjadi 

  (   )     (   )    (   )     (   )     (    ) 
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Dengan menggunakan hukum komutatif untuk ruas kanan persamaan (    ) 

maka dapat dinyatakan kembali sebagai berikut: 

  (   )     (   )    (   )    (   )    konstanta tak nol 

yaitu: 

  

  
(   )   

  

  
(   )    (   )    (   )  (    ) 

Jumlahkan persamaan (    ) dan (    ), sehingga diperoleh 

 

  
(   )(   )   

 

  
(   )(   )    

(    )  

Kurangkan persamaan (    ) dan (    ), sehingga diperoleh 

 

  
(   )(   )    

 

  
(   )(   )      (   )     (   ) (    )  

Kemudian turunkan persamaan (    ) terhadap   

  

   
(   )(   )   

  

    
(   )(   )    

(    ) 

Turunkan persamaan (    ) terhadap   dan kalikan dengan   

 
  

    
(   )    

  

   
(   )      

 

  
(   ) 

(    ) 

Jumlahkan persamaan (    ) dan (    ), sehingga diperoleh 

  

   
(   )(   )    

  

   
(   )(   )      

 

  
(   ) 

(    ) 

Diasumsikan: 

  (   )   (   )   (   )   
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Sehingga persamaan (2.38) menjadi 

  

   
 (   )    

  

   
 (   )     

 

  
  (   )    

Bentuk paling sederhananya adalah: 

  

   
 (   )    

  

   
 (   )     

 

  
  (   )           

  (    ) 

Persamaan (    ) adalah persamaan gelombang satu dimensi, dengan 

asumsi pada dawai yaitu       
    dan        maka persamaan (    ) 

dapat diubah menjadi 

  
  

   
 (   )   

  

   
 (   )    

 

  
  (   )    

2.4 Skema Lax-Wendroff 

Beberapa metode yang digunakan dalam praktik komputasi dengan hukum 

konservasi 
  

  
 
  ( )

  
   dimana diketahui 

  

  
 
  
      

 

  
  dan untuk setengah 

langkah menjadi: 

  

  
 
 
 

  
 
    

 

   
 
  
     

 

  
 
 

   
 

Jika disederhanakan persamaan tersebut menjadi: 
  

  
 
  
      

 

   
 

Sedangkan untuk 
  
      

 

   
  

 

  
 

  , maka 
  

  
  

 

  
 

  

Karena 
  

  
  

 

  
 

  maka untuk 
   

   
 berlaku: 
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Jika diterapkan pada hukum konservasi maka metode elemen hingga 

secara konsep skema Lax Wendrof mendefinisikan: 

 
  

 

 

  
 

  
 

 
 (  

   
  

 

 

 )  
 

 
.
  

  
/ , (    

 )   (  
 )-  (2.40a) 

 ( Morton dan Mayers, 2005) 

Dimana persamaan tersebut merupakan setengah langkah dari skema Lax-

Friedrichs beda maju yaitu: 

  
    

 

 
(    

      
 )  

  

   
. (    

 )   (    
 )/ 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.2 Perbedaan Skema Lax-Friedrichs dan Skema Lax-Wendroff ( Morton dan Mayers, 

2005). 

Dari gambar di atas dapat  dilihat bahwasanya persamaan (2.40a) merupakan 

setengah langkah dari skema Lax-Friedrichs, dan 

  
      

  .
  

  
/ * ( 

  
 

 

  
 

 )   ( 
  

 

 

  
 

 )+ (2.40b) 

dimana persamaan tersebut merupakan  setengah langkah dari Skema Leapfrog 

yaitu: 

  
      

    
  

  
( (     

 )   (    
 )) 

Seperti yang terlihat pada gambar di bawah ini  
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Gambar 2.3 Perbedaan Skema Leapfrog dan Skema Lax-Wendroff ( Morton dan Mayers, 2005). 

Pada gambar tersebut dapat terlihat bahwasanya persamaan (2.40b) pada skema 

Lax-Wendroff  merupakan setengah langkah dari skema Leapfrog. Skema Lax-

Wendrof sendiri merupakan gabungan dari skema Lax-Friedrichs dan skema 

Leapfrog (Morton dan Mayers, 2005). 

   Pada (2.40) merupakan salah satu contoh dari persamaan Skema Lax-

Wendrof. Seharusnya persamaan tersebut menggunakan step persamaan    

     pada rumus hukum konservasi dan mengintegralkan semua bagian   pada 

ruang (   ) dengan menggunakan teorema divergen Gauss menjadi integral baris 

∬ (     )     ∬    (   )    
  

 ∮ ,         -
  

  (2.41) 

Khususnya, jika dipilih daerah  persegi panjang dengan lebar    dan tinggi     

dan menggunakan  rata-rata di sepanjang sisi, seperti      dan lain sebagainya. 

Diperoleh 

(            )   (            )     (Morton dan Mayers, 2005)  (2.42) 

  

 

 
Gambar 2.4  Dua Skema Elemen Hingga (Morton dan Mayers, 2005). 
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 Sehingga untuk memperoleh suatu skema numerik yang spesifik biasanya 

membutuhkan aproksimasi beberapa rumus dari persegi panjang. Misalkan pada 

titik tengah persegi panjang.  Jika untuk menunjuk   
  adalah aproksimasi  solusi 

dengan tingkat waktu adalah   dan titik tengahnya adalah   dari lebar     dan 

panjang   , dan  ( 
  

 

 

  
 

 )  adalah perubahan nilai setiap setengah jalan titik pada 

sisi. didapatkan skemanya Lax-Wendrof: 

  
      

  (
  

   
)( ( 

  
 

 

  
 

 )   ( 
  

 

 

  
 

 )) (Morton dan Mayers, 2005) (2.43) 

Selanjutnya dengan mengurakan ke dua ruas dengan   
  diperoleh 

  
      

   (
  

   
)( ( 

  
 
 

  
 
 )   ( 

  
 
 

  
 
 )) 

Kemudian kedua ruas dikalikan dengan     sehingga menjadi 

    (  
      

 )     ( ( 
  
 
 

  
 
 )   ( 

  
 
 

  
 
 )) 

Lalu jumlahkan ke dua ruas dengan    ( ( 
  

 

 

  
 

 )   ( 
  

 

 

  
 

 )), sehingga  

diperoleh 

    (  
      

 )    ( ( 
  

 

 

  
 

 )   ( 
  

 

 

  
 

 ))     (2.44)  

Masih menghitung berjalannya nilai-nilai dari bidang    
 , misalnya dengan 

ekspansi Taylor yang digunakan dalam metode dua langkah Lax-Wendroff  yaitu, 
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solusi nilai di sisi sel dihitung dengan rumus (2.40a) dan ini disubstitusikan ke 

persamaan (2.40b), itulah bentuk (2.44) (Morton dan Mayers, 2005). 

 Pada persamaan (2.44) dilaksanakan pada suatu interval   ,     - dan 

  ,     - dengan suatu    dan    tertentu atau sembarang. Maka jika    pada 

interval   ,    
 - diperkecil 

 

 
 kali    awal dan    pada interval   ,     - 

juga diperkecil 
 

 
 kali    awal dengan ukuran yang sama secara berturut-turut, 

maka persamaan (2.44) dapat ditulis kembali sebagai berikut: 

∑ (   (  
      

 )     ( ( 
  

 

 

  
 

 )   ( 
  

 

 

  
 

 )))    
     (2.45) 

Persamaan (2.45) dapat ditulis kembali sebagai berikut: 

∑    (  
      

 )   ∑    ( ( 
  

 

 

  
 

 )   ( 
  

 

 

  
 

 )) 
   

 
     (2.46) 

Deret Taylor untuk  (      ) dinyatakan sebagai berikut: 

 (      )   (   )      (   )  
 

 
       (   )    (2.47) 

Dalam persamaan konservasi diketahui: 

  

  
 
  ( )

  
   

Dapat dinyatakan dalam notasi lain sebagai berikut: 

        maka 

       

     (  )   (  )   ( (  ) )       

Sehingga berakibat 
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 (      )   (   )      (   )  
 

 
      (   )    (2.48) 

 Dalam kasus skema Lax-Wendroff, meskipun jika  (   )    
  diberikan 

untuk mewakili solusi dipusat bidang, maka  perlu juga menggunakan ekspansi 

deret Taylor di tepi bidang diberikan  
  

 

 

, sehingga komponen    dan     

diaproksimasikan menjadi: 

 ( 
  

 

 

  )   
  

 

 

  (2.49a) 

  (    
 

  )  
    
    

 

   
   (2.49b) 

   (    
 

  )  

    
   

  
 
 

 

  
 

 
  
 
 

    
 

  

   
 
    
    

  
 
 

    
 

    
 (2.49c) 

Jika dipilih titik grid  
  

 

 

  
 

  dan  ( 
  

 

 

  ) pada interval yang sama yaitu   

,     - dan   ,     - maka ekspansi deret Taylor dari metode Lax-Wendroff 

adalah sebagi berikut: 

 ( 
  

 

 

    
  

 
)   ( 

  
 

 

   )  
  

 
  (    

 

   )   ((  )
 )  (2.50) 

Sehingga jika disubstitusikan maka 

 
  
 
 

  
 
   

  
 
 

  
  

   
(    

    
 )   (  )  

Ini dapat dikombinasikan dengan ekspansi dari nilai beda pusat pada sisi yang 

lainnya dan diberikan rumusnya sebagai berikut: 

 
  

 

 

  
 

  
       

          
    [ (    

 )  (  
 )]

          
 (2.51) 
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Yang mana (2.41a) merupakan generalisasi untuk mesh secara umum. Biasanya 

akan menghindari kerumitan yang ekstra dan dikembalikan ke asumsi umum jarak 

mesh (Morton dan Mayers, 2005). 

 Sebagaimana yang telah dicatat dan ditunjukkan, kelemahan utama dari 

metode Lax-Wendroff adalah wilayah yang rawan untuk menghasilkan solusi 

osilasi. Masalah ini telah mendorong banyak pengembangan metode elemen  

hingga, dan dapat sepenuhnya dianalisis untuk hukum konservasi skalar. 

Prinsipnya disediakan dengan mengontrol solusi total variasi: pada batas domain 

,   - dibagi dalam bidang  , dengan    mengambil nilai   
  di bidang   pada 

waktu  .  Dapat definisikan total variasinya adalah 

  (  )  ∑ |    
    

 |  ∑       
  

    
   

   
     (2.52) 

Kemudian secara umum, untuk solusi exact  (   )   ( (   )) dapat di 

definisikan dengan mengambil supremum, dari semua subdevisi ,   - seperti 

interval               , hasil penjumlahan adalah dari  koresponden 

yang berbeda   (       )   (    ) . Jelas, ini adalah konsisten definisi ketika 

   dianggap sebagai sebuah piecewise aproksimasi konstan untuk  (   )  Dengan 

mengesampingkan spesifikasi kondisi batas, akan berasumsi bahwa kedua  (   ) 

dan    adalah luas dari nilai-nilai konstanta dari kiri dan kanan sehingga kisaran 

penjumlahan semua    tidak akan ditentukan (Morton dan Mayers, 2005). 

 Suatu sifat utama solusi dari suatu hukum konservasi seperti pada metode 

Lax-Wendroff untuk hukum konservasi yang menyatakan bahwa persamaan 

hiperbolik adalah sebagai berikut 
  

  
 
  ( )

  
   adalah bahwa   ( (   )) 
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merupakan fungsi tidak meningkat (takincresing) dari  , yang mana dapat 

disimpulkan konstanta dari solusi yang di jelaskan pada diskripsi karakteristik 

 (   )    (   ( (   ))). Jadi didefinisikan skema TVD (total variation 

diminishing) adalah dimana   (    )    (  ). Konsep ini dicetuskan oleh 

Harten yang menetapkan hasil bermanfaat sebagai berikut: 

Teorema 2.1 (Harten) Suatu skema dikatakan     jika ia dapat ditulis ke dalam 

bentuk: 

  
       

           
         

  (Morton dan Mayers, 2005) (2.53) 

dimana koefisien    dan   , merupakan fungsi dari solusi variabel *  
 +, 

memenuhi kondisi: 

                            (2.54)  

Bukti  

Dengan melanjutkan selisih dari (2.50), dan bebas menggunakan identitas 

              , kita dapatkan 

     
      

          
         

           
              

           
  

 (       )     
           

              
   

Dari hipotesa (2.51),  semua koefisien pada ruas kanan bagian akhir menyatakan 

tidak negatif. Jadi  dapat menggunakan harga mutlak untuk mendapatkan 

|     
   |  (       )|     

 |      |     
 |               

  ’ 

Kemudian penjumlahan seluruh   menyebabkan pembatalan sehingga akibatnya  

  (    )    (  ). 
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 Misalkan diterapkan teorema ini pada kedua metode, metode Lax-

Wandroff  dan metode Upwind. Dianggap metode yang pertama pada bagian 

akhir,  pada bentuk yang diberikan pada persamaan metode Lax-Wandrof yakni:  

  
      

  
 

 

  

  
{[       

  
 

 

 ]      
  [       

  
 

 

 ]      
 }    (2.55) 

dengan  
  

 

 

       
       

 . Hal ini sesuai dengan kasus skalar dari skema 

Roe, sebagaimana yang dimaksud dalam kalimat berikut   ̃
  

 

 

       
        

 , 

dan yang terbaik dianggap sebagai skema elemen hingga  dimana fluk dari (2.43) 

diberikan  

 
  

 

 

  
 

  {

 (  
 )         

  
 

 

    

 (    
 )         

  
 

 

    
   (2.56) 

Atau ekuivalen dengan  

 
  

 

 

  
 

  
 

 
[(       

  
 

 

 )  
  (       

  
 

 

 )    
 ]  (2.57) 

Kemudian,  membandingkan (2.52) dengan (2.50) setelah mengganti perbedaan 

fluknya        
  dengan   

  
 

 

       
 ,  diarahkan untuk menetapkan  

      
 

 

  

  
(       

  
 
 

 ) 
  
 
 

  

Ini jelas selalu tak negatif, sehingga sesuai dengan kondisi pertama (2.51). 

Demikian pula, untuk menetapkan 

    
 

 

  

  
(       

  
 
 

 ) 
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yang  juga merupakan tak negatif. Selain itu, menambahkan kedua bersama-sama 

dan mengingat pergeseran subskrip di bekas, didapatkan 

      
 

 

  

  
[(       

  
 

 

 ) 
  

 

 

  (       
  

 

 

 ) 
  

 

 

 ]  | 
  

 

 

 |
  

  
  

Yang mana merupakan bilangan CFL. Oleh karena itu kondisi terakhir (2.51) 

sesuai dengan kondisi kestabilan CFL. Telah ditunjukkan bahwa orde pertama 

Roe skema upwin adalah TVD ketika    dipilih sehingga stabil (Morton dan 

Mayers, 2005). 

 Di sisi lain, jika mencoba mengikuti argumen serupa dengan skema Lax-

Wendroff dalam bentuk yang sesuai dengan  

  
       

  
 

 

  

  
{[   

  
 

 

  
  

  
]      

  [   
  

 

 

   

  
]      

 }  (2.58) 

Dan menuliskan  
  

 

 

  untuk  
  

 

 

   

  
, maka didapatkan 

   
 

 
 
  

 

 

 (   
  

 

 

 ), dan     
 

 
 
  

 

 

 (   
  

 

 

 ) (2.59) 

Keduanya harus tak negatif. Kemudian kondisi ketiga (2.51) mensyaratkan bahwa 

kondisi CFL ( 
  

 

 

 )
 

   dipenuhi, dan hanya nilai  
  

 

 

   yang dapat memenuhi 

ketiga kondisi       dan    ini jelas tidak praktis untuk yang lainnya kecuali pada 

kasus khusus (Morton dan Mayers, 2005). 

 Sifat TVD pada skema Roe upwind telah membuat sebuah blok bangunan 

yang sangat penting dalam pengembangan metode elemen hingga yang lebih 

canggih, dan itu berhasil dalam pemodelan guncangan. Namun, dibutuhkan 
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modifikasi untuk menangani beberapa peregangan gelombang. Sebagai contoh, 

misal dalam persamaan Burger  

   .
 

 
  /      (2.60) 

Diberikan data awal  *  
      untuk       

      untuk    +, yang akan 

mengarah pada penyebaran peregangan gelombang. Maka jelas dari (2.53) bahwa 

dalam skema Roe semua fluks akan sama dengan 
 

 
, sehingga solusi tidak akan 

berkembang sama sekali. Masalahnya dikaitkan dengan poin sonic yang terjadi 

untuk       di mana kecepatan karakteristiknya adalah nol tepatnya. Dengan  

regangan gelombang transonik (transonic rarefaction waves) kecepatan 

karakteristiknya adalah negatif ke kiri dari titik dan positif ke kanan. Untuk semua 

fungsi fluk cembung  ( ), anggap bahwa ia memiliki suatu titik sonik pada 

    . Maka  suatu alternatif skema elemen hingga memiliki rumus yang 

menggantikan fungsi fluk dari (2.57)  

 
  

 

 

  
 

  
 

 
,(        

 )  
  (         

        
 ) (  )    

(          
 )    

 -  (2.61) 

Skema ini, yang menggunakan tanda-tanda karakteristik kecepatan  *  
   (  

 )+ 

selain pembagi selisih  
  

 

 

 , Hal ini berbeda dengan skema Roe yang hanya ketika 

titik sonik terjadi di antara   
  dan     

  (Morton dan Mayers, 2005). 

  Namun, bagaimanapun kedua skema ini adalah satu-satunya akurasi orde 

satu dan hal ini tidaklah mudah untuk skema TVD merancang  akurasi orde dua 

Untuk mempertimbangkan mengapa ini jadi halangan, Untuk persamaan linier 
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adveksi           dimisalkan   dan   adalah konstanta. Maka akan sangat 

mudah untuk memeriksa , mengikuti argumen yang mengarah ke metode Lax-

Wendroff pada  

  
    

 

 
 (   )    

  (    )  
  

 

 
 (   )    

   (2.62) 

Bahwa akurasi orde dua mengarah langsung pada koefisien ini, seperti pada (2.33) 

dan dengan demikian melanggar kondisi milik TVD kecuali pada kasus-kasus 

yang sangat khusus. Dari sudut pandang lain pada kedua skema TVD yang 

berhasil (Morton dan Mayers, 2005). 

 Pengamatan ini menunjukkan jalan untuk memecahkan situasi: tahap 

peralihan, disebut juga recovery dan recontruksi,  diperkenalkan untuk 

menghasilkan pendekatan orde lebih tinggi  ̃ ( )     (    ) dari rata-rata cell 

{  
 }. Mungkin pendekatan yang paling terkenal adalah yang digunakan Van Leer 

dalam buku yang berjudul “to word the ultamate Conservative Differensial 

Shceme ” untuk menghasikan skema MUSCL (Monotone Upstreamcentred 

Scheme for Conservasion Laws). Dalam hal ini menggunakan pendekatan linier 

bagian demi bagian diskontinu untuk menghasilkan pendekatan orde dua. 

Prosedur lain yang lebih baik mengarah ke skema MPP (Piecewise Parabolic 

Method) dari Colella dan WoodWard, yang mendapatkan akurasi orde tiga. Dalam 

semua kasus pemulihan dirancang untuk mempertahankan rata-rata sel. Jadi untuk 

prosedur pemulihan yang digunakan dalam skema MUSCL, untuk setiap sel kita 

hanya perlu menghitung lereng untuk memberikan garis lurus melalui nilai rata-

rata sel di bagian tengah dari sel tersebut, dan ini dilakukan dari rata-rata dalam 



36 

 

 

sel yang berdekatan. PPM, bagaimanapun menggunakan pendekatan 

berkelanjutan atau kontinu didasarkan pada sel antar muka yang  nilainya berasal 

dari sel berdekatan rata-rata sel,  sehigga parabola yang dihasilkan dalam setiap 

sel dari dua nilai antarmuka dan rata-rata sel. Pada semua skema  hanya fluk 

antarmuka yang diubah dalam prosedur pembaharuan elemen hingga dari (2.43) 

(Morton dan Mayers, 2005).    

 

2.5 Penelitian Terdahulu 

Pada penelitian sebelumnya yang dilakukan oleh Kwefie Richard Ohene1, 

dkk. yang membahas tentang “A Mathematical Model of a Suspension Bridge”  

yaitu suatu model matematika pada suatu jembatan gantung.  Dalam penelitian 

tersebut terdapat tiga persamaan yaitu persamaan pada balok, dan persamaan pada 

tali atau dawai. Dimana persamaan persamaan tersebut adalah sebagai berikut 

1. Persamaan diferensial untuk model perpindahan  (   ) pada balok 

 
   (   )

   
   

   (   )

   
  

  (   )

  
     (   )   ( )    (   )  (2.63) 

dengan kondisi batas 

 (   )   (   )  
   (   )

   
 
   (   )

   
    (2.64) 

 (      )   (   )         ,   (   ) 

2. Persamaan diferensial tak linier untuk model perpindahan  (   ) dari balok 

dan  (   ) dari getaran dawai adalah sebagai berikut: 
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   (   )

   
   

   (   )

   
  

  (   )

  
  (   )    ( )    (   )

  
   (   )

   
  

   (   )

   
   

  (   )

  
  (   )     ( )    (   )

  (2.65)  

Dengan kondisi batas 

 (   )   (   )  
   (   )

   
 
   (   )

   
  (   )   (   )      (2.66) 

Pada persamaan (2.63), (2.64), (2.65) dan (2.66)  

  dan    :  massa  per satuan panjang dari jembatan dan kabel utama 

masing-masing, 

     : young’s modulus 

    : Momen inersia penampang 

  dan     : redaman koefisien dek jembatan dan kabel utama masin-                   

  masing 

    : kekakuan kabel (konstanta pegas) 

  dan     : berat per satuan panjang dari jembatan dan kabel utama  

  masing-masing, 

    : panjang dari pusat-rentang dari jembatan 

    : tegangan dalam sisa kabel utama 

   dan     : jangka waktu utama eksternal (karena angin)dari jembatan  

  dan kabel utama masing-masing. 
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 Dalam penelitian ini, penulis menggunakan persamaan tak-linier yang 

diasumsikan  di dawai untuk penopang kabel (gantungan) seperti yang diusulkan 

dalam  Lazer dan Mckenna (1990).  Penopang kabel ini dianggap sebagai satu sisi 

dari dawai, sesuai hukum Hooke,  dengan gaya pemulihan sebanding dengan 

perpindahan saat diregangkan dan tanpa gaya pemulihan saat penekanan. Jadi  

jika kabel dibongkar yang diperluas ke bawah dengan jarak   pada kondisi 

dibongkar, kabel harus memiliki kekuatan menahan    dengan kata lain,    jika 

   positif dan   jika   adalah negatif. Penilitian yang dilakukan oleh Kwofie ini 

menggunakan metode Range-kutta orde empat.  

 Dari penelitian sebelumnya dengan berbagai eksperimen numerik 

dilakukan dengan menggunakan skema SIMULINK, diamati bahwa pada 

konstanta massa   dari dek jembatan, jika random kecil lainnya atau masa 

inplusif tekanan dianggap sebagai kekuatan tambahan sinusoidal, maka 

peningkatan kekuatan   sebagai penopang kabel dari jembatan gantung selalu 

menghasilkan respon yang lebih stabil dengan sudut torsi awal.  Ini adalah hasil 

besar,  jadi penelitian terdahulu ini  menyimpulkan bahwa, hal tersebut tentunya 

tidak benar hanya masa kekuatan sinusoidal seperti pada model matematika dari 

McKenna yang menyebabkan beberapa hasil yang paradoksal (berlawanan asas). 

 Memperhatikan bahwa jarak antara massa tak linier (         ) pada 

persamaan untuk gerakan memutar (   
  

 
            ̇   ( )) adalah 

sebanding ke 
 

 
 (perbandingan antara konstanta kabel dawai dengan massa dari 
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alas jalan), diharapkan bahwa   meningkat di nilai tetap  , mengurangi efek dari 

tak liniernya dan oleh karena itu dasar pengendalian osilasi adalah pada alas 

jalannya. 

 Dalam penelitian yang dilakukan oleh Kwefie Richard Ohene, dkk (2012). 

ini disimpulkan bahwa untuk kelengkungan baja jembatan sama dengan adomi 

jembatan, kekuatannya menggunakan beberapa rumus dari besaran osilasi 

amplitudo. 

 

2.6  Petunjuk bagi Orang yang Bertakwa 

 Orang yang bertakwa yaitu seseorang yang memelihara diri dari 

kemurkaan Allah dan siksa-Nya dengan melaksanakan apa yang diperintahkan 

dan menjauhi apa saja yang dilarang (Farid, 2008). Perintah untuk bertakwa 

ditujukan kepada orang yang beriman sebagaimana firman Allah SWT dalam 

surat al-Hasyr ayat 18 sebagai berikut :  

                                      

       

 

Artinya: “Hai orang-orang yang beriman, bertakwalah kepada Allah dan 

hendaklah Setiap diri memperhatikan apa yang telah diperbuatnya 

untuk hari esok (akhirat), dan bertakwalah kepada Allah, 

Sesungguhnya Allah Maha mengetahui apa yang kamu kerjakan”(Qs. 

Al-Hasyr: 18). 

 

Allah berfirman dalam surat Lukman ayat 32 yaitu 
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                              

                    

Artinya: ” Dan apabila mereka digulung (dihantam) ombak yang besar seperti 

gunung, mereka menyeru Allah dengan memurnikan keta’atan kepada-

Nya maka tatkala Allah menyelamatkan mereka sampai di daratan, lalu 

sebagian mereka tetap menempuh jalan yang lurus . Dan tidak ada 

yang mengingkari ayat-ayat Kami selain orang-orang yang tidak setia 

lagi ingkar. ” (Qs. Lukman:32) 

Ayat ini ditekankan pada gelombang terletak pada permulaan ayat yaitu: 

        

Artinya: “Dan apabila mereka digulung (dihantam) ombak yang besar seperti 

gunung” 

Dalam tafsir Al-Qurthubi kata al- muuj( جمو ) artinya gelombang  

diserupakan dengan ad-dhulal (ِلظُّلَل) artinya gunung-gunung, karena gelombang 

datang sedikit demi sedikit dan saling menghantam satu sama lain, seperti halnya 

awan. Ada juga yang berpendapat bahwa al- muuj ( جمو ) bermakna jamak. Tidak 

dijamakkan karena mashdar. Asal maknanya adalah gerak dan saling berdesakan 

(Al-Qurthuby, 1974).  

 Dari ayat di atas penulis menginterpretasikan bahwa untuk menjadi 

manusia yang bertaqwa adalah dengan diberikannya cobaan, dimana cobaan 

tersebut Allah berikan agar setiap manusia senantiasa ta’at kepadaNya. Namun 

terkadang ketika cobaan itu tersebut terlewatkan ada sebagian orang yang tetap 

ta’at kepada Allah dan ada pula yang ingkar dan lupa. Allah memberikan cobaan 

hanya semata-mata untuk menguji keta’atan dan keimanan umatnya dan  Allah 
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pun tidak akan memberikan cobaan pada seseorang melebihi batas kemampuan 

batas kemampuan orang tersebut.  Allah berfirman dalam surat Al-A’raf ayat 56 

sebagai berikut : 

                           

      

 

Artinnya: “Dan janganlah kamu membuat kerusakan di muka bumi, sesudah 

(Allah) memperbaikinya dan berdoalah kepada-Nya dengan rasa 

takut (Tidak akan diterima) dan harapan (akan dikabulkan). 

Sesungguhnya rahmat Allah amat dekat kepada orang-orang yang 

berbuat baik (QS. Al-A’raf: 56). 

 

Pada ayat 56 dijelaskan bahwa orang yang berdoa kepada Allah harus 

dalam keadaan takut dan berharap. Takut akan tertimpa sesuatu yang tidak disukai 

dan berharap akan bisa memperoleh sesuatu yang diidam-idamkan atau 

diinginkan. Doa adalah otak dari ibadah, apabila syarat dan tata cara atau adabnya 

sempurna tentulah besar harapan doa itu akan diperkenankan oleh Allah SWT. 

Rahmat Allah SWT itu dekat kepada orang yang berbuat baik, orang yang 

mengerjakan amal dengan tulus ikhlas dan dilakukan dengan sebaik-baiknya (As-

Shiddieqy, 2000). 
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BAB III 

PEMBAHASAN 

 

3.1 Persamaan Gelombang Homogen 

3.1.1 Analisis Skema Lax-Wendroff untuk Persamaan Gelombang Homogen 

Berikut merupakan persamaan gelombang kontinu pada persamaan      : 

  

        

   
  

        

   
   

       

  
   

untuk setiap         adalah konstanta.  

Didefinisikan bahwa  

       

  
  (     )    

  

Transformasi beda pusat elemen hingga skema Lax-Wendroff untuk turunan 

kedua terhadap waktu pada t adalah sebagai berikut: 

        

   
    (      

 
 
)  

  
      

 

  
 
    

 

   
 

Tranformasi beda pusat elemen hingga skema Lax-Wendroff untuk turunan kedua 

terhadap ruang pada   adalah sebagai berikut: 

        

   
    ( 

  
 
 
  )  

    
    

  
 
 

    
 

   
 

Transformasi beda maju elemen hingga skema Lax-Wendroff untuk turunan 

pertama terhadap waktu   adalah sebagai berikut: 

       

  
   (      

 
 
)  

  
      

 

   
 



43 
 

 
 

Bentuk transformasi beda hingga tersebut disubstitusikan pada persamaan       

maka diperoleh bentuk diskret model sebagai berikut: 

  

  
      

 

  
 
    

 

   
  

    
    

  
 
 

    
 

      

  
      

 

   
   (3.1.1) 

Kurangkan beda pusat Lax-Wendrof dengan  turunan kedua ruang pada   dan 

turunan kedua ruang  , maka diperoleh 

  

  
      

 

   
    

  
      

 

  
 
    

 

   
  

    
    

  
 
 

    
 

    (3.1.2) 

Kalikan kedua ruas dengan    , sehingga diperoleh 

  (  
      

 )   
   (  

      
 

  
 
    

 )

  
  

   (    
    

  
 
 

    
 )

    (3.1.3) 

Kemudian jumlahkan kedua ruas dengan     
  , sehingga diperoleh: 

    
     

   (  
      

 

  
 
    

 )

  
  

   (    
    

  
 
 

    
 )

        
   (3.1.4) 

Jumlahkan kedua ruas dengan    

  
   

  
 sehingga diperoleh  

    
      

  
    

  
   

  
  

   (   
 

  
 
    

 )

  
  

   (    
    

  
 
 

     
 )

        
  (3.1.5) 

Persamaan (3.1.5) jika disederhanakan menjadi 

  
              

  
  

   (   
 

  
 
    

 )

  
  

   (    
    

  
 
 

    
 )

        
  (3.1.6) 

Kalikan kedua ruas dengan   , sehingga persamaan (3.1.6) menjadi 

  
                  (   

 

  
 

    
 )   

    (    
    

  
 
 

    
 )

        

    (  
 )  (3.1.7) 
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Kedua ruas dibagi           , sehingga persamaan (3.1.7) menjadi 

  
    

    

        
(   

 

  
 

    
 )   

    

              
(    

    
  

 

 

    
 )    

     

        
(  

 ) (3.1.8) 

Didefinisikan  

  |
   

   
| 

Sehingga persamaan (3.1.8) menjadi 

  
    

    

        
(   

 

  
 

    
 )   

   

          
(    

    
  

 

 

    
 )    

    

        
(  

 ) (3.1.9) 

Jika iterasi   dimulai dari     maka digunakan bentuk berikut: 

  
  

    

        
(   

 

  
 

    
   )   

   

          
(    

      
  

 

 

      
   )    

    

        
(  

   ) (3.1.10) 

Stensil skema Lax-Wendroff elemen hingga untuk persamaan gelombang 

homogen pada daerah        dan         dan karena skema Lax- 

Wendroff merupakan metode setengah langkah maka dipilih   
 

 
 dan   

 

 
 

adalah sebagai berikut: 
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Gambar 3.1 Jaringan Titik Hitung Skema Eksplisit Elemen Hingga Lax-Wendroff  

dengan    dan    untuk Model Gelombang Homogen 

 

Didefinisikan   
  

  
 sehingga banyak grid untuk   adalah     dan   

  

  
 

sehingga banyak grid untuk   adalah     Selanjutnya yaitu dilakukan iterasi 

kondisi batas. Kondisi batas adalah  

                dan                         , sehingga di peroleh 

  
    

         
 

 
    

 

 
       

Langkah berikutnya yaitu dilakukan iterasi kondisi awal. Digunakan kondisi awal 

sebagai berikut: 

          [          ] 

Kondisi awal pada waktu ke-  dan jarak ke-  dapat dituliskan sebagai berikut: 

  
   (  )     *   (     )

 
+            

 

 
    

 

 
       

  
   

          
    

   

          

   
   

          
 

............... 
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Setelah didapatkan nilai awal dan nilai batas,  iterasi dilakukan dengan persamaan 

(3.1.10) sesuai jaringan titik hitung pada gambar        Deskripsi  iterasi dalam 

suatu titik grid untuk sembarang waktu dapat dinyatakan sebagai berikut: 

Untuk   
 

 
 dan   

 

 
 

  
 ⁄

 
 ⁄  

    

        
(    

 ⁄
    

 ⁄

  
 ⁄ )   

   

          
(  

 ⁄

  
 ⁄     

  
 ⁄    

 ⁄

  
 ⁄ )    

    

        
(  

 ⁄

  
 ⁄ )  

Untuk     dan   
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(    

    

  
 ⁄ )   

   

          
(  

  
 ⁄     

 ⁄

  
 ⁄    

  
 ⁄ )    

    

        
(  
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Untuk   
 

 
 dan   
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(    
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(  
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Untuk     
 

 
 dan   
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 ⁄ )  
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Untuk   
 

 
  dan   
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Skema eksplisit elemen hingga skema Lax-Wendroff dapat dituliskan dalam 

bentuk matriks             yang secara sederhana dituliskan sebagai 

berikut: 

[
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3.1.2 Penyelesaian Numerik Skema Lax-Wendroff  untuk Persamaan 

Gelombang  Homogen 

 

Diselesaikan contoh persamaan gelombang pada daerah batas       

dan       Nilai batas         , dan          untuk semua  . Sesuai 

jurnal Ohene1, dkk. (2012), dengan nilai konstanta                  

                      dengan      dan   adalah grafitasi, sehingga 

persamaan       dapat dituliskan sebagai berikut:  

                                      

Dipilih nilai         , dan         sehingga nilai   adalah  
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Substitusi nilai   pada skema Lax-Wendroff  untuk persamaan       sesuai 

dengan persamaan          adalah sebagai berikut:  

  
  

    

        
 (   

 

  
 

    
   )         

   

          
      

      
  

 

 

      

  
      

      

         
    

       

Banyaknya titik grid yang digunakan pada sumbu   adalah     dengan nilai   

sebagai berikut: 

   (
      

  
)   (

   

    
)      

secara analog banyaknya titik grid  yang digunakan pada sumbu   adalah     

dengan nilai    sebagai berikut :  

   (
    
  

)   (
     

    
)      

Selanjutnya dilakukan iterasi kondisi batas untuk persamaan       sebagai 

berikut,                 dan                          sehingga 

diperoleh   
           

 

 
   

 

 
                       yang dapat 

dijabarkan sebagai berikut: 
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 ⁄    

  
    

  

 
 ⁄    

  

  
      

    
    

    

 
 ⁄    

    
    

    

 
 ⁄    

  

    
      

Langkah berikutnya yaitu dilakukan iterasi kondisi awal sebagai berikut: 

  
   (   )     *   (     )

 
 +            

 

 
   

 

 
         

Misal dikerjakan sesuai dengan konstanta yang digunakan pada jembatan, maka 

setelah didapatkan nilai awal dan nilai batas, iterasi dilakukan dengan persamaan 

        sesuai dengan jaringan hitung pada gambar 3.1. Hasil perhitungan 

selengkapnya dapat dilihat dengan menjalankan program pada lampiran 1. 

 

Gambar 3.2 Grafik Diskret untuk Model Gelombang Homogen Persamaan        
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Sebagai perbandingan dapat dilihat gambar yang dihasilkan dari program 

matlab secara analitik dan numerik  adalah sebagai berikut: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3.3 

Grafik Analitik dan Numerik untuk Model Gelombang Tali Homogen Persamaan        

 

Sehingga untuk mengetahui galatnya maka dapat dilihat pada lampiran 5 

 

3.1.3 Interpretasi Hasil Penyelesaian Numerik Skema Lax-Wemdroff untuk 

Persamaan Gelombang Homogen 

 

Pada  analisis di atas dari suatu persamaan gelombang   
        

   
 

 
        

   
   

       

  
  , dimana    adalah massa dari jembatan,   adalah 

tegangan  dan    merupakan koefisien redaman dari tiap kabel utama. Besar dari 

       , dan         dan   di dapatkan dari      dimana   merupakan 

gaya grafitasi dan bersarnya     . Dalam penelitian ini digunakan nilai awal 

yaitu           [          ] dimana nilai awal tersebut di asumsikan 

sebagai populasi yang melalui  jembatan , dan menggunakan  kondisi batas yaitu 



53 
 

 
 

       

  
 

       

  
                 (Zwillinger, 1997). Metode  yang 

digunakan adalah metode elemen hingga Skema Lax-wendroff.  Skema Lax-

Wendroff sendiri merupakan metode dengan akurasi orde kedua terhadap waktu.  

 Berdasarkan hasil simulasi gambar (3.2) pada model gelombang homogen 

getaran makximum dawai yang dialami sebesar                       

      , hal itu nampak pada grafik yang ada pada gambar (3.2) dan dapat dilihat 

pada waktu         . Dalam hal ini kondisi populasi kendaraan  sangat 

mempengaruhi besarnya amplitudo yang terjadi karena dengan populasi 

kendaraan  ini didapatkan amplitudo yang berubah-ubah sepanjang  . 

Ketidakstabilan grafik  ini menunjukkan bahwa amplitudo perpindahan meningkat 

terus menerus dari waktu awal, hal ini dikarenakan adanya beban muatan 

kendaraan yang melalui jembatan  berbeda-beda. Sehingga amplitudo dari getaran 

pada waktu tersebut berbeda-beda pula.  

Kemudian pada waktu selanjutnya grafik mengalami kondisi stabil. Hal ini 

dikarenakan adanya penurunan jumlah  muatan dari populasi yang melalui 

jembatan tersebut atau bisa dikatan bahwa muatan dari populasi tidak ada 

sehingga jembatan mengalami kondisi yang stabil. Kondisi tersebut berlangsung 

pada saat         . Kondisi ini cukup baik karena kestabilannya berlangsung 

lama sehingga berdampak baik pula bagi kondisi dawai pada jembatan tersebut. 
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3.2 Persamaan Gelombang Tak Homogen 

3.2.1 Analisis Skema Lax-Wendroff untuk Persamaan Gelombang Tak 

Homogen 

 

Berikut merupakan persamaan gelombang kontinu pada persamaan      : 

  

        

   
  

        

   
   

       

  
   

Untuk setiap         adalah konstanta. 

Didefinisikan bahwa  

       

  
  (     )    

  

Transformasi beda pusat elemen hingga skema Lax-Wendroff untuk turunan 

kedua terhadap waktu pada t adalah sebagai berikut: 

        

   
    (      

 
 
)  

  
      

 

  
 
    

 

   
 

Tranformasi beda pusat elemen hingga skema Lax-Wendroff untuk turunan kedua 

terhadap ruang pada   adalah sebagai berikut: 

        

   
    ( 

  
 
 
  )  

    
    

  
 
 

    
 

   
 

Transformasi beda maju elemen hingga skema Lax-Wendroff untuk turunan 

pertama terhadap waktu   adalah sebagai berikut: 

       

  
   (      

 
 
)  

  
      

 

   
 

Bentuk transformasi elemen hingga skema Lax-wendroff tersebut 

disubtitusikan pada persamaan (2.3) yang telah diubah menjadi kasus tak 

homogen maka diperoleh bentuk diskret medel sebagai berikut: 
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   (3.2.1) 

kurangkan kedua ruas beda pusat Lax-Wendroff dengan turunan kedua ruang pada 

  dan turunan kedua ruang pada   ke ruas kanan, maka diperoleh: 

  

  
      

 

   
    

  
      

 

  
 
    

 

   
  

    
    

  
 
 

    
 

      (3.2.2) 

kalikan kedua ruas dengan    , sehingga diperoleh 

  (  
      

 )          

   (  
      

 

  
 
    

 )

   
  

   (    
    

  
 
 

    
 )

          (3.2.3) 

Jika disederhanakan maka persamaan (3.2.3) menjadi: 

  (  
      

 )          

 (  
      

 

  
 
    

 )

  
  

   (    
    

  
 
 

    
 )

     (3.2.4) 

jumlahkan  kedua  dengan     
 , sehingga diperoleh  

    
            

 (  
      

 

  
 
    

 )

  
  

   (    
    

  
 
 

    
 )

   
     

  (3.2.5)  

Jumlahkan kedua ruas dengan    

  
   

  
, sehingga menjadi 

    
      

  
    

  
   

  
         

 (   
 

  
 
    

 )

  
  

   (    
    

  
 
 

    
 )

        
   (3.2.6) 

Persamaan (3.2.6) jika disederhanakan menjadi 

  
              

  
         

 (   
 

  
 
    

 )

  
  

   (    
    

  
 
 

    
 )

        
  (3.2.7) 

Kalikan kedua ruas dengan   , sehingga persamaan (3.2.7) menjadi 
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                        (   

 

  
 

    
 )   

    (    
    

  
 
 

    
 )

       

        
   (3.2.8) 

Bagi kedua ruas dengan           , sehingga persamaan (3.2.8) menjadi 

  
    

(    )

        
 

   (   
 

  
 
    

 )

        
  

    (    
    

  
 
 

    
 )

             
   

        
  

        
  (3.2.9) 

Definisikan  

  |
   

   
| 

Sehingga persamaan (3.2.9) dapat ditulis sebagai berikut 

  
    

(    )

        
 

   

        
(   

 

  
 

    
 )   

   

          
(    

    
  

 

 

    
 )    

        
  

        
 (3.2.10)  

 

Jika iterasi   dimulai dari     maka digunakan bentuk berikut: 

  
  

(    )

        
 

   

        
(   

 

  
 

    
   )    

 
   

          
(    

      
  

 

 

      
   )  

        
    

        
 (3.2.11) 

Stensil metode elemen hingga  skema Lax-Wendroff untuk persamaan gelombang 

tak homogen pada daerah        dan        dengan   
 

 
 dan   

 

 
 

adalah sebagai berikut: 
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Gambar 3.4 Jaringan Titik Hitung Skema Eksplisit Elemen Hingga Lax-Wendroff  

dengan    dan    untuk Model Gelombang Tak Homogen 

 

Didefinisikan   
  

  
 sehingga banyak grid untuk   adalah     dan   

  

  
 

sehingga banyak grid untuk   adalah     Selanjutnya yaitu dilakukan iterasi 

kondisi batas. Kondisi batas adalah  

                dan                          sehingga, 

  
         

 

 
    

 

 
       

Langkah berikutnya yaitu dilakukan iterasi kondisi awal. Digunakan kondisi awal 

sebagai berikut: 

          [          ] 

Kondisi awal pada waktu ke-  dan jarak ke-  dapat dituliskan sebagai berikut: 

  
   (  )     *   (     )

 
+            

 

 
   

 

 
       

  
   

          
    

   

          

   
   

          

 

............... 
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Setelah didapatkan nilai awal dan nilai batas,  iterasi dilakukan dengan persamaan 

(3.2.11) sesuai jaringan titik hitung pada gambar        Deskripsi iterasi dalam 

suatu titik grid untuk sembarang waktu dapat dinyatakan sebagai berikut: 

Untuk   
 

 
 dan   

 

 
 

  
 ⁄

 
 ⁄  

(    )

        
 

    

        
(    

 ⁄
    

 ⁄

  
 ⁄ )   

   

          
(  

 ⁄

  
 ⁄     

  
 ⁄    

 ⁄

  
 ⁄ )     

    

        
(  

 ⁄

  
 ⁄ )  

Untuk     dan   
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Skema eksplisit elemen hingga dapat dituliskan dalam bentuk matriks       

      yang secara sederhana dituliskan sebagai berikut: 

[
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3.2.2 Penyelesaian Numerik Lax-Wendroff untuk Persamaan Gelombang  

Tak Homogen 

 

Diselesaikan contoh persamaan gelombang pada daerah batas        

dan      . Nilai batas 
       

  
 

       

  
                 (Zwillinger, 

1997) untuk semua  . Sesuai jurnal Ohene1, dkk. (2012) dengan nilai konstanta 
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                                      dengan       dan   

adalah gaya grafitasi sehingga persamaan       dapat dituliskan sebagai berikut:  

                                     

Dipilih nilai        , dan          sehingga nilai   adalah  

  
   

   
       (

    

       
)        

Substitusi nilai   pada skema beda hingga untuk persamaan       sesuai dengan 

persamaan          adalah sebagai berikut:  

  
  

(    )

        

 
    

        

      
 

  
 

    
       

–       
   

        

       
      

  
 

 

      
      

      

        

   
        

 Banyaknya titik grid yang digunakan pada sumbu   adalah     dengan nilai   

sebagai berikut: 

   (
      

  
)   (

   

    
)      

secara analog banyaknya titik grid  yang digunakan pada sumbu   adalah     

dengan nilai    sebagai berikut :  

   (
    
  

)   (
     

    
)      

Selanjutnya dilakukan iterasi kondisi batas sebagai berikut,  

                dan                           
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sehingga diperoleh   
           

 

 
     

 

 
                      yang 

dapat dijabarkan sebagai berikut: 

  
    

  

 
 ⁄    

  
    

  

 
 ⁄    

  

  
      

  
    

    

 
 ⁄    

    
    

    

 
 ⁄    

  

    
      

Langkah berikutnya yaitu dilakukan iterasi kondisi awal sebagai berikut: 

  
             [   (     )

 
 ]         

 

 
   

 

 
         

Misal dikerjakan sesuai dengan konstanta yang digunakan pada jembatan, maka 

setelah didapatkan nilai awal dan nilai batas, iterasi dilakukan dengan persamaan 

         sesuai dengan jaringan hitung pada gambar 3.4. Hasil perhitungan 

selengkapnya dapat dilihat dengan menjalankan program pada lampiran 2. 
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Gambar 3.4 Grafik Diskret untuk Model Gelombang Tak Homogen Persamaan        

 

3.2.3 Interpretasi  Hasil Penyelesaian Numerik Skema Lax-Wemdroff 

untuk Persamaan Gelombang Tak Homogen 

 

Pada  analisis di atas dari suatu persamaan gelombang   
        

   
 

 
        

   
   

       

  
  , dimana    adalah massa dari jembatan,   adalah 

tegangan (gangguan dari luar) dan    merupakan koefisien redaman dari tiap 

kabel utama. Besar dari        , dan         dan   di dapatkan dari      

dimana   merupakan gaya grafitasi dan besarnya     . Dalam penelitian ini 

digunakan nilai awal yaitu           [          ] dimana nilai awal 

tersebut dimisalkan sebagai populasi kendaraan yang melalui jembatan, dan 

menggunakanm kondisi batas yaitu 
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(Zwillinger, 1997).  Metode  yang digunakan adalah metode elemen hingga 

Skema Lax-wendroff.  Skema Lax-Wendroff sendiri merupakan metode dengan 

akurasi orde kedua terhadap waktu.  

Berdasarkan hasil simulasi gambar (3.4) pada model gelombang  tak 

homogen getaran yang dialami sebesarar                     ,  hal itu 

nampak pada grafik yang ada pada gambar (3.4) dan dapat dilihat pada waktu 

       . Dalam hal ini populasi kendaraan yang melalui jembatan sangat 

mempengaruhi besarnya amplitudo yang terjadi karena dengan populasi 

kendaraan  dengan beban berbeda maka amplitudo gelombangnya juga berubah-

ubah sepanjang  . Ketidakstabilan grafik ini menunjukkan bahwa amplitudo 

perpindahan meningkat terus menerus dari waktu awal, hal ini dikarenakan 

adanya beban muatan dari kendaraan yang melalui jembatan berbeda-beda. 

Sehingga amplitudo dari getaran pada waktu tersebut berbeda-beda pula.  

Analisis Lax-Wendroff  pada waktu selanjutnya grafik mengalami kondisi 

stabil. Hal ini dikarenakan adanya penurunan jumlah  muatan dari populasi yang 

melalui jembatan tersebut atau bisa dikatan bahwa muatan dari populasi tidak ada 

sehingga jembatan mengalami kondisi yang stabil. Kondisi tersebut terjadi pada 

saat            dan mengalami penurunan amplitudo pada saat         . 

Perbandingan antara persamaan yang homogen dan tak homogen adalah pada 

saat homogen amplitudo dari getaran lebih kecil di bandingkan dengan dengan 

persamaan tak homogen.  Perbandingan besarnya amplitudonya yaitu      

                       dan                      . 
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3.3 Balasan Bagi Orang Yang Bertakwa 

Balasan bagi orang yang bertakwa dijelaskan dalam Al-Qur’an antara lain 

dalam firman Allah surat An-Naba’ ayat 31 berikut,  

     

 

Artinya : “Sesungguhnya orang-orang yang bertakwa mendapat kemenangan 

(Qs. an-Naba’/78: 31). 

 

Kemenangan yang dimaksudkan adalah kejayaan, keselamatan, serta 

dijauhkan dari siksa api neraka.  Manusia merupakan makhluk Allah yang tidak 

luput dari dosa, namun manusia yang bertakwa akan dihapuskan kesalahannya 

sehingga didapatinya surga. Sebaliknya bagi manusia yang zalim Allah 

mengganjarnya dengan siksa neraka. Hal tersebut sebagai mana dijelaskan pada 

firman Allah dalam surat Maryam  ayat 71-72 sebagai berikut: 

                            

 

Artinya : “Dan tidak ada seorangpun dari padamu, melainkan mendatangi 

neraka itu, hal itu bagi Tuhanmu adalah suatu kemestian yang sudah 

ditetapkan. Kemudian Kami akan menyelamatkan orang-orang yang 

bertakwa dan membiarkan orang-orang yang zalim di dalam neraka 

dalam keadaan berlutut” (Qs. Maryam/19: 71-72). 
 

Penulis menginterpretasikan dalam konteks skema Lax-Wendroff,  orang-

orang yang beriman (mukmin) dengan ketakwaannya dipandang sebagai suatu 

model atau persamaan yang digambarkan dengan tujuan mengukur nilai 

ketakwaan orang-orang mukmin kepada Allah SWT. Pada tinjauan matematis 

skema Lax-Wendroff dimana     sebagai suatu dosa yang dilakukan oleh manusia 
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dan    adalah sebagai usaha yang dilakukan manusia agar menjadi manusia yang 

bertaqwa , sehingga jika orang-orang dengan     sekecil-kecilnya dan    yang 

besar  maka mereka adalah orang- orang dengan tingkat ketakwaan yang tinggi, 

dan  jaminan bagi orang-orang tersebut adalah surga.  Jika orang-orang dengan 

    yang besar dan     yang kecil maka  tingkat ketakwaan mereka sangat minim 

sehingga mereka harus dihisab agar      menjadi sekecil-kecilnya. Ketakwaan 

manusia membuahkan karunia yaitu petunjuk, perlindungan dari dosa, sehingga 

mengantarkan kepada surga, sedangkan kezaliman mengantarkan manusia pada 

siksa api neraka.   
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BAB IV 

KESIMPULAN 

4.1 Kesimpulan 

Pada penulisan skripsi ini penulis membahas model gelombang pada 

jembatan, diasumsikan bahwa gelombang tali yang bergetar itu sama dengan 

gelombang pada jembatan. Dari penelitian dapat disimpulkan: 

1. Dengan mensupstitusikan turunan pada persamaan gelombang  sehingga 

diperoleh bentuk diskret model gelombang homogen seperti pada persamaan 

(3.1.9).  Dengan mensubstitusikan turunan pada persamaan gelombang yang 

telah diubah menjadi model gelombang tak homogen sembarang. Sehingga 

diperoleh bentuk diskret model gelombang tak homogen seperti pada 

persamaan (3.2.10). 

2. Hasil simulasi bentuk diskret model gelombang homogen menggunakan skema 

Lax-Wendroff elemen hingga dengan nilai        , dan         dan   

di dapatkan dari      dimana   merupakan gaya grafitasi dan bersarnya 

    . Dapat dilihat pada gambar (3.2) dan (3.5). Kondisi awal 

   [   (    ) ] sangat mempengaruhi besarnya amplitudo yang terjadi 

karena dengan kondisi awal ini didapatkan beban yang berubah-ubah 

sepanjang nilai  . Kemudian dengan menggunakan    dan    yang sama dan 

menggunakan metode elemen hingga skema Lax-Wendroff dibandingkan 

antara persamaan gelombang homogen dan tak homogen, sehingga didapatkan 

perbandingannya. Perbandingan antara persamaan gelombang homogen dan 

tak homogen adalah pada saat homogen amplitudo dari getaran lebih kecil di 
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bandingkan dengan dengan persamaan tak homogen.  Perbandingan besarnya 

amplitudonya yaitu                          dan           

           . 

 

4.2 Saran 

Bagi penelitian selanjutnya, disarankan untuk melanjutkan tentang 

gelombang dengan menggunakan metode dan skema yang berbeda yang bisa 

menghasilkan error yang lebih kecil lagi. Serta  dengan nilai awal, nilai batas, dan 

interval yang berbeda dan bervariasi. Agar dapat dilihat kekurangan model diskret 

yang telah dibangun, dan dengan membandingkannya dengan solusi exact 

kemudian dianalisis kestabilannya agar memperoleh hasil yang lebih maksimal.   
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Lampiran 

Lampiran 1  

Program Matlab untuk grafik diskret model linier non homogen dengan 

nilai parameter                                      . 

Dengan   grafitasi 

format short 
clc,clf 
clear all 
% parameter 
m1=6000; 
g=10; 
T=m1*g; 
b1=0.01; 
% Interval 
del_x=0.50/2;   
del_t=0.02/2; 
x=0:del_x:50; 
m=length(x)-1;%banyaknya iterasi x 
t=0:del_t:2; 
r=length(t)-1;%banyaknya iterasi t 
v=zeros(m,r); 
% Kondisi awal 
for i=1:m+1 
    v(i,1)=exp(-10*(4*i-1)^2); 
end 
%kondisi batas 
format long e 
for k=1:r+1 
      v(1,k)=0; 
end 
lambda=(T*del_t)/((del_x)^2); 
for i=2:m 
    for n=2:r 
              v(i,n+1)=(((-2*m1*del_t))*(-2*v(i,n)+... 
      v(i,n-1)))/((b1*del_t)+2*m1)-... 
      (lambda)*(2*del_t)*... 
      (v(i+1,n)-2*v(i,n)+v(i-1,n))/((b1*del_t)+2*m1)+... 
((b1*del_t)+2*m1)*(v(i,n))/... 
((b1*del_t)+2*m1);                 
    end 
    plot (t,(v(:,n)),'LineWidth',2) 
    title(i) 
    colormap(prism); 
    ylabel('jarak v') 
    xlabel('x') 
    pause(0.2) 
    title('Grafik Diskret untuk PDP Homogen') 
end 

 



Lampiran 2 

Program Matlab untuk grafik diskret model linier non homogen dengan 

nilai parameter                                      . 

Dengan   grafitasi 

format short 
clc,clf 
clear all 
% parameter 
m1=6000; 
g=10; 
T=m1*g; 
b1=0.01; 
% Interval 
del_x=0.50/2;   
del_t=0.02/2; 
x=0:del_x:50; 
m=length(x)-1;%banyaknya iterasi x 
t=0:del_t:2; 
r=length(t)-1;%banyaknya iterasi t 
v=zeros(m,r); 
% Kondisi awal 
for i=1:m+1 
    v(i,1)=exp(-10*(4*i-1)^2); 
end 
%kondisi batas 
format long e 
for k=1:r+1 
      v(1,k)=0; 
end 
lambda=(T*del_t)/((del_x)^2); 
for i=2:m 
    for n=2:r 
             v(i,n+1)=(2*(del_t))/(b1*(del_t)+2*m1)-(((-

2*m1*del_t))*(-2*v(i,n)+... 
      v(i,n-1)))/((b1*(del_t)+2*m1))-... 
      (lambda)*(2*(del_t))*... 
      (v(i+1,n)-2*v(i,n)+v(i-1,n))/((b1*(del_t)+2*m1))+... 
((b1*del_t)+2*m1)*(v(i,n))/... 
((b1*del_t)+2*m1); 
    end 
    plot (t,(v(:,n)),'LineWidth',2) 
    title(i) 
    colormap(prism); 
    ylabel('jarak v') 
    xlabel('x') 
    pause(0.2) 
     title('Grafik Diskret untuk PDP non Homogen') 
end 

 

  



 Lampiran 3 

Solusi analitik dari persamaan gelombang 

  

   

   
  

   

   
   

  

  
   

Dengan metode pemisahan variabel dimisalkan 

 (   )    ( ) ( ) 

Selanjutnya prosedur penyelesaian secara analitik untuk persamaan gelombang di 

dawai adalah dengan mendifinisikan bahwa: 

   

   
  ( )  ( ) 

   

   
   ( ) ( ) 

  

  
  ( )  ( ) 

Sehingga jika disubtitusikan, maka persamaan gelombang tersebut menjadi: 

   ( )  ( )     ( ) ( )     ( )  ( )    

Kemudian dibagi dengan  (   )   ( ) ( ), maka menghasilkan  

  

   ( )

 ( )
  

   ( )

 ( )
   

  ( )

 ( )
   

Selanjutnya memisahkan variabel, yaitu dipilih sebagai fungsi dalam   saja, dan   

saja, sehingga untuk fungsi   menjadi: 



 
   ( )

 ( )
    

  ( )

 ( )
   

   ( )

 ( )
 

Jika T dipindahruaskan maka menjadi: 

  ( )

 ( )
 

     ( )     ( ) 

  ( )
 

Kedua ruas pasti bernilai sama yaitu konstanta   sehingga dapat ditulis 

  ( )

 ( )
     ( )    ( )                                                         ( ) 

dan 

     ( )     ( ) 

  ( )
   

    
 ( )      ( )     ( ) 

Sehingga  

    ( )     
 ( )     ( )                                                   ( ) 

Untuk mendapatkan solusi untuk  ( ) persamaan tersebut dapat ditulis menjadi 

  ( )    ( )                    ( ) 

Kenakan operator   pada persamaan ( ), diperoleh 

(    ) ( )    

     



   √  

Jika     

   √    √   artinya akar-akarnya kompleks konjugat 

Misal        maka     dan   √  

Jadi solusi umumnya adalah 

 ( )     (               ) 

 ( )    (     √        √  ) 

 ( )       √        √   

Substitusi nilai batas  (   )   (   )    

 ( )       √        √     

 ( )       √        √     

 ( )              

 ( )       

 ( )       √        √     

 ( )       √        √     

 ( )         √           

 ( )       √     

     atau    √     

   √     √      

    (  )  

  (
  

 
)
 

 

Untuk      tidak mungkin, karena      maka tidak ada solusi trivial. Oleh 

karena itu solusi yang mungkin adalah    √     

Sehingga dapat disimpulkan 



  ( )       (
  

 
)
 

               

  ( )       (
  

 
)
 

               

Untuk mendapatkan solusi  ( ) persamaan tersebut dapat ditulis 

    ( )     
 ( )     ( )         ( ) 

Substitusikan   (
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, maka diperoleh 

    ( )     
 ( )  (

  

 
)
 

  ( )    

Kenakan operator   pada persamaan ( ) yang telah disubstitusi, diperoleh 

(   
      (

  

 
)
 

 )  ( )    

Sehingga didapatkan persamaan karakteristiknya 
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Jadi solusi untuk  ( ) adalah 

  ( )       (  )       (  ) 

  ( )        
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Sehingga solusi umum untuk masalah nilai awal adalah 
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Misalkan         dan         maka 
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adalah solusi nilai batas bidang gelombang di  . Berdasarkan fakta kombinasi 

linier dari solusi tersebut dan kondisi batas terhadap solusi ini, anggap jumlah 

infinite dari fungsi di atas maka: 
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Dengan memperhatikan kondisi awal dan kondisi batas maka didapatkan 
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Misal 
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dalam deret fourier, dengan periode      didapatkan: 
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Dengan menjabarkan persamaan di atas, maka didapatkan: 
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Lampiran 4 
format long 
clc,clf 
clear all 
% parameter 
m1=6000; 
g=10; 
T=m1*g; 
b1=0.01; 
% Interval 
del_x=0,0/2;   
del_t=0.02/2; 
x=0:del_x:1; 
m=2;%banyaknya iterasi x 
t=0:del_t:1; 
r=length(t)-1;%banyaknya iterasi t 
v=zeros(m,r); 
% Kondisi awal 
for i=1:m+1 
    v(i,1)=exp(-10*(4*i-1)^2); 
end 
%kondisi batas 
format long e 
for k=1:r+1 
      v(1,k)=0; 
end 
lambda=(T*del_t)/((del_x)^2); 
for i=2:m 
    for n=2:r 
              v(i,n+1)=(((-2*m1*del_t))*(-2*v(i,n)+... 
      v(i,n-1)))/((b1*del_t)+2*m1)-... 
      (lambda)*(2*del_t)*... 
      (v(i+1,n)-2*v(i,n)+v(i-1,n))/((-b1*del_t)+2*m1)+... 
((b1*del_t)+2*m1)*(v(i,n))/... 
((b1*del_t)+2*m1); 
    end 
x1=0,04; 
Fn=5.78*10^-5; 
Gn=1.25*10^-6; 
n=1; 
L=50; 
u=Fn(n)*sin(x1)*(((n*pi/L)^2))*cos((-b1+(((b1^2)-

4*m1*T*((n*pi/L)^2))^1/2)/2*m1)*t)+... 
  Gn(n)*sin(x1)*(((n*pi/L)^2))*sin((-b1+(((b1^2)-

4*m1*T*((n*pi/L)^2))^1/2)/2*m1)*t); 
plot(t,u,'LineWidth',2) 
title('grafik gelombang tali') 
colormap(prism); 
ylabel('jarak v') 
xlabel('x') 
format long 
error= v(i,n+1)-v;  

 

 

 

 



disp('==========================================================') 
disp('        t              v          v(i,n+1)         err    ') 
disp('==========================================================') 
disp([ t'  u'   v' error']) 
disp('=========================================================') 

end 

 

 

 

 

 

 

  



Lampiran 5 
Tabel Galat Error antara Analitik dan Numerik: 

======================================================================== 
           t                    v                   v(i,n+1)                  err 
======================================================================== 
   0                   0.000000009124976  0.000000000000000  0.000000009124976    
   0.010000000000000  -0.000000000957455  0                   0.000000000957455 
   0.020000000000000  -0.000000008965319  -0.000000000000000 0.000000008965319                    
   0.030000000000000   0.000000002452436  -0.000000000000000  0.000000002452436                   
   0.040000000000000   0.000000008556372  -0.000000000000000  0.000000008556372                   
   0.050000000000000  -0.000000003879224  -0.000000000000000 0.000000003879224                   
   0.060000000000000  -0.000000007909505  -0.000000000000000 0.000000007909505                    
   0.070000000000000   0.000000005198147  -0.000000000000000  0.000000005198147                  
   0.080000000000000   0.000000007042706  -0.000000000000000  0.000000007042706    
   0.090000000000000  -0.000000006372529  -0.000000000000000 0.000000006372529   
   0.100000000000000  -0.000000005980076  -0.000000000000000 0.000000005980076  
   0.110000000000000   0.000000007369716  -0.000000000000000  0.000000007369716   
   0.120000000000000   0.000000004751165  -0.000000000000000  0.000000004751165   
   0.130000000000000  -0.000000008161981  -0.000000000000000 0.000000008161981    
   0.140000000000000  -0.000000003390141  -0.000000000000000 0.000000003390141    
   0.150000000000000   0.000000008727292  -0.000000000000000  0.000000008727292    
   0.160000000000000   0.000000001934851  -0.000000000000000  0.000000001934851 
   0.170000000000000  -0.000000009049932  -0.000000000000000 0.000000009049932    
   0.180000000000000  -0.000000000425763  -0.000000000000000 0.000000000425763   
   0.190000000000000   0.000000009120928  -0.000000000000000  0.000000009120928    
   0.200000000000000  -0.000000001095169  -0.000000000000000 0.000000001095169    
   0.210000000000000  -0.000000008938307  -0.000000000000000 0.000000008938307    
   0.220000000000000   0.000000002585644  -0.000000000000000  0.000000002585644    
   0.230000000000000   0.000000008507146  -0.000000000000000  0.000000008507146    
   0.240000000000000  -0.000000004004225  -0.000000000000000 0.000000004004225   
   0.250000000000000  -0.000000007839436  -0.000000000000000 0.000000007839436    
   0.260000000000000   0.000000005311463  -0.000000000000000  0.000000005311463    
   0.270000000000000   0.000000006953741  -0.000000000000000  0.000000006953741    
   0.280000000000000  -0.000000006471011  -0.000000000000000 0.000000006471011    
   0.290000000000000  -0.000000005874693  -0.000000000000000 0.000000005874693    
   0.300000000000000   0.000000007450625  -0.000000000000000  0.000000007450625    
   0.310000000000000   0.000000004632285  -0.000000000000000  0.000000004632285   
   0.320000000000000  -0.000000008223066  -0.000000000000000 0.000000008223066   
   0.330000000000000  -0.000000003261076  -0.000000000000000 0.000000003261076    
   0.340000000000000   0.000000008766855  -0.000000000000000  0.000000008766855    
   0.350000000000000   0.000000001799189  -0.000000000000000  0.000000001799189    
   0.360000000000000  -0.000000009066873  -0.000000000000000 0.000000009066873   
   0.370000000000000  -0.000000000287277  -0.000000000000000 0.000000000287277   
   0.380000000000000   0.000000009114776  -0.000000000000000  0.000000009114776   
   0.390000000000000  -0.000000001232631  -0.000000000000000 0.000000001232631    
   0.400000000000000  -0.000000008909233  -0.000000000000000 0.000000008909233  
   0.410000000000000   0.000000002718260  -0.000000000000000  0.000000002718260    
   0.420000000000000   0.000000008455960  -0.000000000000000  0.000000008455960   



   0.430000000000000  -0.000000004128301  -0.000000000000000 0.000000004128301    
   0.440000000000000  -0.000000007767560  -0.000000000000000 0.000000007767560    
   0.450000000000000   0.000000005423554  -0.000000000000000  0.000000005423554   
   0.460000000000000   0.000000006863170  -0.000000000000000  0.000000006863170   
   0.470000000000000  -0.000000006568002  -0.000000000000000 0.000000006568002  
   0.480000000000000  -0.000000005767949  -0.000000000000000 0.000000005767949    
   0.490000000000000   0.000000007529814  -0.000000000000000 0.000000007529814    
   0.500000000000000   0.000000004512340  -0.000000000000000  0.000000004512340    
   0.510000000000000  -0.000000008282256  -0.000000000000000 0.000000008282256   
   0.520000000000000  -0.000000003131261  -0.000000000000000 0.000000003131261 
   0.530000000000000   0.000000008804398  -0.000000000000000  0.000000008804398   
   0.540000000000000   0.000000001663113  -0.000000000000000  0.000000001663113   
   0.550000000000000  -0.000000009081724  -0.000000000000000 0.000000009081724 
   0.560000000000000  -0.000000000148721  -0.000000000000000 0.000000000148721   
   0.570000000000000   0.000000009106523  -0.000000000000000  0.000000009106523    
   0.580000000000000  -0.000000001369806  -0.000000000000000 0.000000001369806  
   0.590000000000000  -0.000000008878107  -0.000000000000000 0.000000008878107    
   0.600000000000000   0.000000002850245  -0.000000000000000  0.000000002850245 
   0.610000000000000   0.000000008402824  -0.000000000000000  0.000000008402824    
   0.620000000000000  -0.000000004251429  -0.000000000000000 0.000000004251429   
   0.630000000000000  -0.000000007693892  -0.000000000000000 0.000000007693892 
   0.640000000000000   0.000000005534398  -0.000000000000000  0.000000005534398 
   0.650000000000000   0.000000006771029  -0.000000000000000  0.000000006771029 
   0.660000000000000  -0.000000006663471  -0.000000000000000 0.000000006663471 
   0.670000000000000  -0.000000005659878  -0.000000000000000 0.000000005659878 
   0.680000000000000   0.000000007607265  -0.000000000000000  0.000000007607265 
   0.690000000000000   0.000000004391354  -0.000000000000000  0.000000004391354 
   0.700000000000000  -0.000000008339531  -0.000000000000000 0.000000008339531 
   0.710000000000000  -0.000000003000723  -0.000000000000000 0.000000003000723 
   0.720000000000000   0.000000008839907  -0.000000000000000 0.000000008839907 
   0.730000000000000   0.000000001526654  -0.000000000000000  0.000000001526654 
   0.740000000000000  -0.000000009094480  -0.000000000000000 0.000000009094480 
   0.750000000000000  -0.000000000010135  -0.000000000000000 0.000000000010135 
   0.760000000000000   0.000000009096170  -0.000000000000000  0.000000009096170 
   0.770000000000000  -0.000000001506666  -0.000000000000000 0.000000001506666 
   0.780000000000000  -0.000000008844930  -0.000000000000000 0.000000008844930 
   0.790000000000000   0.000000002981573  -0.000000000000000  0.000000002981573 
   0.800000000000000   0.000000008347748  -0.000000000000000  0.000000008347748   
   0.810000000000000  -0.000000004373574  -0.000000000000000 0.000000004373574  
   0.820000000000000  -0.000000007618446  -0.000000000000000 0.000000007618446 
   0.830000000000000   0.000000005643955  -0.000000000000000  0.000000005643955 
   0.840000000000000   0.000000006677312  -0.000000000000000  0.000000006677312 
   0.850000000000000  -0.000000006757414  -0.000000000000000 0.000000006757414 
   0.860000000000000  -0.000000005550503  -0.000000000000001 0.000000005550503 
   0.870000000000000   0.000000007682969  -0.000000000000002  0.000000007682967 
   0.880000000000000   0.000000004269355  -0.000000000000006  0.000000004269349 
   0.890000000000000  -0.000000008394890  -0.000000000000013 0.000000008394877 



   0.900000000000000  -0.000000002869494  -0.000000000000028 0.000000002869466 
   0.910000000000000   0.000000008873382  -0.000000000000064  0.000000008873318 
   0.920000000000000   0.000000001389835  -0.000000000000145  0.000000001389690 
   0.930000000000000  -0.000000009105140  -0.000000000000330 0.000000009105080 
   0.940000000000000   0.000000000128453  -0.000000000000747 0.000000000127706 
   0.950000000000000   0.000000009083721  -0.000000000001692  0.000000009082029 
   0.960000000000000  -0.000000001643178  -0.000000000003833 0.000000001639342 
   0.970000000000000  -0.000000008809719  -0.000000000008684 0.000000008801035 
   0.980000000000000   0.000000003112213  -0.000000000019674  0.000000003092539 
   0.990000000000000   0.000000008290753  -0.000000000044572  0.000000008246181 
   1.000000000000000  -0.000000004494709  -0.000000000100983 0.000000004393726 
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