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ABSTRAK

Fitria, Ida. 2012. Kajian Ortogonalitas Diminnie dan Roberts pada Ruang Bernorma
(n—1) dengan n > 2. Skripsi. Program S1 Jurusan Matematika Fakultas Sains dan
Teknologi Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.
Pembimbing: (1) Drs. H. Turmudi, M.Si

(2) H. Wahyu Henky Irawan, M.Pd

Kata Kunci : Ruang Vektor, Ruang Bernorma, Ruang Hasil Kali Dalam, Ortogonalitas.

Penjelasan mengenai ruang bernorma telah banyak dikaji oleh para
matematikawan, baik kajian dalam ruang bernorma, ruang bernorma 2 dan ruang
bernorma n. Kajian tentang ruang bernorma n dengan n > 2, dikutip dari jurnal
Gunawan dan Mashadi (2000) bahwa ruang bernorma (n — 1) diperoleh dari penurunan
ruang bernorma n dan ruang bernorma n adalah suatu ruang bernorma (n — 1). Adapun
ortogonalitas dalam ruang bernorma diilhami oleh ruang hasil kali dalam.

Skripsi ini bertujuan untuk mengkaji ortogonalitas Diminnie dan Roberts pada
ruang n, dan menjelaskan bahwa jika pada ruang bernorma n berlaku ortogonalitas
Diminnie dan ortogonalitas Roberts maka kedua ortogonal tersebut juga berlaku pada
ruang bernorma (n — 1) dengan n > 2, pada lapangan himpunan bilangan riil.

Pembahasan menggunakan langkah-langkah yaitu: membuktikan ortogonalitas
Diminnie dan ortogonalitas Roberts pada norma 2, kemudian menurunkannya dari norma
2 ke norma 1. Dengan menerapkan metode yang sama, dibuktikan sifat ortogonalitas
Diminnie dan ortogonalitas Roberts pada norma n dan kemudian diturunkan ke norma

(n—1).

Dari uraian tersebut, diperoleh teorema. Misal X adalah ruang vektor atas
lapangan himpunan bilangan riil. Jika didefinisikan
11, X2, oo, X || = (g, %1122, oo, 2, D2, I, ..., . || mendefinisikan ruang bernorma n di

X, dimana x dan y ortogonal maka berlaku:
i.  Ortogonalitas Diminnie (D)
Iy el = Iyl
ii.  Ortogonalitas Roberts (R)
lx — Ay, x5, oo, x|l = l1x + Ay, X2, oo, xp |, A ER
Dan Jika x dan y ortogonal di ruang bernorma n maka ortogonal di ruang
bernorma (n — 1), sehingga x dan y ortogonal terhadap V x,, ..., x,, dengan n = 2, maka
berlaku:
i.  Ortogonalitas D:
I, v, %2, oo, X [l = Ml [yl ]l - 1201 I
ii.  Ortogonalitas R:
lx — Ay, x2, e, X1 |l = llx + Ay, %2, .., %, 1], A ER
Sehingga dengan menggunakan dua teorema di atas diperoleh bahwa ruang
bernorma 1 sampai ruang bernorma n dapat dibuktikan berlakunya sifat ortogonalitas
Diminie dan ortogonalitas Roberts.
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ABSTRACT

Fitria, Ida. 2012. Study of Diminnie and Roberts Orthogonality the Normed Space
(n-1) with n < 2. Thesis. S1 Department of Mathematics Faculty of Science and
Technology of the State Islamic University Maulana Malik Ibrahim Malang.
Supervisor: (1) Drs. H. Turmudi, M.Si

(2) H. Wahyu Henky Irawan, M.Pd

Keywords: Vector Spaces, normed space, Living In The Times, Orthogonality.

The explanation about the normed space has been widely examined by
mathematicians, either it is the normed space, norm 2 space , or norm n space . The study
of the norm n space with n > 2, quoted by Gunawan and Mashadi (2000), concluded that
the norm (n — 1) space is a derived of the norm n space, mean while the norm n space is
a norm (n — 1) space . The orthogonality in a normed space is inspired by the inner
product space.

This study is conducted to examine the Diminnie and Roberts orthogonality in
norm n space and explain that, if prevailing the Diminnie and Roberts orthogonality
within the norm n space , then both orthogonals are also applied on the norm (n — 1)
space with n > 2, in the real number set field.

This study uses these steps: proving Diminnie and Roberts orthogonality on norm
2 and then deriving it from norm 2 into norm 1. By applying the same method, it can
prove the property of Diminnie and Roberts orthogonality on norm n then deriving it into

norm (n — 1).

From the description above, the researcher obtained theorem. Let X is a vector
space over the real number set field. To be defined
121, %2, o X || = (1, X1 1%2, oo, X D2, I.,...,. || defines the norm n space in X, in

which x and y orthogonal, then it can apply:
i Diminnie Orthogonality
I, v, %2, oo xn || = [l [y o2 1] - Ml |l
ii. Roberts Orthogonality
llx — Ay, x3, oo, X |l = l1x + Ay, X3, oo, Xp |, A ER

If x and y orthogonal are in the norm n space , then the orthogonal is in the
normed (n — 1) space, so that x and y orthogonal in V x5, ..., x,, with n > 2, then it can
apply:

i. Diminnie Orthogonality
I, v, %2, oo, X1 Il = N1y 112 ] oo A1 1 I
ii. Roberts Orthogonality
llx = Ay, x5, oo, x|l = llx + Ay, %9, o, Xy 1|, LER

So, by applying the both theorems, the result of this study is that the norm 1

space to norm n space are proven the validity of Diminnie and Roberts orthogonality

property.

Xiv
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang

Dalam kehidupan di dunia, manusia tidak lepas dari berbagai macam
permasalahan. Permasalahan-permasalahan tersebut menyangkut berbagai aspek,
dimana dalam penyelesaiannya diperlukan sebuah pemahaman melalui suatu
metode dan ilmu bantu tertentu. Salah satu ilmu bantu yang dapat digunakan
adalah ilmu matematika. Sedangkan ilmu Matematika sendiri merupakan alat
untuk menyederhanakan penyajian dan pemahaman masalah. Karena dalam
bahasan matematika, suatu masalah dapat menjadi lebih sederhana untuk
disajikan, dipahami, dianalisis, dan dipecahkan. Untuk keperluan tersebut, maka
pertama dicari pokok masalahnya, kemudian dibuat rumusan atau model
matematikanya, sehingga masalah lebih mudah dipecahkan (Purwanto, 1998:1)

Matematika adalah salah satu ilmu pasti yang mengkaji abstraksi ruang,
waktu, dan angka. Matematika juga mendeskripsikan realitas alam semesta dalam
bahasa lambang, sehingga suatu permasalahan dalam realitas alam akan lebih
mudah dipahami (Abdussakir dan Aziz, 2006:v).

Alam semesta sendiri memuat bentuk-bentuk dan konsep matematika,
meskipun alam semesta tercipta sebelum matematika itu ada. Alam semesta serta
segala isinya diciptakan Allah dengan ukuran-ukuran yang cermat dan teliti,
dengan perhitungan-perhitungan yang mapan, dan dengan rumus-rumus serta

persamaan yang seimbang dan rapi (Abdussakir, 2007:79).



Dalam Al-Qur’an Surat Al-Qamar ayat 49 disebutkan:
J3y s oe Iy

Artinya: “Sesungguhnya Kami menciptakan segala sesuatu menurut ukuran”
(Q.S. Al-Qamar: 49).

Shihab (2003:482) menafsirkan bahwa kata gadar pada ayat di atas
diperselisihkan oleh para ulama. Dari segi bahasa kata tersebut dapat berarti kadar
tertentu yang tidak bertambah atau berkurang, atau berarti kuasa. Tetapi karena
ayat tersebut berbicara tentang segala sesuatu yang berada dalam kuasa Allah,
maka adalah lebih tepat memahaminya dalam arti ketentuan dan sistem yang telah

ditetapkan terhadap segala sesuatu. Tidak hanya terbatas pada salah satu aspeknya

saja.

Dalam ayat lain disebutkan:
e 2 g2 g 4 5 2% Bz 7§ i 3 JE //11,«’ - %
B> d//U..iJl QS 54 uig ;,Jj fady asen W5 2o e il S 54 s Al

P

Artinya: “Yang kepunyaan-Nya-lah kerajaan langit dan bumi, dan dia tidak
mempunyai anak, dan tidak ada sekutu baginya dalam kekuasaan(Nya), dan dia
Telah menciptakan segala sesuatu, dan dia menetapkan ukuran-ukurannya
dengan serapi-rapinya” (Q.S. Al-Furgaan:2).

Ayat di atas menjelaskan bahwa segala sesuatu yang ada di alam ini ada
ukurannya, ada hitungan-hitungannya, ada rumusnya, atau ada persamaannya.
Ahli matematika atau fisika tidak membuat suatu rumus sedikitpun. Mereka hanya
menemukan rumus atau persamaan, sehingga rumus-rumus yang ada sekarang
bukan diciptakan manusia sendiri, tetapi sudah disediakan oleh Allah. Manusia
hanya menemukan dan menyimbolkan dalam bahasa matematika (Abdussakir,
2007:80).

Seiring dengan perkembangan teknologi dalam era globalisasi saat ini,

konsep-konsep matematika juga mengalami perkembangan. Hal ini dikarenakan



munculnya berbagai macam permasalahan dan fenomena baik dunia fisis maupun
abstrak yang semakin komplek, sehingga dibutuhkan pengembangan konsep-
konsep matematis untuk menangani masalah-masalah tersebut. Teorema sangat
penting untuk membantu membuktikan keberadaan dari solusi berbagai macam
model matematis yang disebabkan oleh munculnya berbagai fenomena sehingga
menimbulkan beberapa bidang yang berbeda. Sebagai contohnya adalah teorema
ruang bernorma. Teorema ini telah banyak dikembangkan dalam analisis
fungsional untuk diperluas dalam hal yang lebih umum dan lebih kompleks.

Ruang bernorma berawal dari suatu ruang vektor X atas lapangan R
(himpunan bilangan riil) dan C (himpunan bilangan kompleks). Ruang bernorma
dapat dikatakan sebagai panjang dari vektor-vektor. Ruang bernorma juga
mempunyai hubungan erat dengan ruang metrik, atau biasa disebut fungsi jarak.
Ruang metrik merupakan himpunan dari berbagai macam titik yang mempunyai
jarak antara setiap titik tersebut. Ruang metrik adalah ruang linier yang suatu
jaraknya diturunkan dari suatu norma yang diberikan oleh panjang suatu vektor
(Anton, 1987).

Penjelasan tentang ruang bernorma telah banyak dikaji oleh para
matematikawan, baik kajian dalam ruang bernorma, ruang bernorma 2 maupun
ruang bernorma n. Teori pada ruang bernorma 2 pertama dijelaskan oleh Gahler
pada tahun 1960an. Kemudian dikembangkan lagi mengenai ruang bernorma n
hingga ruang bernorma (n — 1).

Kajian tentang ruang bernorma n dengan n = 2, dikutip dari jurnal
Gunawan dan Mashadi (2000) bahwa ruang bernorma (n — 1) diperoleh dari

penurunan ruang bernorma n dan menyadari bahwa ruang bernorma n adalah



suatu ruang bernorma (n —1). Pada beberapa kasus, norma (n— 1) dapat
diturunkan dari norma n sedemikian hingga konvergen dan komplit pada norma n
yang ekuivalen pada turunan norma (n — 1) (Gunawan dan Mashadi, 2000:1).

Ortogonalitas pada ruang bernorma diilhami oleh ruang hasil kali dalam.
Definisi ortogonalitas pada ruang bernorma juga telah banyak dikembangkan oleh
para matematikawan. Beberapa definisi ortogonalitas yang dikutip dari Kikianty
(2008) di antaranya adalah definisi ortogonalitas Pythagoras, Isosceles, Birkhoff-
James, dan Gunawan. Pada penelitian sebelumnya dengan menggunakan aspek
ortogonalitas akan dijelaskan bahwa jika pada ruang bernorma n berlaku
ortogonalitas Pythagoras, Isosceles, Birkhoff-James, dan Gunawan maka keempat
ortogonalitas tersebut juga berlaku pada ruang bernorma (n — 1) dengan n > 2
(Masruroh, 2009).

Selain keempat definisi ortogonalitas di atas ada definisi yang lain yaitu
keortogonalan Diminnie dan Roberts. Ortogonalitas Diminnie dapat didefinisikan
dengan menggunakan norma 2, yaitu misalkan X ruang bernorma yang juga
dilengkapi dengan norma 2 maka x dikatakan ortogonal Dimnnie ke y, jika dan
hanya jika ||lx,y|l = x|l - llyll (Gunawan, dkk, 2005:6), sedangkan definisi
ortogonalitas Roberts adalah misalkan ruang norma pada bilangan riil (X, ||-]])
untuk x, y € X maka x dikatakan R-ortogonal terhadap y (dinotasikan x Ly y)
jika dan hanya jika |[[x — Ay|l = [[x + Ay||, untuk setiap 1 € R (Alonso dan
Benitez, 1989:1).

Dengan menggunakan ortogonalitas Diminnie dan Roberts, penelitian
tersebut dapat dikembangkan lagi bahwa jika pada ruang bernorman berlaku

ortogonalitas Diminnie dan Roberts maka ortogonalitas tersebut juga berlaku pada



ruang bernorma (n — 1) dengan n > 2. Dengan diturunkannya ortogonalitas

tersebut pada ruang bernorma n ke ruang bernorma (n — 1) adalah agar diperoleh

bahwa dari ruang bernorma 1 sampai ruang bernorma n dapat dibuktikan
berlakunya sifat ortogonalitas Diminnie dan ortogonalitas Roberts.

1.2. Rumusan Masalah

Dari latar belakang yang diuraikan di atas, permasalahan yang akan
dibahas dalam skripsi ini yaitu:

1. Bagaimana ortogonalitas Diminnie dan ortogonalitas Roberts pada ruang
bernorma n?

2. Apakah ortogonalitas Diminnie dan ortogonalitas Roberts pada ruang
bernorma n juga berlaku pada ruang bernorma (n — 1) dengann > 2?

1.3. Batasan Masalah

Ortogonalitas dalam ruang bernorma yang akan dibahas pada skripsi ini
adalah ortogonalitas Diminnie dan ortogonalitas Roberts dengan lapangan
himpunan bilangan riil.

1.4. Tujuan Penelitian

Sesuai dengan rumusan masalah di atas, maka tujuan skripsi ini yaitu:

1. Mengkaji ortogonalitas Diminnie dan ortogonalitas Roberts pada ruang
bernorma n.

2. Menjelaskan bahwa jika pada ruang bernorman berlaku ortogonalitas
Diminnie dan ortogonalitas Roberts maka ortogonalitas tersebut juga berlaku
pada ruang bernorma (n — 1) dengann > 2.

1.5. Manfaat Penelitian

1. Bagi penulis



Melalui penelitian ini dapat menambah penguasaan materi sebagai
pengalaman dalam melakukan penelitian dan menyusun karya ilmiah dalam
bentuk skripsi, serta media untuk mengaplikasikan ilmu matematika yang
telah diterima dalam bidang keilmuannya.

2. Bagi lembaga

Untuk tambahan bahan dalam pengembangan ilmu matematika khususnya

dalam bidang ruang bernorma dan analisis fungsional.
3. Bagi masyarakat
Diharapkan penelitian ini dapat dijadikan referensi dan dilanjutkan untuk
pengaplikasian dan pengembangan ruang bernorma n.
1.6. Metode Penelitian
Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode penelitian
kepustakaan (library research) yakni melakukan penelitian untuk memperoleh
data-data dan informasi-informasi serta objek yang digunakan dalam pembahasan
masalah tersebut. Langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian ini adalah :
a. Merumuskan Masalah
Sebelum peneliti melakukan penelitian, terlebih dahulu disusun rencana
penelitian bermula dari suatu masalah tentang ruang bernorma (n — 1).
b. Mengumpulkan dan Mempelajari Data.

Mengumpulkan dan mempelajari ruang bernorma dari literatur pendukung,

baik yang bersumber dari buku, jurnal, artikel, internet, dan lainnya yang

berhubungan dengan permasalahan yang akan dibahas dalam penelitian
ini.

c. Menganalisis Data



Langkah-langkah yang diambil untuk menganalisis data dalam penelitian

ini adalah :

1. Diberikan suatu ruang vektor X atas lapangan himpunan bilangan riil.

2. Mendefinisikan ruang bernorma 2 pada ruang vektor X.

3. Akan ditunjukkan ruang bernorma 2 memenuhi ortogonalitas Diminnie
dan ortogonalitas Roberts.

4. Membuktikan ortogonalitas Diminnie dan ortogonalitas Roberts pada
ruang bernorma 1, karena tujuan penelitian ini adalah menentukan
ortogonalitas Diminnie dan ortogonalitas Roberts pada ruang
bernorma (n — 1) yang diturunkan dari ruang bernorma n. Untuk itu
ortogonalitas Diminnie dan ortogonalitas Roberts dari ruang
bernorma 2 diturunkan ke ruang bernorma (2 —1) vyaitu ruang
bernorma 1.

5. Membuktikan ortogonalitas Diminnie dan ortogonalitas Roberts pada
ruang bernorman

6. Membuktikan ortogonalitas Diminnie dan ortogonalitas Roberts pada
ruang bernorma (n — 1) yang diturunkan dari ruang bernorma n,
dengan menerapkan metode yang telah dilakukan pada langkah tiga ke
langkah empat, yaitu menentukan ortogonalitas Diminnie dan
ortogonalitas Roberts pada ruang bernorma 1 yang diturunkan dari
ruang bernorma 2.

d. Membuat Kesimpulan



Kesimpulan dalam skripsi ini berupa pembuktian ortogonalitas Diminnie
dan ortogonalitas Roberts pada ruang bernorma n juga berlaku pada ruang
bernorma (n — 1) dengan n > 2.

e. Melaporkan

Langkah terakhir dari kegiatan penelitian adalah menyusun laporan dari

penelitian yang telah dilakukan, yaitu berupa skripsi sebagai syarat untuk

memperoleh gelar sarjana.
1.7. Sistematika Penulisan

Pada bab | penulis mengkaji tentang pendahuluan yang terdiri dari latar
belakang, rumusan masalah, batasan masalah, tujuan penelitian, manfaat
penelitian, metode penelitian, dan sistematika penulisan.

Pada bab Il tentang kajian pustaka penulis mengkaji tentang konsep-
konsep yang mendukung bagian pembahasan. Konsep-konsep tersebut antara lain
membahas tentang ruang vektor, ruang bernorma, ruang hasil kali dalam,
ortogonalitas pada ruang bernorma, ketaksamaan Cauchy-Schwarz, ortogonalitas
dalam Al-Qur’an.

Dalam bab [1lIl penulis mengkaji tentang pembahasan yang berisi
pembuktian ortogonalitas Diminnie dan ortogonalitas Roberts pada ruang
bernorman juga berlaku pada ruang bernorma (n— 1) dengan n > 2, serta
membahas tentang ortogonalitas dalam pandangan Islam.

Pada bab 1V merupakan penutup yang berisi tentang kesimpulan dari hasil

penelitian dan saran sebagai acuan bagi peneliti selanjutnya.



BAB I1
KAJIAN PUSTAKA
2.1 Ruang Vektor
Definisi 1
Jika u = (uq,uy, ..., up), v=(v1,vy,..,1,), dan z = (z4,z,, ..., z,) adalah
vektor-vektor pada R"™ dan « serta 8 adalah skalar, maka:
. x+y=y+x
ii. x+(y+z2)=(x+y) +z
. x+0=0+x=x
iv. x+(—x)=(—x)+x=0,yakniu—u=0
V. a(Bx) = (ap)x
vi. a(x+y) =ax+ay
vii. (@+p)x=ax+fx
vill. 1x =x
(Anton, 1987:133).
Contoh:

C[0,1] adalah suatu himpuanan dari semua fungsi-fungsi bernilai riil yang
kontinu pada selang tertutup [0,1]. Himpunan ini membentuk ruang vektor
dengan operasi aljabar yang didefinisikan berikut,

(x+y)(@) =20 +y(0)
(ax)(t) = ax(t)

Pada faktanya x+y dan ax fungsi bernilai riil yang kontinu
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yang didefinisikan pada [0,1] jika dan hanya jika x dan y masing-masing kontinu
pada selang tertutup [0,1] dan @ sembarang bilangan riil.

Elemen dari FF disebut skalar, dan elemen dari X disebut vektor. Operasi

x + y disebut penjumlahan vektor, ketika operasi ax disebut perkalian skalar.
Jika X adalah ruang vektor dengan x € X dan A, B c X, digunakan notasi
x+A={x+a:a€ A4}

A+B={a+b:acADbecB} (Bryan dan Martin, 2007:3).

Definisi 2
Misal X suatu ruang vektor. Suatu himpunan tak kosong U c X adalah
subruang linier dari X jika U sendiri adalah suatu ruang vektor (dengan vektor
penjumlahan dan perkalian skalar di X). Ini ekuivalen pada kondisi ax + By €
U, untuk semua a, 8 € F dan x,y € U ( Bryan dan Martin, 2007:3-4).

Ruang vektor dan subruang linier selalu tidak kosong, sedangkan
himpunan bagian umum dari ruang vektor yang bukan subruang boleh jadi
kosong. Faktanya, akibat dari definisi ruang vektor maka Ox = 0, untuk
semua x € X (disini, 0 adalah nol skalar dan 0 adalah vektor nol, kecuali
untuk membedakan antara keduanya akan disimbolkan dengan 0). Oleh
karenanya, beberapa subruang linier U < X harus memuat paling sedikit
vektor 0, dan himpunan {0} c X adalah subruang linier.

Definisi 3
Diberikan suatu ruang vektor X, misal V = {x4,x5 ..., x,.} € X,r > 1 adalah
himpunan berhingga dan ambil sembarang himpunan tak kosong U c X. x
adalah kombinasi linier dari vektor-vektor x4, x5, .... x, jika vektor tersebut

dapat diungkapkan dalam bentuk
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X=a1X1+axy + -+ a,x,. €X 1)
Dimana a4, a5, ..., @, adalah skalar (Anton, 1987:145).

Definisi 4
Misalkan X suatu ruang vektor, misal V = {x4,x, ..., x,.} € X,r > 1 adalah
himpunan berhingga dan ambil sembarang himpunan tak kosong U c X.
Rentang (span) dari U (dinotasikan Sp U) adalah himpunan semua kombinasi
linier dari semua himpunan bagian berhingga U (Bryan dan Martin, 2007:4).

Difinisi 5
Diberikan suatu himpunan U dari vektor-vektor V = {x4, x5, ....x,.} (r = 1)
pada suatu vektor X didefinisikan dengan persamaan berikut
a1 xqt+azx; +-+ a,x.=0 (2
dimana a4, ..., @, adalah skalar. Dengan jelas, @; = a, = -+ = a,, = 0 adalah
pemecahan dari persamaan (2). Jika ini adalah satu-satunya r-tuple skalar
untuk pemecahan persamaan di atas, himpunan U dikatakan bebas linier.
Himpunan U dikatakan bergantung linier jika U tidak bebas linier, hal ini jika
persamaan di atas juga memiliki pemecahan dari beberapa r-tuple skalar, tidak
semuanya nol (Kreyszig, 1978:53).

Definisi 6
Misal X adalah sembarang ruang vektor dan V = {xq, x5, ..., x,-} merupakan
himpunan berhingga dari vektor-vektor pada X, maka V dinamakan basis
untuk X, jika V bebas linier dan V merentang X (Anton, 1987:15).

Definisi 7
Suatu ruang vektor taknol X dinamakan berdimensi berhingga jika ruang

vektor tersebut memuat suatu himpunan berhingga dari vektor-vektor
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{x1, x4, ..., X} yang membentuk suatu basis. Jika tidak ada himpunan seperti
itu, maka X dinamakan berdimensi takberhingga (Anton, 1987:160).
2.2 Ruang Bernorma
Definisi 8
Misalkan X ruang vektor atas lapangan riil, suatu fungsi [|-|| : X — R adalah
norma di X apabila Vx,y € X dan Va € R berlaku:
i [lx|l = 0;
ii. ||x]| = 0 jika dan hanya jika x = 0;
iii. |lax|| = |a||lx]| jika x € X dan a adalah skalar;
iv. |lx +yll < x|l + [yl (ketaksamaan segitiga);
Pasangan (X, ||-]|) selanjutnya disebut ruang bernorma (Kreyszig, 1978:59).
Definisi 9
Suatu metrik pada himpunan X adalah suatu fungsi d:X XX — R yang
memenuhi pernyataan sebagai berikut, untuk semua x, y, z € X.
i. d(x,y)=0
ii. d(x,y) =0 jikadanhanyajika x = y
ii. d(x,y) =d(y,x)
iv. d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) (ketaksamaan segitiga)
Jika d suatu metrik pada X, pasangan (X, d) disebut ruang metrik (Bryan dan
Martin, 2007:11).
Teorema 10
Misalkan X suatu ruang vektor dengan norma ||+]|. Jikad : X x X - R adalah
definisi dari d(x,y) = ||x — y|| maka (X, d) adalah ruang metrik (Bryan dan

Martin, 2007:36).
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Bukti:
Misalkan x, y,z € X. Menggunakan sifat-sifat norma :
i d(x,y) =llx -yl = 0;
i dx,y)=0e|lx—yll=0 2x-y=0 @x=y;
ii. d(x,y) = llx -yl
= [[(-D -2l
= [=1][ly — x|l
= [ly — x|
=d(y,x),
iv. dx,y) =llx—zll=lx-y»)+@ -2l <llx—yl+ Iy = 2l
Karena itu d memenuhi aksioma dari metrik, dan (X, d) disebut ruang metrik.
Jika X adalah ruang vektor dengan norma ||-|| dan d adalah metrik
didefinisikan oleh d(x,y) = ||x — y||, maka disebut assosiasi metrik dengan
|I-]| (Bryan dan Martin, 2007:36).
Definisi 11
Misal X adalah ruang linier berdimensi lebih dari satu. ||--|| adalah fungsi
bilangan riil pada X x X yang mana memenuhi empat kondisi berikut:
i. |lx,yll = 0 jika dan hanya jika x dan y bergantung linier
iyl = lly, xll, vx,y e X
iii. Jlax,y|l = lalllx, y|l, Vx,y € X danVa € R
iv. |x,y+z|l <llxyll +lxzll, Vx,y,z €X

(Gunawan, dkk, 2006).
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Definisi 12
Misalkan n € N dan X adalah ruang vektor riil dengan dimensi d > n. Suatu
fungsi bernilai riil |-, ..., /Il pada X™, memenuhi empat pernyataan sebagai
berikut:

i. Il xq,...,x, I = 0 jika dan hanya jika x4, ..., x,, bergantung linier;

i lxg, x|l = ”xj1 xfn” untuk setiap permutasi (ji,...,J,) dari
(1,..,n)
i xq, e, Xp—1,ax, I = el I X1, ..., X1, %, | untuk setiap a« € R

V. lxg e, X,V +HZ U< xq, e, X, VL H I X4, 00, X1, 2
disebut norma n pada X dan pasangan (X, I, ...,ll) disebut ruang norman
(Gunawan dan Mashadi, 2000:1).
2.3 Ruang Hasil Kali Dalam pada Ruang Bernorma
Ruang hasil kali dalam pada ruang vektor dibangun atas skalar F yang
dapat berupa himpunan bilangan Riil R atau bilangan Kompleks C. Untuk itu
perlu diperhatikan tanda konjugat, tetapi karena dalam bahasan ini sudah dibatasi
dalam ruang vektor riil maka tanda konjugat diabaikan. Pada ruang vektor riil
yang umum, hasil kali dalam didefinisikan secara aksiomatis dengan
menggunakan aksioma berikut:
Definisi 13
Suatu hasil kali dalam (inner product) pada ruang vektor X adalah fungsi yang
mengasosiasikan bilangan riil (x, y) dengan masing-masing pasangan vektor x
dan y pada X sedemikian rupa sehingga aksioma-aksioma berikut dipenuhi
untuk semua vektor-vektor x, y,dan z di X dan juga untuk semua skalar «

sehingga:
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i (x,y) = (y,x) (aksioma simetris)
ii. (x+y,z)= (x,z) +(y,2) (aksioma penambahan)
ii. (ax,y) = alx,y) (aksioma kehomogenan)
iv. {(y,y) >0;dan(y,y) =0 (aksioma kepositifan)

jika dan hanya jikay = 0
Suatu ruang vektor riil dengan suatu hasil kali dalam dinamakan ruang hasil
kali dalam (Anton, 1987:175).
Definisi 14
Jika X adalah suatu ruang hasil kali dalam, maka norma (atau panjang) vektor

x dinyatakan oleh || x || dan didefinisikan oleh:

1
I Il = (x, x)2

(Anton, 1987:182).
Contoh:

jika x = (xq1,x3,..,x,) adalah vektor pada R™ dengan hasil kali dalam

Euclidis maka || x Il = (x,x)% = Jxf +x3 + - + x2
Teorema 15

Jika x,y, dan z adalah vektor-vektor pada ruang hasil kali dalam riil dan «

adalah sembarang skalar, maka:

i. (0,y)=(y,0)=0

i. (x,y+2z) = (x,y)+(x,2)

. (x,ay) = alx,y)

(Anton, 1987:179).

Bukti:

i. (0,y) = (0-0,y) =0(0,y) =0 dan
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(y,0)=(0,y)=0 (dengan kesimetrian)

ii. (x,y+z) =(y+2zx) (dengan kesimetrian)
= (y,x) +(zx) (dengan penambahan)

= (x,y) + (x,2) (dengan kesimetrian)

ii. (x,ay) =lal{x,y) = alx,y)
Definisi 16
Misalkan X adalah ruang vektor atas lapangan riil, suatu fungsi (-] -): X %
X x X — R adalah hasil kali dalam 2 atau 2 inner product di X jika berlaku:
I. (x,x|z) = 0 untuk semua x,z € X dan (x,x|z) = 0 jika dan hanya jika
x dan z bergantung linier.
ii. (ax,y|z) = alx,y|z) untuk semua x,y,z € X dan Va € R.
iii. (x,ylz) =(y,x|z) Vx,y,z€X
IV. (x1 +x2,7|2) = (x1,¥|2) + (x2,y|z) untuk V x1,x,,y,z € X
Pasangan (X, (- | -)) disebut ruang hasil kali dalam 2 (Gunawan, dkk, 2006).
Contoh:
Misalkan X adalah ruang vektor atas lapangan riil. (X, (-, | -)) ruang hasil
kali dalam dengan dim(X) = 2 jika didefinisikan

(x,y) (x,2)
(z,y) (z,2z)

(x,y|z) =

maka berlaku
i. (x,x|y) = 0 untuk semua x,y € X dan (x, x|y ) = 0 jika dan hanya jika x
dan y bergantung linier.
i (x,x|ly)=(y,ylx) Vx,yeX

ii. (x,y|z) = (v, x[z) Vxyz€eX
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iv. (ax,y|z) = a(x,y|z) untuk semua x,y,z € X dan Va € R.
V. (x1 + x2,¥|2) = (x1,¥|2) + (x5, ¥|Zz) untuk V xq,x,,y,z € X
Pembahasan:

(x,y) (x,2)

i. Diketahui (x, y|z) = (z,y) {2 2)

Akan ditunjukkan (x,x|y) = 0 dan (x,x|y) = 0 jika dan hanya jika x dan y
bergantung linier.
Akan ditunjukkan (x, x|y) =0

(x,x) (x,y)
(y,x) (v,y)

(x,x|y) =
=(x,x) (y,y) — (x,¥) (y,x)
= (x,x) (¥, y) — {6,y Xx,¥) karena (x,y) = (y,x)
= [lxlI?llylI* = (x, ¥)?

(x,x|y) =0

Jadi terbukti (x, x|y) =0

Diketahui (x,x|y) = 0 akan ditunjukkan x dan y bergantung linier

= Diketahui (x, x|y) = 0 akan di tunjukkan x dan y bergantung linier

(x,x]y)=0

(x,x) (x¥)| _
y,x) v,y

e (Lx)yy)— () rx)=0

e lxllyll? = (x,y)* =0

e lxllyll? = (x,y)?

Sehingga diperoleh {x, y} bergantung linier

« Diketahui x dan y bergantung linier akan ditunjukkan (x, x|y) =0
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misal x =y

(x, x|y )= |gii; g:i; karena x =y
=(x,x) (x,x)— (x,x {x,x)

=0
Jadi (x, x|y) = 0 jika dan hanya jika x dan y bergantung linier

ii. Diketahui (x, y|z) = |§’Z“§; gg

Akan ditunjukkan (x|y, y) = (y|x, x)

|<x, x) {x,y)
(y,x) v,y

(x,x|y) =
= (x,x) (v, y) — (x,y Xy, x)
= v,y Xx,x)— (y,x) (x,y)
Karena (x,y ) = (y, x)

_ |(y, vy (y,x)
(x,y) (x,x)

(x,x|y) = (¥, y|x)

Jadi terbukti (x, x|y) = (y, x|x)

(x,y) (x,2)

iii. Diketahui (x, y|z) = (z,y) (z,72)

Akan ditunjukkan (x, y|z) = (y, x|z)

(x,y) (x,2)
(zy) (z2)

(x,ylz) =

= (0 y)(z2) — (x,zXzy)
=@ y)(z-2)-(x-2)(z )
=0z 2)-(zy(x-z)
=0z 2)- - 2)(z x)



= xNz,z) = (y,2)(z,x)

,x) (y,2)
(z,y) (z,z)

= (y,x|z)
Jadi terbukti (x, y|z) = (y, x|z)

(x,y) (x,2)

iv. Diketahui (x, y|z) = |(z y) (z,z)

Akan diditunjukkan (ax,y|z) = a(x, y|z)

(ax,y) (ax,z)

(ax,y|z) = 2 2N 7)

= (ax,y)(z,z) — {(ax,z)(z,y)
=a(x,y)(z,z) — alx,z Xz, y)
= a((x,y)(Z,Z> N (x,Z><Z'y>)

(x,y) (x,2)
2 K )

= a(x, y|z)
Jadi terbukti (ax, y|z) = a(x, y|z)

(x,y) (x,2)

v. Diketahui : {x,y|z ) = (z,y) (z,2)

Akan ditunjukkan : (x; + x5, v|z) = (x1,y|z ) + (x3, V|2 )

(xl +x2;3’> (xl +x2’Z)

(1 +x3,y)2) = (z,y) (2.2)

= (01 +x2,¥)(2,2) — (x1 +x2,2 {2, )

= ((x,y) + (2, ¥y)(z,2) — ((x1,2) + (x2,2))(z,¥)

19

= (0,0 (z,2) + (0, y(2,2) = (x1,2)(z,y ) — (x2,2 {2,y )

= (e, (z,2) — (0,2 Xz,y) +(x2,y Nz,2) = (x2,2 Xz, y)
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=[x1,¥) (z2) — (x,zXzy)] + [{x2,¥) (2,2) -
(x2,2) (2,9)]

(x2,y) (x2,2)
(z,y) (z,2)

(x1,y) (x1,2)
(zy) (z,2)

<x1 +x2!y|Z) =

Jadi terbukti : (x; + x5, y|z) = (x1,y|2) + (x2,¥y]|2)
Definisi 17
Misal n = 2 suatu bilangan bulat taknegatif dan X suatu ruang vektor pada
dimensi lebih dari sama dengan n. Suatu fungsi bernilai riil (-,- |-, ...,) pada
X™*1 yang memenuhi lima sifat di bawah ini dengan x, x’, v, x1, X3, ... ... , Xy €
XdanvVa e R:
Lo(x, X1 |xg, o x0) = 0; (X1, %1]%2, ..., x,) =0 Jika dan hanya jika
X1, Xy, ..., X, bergantung linier;
i, (g, x10%, 0, %, ) = (X, %0, |Xiy 0 %;,)  UNtuk  setiap  permutasi
iy,1y, ..., i, dari (1,2, ...,n);
. (x, y|xy, oo, ) = (¥, x|x0, oo, X)) ;
iv. (ax,y|xy, .., x,) = alx, y|xy, ..., x,), @ € R;
V.o (x4 x, 9%, e xn) = (0, Y1%0, o, x,) + (X, VX0, o, X )
selanjutnya (-, | -, ...,7) disebut hasil kali dalam n di X dan pasangan (X, (-, |
, -.,)) disebut ruang hasil kali dalam n (Gunawan, dkk, 2006).
Definisi 18
Misal X suatu ruang vektor, jika (X, (-,-)) adalah suatu ruang hasil kali dalam
maka memenuhi fungsi :

(X, }’) (X, xZ) (X, xn)

(x’ylxz’m,xn):z (xZ.Jy) (xZJ-xZ) -(Xz,-xn)

(xn.' y) (xn:xZ) ixn;xn)
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Definisi suatu hasil kali dalam n, yang disebut hasil kali dalam n standar pada
X.
2.4 Ketaksamaan Cauchy-Schwarz
Berikut ini diberikan teorema yang menjelaskan bahwa dua vektor pada
ruang hasil kali dalam berlaku ketaksamaan yang disebut ketaksamaan Cauhcy-
Schwarz.
Teorema 19 (ketaksamaan Cauhcy-Schwarz)
Jika x dan y adalah vektor-vektor pada ruang hasil kali dalam X, maka:
(x,y)* < (%, 21y, ¥) (3)
(Anton, 1997:184).
Bukti:
Akan dibuktikan untuk x = 0 dan x # 0 memenuihi persamaan (3)
i. Jikax =0, maka(x,y) = (x,x) = 0, sehingga persamaan (3) terpenuhi.
ii. Jika x # 0, misalkan a = (x,x), b = 2(x,y), ¢ = (y,y), dan misalkan t
adalah sembarang bilangan riil. Dengan menggunakan aksioma
kepositifan, hasil kali dalam sembarang vektor itu sendiri akan selalu tak
negatif. Sehingga
0 < ((tx + ), (tx +¥)) = (x,0)t* + 2(x, y)t + (y,7)
=at’+bt+c
ketaksamaan ini menyatakan bahwa polinom kuadrat at? + bt + c tidak
akan mempunyai baik akar riil maupun akar riil iterasi. Sehingga dengan
demikian diskriminannya harus memenuhi b? — 4ac < 0. Dengan

menggunakan koefisien a, b, dan ¢ pada ruas x dan y memberikan
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4(x,y)? —4{x,x){y,y) <0, atau secara ekuivalen (x,y)* <
(x,x Xy, y).
Karena [Ix]|* = (x,x) dan [lyll*> = (y,y), maka (x,y)* < (x,x }y,y)
menjadi (x, y)*> < |lx||?]|y]|?, atau dengan mengambil akar kuadrat, sehingga:
[¢x, )| < [lx Iyl

(Anton, 1997:185).

Teorema 20
Misalkan X merupakan suatu ruang hasil kali dalam, dengan hasil kali dalam
(+,7) yang diinduksi dari norma ||-||. Maka untuk semua x, y € X :
Ll + ylI? + llx = ylIZ = 21117 + llyll1?) (aturan Parallelogram)
Ii. Jika X adalah himpunan bilangan riil maka
4x,y) = llx + ylI* = llx — ylI?
(Bryan dan Martin, 2007:58).
Bukti:
i e+ yl1P +llx = plI2 = llx + yll - llx + il + e =yl - llx =yl
= [lxll® + 2¢x, ) + lIylI? + llx]1* = 2¢x, y) + [IylI?
= [lxll? + [lxll1? + 2¢x, ) = 2¢x, y) + Iy 1> + lly]I?
= 2||x[1* + 2[lyl?
= 2(llxlI* + llylI*)
il +yl2 = lle = yII? = llx + yll - llx + yll = llx =yl - llx =yl
= lxll* + 2¢x, ) + lIylI> = (lxll* = 2¢x, ) + lly[1)
= [lxlI* + 20, y) + Iyl = llxl* + 2¢x, y) = lIylI?
= [lxll> = [l + 2¢x, ¥} + 2¢x, y) + Iy 1> = lIylI?

= 4(x,y)
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Teorema 21
Jika x dan y adalah vektor di ruang 3, maka:
llx, ¥II? = llx[I?llyll*> = {x,y)*> identitas Lagrange (Anton, 1987:112-113).
Bukti:
Misalkan x = (xq,x,,x3) dany = (¥4, y2,¥3)
menurut definisi hasil kali silang
lx, ¥l = (x2y3 — x32)% + (x3y1 — x1¥3)° + (X172 — x,01)?
dan
e, y117 = llxlPllyl? = (x, y)?
= (xf + x5 +x)Of +y7 +y5) — (ays + %252 + x3y3)°
Identitas Lagrange dapat dihasikan dengan "menuliskan hasil kali" ruas kanan dan
serta membuktikan kesamaannya.
Contoh:

Misalkan vektor ruang hasil kali dalam dengan dim (X) = 2. Jika

didefinisikan ||x, y|l = (llx|I?[|yIl* — (x,y)z)% dan ||--]] mendefinisikan norma 2
di X. Maka berlaku:
i. lx,yll=0 Vx,yeX;
ii. |lx,yll = 0 jika dan hanya jika x dan y bergantung linier Vx,y € X
i |l yll = lly, xll, vx,y € X
iv. |[x,ayll = lalllx,yll, Vx,y € X danVa € R
Vo lx,y +zll < llx il + llx, 2l vx,y,2z € X

Penjelasan:

1
i. Diketahui [lx, ¥ Il = (llxlI*llylI> — (x,y)*)z

Akan ditunjukkan ||x, y|| = 0
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Dari ketaksamaan Cauchy- Schwarz
[<e, ) < Ml [yl

& (x,y)* < llxIPlyll?

& 0 < |lxlPlyll? = (x, y)?

& 0 < (lxIlyI? — x,9)2)2
<0< |xyll

Jadi terbukti ||x, y|| = 0
i. Diketahui [lx, yll = (IxI2lylI2 = x,y)2)2
(=) llx, y|l = 0, akan ditunjukkan x dan y bergantung linier
lx,yll =0
& (IxIPlyIE = (x,)2)2 = 0
< [lxl?llyll®> = (x,¥)* =0
o xlI*llyll* = (x,y)?

< [lxllllyll = 1{x, )|

Maka {x, y} bergantung linier
(<) Diketahui x dan y bergantung linier akan ditunjukkan |[x, y|| = 0

misalkan x = Ay
1
vl = lxl*yl? = ¢, y)?)2
1
= (I 1INyl = Ay, )2

1
= A lylZ1y 2 = 22Alyl*)? )2
=0

Jadi terbukti ||x, y|| = 0 jika dan hanya jika x dan y bergantung linier.

1
iii. Diketahui [|x, yll = (lxlI?llyll* = (x,»)*)?



Akan dibuktikan ||x, y|| = ||y, x||
1
lx, Il = Alxl*llyll*> = (x,¥)%)?

1
= (llxl*llyll* = (v, x)*)2
= [ly, x|
Jadi terbukti ||x, y|| = ||y, x||.
1
iv. Diketahui [|x, yIl = (llx[I?llyllI> — (x,¥)%)?
Akan ditunjukkan ||x, ay|| = |a|||x, y|l, Vx,y € X danVa € R
2 2 2%
I, ayll = Cllx|I*leyll* = {x, ay)?)?
il
= (llxll*a®llyll* = a*(x,y)*)2
1
= (@®*(lxlI*lyll* = (x,y)*))2
23z 21112 N
lx, ay |l = Ca)2(llx|1*[[y11* — (x, ¥)*))2
= |alllx, ylI
Jadi terbukti ||x, ay|| = |a||lx, yll, Vx,y € X dan Va € R
1
v. Diketahuillx, yll = (llx[I*lyll* = (x,y)*)z
Akan ditunjukkan |[x,y + z|| < llx, y|l + |Ix, z|I.
il
lx, yll = (lxlllyll* = (x,y)*)2
<l yll> = dlxlllyll* = (xy)?)
llx,y + zII* = llxl*lly + z|I* = (x,y + 2)*
= IxlI*{y +z,y + 2) — (x,¥)+(x,2))*

= IxI*(y,y) +2(y,2) + (z,2)) — ((x,¥)* + 2(x, ¥} (x,2) +
(x,2)?)

25
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= [IxlIPUy 1+ 2y, 2) + 11 z 7)) = (x,¥)* — 2(x,y) (x,2) —
(x,2)%)
= [lxllPlyll* + 20xM1*¢y, 2) + llxlPllzl* = {x, y)* =
2(x, y) (x,2) — {(x,2)%)
= xl?llyll* = €%, 3)* + 2llx]1*(y, 2) — 2{x, ) {x,2) +
lxllZllzll* = (x, z)?
= llx, ylI> + 20Ixl1*(y, 2 ) — (x, ¥ Xx, 2)) + |Ix, z[|?
Karena
IxN?(y,2z) — (x,y) (x,2) = (x, %) (y,2) — {x, y){x, 2)

i |(x, x) (%)
(x,z) (y,2)

= (x,y|z)
Maka
e,y + zI1> = llx, ylI* + 2¢x, y|2) + llx, zII” < llx, ylI* + 2[{x, y|2)]| +
(B4
Dari ketaksaman Cauchy-Schwarz
[{(x, y|2)| < |lx, yllllx, z|| (Gunawan, dkk, 2006).
Maka diperoleh
lx,y +zII* < llx yll? + 2l ylllx 2|l + |lx, 2112
lx,y +zlI* < (llxyll + llx, 1)

Jadi terbukti [|x,y + z|| < ||lx, yIl + ||, z||
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2.5 Ortogonalitas pada Ruang Bernorma

Kajian ortogonalitas pada ruang bernorma diilhami oleh ruang hasil kali
dalam. Ortogonalitas pada ruang bernorma juga telah banyak dikembangkan oleh
para metematikawan. Adapun definisi ortogonal sendiri adalah;

Definisi 22
Dalam ruang hasil kali dalam, dua vektor x dan y dinamakan ortogonal jika
(x,y)=0. Selanjutnya, jika x ortogonal terhadap setiap vektor pada
himpunan A, maka dikatakan bahwa x ortogonal terhadap A (Anton,
1987:187).

Ditekankan bahwa ortogonalitas bergantung pada pemilihan hasil kali
dalam. Dua vektor dapat ortogonal terhadap satu hasil kali dalam tetapi tidak
ortogonal terhadap hasil kali dalam yang lain.

Contoh:

Misalkan P, adalah ruang polinomial berderajat 2 mempunyai hasil kali
dalam
(.q) = [, p(x)q(x)dx
misalkan p = x, g = x?

maka

1
l 1 Y 1 2
Ipll = (p,p)2 = [J_, xx dx]* = [/, x* dx]* = |5

1
2

lgll = {q,q)% = [, x?x? dx]’ = [, x* dx]” =

IS

(p,q) = f_ll xx?dx = f_11 x3dx = 0
Karena (p, q) = 0 maka vektor-vektor p = x dan g = x? adalah relative ortogonal

terhadap hasil kali dalam yang diberikan.
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Definisi 23
Suatu himpunan vektor pada ruang hasil kali dalam dinamakan himpunan
ortogonal jika semua pasangan vektor-vektor yang berbeda dalam himpunan
tersebut ortogonal. Suatu himpunan ortogonal yang setiap vektornya
mempunyai norma 1 dinamakan ortonormal (Anton, 1987:192).

Contoh:

1
Misalkan x; = (0,1,0); x; = (\F, ,\/.) X3 = (\/_, ; \/—7)
himpunan X = {x;,x,,x3} ortonormal jika R3> mempunyai hasil kali dalam
Euclidis, karena (x;, x;) = (x1, x3) = (x2,x3) = 0 dan [[x¢ || = [[x2]l = [lx3]| = 0

Jika x adalah vektor taknol pada ruang hasil kali dalam, maka menurut sifat

|ax|| = |a]llx]| vektor — x mempunyai norma 1, karena

x|l = 1
HIIxII ” IIxII

Proses pengalian x taknol ini dengan kebalikan panjangnya untuk mendapatkan
vektor yang normanya 1 dinamakan menormalisasikan x. Himpunan ortogonal
dari vektor taknol selalu dapat dikonversikan terhadap himpunan ortonormal
dengan menormalisasikan vektornya masing-masing (Anton, 1987:193).
Definisi 24
Di ruang hasil kali dalam (X, (-,-)) dua vektor x dan y dikatakan ortogonal,
ditulis x Ly, jika dan hanya jika (x,y)= 0. Beberapa sifat dasar
ortogonalitas di ruang hasil kali dalam (X, (-,-)) adalah:
I. Nondegenerasi: jika x L x, maka x = 0.
ii. Simetri: jikax Ly, makay L x.

iii. Homogenitas: jika x L y, maka ax L By untuk setiap a, 8 skalar.
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Iv. Adiktif Kanan: jikax L ydanx L z, maka x L (y + z).
v. Resolvabilitas: untuk setiap x,y € X terdapat skalar @ sedemikian hingga
x L (ax +y).
vi. Kontinuitas: jika x,, = x, y, = y (dalam norma) dan x,, L y, untuk setiap
n,makax Ly
(Gunawan, dkk, 2005:1).
Definisi 25
Misalkan X adalah ruang hasil kali dalam dan misal A himpunan bagian dari
X. Maka komplemen ortogonal lengkap dari A adalah himpunan
At ={x€X:(x,a)=0;Vace€A}L
Jadi himpunan A* terdiri dari vektor di X yang mana setiap vektornya
ortogonal pada A (jika A = @ maka At = X). Catatan A bukan himpunan-
teoris komplemen dari A. Hubungan antara A dan At diberikan oleh kondisi
(x,a) = 0 untuk semua a € A (Bryan dan Martin, 2007:65).
Teorema 26
(Teorema Pythagoras yang digeneralisasikan). Jika x dan y adalah vektor-
vektor ortogonal pada ruang hasil kali dalam, maka:
llx +yI12 = llxlI* + llyll?
(Anton, 1997:188).
Bukti:
llx + ¥l = ({x +y), (x + y))
= llxlI* + 2¢x, y) + llyll?

= lIxII* + llyll?
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Definisi 27
Misalkan (X, I, ...,-Il) adalah ruang bernorman dalam dimensi (n + 1) atau
lebih untuk x, y € X maka :
Ortogonalitas Pythagoras: x dikatakan P-ortogonal terhadap y (dinotasikan
dengan x 1p y) < adalah sub ruang ¥V di X dengan codim (V) =1
sedemikian hingga
I + ¥, %2, e, Xy 12= 112,22, o, 20 12+ 1Y, X2, o, X 12, Vg, %, EV
(Kikianty, 2008).

Definisi 28
Ortogonalitas-Diminnie: misalkan X ruang bernorma yang juga dilengkapi
dengan norma 2. Maka, x dikatakan ortogonal-D ke y, ditulis x L vy, jika
dan hanya jika ||x,y|l = |lx|| - |l¥]l. diruang hasil kali dalam (X,{-,)) yang
juga dilengkapi dengan norma 2 baku, dapat diperiksa bahwa x L y jika dan
hanya jika (x,y) = 0, yakni jika dan hanya jika x L y (Gunawan, dkk,
2005:6).

Definisi 29
Ortogonalitas Roberts: misalkan ruang norma pada bialangan riil (X, ||-|])
untuk x,y € X maka x dikatakan R-ortogonal terhadap y (dinotasikan x Lp y)
jika dan hanya jika ||x — Ay|| = llx + Ay||, untuk setiap 4 € R (Alonso dan
Benitez, 1989:1).

2.6 Ortogonalitas dalam Al-Qur’an

Salah satu konsep penting di ruang vektor adalah ortogonalitas. Sisi
penting dari ortogonalitas ini dapat dilihat dari kaitannya dengan konsep proyeksi,

ortonormalitas serta aproksimasi di ruang vektor. Di dalam Al-Qur’an kajian
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tentang ortogonalitas sangat banyak, adapun salah satunya adalah tentang
perputaran matahari dan bulan. Matahari dan bulan berputar sesuai dengan
orbitnya dan tidak bisa bertabrakan. Hal ini menunjukkan bahwa di masing-
masing orbitnya memiliki sifat khusus yang mengakibatkan semua tatanan orbit
tata surya tersusun dengan rapi, hal ini sesuai dengan kajian ortogonalitas yang
memiliki sifat khusus pada ruang vektor.

Adapun ayat yang menjelaskan tentang perputaran matahari dan bulan

yaitu Al-Qur’an Surat Ibrahim ayat 33, Allah berfirman:

Artinya: “Dan Dia telah menundukkan (pula) baglmu matahari dan bulan yang
terus menerus beredar (dalam orbitnya); dan telah menundukkan bagimu malam
dan siang” (Q.S. lbrahim:33)

Menurut Al-Qarni (2008:381-382) dalam Tafsir Muyassar menjelaskan,

m‘:n

dan Allah SWT menundukkan juga matahari dan bulan, serta peredaran keduanya
untuk manusia. Keduanya mengandung manfaat untuk kepentingan hamba-
hamba-Nya berupa cahaya, penerangan, serta kegunaan untuk mengetahui
perhitungan tahun, perhitungan bulan, dan musim panen.

Allah juga menunjukkan malam untuk kegunaan manusia beristirahat dan
tidur untuk menghilangkan kejenuhan dan rasa lelah. Allah SWT menundukkan
pula siang bagi manusia untuk mencari rejeki, penghidupan, membangun, dan
bekerja. Oleh karena itu, siang dan malam merupakan saat-saat melaksanakan
ketaatan, menjalankan ibadah, dan melakukan pendekatan kepada-Nya.

Sedangkan Tafsir Al-Maraghi (1989:295) pada kalimat awal surat Ibrahim

ayat 33, yang mana ditafsirkan sebagai berikut:

L
B TIPS T
W‘JJJJ‘)M‘;QN}
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Allah menundukkan bagi kalian matahari dan bulan untuk selalu bergerak, tanpa

berhenti hingga berakhirnya umur dunia, sebagaimana firman Allah :

L e 2 T s . 2%s P - A [ Py @ - -
21 Topmes el 385 6T 5L TN el 3,35 o1 4l [eiadTN
Artinya: “tidaklah mungkin bagi matahari mendapatkan bulan dan malampun

tidak dapat mendahului siang. dan masing-masing beredar pada garis
edarnya ”(Q.S.Yaasiin:40).

Dan firman-Nya:

o ;

wwﬂ&éw DA § (20T wpe T e ol 10555 2 )
Ty 3T 4 'o,u u},.;:; gyr..l\),wb M‘ﬁ Ees LS 507 7

A TR FE N
(20 ol &5 bl 515

Artinya: “ Sesungguhnya Tuhan kamu ialah Allah yang telah menciptakan langit
dan bumi dalam enam masa, lalu Dia bersemayam di atas 'Arsy[548]. Dia
menutupkan malam kepada siang yang mengikutinya dengan cepat, dan
(diciptakan-Nya pula) matahari, bulan dan bintang-bintang (masing-masing)
tunduk kepada perintah-Nya. Ingatlah, menciptakan dan memerintah hanyalah
hak Allah. Maha suci Allah, Tuhan semesta alam ”(Q.S. Al-A’raf:54).

i &
N

= (0]

Pada kalimat akhir surat Ibrahim ayat 33, yang mana ditafsirkan sebagai

berikut:

P

5675 T ('QJ’W)

Allah menundukkan bagi kalian malam dan siang yang saling mengikuti.
Siang untuk kalian berusaha mencari penghidupan dan apa yang kalian perlukan
dalam urusan dunia, sedang malam untuk kalian beristirahat. Matahari dan bulan
saling mengikuti, sedang malam dan siang pun saling bertentangan. Terkadang
yang satu mengambil sebagian waktu dari yang lain sehingga masanya menjadi
panjang. Terkadang yang satu lagi mengambil sebagian masa dari yang lain,

sehingga masanya menjadi singkat.
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Dalam menerangkan beberapa dalil yang menunjukkan kepada wujud,
Keesaan, dan Kekuasaan-Nya, sebagian bersifat samawi, dan sebagian lain
bersifat ardi. Di antara sebagian yang pertama ialah:

1. Allah Ta’ala menciptakan langit menjulang tinggi dari bumi tanpa tiang,
bahwa hanya dengan perintah dan penundukan-Nya saja. Langit itu menjulang
tinggi dengan kejauhan yang tidak kalian ketahui, kalian melihatnya tanpa
tiang yang menjadi sandaran dari bawahnya, dan tanpa gantungan yang
mengaitnya dari atas. Hal ini telah dijelaskan di dalam surat Al-Bagarah.

2. Kemudian, Allah bersemayam di atas ‘Arsy yang Allah jadikan sebagai markas
pengaturan yang agung ini, kebersemayaman yang sesuai dengan keagungan-
Nya. Allah mengatur urusan kerajaan-Nya dengan peraturan yang sesuai
dengan ilmu-Nya, serta dengan rapi, dan kokoh sesuai dengan kehendak dan
kebijaksanaan-Nya. Uraian ayat seperti ini telah dijelaskan di dalam surat Al-
A’raf dan Yunus.

3. Allah menundukkan matahari dan bulan, serta menjadikan keduanya taat
kepada kehendak-Nya untuk memberikan manfaat kepada makhluk-Nya.
Masing-masing dari keduanya berjalan pada orbitnya untuk waktu tertentu.
Matahari membelah orbitnya selama satu tahun, dan bulan melintasi garis
edarnya selama satu bulan. Peredaran masing-masing tidak pernah
menyimpang dari aturan yang telah ditetapkan oleh Allah.

Dari tafsir-tafsir di atas dapat diambil kesimpulan bahwa peredaran
matahari dan peredaran bulan menempati peredarannya masing-masing sehingga
tidak mungkin adanya tabrakan antara keduanya. Matahari melintasi separuh

orbitnya selama satu tahun, dan bulan melintasi garis edarnya selama satu bulan.
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Hal ini dapat dikarenakan orbit keduanya memiliki sifat keortogonalan. Semuanya

merupakan tanda kekuasaan Allah SWT yang telah menetapkan aturan-Nya.



BAB Il
PEMBAHASAN

Dalam bab ini dibahas ortogonalitas Diminnie dan ortogonalitas Roberts di
ruang bernorma (n — 1) yang diturunkan dari ruang bernorma n. Adapun yang
diturunkan adalah ruang bernorma bukan dimensinya.

Mengikuti metode penelitian yang digunakan pada penelitian Kajian Sifat-
Sifat pada Ruang Norm (n — 1) dengan n < 2 (Masruroh, 2009), dijelaskan
terlebih dahulu ortogonalitas Diminnie dan ortogonalitas Roberts di ruang
bernorma 2 yang kemudian dapat diturunkan ke dalam ruang bernorma 1. Konsep
inilah yang kemudian dapat diterapkan untuk mengetahui ortogonalitas Diminnie
dan ortogonalitas Roberts di ruang bernorma (n — 1).

Alasan diturunkannya ortogonalitas pada ruang bernorma n ke ruang
bernorma (n — 1) adalah agar diperoleh bahwa dari ruang bernorma 1 sampai
ruang bernorma n dapat dibuktikan berlakunya ortogonalitas Diminnie dan
ortogonalitas Roberts.

Hal ini dikarenakan jika ruang bernorma n berlaku ortogonalitas Diminnie
dan ortogonalitas Roberts maka ruang bernorma (n—1) juga Dberlaku
ortogonalitas tersebut. Kemudian dari ruang bernorma (n— 1) dapat pula
dibuktikan ruang bernorma (n — 2) juga berlaku ortogonalitas Diminnie dan
ortogonalitas Roberts demikian seterusnya, sehingga sampai ruang bernorma
(n — i) dengan i dimulai dari 1 sampai n — 1 semua dapat dibuktikan berlakunya
ortogonalitas Diminnie dan ortogonalitas Roberts dengan menggunakan teorema

yang diperoleh dari penelitian ini.
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3.1 Ortogonalitas di Ruang Bernorma 2
Teorema 30
Misal X adalah ruang vektor atas lapangan riil jika didefinisikan ||x, y|| =
(IxN? NIy l1? = {(x, vy*)1/2, dengan ||-|| mendefinisikan ruang bernorma 2 di X,
dimana x dan y ortogonal maka berlaku:
i. Ortogonalitas Diminnie
e, v, Il = llx [y Izl
ii. Ortogonalitas Roberts
|x — Ay, z|| = |lx + Ay, z||,Vz# 0,A € R
Bukti:

i. Dari definisi norma diperoleh :

%y, zIl = Al lylI* 121> - <x,y|Z>2)%

Akan dibuktikan|lx, y, z|| = [|lx]|[ly Il z]]

Hal ini dapat terpenuhi jika (x, y|z)? = 0.

(x, y|z)*> merupakan ruang hasil kali dalam 2

Dari ketaksamaan Cauchy-Schwarz maka diperoleh :

[¢x, y12)| < [l yllllx, 2l

(x, y12)* < llx, ylI21lx, z]|?
= (=l lylI* = e, ¥y Al 12117 = (x, 2)%) (definisi norma)
= [lxll*lylI*11zI17 = e, yY xl? 211 = (x 20 1x 2y 117 +

(x,y)*(x, z)* ( perkalian distributif )

< llll*ly 120217 = M Iy P> 120 = P 120 02 1y 1

+Nx 2y I 1112 11211 (ketaksamaan Cauchy-Schwarz)
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< ll* Iy P Nz1% = Ml * Ny 10212 = el * 121z +
Iy 11112112
< 201y P N121%) = 2dx0* Iy 111 21%)
<0
Sehingga diperoleh {x, y|z)?* < 0.
Karena (x, y|z) dikuadratkan, maka (x, y|z)? hasilnya tidak mungkin negatif
sehingga (x, y|z)? = 0.

Jadi
1
I, v, zIl = Cllxl*llylI2llz]I? — (x, y]|2)?)?

%, y, zll = (llxll*llylI*]1z]1* - 0)%
llc, v, zIl = llx [y Izl (terbukti)
Diketahui ||x, yll = (llx[I*llyll* — (x,)/)z)%
Akan dibuktikan bahwa ||x + Ay, z|| = |[|lx — Ay, z|| ; Vz # 0dan A € R.
llx + Ay, z||1? = |Ix + Ay|I%||zlI? — (x + Ay, z)? (definisi norma)
= (x + Ay, x + WW|z||? — ((x, z) + (Ay,z))?  (definisi 14)
= ((x,x) + 2(x, Ay) + Z|lylI)lzlI> — (x, 2) + (Ay, 2))°
= llxlI?l1z11* + 22¢x, )zl + 22y [I*llz11* — (x, 2)* +
2(x, 2)A{y, z) + {1y, z)?). (definisi 14)
= xlI?llzII* + 224x, y Xz, z) + Z|lylI*l|z]|* — ((x, z)* +
204x, 2y, z) + 2*(y, 2)*)

Menggunakan definisi ruang hasil kali dalam
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= |lxlI?llzlI* + 2A(cos@llxlllyIl) (cosplizlll|zI)) +
Allylli*Nz]? -
((x,2)* + 2A(cosolixlllIzID (cosoliyllllzIl) + 2*(y, 2)*)

= [lxlI?l1zII* + 2A(cos? ¢ llxlllylllIzl1*) + A2[lylI*]1zIl* -
((x, 2)> + 22(cos® @ lIxlllylllIzII*) + A%(y, z)*)

= |lx|I?llzII* + 2A(cos? ¢ llx[lllyIllIz]1*) + A*[lylI*]IzIl* —
(x,2)* = 24(cos” ¢ lIxllllylllizII*) — 2%(y, z)?

= |lxlI?llzlI* = 2A(cos? ¢ llx[lllyllllzl1*) + A*[IylI*1zIl* —
(x,2)* + 24(cos” ¢ lIxllllylllIzlI*) — 2%(y, z)?

= (IIxl*llzlI* = 24(cos? @ lixIlllyll1z1I*) + 22y lI?1l]1*) —
((x, 2)* = 22(cos® ¢ lIxllllyIllIzII*) + 2%(y, 2)*)

Kembali ke dalam bentuk awal hasil kali dalam

= (Ixl*Nlzl1> = 244, w)IzI* + 2yl 211%) -
((x, 2)> = 224x, Yl zII* + 2%(y, 2)%)

= (IIxl*Mlzl1* = 2¢x, )lIzl* + Iy lIP1lz]1?) = ((x, 2)* -
20, )IzlI* + {4y, 2)%)

= (llxl1* = 2{x, Ay} + 1y 1I*) | zII>

—({x, 2)* — 2(x, Ay Xz, z) + (1y, z)?) (definisi 14)

= (x, x) = 2(x, Ay} + Ay, yDlzII* = ({x, 2)* —
2(x, z)(Ay, z) + (Ay, 2)?)

= ({x — ) {x = DIzl = (x, 2) — (Ay, 2))°

= [lx — AylI?11z]1? — ({x, z) — (Ay, z))? (definisi norma)

= |lx = ylI?llzlI* = {x — Ay, z)?

= llx — Ay, z||?
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Karena ||x + Ay, z||? = ||x — Ay, z||?
Maka diperoleh ||x + Ay, z|| = ||x — Ay, z||
Jadi terbukti [|x — Ay, z|| = [|lx + Ay, z||, VZz # 0,A € R

Contoh:

1. Misal didefinisikan norma ||x|| = /x? + x7 + -+ x2 atas lapangan
himpunan bilangan riil, dan diberikan suatu vektor x =(2,3,1), y =
(1,-1,1), dan z=(—4,1,5). Tunjukkan bahwa vektor-vektor tersebut
ortogonal satu sama lain dan memenuhi ortogonalitas Diminnie ||x,y, z|| =
Iy IHIz1I?

Penjelasan:

Diketahui vektor x =(2,3,1), y=(1,-1,1), dan z=(—4,1,5) dengan

didefinisikan norma ||x|| = \/x} + x5 + --- + x2 atas lapangan himpunan bilangan
riil.

Akan ditunjukkan jika x, y, dan z ortogonal, sehingga ortogonalitas Diminnie
lIx, v, zll = llx|lllyllllz]l akan terpenuhi.

Berdasarkan definisi hasil kali dalam

(x,y)=x-y

2 1
(53

1/ \1
=2-D+@ -1 +(1-1)
=2+(-3)+1
=0

yzy=y-z
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1\ /-4
(1)

1 5
=(1-—4)+(=1-1) + (1-5)
= (-4 + (-1 +5
=0

(x,z) =x"z

2 —4
G
1 5
=2-—-4)+@B-1)+(@1-5)
=(—8)+3+5
=0
Karena hasil kali dalam (x,y) = 0, (x,z) = 0, (y,z) = 0, maka x, y, dan z saling
ortogonal sehingga sudut antara x, y, dan z sama dengan 90°.
Berdasarkan definisi hasil kali silang

llx, v, 2l = llx|lllyllz]| sin 90°

=V22+32+12- /12 + (-1)2 + 1% - \/(—4)%? + 12 + 52 - 5in 90°

=v4+9+1-vV1+1+1-v16+1+25-sin90°
=14 /3142 -sin90°

=V1764 -1

= 1764

=42

Berdasarkan definisi norma

xllylllzll = xf +x3 + x% - JyZ + v +y2 - Jzf + 25 + 23

=V22+32+12- J12 4+ (-1)2+ 12 -/(—4)%? + 12 + 52
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=vV4+9+1-V1+1+1-V16+1+25

=14 -V3-V42
=+v1764
=42
karena hasil dari ||x,y,z|| = |lx||lly|lllz]] maka terbukti bahwa ketiga vektor

tersebut berlaku ortogonalitas Diminnie.

2. Misal didefinisikan norma ||x|| = /x? + xZ + -+ x2 atas lapangan
himpunan bilangan riil, dan diberikan suatu vektor x = (0,1,0), y = (2,0, 1),
dan z = (2,0,—4), dengan A =2 € R. Tunjukkan bahwa vektor-vektor
tersebut ortogonal satu sama lain dan memenuhi ortogonalitas Roberts pada
norma 2 vyaitu: ||x — Ay, z|| = ||x + Ay, z||?

Penjelasan:

Diketahui vektor x = (0,1,0), y = (2,0,1), z=(2,0,—4) dengan 1 =2 € R.

Dan didefinisikan norma ||x|| = \/x} + x5 + -+ x2 atas lapangan himpunan
bilangan riil.
Akan ditunjukkan:
i. vektor-vektor tersebut saling ortogonal
ii. jika x, y, dan z saling ortogonal maka ortogonalitas Roberts |[x — Ay, z|| =
|x + Ay, z|| akan terbukti.

Berdasarkan definisi hasil kali dalam

L{,y)=x"y

()0

=(0-2)+1-0+(0-1)
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=0+0+0
=0

(x,z)=x"z

()

=(0-2)+(1-0)+ (0-—4)
=0+0+0
=0

yz)=y-z

()

=(2:2)+(0-0)+(1:-4)

=440+ (—4)

=0
karena (x,y) =0, (x,z) =0, dan (y,z) =0 sehingga terbukti x, y, dan z
ortogonal.
ii. Diketahui bahwa vektor-vektor x, y, dan z ortogonal, dan diberikan 1 = 2

maka

e (-




=1%o Al
Berdasarkan definisi hasil kali silang
=llo Z&l-15" 215 ol
=[|(@- -9 -2 -0),—((=4 -—4) - (2-2)),(~4-0) -
2D
= [I(=4 = 0),—(16 + 4),(0 — 2)||
= |I(=4,-20,~2)||

Dari definisi norma diperoleh

= (=92 + (-20)% + (=2)?
=16 + 400 + 4
=420

= 20V2

llx + 4y, zl| =

()
()
(0)<(

4 1

2 0

3)-
)
4

Al

Berdasarkan definisi hasil kali silang

=|||(1) _24|'_|LzL _24|'; 3|”

=[[1--4)-2-0),-(¢- -4 —-(2-2)),4-0—(2-1)|

2

<o
—4
2
Y

—4

43
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=I(=4-0),-(-16—4),(0 - 2)l
= [1(=4.20, =2)||

Dari definisi norma diperoleh

=/ (—4)% + 202 + (=2)2
=16 + 400 + 4
=420
= 20V2
Karena hasil ||x — Ay, z|| = ||x + Ay, z||, maka terbukti bahwa ketiga vektor
tersebut berlaku ortogonalitas Roberts.
3.2 Ortogonalitas di Ruang Bernorma 1 Penurunan dari Ruang Bernorma 2.
Dalam bagian ini akan dikaji bahwa jika pada ruang bernorma 2 berlaku
ortogonalitas Diminnie dan Roberts, maka ortogonalitas tersebut juga berlaku
pada ruang bernorma 1 yang diturunkan dari ortogonalitas pada ruang bernorma
2. Selanjutnya dengan cara yang sama maka akan didapat bahwa jika pada ruang
bernorma n maka juga berlaku pada ruang bernorma (n — 1).
Teorema 31
Jika x dan y ortogonal di ruang bernorma 2 maka ortogonal di ruang
bernorma 1 dan x dan y ortogonal terhadap z.
Sehingga diperoleh:
i.  Ortogonalitas Diminnie:
e, yIl =[xyl (Gunawan, dkk, 2005:6).
ii.  Ortogonalitas Roberts:

lx =yl = llx + Ayll, LER (Alonso dan Benitez, 1989:1).



Bukti:

Diketahui: definisi norma ||x, y|l = (llx|I?lly]|*> — (x,y)z)%
x dan y ortogonal di bernorma 2, artinya :
i. Ortogonalitas D:
e, y, Il = llx [y 2l
ii. Ortogonalitas R:
|x — Ay, z|| = [lx + Ay, z||,Vz# 0,1 € R
Akan dibuktikan:
i. Ortogonalitas D:
I, vIl = llx||ll¥]l, hal ini akan terbukti jika (x,y) = 0.
ii. Ortogonalitas R:
llx — Ayl = llx + Ayll, 2 € R
Jawab:
I. Untuk membuktikannya dapat diturunkan dari

menggunakan definisi keortogonalan.

(eyyl2) =0
oy oz
®YRA= (23 (22)

= (x,yNz,2) = (x,z)Xz,y)

45

ruang bernorma 2

Karena x ortogonal terhadap z dan y ortogonal terhadap z maka:

(x,z) =0,(y,z) =0

Jadi

(x,ylz) = (x,yNz,2) = (x,2)(z,y)

(x,yXz,z) — 0.0
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= (o, WlzlI> -0 (definisi 14)
= (, y)zll?

Dari hasil di atas didapat

(x,ylz) = (x,y)|lz|I*

(x,ylz)* = (x, )Iz]|*)?

Karena (x, y|z)? = 0, maka

(x,y12)* = (x, y)*|zIl*

0 = (x,y)?||z|I*
0 =Lry)> (dikalikan invers perkalian ﬁ
(x,y)=0

Sehingga diperoleh
1
e, yIl = (lxNPlyl® = €x, ¥)2)2

e, vl = CllxlIyll* = 0)%

e, vl = llxlHIyll

Jadi jika ortogonal Diminnie di ruang norma 2 maka juga ortogonal
Diminnie di ruang norma 1.

Dengan menggunakan definisi ruang bernorma 2 pada ortogonalitas
Roberts

llx + Ay, zll = |lx — Ay, z||

1 1
(lx + Ay112N1zl1* = (x + Ay, 2)*)2 = (llx — AylI*]1z]I* — {x — Ay, 2)*)2
lx + Ay l21lzI1* = {x + Ay, 2)* = |lx = Ayl1?]1z]1* = (x — Ay, z)?
Karena x dan y ortogonal terhadap z maka (x + Ay,z) =0 dan (x —

Ay, z) = 0, sehingga diperoleh:
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lx + Wl21zI7 = (x + 2y, 2)* = llx — WlPllzl* = (x — 2y, 2)?
llx + AylI21IzlI?> — 0 = |lx — Ay lI*lIz]l* — 0
llx + AylI21IzlI? = llx — Ay lI*]lzI1?

llc—2y 1171|212
llz1I?

llx + Ayll? =
llx + Ayll? = llx — Ay ||?
llx + Ayl| = |lx — Ay|| (terbukti)

Contoh:

1. Misalkan didefinisikan norma ||x|| = /x? +x% + .-+ x2 atas lapangan
himpunan bilangan riil, dan diberikan suatu vektor x = (4,—1,7) dan
y = (3,5,—1). Tunjukkan bahwa vektor-vektor tersebut ortogonal sama lain
dan memenuhi ortogonalitas Diminnie ||x, y|| = ||x||||y]l ?

Penjelasan:

Diketahui vektor x = (4,—1,7) dan y = (3,5,—1) dengan didefinisikan norma

x|l = \/x? + x% + -+~ + x2 atas lapangan himpunan bilangan riil.
Akan ditunjukkan jika x dan y ortogonal maka ortogonalitas Diminnie ||x, y|| =
lx|I]ly|| akan terbukti.

Berdasarkan definisi hasil kali dalam

(x,y)=x-y

4 3
(0

7 -1
=#4-3)+(-1-5)(7--1)

=12+ (=5) + (=7)

=0
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Karena (x,y) = 0 maka x L y, sehingga sudut antara x dan y sama dengan 90°.
Berdasarkan definisi hasil kali silang

ll, ¥Il = llx]lllyll sin 90°

=42 + (-1)2 + 72 -|/32 + 52 + (—1)2 - 5in 90°

=vV16+1+49-vV9+25+1 -sin90°
=66-35 -1
= /2310

Menggunakan definisi norma

lxllllyll = V42 + (=% + 72 - /32 + 52 + (=1)?

=V16+1+49-V9+25+1
= /6635
=+2310
Karena hasil dari [|x,y|| = ||x||||y]| maka terbukti bahwa kedua vektor tersebut

berlaku ortogonalitas Diminnie.

2. Misalkan didefinisikan norma ||x|| = /x? + x? +---+ x2 atas lapangan
himpunan bilangan riil, dan diberikan suatu vektor x = (3,4,1) dan y =
(2,0,6) dengan A =3 € R. Tunjukkan bahwa vektor-vektor tersebut
ortogonal satu sama lain dan memenuhi ortogonalitas Roberts pada norma 1
yaitu: ||x + Ay|| = [|x — Ay|| ?

Penjelasan:

Diketahui vektor x = (3,4,1) dan y =(2,0,6) dengan A =3 € R. Dimana

didefinisikan norma ||x|| = \/xlz + x2 + --- + x2 atas lapangan himpunan bilangan

riil



49

Akan ditunjukkan:

i. x Ly jika dan hanya jika (x,y) = 0

ii. jika x L y maka ortogonalitas Roberts ||x + Ay|| = ||x — Ay|| akan terbukti.
Sehingga

i (x,y)=x-y

3 2
-2
1 —6
=3-2)+#4-0)+(1--6)
=64 0 +.(—6)
=0
Karena (x, y) = 0 maka terbukti bahwa x L y.
ii. Diketahui bahwa vektor x L y dengan A = 3
Maka:

llx + Ayl = llx — Ayl

() ()
)+ ()
oI

V92 +42 + (—17)% = \/(-3)2 + 42 + 192

() (2)
()-(z)

V81 + 16 + 289 =9 + 16 + 361

V386 = /386



50

Jadi terbukti bahwa jika kedua vektor tersebut ortogonal maka berlaku
ortogonalitas Roberts.
3.3 Ortogonalitas di Ruang Bernorma n
Teorema 32
Misal X adalah ruang vektor atas lapangan riil. Jika didefinisikan
1, X2, oo, X || = (1, X112, oo, X, D2 |I5,...-]l  mendefinisikan  ruang
bernorma n di X, dimana x dan y ortogonal maka berlaku:
i.  Ortogonalitas Diminnie
llxc, v, x2, .., 2 |1 = NNy N2 0] oo e ]
ii. Ortogonalitas Roberts
lx — Ay, x3, ..., x| = llx + Ay, %3, .., x|, LER

Bukti:

1
i. Diketahui ||x, y, x5, ..., x, || = (x, x|y, x5, ... x,,))2

= (P12 117 ool 12 =

(%, Y| s 202
Akan dibuktikan bahwa ||x,y, x5, ..., x, || = x|y lllx2 ] ... l|x,|], artinya
diperoleh dengan membuktikan (x, ylx,, ..., x,)> =0 ; Vxy,...,x, # 0.
Misalkan didefinisikan ruang bernorma n pada bilangan riil (X, |-, ...,"|])
untuk setiap x, y € X maka:

Didefinisikan hasil kali dalam n

(x'y) (X,XZ) ...... (x,xn)
(X,ylxz,...,xn)= (xZ.'y) (erx?) ------ (xz,-xn)

W y)  (oxa) ()

1
= Z(”x +y;x2; ---)xnllz - ”x _Y;xz; ---anllz)
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Dari teorema 20, maka dapat diperoleh:

ey, s 2 17 = i(llxl + 20, X2, X 12 = 2y = 20, X5, 0, 2, [17)
Menggunakan ketaksamaan Cauchy-Scwarz maka diperoleh:

1€, Y12, oo X)) < 12, 22, o, X [y, X2, -, X ]

(xl }’|x2; --'rxTL)Z < ”xr X2, ---,xnllzlly' X2y ey Xp ||2

Berdasarkan teorema 20 maka:

(X, yle' ""xn>2 < ”X, X2, ﬁxnllzlly' X2, ---;xnllz

1
O LR P (T( PR PSP o PRSP )

1
(G + 3.0, %0l =y = 3,2, 2,112

Dengan menggunakan definisi 27 sehingga norma di atas dapat dipisah

i,
< (301020, 01+ 25, 2, 12) =
2 2
(1%, %3, %2 115, 2, 1)
1
(320 2l + W20 20 2) =

U520 e T 12 4+ 1=, 22 s 212

Dikali dengan (—1)? agar tidak merubah bentuk semula

< (3 QU1 1 l1PD) = (s 2+
1
D255z %0 12D (5 20U, %2 0 12) -

Ny, X0 oo 21 + (=12 [ =y, 22, ...,xn||2))
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< (220030 e 20 ]D) = (2, ey 12 +
11 = 2 %)) (5 (20022 w3 1)) =
Uy, e 2+ 1) = 3,2, )

< (3 @lxxz, o5l = @l 32, 2,12

(3 @lyxa sl = @Iy, 12
<0
Sehingga (x,ylx,, ..., x,)> < 0, dan karena (x,y|x,,..,x,)> hasilnya
tidak akan negatif, maka (x, y|x,, ..., x,)*> = 0.
Dari definisi ruang bernorma

1
I, v, x5, ..., x5 || = ((x, x|y, X3, ... X,))2

1
= (P I M2l oo e 17 = (e, lxz, e, %0 )22

= llx [y Hlxcz 1l Al | = €, y1x, o0, 2
= llx[Hly x|l - x|l = 0
= llx [y Hlxz ]l .o Al |l
Sehingga terbukti [|x, y, x2, ..., X, [| = llx[Hly 221l .. [l |l

ii. Diberikan definisi [lacy, .., 2, || = (Gep, 2112y, o 2, ))2
|1, ---,xn”2 = (x1, X1 [x2, o0es X))
Akan dibuktikan ortogonalitas Roberts
lx + Ay, x5, oo, x|l = llx — Ay, x5, oo, x|l VX, .yx, #0, AER
[, ---;xn”Z = %(”xl + X1, X3, ---;xn||2—||x1 — X1, X2, ---;xn||2)

Maka menurut teorema 20 ruang bernorma n sama dengan
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llx + Ay, 22, e, X 12 = 3 (1 + 2) + (o + A7), X, o, 2, |12 =
(x + Ay) = (x + ), %2, 0, 20 [17)
= 2 UG+ 2 + A0 +3), 2z, o, |12 =
llx + Ay —x — Ay, x5, ..., %, |1?)
Dengan menggunakan definisi 27 yaitu ortogonalitas Pythagoras maka

diperoleh
1
”x + Aytth --'Ixnllz = Z(”x i X, X2, "'Fxn”Z + /12")’ + Y, X2, ---anllz -

Ix — Ay —x + Ay, ..., %, |1?)

1
=2 (llx + x,x2, .., %, 17 + 22 (=1)?ly +

Y, X2, ---;xnllz P ”x = /1}’ - (X - /13’); rxnllz)
Dari definisi ruang bernorma n ke-iii, sehingga A bisa dikeluarkan, dimana

A merupakan skalar dan 4 € R
1
”x + Ay,xz; "'lxn”z = Z(”x 2y xixZI "'Fxn”z + 2'zll(_l)(:y +

V), Xz, e X 12 = X — Ay — (x — AY), o, %, 1)

Dengan menggunakan definisi norma n ke-iii didapat
1
”x . /13’; X2, --'lxnllz = Z(”x * X, X2, ---'xnllz + ”l(_y o Y):XZ: ---;xnllz -

llx = Ay — Cx = ), w0, %, [17)

Menggunakan definisi 27 ortogonalitas Pythagoras

1
llx + Ay, %2, o, 2 12 = 5 (NG + ) + (=AY — A), %z, oo, X 12 =

G = Ay) = (e = ), e, 20 [17)

1

=5 UIGe =) + (x = ), 22, e X I =

”(x _Ay) - (x —/1_'}/),362 "'ixnllz)
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= |lx = Ay, %z oo, 2 1
Jadi terbukti ||x + Ay, x5 ..., %, || = llx — Ay, x5 ..., x, I

Contoh:

1
1. Misalkan didefinisikan norma ||x, x, ..., X, |l = ((xq, x11x2, oo, X, D2, 5 e 7|l

mendefinisikan ruang bernorma n pada X, atas lapangan himpunan bilangan

3

riil. Diberikan suatu vektor x; = (5,1,—%,—1), y=1(2,-3,-2,3), x; =

(1,2,1,2), dan x3 = (—2,1,—2,1). Tunjukkan bahwa vektor-vektor tersebut
memenuhi ortogonalitas Diminnie ||xq, ¥, x5, x3|| = |[xq 1y [1]x3]] ?

Penjelasan:

1,-3

Diketahui suatu vektor x; = (3 X

2, —1), y=(2-3-23) % =(1,21,2),
1

x3 = (—2,1,-2,1). |[xq, x2, ..., %, || = ({1, X112, ..., x,))2 mendefinisikan ruang

bernorma n pada X, atas lapangan himpunan bilangan riil.

Akan ditunjukkan vektor-vektor tersebut memenuhi ortogonalitas Diminnie

llx1, v, 22, %311 = [l [y ez (311

Definisi hasil kali dalam n

(xx, ) P Ecs AN (o)
o, %7 . N Ve (xz',y) (x5, x%) ...... (xz,.xn)
<xn" y) (xn: X2 > <xn '. xn)

Berdasarkan definisi norma

1
”x11x2r ---;xn” = ((xll‘xllel ---;xn))z

Sehingga diperoleh

1
lx1, ¥, x2, %3] = ({x1, %11y, %2, x3))2



(x1,%1)  {x1,y) (x1,x2) (%1, x3)
(nyl) (ny) (y’x2> (y,X3)
(x2,%1)  (x2,¥) {x2,%2) (x2,%3)
(x3,%1) (x3,¥) (x3,%2) (x3,%3)

(xl'xll% x2'x3) =

Menggunakan definisi hasil kali dalam

(x1,x1) = %1 " xq

yy)=yy

e

=2+ (-3-3)+(-2--2)+(3-3)

=4+9+4+9

=1 D+@-2)+A-1)+(2-2)
=1+4+1+4

=10
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(x3,%3) = x3.X3

-2\ /-2
-2 [\ =2
1 1
= (=2 -2)+ (1 D+ (=2-=2)+(1"-1)
=44+14+4+1

=10

(x1,y) =x1y

)6

=(3¢-2)+a--3)+(-3--2)+(-1-3)

=3-34+3-3

=G 1)+@+(-3-1)+(-1-2)
=242-2-2
=0

(x1,X3) = X1 " X3
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=G--2)+a-v+(-3-2)+(-10
= —3+1+3-1
=0

<Y!x2) =YX

@

=2-1)+(-3-2)+(-2-1)+(3-2)

=2—-6—-2+6

=2--2)+(-3-1)+(-2--2)+(3-1)
=—4-3+4+3
=0

(x2,X3) = X3.%3

)

=(1--2)+ @ D+(1--2)+(2-1)

=—2+42-2+42
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=0
Sehingga

(x1,%1)  (x1,¥) (x1,x2) (%1, x3)
(ylxl) (y:y) (yle) (y,xg)
(x2,%1) (x2,¥) (x2,%2) (x2,%3)
(x3,%1) (x3,¥) (x3,%2) (x3,%3)

(x1, x1|y, x2,x3) =

o
4
=10 26 0 0
(O (O RT{()RN (0
0 O 0 10
=24—6-26-10-10
= 16900
Maka diperoleh
1
1, v, x2, x31| = ({xq, x1 1y, %2, x3))2
=+/16900
= 130

Dan

eyl = () + 12+ (=2) + -2

V22 +(—3)2 4+ (—2)2+32-V12 + 22 + 12 + 22 -

J(=2)2 +12 + (=2)2 + 12

= /§+1+%+1 NE+9+4+9 -VIitd+1+4-

Vi+1+4+1
= /%-\/%-m-m

=+16900
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=130
Karena hasil dari [|xq,y,x2, 23]l = [l 1lvIlllx2]lllx3]], maka terbukti bahwa

vektor-vektor tersebut berlaku ortogonalitas Diminnie.

1
2. Misalkan didefinisikan norma ||xq, x5, ..., X, || = ({x1, x11x2, .., , )2, |5, ... |l

mendefinisikan ruang bernorma n pada X, atas lapangan himpunan bilangan

3

riil. Diberikan suatu vektor x; = (5,1,—2,—1), y=(2,-3,-2,3), x, =

(1,2,1,2), dan x3 = (—2,1,—2,1). Tunjukkan bahwa vektor-vektor tersebut
memenuhi ortogonalitas Roberts ||x — Ay, x5, x3]| = |lx + Ay, x5, x5]|, dimana
A=2

Penjelasan:

3,—1), y=(2,-3-2,3), % =(1,2,1,2),

=
2

Diketahui suatu vektor x; = G

x3 = (—2,1,—-2,1). ||xq1, X3, .., X || = ({21, %1122, ...,xn))% mendefinisikan ruang
bernorma n pada X, atas lapangan himpunan bilangan riil.

Akan ditunjukkan vektor-vektor tersebut memenuhi ortogonalitas Roberts
llx — Ay, x5, x3]| = ||x + Ay, x5, x3]|, dengan A = 2.

Definisi hasil kali dalam n

(x,y) (x,x3) ... ... (x, x,,)
X, Y|%p, o) x,) = (xz.,y) (xz,x%) ...... (xz,'xn)
<xn.ﬂ y) (xn:xZ) (xn;xn)

Berdasarkan definisi norma

1
”xlle’ ---;xn” = ((xll‘xllel ---;xn))z

1
”x + Ay;xz: ---;xn” = ((x + Ay;x + A}’|x2; ---an))E

Sehingga diperoleh



1
lx; + Ay, x2, 31| = ({1 + Ay, x + Aylxy, x3))2

(X1 + Ay, x + Ay) (x1 + Ay, x3) (x1 + Ay, x3)
(X1 + Ay, x + AY|xp, x3) = | (x2, %1 + Ay) (x2, %) (x2,x3)
(x3, %1 + Ay) (x3,x2) (x3,x3)

Berdasarkan definisi hasil kali dalam

(X1 + Ay, x + Ay) = (x1 + Ay) - (%1 + Ay)

N | -5
_u _u
2/ \ 2
5 5
1 11 1 11
()59 (BB
121 121

T+25+T+25

242
e 50

=1-D+2-2)+(1-1)+(2-2)




=1+4+1+4
=10

(x3,%3) = x3.x3

—2\ /=2
—2 '\ =2
1 1
=(=2-=2)+@A-D+(-2--2)+(1-1)
—4+14+4+1

=10

(1 + Ay, x2) = (%1 + Ay) * (x3)

=(31)+5-2+(-31)+(5-2)

11 11
== -10->+10

=0

(X1 + Ay, x3) = (x1 + Ay)  (x3)
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= (3 -2)+ (-5 - D+ (-3 -2)+G-1)
= —11-5+11+5
=0

(x2,x3) = x3.%3

e

=1--2)+@2-D+(1--2)+2-1)
=—242—-2+2
=0

Maka diperoleh

(x1 + Ay, x + Ay) (x1 + Ay, x3)  (x1 + Ay, x3)

(1 + Ay, x + Aylxy, x3) = | {x2, %1 + Ay) (%2, x2) (%2, x3)
(x3, %1 + Ay) (x3,%7) (x3,x3)
21

2
—10 10
0 0 10
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= 11050

Sehingga

1
Iy + Ay, x2, x3]| = ({x1 + Ay, x + Ay|x;, x3))2

=+/11050

Dan

1
I — Ay, %2, x3]| = ({x1 — Ay, x — Ay|x;, x3))2

Definisi hasil kali dalam

(x1 — Ay, x — Ay) (x1 — Ay, x2)  (x1 — Ay, x3)
(X1 — Ay, x — Ay|xp, x3) = (x2, %1 — Ay) (x2,x2) (x2, x3)
(x3,x1 — Ay) (x3,%7) (x3,x3)

Berdasarkan definisi hasil kali dalam

(1 — Ay, x = Ay) = (x; — Ay) - (x1 — Ay)
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-(5-YramsEYrero

2

25 25
_T+49+T+49

50
_T+98

=1-D)+2-2)+(1-1)+@2-2)
=1+4+1+4
=10

(x3,X3) = X3.%3

= T2

4 -2

i1 1
=(-2--2)+ @ D+ (-2--2)+(1-1)
=44+14+4+1

=10

(X1 = Ay, x2) = (x1 — Ay)  (x3)
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=% + 7O

&= /

=(1--2)+Q2-D+1--2)+(2-1)

— ) A=)
=0

Maka diperoleh

(X1 _Ay'x —AyIXZ,X3) =

Sehingga

(xp = Ay, x = Ay) (x1 — Ay, x3) (x; — Ay, x3)
(x2, %1 — Ay) (x2, x3) (x2,x3)
(x3, %1 — Ay) (x3,%7) (x3,x3)

21 0

2

0 10 O

0 0 10
221
- 10-10
11050
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1
lx; + Ay, x2, 31| = ({1 + Ay, x + Aylxy, x3))2

=+/11050

Karena hasil dari ||x — Ay, x,,x3]| dan ||x + Ay, x,, x3|| sama, maka terbukti

bahwa vektor-vektor tersebut memenuhi ortogonalitas Roberts.

3.3 Ortogonalitas di Ruang Bernorma (n— 1) Penurunan dari Ruang

Bernorma n.

Teorema 33

Jika x dan y ortogonal di ruang bernorma n maka ortogonal di ruang

bernorma (n — 1) sehingga x dan y ortogonal terhadap V x, ..., x,, dengan n =

2, maka berlaku:

Bukti:

Ortogonalitas Diminnie:

1%, v, %2, wos g [l = [l Ly 12 1] oon Ml -1

Ortogonalitas Roberts:

lx — Ay, x5, .o, 1| = llx + Ay, x5, ..., 1|, A ER

Diketahui dari teorema 20

il
(x;Y|x2;--;xn> = Z(”x +y,x2; ---:xnllz - ”x — YV, X2, ---:xnllz)

Kemudian berdasarkan definisi norma

1%, ¥, %2, s X | = (PPN 21 1P = (2, ylxa, '--'xn—l)z)%
Akan dibuktikan ||x, y, x7, ..., %, -1 [l = Cllx[Hyllx2]l - 211D

Hal ini akan terbukti jika (x,y|x,, ..., x,_1)*> = 0, untuk membuktikannya
dapat diperoleh dari turunan ruang bernorma n.

Dimana diketahui (x, y|x,, ..., x,)*> = 0
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Maka

1 2 2y —

Z(”x +%x2: ---;xn” - ”x — Y, X2, ---lxn” ) =0

1 2 2y —
Z(”x +y,x2, "'!xn—llxn” - ”x — VX2, e Xp—1 !xn” ) =0
Karena x dan y ortogonal terhadap x5, x3, ..., x,,_1 , sehingga
1

~(Ullx +y, %2, s X P2 12 = 1 = 3, %2, 1 X1 P11, 112) = 0
4

1

7 l12Cllx + v, 202, v, X1 12 = Nl = ¥, 202, X1 1) = O
1 2 234 o

Z(”x +y) X2, ---rxn—lll » ”x — YV, X2, - X1 ” ) T

Karena pada teorema 20 dihasilkan

1
7 Ul + 3,22, w0, 200 12 = 12 = 3,22 2001 1) = €, Y12, o) 21 )

Maka (x, y|x,, ..., Xp—1) = 0

Sehingga
1
26, 3, %2, ey 21 Il = (P I e 1 o Mt 1 112 = €, 12, s X -1)2)7
2 7 2 2 =
I, v, %2, oo, X[l = Cllxl=y 1=l 11 .. M1 1= — 0)2

= llxlHly [zl - -l

Jadi jika x dan y ortogonal di ruang norma n maka juga ortogonal di ruang
norma (n — 1).

Diketahui ortogonal Roberts pada ruang bernorma n

1+ Ay, X5, e X0 112 = 1 — Ay, X5, oo, X |12 5V, oy X 0

Akan dibuktikan bahwa :

1%+ Ay, X e Xp—1 112 = 11X — AV, X9, oo, Xy |12 5V, ooy Xy = 0
Diperoleh bahwa:

”x + Ay;xz: ----;xnllz = ”x - AyJXZJ '---anllz
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Dimana menggunakan teorema 20

lx + Ay, x5, oo, %, 112 = |lx — Ay, x5, ..., X, ||* Sama dengan

1
T UG+ ) + O+ Ap), x2, e X1, X 12 = (2 4 Ay) — (x +

)%z, o X1, % l12) = (NG = ) + G = A9), %, o, 1, X1 =
1(x = Ay) = (x = ), Xg, o) X1, % [1?)

Karena x dan y ortogonal terhadap Vx,, ..., x,,, maka :

i(ll(x +Ay) + (x + Ay), 22, oo, X [P Ml 112 = 11 Cx + 2y) —

(x + 4D, %2, oo, X [P Ml 112) =

3 UG = 2y) + (e = 29D, 2z, oo, Xt 1211 12 = Nl G2 = 2y) =

(x b Ay), X2, ---rxn—lllzllxnllz)

Dengan perkalian distributif diperoleh

(1 + A9) + G + A, X5, o X 12 = [1Cx + Ay) = (x +

1
A9), %2, s X 1D 12 = 5 UG = ) + (x — 49D, x5, ooy X1 —
1Ge = Ay) = G = Ay), xg, ooy X 1P 126 12
1
7 UG+ ) + G+ ), x2, e X 12 = MG + 2y) — (x +

1
Ay)!xZJ ---:xn—lllz) = Z(”(x - /1)7) + (x - A}’). X2, "'Pxn—lllz -

(B

G = Ay) = (e = 4D, xg, ooy X 1) 55

llxn I1%

1
2 UG+ 29) + (x + Ay), %2, 0 X 12 = 11Ge + Ay) — (x +

1
A), %2, s X1 l1?) = 5 (G = ) + G = 49D, 22, o0, X 1P =

G = Ay) = Cx = A), Xz, oo, X1 1)

1+ Ay, X5, ey X1 11 = X — Ay, X, s, X1 |2 (teorema 20)
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lx + Ay, %2, oo, Xp 1l = |l — Ay, %2, oo s, X1 ||
Jadi terbukti bahwa ||x + Ay, x5, ..., Xp—1ll = llx — Ay, x5, oo, X1 |l

Contoh :

1
1. Misalkan didefinisikan norma ||xi, x5, ..., X, || = ((x1, x1 |22, .., , D2, 1|5 oo |

mendefinisikan ruang bernorma n pada X, atas lapangan himpunan bilangan

3

riil. Diberikan suatu vektor x; = (5,1,—%,—1), y=(2,-3,-2,3), x, =

(1,2,1,2), dan x3 =(—2,1,—2,1), pada contoh sebelumnya telah
ditunjukkan bahwa vektor-vektor tersebut terbukti ortogonalitas Diminnie
pada ruang bernorma n dimana n = 4. Buktikan bahwa vektor-vektor tersebut

juga berlaku pada ruang bernorma (n — 1) atau ruang bernorma-3 ?

Penjelasaan:

Diketahui suatu vektor x; = G 1,—%,—1), y=1(2,-3,-23),x=(121,2),

x3 = (—2,1,=2,1). ||xq, %2, .., X || = ({21, %1122, ...,xn))% mendefinisikan ruang
bernorma n pada X, atas lapangan himpunan bilangan riil. Vektor-vektor tersebut
telah ditunjukkan berlakunya ortogonalitas Diminnie pada ruang bernorma n
dimana n = 4, yang artinya ||y, y, x2, x3 || = [lx1 [llly[l[lx2 [l /| x3]l-

Akan ditunjukkan vektor-vektor tersebut juga berlaku ortogonalitas Diminnie

pada ruang bernorma (n — 1) yaitu [lx1, ¥, %, 1l = [lx [y llllx I
Diperoleh

1 26
lxg [| = (1, x1)2 = 7

Iyl = (7, y)% =26

1
[x2 ]l = (x2,x3)2 =10
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1
lx3]] = (x3,x3)2 = V10
Berdasarkan ortogonalitas Diminnie

lx1, v, %2, 2311 = [l [y 2l I

1
(x1, x1|y, %2, x3)2 = \/% -v/26 -4/10 - V10

(x1,x1) (x,¥) {x1,%2) (%1, x3)

x) vy Bx) (vxs) \ :E_m_m_m

(x2,%1)  (x2,¥) {x2,x3) (x2,%3)
(x3,%1) (x3,¥) {x3,x3) (x3,%3)

Dari contoh yang norma n ruang hasil kali dalam di atas diperoleh

1

/24—6 ™ 0 0'\2
0 26 0 0 :\/%"/26"/10'*/10

\00100/
0 0 0 10

\/— 26-10- 10—\/— 26-10-10

,26 ,26
7-26-10 x V10 = 7-26-10 x V10

( 22610 xﬁ) ( [2-26-10 xﬁ)

V10 V10

Selesaian di atas ekuivalen dengan
llxc1, v, %2 |1 = lloeq [Ty [l
sehingga terbukti bahwa jika di ruang bernorma n berlaku ortogonalitas Diminnie

maka berlaku juga ortogonalitas Diminnie pada ruang bernorma (n — 1).
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1
2. Misalkan didefinisikan norma ||xy, x5, ..., X, || = ((x1, x11x2, .o, X, D2, 5 o |l

mendefinisikan ruang bernorma n pada X, atas lapangan himpunan bilangan

3 3
5;11__

riil. Diberikan suatu vektor x; =( >

-1), y=(2-3,-23), 1, =
(1,2,1,2), dan x3 = (—2,1,—2,1), dimana pada contoh sebelumnya telah
ditunjukkan bahwa vektor-vektor tersebut terbukti ortogonalitas Roberts pada
ruang bernorma n dengan n = 3 dan A = 2. Tunjukkan bahwa vektor-vektor
tersebut juga berlaku pada ruang bernorma (n — 1)

Penjelasaan:

Diketahui suatu vektor x; = (% 1,—%,—1), y=(2-3-2,3), % =(1,21,2),

X3 =(—2,1,-2,1). |lxq, x5, ..., X, || = ({21, %1 22, ...,xn))% mendefinisikan ruang
bernorma n pada X, atas lapangan himpunan bilangan riil. Vektor-vektor tersebut
telah ditunjukkan berlakunya ortogonalitas Roberts pada ruang bernorma n
dimanan = 3 dan A = 2, yang artinya ||x; + Ay, x5, x3|| = ||x1 — Ay, X2, x3]|.
Akan ditujukkan vektor-vektor tersebut juga berlaku ortogonalitas Roberts pada
ruang bernorma (n — 1) vyaitu ||x; + Ay, x; || = llx; — Ay, x,||.

Diperoleh

1
lx; + Il = Gy + Ay, x; + Ay)z = /%

1 221
Iy — Ayl = (x1 — Ay, %1 — Ay)2 = -

1
2]l = (x2,x2)2 =10

1
llxs]l = {x3,x3)2 = V10
Berdasarkan ortogonalitas Roberts

1 + Ay, x5, x31l = |lx1 — Ay, x7, x3]|
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1 1
((x1 + Ay, x1 + AY[xg, x3))7 = ((x1 — Ay, x1 — Aylxy, x3))2
1
(X1 + Ay, x1 + Ay) (1 + Ay, x3)  {x1 + Ay, x3)[\?
(x2,x1 + Ay) (x2,x7) (x2, x3) =
(x3,%1 + Ay) (x3,x7) (x3,x3)

N =

(x1 = Ay, x1 — Ay) {x1 — Ay, x3) (%9 — Ay, x3)

(x2, %1 — Ay) (%2, %) (%2, x3)
(x3,x1 — Ay) (x3,%7) (x3,x3)
1 1
= o\ Y= o o)\
2 - 2
0 10 O = 0 o ©
0 0 10 0 0 10

\/%-10-10: %-10-10

/%-10 x 10 = /%-10 x 10
< 2%—1-10 xx/ﬁ) </2§—1-10 x\/10>

V10 V10
2 %0 ="c="1p
2 2
Selesaian di atas ekuivalen dengan ||x; + Ay, x5 || = |[x; — Ay, x5 ||.

Sehingga terbukti bahwa jika di ruang bernorma n berlaku ortogonalitas Roberts
maka berlaku juga ortogonalitas Diminnie pada ruang bernorma (n — 1).
3.5 Ortogonalitas dalam Pandangan Islam

Surat Ibrahim ayat 33 telah ditafsirkan tentang perputaran matahari dan
bulan yang merupakan sesuatu yang telah diatur oleh Allah di bawah kehendak-
Nya. Dan segala sesuatu dari apa yang diciptakan-Nya sesuai dengan hikmah

yang diinginkan-Nya, sebagai ilmu pengetahuan untuk mempersiapkan manusia
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agar dapat memahami, memikirkan urusan dunia dan akhirat, menemukan
berbagai ilmu Antariksa, dan memanfaatkan apa yang terdapat di alam semesta.

Allah SWT menundukkan matahari dan bulan, serta menjadikan keduanya
taat kepada kehendak-Nya untuk memberikan manfaat kepada makhluk-Nya.
Masing-masing dari keduanya berjalan pada orbitnya untuk waktu tertentu;
matahari melintasi separuh dari orbitnya selama satu tahun, dan bulan melintasi
garis edarnya selama satu bulan. Peredaran masing-masing tidak pernah
menyimpang dari aturan yang telah ditetapkan oleh Allah.

Matahari menjadi pusat dari benda-benda langit dengan masing-masing
orbitnya yang memiliki jarak dan ukuran yang akurat. Ini membuktikan kebesaran
Sang Halik dalam menciptakan alam semesta ini.

Menurut hukum gerak planet kepler, orbit dari benda-benda langit hampir
berbentuk lingkaran. Hal ini menunjukkan bahwa antara benda langit satu dan
lainnya dengan matahari memiliki sudut-sudut dan jarak tertentu sehingga antara
orbit benda langit yang satu dengan yang lainnya tidak bertabrakan. Perputaran
benda- benda langit dalam menggelilingi matahari berlawan dengan arah jarum
jam.

Benda-benda langit dalam tata surya yang menempati masing-masing
orbitnya secara rapi dan teratur, maka tidak akan terjadi singgungan atau tabrakan
antar lainnya. Hal ini dimungkinkan antara masing-masing benda langit tersebut
memiliki garis vektor yang saling ortogonal. Misal antara dua benda langit dapat
dikatakan ortogonal pada ruang norma 1, misalkan x dan y maka keduanya
berlaku ||x — Ay|| = ||x + Ay||. Akan tetapi karena ada banyak sekali benda langit

misalkan sebanyak n dan antara satu dengan lainnya saling ortogonal maka
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menurut ortogonalitas Roberts berlaku l|lx — Ay, x3, .o, x|l = [|lx +
Ay, x, ..., x,||. Dengan sistem tata surya yang sesuai dengan keortogonalan
dalam ruang bernorma n, ini dapat disimpulkan benda-benda langit tersebut tidak
akan bersinggungan antara satu dengan yang lainnya. Semua itu merupakan
kebesaran Sang Maha Kuasa dan Maha Perkasa.

Allah SWT menundukkan matahari dan bulan, serta peredaran keduanya
untuk manusia. Keduanya memberikan manfaat untuk kepentingan hamba-hamba-
Nya berupa cahaya, penerangan, serta kegunaan untuk mengetahui perhitungan
tahun, perhitungan bulan dan musim panen.

Allah  SWT juga menunjukkan malam untuk kegunaan manusia
beristirahat dan tidur untuk menghilangkan kejenuhan dan rasa lelah. Siang bagi
manusia untuk mencari rejeki, penghidupan, membangun, dan bekerja. Oleh
karena itu, siang dan malam merupakan saat-saat melaksanakan ketaatan,
menjalankan ibadah, dan melakukan pendekatan kepada-Nya.

Oleh karena itu, Allah-lah yang berhak disembah, tidak ada selain Allah.
Allah-lah yang menciptakan manusia dengan bentuk, ukuran, dan perawakan yang
sempurna. Tidak ada cela ataupun kekurangan dalam penciptaan, perbuatan,

hukum, dan syariat-Nya. Maha Suci Allah yang Maha agung.



BAB IV
PENUTUP
4.1. Kesimpulan
Berdasarkan hasil pembahasan pada Bab IlI, diperoleh teorema sebagai

berikut:
1. Jika pada suatu ruang bernorma n berlaku ortogonalitas Diminnie maka juga

berlaku pada ruang bernorma (n — 1) dengan n > 2.

2. Dan jika pada ruang bernorma n berlaku ortogonalitas Roberts maka akan

berlaku juga pada ruang bernorma (n — 1) dengan n > 2.

Sehingga dengan menggunakan teorema di atas diperoleh bahwa ruang
bernorma 1 sampai ruang bernorma n dapat dibuktikan berlakunya sifat ortogonalitas
Diminnie dan ortogonalitas Roberts.

4.1 Saran

Pada skripsi ini, penulis memfokuskan pada ruang bernorma (n—1)
dengan n < 2. Untuk itu penulis menyarankan kepada pembaca, penelitian
selanjutnya dapat dilakukan pengembangan lagi mengenai ruang bernorma n dan

sifat-sifat ke ortogonalitasan Diminnie dan Roberts pada ruang hasil kali dalam.
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