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ABSTRAK

Prastyo, Ficki Tri Cahyo. 2012. Invers Tergeneralisasi dan Invers Matriks pada
Aljabar Max-plus. Skripsi. Jurusan Matematika Fakultas Sains dan
Teknologi Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang.
Pembimbing: I. Drs. H. Turmudi, M.Si

II. Dr. H. Ahmad Barizi, MA

Kata Kunci: Aljabar Max-plus, Pemetaan Residuated, Matriks pada Aljabar Max-
plus, Invers Matriks pada Aljabar Max-plus.

Dalam aljabar max-plus ((Ry, 5 x 2™",D,®) merupakan salah satu struktur aljabar
yang semiring. Notasi (Rp, 5 x 3™*" menyatakan himpunan semua matriks berukuran
n X n dengan entri-entrinya elemen R, , x sdimana R merupakan himpunan bilangan
real. Operasi € menyatakan maksimal dan operasi @ menyatakan penjumlahan.
Mengingat aljabar max-plus memiliki peranan yang sangat banyak dalam
menyelesaikan beberapa bidang seperti teori graf, fuzzi, kombinatorik, teori sistem,
dan proses stokastik, maka karakteristik solusi persamaan A @ X @ A = A sangat
penting untuk dibahas.

Berdasarkan teorema-teorema yang mendukung kajian ini, didapatkan invers
tergeneralisasi matriks A € (R, 4 k2™ dengan menentukan matriks X* yang entri
ke-k inya adalah

n n
X = min {min ajj— (ait a) }
i=1(=1
Selain itu, jika ada matriks X* yang memenuhi A ® X* = X* ® A, maka matriks X*
dapat dikatakan sebagai invers matriks. Dengan diberikan matriks [‘2 3], maka
didapatkan
# _ [min{(=a); (d —c—b)} min{(—c); (b —a—d)}
~ Imin{(=b); (c—d —a)} min{(-d);(@—b -}

Dalam aljabar max-plus, tidak ada jaminan bahwa matriks A memiliki invers
tergeneralisasi tunggal.

Xiv



ABSTRACT

Prastyo, Ficki Tri Cahyo. 2012. Generalized Inverse and Inverse of Matrix on Max-
plus Algebra. Thesis. Department of Mathematics of Science and
Technology, State Islamic University Maulana Malik Ibrahim Malang.
Advisors: I. Drs. H. Turmudi, M.Si

II. Dr. H. Ahmad Barizi, MA

Keywords: Max-plus Algebra, Mapping Residuated, Matrix on Max-plus Algebra,
Inverse of Matrix on Max-plus Algebra.

Max-plus algebra ((Rp, 5 2™",@,&) is one of the algebraic structure of a semi-ring.
Notation (R, 5 9™*" states the set of all matrices of size n x n with entries element of
R a» Where R is the set of real numbers. Operation @ states maximum and
operation @ states addition. Seeing that max-plus algebra had major effect in
completing are some common as already graph theory, fuzzy, combinatorics, sistems
theory, and stochastic processes. So the characteristic solution of equation
A ® X ® A = A very important is to discuss.

Base on contributing theorems in this study, we had following the generalized inverse
regular matrix A € (R, 5 9™*" performed by determining the matrix X* with its entry
(k )¢ Mis:

n n
Xi1= min {min ajj— (ajxt ar) }
i=1(=1
And what is more, if there are matrix X* met the criteria of A ® X* = X ® A, the
c 3], so obtain
= min{(—a); (d —c—Db)} min{(—c);(b—a—d)}
min{(—b); (c—d—a)} min{(—=d);(@—b—)}I

In there algebra max-plus hasn’t collateral that matrix A have just one generalized
inverse matrix.

. " a4 o . . a
matrix X# can be said us matrix inverse. Given a matrix [

XV
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Alam semesta memuat bentuk-bentuk dan konsep matematika, meskipun
alam semesta tercipta sebelum matematika itu ada. Alam semesta serta segala isinya
diciptakan Allah dengan ukuran-ukuran yang cermat dan teliti, dengan perhitungan-
perhitungan yang mapan, dan dengan rumus-rumus serta persamaan yang seimbang
dan rapi. Semua yang ada di alam ini ada ukurannya, ada hitungannya, ada rumusnya,
atau ada persamaannya. Rumus-rumus yang ada sekarang bukan diciptakan manusia
sendiri, tetapi sudah disediakan. Manusia hanya menemukan dan menyimbolkan
dalam bahasa matematika (Abdussakir, 2007:79-80).

Matematika sebagai ilmu pengetahuan dasar memegang peranan yang sangat
penting dalam perkembangan ilmu pengetahuan lain di dunia. Tetapi banyak orang
mengatakan bahwa ilmu matematika sangat sulit dipahami, sulit diaplikasikan dalam
kehidupan sehari-hari, dan selalu membosankan karena selalu berhubungan dengan
angka. Padahal matematika sebagai ilmu hitung bukan hanya menghitung angka-
angka, tetapi dapat digunakan untuk membaca keadaan-keadaan yang terjadi dalam
kehidupan sosial, ekonomi, kesehatan dan lainnya. Sejarah telah membuktikan
bahwasanya matematika memang dibutuhkan semua manusia dalam kehidupan

sehari-hari baik secara langsung maupun tidak langsung (Ikhwanudin, 2007:1).



Pada keterangan di atas tidak menuntut semua orang agar menjadi
matematikawan. Tetapi, agar orang mengetahui dunia yang semakin modern ini perlu
sedikit banyak mengetahui tentang matematika, sehingoa pengetahuan matematika
akan merubah pandangan orang-orang tentang matematika yang mungkin ada yang
menganggap sulit diaplikasikan kedalam kehidupan sehari-hari, sulit dipahami,
membosankan dan masih banyak lagi. Padahal pemahaman tentang matematika akan
membawa orang lebih berjaya baik dalam hidupnya, lingkungannya, ataupun masa
depannya. Matematika selalu mengalami perkembangan yang berbanding lurus
dengan kemajuan sains dan teknologi. Salah satu cabang dari ilmu matematika adalah
struktur aljabar, yang dalam penelitian ini akan merujuk pada bidang aljabar max-
plus.

Aljabar merupakan cabang matematika yang mempelajari struktur,
hubungan dan kuantitas. Untuk mempelajari hal-hal tersebut dalam aljabar digunakan
simbol untuk mempresentasikan bilangan secara umum sebagai sarana
penyederhanaan dan alat bantu memecahkan masalah (Majid, 2012:2).

Struktur aljabar adalah suatu himpunan bersama-sama dengan satu atau lebih
operasi yang berlaku pada himpunan itu. Struktur aljabar adalah bidang matematika
yang mengkaji seperti grup, ring, field, modul, dan ruang vektor. Pada dasarnya
struktur aljabar juga membahas tentang himpunan dan operasinya. Sehingga dalam
mempelajari materi ini selalu identik dengan satu himpunan tidak kosong yang
mempunyai elemen-elemen yang dapat dikombinasikan dengan penjumlahan,

perkalian, ataupun keduanya atau dapat dioperasikan dengan satu atau lebih operasi



biner. Hal tersebut berarti pembahasannya melibatkan objek-objek abstrak yang
dinyatakan dalam simbol-simbol (Majid, 2012:2).

Sifat-sifat operasi penjumlahan dan perkalian yang berlaku pada himpunan
semua bilangan, baik bilangan asli, bilangan bulat, bilangan rasional, bilangan real,
maupun bilangan kompleks merupakan suatu kajian yang sering kita jumpai. Sedikit
memberi perbedaan definisi operasi penjumlahan dan perkalian pada umumnya, maka
dengan operasi dasar aljabar max-plus menggunakan pendefinisian sebagai berikut
(Majid, 2012:38):

x@y = maks(x, y)
xQy =x+y

Aljabar max-plus merupakan contoh struktur aljabar yang semifield
komutatif idempotent (Baccelli, 2001:102). Aljabar max-plus adalah himpunan
R,,axs dengan operasi @ sebagai operasi maksimum dan @ sebagai operasi
penjumlahan dinyatakan dengan (R U {—},@®,®,). Dengan & & —co merupakan
elemen netral terhadap operasi @ dan e £ 0 merupakan elemen identitas terhadap
operasi ® (Musthofa, 2011:2).

Dalam aljabar linier, sudah dikenal konsep invers tergeneralisasi suatu
matriks atas field. Yaitu, jika A matriks atas field, maka pasti terdapat invers
tergeneralisasi matriks A (namakan X, sehinggaAXA = A). Menurut Farlow

(2009:11) bahwa (R ks )™*™ merupakan himpunan semua matriks berukuran n X n



dengan entri-entrinya elemen R.ks, untuk VA,B € (Rpaxs )™™ didefinisikan
operasi @ dan ® pada matriks sebagai berikut:
(A®B);; = A;;®B;; = maks(a;;, b;;)
n
(A®B);; = @D (Ai®By;j)

k=1
Mengingat aljabar max-plus memiliki peranan yang sangat banyak dalam
menyelesaikan beberapa bidang seperti teori graf, fuzzi, kombinatorika, teori sistem,
dan proses stokastik, untuk itu dalam penelitian ini akan dibahas tentang invers
tergeneralisasi dari matriks pada aljabar max-plus. Karena, jika A sebarang matriks
atas aljabar max-plus, maka belum tentu A mempunyai invers tergeneralisasi
(Musthofa, 2011:1).

Dalam keterkaitannya dengan Islam, Allah telah berfirman dalam Al-Qur’an

Surat Al-A’raaf 7 ayat 25:

e T ’q/?/: PP :‘; ,q: /'//5/9: PR :
(20 05z 5 Gred 055 505 Leads 055 L3 JIB
Artinya:
“Allah berfirman: Di bumi itu kamu hidup dan di bumi itu kamu mati, dan dari bumi
itu (pula) kamu akan dibangkitkan”.
Dari untaian ayat di atas dapat disimpulkan bahwa bunyi ayat tersebut
merupakan suatu himbauan kepada umat manusia untuk selalu bersadar diri bahwa

kehidupan di dunia ini tidaklah kekal selamanya. Ada pertemuan pasti ada

perpisahan, manusia diciptakan di dunia untuk suatu urusan yang terbatas sehingga



suatu katika urusan itu selesai pastilah manusia itu akan kembali kepada Sang
Penciptanya. Oleh karena itu, janganlah sesekali berpaling dari Allah SWT dan
menjadi golongan sombong karena yang pantas sombong adalah Allah SWT. Sebab
siapapun manusia itu pastilah mati setelah hidup.

Dalam ilmu matematika hubungan antara hidup dan mati dapat diilustrasikan
sebagai invers. Dimana invers dalam arti sempi dapat diartikan sebuah kebalikan atau
dalam bahasa matematikanya dapat ditulis dengan f: A — B, maka invers fungsi f
dinyatakan dengan f~1:B — A. Dari pengertian invers dapat diambil suatu
perumpamaan bahwa nilai dari fungsi invers sendiri adalah daerah asal fungsi
asalnya. Dengan kata lain bahwasanya manusia yang asalnya dari tanah ketika diberi
roh menjadi hidup dan ketika diambil rohnya akhir jasadnya akan dikembalikan ke
dalam tanah, sedangkan rohnya kembali kepada Sang Pencipta. Ini dijelaskan dalam

Al-Qur’an Surat Qaaf 50 ayat 43:

Tt
NS

= 2 _ 2 /a// A ¥y ’; }9'/ 1

/t

Artinya:
“Sesungguhnya Kami menghidupkan dan mematikan dan hanya kepada Kami-lah
tempat kembali (semua makhluk)”.

Maksud dari ayat di atas adalah Allah sendirilah yang menentukan segala
sesuatu di permukaan bumi dan ketentuan-ketentuan yang telah dirancang oleh Allah

itu pasti berlaku dan Dialah yang memiliki kekuasaan yang mutlak.



Berdasarkan latar belakang di atas maka dalam penulisan skripsi kali ini
penulis mengambil judul “Invers Tergeneralisasi dan Invers Matriks pada
Aljabar Max-plus”.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan di atas, maka rumusan
masalah dalam skripsi ini adalah:
1. Bagaimana mencari invers tergeneralisasi matriks pada aljabar max-plus?
2. Bagaimana hubungan invers tergeneralisasi dan invers matriks pada aljabar
max-plus?
1.3 Tujuan Penelitian

Sesuai dengan latar belakang dan rumusan masalah yang tertulis di atas,

maka tujuan dari pembahasan skripsi ini adalah:
1. Menjelaskan cara mencari invers tergeneralisasi pada pada aljabar max-plus.
2. Untuk mengetahui hubungan antara invers tergeneralisasi dan invers matriks
pada aljabar max-plus.
1.4 Batasan Masalah

Pembahasan mengenai struktur aljabar dalam matematika begitu luas. Agar
tidak melampaui apa yang telah menjadi tujuan dari penulisan skripsi ini maka
dibutuhkan suatu batasan masalah yang dapat digunakan sebagai acuan dalam
penulisan lebih lanjut. Masalah yang akan dibahas oleh peneliti yaitu invers

tergeneralisasi dan invers matriks pada aljabar max-plus. Sebagai batasan penelitian



ini yaitu aljabar max-plus Rpaks = (RU —00,®,Q), dengan R himpunan semua
bilangan real yang dilengkapi dengan operasi maksimum (@) dan operasi
penjumlahan (®), serta (R .1s )™™ merupakan himpunan semua matriks berukuran
n X n dengan entri-entrinya elemen R.xs, kemudian menggunakan matriks
A € (Rmaks )™ -
1.5 Manfaat Penelitian
Hasil penelitian yang berupa pembahasan masalah ini diharapkan dapat
memberikan manfaat:
1. Bagi Penulis
a. Menambah pengetahuan dan keilmuan tentang hal-hal yang berkaitan
dengan invers tergeneralisasi dan invers matriks pada aljabar max-plus.
b. Mengembangkan wawasan dan menggali keilmuan yang berada di dalam
aljabar max-plus.
2. Bagi Lembaga
a. Sebagai bahan informasi untuk perkuliahan struktur aljabar, khususnya
pada aljabar max-plus.
b. Sebagai tambahan kepustakaan.
3. Bagi Pembaca
Sebagai bahan informasi baru tentang struktur aljabar untuk dipelajari
sebagai acuan penelitian selanjutnya, khususnya pada invers tergeneralisasi

dan invers matriks pada aljabar max-plus.



1.6 Metode Penelitian

Metode penelitian yang digunakan dalam penulisan skripsi ini adalah studi

literatur (kepustakaan) atau kajian pustaka. Dalam tahap ini dilakukan kajian sumber-

sumber pustaka dengan cara mengumpulkan data-data atau informasi yang berkaitan

dengan permasalahan, mengumpulkan konsep pendukung seperti definisi dan teorema

serta membuktikan teorema-teorema yang diperlukan untuk menyelesaikan

permasalahan, sehingga didapat suatu ide mengenai bahan dasar pengembangan

upaya pemecahan masalah.

berikut:

1.

Adapun langkah-langkah yang akan digunakan oleh peneliti ini sebagai

Mencari literatur utama yang akan dijadikan acuan dalam pembahasan.
Literatur yang dimaksud adalah buku-buku dan jurnal-jurnal  yang
berhubungan dengan matriks, invers matriks, invers tergeneralisasi matriks,

dan aljabar max-plus.

. Mengumpulkan sebagai literatur pendukung, baik yang bersumber dari buku,

jurnal, internet, dan lainnya yang berhubungan dengan permasalahan yang

akan dibahas dalam penelitian.

. Mempelajari dan memahami konsep matriks, pemetaan residuated, invers

matriks, invers tergeneralisasi matriks, dan aljabar max-plus.
Menerapkan konsep invers tergeneralisasi dan invers matriks pada aljabar

max-plus dengan langkah-langkah sebagai berikut:



a. Diberikan suatu matriks 4 € (Rpaks )™*".

b. Mencari matriks X* sebagai invers tergeneralisasi dari matriks A pada
aljabar max-plus.

¢. Menunjukkan matriks X* memenuhi A @ X* ® A = A.

d. Menjelaskan hubungan invers tergeneralisasi dan invers matriks pada
aljabar max-plus dengan diberikan matriks [Ccl Z .

e. Memberi contoh matriks yang mempunyai invers tergeneralisasi.
1.7 Sistematika Penulisan

Untuk mempermudah memahami dan tidak menemukan kesulitan dalam
membaca hasil penelitian ini, maka penulisan penelitian disajikan berdasarkan suatu
sistematika yang secara garis besar dibagi menjadi empat bab, yaitu:
BAB | PENDAHULUAN
Berisikan latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian, batasan masalah,
manfaat penelitian, metode penelitian dan sistematika penulisan.
BAB Il KAJIAN PUSTAKA
Mencangkup teori-teori (konsep-konsep) yang mendukung bagian pembahasan.
Konsep-konsep tersebut antara lain membahas tentang kajian invers Al-Qur’an yang
berhubungan dengan pembahasan, pengertian matriks, invers matriks, invers

tergeneralisasi matriks, dan aljabar max-plus.
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BAB 1l PEMBAHASAN

Pembahasan berisi tentang invers tergeneralisasi pada aljabar max-plus, hubungan
invers tergeneralisasi dengan invers matriks pada aljabar max-plus, serta kajian invers
tergeneralisasi dan invers matriks dalam Al-Qur’an.

BAB IV PENUTUP

Berisi kesimpulan akhir penelitian dan saran untuk pengembangan penelitian

selanjutnya.



BAB Il

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Kajian Invers dalam Al-Qur’an
Dalam keterkaitannya dengan Islam, Allah telah berfirman dalam Al-

Qur’an surat Al - Mursalaat 77 ayat 25-26:

—wn
.\
»
N
\

[IJEJJ
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kg \
3 g_\u
(g
RA\Y
By
% .o
<L
v

élgtl:rllﬁ-kah Kami menjadikan bumi (tempat) berkumpul, orang-orang yang hidup
dan orang-orang yang mati .

Dari uraian ayat di atas dapat disimpulkan bahwa bumi merupakan tempat
mengumpulkan orang-orang hidup di permukaannya dan orang-orang mati dalam
perutnya. Pada dunia ini hidup dan mati merupakan ujian bagi manusia, ada
pertemuan dan perpisahan, ada atas dan bawah, ada laki-laki dan wanita, ada
kanan dan kiri, ada surga dan neraka, serta masih banyak lagi perpaduan yang
serupa. Allah menciptakan langit berlapis-lapis dan semua ciptaan-Nya
mempunyai keseimbangan.

Dalam ilmu matematika hubungan antara hidup dan mati dapat
diilustrasikan sebagai invers. Dimana invers dalam arti sempit dapat diartikan
sebuah kebalikan atau dalam bahasa matematikanya dapat ditulis dengan f: A —
B, maka invers fungsi f dinyatakan dengan f~':B — A. Seperti halnya dalam

kehidupan sehari-hari yaitu ketika memakai dan melepas sepatu, dengan

gambaran sebagai berikut:

11
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fiA>B Q| Tidak Bersepatu
Mengambil Sepatu Meletakkan Sepatu
Memasang Kaoskaki Melepas Kaoskaki
Memasukkan Kaki Mengeluz;l:kan Kaki
!
Mengikat Tali Melepas Tali

Z
% Bersepatu

Dari pengertian invers f~':B — A dengan f:A — B di atas dapat juga

diambil suatu perumpamaan bahwa nilai dari suatu fungsi invers (f 1) adalah
sebuah daerah domain fungsi (f). Sedangkan dari ilustrasi kehidupan sehari-hari
bahwasanya pada keadaan semula orang itu tidak memakai sepatu (domain),
kemudian orang itu memakai (f) sepatu dan akhirnya menjadi bersepatu
(kodomain). Suatu ketika orang itu melepas (f ') sepatu, dari keadaan semula
orang itu bersepatu (kodomain) dan sampai akhirnya menjadi tidak bersepatu
(domain). Pada dasarnya, Allah SWT menciptakan makhluk hidup dengan
berbagai bentuk seperti kecil, besar, kurus, gemuk, pendek, tinggi, muda tua, dan
sebagainya semua akan mengalami titik balik dalam kuasa Allah SWT dan akan

kembali pada tempat asal mulanya.



13

2.2 Vektor dan Matriks

Suatu kolom dengan panjang n adalah n x 1 baris

X1

X
XIo= (v o TG — [ ;2‘,

xn

dengan tanda X” menyatakan transpos dari X, yaitu mengubah baris (x; x, ... x,)
ke dalam kolom.
Matriks A berukuran m xn merupakan barisan bilangan-bilangan

dengan m baris dan n kolom.

a1 aqz v Qqn
a1 QAyp .. Qon

A X 5 T )
Am1 Amz2 - Amn

dengan a;; disebut entri (unsur atau elemen) pada baris ke-i dan kolom ke-j.
Sehingga kolom dengan panjang n merupakan matriks berukuran n x 1,
sedangkan baris dengan panjang n adalah matriks berukuran 1 X n. Suatu kolom

disebut vektor kolom unit standar (standard unit) jika berbentuk:

[1] 0 0
R I
e, =10l,e, =101,.....,e, =1
s ——
0 0 1

Jika a;; real untuk i dan j, maka dikatakan A matriks atas bilangan real

atau disingkat A real dan matriks atas bilangan kompleks jika a;; kompleks atau

disingkat A kompleks. Suatu matriks dengan n baris dan n kolom dinamakan

matriks persegi berorde n.

(Ikhwanudin, 2007:8-9)
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Selain itu, perlu diperkenalkan juga dimensi dari suatu matriks, yaitu
banyaknya indeks yang dibutuhkan untuk menentukan secara tunggal letak dari
elemen-elemen dalam matriks itu. Suatu vektor, hanya memerlukan satu indeks
untuk menentukan letak suatu elemen; misalnya, ditulis suatu vektor baris dalam
bentuk:

A, V9P L LA
Oleh karena itu, suatu vektor dapat dikatakan sebagai matriks dimensi-1. Suatu
matriks dimensi-3 yang berodo m X n X p terdiri dari p buah susunan berdimensi-
2 yang berordo m X n. Proses ini dapat dilanjutkan untuk matriks-matriks yang
berdimensi lain. Akan tetapi, dalam penelitian ini hanya akan digunakan matriks
berdimensi satu atau dua saja.
(William, 1987:14)

Hasil perkalian matriks-kolom Ax, dengan x adalah kolom dengan
panjang n, didefinisikan sebagai kolom dengan panjang m yang baris ke-i-nya
adalah
(Ax); = Xi=1a4j%) = Xy + Qppxy + -+ apxn, ,i=1,2,..,m (2.1.1)
Jika A = (A; A,.. A,) dengan 4; = 1,2,...,n merupakan kolom-kolom dari A,

maka persamaan (2.1.1) menjadi
X1

Ax = (A Ay o AD|E|=T 4 2.2.1)

Xn
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Jika baris ke-i dari A dinyatakan dengan a; = (a;; ai; ... ai,), Mmaka

didapatkan

Ax = (Ax)Z IZ] 1a2] j

(Ax),1 [27- laljx]]
l ‘ 023

(A’;)m [ j= 1amJ J
Diberikan matriks A; menyatakan kolom ke-j dari A, sehingga A dapat
ditulis A = (4; A, .. Ay), dan (A);; menyatakan entri dari A pada baris ke-i
dan kolom ke-j. jika x suatu vektor kolom, maka (x); atau x; menyatakan entri
baris ke-i (baris i) dari x. Diperoleh, jika A = (a;;) maka (4);; = a;;, (Aj)i =
a;;. Definisi-definisi dan teorema berikut menjelaskan beberapa operasi aljabar
antara matriks, vektor, dan sebarang bilangan (skalar).
Definisi 1
Demikian dua matriks dengan ukuran yang sama A = (a;;) dan B =
(bi;). Kesamaan, penjumlahan, pengurangan, dan perkalian oleh a € Z
merupakan konstanta didefinisikan sebagai berikut:
A =B & a;; = by
A+ B = (a;;+b):
ad = (aal-j).Vi.j.
Dua matriks yang berbeda ukurannya tidak mungkin sama dan tidak dapat

dijumlahkan maupun dikurangkan.



Definisi

Contoh:

16

2

Diberikan A = (a;;) adalah matriks m Xr dan B = (b;;) adalah
matriks k X n, dengan kolom-kolomnya B;. Hasil kali AB terdefinisi jika

r = k dan AB matriks m X n, sehingga

AB = (AB; AB, .. AB)) (2.2.1)
= 1WA On 2

Misalkan matriks Asx, = |2 4| dan B2x3=[3 5].Jika dikalikan
1 2

3 0
akan menghasilkan, (A3x2)(BZX3)=[2 4][1 Y 2]

1 2 3 4 5
5y R0 WS
(AB)3X3= 14 16 24
7 8 12

Sifat2.2.1

Secara umum perkalian matriks tidak bersifat komutatif, yaitu tidak selalu berlaku

AB = BA.

Contoh:

Jadi AB

Diberikan dua matriks A dan B, yaitu

T P R

Dengan mengalikannya maka akan menghasilkan:

AB=[I11 _42] BA=[—33 8

# BA.
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Teorema 1
Diberikan a.f € Z merupakan konstanta, A dan B matriks berukuran
m X n, dan x, y kolom dengan panjang n, berlaku:
a) (ad)x = a(Ax) = A(ax)
b) A(ax + By) = aAx + fAy

c) (@A + BB)x = aAx + BBx

Bukti:
Yi-1(aa;)x; @ Y1 @1j%; Xj=101,%;
a) (ad)x = (aaij)x = : = : =q : =
Z;‘lzl(aamj)xj @ X1 G X 21 Amj%;
a(Ax)
= i b, - n = - n .
Z(“alj)x;‘ Z(alj“)xj a1 Z(ax,-)
j=1 j=1 j=1
S a(Ax) = : = : = : = A(ax)
n n n
Z(aam,-)x,- Z(amj“)xj @, Z(ax,-)
=1 1= b=
a;(ax+ By)] j=1a1j(ax; + By))
b) A(ax + By) = : - :
am(ax + By [Ty amax; + )
- . _n _
Z(aljaxj aa a1jﬁ}’j) Z(“aljxj + ﬁalj}’j)
j:l ]=1
= . . = "
Z(amjaxj + am;BY;) Z(aam,-xj + Ban;y;)
_j=1 B -j=1 -
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- n n B - n - n -
Z(aaljx,-) + Z(ﬁ a1,%;) z xa,x; Z Baiys
j=1 j=1 j=1 j=1

= : = + :

n n n n
Z(“amij) + z(ﬁ 7)) z Ay X z Bam;yj
Lj=1 j=1 1 Lj=1 1 Lj=1 |

- n e - n .

2 A1jX; Z A1jYj
=1 sl
=a s +B s = aA + BB
n n
z AmjXj z AmjYj
_j=1 i _j=1 J

C) (CZA + ﬁB)x = ((aai]-) aF (,Bbu))x — ((aaij ar ,Bbl]))x =
Yioi(aay; + Bayj)x;

Yi-i(aamj + Bam;)x;

- n - - n n B
Z(aaljxj + Bby;x;) Z(aaljxj) + Z(ﬁbuxj)
j=1 j=1 j=1

n n : n
Z(aam,-xj + Bbm;¥;) Z(“amij) + Z(ﬁbmij)
=1 1 = =1 d

r n e - n - - = = n -
Z aaq ;X Z ,Bbljx] Z A, Xj Z bljx]'
=1 =1 = j=1

= : - : =a|l i |+p|
n n n n

z aamjxj Z ,Bbmjx] Z aijj Z bm]x]

_j=1 . _j=1 . _j:]_ _ _j:]_ .

= aAx + fBx

Berikut ini teorema dan definisi tentang sifat asosiatif perkalian dan transpos

matriks:
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Teorema 2
Diberikan matriks A, B, dan C. dengan menganggap bahwa ukuran-
ukuran matriks adalah sedemikian sehingga operasi perkalian matriks
dapat dilakukan, maka berlaku A(BC) = (AB)C.

Contoh:

2 Nl

Diberikan matriks A=[3 4

],B=[i ;],dan C=B ﬂ akan
ditunjukkan A(BC) = (AB)C, yaitu:

LTS ) 35 e

‘:’[g 411[172 161]=[150 187] B ﬂ

31 287 _[31 28
64 57]_[64 57

o
Definisi 3

Diberikan sebarang matriks A berukuran m X n, maka transpos dari A

didefinisikan dengan matriks n x m dinotasikan dengan AT yang setiap

kolom dari A menjadi baris dari A.

Contoh:

Diberikan matriks A = [Ccl Z]dan B [g 2 C], maka transpos dari A

f

dan B yaitu:
T _ a C
A" = [b d] dan

a d
be]

c f

BT =

(Ikhwanudin, 2007:9-15)



20

2.3 Macam-macam Matriks
2.3.1 Matriks Persegi

Matriks persegi adalah suatu matriks dimana banyaknya baris sama
dengan banyaknya kolom (m = n). Apabila m = n, maka matriks A disebut
matriks persegi order n. Sering juga disebut matriks kuadrat atau matriks jajar

genjang atau matriks bujur sangkar.

Contoh:
ay;; ap
e a1 dz;
3 5 4
2. m=n=3 B =N 2883W 4
1 4 2

(Supranto, 2003:8)

2.3.2 Matriks Identitas
Matriks indentitas adalah suatu matriks dimana elemen-elemennya
mempunyai nilai 1 pada diagonal pokok (diagonal utama) dan nilai 0 pada elemen
lainnya. Jadi kalau matriks A = (a;;);i =j =1.2,..,n dengan a;; = 1 untuk
i =j dan a;; =0 untuk i # j maka matriks A disebut matriks identitas dan

biasanya diberi simbol I,,.

Contoh:
_ L 0
1 n=2 L=, 1]
100
2. n=3 =0 1 0
0 0 1

(Supranto, 2003:8)
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2.3.3 Matriks Diagonal
Matriks diagonal adalah suatu matriks dimana semua elemen di luar
diagonal utama mempunyai nilai 0 dan paling tidak satu elemen pada diagonal

utama tidak 0, biasanya diberi simbol D.

Contoh:
1 0 O
1.D=J0 2 0
0 0 5
1 0 O
22.D=10 1 0
0 0 1
1 0 O
3.D=1|0 0 O
0 0 4

(Supranto, 2003:8)
2.3.4 Matriks Skalar
Skalar adalah suatu bilangan konstan. Jika k suatu bilangan konstan,

maka hasil kali kI dinamakan matriks skalar, dengan I matriks identitas.

Contoh:
100 [k 0 0
LklL=klo 1 ol=]0 k o
o0 1 lo o &
100 [4 0 0
2.41,=4l0 1 o|l=|o 4 o
o o 1) lo o 4
100 0 (300 0
o1 00l _lo 3 0 0
3 L=3g 01 0l=]o 0 3 o
000 1 loo o 3

(Supranto, 2003:8)
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2.3.5 Matriks Simetris
Apabila matriks A = (a;;);i,j = 1,2, ...,n dan dimana a;; = a;;, maka A

disebut matriks simetris.

Contoh:
[2 4 6
1. A=(4 5 2|;a12 = az1;a13 = A31; 023 = A3
6 2 3
P13
2 Bl 2]

(Supranto, 2003:8)
2.3.6 Matriks Nol
Matriks nol adalah suatu matriks yang semua elemennya mempunyai

nilai = 0 (nol). Biasanya diberi simbol O dan dibaca matriks nol.

Contoh:
0 0
1.0=10 0
0 0
0 O @
2.0=10 0 O
0 0 O
_ [0 O
R 0 O

(Supranto, 2003:8)

2.3.7 Matriks Segitiga
Matriks segitiga adalah matriks persegi yang elemen-elemen di bawah
atau di atas elemen diagonal bernilai nol. Jika yang bernilai nol adalah alemen-

elemen di bawah elemen diagonal maka disebut matriks segitiga atas, sebaliknya
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disebut matriks segitiga bawah. Dalam hal ini, juga tidak disyaratkan bahwa
elemen diagonal harus bernilai tak nol.

Contoh:

A=

1 0 1
0 0 2|, B=

(0 1

0 0 O 1 0 0
1 0 0f, C=|0 1 O
01 0 U, U2

Matriks A adalah matriks segitiga atas, matriks B adalah matriks segitiga bawah.
Sedangkan matriks C merupakan matriks segitiga bawah dan juga matriks segitiga
atas.

Matriks dalam bentuk Eselon Tereduksi Baris, suatu matriks dikatakan
memiliki bentuk eselon tereduksi baris jika memenuhi syarat-syarat berikut:

1. Untuk semua baris yang elemen-elemennya tak nol, maka bilangan pertama
pada baris tersebut harus sama dengan 1 (disebut satu utama).

2. Untuk sembarang dua baris yang berurutan, maka satu utama yang terletak
pada baris yang lebih bawah harus terletak lebih ke kanan daripada satu utama
pada baris yang lebih atas.

3. Jika suatu baris semua elemennya adalah nol, maka baris tersebut diletakkan
pada bagian bawah matriks.

4. Kolom yang memiliki satu utama harus memiliki elemen nol di lainnya.

Contoh:
1 1 0 2 1 o o 0 1] ©
a=lo o @ 1| B=[o @ of c=|3 0 U
0 0 0 0
0 0 0 o o [1] 0 0 o0
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Matriks 4, B dan C adalah matriks-matriks dalam bentuk eselon terebuksi baris

dan notasi menyatakan satu utamanya. Contoh berikut menyatakan matriks-
matriks yang bukan dalam bentuk eselon baris tereduksi.

Contoh:

K =

1P LU 1 1.0 0 O
0 11 0f, L=j0 0 0 0 O
0 0 0 O O SO ALAD A2

Matriks K bukan dalam bentuk eselon baris tereduksi karena elemen d;, bernilai
1 sehingga tidak memenuhi syarat ke-4 (harusnya 0). Sedangkan matriks L tidak
memenuhi karena baris kedua merupakan baris nol.
(Sibaroni, 2002:3)

2.4 Invers Matriks

Matriks persegi A,x, mempunyai invers jika ada matriks A1
sedemikian hingga berlaku hubungan AA™! = A='A4 = I,,. Matriks A~! disebut
invers dari matriks A (atau sebaliknya) dan I,, suatu matriks identitas.
Contoh:

Diberikan matriks A = [Z g] dan B = [_34 _75] Kemudian dicari AB

dan BA sebagai berikut:

= 313, =1 9-n

sa=[3, FI0 5= 9-n
Dari hasil di atas, AB dan BA sama-sama menghasilkan suatu matriks identitas.

Jadi AB = BA = I dan matriks B merupakan invers dari matriks A atau matriks A
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merupakan invers dari matriks B. Untuk mencari suatu matriks invers seperti

contoh di atas dapat menggunakan rumus seperti di bawah ini:

Misal matriks A = [‘Cl Z] mempunyai invers jika ad — bc # 0, maka

1 d -b
Al=
ad — bcl—c a]

Perlu diketahui bahwasanya matriks invers adalah tunggal.

Contoh:

Diberikan matriks A = [Z g] kemudian dicari A~ sebagai berikut:

1. Memeriksa ad — bc # 0, yaitu

(7x3)—(4%x5)=21—-20 =1 # 0, kemudian dapat dicari A~

2. A=

1 [d —b]:3[3 —4]:[3 —4]

ad-bc L—¢ a 1Ll-5 7

3

Jadi invers dari matriks A adalah [_5

_74] (sama dengan matriks B di

atas).

(Anggraeni, 2006:58)

2.5 Urutan pada Himpunan

Definisi

4: Urutan Parsial

Relasi “<” pada himpunan P disebut urutan parsial pada P jika untuk
semua x, y, z € P berlaku:

1) Sifat refleksi, yaitu: x < x,

2) Sifat antisimetris, yaitu: jika x < y dan y < x, makax =y,

3) Sifat transitif, yaitu: jika x < y dany < z, maka x < z.
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Contoh:
Relasi “kurang dari atau sama dengan” (<) adalah urutan parsial pada
himpunan bilangan bulat.
Bukti:
Karena a < a untuk setiap a € Z, maka < reflektif.
Jikaa < b dan b < a, maka a = b. Jadi < antisimetris.
Jikaa < bdan b < ¢, maka a < c. Jadi < transitif.
Elemen x dan y dikatakan komparabel (comparable) jika x < y atau y < x. Jika
x < y dan x # y akan dituliskan juga dengan x < y.
(Rudhito, 2003:15)
2.6 Urutan Total
Definisi 5
Urutan parsial " < " pada himpunan P disebut urutan total pada P jika
setiap dua elemen dalam P komparabel.
Teorema 3
Jika (S,+) semigrup komutatif idempotent maka relasi “<” yang
didefinisikan pada S dengan x <y < x +y =y merupakan urutan
parsial pada S.
Bukti:
Ambil sembarang x,y,z € S.
1) Karena belaku sifat idempotent maka x + x = x & x < x.
2) Jika x < y dan y < x, maka x +y =y dan y + x = x. Karena berlaku sifat

komutatif maka x = y.
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3)Jikax < ydany<z,makax+y=ydany +z =z

Jadi, berdasarkan hasil pembuktian pada bagian 1), 2), dan 3), diperoleh bahwa
relasi “<” yang didefinisikan pada S dengan x <y & x + y =y merupakan
urutan parsial pada S.

Operasi + dan X dikatakan konsisten terhadap urutan “<” dalam S jika
dan hanya jika x <y, makax+z<y+zdanxXz<y X zVx,y,z € S. Pada
semiring idempotent (S, +,X) operasi + dan X konsisten terhadap urutan < dalam
S.

(Rudhito, 2003:16)
2.7 Pemetaan Residuated

Pada R,.xs dapat digunakan suatu relasi urutan <, yaitu a <bh &
a®b = b. Sehingga (R ks » <) merupakan poset (himpunan terurut parsial).
Definisi 6

Suatu pemetaan f pada himpunan terurut parsial dikatakan isoton jika

xsy=f(x)<f)
Contoh:

fiRmaks — Rmaks dengan f(x) = x®5 merupakan pemetaan isoton,

yaitu untuk setiap x,y € Rpaxs berlaku x <y = f(x) =x®5=x+

5Sy+5=y®5=f(y).

Definisi 7
Suatu pemetaan isoton f:D — E dengan D dan E masing-masing

himpunan terurut parsial dikatakan pemetaan residuated jika untuk
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Vb € E, maka {x|f(x) < b} mempunyai elemen maksimal, dinotasikan

dengan f#(b). Pemetaan isoton f#: E — D disebut residual dari f.

Pada contoh di atas, f merupakan pemetaan residuated. Sebab untuk
setiap y € Rppaks » {x|f(x) = x®5 < y} mempunyai elemen maksimal, yaitu
x=f'") =y-5.

Hubungan antara f dan f* seperti yang dibahas dalam Baccelli, et.al (2001)
adalah sebagai berikut:

foff<st (®

NN T
Selanjutnya residual dari f#(b) digunakan untuk menentukan ada tidaknya solusi
dari persamaan f(x) = b, dinyatakan dalam teorema sebagai berikut:
Teorema 4

Jika f:D — E pemetaan residuated, maka persamaan f(x)=»b
mempunyai solusi jika dan hanya jika f(f#(b)) ="h.

Bukti:

(<)

Diketahui f(f#(b)) = b, maka persamaan f(x) = b mempunyai solusi, yaitu

x = f*(b)

>)

Diketahui f(x) = b mempunyai solusi, misalkan x;. Diperoleh f(x;) = b.

Karena f#(b) adalah elemen maksimal dalam {x|f(x) < b}, maka
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x; < f*(b). Karena f isoton maka f(xl)sf(f#(b)), menurut  (*)

f(f*(®)) < b, akibatnya b = f(x;) < ff*(b) < b, yaitu f(f#(b)) = b.
(Musthofa, 2011:3)
2.8 Aljabar Max-plus
Aljbar max-plus adalah himpunan (R U {—o0},®,®), dengan R
himpunan semua bilangan real yang dilengkapi dengan operasi maksimum (&)
dan operasi penjumlahan ().
a@b:=maks(a,b)dana®@ b:=a+b
Selanjutnya (R U {—o0},®,®) dinotasikan dengan R,ks dan {—oo}
dinotasikan dengan . Elemen ¢ merupakan elemen netral terhadap operasi @ dan
0 merupakan elemen identitas terhadap operasi ®. Struktur aljabar dari R,k
adalah semifield, yaitu:
1. (R U {—}, ®) merupakan semigrup komutatif dengan elemen netral
{—o0}
2. (R U {—o0},®) merupakan grup komutatif dengan elemen identitas 0
3. Operator @ dan ® bersifat distributif
4. Elemen netral bersifat menyerap terhadap operasi ®, yaitu Va €
Rpyaks £E®a = a®e = ¢
(Musthofa, 2011:2)

Contoh:
7@ 4=maks (7,4)=17,

7@ £ =maks (7, —0) =7,
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TQe=7+(—0)=-0=c¢,
e @ 4 =maks (0, 4) =4,

T®4=T+4=11

Tabel 2.1 Notasi Rmaks dan Notasi Konvensional

Notasi Rmaks Notasi Konvensional Hasil
47 maks(4, 7) 7
102®3®4D5 maks(1, 2, 3, 4, 5) 5
4&® 5 4+5 9
4@ ¢ maks(4, —o) 4

t®4 —0+4 —o0

(-5 ® 2 e 5 8

e® 5 0+5 5

302=20°=3R3=202®2| 3x2=2x3=3+3=2+2+2 6

e®” = 2&° 0x2 = 2x0 0
4R NI4T (4+7)—maks(4, 7) 4
(2 @ 3)® =20° P 3®° 3xmaks(2, 3) = maks(3x2, 3x3) | 9
8le 8-0 8
e/5 0-5 -5
V14 1412 7
V25 25/5 5

(Baccelli, 2001:103)
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2.9 Matriks atas Ryaks

Dalam aljabar linier, jika F suatu field, maka dapat dibentuk suatu
matriks berukuran m X n dengan entri-entrinya anggota F. Hal yang serupa dapat
dikerjakan pada R, ,ks, Yaitu dapat dibentuk matriks A berukuran m X n dengan
entri-entrinya anggota R, axs-

Operasi @ dan ® pada matriks atas aljabar max-plus didefinisikan
sebagai berikut:

1. (A ®B);; = Ay ®By;

2. (A ®B);; = $(Ai ®By))
Contoh:

=y &

JikaA=[_12 g]danBz[1 _3

], maka

2]@[—2 7]_ 1e(-2) 20(7)]_11 7

1
A@B‘[_z 1 =315 20 3@(=3)"l1 3

] dan

aen =7, 3lo[7"

{1+(2))ez+1} {1+73@{2+(=3)}]_3 8]

W [{—2 +(-2)}®83+1} {-2+7}®{(3+(-3)}] [4 5

Jika (Rpaks)™™ menyatakan himpunan semua matriks dengan entri-

entrinya anggota Rmaks, Maka matriks E dengan (£);; = {‘;j;,’jg f:j dan matriks &
dengan (g);; =&,V i,j berturut-turut merupakan matriks identitas dan matriks
nol. Jadi,

(1) (EQA) = (AQE) = A untuk setiap A € (Rpaks)™™;

(2) (e®A) = (AP¢e) = A, untuk setiap 4 € (Rpaxs)™ ™.
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Perlu diperhatikan bahwa (R ,.1s)™*™ bukan merupakan semifield, tetapi
merupakan semiring, sebab terhadap operasi ®(Rpaxs)™ ™ tidak komutatif dan
setiap A € (R ,.1s)™ ™ mempunyai invers.

(Musthofa, 2011:3)
2.10 SolusiAx=b

Suatu subsolusi dari Ax = b adalah x yang memenuhi Ax < b, sistem
linear untuk memperoleh hasil yang umum dari persamaan Ax = b. Dimana
pasangan berurutan pada vektor didefinisikan dengan x < y jikax @ y = y.

Jika A € (Rpaks )™ ™ dan x € R]} s » Maka

Ax = A QR x
a1 4pp Ain X11
_ A, 04z a?n Q X21
anl anZ ann xnl
a1 4pr Ain X1
N
anq An2 Ann Xn
[a11(x1) D a2(x3) D ... D ag,(xy)
— az1(x1) @ az2(x2) @ ... ® azn(xy)
Ldn1 (xl) D An2 (xz) D..b ann(xn)

alj(xj) n

Dibentuk suatu f;(x;) = 2;(%) | sehingga Ax = @ fi(x;)
......... =1
anj(x]) J

Untuk setiap j, jika xj, < xj = fj(xjn) < fi(xjx). Berarti bahwa A
merupakan pemetaan isoton. Dengan kata lain, A dapat dikatakan sebagai

pemetaan residuated dari R]..s ke Rl.ks - Sehingga {x|Ax < b} mempunyai
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elemen maksimal yang dinotasikan dengan A#(b). Jadi persamaan Ax = b
mempunyai penyelesaian, yaitu x = A*(b).
Misalkan persamaan Ax = b mempunyai solusi x;, maka ada subsolusi

terbesar dari Ax = b,

J

S 10(4; ® %) < bi,Vi}
J]

> eja(Aij +x) < bi,Vi}

& {x; < b, — A, Vi, j}

S {xj < miin(bi H Aij) ,Vj}

e {—xj- > mailks(—bl- + 4;)) ,Vj}
Diperoleh —x; = maks;(—b; ® A;;) merupakan subsolusi dari persamaan
Ax = b atau ditulis - x; = maks; ((45)° ® (~by) ).

(Baccelli, 2001:110)

Contoh:

1. Diberikan [i g] [ﬁﬂ - [?]

—X]' = malkS(—bl ® AU)

o -

=[-40-3 -36-2]
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- = maks ((4)" ® (1))
=[5 &[5

[—4 D —3
-3 D -2

=
=7

Jadi diperoleh x; = [;] dapat dibuktikan
1B <71= G <)

. Diberikan [g ﬂ [2] = [;]

—x; = mel;ks(—bl- QA;) =[-7 -7] [g 41}

=[-2-5 -66 -3]
s o

=ma(Gt 0 () = L]

—-2@® -5 —2
=61BI=3 —

Jadi diperoleh x; = [3] dapat dibuktikan

2 2l =L@l =)

OF MAULANA MALIK IBRAHIM STATE ISLAMIC UNIVERSITY OF MALANG



BAB Il1

PEMBAHASAN

Dalam bab ini akan dibahas mengenai invers tergeneralisasi dan invers
matriks pada aljabar maks-plus. Adapun langkah-langkah pembahasannya sebagai
berikut:

1. Diberikan suatu matriks A € (Ryaks ) ™™

2. Mencari matriks X* sebagai invers tergeneralisasi dari matriks A pada

aljabar max-plus.

3. Dari matriks X* yang terbentuk, kemudian ditunjukkan

AR X* QA= A.

4. Menjelaskan hubungan invers tergeneralisasi dan invers matriks pada
. L i - ™ N [Dh
aljabar max-plus dengan diberikan matriks [C d]'

5. Memberi contoh matriks yang mempunyai invers tergeneralisasi.

Dalam penelitian ini matriks A merupakan anggota ((Rpaxs )™*"D,Q)
yang elemen-elemennya adalah anggota R,k .- Hal ini akan disajikan sebagai
berikut:

3.1 Invers Tergeneralisasi Matriks pada Aljabar Max-plus

Menurut Musthofa (2011), salah satu tujuan mencari invers tergeneralisasi

adalah untuk menentukan solusi sistem persamaan linear

AXB = C. Suatu matriks A € (Rpaks )™™ mempunyai invers tergeneralisasi matriks

35
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X € (Rpaks )™ jika  AXA = A. Sehingga dapat dikatakan bahwa invers
tergeneralisasi merupakan subsolusi terbesar dari persamaan
AR X ® A=A Untuk menentukan matriks X sebagai invers tergeneralisasi dari
persamaan A @ X @ A diperlukan langkah sebagai berikut:

1. Membawa persamaan A @ X @ A = A ke bentuk Ax = b.

2. Menentukan matriks X.

3. Membuktikan matriks X merupakan invers tergeneralisasi, yaitu dengan

subtitusi pada persamaan A @ X Q A = A.

Pada penelitian ini penulis memberikan matriks
A € ((Rpaks )™, D,®) yang mana elemen-elemen dari matriks A merupakan
anggota Rpaks - Untuk menentukan matriks X, maka untuk elemen ke-ij dengan
1<ij<npadad® X Q A adalah

S Ay Q Xjq ® Aj = Ajj 1<k<n,1<l<n
n
®Alk® EBXkl®Al]:AL] 1<k<n
1 =,
n n
e D A4 D X ®A;=A4;
k=1 =1
n n
& @ O (Au®Xu®A;)=A4;
k=1l=1
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n n
< D @D (Aik ®Xkl®Alj) = 4;
k=1lU=1

Sehingga diperoleh EnB Gn9 fij Xk) = Ajj (3.13)
i=1=1

Selanjutnya mencari invers tergeneralisasi seperti penyelesaian persamaan

A @ x = b pada aljabar max-plus. Dalam aljabar max-plus penulisan invers dari

matriks A dilambangkan dengan A® 1 maka persamaan

AR X ® A = Adibawa ke bentuk A @ x = b, yaitu:

S A Q@ Xy ® Ajj = Ayj

S A ®Xu @ Ay @ AT = Ay ® AT

S A @ X @ E = Ajj — Ay

Jika dimisalkan b = A;; — A,;, maka dapat ditulis:

S A @ Xy =Db

AR A @ X, =A2"Q®b

SEQXy=—4p @b

S Xy =—A @b

Kemudian dicari b sebagai berikut:

a11 alz a12 alj
azq a22 a22 e Qg
b . .
alz

a1 alz
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bll b12 e bln
©b= bfl bfz > bf" , dengan
bni bpz .. bpy

b,y = mm(an — Q11,092 —
by, = min(a11 — Q12,092 —

bin = min(a11 — Q95,12 —

A 1 5 ummn alj ] all)
azz; amm alj - alz)

azj; ...;alj — alj)

b21 = mln(a21 - all; azz - a21; ,azj =1 all)

by, = min(a21 — Qq3; 033 —

bZTl = min(a21 - alj; Ayy —

QAz2; 5 Agj — alz)

azj; ...;azj — alj)

bn1 = min(al-l — Q11,2 — Azq; 5 A4 — au)

b,, = mm(ai1 — 2} Qjz — A2} w5 Gjj — alz)

bnn = mln(ail — alj; aAi; — azj; ...;aij - alj)

Bentuk umum dari masing-masing elemen ditulis:

min(alj = au) min(alj = alz) min(alj = alj)
o4 ¥ min(azj = au) min(azj = azz) min(azj = alj)
min(aij = all) min(aij = alz) min(aij = alj)

Dari hasil b diperoleh persamaan umum untuk masing-masing baris dan kolom, yaitu

bin bany ooy by dan by, by, ...

pencarian X,,; di bawah ini.

@Xkl = _Aik ®b

, b Kemudian, digunakan untuk menyederhanakan



A1 Q22 A2k b,y by, by,
{—1 Xkl = — . ® . .
i1 Q2 Aik bnl an bnn
'—a11 _a12 _alk bll b12 blTl
—Qz1 —Qzz .. —Ay b b .. b
SXa=| : : | Ny o
| —Qi1 —Qiz . Qg DY N,
-xll xlz s xll
X21  X22 X21
S X =1 : . |, dengan
[ Xk1 Xg2 o X

X1p = min(—ayq + byg; —ayp + byy, oo; —Aqx + bpy)
X1, = min(—ay; + byy; —aq3 + byy; ... —aqx + byy)
Xq; = min(—ay; + by —aq5 + byy; . —Qqx + bpy)
Xp1 = min(—ay; + byq1; —Azz + byg; .o; —Azx + bpy)
X2 = min(—ay; + byz; —az; + byy;..; —Ay + by)
Xy = min(—a,; + byp; —Azy + bop; s —Qop + bpy)
X1 = min(—a;; + byq; —aj, + byq; ... —Qi + byq)
Xy = min(—a;; + byy; —ajp + byy; ... —Ay + byy)
X = min(—a;; + by, —Qiz + ban; oo} — Qi + bpyn)
Bentuk umum dari masing-masing elemen ditulis:

min(—ay + byy) min(—aq, + byz) ... min(—aq + byy)
_|min(—ay, + by;) min(—ay, + by,) ... min(—ay, + byy)
S Xy = : : . :

min(—a;, + by1) min(—a;; + byz) ... min(—a; + byy)
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Dari hasil X;,; diperoleh persamaan umum untuk masing-masing baris dan kolom,
yaitu X1p, X2, «vy Xppn dan x,1, X, .., Xnn . Kemudian, digunakan untuk menjabarkan
elemen umum X,,; di bawabh ini.
X1; = min(—aq;q + byy; —a13 + bop; s —A1x + bpy)
= min(—a11 + min(alj = alj) ;—Qqp T+ min(azj —~ alj) G — Qi T
min(aij = alj))
= min(min(—a11 +a,; — alj) ; min(—a12 +a,; — alj) e ) min(—alk +
ai; — a;))
= min ((—a11 +a,; — alj); (—a12 + az; — alj); o (—alk +a;; — alj))
Xp; = min(—a,; + bypn; —ayy + by ...; —Gop + bpy)
= min(—a21 + min(alj = alj) ; —0Qpp t+ min(azj = alj) ;e —Qop t
min(aij — alj))
= min(min(—a21 +a; — alj);min(—azz +a; — alj) ; ...;min(—azk +
ai; — a;))
= min ((—a21 +aq; — alj); (—azz +az; — alj); e (—aZk + a;; — alj))
X1 = min(—a;; + byq; — Az + bag; s =i + byq)
= min(—ai1 + min(alj - all) ;—Qjpp t+ min(azj - all); vy — Qi t
min(ai]- - az1))
= min(min(—ai1 +aq; — az1) ; min(—aiz +a; — all); v min(—aik +a;; —

a))
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= min ((—au +ay;—an);(—an +az —ap); - (—aw + a;j — az1))
Xz = min(—ay; + byy; —ajy + byy; s —Qig + bya)
= min(—ail + min(alj - alz) ;—Qip t+ min(azj - alz); vy — Qi+
min(aij - alz))
= min(min(—ail +aq; — alz);min(—aiz +ay; — alz) : ...;min(—aik +a; —
a;;))
= min ((—au +aq; — alz); (—aiz +az; — alz); 2 ; (—aik +a;; — alz))
Xgy = min(—a;; + byy; —aip + byps oo; — Qi + byy)
= min(—ay + min(a,; — a;;); —ai, + min(ay; — ;) ; ; —ag +
min(aij H alj))
= min(min(—ai1 +aq; — alj);min(—aiz +a; — alj) ; ...;min(—aik +a;; —
a;))
= min ((—al-1 +aq; — alj); (—al-z +a; — alj); e (—aik +a;; — alj))
Bentuk umum dari masing-masing elemen ditulis:
Xy = min(—aqx + a;; — a;)
Xop = min(—aZk +a;; — alj)
Xp1 = min(—aik +a;; — all)
Xz = min(—ay + a;; — a;3)

Xpp = min(—aik +a;; — alj)
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Selanjutnya, matriks X,; berdasarkan persamaan umum masing-masing baris dan

kolom ditulis:
X11 X1 min(—alk +a;; — alj)
Xy = X1 Xo2 min(—azk +a;; — alj)
lmin(—aik +a;; — all) min(—aik +a;; — azz) min(—aik +a;; — alj)J
xll x12 e xll
. . X21 X222 . X2 . .
Dengan diketahui X;; = | S , sehingga didapatkan
Xk1 X2 e X1
xll xlz e xll
X % P ¢
£, :21 ?2 : :21
XK1  Xk2 e Xpg1
[min(—alk T a;j — all) min(—alk U a;j — alz) min(—alk iz a;;j — alj)]
3 min(—aZk +a;; — au) min(—a2k A0 alz) min(—aZk +a;j — alj)
min(—aik T au) min(—aik +a;; — alz) min(—aik +a;; — alj)

Berdasarkan hasil X;; diperoleh persamaan umum pada masing-masing baris dan
kolom secara berurutan yaitu x;;, x,;, Xx; dan xpq, Xi2, Xx;- Jika dilihat, elemen xy;
merupakan persamaan umum baris dan kolom. Oleh karena itu, persamaan umum Xy,

untuk setiap ke-ij ditulis sebagai berikut:

n n
Xjg = min Min (—ay + a; —ay)
i=1=1
n n
S xp, = min min (ai]- —a; — a,j), persamaan x;; disebut juga persamaan umum
i=1=1

matriks X}, karena merumuskan baris dan kolom matriks X,;. Sehingga ditulis:
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Xkl = min min (aij —ap — aik)

i=1=1

Selanjutnya untuk mengetahui X,; merupakan invers tergeneralisasi dari matriks A,

maka harus dibuktikan bahwa matriks X,; memenuhi  persamaan

AR X R A = A, yaitu:

Aix @ Xjq ® Ayj = Ayj

aj;; Q12 ... Ay X11 X712

Q1 Az ... Ak X21 X2
< 8 8 % g ® 8 ¢

a1 Qi ... Qi Xk1  Xk2

Secara umum ditulis menjadi:

maks(a, + xx) maks(a, + xx2)
maks(ay, + xx1) maks(ay, + xi2)

maks(a;, + xx1) maks(a;, + xi2)

X11 a1 Qg2 Ay
X21 1 Az Q|

® E 3 - Al]
XK1 a;;  ap aj

maks(aq, + Xg;)
maks(azy + xx) ®

maks(a;, + Xx;)

Ai; Q12 - Qg
Az1 QAzp - Qgj
: o 9 . = AU
Qi A - Q4
maks(a, + xx1) maks(aqy, + xi3) ... maks(aq, + xp)
. maks(a 06 maks(a x
Misalkan F;, = ( 2k + Xk1) ( 2k + Xi2) : maks(a?k + Xi1) ’
maks(a;, + xi1) maks(ay + xxz) ... maks(a; + xip)
fii fiz - fu 11 Q12 ayj
a a azj
maka f21 fzz : fzz & 7 = A
fu fiz - fu a1 A i
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Secara umum ditulis menjadi:

[maks(f,, +ay) maks(f,, +ap) .. maks(f,, +a;)]

|
o |maks(f, +ay) maks(f, +ap) .. maks(f, + alj)} = 4,
maks(fil + az1) maks(fl.l = alz) maks(fil + alj)
[maks(maks(alk + x;) + a;1) maks(maks(ay, + x) + ap) - maks(maks(ay, + xi0) + a;)
o |mak5(mak5(azk +x1) + an)  maks(maks(az, + %) + aiz) ... maks(maks(ay, + x) + az;‘)| —A.
. : 15}
lmaks(maks(a;k + x) + ajq) maks(maks(a;k +x) + ap) . maks(maks(ay + x,) + alj)
[maks(ayy, + xig + a;) maks(ag + xxp + ag) - maks(ag, + xp + ;)]
y |mak5(a2k + xp +ay) maks(aze + xp +ap) . maks(aZk + X + al}-)| = Ay
lmaks(aik + X +a;) maks(ag + X +ap) . maks(ag + X + al}-)
P11 P12 - Dij
P21 P22 - DP2j
e |7 T U Y| = 4y, dengan
Pii Piz - Dij

P11 = maks(alk 4 min(—aik +a;;— alj) - az1)

= maks min(alk —ay +a;—a;+ au)
= (a1 — age + ai; — a5 + apy)

=(a, —aqp + a11 —ayy + a;1) untuk i = 1,j=1

= dqq



P12 = maks(ay, + min(—ay + a;; — a;;) + a;)

= maks min(ay, — ag + a;; — ajj + ag)
= (@ — ay + ai; — ay; + app)

= (a1 — a1 + a1z — a;z + ag)

= 0412

P1j = maks(ay, + min(—ay, + a;j — alj) + al]-)

= maks min(alk — Qi ta;; —ag; + alj)
= (ay —aw + ajj —a; + al}')

= (@ — agx + ay; — ayj + ayy)

= Qqj

Pa1 = maks(aZk + min(—aik +a;; — al]-) + au)

= maks min(aZk —ay +a;; —a;;+ az1)
= (agk — ape + ai; — ay; + ay1)
= (azk — azx + az1 —ap +ay)

=04z
Doz = maks(aZk + min(—aik +a;; — a,j) + alz)

= maks min(a2k —ayta;—a;+ alz)

= (aZk —Qyta;;—a;+ alz)

untuki =1,j =2

untuki =1,j =j

untuki =2,j =1
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= (azk — A + a2 — iz + agp)
= dazy

p2j = maks(aZk + min(—aik + a;j — alj) + al]-)

= maks min(aZk —ay ta;—a;+ alj)
= (aZk — Qg + al-j T alj el alj)
= (a2k — Ay i azj ~ alj ar alj)

pin = maks(ay + min(—ay + a;; — ajj) + ap)

= maks min(aik —a ta;;—a;+ az1)
= (ap — @y + a;j — ajj + ay)

= (@ — ay + a —ap +ay)

=ajp

piz = maks(ay + min(—ay + a;; — ajj) + ai)

= maks min(ay — ay + a;j — ai; + a;2)
= (au — age + ai; — ay; +ap)
= (aik — Qix + iz — Az + ag2)

= a;;

untuki = 2,j =2

untuk i = 2,j =j

untuki =1i,j =1

untuki =1i,j =2
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pij = maks(ay + min(—ay, + a;; — a;;) + a;;)

= maks min(ay — ay + a;j — aij + a;;)

= (ay — ag + a;; — ag; + az)

untuki =i,j =j

Berdasarkan hasil di atas, bahwa X;; dapat memenuhi persamaan A @ X @ A = A.

Dilihat dari pesamaan (3.1a), seperti pada penyelesaian A @ x = b maka untuk setiap

k1, jika (Xi)1 < (Xi)2 = fij(Xk)1) < fij ((Xk1)2). Berarti bahwa f;; merupakan

pemetaan isoton. Jadi f;; merupakan pemetaan residuated, dengan kata lain f;; dapat

dikatakan sebagai pemetaan residuated dari (Rpaxs )™ ke (Rpaks )™™. Sehingga

{Xw|fij (X)) < A;;} dan mengakibatkan,

S Ay Q Xiq ® Ajj < Ay

[P11
P21

| Di1

(P11
P21

| Di1

P12
P22

Pi2
P12
P22

Pi2

P17

D2j

P17

D2j

bij |

bij |

IA

]

a
azy

a1

a2 Qaqj
az; azj
Qi aij

Maksudnya, X;; merupakan subsolusi terbesar memenuhi A ® X ® A = A. Secara

sederhana dimisalkan persamaan f;;(Xy;) mempunyai solusi X, maka ada subsolusi

terbesar dari f;; (Xx,),



@ =

, D fijXw) < Aij}

fijX) < Ajj & {
1j=1

< A”}

n
<:>{ e (Aik ®Xkl®Alj) SAU}
o=y B = 1

n
D (A ® Xy ® 4y))

& (A ® Xy ® A ® Ajf* < Aij ® A, Vi,j}
= {Aik ®Xkl RE < AU _Al]}
=1 =1
o {4 @ Ay ® Xiy < Ayl ® Aij — Ay}
S {E® Xiy < —Ay ® Ay; — Ay}

= {Xkl < _Aik + AU F Al]}
(=4 {Xkl < Hil,ijn(_aik + a;j — alj)}

= {Xkl < I’I;l"lln (aij = (aik aF al]))}
n 1
(=1 Xkl < min min (ai]- — (aik P alj))

i=1\j=1

n

n
Diperoleh X}, = min {’min a;j — (ay + a,j)} merupakan subsolusi terbesar dari

i=1y =

persamaan f;; (Xx).
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Contoh:

Misal diberikan matriks B = [421 (?;] akan ditentukan invers tergeneralisasinya

# #

X X

X#* = l L }f], maka;
X21  X22

2 2

xfl = min {mm bL'j - (bik aF bl])}
= 1l

= min{(byq — b1y — by1); (b1 — b1y — b12); (ba1 — byy — b11); (baz — byy — by3)}

= min{(—by); (bzz — by — b12)}

min{(—2); (0 — 4 — 3)}

= min{—2; -7}
= -7
2 2
xt, = min y min by; — (by + by;)
i=1l=1
= min{(b1q — b11 — b21); (b12 — b11 — b2); (byy — bag — bay); (b — bay — byz)}
= min{(—b;1); (b12 — b1y — ba2)}
= min{(—4); 3—2—-0)}
= min{—4; 1}
=—-4
2 2
x31 = min { min b;; — (by + by;)
i=1=1

= min{(b11 — b1z — b11); (b12 — b1z — b12); (ba1 — by — by11); (baz — by — by2)}



= min{(—bs5); (bp1 — bap — b11)}
= min{(-3); (4 — 0—2)}
= min{—3; 4}
=3
2 (2

x¥, = min { min b;; — (by, + by;)
i=1y=1
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= min{(by1 — b1z — b21); (b12 — b1z — b22); (b1 — baa — ba1); (b2 — byy — by2)}

= min{(by; — b1, — by1); (=bz5)
= min{(2 — 3 — 4); (0)}

= min{—5; 0}

=5

& 24

Sehingga diperoleh subsolusi X* = [_3 _s

B® X* ® B = B, yaitu:
BexH®B=([; (3)]®[:§ el g

(2+(7)B(B+(3) 2+-D)®(B+(-5)
(4+CD)B(0+(-3) (A+(D)®(0+(-5))

| Se= vesleh o

=15 Jlel

[(0+2)D(-2+4) (0+3)P(—2+0)
(-3+2)P(O0+4) (-3+3)6P((0+0)

], selanjutnya dapat dicek apakah

®l;
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[2®2 3d-2 _[2 3
“l-1e4 -3®0] 4 0

2 3] —7 —41 12 3
sewren =, J|o( Z:el; i)

_[2 3-®[(—7+2)69(—4+4) (=7+3)D (—4+0)

4 0l [(=34+2)®(=5+4) (-3+3)P (=5+0)

2 3] 0 —4

~la 0.®[—1 0]

- (2+0D(B+(-1) 2+(-9)Dd B+ 0)]
(4+0D(0+(-1) (4+(-4)D(0+0)

Maka terbukti B ® X* ® B = B, sehingga matriks B mempunyai invers

tergeneralisasi atau subsolusi terbesar yaitu matriks [_Z :4]

3.2 Hubungan Invers Tergeneralisasi dengan Invers Matriks

Suatu matriks A,, mempunyai invers jika ada matriks A™! sehingga
berlaku hubungan AA~t = A=1A = I. Matriks A~ disebut invers dari matriks A (atau
sebaliknya) dan I suatu identitas matriks (Anggaraini, 2006:58). Dalam aljabar max-
plus penulisan invers dari matriks A dilambangkan dengan A®~*. Selanjutnya untuk
mengetahui hubungan antara invers tergeneralisasi dengan invers matriks, penulis

menunjukkan ARXRA=A sedemikian hingga
A QX =X ® A dan mencari matriks X jika diberikan matriks A = [Ccl Z] yaitu:

Aik Q@ Xjy = Xjq & Ay



Ay ® Xy =

Ay Q Xy =

(11 Q12 Ay X11  X12
a1 4y azk Q X21  X22
| Qi1 Qj2 Ak Xk1  Xk2

(A ® Xk)11 (A ® Xp)12
(Aix ®.Xkl)21 (Aix ® Xk1)22

(A & Xii)11
(Aire @ Xyi)12
(A @ X1
(Aire @ Xi1)21
(A @ Xii)22
(A @ Xir)21
(A @ Xi)in

(A @ X1 iz

L (A @ Xi)in (A ® Xi)iz

X11
X21

Xki

(Aix @ X1
(Aik ® Xk) 21

(A @ Xi1)ur

= makS(all + X11, Q12 + X215 -5 A1k + xkl)

= makS(all + X12;, A12 + X2, 5 A1k P xkz)

= maks(a;; + X155 a2 + X5 -

Ay + X))

= maks(a,; + X11; Az + X215 oo Aop + Xk1)

= makS(a21 + X12; A3 + X2, 5 Aok + xkz)

= maks(a,; + xq3; Ayy + X315 s Ao + Xie1)
= maks(ail + X115 A2 + X215 5 Ajg + xkl)
= maks(ail + X112, Ajz + X225 w5 Ajk + xkz)

(Aix @ Xy = maks(a;; + X455 Aip + Xpp5 o0 Qg + X))

Bentuk umum dari masing-masing elemen ditulis:

S A Q Xy =

Sedangkan,

S Xy Q Ay =

A T+ X1 A + X2 A1 + Xy
Az + X1 Qi + X2 Azk + Xy
Aig T X1 Qi + Xpe2 i T Xy
X111 X12 X11 a;; Qg Ak
X21 X22 X21 Q a1 Ay Az
Xk1  Xk2 Xkl a;; Qj ik

, dengan
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(Xkl ® Aik)ll (Xkl ® Aik)lZ (Xkl ® Aik)ln
P Xkl ® Aik — (Xkl ®:Aik)21 (Xkl ®:Aik)22 (Xkl ®:Aik)2n ’ dengan
(Xkl ® Aik)nl (Xkl ® Aik)nZ (Xkl ® Aik)nn

(Xit ® Aik)11 = maks(xqq + aqq; X412 + o155 Xqy + Agg)
(Xit ® Aik)12 = maks(xq1 + @q2; X1z + Qg5 oo X1y + Agy)
(Xt @ Air)1n = maks(xyy + ayp; X1z + Agps 5 X1 + Q)
(Xt @ Air)21 = maks(xzy + ay15 %55 + Ag15 5 X1 + Agg)
(Xt @ Air)2z = maks(xzy + ay25 %05 + Qo255 X1 + Agg)
(Xt @ Air)2n = maks(xzq + Q1x; Xo2 + Ao w5 X1 + Qi)
(Xit ® Aigdn1 = maks(xyy + Q145 X2 + Ao 5 Xjr + Q)
(Xt @ Air)nz = maks(xyy + A12; Xz + Q25 o5 X + Qi)
(Xt @ Aigdnn = maks(xyy + Ay Xiz + Qg o5 X + Aige)

Bentuk umum dari masing-masing elemen ditulis:

X11 + A1 Xq1 + A1k - Xq1 + Aik

X371 + Az  Xo1 + Ak oo A BY) + Aik
S X @ Ay = : : :

XK1 + Aik Xkl + Aix e Xgg + Aik

Berdasarkan hasil di atas masing-masing diperoleh suatu bentuk umum yaitu:
Air ® Xj = maks(ay; + xq55 Qjp + Xop5 -5 Qi + Xpe1)
X @ Aie = maks(Xpy + Qyp; Xk + Gog; s X + Qige)
Karena X); merupakan subsolusi terbesar, maka untuk penyelesaian

AQ® X Q® A= A memungkinkan tidak tunggal. Oleh karena itu, ketika a;;, + x;; dan
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Xp + a;; memberikan nilai maksimal yang sama, maka dapat mengakibatkan

A + X3 = X + a;. Sehingga memungkinkan terjadi A;; @ Xy = X @ Ak

Jika diberikan matriks A = [Ccl Z] akan ditentukan invers tergeneralisasinya

# xt xt  har
Xt =1, . | sebagai berikut:
X21  X22

2 2
Xt = min {min oy~ (@ + alj)}
=1L
= min{(a;; — a1 — ay1); (@12 — ay1 — a42); (@21 — Az1 — a11); (@22 — Az — ag2)}
=min{(a—a—a);(b—a—->b);(c—c—a);(d—c—Db)}
= min{—a; —a; —a;d — c — b}
= min{(—a); (d — c — b)}
2 2
X{; = min { min a;; — (ay + a;;)
PRl
=min{(a;; — ay1 — az1); (@12 — a11 — Az3); (A1 — A1 — Az1); (Az2 — Az1 — Az2)}
=min{(a—a—-c¢);(b—a—-d);(c—c—c);(d—c—d)}
= min{—c;b —a — d; —c; —c}
= min{(—c); (b — a — d)}
2 2
X3 = min { min a;; — (ay + a;;)
i=1(=1
= min{(a;; — aj; — a11); (@12 — A12 — A12); (A1 — Az — a11); (A2 — Az — Ag2)}
=min{(a—b—a);(b—b—->b);(c—d—a);(d—d—D>b)}

= min{—b; —b;c — d — a; —b}
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= min{(=b); (c —d — a)}

2 2
X}, = min { min a;; — (ay + a;;)
i=1l=1

= min{(a;; — a1z — az1); (@12 — Quz — A22); (@1 — App — Gz1); (Apz — Gzp — 22)}
=min{f(a—b—-c);(b—b—-d);(c—d—c);(d—d—d)}
={a—b—-c;—d;—d; —d}

= min{(—d); (a — b — ¢)}

min{(—a); (d —c¢—b)} min{(=c); (b —a—d)}

Diperoleh X* = min{(—b); (c —d —a)} min{(—d); (a — b — c)}

], maka dengan

Ny

diberikan matriks B = [421 (3)] dan C = [1 )

] akan ditunjukkan X* sebagai berikut:

x# = min{(—a); (d —c—»b)} min{(—c);(b—a —d)}
5 Imin{(=b); (c —d — @)} min{(—d); (a —b —¢)}

min{(=2); (0 —4—3)} min{(=4);(3 -2 - 0)}
imin{(—3); (4 —0—2)} min{(-0);(2-3—4)}

‘min{(—2); (=7)} min{(—4); (1)}
| min{(=3);(2)} min{(-0); (—5)}
—7 —4

=N (solusi terbesar persamaan B @ X* ® B = B)

¢ _ [min{(=a); (d —c —b)} min{(—c); (b —a—d)}
¢ Imin{(=b); (c —d —a)} min{(=d);(a—b —c)}

min{(—2); (2—1-3)} min{(-1);(3—2—2)}
min{(—3); (1 —-2-2)} min{(-2);(2—-3—-1)}

‘min{(—2); (=2)} min{(-1); (=1)}
imin{(—3); (=3)} min{(-2); (-2)}

—2 -1
-3 =2




menunjukkan C ® X2 ® C = C sebagai berikut:
i 2lells Slell o=k

[((2-2)® (3-3) (2—1)69(3—2)]®[2 3]_ 2 3]
((1-2)d2-3) 1-1)DR2-2) 1 21 11 2

=14

2 3

‘:’:—01 (1)]®E ;:[1 2

@'OEBZ 3693]=E g]

191 262
=[; 2=l

Jadi matriks X2 merupakan solusi terbesar persamaan € @ X* ® € = C.
Kemudian dicek apakah A @ X = X ® A, yaitu:

rori-siersf ol J-[J

3 5 3 —5]@’[42; (3;

@[(2—7)69(3—3) 2-49)&B-5)
4-7®0-3 “G-900-5)

_[(—7+2)€B(—4+4) (-7+3)B (-4+0)
T I(-3+2)BD(-5+4) (-3+3)D(-5+0)

°|Ze= vesl-lae— ce-s

{:’[—03 _02]*&[_01 _04]
coxi-xocet Jol2 3-[F ok ;

@[(2—2)69(3—3) 2-D&B-2)
1-282-3) 1-DS2-2)

_[(—2+2)e9(—1+1) (-2+3)D (-1+2)
T 1(-34+2)B(-2+1) (-3+3)P(-2+2)

56



57

@[OEBO 1@1]_[0@0 11
-1®-1 060 [-16h-1 06O
0 11 [0 1

< [_1 o] N [—1 0
d - b
Selanjutnya mencari A=! = [ ad=be a‘é“’c] dengan diberikan matriks B dan C
_ad—bc ad—bc
seperti di atas, yaitu:
d b
1_|ad—bc  ad-—bc
By & c a
ad —bc ad— bc
0 3
| 2x0)-3Bx4) (2x0)-(3Bx4)|
N 4 2
[ 2x0)—(3x4) (@2x0)-((3x4)
r 0 3
_| -7 =7
4 2
-7 =7
_0 3
L/ 7
4 2
L7 7
=

(o a
ad — bc

d b
ad — bc “ad — bc

~ad — bc

1 2

2 3
=l(2><2)—(3><1) (2x2)-(Bx1)

T (2x2)—-(3x%x1)

2x2)-(3x1)
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[ 2 3
|1 1
1 2
101
-[2
-1 2

Kemudian dicek apakah BB~ = B~1B dan CC~! = C~1C, yaitu:

3
b5t = 515 o [2 ]l ;H; AT
7

7
-O+ . O+12 0+0
e Favl N ) 7
0+0 12+O i 12+O
7 NI
2 o] 2 o o
= — = ) (dlkallkanﬁ)
7
1 0 1 0
=[5 1=l 1

TN | K B Kl

< [3:3 :gii] = [—42_+32 —63_+64]
o | e [

Berdasarkan hasil di atas, bahwa matriks Xj # B~ dan X2 # C~', karena pada
invers tergeneralisasi matriks menggunakan operasi maksimal dan penjumlahan,
sedangkan pada invers matriks mengunakan operasi penjumlahan dan perkalian.

Selain itu, matriks X5 tidak komutatif dengan matriks B dan matriks X} komutatif
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dengan C, sedangkan matriks B~! dan € ! masing-masing komutatif dengan matriks
B dan C.
3.3 Kajian Invers Tergeneralisasi dan Invers Matriks dalam Al-Qur’an

Ketika umat Islam membaca Al-Qur’an, maka pada surat Al-Fatihah akan
dijumpai bahwa manusia terbagi menjadi tiga kelompok, yaitu (1) kelompok yang
mendapat nikmat dari Allah SWT, (2) kelompok yang dilaknat Allah SWT, dan (3)
kelompok yang sesat. Pada surat Al-Bagarah akan dijumpai bahwa manusia tergolong
pada tiga golongan, yaitu (1) golongan orang beriman, (2) golongan orang kafir, dan
(3) golongan orang munafik. Pada surat Al-Wagqi’ah, pada hari kiamat manusia
dikelompokkan menjadi tiga kelompok, yaitu (1) kelompok terdahulu (assabiqunal
awwalun), (2) kelompok kanan, dan kelompok kiri. Kenyataannya dalam hal ini
bahwa Al-Qur’an berbicara mengenai kelompok, golongan, atau kumpulan. Pada
penelitian ini penulis membahas tentang invers tergeneralisasi (solusi terbesar) suatu
fungsi fi;(Xi) = A ® Xiq ® Ay dari (Ripars)™™ ke (Rpars)™ ", dengan
A € (Rpars)™ ™. (Rpmars)™™ merupakan himpunan matriks n X n yang elemen-
elemennya anggota R, qxs-

Kaitan dengan pembahasan ini, Allah SWT berfirman dalam surat Al-Faathir

35 ayat 1:

_ //f P _ 5 £ 3?‘-% - - _ 2 P £’.4/ _ PR 7 ~ ,/9.4
Ealiy o8 amen 1 o S Sl Jo e on N1 eoiaddl bl 4 Al
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Artinya:
“Segala puji bagi Allah Pencipta langit dan bumi, yang menjadikan malaikat sebagai
utusan-utusan (untuk mengurus berbagai macam urusan) yang mempunyai sayap,
masing-masing (ada yang) dua, tiga dan empat. Allah menambahkan pada ciptaan-
Nya apa vang dikehendaki-Nya. Sesungguhnya Allah Maha Kuasa atas segala
sesuatu”

Dalam surat Al-Faathir ayat 1 ini dijelaskan sekelompok, segolongan atau
sekumpulan makhluk yang disebut malaikat. Dan kelompok malaikat tersebut
terdapat kelompok malikat yang mempunyai tiga sayap, tiga sayap atau empat sayap.
Bahkan sangat dimungkinkan terdapat kelompok malaikat yang mempunyai lebih
empat sayap jika Allah SWT menghendaki.

Setelah menjelaskan tentang himpunan, tentunya perlu ada sesuatu yang
dapat digunakan untuk membandingkan anggota suatu himpunan. Membandingkan

atau relasi biasanya dilakukan sepasang elemen dengan aturan tertentu. Mengenai

relasi dijelaskan dalam Al-Qur’an surat Ash-Shaffaat 37 ayat 147:
= NERT Y 3]

Artinya:

“Dan Kami utus dia kepada seratus ribu orang atau lebih”

Pada surat di atas dijelaskan bahwa nabi Yunus diutus kepada umat yang
jumlahnya 100.000 orang atau lebih. Secara matematika, jika umat nabi Yunus
sebanyak x orang, maka x sama dengan 100.000 atau x lebih dari 100.000. Ada dua
relasi dalam QS. Ash-Shaffaat ayat 147, yaitu relasi “sama dengan” dan relasi “lebih
dari”. Relassi “sama dengan” dan “lebih dari” masing-masing ditulis “="dan “>”.

Lebih lanjut, jika a dan b adalah bilangan yang menyatakan jumlah obyek tertentu,
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maka kemungkinan yang akan terjadi adalah a > b, a = b, atau a < b. Symbol
a > b dibaca “a lebih dari b” atau “b kurang dari a”. Pernyataan “a = b atau a > b”
sering ditulis dengan a > b, dan dibaca “a lebih dari atau sama dengan b” atau “b
kurang dari atau sama dengan a”.

Melihat persamaan (3.1a), seperti halnya penyelesaian A ® x = b maka
untuk setiap k,l jika (Xp)1 < (Xe)2 = fij((X)1) < fij((Xr)2). Sehingga fi;
disebut pemetaan isoton, yang mana relasi “=" dan “<” ternyata sudah lama
diperkenalkan dalam Al-Qur’an surat Ash-Shaffaat ayat 147.

Relasi hanya dapat membandingkan antara suatu bilangan dengan bilangan
lain. Jika tidak dapat melakukan suatu aksi pada pasangan bilangan, maka bilangan
dan relasi belum lengkap. Misalkan, penulis menamakan suatu aksi dengan operasi.
Ternyata dalam Al-Qur’an juga dijelaskan tentang operasi dasar hitung seperti
operasi penjumlahan dan operasi pengurangan yang disebutkan pada surat Al-Kahfi

18 ayat 25 dan Al-Ankabuut 29 ayat 14, yaitu:

Q.S. Al-Kahfi 18 ayat 25
P 9 2 -5 A - o A
2 G5l T Bl Euls 1ga s 314805

Artinya:
“Dan mereka tinggal dalam gua mereka tiga ratus tahun dan ditambah Sembilan
tahun (lagi)”.
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Q.S. Al-Ankabuut 29 ayat 14

PR
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élir;[zli?]yz(:asungguhnya Kami telah mengutus Nuh kepada kaumnya, maka ia tinggal di
antara mereka seribu tahun kurang lima puluh tahun. Maka mereka ditimpa banjir
besar, dan mereka adalah orang-orang yang zalim”.

Dalam surat Al-Kahfi ayat 25 dan Al-Ankabuut ayat 14 dijelaskan tentang
konsep bilangan, operasi penjumlahan dan operasi pengurangan. Bahwasanya setiap
muslim perlu memahami tentang bilangan dan operasi bilangan. Bagaimana mungkin
seorang muslim dapat mengetahui bahwa nabi Nuh tinggal dengan kaumnya selama
950 tahun, jika dapat menghitung 1000 — 50. Bagaimana mungkin seorang muslim
dapat mengetahui bahwa Ashabul Kahfi tinggal di dalam gua selama 309 tahun, jika
tidak dapat menghitung 300 +9. Terlihat bahwa Al-Qur’an pertama kali
mengajarkan tentang operasi bilangan sebelum ditemukan operasi @ dan @ yang
digunakan himpunan (R,,,qxs)™*™ dalam penelitian ini ((R,,4xs)™ ™ D,Q).

Disebutkan juga dalam Al-Qur’an surat Al-Anfaal ayat 65, yang

menggambarkan adanya suatu fungsi perbandingan, ayat tersebut berbunyi:
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Artinya:

“Wahai Nabi, kobarkanlah semangat para mukmin untuk berperang. Jika ada dua
puluh orang yang sabar di antaramu, niscaya mereka dapat mengalahkan dua ratus
orang musuh. Dan jika ada seratus orang yang sabar di antaramu, niscaya mereka
akan dapat mengalahkan seribu daripada orang kafir, disebabkan orang-orang kafir
itu kaum yang tidak mengerti’”.

Pada ayat di atas dijelaskan bahwa perbandingan banyaknya orang mukmin

100
yang sabar dengan orang kafir selalu 1: 10, yaitu ﬁ o= 1—0 Seandainya, pada

ayat di atas disebutkan bahwa 20 orang mukmin yang sabar akan mengalahkan 200
orang kafir (1:10), maka akan sulit menyimpulkan berapa yang dapat dikalahkan
oleh 30, 50, atau 100 orang mukmin yang sabar. Ternyata, Al-Qur’an mempertegas
kembali dengan menyatakan bahwa 100 akan mengalahkan 1000 (1:10). Hal ini
menunjukkan bahwa perbandingannya selalu 1: 10.

Jika ada pertanyaan, berapa orang mukmin yang diperlukan untuk
mengalahkan 2000 orang kafir? 3000 orang kafir? Atau 5000 orang kafir? Tentunya,
perlu diingat kembali perbandingan 1:10. Jika x menyatakan banyaknya orang

mukmin yang sabar dan y menyatakan banyaknya orang kafir, akan diperoleh rumus

perbandingan §= 1—10 Karena yang akan ditentukan adalah nilai x, maka diperoleh
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X = 110 y. Terlihat bahwa nilai x tergantung pada nilai y. Secara matematika dapat

dikatakan bahwa x adalah fungsi dalam y atau x = f(y), yang dalam hal ini

fO) =2y,

Diketahui dalam penelitian ini membahas fungsi f;;(Xx;) = Ay @ Xiy ® Ay,
yang mana f;;(Xy;) = A;; dengan matriks X,; memenuhi fungsi f;;(X;). Terlihat
bahwa fungsi f;;(X,;) mempunyai solusi terbesar atau invers tergeneralisasi, jika ada
matriks X,; yang memenuhi persamaan A;, ® X;; ® A;; = A;;. Ternyata, dari
makna tersirat dalam Al-Qur’an juga sudah menjelaskan tentang suatu persamaan.

Dalam keterkaitannya pembahasan invers matriks di atas dengan Islam,

Allah berfirman dalam Al-Qur’an surat An-Najm 53 ayat 43-45:
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Artinya:
“dan bahwasannya Dialah yang menjadikan orang tertawa dan menangis. Dan
bahwasannya Dialah yang mematikan dan menghidupkan. Dan bahwasannya Dialah
yang menciptakan berpasang-pasangan pria dan wanita”.

Seperti yang dijelaskan pada Bab I1, bahwasannya bumi merupakan tempat
mengumpulkan orang-orang hidup di permukaannya dan orang-orang mati dalam
perutnya. Pada dunia ini hidup dan mati merupakan ujian bagi manusia, ada

pertemuan dan perpisahan, ada atas dan bawah, ada laki-laki dan wanita, ada kanan
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dan kiri, ada surga dan neraka, ada yang tertawa dan adapula yang menangis, serta
masih banyak lagi perpaduan yang serupa. Allah menciptakan langit berlapis-lapis
dan semua ciptaan-Nya mempunyai keseimbangan.

Pada ayat di atas disebutkan beberapa himpunan seperti
himpunan A: {tertawa, menangis}
himpunan B: {mati, hidup}
himpunan C: {pria, wanita}.
Masing-masing himpunan memiliki anggota yang saling berlawanan atau
berkebalikan. Tertawa kebalikannya adalah menangis, hidup kebalikannya adalah

mati, dan pria kebalikannya adalah wanita. Kata lain dari invers adalah kebalikan,
misalkan invers 4 adalah -4 (pada operasi penjumlahan), invers 5 adalah % (pada

operasi perkalian) dan lainnya. Sekali lagi, dari makna tersirat dalam Al-Qur’an lebih

awal telah memperkenalkan suatu invers.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Berdasarkan penjelasan pada BAB Il dapat disimpulkan bahwa untuk
menentukan invers tergeneralisasi atau subsolusi terbesar dari matriks
A € (Ryaks )™ dapat dilakukan dengan menentukan matriks X# yang entri ke-ki-

n n
nya adalah X§, = min {/min aij — (@i + a;)t.
i=1y=1

Matriks X7, jika memenuhi A ® X* = X# ® A, maka X* dapat disebut
sebagai invers dari matriks A. X* belum tentu tunggal, karena X* merupakan

subsolusi terbesar sehingga terdiri dari beberapa solusi. Selanjutnya dengan diberikan

a b

matriks A = [C d]’ maka didapatkan invers tergeneralisasi atau subsolusi terbesar

y# = min{(—a); (d —c—b)} min{(—c);(b—a—d)}
~ Imin{(=b); (c —d —a)} min{(-d); (a —b — )}

, yang mana ada beberapa
perbedaan antara X* dan A~!' yaitu matriks X* # A~!, karena pada invers
tergeneralisasi matriks menggunakan operasi maksimal dan penjumlahan, sedangkan
pada invers matriks mengunakan operasi penjumlahan dan perkalian. Selain itu,

matriks X* belum tentu komutatif dengan matriks A dan matriks A~* selalu komutatif

dengan matriks A.

66
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4.2 Saran
Berdasarkan hasil pembahasan di atas bahwasanya matriks X# belum tentu
tungoal. Sehingga dapat dilakukan penelitian selanjutnya tentang syarat suatu matriks

pada aljabar max-plus mempunyai invers tergeneralisasi yang tunggal.
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