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ABSTRAK

Zainuri, Achmad Rifgi. 2014. Operasi Pangkat Terurut Matriks atas Aljabar
Maxplus. Skripsi. Jurusan Matematika. Fakultas Sains dan Teknologi Universitas
Islam Negeri Maulana Malik lbrahim Malang.
Pembimbing: (1) Hairur Rahman, M.Si
(1) Abdul Aziz, M.Si

Kata kunci : Semi-field, Operasi pangkat, Matriks, Aljabar Maxplus.

Aljabar merupakan cabang matematika yang mempelajari struktur hubungan dan
kuantitas. Dalam aljabar terdapat pembahasan atau materi tentang maxplus yang mana
merupakan contoh struktur aljabar yang semi-field komutatif idempoten. Aljabar maxplus
adalah himpunan R ., dengan @ sebagai operasi maximum dan ® sebagai operasi
penjumlahan, dinyatakan dengan (R U {—o0},@®,®). Untuk operasi pangkat terurut
dalam aljabar maxplus dapat didefinisikan setiap x € R4, Yaitu x®" = x®xD ... Ox
dan x®" = x®x® ... ®x. Dalam kajian ini peneliti akan mengkaji operasi pangkat terurut
matriks atas aljabar maxplus.

Metode penelitian yang digunakan dalam penelitian ini adalah studi kepustakaan
dengan tahapan analisa diawali dengan memberikan matriks A berordo 2 X 2,3 X 3,4 X
4,..n X n. Tahapan selanjutnya menetukan operasi pangkat terurut yang di notasikan
dengan A®" dan 4%®", dimulai dari pangkat 2,3,4, ..., n. Maka tahapan terakhir diperoleh
bentuk umum dari operasi maximum yaitu 4®" = 4, dan untuk operasi penjumlahan
diperoleh bentuk umum yaitu A®" = nA.

Perlu diketahui bahwa kajian mengenai operasi pangkat terurut dalam aljabar
maxplus bisa dikatakan baru. Maka dari itu untuk membahas lebih jauh kajian tentang
operasi pangkat terurut pada alajabar maxplus peneliti yang akan meneliti selanjutnya
bisa diterapkan dalam bidang yang lain, seperti halnya kedalam kajian graf.
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ABSTRACT

Zainuri, Achmad Rifgi. 2014. Rank Operation Matriks Ascending of Algebra
Maxplus. Thesis. Department of Mathematics. Faculty of Science and
Technology of the State Islamic Universityof Maulana Malik Ibrahim Malang.
Advisors: |. Hairur Rahman, M.Si

1. Abdul Aziz, M.Si

Keywords : Semi-field, Rank Operations, Matrices, Algebra Maxplus.

Algebra is a branch of mathematics that studies the relationships structure and
quantity. In algebra there is discussion about maxplus which is an example of algebraic
strukture that has an idenpotent commutatif semi-field property. Maxplus algebra is a set
Rynax With @ as maximum operation and @ as the addition operation, expressed by (R U
{-00}, @, ®). An ordered power operation of maxplus algebra for every x € R4, We
can define it as x®" = x@®x® .. ®x and x®" = x@xQ ..®x. In this study the
researcher will examine the ordered power operation of a matrix respect to maxplus
algebra .

The method used in this research is the study of literature with analysis stage
begins by providing a matrix of order 2 X 2,3 X 3,4 X 4,...,n X n. The next step is
determining ordered power operation denoted by A®" and A®", started from 2,3, 4, ..., n.
From the last stage we obtain the general from A®" = A for maximum operation and
A®" = nA for additive operation.

Keep in mind that the observation of the ordered operation in maxplus algebra can
be said as a new topic. For futher reseach on ordered power operation on maxplus
algebra, one can apply the operation onto other field of mathematic such as graph theory.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Alam semesta memuat bentuk-bentuk dan konsep matematika, meskipun
alam semesta tercipta sebelum matematika itu ada. Alam semesta serta segala
isinya diciptakan oleh Allah dengan ukuran-ukuran yang cermat dan teliti, dengan
perhitungan-perhitungan yang mapan, dan dengan rumus-rumus serta persamaan
yang seimbang dan rapi. Sungguh tidak salah jika dinyatakan bahwa Allah adalah
Maha matematis (Abdussakir, 2007). Maka tidak diragukan lagi bahwa Al-Qur’an
merupakan peletak dasar kemajuan ilmu pengetahuan dan teknologi bagi umat

Islam.

Allah berfirman dalam surat Al-Qamar ayat 49 sebagai berikut:

- g A
N
€y

Artinya : “Sesungguhnya Kami menciptakan segala sesuatu menurut ukuran”.

<
— 278 2% d
AN e & || 8 .
N—r% .
= B

1

\e

Selain itu juga terdapat dalam surat Al-Furgan ayat 2:
L g it i JE e e e A av k.
Gl dod 59 o 1y dsn A5 en ¥ s il s Al

z - g3 g-- - g 4 - ’}9.4
- DRt Id CA 7:~ - . d 5
R 20 ARD ¢ (o J= el
e

Artinya : “yang kepunyaan-Nya-lah kerajaan langit dan bumi, dan Dia tidak
mempunyai anak, dan tidak ada sekutu bagi-Nya dalam
kekuasaan(Nya), dan dia telah menciptakan segala sesuatu, dan Dia
menetapkan ukuran-ukurannya dengan serapi-rapinya”.

Semua yang ada di alam ini, ada ukurannya, ada hitungannya, ada

rumusnya atau ada teoremanya. Ahli matematika atau fisika tidak membuat suatu



rumus sedikitpun, tetapi mereka hanya menemukan rumus atau teorema tersebut.
Apabila dalam kehidupan terdapat suatu permasalahan, manusia harus berusaha
untuk menemukan penyelesaiannya atau solusinya.

Dalam menentukan rumus atau teorema perlu adanya pembuktian
kebenaran, apakah rumus atau teorema tersebut benar atau salah. Misalkan rumus
atau teorema tersebut tidak jelas, maka jangan dilakukan atau diikuti. Allah

berfirman dalam surat Al-Israa’ ayat 36 sebagai berikut:
A 2, /a’é 5 A . P ~ g
i&dgsﬂ?ﬂﬂdf.)\jaﬂ‘ }\a.JUCA.MJ Ql /;éqg_ﬂu.w.lu

T"\
\E

Artinya : “Dan janganlah kamu mengikuti apa yang kamu tidak mempunyai pengetahuan
tentangnya. Sesungguhnya pendengaran, penglihatan dan hati, semuanya itu
akan diminta pertanggungan jawabnya”.

Allah juga berfirman dalam surat Al-Bagarah ayat 111 sebagai berikut:

50 s (,.suuf b s 3 Ban OF o ) 35T Jo35 1,063

Artinya : “Dan mereka (Yahudi dan Nasrani) berkata: "Sekali-kali tidak akan masuk
surga kecuali orang-orang (yang beragama) Yahudi atau Nasrani."
Demikian itu (hanya) angan-angan mereka yang kosong belaka. Katakanlah:
"Tunjukkanlah bukti kebenaranmu jika kamu adalah orang yang benar."

Berdasarkan ayat diatas, para ahli kitab, baik Yahudi maupun Nasrani,
mereka menganggap bahwa tidak akan masuk surga terkecuali golongan mereka
sendiri. Untuk menolak dan membatalkan anggapan mereka itu hanyalah angan-
angan yang timbul dari khayalan mereka sendiri, yaitu agar terhindar dari siksa
serta anggapan bahwa yang bukan golongan mereka akan terjerumus ke dalam

siksa dan tidak memperoleh nikmat sedikitpun. Dalam ayat tersebut Allah SWT



seakan—akan meminta bukti kebenaran yang menguatkan anggapan mereka bahwa
mereka dapat mengemukakan bukti-bukti yang benar maka dugaan mereka benar.
Dalam ayat ini terdapat isyarat bahwa suatu pendapat yang tidak didasarkan bukti-
bukti yang benar maka tidak akan diterima.

Aljabar merupakan cabang matematika yang mempelajari struktur,
hubungan dan kuantitas. Untuk mempelajari hal-hal tersebut dalam aljabar
digunakan simbol mempresentasikan bilangan secara umum sebagai sarana
penyederhanaan dan alat bantu memecahkan masalah (Tanti, 2012).

Aljabar maxplus merupakan contoh struktur aljabar yang semi-field
komutatif idempotent (Baccelli, 2001). Aljabar maxplus adalah himpunan
R,ax dengan @ sebagai operasi maksimum dan ® sebagai operasi penjumlahan,
dinyatakan dengan (R U {—o0}, @, ®,) (Musthofa dan Suparwanto, 2011). Dengan
e ¥ —oo merupakan elemen netral terhadap operasi @ dan e & 0 merupakan
elemen identitas terhadap operasi ®.

Sifat-sifat operasi penjumlahan dan perkalian yang berlaku pada himpunan
semua bilangan, baik bilangan asli, bilangan bulat, bilangan rasional, bilangan
real, maupun bilangan kompleks merupakan suatu kajian yang sering dijumpai.
salah satu kajian operasi operasi perkalian dan penjumlahan adalah operasi dasar
aljabar maxplus dengan pendefinisian sebagai berikut:

x@y = max(x,y)
x®y = x + y (Heidergott, 2005).
Operasi pangkat terurut dalam aljabar aljabar maxplus dapat didefinikan

dengan x®" = x@®x® .. ®x dan x®" = x@x® ...®x, untuk setiap x € R,,qy



(Baccelli, 2011). Hal tersebut akan menjadi langkah awal untuk mendapatkan
bentuk umum dari operasi @ pangkat terurut dan operasi @ pangkat terurut atas
aljabar maxplus. Oleh karena itu dalam skripsi ini dikaji “Operasi Pangkat Terurut

Matriks atas Aljabar Maxplus”.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang di atas, maka permasalahan yang dapat di
rumuskan pada penelitian ini adalah bagaimana bentuk umum operasi pangkat

terurut matriks atas aljabar maxplus?.

1.3 Tujuan Penelitian
Sesuai dengan latar belakang dan rumusan masalah yang tertulis di atas,
maka tujuan dari pembahasan skripsi ini yaitu menetukan bentuk umum operasi

pangkat terurut matriks atas aljabar maxplus.

1.4 Batasan Masalah

Penulis akan memberikan batasan masalah yang akan dibahas oleh penulis
yaitu R,x = (RU —00,,®), dengan R himpunan semua bilangan real yang
dilengkapi dengan operasi maxsimum (&) dan operasi penjumlahan (®), serta
RI™™ merupakan himpunan semua matriks berukuran n X n dengan entri-entrinya

elemen R,y -



1.5 Manfaat Penelitian
Hasil penelitian yang berupa pembahasan masalah ini diharapkan dapat
memberikan manfaat:
1. Bagi Penulis
a. Menambah pengetahuan dan keilmuan tentang hal-hal yang berkaitan
aljabar maxplus.
b. Mengembangkan wawasan dan menggali keilmuan yang berada di
dalam aljabar maxplus.
2. Bagi Lembaga
a. Sebagai bahan informasi tentang pembelajaran struktur aljabar,
khususnya pada aljabar maxplus.
b. Sebagai tambahan kepustakaan.
3. Bagi Pembaca
Sebagai bahan informasi baru tentang struktur aljabar untuk dipelajari
sebagai acuan penelitian selanjutnya, operasi pangkat terurut matriks atas

aljabar maxplus.

1.6 Metode Penelitian

Metode penelitian yang digunakan dalam penulisan skripsi ini adalah studi
literatur atau kajian pustaka. Dalam tahap ini dilakukan kajian sumber-sumber
pustaka dengan cara mengumpulkan data-data atau informasi yang berkaitan
dengan permasalahan, mengumpulkan konsep pendukung seperti definisi dan

teorema serta membuktikan teorema-teorema yang diperlukan untuk



menyelesaikan permasalahan, sehingga didapatkan suatu ide mengenai bahan
dasar pengembangan upaya pemecahan masalah.

Adapun langkah-langkah yang akan digunakan pada penulisan skripsi ini
sebagai berikut:

1. Mencari literatur utama yang dijadikan acuan dalam pembahasan ini.
Literatur yang dimaksud adalah buku tentang maxplus Algebra.

2. Mengumpulkan berbagai literatur pendukung, baik yang bersumber dari
buku, jurnal, artikel, internet, dan lainnya yang berhubungan dengan
permasalahan yang akan dibahas dalam penelitian ini.

3. Memahami dan mempelajari konsep himpunan, operasi biner, grup, semi-
grup, ring, semi-ring, field, dan semi-field.

4. Dimulai dari perhitungan operasi @ dan ® pangkat terurut pada aljabar max
plus dengan matriks berordo n X n.

5. Sehingga didapatkan bentuk umum dan teorema.

1.7 Sistematika Penulisan
Untuk mempermudah pemahaman dan tidak menemukan kesulitan dalam
membaca hasil penelitian ini, maka penulisan berdasarkan suatu sistematika yang
secara garis besar dibagi menjadi empat bab, yaitu:
Bab I Pendahuluan
Bab ini berisi tentang latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian,
batasan masalah, manfaat penelitian, metode penelitian, dan sistematik

penulisan.



Bab 11 Kajian Pustaka
Pada bab ini penulis menjelaskan beberapa teori-teori yang berhubungan
dengan penelitian ini, yaitu matriks, semi-grup, semi-ring, semi-field,
diodit (semi-ring idempotent), urutan pada himpunan, urutan total, aljabar
maxplus, operasi pangkat dalam aljabar max plus, dan kajian Al-Qur’an
yang berhubungan dengan matriks dan aljabar maxplus.

Bab I1l Pembahasan
Bab ini berisi tentang operasi pangkat berurut matriks atas aljabar
maxplus.

Bab IV Penutup
Bab ini berisi kesimpulan dari pembahasan hasil penelitian dan saran yang

berkaitan dengan hasil penelitian.



BAB Il

TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Pengertian Matriks
Bentuk yang paling umum dari sebuah matriks adalah susunan bilangan-

bilangan yang berbentuk persegi panjang yang dapat digambarkan sebagai

berikut:
a, a, a,
A — a‘21 a22 a‘2n
anl an2 amn

Bilangan-bilangan a;4, a4,, ..., a,ny, Yang menyusun rangkaian itu disebut elemen
atau unsur dari matriks itu. Indeks pertama dari elemen menunjukkan baris dan
indeks kedua menunjukkan kolom dimana elemen itu berada. Untuk menuliskan
matriks beserta elemen-elemennya dipergunakan tanda kurung siku seperti yang
diperlihatkan di atas, sedangkan huruf yang dicetak kapital (misalnya A) dapat
digunakan juga untuk menyatakan sebuah matriks. Sebuah penyajian lain untuk
sebuah matriks adalah dengan menuliskan elemen umumnya dalam sebuah kurung
siku; maka matriks A dapat juga ditulis [A;;] atau [A] (Gere, dKkk., 1987).

Ordo (atau ukuran) sebuah matriks ditentukan oleh banyaknya baris dan
kolomnya, maka matriks A diatas mempunyai ordo m dan n (biasanya ditulis
m X n). Matriks persegi adalah matriks yang jumlah baris dan kolomnya sama
(m = n) dan dikatakan berordo n. Elemen-elemen dari matriks persegi mulai dari
ujung Kiri sampai ujung kanan bawah secara diagonal (a4, a,z, ..., an,) disebut

8



diagonal utama matriks. Dan elemen dari kiri bawah sampai kanan atas
(an1, Atn—1)2, -, A1) dinamakan diagonal kedua (Gere, dkk., 1987).

Sampai saat ini matriks A yang telah dibicarakan mempunyai elemen-
elemen yang berupa bilangan. Dalam hal yang lebih umum lagi, elemen-elemen
suatu matriks dapat terdiri atas pernyataan-pernyataan matematika, seperti fungsi-
fungsi trigonometri, pernyataan-pernyataan aljabar, turunan, integral atau bahkan
matriks-matriks (Gere, dkk., 1987).

Diberikan A matriks m X n. Misalkan A; menyatakan kolom ke-j dari A,
sehingga A dapat ditulis A = (4; A, .. Ay), dan (4);; menyatakan entri dari A
pada baris ke-i dan kolom ke-j. Jika x suatu vektor kolom, maka (x); atau x;
menyatakan entri baris ke-i (baris i) dari x. Diperoleh, jika A = (a;;) maka
(A)i; = ajj, (AJ')L- = a;;. Operasi penjumlahan antara dua matriks didefinisikan
sebagai berikut.

Definisi 2.1

Diberikan  matriks A = (a;;) dan B = (b;;) adalah matriks berukuran sama
m X n. Jumlah matriks A dan B adalah matriks berukuran sama m X n yang
diperoleh dengan menjumlahkan entri-entrinya pada B dengan entri-entri yang
bersesuaian pada matriks A. Dengan kata lain, suatu matriks dapat didefinisikan
jika mempunyai ukuran yang sama. Dalam hal ini dapat ditulis,

A+ B = (aij) + (bl‘j)(Anton, 1987)
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Contoh:

3 2 1 2 1 2
Misalkan matriks Azxz =12 1 2| dan B=|1 3 1| jika
1 2 3 1 1 2

dijumlahkan akan menghasilkan,

2 1112 1 2
1 1S, 1

2 Ky 2

w

(A3><3)(B3><3) =

N
N

-
2

< (AB)3><3 S

N W Ul
w S
Ul W H

Sifat
Secara umum penjumlahan matriks bersifat komutatif (Anton, 1987).

Contoh:

Diberikan dua buah matriks A dan B, yaitu
)
4=y 4l

2 3 A

1 0

Dengan menjumlahkan matriks A dan B, yaitu:

13 3 13 3
4B =|; 3] BA_[3 ;
Jadi AB = BA

Definisi 2.2

Diberikan A = (a;;) adalah matriks m X r dan B = (b;;) adalah matriks
k x n, dengan kolom-kolomnya B;. Hasil kali AB terdefinisi jika r = k, dan AB
matriks m X n dengan

AB = (AB, AB, .. AB,) (Anton, 1987).
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Contoh:
. . R L0 2] s g
Misalkan matriks As;., = [2 4| dan BZX3—[3 4 5]. Jika dikalikan
1 2

akan menghasilkan,

3 0
(A3x2)(Bax3) = [2 4] [é 2 é
2

1
3 . onfAa

S (AB)3x3 = |14 16 24
7 8 12

Sifat
Secara umum perkalian matriks tidak bersifat komutatif, yaitu tidak selalu berlaku
AB = BA (Anton, 1987).
Contoh:
Diberikan dua buah matriks A dan B, yaitu

S

2 3 B=[; ol

3 0

Dengan mengkalikannya maka akan memberikan:

= 1 A= ]
Jadi AB # BA.
Berikut ini teorema tentang sifat asosiatif perkalian matriks.
Teorema 2.1
Diberikan matriks A, B, dan C. Dengan menganggap bahwa ukuran-ukuran

matriks adalah sedemikian sehingga operasi perkalian matriks dapat dilakukan,

maka berlaku A(BC) = (AB)C (Anton, 1987).



12

Selanjutnya, dalam pembahasan matriks terdapat matriks yang berperan
cukup penting terutama ketika mendefinisikan invers matriks. Matriks yang
dimaksud adalah matriks identitas. Peran matriks identitas seperti bilangan 1
dalam sistem bilangan real, yaitu setiap matriks yang digandakan dengan matriks
identitas akan menghasilkan matriks itu sendiri. Definisi dari matriks identitas
sebagai berikut:

Definisi 2.3

Didefinisikan §; sebagai kolom dengan panjang n yang mempunyai entri 0

di setiap baris, kecuali di entri ke-i adalah 1, yaitu

y {O,jikai B j
71, jikai = j

Dengan demikian, matriks indentitas | berukuran n X n dapat ditulis
I, = [6;;] =6, 6, ... 8,] (Anton, 1987).
Definisi 2.4
Transpos dari matriks A = ||a_ij || adalah matriks yang dibentuk dari A

dengan mempertukarkan baris-baris dan kolom-kolom sehingga baris i dari A
menjadi kolom i dari matriks transpos. Transpos dinotasikan dengan AT dimana
A= layl| - A" = aj; = [|a|
Sifat-sifat dari matriks transpos :
Perlu diperhatikan bahwa jika A,,,x,, maka (AT),;xm-

1. Jikajumlah A = B + C, maka AT = BT + CT.

2. (AB)T =BTA".

3. IT=1
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4, (ATYT =A Kkarena (a;j)’ = aj; = a;; (Hadley, 1992).

2.2 Macam-macam Matriks
Matriks persegi adalah suatu matriks dimana banyaknya baris sama
dengan banyaknya kolom (m = n). Apabila m = n, maka matriks A disebut

matriks persegi order n (Supranto, 2003).

Contoh:
N _ Q11 Qq2]
L m=n=s2 A__a21 )
[3 5 4]
2, i =Sl =% B4 Bl
1 4 2]
4 2 6 7
— W 5861 BES
3. m=n=4 C= 1 4 6 8
4 5 5 7

Matriks indentitas, ialah suatu matriks dimana elemen-elemennya
mempunyai nilai 1 pada diagonal utama dan nilai 0 pada elemen lainnya. Jadi
kalau matriks A = (aij) ;1 =j =1,2,..,n maka apabila

a;j =1untuki=j
dan
a;j = 0untuk i # j
maka matriks A disebut matriks identitas dan biasanya diberi simbol I,

(Supranto, 2003).
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Contoh:
_ 1 0
1. n=2 12—_0 1]
1 0 O
2. n=3 =10 1 0
0 0 1
1 0 0 O
= = DL
0 0 0 1

Matriks diagonal, ialah suatu matriks dimana semua elemen di luar
diagonal utama mempunyai nilai 0 dan paling tidak satu elemen pada diagonal

pokok tidak 0, biasanya diberi simbol D (Supranto, 2003).

Contoh:

1 0 0] [k 0 0

1. k-L=klo 1 ol=]0 k o

o o 11 lo o %

1 0 0] [4 0 0

2. 4-I,=4l0 1 o|l=]o 4 o

o 0o 11 lo o 4
1 0 0 0] 13 0 0 0
o1 0 0l _lo 3 0 0
3 3:L=31p o1 o[T|lo 0 3 0
o 0 0o 1 lo o o 3

Apabila matriks 4 = (a;;);i,j = 1,2,..,n dimana a;; = aj;, maka A
disebut matriks simetris (Supranto, 2003).

Contoh :

(@)

yA1p = 21,13 = Q31,023 = A3

N U1
w N

w - () \S]

*



15

Matriks null, ialah suatu matriks dimana semua elemennya mempunyai

nilai O (null). Biasanya diberi simbol 0, dibaca matriks nol (Supranto, 2003).

Contoh ;
(0 0
1. 0=10 0]
0 0
[0 0 0
2. 0=\0 0 0]
0 0 0
[0 0
N L0 0]

Matriks segitiga adalah matriks persegi yang elemen-elemen di bawah atau
di atas elemen diagonal bernilai nol. Jika yang bernilai nol adalah alemen-elemen
di bawah elemen diagonal maka matriks segitiga atas, sebaliknya disebut matriks
segitiga bawah. Dalam hal ini, juga tidak disyaratkan bahwa elemen diagonal

harus bernilai tak nol (Supranto, 2003).

Contoh:
1 0 1 0 0 O 1 0 O
A=10 0 2|, B=1|1 0 0f, C=|0 1 0
0 0 1 0 1 0 0 0 2

Matriks A adalah matriks segitiga bawah, matriks B adalah matriks segitiga atas.
Sedangkan matriks C merupakan matriks segitiga bawah dan juga matriks segitiga
atas (Supranto, 2003).
Matriks dalam bentuk eselon baris tereduksi, suatu matriks dikatakan
memiliki bentuk eselon baris tereduksi jika memenuhi syarat-syarat berikut:
1. Untuk semua baris yang elemen-elemennya tak nol, maka bilangan

pertama pada baris tersebut haruslah 1 (disebut satu utama).
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2. Untuk sembarang dua baris yang berurutan, maka satu utama yang terletak
pada baris yang lebih bawah harus terletak lebih ke kanan dari pada satu
utama pada baris yang lebih atas.

3. Jika suatu baris semua elemennya adalah nol, maka baris tersebut
diletakkan pada bagian bawah matriks.

4. Kolom yang memiliki satu utama harus memiliki elemen nol ditempat

lainnya.
Contoh:
1 0 2 0 O [0 0]
a=lo o @ 1| B=|o @ of c=[o o O
0 0 00 0 0 lg 8 8J

Matriks A, B dan C adalah matriks-matriks dalam bentuk eselon baris terebuksi
dan notasi menyatakan satu utamanya. Contoh berikut menyatakan matriks-
matriks yang bukan dalam bentuk eselon baris tereduksi,

Contoh:

1 1 0 2 1 1.0 0 0
K=f0 1 1 0f, L=|0 0 0 0 O

0 0 0 O 0 01 0 2

Matriks K bukan dalam bentuk eselon baris tereduksi karena elemen d,, bernilai
1 sehingga tidak memenuhi syarat ke-4 (harusnya = 0), sedangkan matriks L tidak
memenuhi karena baris kedua yang merupakan baris nol letaknya mendahului
baris ketiga yang merupakan baris tak nol, sehingga syarat ketiga tidak terpenuhi

(Sibaroni, 2002).
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2.3 Semi-grup
Definisi 2.5

Misalkan S adalah himpunan tidak kosong, S dikatakan semi-grup jika
pada S dikenai operasi biner = sedemikian sehingga, untuk semua a, b, c € S
sehingga (a * b) * ¢ = a * (b * ¢) (hukum asosiatif), yang dinotasikan
dengan (S,*) adalah semi-grup.

Untuk syarat tertutup, sudah terpenuhi pada operasi biner (Kandasamy, 2002).
Contoh:

N adalah himpunan bilangan asli

Akan dibuktikan (N, +) adalah semi-grup

I. Vx,yeN,makax+y€EeN

Jadi, operasi + biner di N.

ii. Vx,yeN maka(x+y)+z=x+ (y+2)

Jadi, (N,+) adalah semi-grup.
Definisi 2.6

semi-grup (S, *) dikatakan semi-grup komutatif jika memenuhi
axb=Db=*a untuksemuaa,b € S.

Jika banyaknya anggota dalam semi-grup S adalah berhingga maka S
adalah semi-grup berhingga atau semi-grup order berhingga. Jika semi-grup S
memuat elemen e sedemikian sehingga e *a = a xe = a untuk semua a € S
maka S adalah semi-grup dengan elemen identitas e atau sebuah monoid. Sebuah
elemen x € S,S yang monoid dikatakan invertibel atau mempunyai invers di S

jikaterdapat y € S sedemikian sehingga xy = yx = e (Kandasamy, 2002).
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Contoh:
N adalah himpunan bilangan asli
Akan dibuktikan (N, +) adalah semi-grup komutatif
Sudah dibuktikan bahwa (N, +) adalah semi-grup
Memiliki sifat komutatif terhadap operasi +
Vx,y E N, makax +y =y +x
Jadi, operasi + memiliki sifat komutatif di N.
Definisi 2.7
Misalkan (S,x) adalah semi-grup. Subset H yang tidak kosong dari S
dikatakan sub semi-grup dari S jika H itu sendiri adalah semi-grup dibawah
operasi dari S (Kandasamy, 2002).
Contoh:
Z adalah himpunan bilangan bulat
27 ={0,+2,+4,+6,...} = {2x|x € Z}
2Z < Z, jelas dan + assosiatif

(2Z, +) adalah subsemi-grup dari (Z, +)

2.4 Semi-ring
Definisi 2.8

Suatu semi-ring (S, +,x) adalah suatu himpunan tak kosong S yang
dilengkapi dengan dua operasi biner yaitu + dan X, yang memenuhi aksioma

berikut:
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i. (S, +) adalah semi-grup komutatif dengan elemen netral 0, vyaitu jika
a,b,c € S, berlaku:

(a + b)) +

a
Il
Q
+
~
ay
+
a
—

a+b=>b+a
a+0=0+a=a
ii. (§,%) adalah semi-grup dengan elemen satuan 1, yaitu jika a,b,c € S,

berlaku:

iii. Elemen netral 0 merupakan elemen penyerap terhadap operasi X, yaitu
jikaa € S, berlaku:
axXx0=0xa=0
iv. Operasi X distributif terhadap operasi +, yaitu a, b, ¢ € S, maka:
(a+b)xXxc=(@(axc)+ (b xc)
aX (b+c)=(axb)+ (a x c)(Rudhito, 2004).
Contoh:
R adalah himpunan semua bilangan real
Misal (R, +,x) merupakan semi-field dengan elemen netral O dan elemen
identitas 1, karena untuk setiap x,y,z € R berlaku:
1. (R,+) merupakan semi-grup komutatif dengan elemen netral 0
L x+y)+z=x+(y + 2)
Jadi, operasi + bersifat assosiatif di R

Lx+y=y+x
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Jadi, operasi + bersifat komutatif di R
iii. x + 0 = 0 + x = x, Jadi, operasi + memiliki identitas di R
2. (R, x) merupakan semi-grup dengan elemen identitas 1
. XXy)Xz=xX(y Xz
Jadi, operasi X bersifat assosiatif di R
it x X ' = A= X
Jadi, operasi x memiliki identitas di R
3. Elemen netral 0 bersifat menyerap terhadap operasi x
6 P<8 Oh—1 ORI

4. (R, +, X) bersifat distributif x terhadap +

(x+y) Xz (x xz)+ (y X 2)
xX+2)=((xxy)+ (x X 2)
Definisi 2.9
Suatu semi-ring (S,+,x) dikatakan komutatif jika operasi X bersifat

komutatif, yaitu Va,b € S, berlakua X b = b X a (Rudhito, 2004).
Contoh:

R adalah himpunan bilangan real

Misal (R, +,x) adalah semi-ring

VX,y €ER,sehinggax X y = y X x

Jadi, (R, +,%) semi-ring komutatif terhadap operasi X.
Definisi 2.10

Suatu semi-ring (S, +,x) dikatakan idempoten jika operasi + bersifat

idempoten, yaitu Va € S.a + a = a (Rudhito, 2004).
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Menurut (Baccelli, 2001), semi-ring idempoten disebut dioid.
Contoh:

R adalah himpunan bilangan real

Misal (R, +,%) adalah semi-ring

VX € R, sehinggax + x = x

Jadi, (R, +,%) semiring idempoten terhadap operasi
Definisi 2.11

Suatu semi-ring komutatif (S, +,%) disebut semi-field jika setiap elemen

tak netralnya mempunyai invers terhadap operasi X, yaitu Va €
S\{0}3a—-1 € S,sehinggaa X a—1 = 1 (Rudhito, 2004).
Contoh:

Semi-ring komutatif (R,+,x) R adalah himpunan bilangan real, disebut

semi-field, karena Vx € R terdapat x~! € R, sehingga x X % =L

2.5 Semi-field
Definisi 2.12
Sebuah semi-field (S, +, x) adalah himpunan yang dikenai dengan dua
operasi + dan x sedemikian sehingga
i. Operasi + asosiatif, komutatif dan memiliki elemen netral 0.
ii. Operasi x membentuk grup abelian dan memiliki elemen identitas 1.
iii. Memiliki sifat distributif x terhadap +.

Sehingga yang dimaksud semi-field adalah
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i. ldempoten jika operasi pertama adalah idempoten, sehingga jika
Va € S,makaa +a = a.
ii. Komutatif jika grupnya adalah komutatif (Baccelli, 2001).
Contoh:
R adalah himpunan semua bilangan real
Misal (R, +,%x) merupakan semi-field dengan elemen netral 0 dan elemen identitas
1, karena untuk setiap x,y,z € R berlaku:
1. (R, +) merupakan semi-grup komutatif dengan elemen netral 0
G IRz = e (y o F Z)
Jadi, operasi + bersifat assosiatif di R
. x+y=y+x
Jadi, operasi + bersifat komutatif di R
. x+0=0+x = x
Jadi, operasi + memiliki identitas di R
v. x+x =x
Jadi, operasi + bersifat idempoten di R
2. (R,x) merupakan grup abelian dengan elemen identitas 1
L (xXy)xz=xX(y X 2z)
Jadi, operasi x bersifat assosiatif di R
. x Xy =y Xx
Jadi, operasi x bersifat komutatif di R
. x X1 =1Xx=x

Jadi, operasi x memiliki identitas di R
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iv. 3x '€ R,sehinggaxx x 1=x"1xx=1
Jadi, operasi x memiliki invers di R
3. Elemen netral 0 bersifat menyerap terhadap operasi x
XXx0=0xx=0
4. (R, +, X) bersifat distributif x terhadap +
(x+y) xz=(xx2)+(yX2)

XXY+2)=XXYy)+ (XX2)

2.6 Dioid (Semi-ring Idempotent)
Definisi 2.13

Dioid adalah himpunan (D, &, ®) yang memenuhi aksioma berikut:

1. Va,b,ceD,(a®b)Pc=aP (bDc) (6D assosiatif)
2. VabeD,a@®b=b@Pa (6 komutatif)
3. Va,b,ceD,(a®b)Q®c=a® (b c) (® assosiatif)

4. Va,b,ce€D,(@®b)®c=@R®c)D(b&c)
c®@@db)=(c®a) D (cQb)
5. 3eeD:VaeD,aPes=csPa=a (elemen netral @)
6. VaeDa®Qe=e®@a=c¢
7. deeD:VaeD,a®QRe=e@a=a (identitas @)
8. VaeD,a®a=a (@ komutatif)
(Musthofa dan Ari, 2011).

Selanjutnya diberikan contoh-contoh himpunan yang merupakan dioid:
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Contoh:

1. Himpunan R U {400}, dengan operasi @ = min dan ® = + yang disebut
R, merupakan dioid dengan elemen netral {+oo0} dan elemen identitas
0.

2. Himpunan R U {—o0}, dengan operasi € = max dan ® = + yang disebut
R,,.4 merupakan dioid dengan elemen netral {—oo} dan elemen identitas
0.

3. Himpunan R U {—o0} U {4+0}, dengan operasi @ = max dan @ = min
merupakan dioid dengan elemen netral {—oo} dan elemen identitas {+oo}.

4. Himpunan N, dengan operasi @ = + dan @ = x merupakan dioid dengan
elemen netral O dan elemen identitas 1.

Pada dioid (D,®,Q®) dapat didefinisikan relasi ututan <, misalnya
a<b e a® b = b.Dengan kata lain dioid D merupakan himpunan terurut.
Definisi 2.14
1. Suatu himpunan terurut (A, <) dikatakan lengkap jika setiap A € D mempunyai

suprimum.

2. Suatu dioid (D,,®) dikatakan lengkap jika (D, <) lengkap memenubhi:
® —
a. VACD,VAdED,(ye3a) ®d=,3(a® d)
®.)_ &
b. VASD,Vd€D,d® (,caa) = 4ea(d ® a)
Selanjutnya jika a, b € D, suprimum a dan b ditulis sup{a, b} = a vV b dan

infimum a dan b, ditulis inf{a, b} = a A b (Musthofa dan Ari, 2011).
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2.7 Urutan pada Himpunan
Definisi 2.15
Relasi “<” pada himpunan P disebut urutan parsial pada P jika untuk
semua x,y,z € P berlaku:
1) Sifat refleksi, yaitu: x < x,
2) Sifat antisimetris, yaitu: jikax < ydany < x, makax =y,
3) Sifat transitif, yaitu: jika x <y dan y < z, maka x < z (Rudhito,
2003).
Contoh:
Relasi kurang dari atau sama dengan (<) adalah urutan parsial pada
himpunan bilangan bulat.
Bukti:
Karena a < a untuk setiap a € Z, maka < reflektif.
Jikaa < b dan b < a, maka a = b. Jadi < antisimetris.
Jikaa < bdan b < ¢, maka a < c. Jadi < transitif.
Elemen x dan y dikatakan komparabel (comparable) jika x < y atau
y<Xx.
Jika x <y akan dituliskan juga dengan y < x. Jika x <y dan x #y

sakan dituliskan juga dengan x < y.
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2.8 Urutan Total
Definisi 2.16
Urutan parsial " <" pada himpunan P disebut urutan total pada P jika
setiap dua elemen dalam P komparabel (Rudhito, 2003).
Teorema 2.2
Jika (S,+) semi-grup komutatif idempotent maka relasi “<” yang
didefinisikan pada S dengan x <y < x + y = y merupakan urutan parsial pada
.
Bukti:
Ambil sembarang x,y,z € S.
1) Karena belaku sifat idempotent maka x + x = x & x < x.
2) Jikax <y dan y <x, maka x +y =y dan y + x = x. Karena berlaku
sifat komutatif maka x = y.
3) Jikax <ydany <z makax+y=ydany+z =z
Jadi, berdasarkan hasil pembuktian pada bagian 1), 2), dan 3), diperoleh bahwa
relasi “<” yang didefinisikan pada S dengan x <y & x +y = y merupakan
urutan parsial pada S.
Operasi + dan X dikatakan konsisten terhadap urutan “<” dalam S jika
dan hanya jikax <y, makax+z<y+zdanx xXxz<yXzVx,y,z€S.
Pada semi-ring idempotent (S, +,%) operasi + dan x konsisten terhadap

urutan < dalam S.
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2.9 Aljabar Maxplus

Aljbar maxplus adalah himpunan R U {—oo}, dengan R himpunan semua

bilangan real yang dilengkapi dengan operasi maksimum, dinotasikan dengan @

dan operasi penjumlahan yang dinotasikan dengan .

a@b:=max(a,b)dana@ b:=a+b

Selanjutnya (R U {—o0},®,®) dinotasikan dengan R,,, dan {—oo}

dinotasikan dengan ¢. Elemen e merupakan elemen netral terhadap operasi @ dan

0 merupakan elemen identitas terhadap operasi ® (Musthofa, 2011:2). Struktur

aljabar dari R,,,, adalah semi-field, yaitu:

1.

(R U {—o0},®) merupakan semi-grup komutatif dengan elemen netral
(-}

(R U {—o0}, ®) merupakan grup komutatif dengan elemen identitas 0
Operator @ dan @ bersifat distributif

Elemen netral bersifat menyerap terhadap operasi ®, Vaitu

VaeR ,c®a=-a®=¢

max !

Contoh:

T@4=max(7,4) =17,
7@ e=max (7, —x) =7,
TR e=T7+(—0)=—0=c¢,
e ® 4 =max (0, 4) =4,

T®4=7+4=11



Tabel 2.1 Notasi Ry, dan Notasi Konvensional

Notasi R,qx Notasi Konvensional =
4P7 max(4, 7) 7
19203P4P5 max(1, 2, 3, 4, 5) 5
4Q®5 4+5 9

46 ¢ max (4, —o) 4

c®4 —0+4 —o0
(-5)®2 5+2 %)

e®5 0+5 5
387=20°=-3®3=2®2®2| 3x2=2x3=3+3=2+2+2 | 6
e®” = 287 0x2=2x0 0
GRNIAGBT) (4 +7)—max(4, 7) 4

(2 @ 3)® =20° P 3®° 3xmax(2,3)=max(3x2,3x3) | 9
8le 8-0 8

e/5 0-5 -5

14 1412 7

V25 25/5 5

(Baccelli, 2001)

2.10 Operasi atas Aljabar Maxplus

28

Operasi pangkat terurut dalam aljabar maxplus untuk setiap x € R4y

adalah x®" = x ® x ® ... ® x, untuk semua n € N dan untuk n = 0 diefinisikan

n kali
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x®m =e=0, karena x®"=xQ@x® . Qx=x+x+-+x =nxx
n kali n kali

sehingga x®", untuk setiap n € N dalam aljabar biasa di tulis x®" =n x x (
Baccelli, 2001).
Operasi @ dan ® pada matriks atas aljabar maxplus didefinisikan sebagai
berikut:
1. (A ®B);; =A;; OBy
2. (A ®B);; = 9(Aix ® By;)(Musthofa, 2011).
Contoh:

7

Jikad = [_12 g] dan B = [_12 E

], maka

- P2 1LY 2DV
AEBB:[—lz g]ea[lz —73]: —26(1) 3@B(-3) :H ;

dan A®B = [_12 g] ® [_12 _73]

_ [ {1+(2)}@{2+1} {1+730{2+(-3)}]_ [3 8]
T2+ (-2)}®3+1} {(-2+7}®(3+(-3)} 4 5

Jika (R,,q,)™™ menyatakan himpunan semua matriks dengan entri-entrinya

0,jika i=j

elemen Ry,qy, maka matriks E dengan (E);; = {.jjxq -, dan matriks & dengan

(€)ij = &V i,j berturut-turut merupakan matriks identitas dan matriks nol. Jadi,
1. (EQA) = (AQE) = A untuk setiap A € (Rye )™ ™;
2. (e®A) = (A®e) = A untuk setiap A € (Ryq)™ ™
Perlu diperhatikan bahwa (R,,,,)™*™ bukan merupakan semi-field, tetapi
merupakan semi-ring, sebab terhadap operasi ®(R,q)™ " tidak komutatif dan

setiap A € (Ryqx)™*™ mempunyai invers (Musthofa, 2011).
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2.11 Kajian Agama
2.11.1 Matriks dalam Al-Quran

Dalam kehidupan sering dijumpai masalah-masalah yang membutuhkan
perlakuan khusus. Hal tersebut dimaksudkan untuk keperluan penyajian dan
pencarian metode penyelesaiannya. Salah satu bentuk penyajian yang diberikan
berupa penyusun item-item dalam bentuk baris dan kolom, yang biasanya ditulis
dalam bentuk matriks. Dalam keterkaitannya dengan Al-Quran bisa dilihat pada
ayat di bawah ini.

Allah SWT berfirman dalam surat Ash-Shaff ayat 4 sebagai berikut :

( 5‘#}} ’ ;W‘/ »‘ 2 /“
fi

Artinya :”’Sesungguhnya Allah menyukal orang yang berperang dijalan-Nya dalam
barisan yang teratur seakan-akan mereka seperti suatu bangunan yang
tersusun kokoh”.

“Sesungguhnya” Allah mencintai orang-orang yang berjuang “dijalan-Nya”
yakni untuk menegakkan agama-Nya dalam bentuk satu barisan yang kokoh yang
“saling berkaitan”, dan menyatu jiwanya lagi penuh disiplin seakan-akan mereka
kukuh dan saling berkaitannya satu dengan yang lain bagaikan bangunan yang

tersusun rapi (Shihab, 2002).

2.11.2 Integrasi Maxplus dengan Al-Quran

Aljabar Maxplus yang dinotasikan dengan R4 = (Rmaw D, &)
merupakan salah satu struktur dalam aljabar yaitu semi-field komutatif
idempotent. Rnax merupakan himpunan R U {e}, dimana R merupakan himpunan

bilangan real, dengan & = —o0, sedangkan operasi @ menyatakan maksimal dan ®
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menyatakan penjumlahan normal bilangan real. Dalam keterkaitannya dengan Al-
Quran bisa dilihat pada ayat di bawah ini.

Allah SWT dalam surat An-Nisaa’ ayat 23.

PPV R AP IS B e A S SR ;/ﬂé T
oloy aSeul>5 ASwes) (v—‘sv')?-b L) ‘ ('-59-*15 e
an o)l T ety Snssl i rzsé;g;\) = 28T &5 CY‘

w‘}} /w‘

{KSLSEJT(:%L;@O;FEQJ?; éﬂ‘v.g‘u,:_;”’ WCA‘_@Ab
wdut@ul&b)vb.iccb mJﬁMﬂgMu

Artinya: “diharamkan atas kamu (mengawini) ibu-ibumu; anak-anakmu yang perempuan;
saudara-saudaramu yang perempuan, saudara-saudara bapakmu yang
perempuan; saudara-saudara ibumu yang perempuan; anak-anak perempuan
dari saudara-saudaramu yang laki-laki; anak-anak perempuan dari saudara-
saudaramu yang perempuan; ibu-ibumu yang menyusui kamu; saudara
perempuan sepersusuan; ibu-ibu isterimu (mertua); anak-anak isterimu yang
dalam pemeliharaanmu dari isteri yang telah kamu campuri, tetapi jika kamu
belum campur dengan isterimu itu (dan sudah kamu ceraikan), Maka tidak
berdosa kamu mengawininya; (dan diharamkan bagimu) isteri-isteri anak
kandungmu (menantu); dan menghimpunkan (dalam perkawinan) dua
perempuan yang bersaudara, kecuali yang telah terjadi pada masa lampau;
Sesungguhnya Allah Maha Pengampun lagi Maha Penyayang ™.

Menurut tafsir Ath-Thabari, diceritakan oleh Abu Kuraib kepada kami, ia
berkata: Ibnu Abi Zaidah menceritakan kepada kami dari Ats-Tsauri, dari
A’masy, dari Ismail bin Raja, dari Umair (mantan budak Ibnu Abbas), dari Ibnu
Abbas, ia berkata, “Diharamkan sebab keturunan tujuh (orang) dan sebab
perkawinan tujuh (orang)”. Allah berfirman, “Diharamkan atas kamu (mengawini)
ibu-ibumu”, sampai kepada (tentang) firman Allah “Dan menghimpunkan (dalam

perkawinan) dua perempuan yang bersaudara, kecuali yang telah terjadi pada
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masa lampau”. Ketujuh orang itu (dijelaskan) dalam firman Allah, “Dan janganlah
kamu kawini wanita-wanita yang telah dikawini oleh ayahmu” (Ath-Thabari,

2009).



BAB Il

PEMBAHASAN

3.1 Aljabar Maxplus
Diberikan R, :== R U {¢} dengan R adalah himpunan semua bilangan real
dan € := —oo. Pada R, didefinisikan operasi berikut:

Va,b € R_g,a®b := max(a, b) dan a®b = a + b (Musthofa, 2011).
Kemudian (R U {—x},®,®) disebut dengan aljabar maxplus dan dinotasikan
R,qax- Elemen & merupakan elemen netral terhadap operasi @ dan 0 merupakan
elemen identitas terhadap operasi @ atau biasa dinotasilan (e). Struktur aljabar
dari R,,,, adalah semi-field, yaitu:

1. (R U {—o}, ®) merupakan semigrup komutatif dengan elemen netral {—oo}.
a. Asosiatif
Va,b,c ERpux 2 (@®b)Pc=aP (bDc)
b. Komutatif
VYa,b ERpuy 2a@b=bDa
c. Terdapat elemen netral —o € R, Sedemikian sehingga
Va € Rpgy waP —0=—-0PHa=a.
2. (R U {—o}, ®) merupakan grup komutatif dengan elemen identitas 0.
a. Asosiatif
Va,b,c ERpyy 2 (@®D)Qc=aQ (b c)
b. Komutatif
Va,b ERpyy 2a@®b=bQa

33
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c. Terdapat elemen satuan
VaERy 2a@®0=0Qa=a

3. Operasi @ distributif terhadap @, yaitu Va, b,c € R,

2 aQb®dc)=(a®b) D (a®o),

b. bBc)Ra=bRa) D (cRQa)
4. (R U {—oo}, @) merupakan Idempotent

Va € Ry ,a®a = a®a = a
Perluasan operasi untuk —co
max (a,—©) = max (—,a) = adana + (—©) = —0 + a = —oo,
untuk setiap a € Rmax, Sehingga

a@Pecs=cP®a=adaina®c=¢a

Il
52

Contoh:
9@ 7 = max(9,7) = 9,
9 @ &€ = max (9,—x») = 9,
7 e =7+ (-0) =-0 = g,

e ® 9

Il
S
IS)
=
~
&

el
—

Il
<l

9 Rmif,="9%ki7 — 16.
Dalam operasi pangkat terurut atas aljabar maxplus dengan operasi
maximum dan penjumlahan maka didefinisikan dengan x®" = x@®x@® ... ®x dan

x®" = x®x® ... ®x, untuk setiap x € R4, (Baccelli, 2011).
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Contoh :
a. Operasi ®
$n:F3 1 —
A - 2],n 2
13 11403 1
1 2]@[1 2

'max(3,1) max(1,1)
max(1,1) max(2,2)

=1 2l
b. Operasi ®
A®”=:i é],nzZ
=3 3Jel; 3

max((2+2),(1+4)) max((2+1),(1+3))
lmax((4 +2),(4+4)) max((4+1),(3+3))

'max(4,5) max(3,4)
[max(6,8) max(5,6)

5 4
8 6

3.2 Operasi Pangkat Terurut Matriks atas Aljabar Maxplus

Pada pembahasan di atas telah dibahas tentang aljabar maxplus, dimana
aljabar maxplus merupakan semi-field karena pada aljabar maxplus (R U {—o0},&
,®) merupakan grup komutatif dengan elemen identitas. Selanjutnya pada field
(jika f adalah field maka dapat dibentuk matriks berupa n x n dengan entri-

entrinya, dimana entrinya adalah elemen f). Hal ini yang serupa dikerjakan jika
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diberikan suatu field idempotent R, .., selanjutnya notasi (R,,4,)™*™ menyatakan
himpunan dari semua matriks berukuran n X n dengan entrinya-entrinya elemen
dari R,

Himpunan matriks dalam aljabar maxplus dinyatakan dengan (R,,q,)™*"
dimana n,n € N. Notasi a;; atau [A]; ; menyatakan elemen dari A € (Rpq,)™"
pada baris ke-i dan kolom ke-j, untuk i,j dengan n = {1,2,...,n}. Untuk
mengetahui bagaimana perhitungan operasi @ dan ® pada aljabar maxplus
dengan matriks berukuran n X n maka akan dianalisa terlebih dahulu dengan
memberikan matriks berordo 2 x 2, 3 X 3, 4 x 4, dan terakhir matriks berordo
n X n. Sehingga setelah menganalisa akan diperoleh teorema dan pembuktiannya
dari bentuk umum operasi @ dan ® pada aljabar maxplus.

Perhitungan operasi @ pada matriks atas aljabar maxplus, diberikan

eyl
matriks berordo 2 X 2 dengan matriks A:{1 2} , maka

- N2 ey
A% = @
1 2] |1 2

[max(2,2) max(l,1)
| max(1,1) max(Z,Z)}

(21
112
e [[2 1] [2 1 2 1]
A% = ® ®
11 2] 7|1 2] |1 2

[Tmax(2,2)  max(1,1) @'2 1
|| max(L,1) max(Z,Z)} 1 2}




(21
112

'y
A” @ A= ®

12

"max(2, 2)
| max(1,2)

82t
112

2 1 2 1
= S
1 2} L 2}

[max(2,2) max(y1)
| max(L,1) max(2,2)

2 1

1 2
max(1,1)
max(2, 2)

Jadi pada operasi @ pangkat A%’ = A®*@ A.

o |[2 1] [2
A% = @
1 2] 7|1

21
12

. 2 1
A @ A= @
12

Tl 2L 2]

‘max(2,2) max(l,1) . max(2,2) max(1,1)
| max(1,1) max(2,2)} [ }

[2 1} {2 l}
= @®

R
‘max(2,2) max(L,1)
| max(L,1) max(2, 2)}

max(L,1l) max(2,2)

2 1
1 2

37
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[max(2,2) max(l,1)
| max(l,1) max(2,2)}

2 1
112

Jadi pada operasi @ pangkat A®* = A®’@ A.

Perhitungan operasi @ pada matriks atas aljabar maxplus, diberikan

2-1 1
matriks berordo 3 x 3 dengan matriksA={1 2 1|, maka
1 1 2
(7%l 4 2y 1
A" =1 2 1]|®|1 2 1
L 2] e e
‘max(2,2) max(L1) max(L1)
=| max(L,1) max(2,2) max(L1)
- max(L,1) max(L,1) max(2,2)
(2 1 1
3 T2l
N\ 2
M2 1 1] [2 1 1 2 11
A =11 2 1|@|1 2 1||®|1 2 1
_1 1 2 1 1 2 1 1 2
‘max(2,2) max(L,1) max(1,1) 2 11
=| max(L,) max(2,2) max@ll |[®|1 2 1
| max(L,1) max(,1) max(2,2) 11 2
2 11 2 11
=1 2 1|®|1 2 1
11 2| |11 2




39

=| max(l,1) max(2,2) max(L1)
| max(L,1) max(L1l) max(2,2)

2 11
=121
11 2

A@Z@A{l

‘max(2,2) max(l,1) max(l,l)}

RN e
N R
=N
N e

1

1

[max(2,2) max(L,1) max(L1) }

N P
[ -SSR

=| max(L,1l) max(2,2) max(l1)
| max(L,1) max(L1l) max(2,2)

11
2 1
1 2
2

Jadi pada operasi @ pangkat A%’ = A®*@ A.

[

‘max(2,2) max(L,1) max(L1)
=| max(,1) max(2,2) max(l,1)
- max(L1l) max(L,l) max(2,2)

BT

‘max(2,2) max(1,1) max(l,l)]

Il
R RN

N e
N
RN e
N B
RN e
N B
L
N B

i

max(2,2) max(L,1) max(L1)
®| max(1,1) max(2,2) max(Ll)
max(L,1) max(,1) max(2,2)

RN
N e
N R
R RN
RN R

=| max(@,1) max(2,2) max(l1)
| max(L1) max(Ll) max(2,2)
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2
=1
1
1 17 [2 1 1
A @A=1 2 1|l®l1 2 1
1 2] |11 2

[max(2,2) max(L,1) max(L1)
=| max(l,1) max(2,2) max(L1)
| max(L,1) max(L,1) max(2,2)

5 Lol
i B i
lag™ 2

Jadi pada operasi @ pangkat A®" = A®’@ A.

Perhitungan operasi @ pada matriks atas aljabar maxplus, diberikan

2 Iy §
' _ i *2” 14l
matriks berordo 4 x 4 dengan matriks A = -’ , maka
1 11 2
24 b ab il 2=HLLI 1
@2 1 2 1 1 1 2 1 1
AT = S>)
1 1 2 1 1 1 2 1
1 1 1 2 1 1 1 2

max(2,2) max(L,1) max(,1l) max(,21)
max(1,1) max(2,2) max(L1l) max(L1)
max(1,1) max(@1) max(2,2) max(l1)
max(,1) max(@,1) max(@@1l) max(2,2)
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2 1 1 1
1 2 1 1
|11 2 1
11 1 2
T2 11 1] [2 111 2 111
& 1 211 1 211 2, 1yl
A" = @ ®
1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1
1112 18 1 2 1T 1 1L 2
‘max(2,2) max(L,1) max(Ll) max(Ll) ] [2 1 1 1
| max(@,1) max(2,2) max(L1) max(11) & 1"\ 1
max(L,1) max(,1) max(2,2) max(l,1) i 1231
- max(1,) max(L1) max(l1) max(2,2) 171 I
2y 1 1.1 2B | "1 S
1 2 1 1 -4 R N
1112 1|91 1 2 1
1 1 1 2 [\ T
max(2,2) max(L1l) max(@1) max(l1)
max(L,l) max(2,2) max(,1) max(11)
I max@l) max@l) max(2,2) max(l)
max(L,l) max(Ll) max@@l) max(2,2)
2% 1
1 %, IS
11 2 1
1 1 1 2
2 1 1 1 2 1 1 1
o2 1 2 1 1 1 2 1 1
A A= S>)
11 2 1 1 1 2 1
1 1 1 2 1 1 1 2
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max(2,2) max(L,1) max(L1l) max(L1)
max(L1l) max(2,2) max(@L1l max(@1)
- max(1,1) max(@@1l) max(2,2) max(l1)
max(L,1) max(L1) max(L1) max(2,2)
2 1 1 1
1 F 1481
111 2 1
1 1 1 2
Jadi pada operasi @ pangkat A%’ = A®*@ 4.
[[F20N0 TSN (1 2.1 19 2y 1 1
A@4_1211®1211@1211®1211
i o2 i TR 1= [l 1Tl g2 A a1 a2 i
i 1 11 2 il NN 2 iy "1A%"R 2 1 11 2
‘max(2,2) max(L,) max(,1) max(11)
max(L,1) max(2,2) max(,1) max(L1)
max(,1) max(,1) max(2,2) max(L1)
- max(L,1) max(Ll) max(l1l) max(2,2)
‘max(2,2) max(L,1) max(L1) max(1) |
max(1,1) max(2,2) max(L,1l) max(L1)
max(L,1l) max(Ll) max(2,2) max(l1)
| max(L,1) max(L,1) max(L1) max(2,2)
(2 1 1 1 2 1 11
1 211 ® 1 211
11 2 1 11 2 1
111 2 111 2
‘max(2,2) max(L,1) max(L1) max(1)
max(1,1) max(2,2) max(,1l) max(L1)
max(1,1) max(@,1l) max(2,2) max(L1)
- max(L,1) max(L,1) max(L1l) max(2,2)
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2 11 1
1211
111 2 1
111 2
211172111
. 1 2.4 1o ORI
A” ® A= ®
Pl
11 1IN\ v 1'Y

‘max(2,2) max(L,1) max(L,1) max(L1) |
max(,1) max(2,2) max(L,1) max(L1)
max(1,1) max(@@1l) max(2,2) max(L1)

- max(L,1) max(L,1) max(L,1) max(2,2)

PR RPN
PR NP
PN R R
N R R

Jadi pada operasi @ pangkat A®* = A®’@ A.

Perhitungan operasi @ pada matriks atas aljabar maxplus, diberikan

a; Q, - &,
. . Ay ay 4y,
matriks berordo n X n dengan matriks A=| : < |, maka
anl an2 ann
A = ADAD..DA
Ay, a, oa,| (&, a, - a,| (&, a, - a,|
_ a‘21 a?z a.Zn @ ay a.zz &, ) ay a:zz a,,

a, a, - annJ a, a, - a | a, a, - ann_



max(au’aﬂv--’am) max(a12!a12""’a12) max(anpanv---’am)
max(ay,ay,...,8,) Max(dy,ay,...,85,) -+ Max(a,,,a,,...,a,)
max(a,,, a,,,...,a,) max(a,,,ay,...,&,) -+ max(a,, a,,...,a,)
Q, e -
_ a,, Ay R
a,; a,, N a,,
a, a, - a, a; a4, a,
A®M D A= Ay 8y vt By, @ Ay 9y a,
an1 an2 ann an1 an2 ann

max(anv a11) max(a12’ a12)
max(a,;,a,) max(ay,a,,)

max(a,,,a,,) max(a,,,a,,)

&; & &,
o a21 a22 a2n
a'nl an 2 ann

max(a,,,a,;)
max(anz ' anz)

max(a,,,,a,,)

Jadi pada operasi @ pangkat A®" = 49" '@ A.

Perhitungan operasi ® pada matriks atas aljabar maxplus, diberikan

2 1
matriks berordo 2 x 2 dengan matriks A:{1 2} , maka

2 |2 lgl2 1
1121 2

max((2+2),(1+1)) max((2+1),(1+2))}
| max((1+2),(2+1)) max((1+1),(2+2))
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max(4,2) max(3,2)
| max(3,3) max(2,4)

4 3
3 4

12 2lelz allels 2

| max((1+2),(2+1)) max((1+1),(2+2))

‘max(4,2) max(3,2) . 2
| max(3,3) max(2,4)} L 2}

(4 3] [2 1
5 oo
- max((4+2),(3+1)) max((4+1),(3+2))}
| max((3+2),(4+1)) max((3+1),(4+2))

[max(6,4) max(5,5)
| max(5,5) max(4,6)

6 5
5 6

. (4 3] [2 1
A¥ @ A= ®
3 4] |1 2

=_max((4+2),(3+1)) max((4+1),(3+2))}
| max((3+2),(4+1)) max((3+1),(4+2))

_ [ max(6,4) max(5,5)
| max(5,5) max(4, 6)}

[max((2+2),(1+1)) max((2+1),(1+ 2))}@& ;

|

45
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4

Jadi pada operasi ® pangkat A®° = A®*Q® A.

A%

L 2ol 2flls 2J°F 2]

"max((2+2),(1+1)) max((2+1),(1+ 2))} o
| max((1+2),(2+1)) max((1+1),(2+2))

{max((2+2),(l+l)) max((2+1),(1+2))}
max((1+2),(2+1)) max((1+1),(2+2))

max(4,2) max(3,2) . max(4,2) max(3,2)
| max(3,3) max(2,4) {max(3,3) max(2, 4)}

s ool i
[max((4+4),(3+3)) max((4+3),(3+4))}

| max((3+4),(4+3)) max((3+3),(4+4))

" max(8,6) max(7,7)
| max(7,7) max(6,8)}

_ ‘max((6+2),(5+1)) max((6+1),(5+ 2))}
| max((5+2),(6+1)) max((5+1),(6+2))

[ max(8,6) max(7,7)
| max(7,7) max(6,8)
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3 8 7
|7 8
Jadi pada operasi ® pangkat A%" = A®°Q® A.

Perhitungan operasi @ pada matriks atas aljabar maxplus, diberikan

], maka

RN e
N

2
matriks berordo 3 X 3 dengan matriks A = {1
1

1
1
P

‘max((2+2),(1+1),@+1) max((2+1),(1+2),@1+1) max((2+1),(1+1),(L+2))
= max((1+2),(2+1),(A+1)) max((1+1),(2+2),0+1) max((1+1),(2+1),(1+2))
| max((1+2),(1+1),@+2) max((1+1),(1+2),(2+2) max((1+1),(1+1),(2+2)

2 1 2
AT =1 2 1|®|1
] ) 1

N P
RN P

max(4,2,2) max(3,3,2) max(3,2,3)
=| max(3,3,2) max(2,4,2) max(2,3,3)
max(3,2,3) max(2,3,3) max(4,2,2)

i\
B

max((2+2),(1+1),(1+1)) max((2+1),(1+2),(1+1))
=| max((1+2),(2+1),(A+1) max((1+1),(2+2),(1+1))
max((1+2),(1+1),(1+1)) max((1+1),(1+2),(2+1))

w W b
w W
A W W

1 2 g 2 1
1 1 21 1 2
2 1 1 2 11



max((1+1),(2+1),(1+2))

max((2+1),(1+1),(1+2))
®
max((1+1),(1+1),(2+2))

2 11
1 21

11 2

=| max(3,3,2) max(2,4,2) max(2,3,3) 1 2 1
| max(3,2,3) max(2,3,3) max(4,2,2) i T2

el el
=(3 4 3|®1 2 1
33 4] |1 12

| max((4+2),(3+1),(3+1)) max((4+1),(3+2),(3+1))
=| max((3+2),(4+1),(3+1)) max((3+1),(4+2),(3+1))
| max((3+2),(3+1),(4+1) max((3+1),(3+2),(4+2)

‘max(4,2,2) max(3,3,2) max(3,2,3)} T 1 l]
®

max((3+1),(4+1),(3+2))

max((4+1),(3+1),(3+2))
max((3+1),(3+1),(4+2))

=| max(5,5,4) max(4,6,4) max(4,5,5)
| max(5,4,4) max(4,5,5) max(4,4,6)

|

A ® A [

‘max(6,4,4) max(5,5,4) max(5,4, 5)}

Il
o1 o1 O
o1 o Ol
o o1 Ol

Il
W w b
w b~ W

3 2 1
3(®1 2
4 11

N PR

]

=| max((3+2),(4+1),(3+1) max((3+1),(4+2),(3+1))

max((4+2),(3+1),(3+1)) max((4+1),(3+2),(3+1))
max((3+2),(3+1),(4+1)) max((3+1),(3+2),(4+1))
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max((3+1),(4+1),(3+2))

max((4+1),(3+1),(3+2))
max((3+1),(3+1),(4+2))

=| max(5,5,4) max(4,6,4) max(4,5,5)
| max(5,4,4) max(4,5,5) max(4,4,6)

|

Jadi pada operasi ® pangkat A%’ = A®*Q® A.

max(6,4,4) max(5,5,4) max(5,4, 5)]

Il
T 1
g o o
g o O
o o1 Ol

SRR 1T BT 1 B 2
A =111 2 1|®|1 2 1||®||1 2 1|®|1 2 1
otz YA Y A R vE

max((1+2),(2+1),1+1) max((1+1),(2+2),(1+1))

max((2+2),(1+1),(d+1) max((2+1),(1+2),(1+1))
max((1+2),(1+1),1+1) max((1+1),(1+2),(2+1))

max((1+1),(2+1),(1+2))

max((2+1),(1+1),(1+2))
®
max((1+1),(1+1),(2+2))

max((1+2),(2+1),(1+1)) max((1+1),(2+2),(1+1))

max((2+2),(1+1),(1+1)) max((2+1),(1+2),(1+1))
max((1+2),(1+1),1+2) max((1+1),(1+2),(2+1))

max((1+1),(2+1),(1+2))

max((2+1),(1+1),(1+2))
max((1+1),(1+1),(2+2))



max(3,3,2) max(2,4,2) max(2,3,3)
max(3,2,3) max(2,3,3) max(4,2,2)

{max@, 2,2) max(3,3,2) max(3,2,3)
= &®

max(3,3,2) max(2,4,2) max(2,3,3)

max(4,2,2) max(3,3,2) max(3,2,3)
max(3,2,3) max(2,3,3) max(4,2,2)

4 3 3] [4 3 3
=13 4 3|®|3 4 3
33 4] [3 3 4

max((4+4),(3+3),(3+3)) max((4+3),(3+4),(3+3))
=| max((3+4),(4+3),(3+3)) max((3+3),(4+4),(3+3))
| max((3+4),(3+3),(4+3)) max((3+3),(3+4),(3+3))

max((3+3),(4+3),(3+4))

max((4+3),(3+3),(3+4))
max((3+3),(3+3),(4+4))

max(8,6,6) max(7,7,6) max(7,6,7)
=| max(7,7,6) max(6,8,6) max(6,7,7)
| max(7,6,6) max(6,7,7) max(6,6,8)

ENY ¢
=7 8 7
7 7 8

6 55| [2 1 1
A QA=|5 6 5|®1 2 1
55 6| |1 1 2

{max((6+ 2),(5+1),(5+1) max((6+1),(5+2),(5+1))

max((5+2),(6+1),(5+1)) max((5+1),(6+2),(5+1))
max((5+2),(5+1),(6+1) max((5+1),(5+2),(6+1))



o1

|

|

max(8,6,6) max(7,7,6) max(7,6,7)
max(7,7,6) max(6,8,6) max(6,7,7)
max(7,6,6) max(6,7,7) max(6,6,8)

max((6+1),(5+1),(5+2))
max((5+1),(6+1),(5+2))
max((5+1),(5+1),(6+2))

maka

v

= N

— N v~

AN v v I R

Perhitungan operasi ® pada matriks atas aljabar maxplus, diberikan

<< - = - N
(03] Il
® < - = N
< <
Il = 4 N 4 4
d
% £
® L el
= X Neo.
o
(3] o)) ®
X
<) o e
= S =+ - N
F oy % 1
~ I~ 00 o N
® X — -+ N d
N~ 0 I~ — <
L o
o I~ © -5 — N -
L 1 m m
I o &> N A - A
M O L —
P (%)
S R, I
— =] ®
S <
g £ <




52

}

max(3,3,2,2) max(2,4,2,2) max(2,3,3,2) max(2,3,2,3)
max(3,2,3,2) max(2,3,3,2) max(2,2,4,2) max(2,2,3,3)

max(4,2,2,2) max(3,3,2,2) max(3,2,3,2) max(3,2,2,3)
max(3,2,2,3) max(2,3,2,3) max(2,2,3,3) max(2,2,2,4)

|

M M M
M M <
M < ™

< Mmom
L

3 3 3 4

— 1 <« N

— = AN

2 1

1 2
®

11

11

max(2,3,2,3)

max(4,2,2,2) max(3,3,2,2) max(3,2,3,2) max(3,2,2,3)
max(3,2,3,2) max(2,3,3,2) max(2,2,4,2) max(2,2,3,3)
max(3,2,2,3) max(2,3,2,3) max(2,2,3,3) max(2,2,2,4)

max(3,3,2,2) max(2,4,2,2) max(2,3,3,2)

{

/VlA\(((
S 8 8 &
E E E E
aaAaAa
1 o
+ + + +
(S2 N3]
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|

) max((3+1),
) max((3+1),

NSNS N

max(5,4,5,4) max(4,5,5,4) max(4,4,6,4) max(4,4,5,5)
max(5,4,4,5) max(4,5,4,5 max(4,4,55 max(4,4,6,4)

max(6,4,4,4) max(5,5,4,4) max(5,4,5,4) max(5,4,4,5)
max(5,5,4,4) max(4,6,4,4) max(4,5,5,4) max(4,5,4,5)

T T e o+ o+ o+
ceaos S22 3
Soo e 9999 ———
+ + + + n.aTmoT++ SRR
TN aN aooag Yd<<4
+ + + + B LuLIITST
< o m
e — — = S 88 3
Sooo T9o9oo EEEE
AT | s
o oM M < < Lo
$¥FY TEE: sgos
T © < 0 < <
E E E E E E E E o< -
- = - N I.\/\(WA\
Anaamaas A~ 83338
SN e e — = = - E £ £ E
+ + + + + + + +
dNda 2223 2223 96
SO YT I adNQ Yyxws
NAddd &5 L5 + + + o+ W © 1 o
(i SRS & N SOWRSTR GRS ) TN INIAN
= ~— — — — =~ T
® X e = -IEEEE
— A H o TS e @®
m Mmoo < o T Y =EEE
1
DLINGL G2 M <t n ™ N W o
- = 0 4R
3343 AN o o o e e -~ -~ o~ -
6 1 1 © + o+ o+ Sl sl A NS W Y 0w ow
N O W © i S < w0 < <
m < m M S, &, &0, & S O Mmoo ™ S 9 95 I
0 b © 1o T Y ¥ 7 TDTScoo = L woww
o oo S 888 s 3 3 = SE22E oo
H © 1 o _ | s S 4F = E E E E
| — |
Il I [ [
© 1 1 10 <
I ®
®
<

Jadi pada operasi ® pangkat A®® = A®*® A.
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— = <« N

N d -

®

}

Mm M M <

MmO M T ™

N T O m

< MM m

Mm MmO M <

MmO M T ™

Mn T O m

max(3,3,2,2) max(2,4,2,2) max(2,3,3,2) max(2,3,2,3)
max(3,2,3,2) max(2,3,3,2) max(2,2,4,2) max(2,2,3,3)
max(3,2,2,3) max(2,3,2,3) max(2,2,3,3) max(2,2,2,4)

max(3,3,2,2) max(2,4,2,2) max(2,3,3,2) max(2,3,2,3)
max(4,2,2,2) max(3,3,2,2) max(3,2,3,2) max(3,2,2,3)

max(3,2,3,2) max(2,3,3,2) max(2,2,4,2) max(2,2,3,3)
max(3,2,2,3) max(2,3,2,3) max(2,2,3,3) max(2,2,2,4)

max(4,2,2,2) max(3,3,2,2) max(3,2,3,2) max(3,2,2,3)

< MO Mmm

[
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}

max(6,7,6,7)

max(6,6,8,6) max(6,6,7,7)

max(6,7,7,6)

max(7,6,6,7) max(6,7,6,7) max(6,6,7,7) max(6,6,6,8)

max(8,6,6,6) max(7,7,6,6) max(7,6,7,6) max(7,6,6,7)

max(7,7,6,6) max(6,8,6,6)

max(7,6,7,6) max(6,7,7,6)

[

}

max(7,7,6,6) max(6,8,6,6) max(6,7,7,6) max(6,7,6,7)

max(7,6,7,6) max(6,7,7,6) max(6,6,8,6) max(6,6,7,7)
max(7,6,6,7) max(6,7,6,7) max(6,6,7,7) max(6,6,6,8)

max(8,6,6,6) max(7,7,6,6) max(7,6,7,6) max(7,6,6,7)

{



N N~ o
~N N o~
~N o~ N
o ~N N~

Jadi pada operasi ® pangkat A®* = A%’ ® A.

Perhitungan operasi ® pada matriks atas aljabar maxplus, diberikan

a; Q, - Q,
matriks berordo n x n dengan matriks A =| %1 &2 % | maka:
a, a, - a,
A ZARAR®..®A
e g o L FT R B g (G
N a.21 a.ZZ oo a.zn ® a.21 a.ZZ oo a.zn ®® a.21 a.22 oo a.2n
a‘nl a‘n2 a'nn a‘nl anz ann a‘nl an2 ann

max ((ay, +ay, ), (8, +ay,)-.-(a, +ay)) max((an+aﬂ),(a12 +ay)...(a, +a,))
max((a11+a11),(a12‘+a21)...(a1n +ay)) max((all+aﬂ),(a12‘ +ay)..(a, +ay))

_max((a11+a11),(a12'+a21)...(a1n +ay)) max((au+au),(a1; +ay)..(a, +ay))

. max((aﬂ +a11)7(a12 +a21)“'(a1n +anl))
’ maX((an +a11),(a12.+a21)...(a1n +an1))

(3 )+ 83 20)

a, @, - Q, a, a, - Q,

& Ay Ay, &y Ay Ay,

A% QA= ®

a, a, - a, a, a, - a,
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max (8, +a8y, ), (8, +8y)...(8, +a,)) max((a, +ay,),(a, +a,)...(ay, +a,))
~ max((an+a11),(a12‘+a21)...(a1n+an1)) max((a11+an),(a12‘+a21)...(a1n+an1))

_max((au +a11),(a1; +ay)...(a, +a,)) max((a, +a11),(a1; +ay)...(a, +ay))

- max((a, +a,).(a, +ay)...(a, +a,))
. max((aﬂ +aﬂ),(a12' +8y)...(a, + am))

. max((au+all),(a12.+a21)...(a1n+anl))
Jadi pada operasi ® pangkat A®" = 4®" ®A.

Berdasarkan perhitungan operasi @ dan @ dengan operasi pangkat terurut
matriks atas aljabar maxplus, maka untuk operasi @ diperoleh bentuk umum
A®" = A dan untuk operasi @ diperoleh bentuk umum A®" = nA.

Teorema 3.1
Misalkan A®" = A@A® ... ®A adalah operasi pangkat terurut, maka bentuk
umum dari A®" adalah A®" = 4,dengan a, b, c,d € A.

Bukti :

Diberikan matriks A = [Z 2] dengan a, b,c,d € A maka

=], el de-ef, J

_ [max(a,aq,..,a) max(cc,...,c)
"~ |Imax(b, b, ...,b) max(d,d,..d)

Maximum dari bilangan yang sama adalah bilangan itu sendiri, sehingga

max(a,aq, ..., a) max(c,c,...,c)]_[a c]
max(b, b, ...,b) max(d,d,..d)] b d

adi [, gl@f, ge-el, o=l d
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Sesuai dengan bentuk umum A®" = 4

Untuk bentuk umum ketika matriks berordo n x n maka :

=

a, &, - q, &, &, - q,
a.21 a‘22 cee a.2n (_D a.21 a.22 coe a?n
_anl a, - ay a, a,, - a4,
i max(aﬂ' a11) max(a12 ) aiz) o max(an1' anl)
max(a21, a-21) maX(azz ) azz) W max(anz | anz)
| max(a,,,a,) max(a,,,a,,) -+ max(a,,a,,)
&; Q, - &,
& 8y ot Ay,
L a, a,, - a,

Jadi A, ®" = Ay

Contoh:

Ambil sembarang matriks dengan a;; = b; ;, maka diberikan matriks A

berordo 2 X 2 = LZL g] sehingga ketika matriks A dioperasikan dengan

operasi @ atas aljabar maxplu,s maka diperoleh :

2 3]@[2 3]_ max(2,2) max(3,3)
4 5 4 51 |max(4,4) max(5,5

=[i 3

Sehingga ketika setiap bilangan elemennya sama pada operasi @, maka

diperoleh nilai bilangan itu sendiri.
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Teorema 3.2

Bukti :

Misalkan A®" = A®A®..®A adalah operasi pangkat terurut, maka
bentuk umum dari A®" adalah A%®" =nA, a,b,c,d €A dengan

a=b=c=d.

Diberikan matriks A=, |, ab.cdeA dengan a=b=c=d
maka menggunakan pembuktian kontradiktif, sehingga :

A®" = nA

b d®ly d®-®f d=nly d

max((a + a),(c + b), ..., (a)) max((a+c),(c+4d),..,(c)) ] . [a c]
max((b+a),(d + b), ..., (b)) max((b+c),(d+a)),..,(d)) b d

Dengan asumsi awala = b = ¢ = d, maka :

‘max((a+a),(a+a),..,(a)) max((a+a),(a+a),.., (a)) 4 [a a]

imax((b + a), (a + a), ...,(a)) max((a+a),(a+ a)), .., (a)) a a
'max(a,a) max(a,a) a a
|max(a,a) max(a,a) [a a]

NN

Maka terbukti bahwa seharusnya

b dl®ly de-el, d=rl, o

Sesuai dengan bentuk umum 4%®" = n4

Untuk bentuk umum ketika matriks berordo n X n menggunakan
pembuktian kontradiktif, sehingga:

A®" = nA



a11 a12 ain a11 a12 ain a11 a12
Tl Bt g g (i B
a, a, - a, a, a, - a, a, a, -
a; 8 v A,
#N a.Zl a.22 a,Z”
a, a, - a,

. max((a11+a11)1(a12+a21)"'(a‘ln+an1)) %; &,
RN o Ry

- max((ay, +ay),(a, +a,)...(a, +ay)) a, a,

Maka terbukti bahwa seharusnya

a, a, - &, a; a, - A, a; a,
a S00 ) a a o0 (G) a a
.21 a?z ?n ®_ ‘21 ?2 2N ®®: .21 '22
anl anZ ann a‘nl anz ann a‘nl anZ
&, Ay &,
a a
-n a :22 2n
anl an2 ann

Jadi A5, ® = ndyxn

Contoh:

Diberikan matriks A,., = [g 2]

a,
8y

nn
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max ((ay, +2,, ), (8, +8y)...(a, +2,)) max((a,+a,),(a,+ay)...(a, +2a,))
max((aﬂ+aﬁ),(a12‘+a21)...(a1n+anl)) max((a11+a11),(a1%+a2 )-.-(a,+ay))

_max((aﬂ+au),(a1; +ay)...(a, +a,)) max((ay, +aﬁ),(a1; +ay)...(a,+a,))



A®"  =nA n=2

maka A®° = 24

2 Yol 3-2F

|

max((2 + 2), (2 + 2))
max((2 + 2),(2 + 2))

2
max((2 +2),(2 +2))] _ [4 4]

max((2+2),(2+2))] 4 4

[max(4,4) max(4,4)] _ [4 4]
max(4,4) max(4,4) 4 4

wily 3=l 4
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BAB IV

PENUTUP

4.1. Kesimpulan
Berdasarkan pembahasan mengenai operasi pangkat terurut matriks atas

aljabar maxplus, maka dapat disimpulkan bahwa bentuk umum dari operasi

pangkat terurut matriks atas aljabar maxplus dengan operasi @ adalah A®" = 4,

untuk bentuk umum dari operasi pangkat terurut matriks atas aljabar maxplus

dengan operasi ® adalah A®" = nA.
4.2. Saran

Perlu diketahui bahwa kajian mengenai operasi pangkat terurut dalam
aljabar maxplus bisa dikatakan baru, maka dari itu untuk membahas lebih jauh
kajian tentang operasi pangkat terurut pada aljabar maxplus peneliti yang akan
meneliti selanjutnya bisa diterapkan dalam bidang yang lain, seperti halnya ke

dalam kajian graf.
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