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ABSTRAK 

 
Cholisna, Siti. 2013. Analisis Kestabilan Model Interaksi Dua Populasi dengan 

Waktu Tunda untuk Data Penduduk. Skripsi. Jurusan Matematika Fakultas 

Sains dan Teknologi. Universitas Islam Negeri Maulana Malik Ibrahim Malang. 

 Pembimbing: (I) Dr. Usman Pagalay, M.Si. (II) Fachrur Rozi, M.Si. 

 

Kata Kunci: Model Interaksi Dua Populasi, Waktu Tunda, Linierisasi, Kesetimbangan 

dan Kestabilan 

Model interaksi dua populasi dengan waktu tunda merupakan sistem persamaan 

diferensial non linier yang menjelaskan tentang interaksi dua populasi yang berbeda. 

Dalam penelitian ini, model interaksi dua populasi dengan waktu tunda diterapkan pada 

suatu interaksi antar populasi penduduk, di mana kedua populasi dalam interaksi tersebut 

saling mendapatkan keuntungan.  

Pada penelitian ini, akan dikaji konstruksi model interaksi dua populasi dengan 

waktu tunda, analisis parameter dari data penduduk, dan kestabilan titik tetap model. 

Konstruksi model interaksi dua populasi dengan waktu tunda antar populasi penduduk 

menunjukkan bahwa laju perubahan pertumbuhan populasi penduduk terhadap waktu 

dipengaruhi oleh laju pertumbuhan populasi dengan mempertimbangkan daya dukung 

lingkungan terbatas yang menyebabkan pertumbuhan populasi mengalami penundaan 

serta dengan adanya pertambahan populasi penduduk lain.  

Selain itu, dilakukan analisis parameter dari data penduduk dan simulasi model 

sebagai bentuk pendekatan model dengan parameter-parameter yang diberikan untuk 

mengecek hasil analisis yang telah dilakukan. Berdasarkan analisis parameter dari data 

penduduk, diperoleh hasil perhitungan model yang hampir sama dengan data penduduk. 

Sedangkan dari simulasi model, dapat diketahui bahwa kestabilan titik tetap model pada 

pertumbuhan populasi penduduk di pengaruhi oleh adanya penundaan pertumbuhan 

populasi. Di samping itu, laju pertumbuhan populasi terhadap waktu menuju titik 

kestabilannya. 
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ABSTRACT 

 
Cholisna, Siti. 2013. Stability Analysis of Model of Two Populations Interaction with 

Time Delay for Societies Data. Thesis. Department of Matematics. Faculty of 

Science and Technology. The State of Islamic University Maulana Malik Ibrahim 

Malang. 

 Promotor: (I) Dr. Usman Pagalay, M.Si. (II) Fachrur Rozi, M.Si. 

 

Keywords: Model of Two Populations Interaction, Time Delay, Linearization, 

Equilibrium and Stability 

Model of two populations interaction with time delay is a system of nonlinear 

differential equations that describe the interaction of two different populations. In this 

study, model of two populations interaction with time delay applied to an interaction 

between societies population, where both populations interact with each other in a 

mutually beneficial way.  

In this study, will be examined the construction of model of two populations 

interaction with time delay, the parameters analysis of societies data, and the stability of 

equilibrium points for model. Construction of model of two populations interaction with 

time delay between societies population showed that the change of population’s growth 

rate over time to affected by the growth rate of population with consider the limit of 

carrying capacity that can affect the delayed in population’s growth, and the presence of 

the increase in another population. 

In addition, will be examined the parameters analysis of societies data and 

simulation models as a form of modeling approaches to the parameters that have been 

given to check the results of the analysis that has been done. Based on the parameters 

analysis of societies data, the results of model calculations similar to the societies data. 

From simulation models, it is known that the stability of equilibrium points for model in 

population’s growth is influenced by the presence of the delayed in population’s growth. 

In addition, population’s growth rate over time to the point of stability. 
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  الملخص

 
. تحليل الاستقرار مه اثىيه مه وماذج التفاعل مع السكان تأخير الوقت لسكان البياوات .۲٣١٠نصُب، سخً.  خب

انحكىيٍت يىلاَب يبنك إبشاهٍى  قسى انشٌبضٍبث. كهٍت انعهىو وانخكُىنىخً. خبيعت الإسلايٍت طشوحت.الأ

 يبلاَح.

 ًبخسخٍشان انذكبحشة، هً،ك( عثًبٌ ف١) انًششٌف: 

 ًبخسخٍشانصي،  اشانفخش   (۲) 

 

حفبعم ًَبرج انسكبٌ اثٍٍُ يع حأخٍش انىقج هى َظبو يٍ انًعبدلاث انخفبضهٍت غٍش انخطٍت انخً 

يٍ ًَبرج  حصف انخفبعم بٍٍ اثٍٍُ يٍ يدًىعبث سكبٍَت يخخهفت. فً هزِ انذساست، حطبٍق اثٍٍُ يٍ انسكبٌ

 انخفبعم يع حأخٍش انىقج نخفبعم بٍٍ انسكبٌ، حٍث انسكبٌ اثٍٍُ فً انخفبعم انًُفعت انًخببدنت.

فً هزِ انذساست سىف ٌخى حقٍٍى بُبء ًَىرج انخفبعم اثٍٍُ يٍ انسكبٌ يع حأخٍش انىقج، ححهٍم 

ًَبرج حفبعم ثُبئً انسكبٌ يع انًعهًت انبٍبَبث انسكبٍَت، واسخقشاس َقطت ثببخت يٍ انًُىرج. وأظهشث بُبء 

حأخٍش انىقج بٍٍ انسكبٌ أٌ يعذل حغٍش انًُى انسكبًَ عهى يش انضيٍ ٌخأثش يعذل انًُى انسكبًَ يٍ خلال 

 انُظش فً انقذسة انًحذودة نهبٍئت انخً حسبب انًُى انسكبًَ نخدشبت انخأخٍش ووخىد انضٌبدة انسكبٍَت آخش.

يٍ انبٍبَبث انسكبٍَت وًَبرج انًحبكبة ببعخببسهب شكلا يٍ وببلإضبفت إنى رنك، ححهٍم انًعهًت 

أشكبل انُهح انًُزخت يع انًعهًبث َظشا نهخحقق يٍ َخبئح انخحهٍم انزي حى إَدبصِ. اسخُبدا إنى ححهٍم انبٍبَبث 

ٍَت. انًخعهقت انًعهًبث انسكبٌ، انخً حى انحصىل عهٍهب انحسبببث انًُىرخٍت َخبئح يًبثهت إنى انبٍبَبث انسكب

يٍ ًَبرج انًحبكبة، فًٍ انًعشوف أٌ اسخقشاس َقطت ثببخت عهى ًَىرج انًُى انسكبًَ ٌخأثش حأخٍش انًُى 

 انسكبًَ. وببلإضبفت إنى رنك، فإٌ يعذل انًُى انسكبًَ عهى يش انضيٍ إنى َقطت الاسخقشاس.
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Persamaan diferensial merupakan manifestasi dalam usaha untuk 

memahami fenomena alam yang selanjutnya digunakan untuk memprediksi 

fenomena tersebut. Jadi, persamaan diferensial merupakan bentuk matematis dari 

suatu model atau imitasi fenomena fisis, kimiawi maupun biologis. Pada 

umumnya, bentuk persamaan diferensial merupakan bentuk fenomena yang 

menerangkan objek yang diamati (variabel tergantungnya) sebagai fungsi waktu 

(t) dan/atau ruang (x, y, z) (Sasongko, 2010:141). 

Di sisi lain, ekologi adalah bagian kecil dari biologi, namun ekologi tidak 

dapat dipisahkan dari ilmu-ilmu lainnya. Biasanya ekologi didefinisikan sebagai 

ilmu yang mempelajari hubungan timbal-balik antara makhluk hidup dengan 

lingkungannya. Pembahasan ilmu ekologi, khususnya interaksi diantara dua 

populasi terbagi menjadi tiga tipe. Pertama, predator-prey, yaitu ketika laju 

pertumbuhan salah satu populasi menurun dan populasi yang lainnya meningkat. 

Kedua, kompetisi, yaitu ketika laju pertumbuhan masing-masing populasi 

menurun. Ketiga, mutualisme, yaitu ketika laju pertumbuhan masing-masing 

populasi meningkat (Murray, 2002:79). Salah satu contoh interaksi yang terdapat 

dalam Al-Qur’an adalah interaksi yang terjadi di antara kaum muhajirin dan kaum 

anshar. Sebagaimana Firman Allah SWT berikut: 

                       
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                             

                     

                    

Artinya: “Sesungguhnya orang-orang yang beriman dan berhijrah serta berjihad 

dengan harta dan jiwanya pada jalan Allah dan orang-orang yang memberikan 

tempat kediaman dan pertoIongan (kepada orang-orang Muhajirin), mereka itu 

satu sama lain lindung-melindungi. dan (terhadap) orang-orang yang beriman, 

tetapi belum berhijrah, maka tidak ada kewajiban sedikitpun atasmu melindungi 

mereka, sebelum mereka berhijrah. (akan tetapi) jika mereka meminta 

pertolongan kepadamu dalam (urusan pembelaan) agama, maka kamu wajib 

memberikan pertolongan kecuali terhadap kaum yang telah ada perjanjian antara 

kamu dengan mereka. Dan Allah Maha melihat apa yang kamu kerjakan.” (QS. 

Al-Anfaal [8]:72) 

 

Ayat tersebut menjelaskan tentang interaksi yang dilakukan oleh kaum 

anshar terhadap kaum muhajirin. Hal ini menunjukkan bahwa interaksi yang 

dilakukan bertujuan untuk saling melindungi di antara kaum muhajirin dan kaum 

anshar, sehingga terjalin persaudaraan yang amat teguh untuk membentuk 

masyarakat yang baik. Demikian keteguhan dan keakraban persaudaraan mereka 

itu, sehingga pada permulaan Islam mereka waris-mewarisi seakan-akan mereka 

bersaudara kandung. 

Pada penelitian sebelumnya, Fitria (2011) menggunakan waktu 

perlambatan dalam menganalisis sistem persamaan diferensial model predator-

prey. Adanya waktu perlambatan sangat mempengaruhi kestabilan titik 

ekuilibrium model tersebut. Hasil penelitiannya menunjukkan bahwa ada 

beberapa nilai perlambatan yang menyebabkan titik ekuilibrium sistem persamaan 

diferensial model predator-prey stabil dan ada beberapa nilai perlambatan yang 

menyebabkan titik ekuilibrium sistem persamaan model predator-prey tidak 
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stabil. Hal tersebut mendorong penulis untuk mengembangkan penelitian pada 

model lain, yaitu model interaksi dua populasi pada populasi penduduk, di mana 

pengaruh waktu tunda diberikan pada kedua populasi. 

Model interaksi dua populasi merupakan sistem persamaan diferensial non 

linier yang menjelaskan tentang interaksi dua populasi yang berbeda. Model 

interaksi dua populasi tersebut merupakan bagian dari persamaan logistik yang 

dikembangkan dengan mempertimbangkan populasi lain sampai model interaksi 

dua populasi dengan waktu tunda. Dalam penelitian ini, model interaksi dua 

populasi dengan waktu tunda pada populasi penduduk dirumuskan sebagai 

berikut: 

  ( )

  
   ( ) (  

 (   )

  
)    ( ) 

  ( )

  
   ( ) (  

 (   )

  
)    ( ) 

dengan  ,  ,   ,   ,   dan   merupakan konstanta positif,   merupakan waktu 

tunda, simbol x dan y merupakan ukuran populasi pada waktu t. 

Berdasarkan uraian di atas, maka penulis melakukan penelitian ini dan 

menyajikannya dalam judul “Analisis Kestabilan Model Interaksi Dua 

Populasi dengan Waktu Tunda untuk Data Penduduk”. 

 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan uraian latar belakang di atas, maka masalah dalam penelitian 

ini dapat dirumuskan sebagai berikut: 
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a. Bagaimana analisis konstruksi dari model interaksi dua populasi dengan 

waktu tunda pada populasi penduduk? 

b. Bagaimana analisis parameter model interaksi dua populasi dengan waktu 

tunda dari data penduduk? 

c. Bagaimana analisis kestabilan titik tetap model interaksi dua populasi dengan 

waktu tunda pada populasi penduduk? 

 

1.3 Tujuan Penelitian 

Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka tujuan dari penelitian ini 

adalah: 

a. Menganalisis konstruksi dari model interaksi dua populasi dengan waktu tunda 

pada populasi penduduk. 

b. Menganalisis parameter model interaksi dua populasi dengan waktu tunda dari 

data penduduk. 

c. Menganalisis kestabilan titik tetap model interaksi dua populasi dengan waktu 

tunda pada populasi penduduk. 

  

1.4 Batasan Masalah 

Ruang lingkup pembahasan dalam skripsi ini adalah pada persamaan 

diferensial model interaksi dua populasi dengan waktu tunda, terutama pada 

analisis pengaruh waktu tunda terhadap kestabilan titik tetap dua persamaan non 

linier. Sedangkan data penduduk yang diambil adalah data penduduk di 

Kecamatan Kepanjen dan Pakisaji Kabupaten Malang pada tahun 2008 sampai 
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tahun 2010. Selanjutnya, nilai awal yang digunakan dalam analisis kestabilan titik 

tetap model merupakan jumlah penduduk pada akhir tahun 2008 dan nilai 

parameter variabel yang digunakan diperoleh dari hasil pengolahan data penduduk 

awal pada tahun 2008 sampai tahun 2010. Sedangkan pada analisis kestabilan titik 

tetap model diberikan nilai waktu tunda 1 sampai 5. 

 

1.5 Manfaat Penelitian 

Penulisan skripsi ini diharapkan bermanfaat bagi penelitian-penelitian 

tentang interaksi antar populasi di lapangan yang menggunakan model interaksi 

dua populasi. Analisis model interaksi dua populasi dengan waktu tunda yang 

dihasilkan dalam penelitian ini diharapkan dapat menjadi sumbangan bagi 

penelitian bidang kependudukan, terutama yang berkaitan dengan pengaruh waktu 

tunda terhadap kestabilan pertumbuhan populasinya. Selain itu, penelitian ini 

diharapkan dapat mengembangkan khasanah keilmuan, khususnya bidang 

pemodelan matematika dan sistem dinamik. 

 

1.6 Metode Penelitian 

Metode penelitian yang digunakan dalam penulisan ini adalah studi 

literatur. Adapun langkah-langkah yang dilakukan dalam metode analisis 

penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Menganalisis pembentukan model interaksi dua populasi pada populasi 

penduduk. 
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2. Menganalisis pembentukan model interaksi dua populasi dengan waktu tunda 

pada populasi penduduk. 

3. Menganalisis parameter model interaksi dua populasi 

4. Menganalisis kestabilan model interaksi dua populasi dengan langkah sebagai 

berikut: 

a. Menentukan titik tetap pada sistem persamaan 

b. Melakukan linierisasi sistem persamaan non linier 

c. Menentukan nilai eigen dan vektor eigen 

d. Menganalisis hasil dari langkah a, b dan c berdasarkan nilai parameter 

e. Memvalidasi model dengan melakukan simulasi numerik 

f. Menginterpretasikan hasil yang diperoleh 

g. Membuat kesimpulan 

 

1.7 Sistematika Penulisan 

Skripsi ini menggunakan sistematika penulisan sebagai berikut: 

Bab I  Pendahuluan 

Pada bab ini berisi tentang pendahuluan yang terdiri dari latar belakang, 

rumusan masalah, tujuan penelitian, batasan masalah, manfaat penelitian, 

metode penelitian dan sistematika penulisan. 

Bab II Kajian Pustaka 

Pada bab ini memuat kajian teori yang terdiri dari sistem persamaan 

diferensial, sistem otonomous, linierisasi sistem, kesetimbangan dan 

kestabilan, nilai eigen dan vektor eigen, model pertumbuhan logistik, serta 
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parameter pada model interaksi dua populasi. Sedangkan untuk kajian 

agama yaitu tentang komponen-komponen dalam model interaksi dua 

populasi. 

Bab III Pembahasan 

Pada bab ini berisi tentang uraian keseluruhan langkah yang disebutkan 

dalam metode penelitian. 

Bab IV Penutup 

Pada bab ini memaparkan kesimpulan dari pembahasan dan saran untuk 

penelitian selanjutnya. 
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BAB II 

KAJIAN PUSTAKA 

 

2.1 Sistem Persamaan Diferensial 

Bentuk standar sistem persamaan diferensial orde satu dari dua persamaan 

diferensial diberikan oleh 

𝑥′ = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑦) (2.1a) 

𝑦′ = 𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑦) (2.1b) 

di mana x dan y adalah variabel terikat dan t variabel bebas (dalam aplikasi t biasa 

merepresentasikan waktu). Solusi dari sistem persamaan diferensial ini adalah 

pasangan fungsi diferensiabel kontinu (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) di mana jika disubtitusikan 

fungsi ini ke persamaan (2.1a) dan (2.1b) akan diperoleh identitas (Darmawijoyo, 

2011:74). Solusi sistem persamaan diferensial ini didefinisikan sebagai berikut: 

Definisi 1 

Darmawijoyo (2011:74) menyatakan bahwa pasangan fungsi (𝑢(𝑡), 𝑣(𝑡)) 

dikatakan solusi sistem persamaan diferensial (2.1a) dan (2.1b) pada interval 𝑡0 ≤

𝑡 ≤ 𝑡1 jika fungsi u dan v diferensiabel kontinu dan jika  

𝑢′ = 𝑓(𝑡, 𝑢′, 𝑣′) (2.2a) 

𝑣′ = 𝑔(𝑡, 𝑢′, 𝑣′) (2.2b) 

pada interval 𝑡0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡1.(𝑢, 𝑣) merupakan solusi masalah nilai awal 

𝑥′ = 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑦), 𝑥(𝑡0) = 𝑥0, (2.3a) 

𝑦′ = 𝑔(𝑡, 𝑥, 𝑦), 𝑦(𝑡0) = 𝑦0, (2.3b) 

Jika (𝑢, 𝑣) solusi persamaan (2.1a) dan (2.1b) dan memenuhi syarat awal
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𝑢(𝑡0) = 𝑥0, 𝑣(𝑡0) = 𝑦0, (2.4) 

Perlu dicatat bahwa solusi sistem persamaan dalam definisi di atas 

diberikan dalam bentuk pasangan terurut (𝑢, 𝑣) dimaksudkan bahwa solusi sistem 

terdiri dari dua fungsi di mana fungsi pertama adalah solusi persamaan pertama 

dari sistem dan fungsi kedua adalah solusi persamaan kedua dari sistem. Jadi, 

fungsi u berpadanan dengan persamaan (2.1a) dan fungsi v berpadanan dengan 

persamaan (2.1b). 

 

2.2 Sistem Otonomous  

Definisi 2 

Sistem otonomous adalah suatu sistem persamaan diferensial yang berbentuk 

𝑥̇ = 𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑦̇ = 𝑔(𝑥, 𝑦) (2.5) 

di mana fungsi-fungsi f dan g bebas dari waktu (Finizio dan Ladas, 1998:287).  

Bila sistem otonomous (2.5) linier dengan koefisien konstanta, yaitu bila 

𝑥̇ = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦, 𝑦̇ = 𝑐𝑥 + 𝑑𝑦 (2.6) 

dengan 𝑎, 𝑏, 𝑐, dan 𝑑 konstanta-konstanta, maka dapat diperoleh penyelesaian 

secara eksplisit. Misalkan bahwa 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ≠ 0, maka titik (0,0) dari sistem (2.6) 

adalah satu-satunya titik kritis dari (2.6). Penyelesaian dari sistem (2.6) berbentuk 

𝑥 = 𝐴𝑒𝜆𝑡 , 𝑦 = 𝐵𝑒𝜆𝑡 (2.7) 

di mana merupakan akar dari persamaan karakteristik 

𝜆2 − (𝑎 + 𝑑)𝜆 + 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = 0 (2.8) 

Sifat stabilitas titik kritis (0,0) dari sistem (2.6) hampir seluruhnya tergantung 

pada akar-akar dari persamaan (2.8) (Finizio dan Ladas, 1998:293). 
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Teorema 1 

a. Titik kritis (0,0) dari sistem (2.6) stabil, jika dan hanya jika, kedua akar dari 

persamaan (2.8) adalah real dan negatif atau mempunyai bagian real takpositif. 

b. Titik kritis (0,0) dari sistem (2.6) stabil asimtotik, jika dan hanya jika, kedua 

akar dari persamaan (2.8) adalah real dan negatif atau mempunyai bagian real 

negatif. 

c. Titik kritis (0,0) dari sistem (2.6) takstabil, jika salah satu (atau kedua) akar 

dari persamaan (2.8) adalah real dan positif atau jika paling sedikit satu akar 

mempunyai bagian real yang positif. 

(Finizio dan Ladas, 1998:293) 

Andaikan bahwa sistem (2.5) berbentuk 

𝑥̇ = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝐹(𝑥, 𝑦) (2.9a) 

𝑦̇ = 𝑐𝑥 + 𝑑𝑦 + 𝐺(𝑥, 𝑦) (2.9b) 

dengan 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 ≠ 0 dan 𝐹(0,0) = 𝐺(0,0) = 0. Jadi, (0,0) merupakan titik kritis 

dari persamaan (2.9a) dan (2.9b) (Finizio dan Ladas, 1998:293). Sehingga sistem 

liniernya berbentuk: 

𝑥̇ = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 (2.10a) 

𝑦̇ = 𝑐𝑥 + 𝑑𝑦 (2.10b) 

Teorema 2 

a. Titik kritis (0,0) dari sistem tak linier (2.9a) dan (2.9b) adalah stabil asimtotik 

jika titik kritis (0,0) dari sistem yang “dilinierkan” (2.6) adalah stabil 

asimtotik. 
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b. Titik kritis (0,0) dari sistem tak linier (2.9a) dan (2.9b) adalah takstabil jika 

titik kritis (0,0) dari sistem (2.6) adalah takstabil. 

(Finizio dan Ladas, 1998:294) 

 

2.3 Linierisasi Sistem 

Hardiningsih (2010:3) menyatakan bahwa linierisasi adalah proses 

hampiran persamaan diferensial tak linier dengan persamaan diferensial linier. 

Penyelesaian suatu sistem otonomous dari persamaan (2.5), di mana f dan g 

adalah tak linier. Jika (𝑥0, 𝑦0) adalah titik kritis dari sistem otonomous tersebut, 

maka  

𝑓(𝑥0, 𝑦0) = 0 

𝑔(𝑥0, 𝑦0) = 0 

(2.11a) 

(2.11b) 

Selanjutnya akan dicari pendekatan sistem linier jika (𝑥, 𝑦) di sekitar 

(𝑥0, 𝑦0) dengan melakukan ekspansi menurut deret Taylor di sekitar titik (𝑥0, 𝑦0) 

yaitu menghilangkan suku tak liniernya sebagai berikut: 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑥0, 𝑦0) +

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥0, 𝑦0)(𝑥 − 𝑥0) +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑥0, 𝑦0)(𝑦 − 𝑦0) 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑔(𝑥0, 𝑦0) +

𝜕𝑔

𝜕𝑥
(𝑥0, 𝑦0)(𝑥 − 𝑥0) +

𝜕𝑔

𝜕𝑦
(𝑥0, 𝑦0)(𝑦 − 𝑦0) 

(2.12a) 

(2.12b) 

Bila dilakukan subtitusi 𝑥 − 𝑥0 = 𝑢 dan 𝑦 − 𝑦0 = 𝑣, maka 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
=

𝑑𝑢

𝑑𝑡
 dan 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
=

𝑑𝑣

𝑑𝑡
, pada keadaan setimbang 𝑓(𝑥0, 𝑦0) = 𝑔(𝑥0, 𝑦0) = 0, sehingga diperoleh 

persamaan linier sebagai berikut: 

𝑑𝑢(𝑡)

𝑑𝑡
=

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥0, 𝑦0)𝑢 +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑥0, 𝑦0)𝑣 (2.13a) 
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𝑑𝑣(𝑡)

𝑑𝑡
=

𝜕𝑔

𝜕𝑥
(𝑥0, 𝑦0)𝑢 +

𝜕𝑔

𝜕𝑦
(𝑥0, 𝑦0)𝑣 (2.13b) 

Sistem tersebut dapat ditulis dalam bentuk matriks 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝑢
𝑣

) = 𝐴0 (
𝑢
𝑣

) di mana 𝐴0 = [
𝑓𝑥 𝑓𝑦

𝑔𝑥 𝑔𝑦
] (2.14) 

pada 𝑥 = 𝑥0, 𝑦 = 𝑦0. Matriks ini disebut matriks Jacobian, di mana ukuran 

matriks tergantung pada banyaknya persamaan yang menyusun sistem persamaan 

diferensial. Akar-akar karakteristik matriks Jacobian itu akan menentukan sifat 

kestabilan sistem persamaan diferensial linier. 

 

2.4 Kesetimbangan dan Kestabilan 

Panfilov (2004) dalam Nugroho (2009:8) menyatakan bahwa titik 

kesetimbangan merupakan titik di mana sistem tersebut tidak mengalami 

perubahan sepanjang waktu.  

Selanjutnya, untuk mengetahui perilaku sistem di sekitar titik 

kesetimbangan digunakan kriteria kestabilan. Menurut Bellomo dan Presziosi 

(1995) dalam Nugroho (2009:8), kriteria kestabilan dapat ditentukan dengan 

mencari nilai eigen dari matriks Jacobian yang disajikan pada  tabel 2.1. 

 
Tabel 2.1: Kriteria Kestabilan Berdasarkan Nilai Eigen 

Nilai eigen Nama Kestabilan 

Real, tidak sama, bertanda sama Simpul Stabil asimtotik: semuanya negatif  

Tidak stabil: semuanya positif 

Real, tidak sama, berlawanan tanda Sadel Tidak stabil 

Real, sama Simpul Stabil asimtotik: semuanya negatif  

Tidak stabil: semuanya positif 

Kompleks konjugat bukan imajiner murni Spiral Stabil asimtotik: bagian real negatif  

Tidak stabil: bagian real positif 

Imajiner murni Pusat Stabil 
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Tabel 2.1 menunjukkan bahwa sistem akan stabil asimtotik jika kedua nilai 

eigen matriks Jacobian berupa bilangan real negatif atau bilangan kompleks 

dengan bagian real bernilai negatif. Jika salah satu atau kedua nilai eigen berupa 

bilangan real positif atau bilangan kompleks dengan bagian real bernilai positif 

maka sistem akan tidak stabil (Nugroho, 2009:10). 

Tipe kestabilan dari titik kesetimbangan pada tabel 2.1 dapat dilihat 

dengan mengamati trayektori pada bidang fase. Gambar berikut menunjukkan 

contoh trayektori dari tipe kestabilan yang telah disajikan pada tabel 2.1 

(Nugroho, 2009:10). 

   
a) Titik sadel   b) Titik pusat 

   
c) Titik spiral (stabil)  d) Titik spiral (tidak stabil) 

   
e) Titik simpul (stabil)  f) Titik simpul (tidak stabil) 

Gambar 2.1 Tipe Kestabilan dari Titik Kesetimbangan 
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2.5 Nilai Eigen dan Vektor Eigen 

Definisi 3 

Jika A adalah matriks 𝑛 × 𝑛, maka vektor taknol x di dalam 𝑅𝑛 dinamakan vektor 

eigen (eigen vector) dari A jika 𝐴𝑥 adalah kelipatan skalar dari x; yakni, 

𝐴𝑥 = 𝜆𝑥 (2.15) 

untuk suatu skalar 𝜆. Skalar 𝜆 dinamakan nilai eigen (eigen value) dari A dan x 

dikatakan vektor eigen yang bersesuaian dengan 𝜆 (Anton, 1998:277). 

Untuk mencari nilai eigen matriks A yang berukuran 𝑛 × 𝑛, maka 

persamaan (2.15) dapat ditulis kembali sebagai berikut: 

(𝜆𝐼 − 𝐴)𝑥 = 0 (2.16) 

Supaya 𝜆 menjadi nilai eigen, maka harus ada pemecahan tak nol dari persamaan 

tersebut. Persamaan (2.16) akan mempunyai pemecahan tak nol jika dan hanya 

jika 

𝑑𝑒𝑡(𝜆𝐼 − 𝐴) = 0 (2.17) 

Ini dinamakan persamaan karakteristik A. Skalar yang memenuhi persamaan 

(2.17) adalah nilai eigen dari A (Anton, 1998:278). 

 

Teorema 3 

Jika A adalah matriks 𝑛 × 𝑛, maka pernyataan-pernyataan berikut ekuivalen satu 

sama lain: 

a. 𝜆 adalah nilai eigen dari A. 

b. Sistem persamaan (𝜆𝐼 − 𝐴) = 0 mempunyai pemecahan yang tak trivial. 

c. Ada vektor tak nol x di dalam 𝑅𝑛, sehingga 𝐴𝑥 = 𝜆𝑥. 
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d. 𝜆 adalah pemecahan real dari persamaan karakteristik 𝑑𝑒𝑡(𝜆𝐼 − 𝐴) = 0. 

(Anton, 1998:280) 

 

2.6 Model Pertumbuhan Logistik 

Murray (2002:3) mendeskripsikan model pertumbuhan kontinu, yaitu 

𝑑𝑁

𝑑𝑡
= 𝑟𝑁 (1 −

𝑁

𝐾
) (2.18) 

dengan r dan K merupakan konstanta positif. Model ini disebut sebagai 

pertumbuhan logistik pada suatu populasi. Dalam model tersebut, laju kelahiran 

perkapitanya adalah 𝑟 (1 −
𝑁

𝐾
), yang tergantung pada N. Konstanta K merupakan 

daya dukung lingkungan, yang biasanya ditentukan oleh sumber daya yang 

tersedia. Solusi dari persamaan (2.18) adalah 

𝑁(𝑡) =
𝐾𝐴𝑒𝑟𝑡

1 + 𝐴𝑒𝑟𝑡
 di mana 𝐴 = |

𝑁0

𝐾 − 𝑁0
| (2.19) 

 

 
Gambar 2.2 Grafik Persamaan (2.18) dengan 𝑁0 = 1, 𝐾 = 20 dan  𝑟 = 0.5 
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Dari gambar 2.2, dapat diketahui bahwa dengan laju pertumbuhan 0,5 dan 

nilai awal 1 maka seiring bertambahnya waktu jumlah populasi terus meningkat 

hingga mencapai suatu titik tetap tertentu. 

Persamaan (2.18) adalah persamaan yang menggambarkan pertumbuhan 

populasi dalam suatu lingkungan dengan mempertimbangkan daya dukung 

lingkungan terbatas. Dalam kenyataannya, sepanjang waktu pertumbuhan keadaan 

daya dukung lingkungan dapat berubah. Akibatnya, pertumbuhan populasi akan 

mengalami penundaan (Erwansa, dkk., 2009:72). Penundaan tersebut akan 

mempengaruhi pertumbuhan suatu populasi. 

 

Definisi 4 

Murray (2002:13) mendefinisikan persamaan diferensial dengan waktu tunda 

sebagai berikut: 

𝑑𝑁

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑁(𝑡), 𝑁(𝑡 − 𝜏)) (2.20) 

dengan 𝜏 > 0, adalah waktu tunda yang berupa parameter.  

Waktu tunda yang dimasukkan ke dalam persamaan (2.18), memberikan 

persamaan berikut: 

𝑑𝑁

𝑑𝑡
= 𝑟𝑁(𝑡) (1 −

𝑁(𝑡 − 𝜏)

𝐾
) (2.21) 

di mana r, K dan 𝜏 merupakan konstanta positif. Bentuk 
𝑁(𝑡−𝜏)

𝐾
 merupakan respon 

perubahan pada kepadatan populasi yang mengambil 𝜏 satuan waktu. 
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Gambar 2.3 Grafik Persamaan (2.21)  dengan  𝐾 = 20, 𝑟 = 0.5 dan 𝜏 = [0,01; 1; 2] 

 

Dari gambar 2.3, dapat diketahui bahwa adanya waktu tunda akan 

mempengaruhi kestabilan titik tetap model. Pada saat waktu tunda sama dengan 

0,01 dan 1, seiring bertambahnya waktu pertumbuhan populasi meningkat hingga 

mencapai suatu titik tetap tertentu. Akan tetapi, saat waktu tunda sama dengan 2, 

pertumbuhan populasi pada awalnya menanjak kemudian berosilasi, dan 

selanjutnya dalam jangka panjang osilasi semakin kecil mencapai nilai titik tetap 

tertentu. 

 

2.7 Parameter pada Model Interaksi Dua Populasi 

Model interaksi dua populasi pada populasi penduduk dipengaruhi oleh 

laju pertumbuhan penduduk, daya kapasitas penduduk dan laju pertambahan 

populasi yang meningkatkan jumlah populasinya. Dalam Nilakusmawati 

(2009:34), dijelaskan bahwa angka pertumbuhan penduduk dapat diperoleh secara 
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langsung dari jumlah penduduk pada awal dan pada akhir suatu periode tertentu, 

yang dirumuskan sebagai berikut: 

𝑟 = {(
𝑃𝑡

𝑃0
)

(
1

𝑡
)

− 1} (2.22) 

di mana: 

𝑟 = laju pertumbuhan penduduk 

𝑃𝑡 = jumlah penduduk pada tahun terakhir 

𝑃0 = jumlah penduduk pada tahun dasar 

𝑡 = selisih tahun terakhir dengan tahun dasar (jika tahun terakhir 2011 dan tahun 

dasarnya 2008, maka 𝑡 = 2011 − 2008 = 3 tahun) 

Selanjutnya, Iswadi (2009:15) menyatakan bahwa daya kapasitas 

penduduk (K) diperoleh dari luas wilayah keseluruhan dikurangi dengan luas 

beberapa lahan yang tidak dapat dijadikan tempat tinggal kemudian dikalikan 

dengan 1 jiwa/100 m2. 

Faktor lain yang berpengaruh dalam model interaksi dua populasi adalah 

laju pertambahan populasi. Hal inilah yang meningkatkan jumlah masing-masing 

populasi ketika berinteraksi. Laju pertambahan populasi ini dipengaruhi oleh 

pertambahan penduduk dan jumlah penduduk pada suatu periode. Nilai laju 

pertambahan populasi dapat diperoleh dengan membandingkan rata-rata 

pertambahan penduduk terhadap rata-rata jumlah penduduk pada periode tertentu. 
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2.8 Komponen-komponen pada Model Interaksi Dua Populasi 

Model interaksi dua populasi merupakan sistem yang di dalamnya terdiri 

dari komponen-komponen yang saling berkaitan satu sama lain. Komponen-

komponen yang mempengaruhi model tersebut antara lain: pertumbuhan atau 

pertambahan penduduk dan daya dukung lingkungan. 

Pertumbuhan atau pertambahan penduduk dipengaruhi oleh kelahiran, 

kematian, penduduk yang datang, dan penduduk yang pergi. Salah satu ayat Al-

Qur’an yang menjelaskan tentang kematian terdapat dalam surat Al-Munaafiquun 

ayat 31, yaitu: 

                             

Artinya: “Dan Allah sekali-kali tidak akan menangguhkan (kematian) seseorang 

apabila telah datang waktu kematiannya. dan Allah Maha Mengenal apa yang 

kamu kerjakan.” (QS. Al-Munaafiquun [63]:11) 

 

Ayat tersebut menyampaikan pesan bahwa kematian merupakan satu hal 

yang telah ditetapkan Allah. Apabila waktu kematian seseorang telah tiba maka 

tidak ada seorang pun yang mampu mencegahnya. Hal inilah yang menyebabkan 

jumlah penduduk semakin berkurang. Tanpa pertambahan penduduk maka seiring 

berjalannya waktu jumlah penduduk akan habis. Sehingga dengan adanya suatu 

kelahiran diharapkan jumlah penduduk tetap dalam keadaan yang seimbang. 

Selanjutnya, konsep tentang daya dukung lingkungan dapat berbentuk 

daya dukung lingkungan untuk biologi dan daya dukung lingkungan untuk 

penduduk. Daya dukung lingkungan biologi didefinisikan sebagai tingkat 

konsumsi sumberdaya dan pembuangan limbah maksimum yang masih dapat 

dipertahankan tanpa batas waktu dan secara progresif tidak mengganggu 
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bioproduktivitas dan integritas ekologi suatu kawasan.  Daya dukung lingkungan 

untuk penduduk diartikan sebagai kemampuan lingkungan untuk mendukung 

penduduk (manusia) pada kondisi berkelanjutan. Sebagaimana Firman Allah SWT 

berikut: 

                              

Artinya: “Dan Kami telah menghamparkan bumi dan menjadikan padanya 

gunung-gunung dan Kami tumbuhkan padanya segala sesuatu menurut ukuran.” 

(QS. Al-Hijr [15]: 19) 

 

Ayat tersebut menjelaskan bahwa Allah telah menghamparkan bumi dan 

segala sesuatu di dalamnya untuk mendukung kehidupan manusia yang ditetapkan 

sesuai ukuran. Hal ini dimaksudkan agar kelangsungan hidup dengan lingkungan 

tetap terjaga dalam keadaan yang seimbang. 
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BAB III 

PEMBAHASAN 

 

3.1 Konstruksi Model Interaksi Dua Populasi dengan Waktu Tunda 

Model interaksi dua populasi dengan waktu tunda diformulasikan dengan 

sistem persamaan diferensial non linier. Agar lebih mudah dalam memahami 

konstruksi model interaksi dua populasi dengan waktu tunda pada populasi 

penduduk, maka diambil contoh populasi penduduk di Kecamatan Kepanjen dan 

Pakisaji. Dalam hal ini, diasumsikan bahwa interaksi hanya berlangsung di 

wilayah Kepanjen dan Pakisaji. 

Konstruksi model pertumbuhan populasi penduduk di Kecamatan 

Kepanjen, dengan memperhatikan tidak adanya populasi penduduk di Kecamatan 

Pakisaji, diharapkan dapat meningkat secara eksponensial secara terus menerus. 

Hal ini bisa dikatakan bahwa laju perubahan pertumbuhan populasi penduduk 

dipengaruhi oleh laju pertumbuhan populasi penduduk yang ada pada saat itu. 

Misalkan x(t) menyatakan jumlah populasi penduduk di Kecamatan Kepanjen 

pada saat t dan r menyatakan laju pertumbuhan penduduk di Kecamatan 

Kepanjen, maka secara umum laju perubahan pertumbuhan populasi penduduk di 

Kecamatan Kepanjen terhadap waktu yang dinotasikan dengan 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
 dapat 

dideskripsikan sebagai berikut: 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑟𝑥 (3.1) 

Dalam hal ini, diasumsikan bahwa laju pertumbuhan lebih besar dari  nol, 

r > 0, yaitu mengingat setiap populasi memiliki  potensi  untuk  berkembang biak. 
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Walaupun demikian, ketika populasi penduduk itu berkembang, maka 

keterbatasan daya kapasitas penduduk yang berasal dari lingkungan akan 

mempengaruhi pertumbuhan populasi penduduk. Hal ini mengakibatkan 

kemunduran pada tingkat pertumbuhan populasi. Formula yang digunakan pada 

pertumbuhan populasi penduduk di Kecamatan Kepanjen berbentuk persamaan 

logistik, sehingga persamaan (3.1) menjadi: 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑟𝑥 (1 −

𝑥

𝐾𝑥
) (3.2) 

di mana 𝐾𝑥 menyatakan daya dukung lingkungan (daya kapasitas penduduk), 

yaitu batas maksimal populasi penduduk di Kecamatan Kepanjen. 

Pada kondisi tertentu, daya dukung lingkungan di Kecamatan Kepanjen 

dapat berubah. Akibatnya pertumbuhan populasi akan mengalami penundaan. 

Sehingga terdapat waktu tunda yang disimbolkan dengan 𝜏 untuk merespon 

perubahan kepadatan populasi. Oleh karena itu, persamaan (3.2) menjadi: 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑟𝑥 (1 −

𝑥(𝑡 − 𝜏)

𝐾𝑥
) (3.3) 

Salah satu faktor tambahan yang menyebabkan kondisi populasi penduduk 

di Kecamatan Kepanjen mengalami peningkatan kembali adalah dengan adanya 

pertambahan penduduk dari Kecamatan Pakisaji. Pertambahan penduduk ini yang 

dideskripsikan oleh fungsi 𝑔1, yaitu: 

𝑔1 = 𝛽𝑦 (3.4) 

di mana 𝛽 merupakan tingkat pertambahan populasi penduduk dari Kecamatan 

Pakisaji dan y merupakan jumlah populasi penduduk di Kecamatan Pakisaji. 

Dengan demikian, dapat disimpulkan bahwa tingkat  populasi  penduduknya akan 
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bertambah. Sehingga persamaan (3.3) menjadi:  

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑟𝑥 (1 −

𝑥(𝑡 − 𝜏)

𝐾𝑥
) + 𝑔1 (3.5) 

Dengan mensubtitusikan persamaan (3.4) ke dalam persamaan (3.5), diperoleh 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑟𝑥 (1 −

𝑥(𝑡 − 𝜏)

𝐾𝑥
) + 𝛽𝑦 (3.6) 

Selanjutnya, konstruksi model pertumbuhan populasi penduduk di 

Kecamatan Pakisaji, dengan memperhatikan tidak adanya populasi penduduk di 

Kecamatan Kepanjen, diharapkan dapat meningkat secara eksponensial secara 

terus menerus. Hal ini bisa dikatakan bahwa laju perubahan pertumbuhan populasi 

penduduk dipengaruhi oleh laju pertumbuhan populasi penduduk yang ada pada 

saat itu. Misalkan y(t) menyatakan jumlah populasi penduduk di Kecamatan 

Pakisaji pada saat t dan s menyatakan laju pertumbuhan penduduk di Kecamatan 

Pakisaji, maka secara umum laju perubahan pertumbuhan populasi penduduk di 

Kecamatan Pakisaji terhadap waktu yang dinotasikan dengan 
𝑑𝑦

𝑑𝑡
 dapat 

dideskripsikan sebagai berikut: 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑠𝑦 (3.7) 

Dalam hal ini, diasumsikan bahwa laju pertumbuhan lebih besar dari nol, 

𝑠 > 0, yaitu mengingat setiap populasi memiliki potensi untuk berkembang biak. 

Walaupun demikian, ketika populasi penduduk itu berkembang, maka 

keterbatasan daya kapasitas penduduk yang berasal dari lingkungan akan 

mempengaruhi pertumbuhan populasi penduduk. Hal ini mengakibatkan 

kemunduran pada tingkat pertumbuhan populasi. Formula yang digunakan pada 
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pertumbuhan populasi penduduk di Kecamatan Pakisaji berbentuk persamaan 

logistik, sehingga persamaan (3.7) menjadi: 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑠𝑦 (1 −

𝑦

𝐾𝑦
) (3.8) 

di mana 𝐾𝑦 menyatakan daya dukung lingkungan (daya kapasitas penduduk), 

yaitu batas maksimal populasi penduduk di Kecamatan Pakisaji. 

Pada kondisi tertentu, daya dukung lingkungan di Kecamatan Pakisaji 

dapat berubah. Akibatnya pertumbuhan populasi akan mengalami penundaan. 

Sehingga terdapat waktu tunda yang disimbolkan dengan 𝜏 untuk merespon 

perubahan kepadatan populasi. Oleh karena itu, persamaan (3.8) menjadi: 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑠𝑦 (1 −

𝑦(𝑡 − 𝜏)

𝐾𝑦
) (3.9) 

Salah satu faktor tambahan yang menyebabkan kondisi populasi penduduk 

di Kecamatan Pakisaji mengalami peningkatan kembali adalah dengan adanya 

pertambahan penduduk dari Kecamatan Kepanjen. pertambahan penduduk ini 

yang dideskripsikan oleh fungsi 𝑔2, yaitu: 

𝑔2 = 𝛼𝑥 (3.10) 

di mana 𝛼 merupakan tingkat pertambahan populasi penduduk dari Kecamatan 

Kepanjen dan x merupakan jumlah populasi penduduk di Kecamatan Kepanjen. 

Dengan demikian, dapat disimpulkan bahwa tingkat populasi penduduknya akan 

bertambah. Sehingga persamaan (3.9) menjadi:  

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= (1 −

𝑦(𝑡 − 𝜏)

𝐾𝑦
) + 𝑔2 (3.11) 

Dengan mensubtitusikan persamaan (3.10) ke dalam persamaan (3.11), diperoleh 
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𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑠𝑦 (1 −

𝑦(𝑡 − 𝜏)

𝐾𝑦
) + 𝛼𝑥 (3.12) 

Jadi, sistem persamaan diferensial model interaksi dua populasi dengan 

waktu tunda antara populasi penduduk di Kecamatan Kepanjen dan Pakisaji 

adalah: 

𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑟𝑥(𝑡) (1 −

𝑥(𝑡 − 𝜏)

𝐾𝑥
) + 𝛽𝑦(𝑡) (3.13a) 

𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑠𝑦(𝑡) (1 −

𝑦(𝑡 − 𝜏)

𝐾𝑦
) + 𝛼𝑥(𝑡)  (3.13b) 

di mana:  

𝑥(𝑡) = jumlah populasi penduduk di Kecamatan Kepanjen pada saat 𝑡 

𝑦(𝑡) = jumlah populasi penduduk di Kecamatan Pakisaji pada saat 𝑡 

𝑥(𝑡 − 𝜏) = jumlah populasi penduduk di Kecamatan Kepanjen pada saat (𝑡 − 𝜏) 

𝑦(𝑡 − 𝜏) = jumlah populasi penduduk di Kecamatan Pakisaji pada saat (𝑡 − 𝜏) 

𝑟 = laju pertumbuhan penduduk di Kecamatan Kepanjen 

𝑠 = laju pertumbuhan penduduk di Kecamatan Pakisaji 

𝐾𝑥 = daya kapasitas penduduk di Kecamatan Kepanjen 

𝐾𝑦 = daya kapasitas penduduk di Kecamatan Pakisaji 

𝛼 = laju pertambahan penduduk dari Kecamatan Kepanjen 

𝛽 = laju pertambahan penduduk dari Kecamatan Pakisaji 

t = waktu 

𝜏 = waktu tunda 
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3.2 Analisis Parameter Model Interaksi Dua Populasi 

Sebagai contoh untuk parameter model interaksi dua populasi, diambil 

data tentang jumlah populasi penduduk di Kecamatan Kepanjen dan Pakisaji 

tahun 2008 sampai tahun 2010 yang diperoleh dari Badan Pusat Statistik 

Kabupaten Malang disajikan pada tabel 3.1. 

 
Tabel 3.1: Data Jumlah Penduduk di Kecamatan Kepanjen dan Pakisaji 

Tahun 

Jumlah Penduduk di Kecamatan  

Kepanjen (jiwa) 

Jumlah Penduduk di Kecamatan Pakisaji 

(jiwa) 

Awal Tahun Akhir Tahun Awal Tahun Akhir Tahun 

2010 93.347 100.166 75.200 75.421 

2009 93.186   93.347 74.953 75.200 

2008 93.864   92.967 74.928 74.953 

Sumber: Badan Pusat Statistik Kabupaten Malang 

 

Berdasarkan data pada tabel 3.1, dapat diperoleh nilai parameter untuk 

model interaksi dua populasi yaitu laju pertumbuhan penduduk, daya kapasitas 

penduduk, dan laju pertambahan penduduk dari masing-masing populasi. Adapun 

jumlah pertambahan penduduk tiap tahun di wilayah Kepanjen disajikan pada 

tabel 3.2. 

 
Tabel 3.2: Jumlah Penduduk Awal Tahun dan Pertambahan Penduduk di Kecamatan Kepanjen 

Tahun Jumlah Penduduk (𝑃𝑖) 

Pertambahan Penduduk Tiap Tahun 

(𝑋𝑚) 

2010-2009 2009-2008 

2010 93.347 
161 

 

2009 93.186 
322 

2008 93.864  

Jumlah 279.397 483 

 

Berikut perhitungan laju pertumbuhan penduduk, daya kapasitas 

penduduk, dan laju pertambahan penduduk di  Kecamatan  Kepanjen dengan luas 



27 

 

 

wilayah Kecamatan Kepanjen (𝐿𝑥) sebesar 4.625 ha: 

a. Rata-rata jumlah penduduk (𝑃̅𝑥) 

𝑃̅𝑥 =
∑ 𝑃𝑖
3
i=1

3
=
279.397

3
= 93.132 

b. Rata-rata jumlah pertambahan penduduk (𝑋̅𝑥) 

𝑋̅𝑥 =
∑ 𝑋𝑚
2
𝑚=1

2
=
483

2
= 242 

c. Laju pertumbuhan penduduk (𝑟) 

𝑟 = {(
𝑃𝑡
𝑃0
)
(
1

𝑡
)

− 1} = {(
93.347

92.864
)
(
1

2
)

− 1} = 0,00260 

d. Daya kapasitas penduduk (𝐾𝑥) 

Jika diketahui luas total beberapa lahan di Kecamatan Kepanjen yang tidak 

dapat dijadikan tempat tinggal adalah 3.519 ha atau 3.519 hm2, dengan rincian 

sebagai berikut: 

Luas lahan pertanian = 2.425 ha 

Luas lahan perkebunan = 1.078 ha 

Luas bangunan industri =      16 ha 

Maka diperoleh besarnya daya kapasitas penduduk di Kecamatan Kepanjen 

adalah 

𝐾𝑥 = (𝑙𝑢𝑎𝑠 𝑤𝑖𝑙𝑎𝑦𝑎ℎ − 𝑙𝑢𝑎𝑠 𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 𝑙𝑎ℎ𝑎𝑛) ×
1 𝑗𝑖𝑤𝑎

100 𝑚2
 

= (4.625 ℎ𝑎 − 3.519 ℎ𝑎) ×
1 𝑗𝑖𝑤𝑎

100 𝑚2
 

= (1.106 ℎ𝑎) ×
1 𝑗𝑖𝑤𝑎

100 𝑚2
 

= (11.060.000 𝑚2) ×
1 𝑗𝑖𝑤𝑎

100 𝑚2
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= 110.600 𝑗𝑖𝑤𝑎 

e. Laju pertambahan penduduk (𝛼) 

𝛼 =
𝑋̅𝑥

𝑃̅𝑥
=

242

93.132
= 0,00259 

Adapun jumlah penduduk dan pertambahan penduduk tiap tahun di 

wilayah Pakisaji disajikan pada tabel 3.3. 

 
Tabel 3.3: Jumlah Penduduk Awal Tahun dan Pertambahan Penduduk di Kecamatan Pakisaji 

Tahun Jumlah Penduduk (𝑃𝑖) 

Pertambahan Penduduk Tiap Tahun 

(𝑋𝑚) 

2010-2009 2009-2008 

2010 75.200 
247 

 

2009 74.953 
25 

2008 74.928  

Jumlah 225.081 272 

 

Berikut perhitungan laju pertumbuhan penduduk, daya kapasitas 

penduduk, dan laju pertambahan penduduk di Kecamatan Pakisaji dengan luas 

wilayah Kecamatan Pakisaji (𝐿𝑦) sebesar 3.841 ha: 

a. Rata-rata jumlah penduduk (𝑃̅𝑦) 

𝑃̅𝑦 =
∑ 𝑃𝑖
3
i=1

3
=
225.081

3
= 75.027 

b. Rata-rata jumlah pertambahan penduduk (𝑋̅𝑦) 

𝑋̅𝑦 =
∑ 𝑋𝑚
2
𝑚=1

2
=
272

2
= 136 

c. Laju pertumbuhan penduduk (𝑠) 

𝑠 = {(
𝑃𝑡
𝑃0
)
(
1

𝑡
)

− 1} = {(
75.200

74.928
)
(
1

2
)

− 1} = 0,00181 
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d. Daya kapasitas penduduk (𝐾𝑦) 

Jika diketahui luas total beberapa lahan di Kecamatan Pakisaji yang tidak 

dapat dijadikan tempat tinggal adalah 3.007 ha atau 3.007 hm2, dengan rincian 

sebagai berikut: 

Luas lahan pertanian = 1.228 ha 

Luas lahan perkebunan = 1.348 ha 

Luas hutan   =    150 ha 

Luas lain-lain  =    281 ha 

Maka diperoleh besarnya daya kapasitas penduduk di Kecamatan Pakisaji 

adalah 

𝐾𝑦 = (𝑙𝑢𝑎𝑠 𝑤𝑖𝑙𝑎𝑦𝑎ℎ − 𝑙𝑢𝑎𝑠 𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 𝑙𝑎ℎ𝑎𝑛) ×
1 𝑗𝑖𝑤𝑎

100 𝑚2
 

= (3.841 ℎ𝑎 − 3.007 ℎ𝑎) ×
1 𝑗𝑖𝑤𝑎

100 𝑚2
 

= (834 ℎ𝑎) ×
1 𝑗𝑖𝑤𝑎

100 𝑚2
 

= (8.340.000 𝑚2) ×
1 𝑗𝑖𝑤𝑎

100 𝑚2
 

= 83.400 𝑗𝑖𝑤𝑎 

e. Laju pertambahan penduduk (𝛽) 

𝛽 =
𝑋̅𝑦

𝑃̅𝑦
=

242

93.132
= 0,00181 

Berdasarkan perhitungan tersebut, diperoleh nilai untuk masing-masing 

parameter sebagai berikut: 
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Tabel 3.4: Nilai Parameter Hasil Pengolahan Data Penduduk  

Parameter Nilai Satuan 

𝑟 0,00260  pertahun 

𝑠 0,00181  pertahun 

𝐾𝑥 110.600  jiwa 

𝐾𝑦 83.400  jiwa 

𝛼 0,00259  pertahun 

𝛽 0,00181  pertahun 

 

Nilai parameter pada tabel 3.4 akan digunakan untuk melakukan 

pendugaan jumlah penduduk di Kecamatan Kepanjen dan Pakisaji pada tahun 

2009 dan tahun 2010 dengan menggunakan model interaksi dua populasi. 

Sedangkan jumlah penduduk pada tahun 2008 digunakan sebagai nilai awal dalam 

perhitungan model. Hasil yang diperoleh akan dibandingkan dengan data jumlah 

penduduk dari Badan Pusat Statistik (BPS) Kabupaten Malang. 

Adapun hasil perhitungan jumlah penduduk berdasarkan model disajikan 

pada tabel 3.5 berikut: 

 
Tabel 3.5: Hasil Perhitungan Jumlah Penduduk dengan Model dan Data Penduduk dari BPS 

Tahun 

Jumlah Penduduk di Kecamatan  

Kepanjen (jiwa) 

Jumlah Penduduk di Kecamatan Pakisaji 

(jiwa) 

Data BPS Perhitungan Model Data BPS Perhitungan Model 

2010 93.347 93.213 75.200 75.437 

2009 93.186 93.038 74.953 75.183 

2008 93.864 92.864 74.928 74.928 

 

Dari tabel 3.5, dapat diketahui bahwa semua hasil perhitungan jumlah 

penduduk baik dari data BPS maupun hasil pendugaan berdasarkan model 

interaksi dua populasi menunjukkan adanya peningkatan jumlah penduduk tiap 

tahun. Perhitungan jumlah penduduk pada tahun 2009 dan tahun 2010 

berdasarkan model interaksi dua populasi menunjukkan hasil perhitungan yang 
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hampir sama dengan jumlah penduduk dari data BPS. Sehingga dapat dikatakan 

bahwa model interaksi dua populasi dapat digunakan untuk menganalisis 

kestabilan pertumbuhan populasi di Kecamatan Kepanjen dan Pakisaji Kabupaten 

Malang. 

 

3.3 Analisis Kestabilan Model 

Pada analisis kestabilan model, akan ditentukan nilai titik tetap, nilai eigen 

dan vektor eigen dari model. 

3.3.1 Menentukan Nilai Titik Tetap 

Secara analitik, perhitungan titik tetap dari sistem persamaan (3.13a) dan 

(3.13b) dapat diperoleh ketika sistem dalam keadaan setimbang, yaitu 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 0 dan 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 0. Pada saat tidak ada waktu tunda (𝜏 = 0), untuk 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 0 dan 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 0 

membentuk persamaan (3.13a) dan (3.13b) seperti berikut: 

𝑥̇ ≔ 𝑟𝑥 (1 −
𝑥

𝐾𝑥
) + 𝛽𝑦 = 0 (3.14a) 

𝑦̇ ≔ 𝑠𝑦 (1 −
𝑦

𝐾𝑦
) + 𝛼𝑥 = 0 (3.14b) 

Selanjutnya, menyelesaikan persamaan (3.14a) dan (3.14b) sebagai 

berikut: 

a. Untuk 𝑥 ≠ 0, dari penyederhanaan persamaan (3.14a) dapat diperoleh 

𝑦 =
−𝑟𝑥

𝛽
(1 −

𝑥

𝐾𝑥
) (3.15) 

Setelah itu, mensubtitusikan persamaan (3.15) ke dalam persamaan (3.14b), yaitu: 
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𝑠 (
−𝑟𝑥

𝛽
(1 −

𝑥

𝐾𝑥
))

(

 
 
1 −

(
−𝑟𝑥

𝛽
(1 −

𝑥

𝐾𝑥
))

𝐾𝑦

)

 
 
+ 𝛼𝑥 = 0 (3.16) 

Dengan menyederhanakan persamaan (3.16), didapatkan 

𝑥 (
−𝑟𝑠

𝛽
+
𝑟𝑠𝑥

𝛽𝐾𝑥
−
𝑟2𝑠𝑥

𝛽2𝐾𝑦
+
2𝑟2𝑠𝑥2

𝛽2𝐾𝑥𝐾𝑦
−
𝑟2𝑠𝑥3

𝛽2𝐾𝑥2𝐾𝑦
+ 𝛼) = 0 (3.17) 

Karena 𝑥 ≠ 0, maka 

(
−𝑟𝑠

𝛽
+
𝑟𝑠𝑥

𝛽𝐾𝑥
−
𝑟2𝑠𝑥

𝛽2𝐾𝑦
+
2𝑟2𝑠𝑥2

𝛽2𝐾𝑥𝐾𝑦
−
𝑟2𝑠𝑥3

𝛽2𝐾𝑥2𝐾𝑦
+ 𝛼) = 0 (3.18) 

Dengan menyelesaikan dan mensubtitusikan nilai parameter dari tabel 3.4 ke 

dalam persamaan (3.18), diperoleh nilai titik tetap untuk 𝑥 adalah 190.644. 

b. Untuk 𝑦 ≠ 0, dari penyederhanaan persamaan (3.14b) dapat diperoleh 

𝑥 =
−𝑠𝑦

𝛼
(1 −

𝑦

𝐾𝑦
) (3.19) 

Setelah itu, mensubtitusikan persamaan (3.19) ke dalam persamaan (3.14a), yaitu: 

𝑟 (
−𝑠𝑦

𝛼
(1 −

𝑦

𝐾𝑦
))(1 −

−𝑠𝑦

𝛼
(1 −

𝑦

𝐾𝑦
)

𝐾𝑥
)+ 𝛽𝑦 = 0 (3.20) 

Dengan menyederhanakan persamaan (3.20), didapatkan 

𝑦 (
−𝑠𝑟

𝛼
+
𝑠𝑟𝑦

𝛼𝐾𝑦
−
𝑠2𝑟𝑦

𝛼2𝐾𝑥
+
2𝑠2𝑟𝑦2

𝛼2𝐾𝑥𝐾𝑦
−
𝑠2𝑟𝑦3

𝛼2𝐾𝑥𝐾𝑦2
+ 𝛽) = 0 (3.21) 

Karena 𝑦 ≠ 0, maka 

(
−𝑠𝑟

𝛼
+
𝑠𝑟𝑦

𝛼𝐾𝑦
−
𝑠2𝑟𝑦

𝛼2𝐾𝑥
+
2𝑠2𝑟𝑦2

𝛼2𝐾𝑥𝐾𝑦
−
𝑠2𝑟𝑦3

𝛼2𝐾𝑥𝐾𝑦2
+ 𝛽) = 0 (3.22) 

Dengan menyelesaikan dan mensubtitusikan nilai parameter dari tabel 3.4 ke 

dalam persamaan (3.22), diperoleh nilai titik tetap untuk 𝑦 adalah 198.194. 
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Misalkan (𝑥∗, 𝑦∗) merupakan nilai titik tetap model, maka titik tetap dari 

persamaan (3.13a) dan (3.13b) dapat ditulis sebagai berikut:  

(𝑥∗, 𝑦∗) = (190.644,198.194) (3.23) 

Nilai titik tetap dari persamaan (3.23) menunjukkan jumlah populasi pada 

saat model tersebut tidak mengalami perubahan sepanjang waktu. 

3.3.2 Menentukan Nilai Eigen 

Setelah memperoleh nilai titik tetap model, selanjutnya menganalisis 

kestabilan di sekitar titik tetap tersebut. Analisis kestabilan ditentukan 

berdasarkan nilai eigen, yaitu dengan melakukan linierisasi persamaan non linier 

di sekitar titik tetap, menentukan matriks Jacobian dari sistem persamaan linier, 

dan menentukan nilai eigen dengan menyelesaikan persamaan karakteristik. 

a. Linierisasi persamaan non linier di sekitar titik tetap 

Misalkan 𝑢(𝑡) = 𝑥(𝑡) − 𝑥∗ dan 𝑣(𝑡) = 𝑦(𝑡) − 𝑦∗, di mana (𝑥∗, 𝑦∗) 

merupakan titik tetap dari sistem persamaan non linier, maka 
𝑑𝑢(𝑡)

𝑑𝑡
=
𝑑𝑥(𝑡)

𝑑𝑡
 dan 

𝑑𝑣(𝑡)

𝑑𝑡
=
𝑑𝑦(𝑡)

𝑑𝑡
. Kemudian 𝑥(𝑡) = 𝑢(𝑡) + 𝑥∗ dan 𝑦(𝑡) = 𝑣(𝑡) + 𝑦∗ disubtitusikan 

ke dalam sistem persamaan (3.13a) dan (3.13b). Pada saat tidak ada waktu tunda 

(𝜏 = 0), maka persamaan (3.13a) dan (3.13b) menjadi 

𝑑𝑢(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑟(𝑢(𝑡) + 𝑥∗) (1 −

(𝑢(𝑡) + 𝑥∗)

𝐾𝑥
) + 𝛽(𝑣(𝑡) + 𝑦∗) (3.24a) 

𝑑𝑣(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑠(𝑣(𝑡) + 𝑦∗) (1 −

(𝑣(𝑡) + 𝑦∗)

𝐾𝑦
) + 𝛼(𝑢(𝑡) + 𝑥∗) (3.24b) 

Dengan menyederhanakan persamaan (3.24a) dan (3.24b), maka diperoleh 

persamaan berikut: 
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𝑑𝑢(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑟𝑢(𝑡) + 𝑟𝑥∗ −

𝑟𝑢(𝑡)𝑢(𝑡)

𝐾𝑥
−
2𝑟𝑥∗𝑢(𝑡)

𝐾𝑥
−
𝑟𝑥∗𝑥∗

𝐾𝑥
+ 𝛽𝑣(𝑡) + 𝛽𝑦∗  (3.25a) 

𝑑𝑣(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑠𝑣(𝑡) + 𝑠𝑦∗ −

𝑠𝑣(𝑡)𝑣(𝑡)

𝐾𝑦
−
2𝑠𝑦∗𝑣(𝑡)

𝐾𝑦
−
𝑠𝑦∗𝑦∗

𝐾𝑦
+ 𝛼𝑢(𝑡) + 𝛼𝑥∗ (3.25b) 

Dengan mengabaikan suku tak linier pada persaman (3.25a) dan (3.25b), 

diperoleh persamaan linier yaitu 

𝑑𝑢(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑟𝑢(𝑡) + 𝑟𝑥∗ −

2𝑟𝑥∗𝑢(𝑡)

𝐾𝑥
−
𝑟𝑥∗𝑥∗

𝐾𝑥
+ 𝛽𝑣(𝑡) + 𝛽𝑦∗ (3.26a) 

𝑑𝑣(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑠𝑣(𝑡) + 𝑠𝑦∗ −

2𝑠𝑦∗𝑣(𝑡)

𝐾𝑦
−
𝑠𝑦∗𝑦∗

𝐾𝑦
+ 𝛼𝑢(𝑡) + 𝛼𝑥∗ (3.26b) 

b. Matriks Jacobian dari sistem persamaan linier 

Bentuk dari matriks Jacobian yang dinotasikan dengan J adalah 

𝐽 = (

𝜕𝑓(𝑢, 𝑣)

𝜕𝑢

𝜕𝑓(𝑢, 𝑣)

𝜕𝑣
𝜕𝑔(𝑢, 𝑣)

𝜕𝑢

𝜕𝑔(𝑢, 𝑣)

𝜕𝑣

) (3.27) 

Misalkan persamaan (3.26a) dan (3.26b) ditulis sebagai berikut: 

𝑓(𝑢, 𝑣) = 𝑟𝑢(𝑡) + 𝑟𝑥∗ −
2𝑟𝑥∗𝑢(𝑡)

𝐾𝑥
−
𝑟𝑥∗𝑥∗

𝐾𝑥
+ 𝛽𝑣(𝑡) + 𝛽𝑦∗ (3.28a) 

𝑔(𝑢, 𝑣) = 𝑠𝑣(𝑡) + 𝑠𝑦∗ −
2𝑠𝑦∗𝑣(𝑡)

𝐾𝑦
−
𝑠𝑦∗𝑦∗

𝐾𝑦
+ 𝛼𝑢(𝑡) + 𝛼𝑥∗ (3.28b) 

maka diperoleh 

𝜕𝑓(𝑢, 𝑣)

𝜕𝑢
=
𝜕 (𝑟𝑢(𝑡) + 𝑟𝑥∗ −

2𝑟𝑥∗𝑢(𝑡)

𝐾𝑥
−
𝑟𝑥∗𝑥∗

𝐾𝑥
+ 𝛽𝑣(𝑡) + 𝛽𝑦∗)

𝜕𝑢
 

 

  = 𝑟 −
2𝑟𝑥∗

𝐾𝑥
  (3.29a) 

𝜕𝑓(𝑢, 𝑣)

𝜕𝑣
=
𝜕 (𝑟𝑢(𝑡) + 𝑟𝑥∗ −

2𝑟𝑥∗𝑢(𝑡)

𝐾𝑥
−
𝑟𝑥∗𝑥∗

𝐾𝑥
+ 𝛽𝑣(𝑡) + 𝛽𝑦∗)

𝜕𝑣
 

 

  = 𝛽  (3.29b) 
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𝜕𝑔(𝑢, 𝑣)

𝜕𝑢
=
𝜕 (𝑠𝑣(𝑡) + 𝑠𝑦∗ −

2𝑠𝑦∗𝑣(𝑡)

𝐾𝑦
−
𝑠𝑦∗𝑦∗

𝐾𝑦
+ 𝛼𝑢(𝑡) + 𝛼𝑥∗)

𝜕𝑢
 

 

  = 𝛼  (3.29c) 

𝜕𝑔(𝑢, 𝑣)

𝜕𝑣
=
𝜕 (𝑠𝑣(𝑡) + 𝑠𝑦∗ −

2𝑠𝑦∗𝑣(𝑡)

𝐾𝑦
−
𝑠𝑦∗𝑦∗

𝐾𝑦
+ 𝛼𝑢(𝑡) + 𝛼𝑥∗)

𝜕𝑣
 

 

  = 𝑠 −
2𝑠𝑦∗

𝐾𝑦
  (3.29d) 

Subtitusi hasil persamaan (3.29a)-(3.29b) ke dalam matriks persamaan (3.27), 

didapatkan matriks Jacobian dari sistem persamaan linier sebagai berikut: 

𝐽 =

(

 
 
𝑟 −

2𝑟𝑥∗

𝐾𝑥
𝛽

𝛼 𝑠 −
2𝑠𝑦∗

𝐾𝑦 )

 
 

 (3.30) 

c. Menentukan nilai eigen dengan menyelesaikan persamaan karakteristik 

Selanjutnya, nilai eigen didapatkan dengan mensubtitusikan nilai titik tetap 

dan menyelesaikan persamaan karakteristik |𝜆𝐼 − 𝐽| = 0, di mana 𝜆 merupakan 

nilai eigen, I merupakan matriks identitas, dan 𝐽 merupakan matriks Jacobian 

untuk nilai titik tetap yang diperoleh. Subtitusi matriks persamaan (3.30) ke dalam 

|𝜆𝐼 − 𝐽| = 0 diperoleh: 

 |𝜆 (
1 0
0 1

) − (
𝑟 −

2𝑟𝑥∗

𝐾𝑥
𝛽

𝛼 𝑠 −
2𝑠𝑦∗

𝐾𝑦

)| = 0  (3.31) 

Selanjutnya, dengan menyederhanakan persamaan (3.31) didapatkan 

 |
𝜆 − 𝑟 +

2𝑟𝑥∗

𝐾𝑥
−𝛽

−𝛼 𝜆 − 𝑠 +
2𝑠𝑦∗

𝐾𝑦

| = 0  (3.32) 

Persamaan (3.32) dapat diselesaikan dengan menggunakan kaidah determinan 

matriks ordo dua. Misal: 𝐴 = (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

), di mana A merupakan matriks ordo 2 × 2, 
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dan a, b, c, d merupakan elemen-elemen dari matriks A, maka determinan A 

adalah 𝑑𝑒𝑡(𝐴) = |
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

| = 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐. Sehingga, dari persamaan (3.32) diperoleh 

(𝜆 − 𝑟 +
2𝑟𝑥∗

𝐾𝑥
) (𝜆 − 𝑠 +

2𝑠𝑦∗

𝐾𝑦
) − (−𝛽)(−𝛼) = 0 (3.33) 

atau bisa ditulis menjadi 

(𝜆 − 𝑟 +
2𝑟𝑥∗

𝐾𝑥
) (𝜆 − 𝑠 +

2𝑠𝑦∗

𝐾𝑦
) − 𝛼𝛽 = 0 (3.34) 

Selanjutnya, dengan menyederhanakan persamaan (3.34) diperoleh persamaan 

sebagai berikut: 

𝜆2 + (−𝑟 +
2𝑟𝑥∗

𝐾𝑥
− 𝑠 +

2𝑠𝑦∗

𝐾𝑦
) 𝜆 + (𝑟𝑠 −

2𝑟𝑠𝑥∗

𝐾𝑥
−
2𝑟𝑠𝑦∗

𝐾𝑦
+
4𝑟𝑠𝑥∗𝑦∗

𝐾𝑥𝐾𝑦
− 𝛼𝛽) = 0  (3.35) 

Dengan mensubtitusikan nilai parameter dari tabel 3.4 ke dalam persamaan (3.35) 

dan menyelesaikan persamaan tersebut, diperoleh dua nilai eigen yaitu 

𝜆1 = −0,00440  dan   𝜆2 = −0,00875. 

Nilai eigen yang diperoleh menunjukkan semua nilai eigen yang bernilai 

negatif. Sehingga, dapat dikatakan bahwa titik tetap pada model bersifat stabil. 

3.3.3 Menentukan Vektor Eigen 

Setelah memperoleh nilai eigen, akan ditentukan vektor eigen yang 

bersesuaian dengan nilai-nilai  eigen (𝜆). Misalkan: 𝑣 = [
𝑣1
𝑣2
] adalah vektor eigen 

yang bersesuaian dengan nilai  eigen (𝜆), maka (𝜆𝑖𝐼 − 𝐽)𝑣⃗𝑖 = 0⃗⃗, di mana 𝜆𝑖 

merupakan nilai eigen ke-i, 𝐼 merupakan matriks identitas, dan 𝑣𝑖 merupakan 

vektor eigen ke-i. Sehingga, dengan mensubtitusikan matriks persamaan (3.30) ke 

dalam  (𝜆𝑖𝐼 − 𝐽)𝑣⃗𝑖 = 0⃗⃗, diperoleh matriks sebagai berikut: 
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[𝜆𝑖 (
1 0
0 1

) − (
𝑟 −

2𝑟𝑥∗

𝐾𝑥
𝛽

𝛼 𝑠 −
2𝑠𝑦∗

𝐾𝑦

)] [
𝑣1
𝑣2
]  = [

0
0
]  (3.36) 

Dengan menyederhanakan persamaan (3.36), diperoleh 

[
𝜆𝑖 − 𝑟 +

2𝑟𝑥∗

𝐾𝑥
−𝛽

−𝛼 𝜆𝑖 − 𝑠 +
2𝑠𝑦∗

𝐾𝑦

] [
𝑣1
𝑣2
]  = [

0
0
]  (3.37) 

Dari persamaan matriks tersebut, diperoleh persamaan linier homogen yaitu 

(𝜆𝑖 − 𝑟 +
2𝑟𝑥∗

𝐾𝑥
) 𝑣1 − 𝛽𝑣2 = 0   dan  (−𝛼)𝑣1 + (𝜆𝑖 − 𝑠 +

2𝑠𝑦∗

𝐾𝑦
) 𝑣2 = 0 (3.38) 

Dengan mensubtitusikan nilai parameter dari tabel 3.4 ke dalam persamaan (3.38) 

dan menyelesaikan persamaan tersebut, dapat diperoleh vektor-vektor eigen yang 

bersesuaian dengan setiap nilai eigen, yaitu: 

Untuk 𝜆1 = −0,00440, vektor eigennya adalah [
0,6782268490
0,7348525981

]. 

Untuk 𝜆2 = −0,00875, vektor eigennya adalah [
−0,6132825493
   0,8099468868

]. 

 

3.4 Hasil dan Interpretasi Model 

Berdasarkan nilai parameter dari tabel 3.4 dan nilai awal (𝑥(0) = 92967, 

𝑦(0) = 74953) yang diberikan, diperoleh solusi numerik dari persamaan (3.13a) 

dan (3.13b), sehingga diperoleh gambar grafik dari setiap variabel terhadap waktu. 

Adapun beberapa grafik yang diperoleh untuk pertumbuhan populasi penduduk di 

Kecamatan Kepanjen adalah sebagai berikut: 
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Gambar 3.1 Grafik Pertumbuhan Populasi  Penduduk di Kecamatan Kepanjen dan Pakisaji  

dengan 𝜏 = 0 

 

Dari gambar 3.1, dapat diketahui bahwa tanpa ada waktu tunda (𝜏 = 0), 

pertumbuhan populasi penduduk di Kecamatan Kepanjen terus meningkat hingga 

mencapai nilai titik tetap 190.644 jiwa. Pertumbuhan populasi di Kecamatan 

Kepanjen tersebut mencapai kestabilannya pada tahun ke-3027. Sedangkan 

pertumbuhan populasi penduduk di Kecamatan Pakisaji juga terus meningkat 

hingga mencapai nilai titik tetap 198.194 jiwa. Pertumbuhan populasi di 

Kecamatan Pakisaji tersebut mencapai kestabilannya pada tahun ke-2954. 
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Gambar 3.2 Grafik Pertumbuhan Populasi  Penduduk di Kecamatan Kepanjen dan Pakisaji  

dengan 𝜏 = 1 

 

Dari gambar 3.2, dapat diketahui bahwa pada saat waktu tunda sama 

dengan 1, pertumbuhan populasi penduduk di Kecamatan Kepanjen terus 

meningkat hingga mencapai nilai titik tetap 190.644 jiwa. Pertumbuhan populasi 

di Kecamatan Kepanjen tersebut mencapai kestabilannya pada tahun ke-3027. 

Sedangkan pertumbuhan populasi penduduk di Kecamatan Pakisaji terus 

meningkat hingga mencapai nilai titik tetap 198.194 jiwa. Pertumbuhan populasi 

di Kecamatan Pakisaji tersebut mencapai kestabilannya pada tahun ke-2953. 
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Gambar 3.3 Grafik Pertumbuhan Populasi  Penduduk di Kecamatan Kepanjen dan Pakisaji  

dengan 𝜏 = 2 

 

Dari gambar 3.3, dapat diketahui bahwa pada saat waktu tunda sama 

dengan 2, pertumbuhan populasi penduduk di Kecamatan Kepanjen terus 

meningkat hingga mencapai nilai titik tetap 190.644 jiwa. Pertumbuhan populasi 

di Kecamatan Kepanjen tersebut mencapai kestabilannya pada tahun ke-3026. 

Sedangkan pertumbuhan populasi penduduk di Kecamatan Pakisaji terus 

meningkat hingga mencapai nilai titik tetap 198.194 jiwa. Pertumbuhan populasi 

di Kecamatan Pakisaji tersebut mencapai kestabilannya pada tahun ke-2953. 
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Gambar 3.4 Grafik Pertumbuhan Populasi  Penduduk di Kecamatan Kepanjen dan Pakisaji  

dengan 𝜏 = 3 

 

Dari gambar 3.4, dapat diketahui bahwa pada saat waktu tunda sama 

dengan 3, pertumbuhan populasi penduduk di Kecamatan Kepanjen terus 

meningkat hingga mencapai nilai titik tetap 190.644 jiwa. Pertumbuhan populasi 

di Kecamatan Kepanjen tersebut mencapai kestabilannya pada tahun ke-3025. 

Sedangkan pertumbuhan populasi penduduk di Kecamatan Pakisaji terus 

meningkat hingga mencapai nilai titik tetap 198.194 jiwa. Pertumbuhan populasi 

di Kecamatan Pakisaji tersebut mencapai kestabilannya pada tahun ke-2952. 
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Gambar 3.5 Grafik Pertumbuhan Populasi  Penduduk di Kecamatan Kepanjen dan Pakisaji 

dengan 𝜏 = 4 

 

Dari gambar 3.5, dapat diketahui bahwa pada saat waktu tunda sama 

dengan 4, pertumbuhan populasi penduduk di Kecamatan Kepanjen terus 

meningkat hingga mencapai nilai titik tetap 190.644 jiwa. Pertumbuhan populasi 

di Kecamatan Kepanjen tersebut mencapai kestabilannya pada tahun ke-3024. 

Sedangkan pertumbuhan populasi penduduk di Kecamatan Pakisaji terus 

meningkat hingga mencapai nilai titik tetap 198.194 jiwa. Pertumbuhan populasi 

di Kecamatan Pakisaji tersebut mencapai kestabilannya pada tahun ke-2951. 
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Gambar 3.6 Grafik Pertumbuhan Populasi  Penduduk di Kecamatan Kepanjen dan Pakisaji  

dengan 𝜏 = 5 

 

Dari gambar 3.6, dapat diketahui bahwa pada saat waktu tunda sama 

dengan 5, pertumbuhan populasi penduduk di Kecamatan Kepanjen terus 

meningkat hingga mencapai nilai titik tetap 190.644 jiwa. Pertumbuhan populasi 

di Kecamatan Kepanjen tersebut mencapai kestabilannya pada tahun ke-3023. 

Sedangkan pertumbuhan populasi penduduk di Kecamatan Pakisaji juga terus 

meningkat mendekati nilai titik tetap 198.194 jiwa. Pertumbuhan populasi di 

Kecamatan Pakisaji tersebut mencapai kestabilannya pada tahun ke-2950. 

Berdasarkan uraian tersebut, dapat disimpulkan bahwa dengan adanya 

waktu tunda akan mempengaruhi kestabilan pertumbuhan populasi. Sedangkan 

berdasarkan wilayahnya, pengaruh waktu tunda pada kestabilan pertumbuhan 

populasi di Kecamatan Kepanjen lebih cepat mencapai nilai titik tetap 

dibandingkan dengan pertumbuhan populasi di Kecamatan Pakisaji. 
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3.5 Model Interaksi Dua Populasi dengan Waktu Tunda dalam Pandangan 

Islam 

 Model interaksi dua populasi dengan waktu tunda merupakan sistem 

persamaan diferensial non linier yang menjelaskan tentang interaksi dua populasi 

yang berbeda. Dalam penelitian ini, model interaksi dua populasi dengan waktu 

tunda diterapkan pada suatu interaksi antara populasi penduduk di Kecamatan 

Kepanjen dan Pakisaji Kabupaten Malang, di mana kedua populasi dalam 

interaksi tersebut saling mendapatkan keuntungan. Bentuk interaksi ini 

disinggung dalam Al-Qur’an surat Al-Anfaal ayat 72, yang menjelaskan bahwa 

interaksi dilakukan untuk saling melindungi di antara dua kaum yang berbeda, 

yaitu kaum muhajirin dan kaum anshar. 

Faktor yang mempengaruhi model interaksi dua populasi pada penelitian 

ini meliputi laju pertumbuhan penduduk dan daya dukung lingkungan. 

Sebagaimana yang dijelaskan dalam Al-Qur’an surat Al-Hijr ayat 19 bahwa 

segala sesuatu telah ditetapkan menurut ukuran. Dalam penelitian ini, laju 

pertumbuhan penduduk diperoleh secara langsung dari jumlah penduduk pada 

tahun 2008 sampai tahun 2010. Sedangkan daya dukung lingkungan yang 

merupakan daya kapasitas penduduknya diperoleh berdasarkan kemampuan 

lingkungan atau lahan yang tersedia untuk mendukung kehidupan penduduk pada 

kondisi berkelanjutan. 

Faktor lain yang mempengaruhi model ini adalah adanya waktu tunda 

yang menghambat pertumbuhan populasinya. Hal ini dilakukan untuk menjaga 

kesinambungan generasi berdasarkan kemampuan lingkungan yang tersedia. 
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Salah satu ikhtiar yang telah dilakukan adalah melalui program Keluarga 

Berencana. Achmad (2011) dalam artikelnya yang berjudul “Perlindungan 

Keturunan: KB dalam Perspektif Hadits” menyatakan bahwa Keluarga Berencana 

bertujuan untuk mengerem atau memperlambat laju pertumbuhan penduduk 

sehingga berada dalam laju angka yang wajar.  

Al-Qur’an sebagai petunjuk tidak selalu menjelaskan segala sesuatu secara 

detail. Oleh karena itu, diperlukan hadits sebagai bayan (penjelas) atas Al-Qur’an. 

Salah satu hadits Nabi Muhammad saw. yang dikutip dari kitab Bulughul Maram 

(2008) adalah hadits no. 995 tentang anjuran untuk memperbanyak keturunan.  

عَنِ التهبَتُّلِ نَهْيًا شَدِيدًا  وَعَنْهُ قَالَ : كَانَ رَسُولُ اَللَّهِ صلى اللَّ عليه وسلم يَأْمُرُ بِالْبَاءَةِ , وَيَنْهَى

قِيَامَةِ.) رَوَاهُ أَحْمَدُ , وَصَحهحَهُ , وَيَقُولُ : تَزَوهجُوا اَلْوَدُودَ اَلْوَلُودَ إِنِّي مُكَاثِرٌ بِكُمُ اَلَْْنْبِيَاءَ يَوْمَ اَلْ

 اِبْنُ حِبهانَ(
Artinya: “Anas Ibnu Malik Radliyallaahu 'anhu berkata: Rasulullah Shallallaahu 

'alaihi wa Sallam memerintahkan kami berkeluarga dan sangat melarang kami 

membujang. Beliau bersabda: ‘Nikahilah perempuan yang subur dan penyayang, 

sebab dengan jumlahmu yang banyak aku akan berbangga di hadapan para Nabi 

pada hari kiamat.’” (HR. Ahmad, Hadits shahih menurut Ibnu Hibban) 

 

Terkait dengan hadits tersebut, adanya waktu tunda yang memperlambat 

pertumbuhan populasi penduduk bisa digunakan dalam merencanakan jarak 

keturunan, sehingga tidaklah melanggar prinsip-prinsip Islam selama tidak 

merugikan dan tidak membawa mafsadat (bahaya) bagi generasi umat. 
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BAB IV 

PENUTUP 

 

4.1 Kesimpulan 

Berdasarkan penelitian yang telah dilaksanakan, maka dapat diberikan 

kesimpulan sebagai berikut: 

a. Konstruksi model interaksi dua populasi dengan waktu tunda antar populasi 

penduduk menunjukkan bahwa laju perubahan pertumbuhan populasi 

penduduk terhadap waktu dipengaruhi oleh laju pertumbuhan populasi dengan 

mempertimbangkan daya dukung lingkungan terbatas yang menyebabkan 

pertumbuhan populasi mengalami penundaan serta dengan adanya 

pertambahan populasi penduduk lain.  

b. Analisis parameter model interaksi dua populasi dengan waktu tunda dapat 

diketahui dengan membandingkan hasil perhitungan model dengan data 

penduduk. Perhitungan berdasarkan model menunjukkan hasil perhitungan 

yang hampir sama dengan data penduduk. 

c. Kestabilan titik tetap model pada pertumbuhan populasi penduduk di pengaruhi 

oleh adanya penundaan pertumbuhan populasi. Selain itu, laju pertumbuhan 

populasi terhadap waktu menuju titik kestabilannya. 

 

1.2 Saran 

Bagi penelitian selanjutnya, disarankan untuk melanjutkan penelitian ini 

dengan menambahkan faktor-faktor lain yang mempengaruhi pertumbuhan 
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populasinya seperti faktor kelahiran, faktor kematian dan lain-lain. Penelitian 

selanjutnya juga dapat mengembangkan pengaruh waktu tunda pada model lain. 
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Lampiran 1 

 

Program Matlab untuk Model Pertumbuhan Logistik 

 

 

function contoh 

t=0:50 

initial_x=1; 

  

[t,x]=ode45(@kk,t,[initial_x]); 

  

plot(t,x(:,1)); 

grid on  

xlabel('t (time)');  

ylabel('nilai awal'); 

legend('N(0)=1') 

  

function dxdt=kk(t,x) 

dxdt_1=0.5*x(1)*(1-(x(1)/20));  

  

dxdt=[dxdt_1]; 

end 

end 
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Lampiran 2   

 

Program Matlab untuk Model Pertumbuhan Logistik dengan Waktu Tunda 

 

 

function dydt=ddex1de(t,y,Z) 

ylag1=Z(:,1); 

ylag2=Z(:,2); 

ylag3=Z(:,3); 

dydt=[0.5*y(1)*(1-(ylag1(1)/20)) 

0.5*y(2)*(1-(ylag2(2)/20)) 

0.5*y(3)*(1-(ylag3(3)/20))]; 

 

============================= 

 

function s=ddex1hist(t) 

s=ones(1,3); 

 

============================= 

 

function ddex1 

  

sol=dde23(@ddex1de,[0.01 1 2],@ddex1hist,[0,50]); 

figure; 

plot(sol.x,sol.y) 

  

xlabel('t (time)'); 

ylabel('nilai awal'); 

legend('tau=0.01','tau=1','tau=2') 

grid on 
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Lampiran 3   

 

Program Maple untuk Menentukan Nilai Titik Tetap, Nilai Eigen , dan 

Vektor Eigen 

 

> restart; 

 

Model Populasi Simbiosis 

 
> dx:=r*x*(1-x/K_x)+beta*y; 
> dy:=s*y*(1-y/K_y)+alpha*x; 
 

Menentukan Nilai Titik Tetap 

 
> titiktetap:=solve({dx,dy},{x,y}); 
> 

titik1:=titiktetap[1];titik2:=titiktetap[2];titik3:=tit

iktetap[3];  

 

Menentukan Matriks Jacobian 

 
> with(plots):with(linalg): 
> jac:=jacobian([dx,dy],[x,y]); 

 

Melakukan Pelinieran di Sekitar Titik Tetap 

 
> jac1:=subs(titik1,evalm(jac)); 

> jac2:=subs(titik2,evalm(jac)); 
> jac3:=subs(titik3,evalm(jac)); 

 

Menentukan Nilai Eigen 

 
> eigenvals(jac1); 

> eigenvals(jac2); 
> eigenvals(jac3); 
 

Menentukan Vektor Eigen 
 

> eigenvectors(jac1); 
> eigenvectors(jac2); 
> eigenvectors(jac3); 
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Lampiran 4   

 

Program Maple untuk Menentukan Nilai Titik Tetap, Nilai Eigen, dan 

Vektor Eigen Berdasarkan Nilai Parameter 

 

> restart;  

 

Mensubtitusikan Nilai Parameter pada Model Populasi Simbiosis 

 
> dx:=0.00260*x*(1-x/110600)+0.00181*y; 

> dy:=0.00181*y*(1-y/83400)+0.00259*x; 
 

Menentukan Nilai Titik Tetap 

 
> titiktetap:=solve({dx,dy},{x,y}); 

> 

titik1:=titiktetap[1];titik2:=titiktetap[2];titik3:=tit

iktetap[3]; 

 

Menentukan Matriks Jacobian 

 
> with(plots):with(linalg): 

> jac:=jacobian([dx,dy],[x,y]); 

 

Melakukan Pelinieran di Sekitar Titik Tetap 

 
> jac1:=subs(titik1,evalm(jac)); 
> jac2:=subs(titik2,evalm(jac)); 

> jac3:=subs(titik3,evalm(jac)); 

 

Menentukan Nilai Eigen 

 
> eigenvals(jac1); 
> eigenvals(jac2); 

> eigenvals(jac3); 
 

Menentukan Vektor Eigen 
 

> eigenvectors(jac1); 

> eigenvectors(jac2); 
> eigenvectors(jac3); 
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Program Matlab untuk Model Interaksi Dua Populasi dengan Waktu Tunda 

 

function dydt=mytesis(t,y,Z) 

global tau 

  

X=y(1);Y=y(2); 

Ytau=Z(2,1); 

Xtau=Z(1,1); 

  

dXdt=0.00260*X*(1-Xtau/110600)+0.00181*Y; 

dYdt=0.00181*Y*(1-Ytau/83400)+0.00259*X; 

dydt=[dXdt;dYdt]; 

 

===================================== 

 

function sol=runtesis 

global tau 

tau=1; % nilai tau 

sol=dde23(@mytesis,[tau],[92967;74953],[0,3500]); 

plot(sol.x,sol.y,'linewidth',3) 

legend('x(t)','y(t)') 

xlabel('waktu (t)','fontsize',12) 

ylabel('x(t) y(t)','fontsize',12) 

grid on 



 

 

 

 

KEMENTERIAN AGAMA RI 

UNIVERSITAS ISLAM NEGERI (UIN) 

MAULANA MALIK IBRAHIM MALANG 

FAKULTAS SAINS DAN TEKNOLOGI 

Jl. Gajayana No. 50 Dinoyo Malang Telp. (0341)551534  

Fax. (0341)572533 
 

BUKTI KONSULTASI SKRIPSI 

 

Nama : Siti Cholisna 

NIM : 08610042 

Fakultas / Jurusan : Sains dan Teknologi / Matematika 

Judul Skripsi : Analisis Kestabilan Model Interaksi Dua Populasi 

dengan Waktu Tunda untuk Data Penduduk  

Pembimbing I : Dr. Usman Pagalay, M.Si 

Pembimbing II : Fachrur Rozi, M.Si 

 

No. Tanggal Hal Tanda Tangan 

1. 30 Januari 2013 Konsultasi BAB I dan II 1. 

2. 5 Februari 2013 Revisi BAB I dan II 2. 

3. 6 Februari 2013 Konsultasi Agama BAB I dan II 3. 

4. 11 Februari 2013 Revisi Agama BAB I dan II 4. 

5. 14 Mei 2013 ACC BAB I dan II 5. 

6. 27 Mei 2013 Konsultasi BAB III 6. 

7. 30 Mei 2013 Revisi BAB III 7. 

8. 3 Juni 2013 Revisi BAB III 8. 

9. 13 Juni 2013 Revisi BAB III 9. 

10. 28 Juni 2013 Konsultasi Agama BAB III 10. 

11. 19 Juli 2013 Revisi BAB III 11. 

12. 22 Juli 2013 ACC BAB III 12. 

13. 22 Agustus 2013 Konsultasi BAB IV 13. 

14. 24 Agustus 2013 ACC Keseluruhan 14. 

15. 26 Agustus 2013 ACC Agama Keseluruhan 15. 

 

Malang, 28 Agustus 2013 

 

Mengetahui, 

Ketua Jurusan Matematika 

 

 

 

Abdussakir, M.Pd 

NIP. 19751006 200312 1 001 

 


	08610042-Pendahuluan.pdf
	08610042-Bab I.pdf
	08610042-Bab II.pdf
	08610042-Bab III.pdf
	08610042-Bab IV.pdf
	08610042-Daftar Pustaka.pdf
	08610042-Lampiran.pdf

