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ABSTRAK 

 

 

Azizah, Nur. 2013. Penyelesaian Persamaan Van der Pol Menggunakan 

Metode Adams Bashforth Moulton Orde Empat. Skripsi. Jurusan 

Matematika, Fakultas Sains dan Teknologi, Universitas Islam Negeri 

Maulana Malik Ibrahim Malang. 

Pembimbing: 1. Ari Kusumastuti, S.Si, M.Pd  

 2. Dr. H. Ahmad Barizi, M.A 

 

Kata Kunci: Persamaan Van der Pol, Adams Bashforth Moulton Orde Empat 

 

Persoalan yang melibatkan model matematika terutama bentuk persamaan 

diferensial seringkali muncul dalam penerapan. Sebagai contoh, bentuk 

persamaan diferensial biasa Van der Pol yang prosesnya diturunkan dari masalah 

sirkuit RLC. Persamaan Van der Pol diperoleh dari penelitian yang dipelajari 

Balthazar Van der Pol tahun 1920 untuk tipe sirkuit yang sama dengan RLC, 

tetapi dengan resistor pasif dari hukum Ohm diganti dengan elemen aktif yang 

dibentuk dari tabung triode tertutup (semikonduktor). Persamaan ini merupakan 

bentuk persamaan diferensial non linier yang sulit diselesaikan secara analitik, 

sehingga penyelesaiannya dapat dilakukan secara numerik, di antaranya dapat 

menggunakan metode Adams Bashforth Moulton orde empat. 

Pada penelitian ini, penyelesaian persamaan Van der Pol menggunakan 

metode Adams Bashforth Moulton orde empat dimana  ( )     ( )      
[    ]     dan masing-masing tiga nilai awal   dan   diperoleh dari metode 

Runge Kutta untuk       , maka diperoleh bahwa pada saat       , nilai 

             dan nilai               dengan galat perlangkah untuk   

dan   berturut-turut adalah             dan            . Solusi  ( ) yang 

awalnya lebih kecil secara bertahap meningkat dalam amplitudo dan solusi  ( ) 
yang lebih kecil pula meningkat secara bertahap sehingga masing-masing solusi 

mencapai batas osilasi tertentu.  

Selanjutnya analisis perilaku dinamik dari persamaan Van der Pol 

menunjukkan bahwa persamaan Van der Pol di sekitar titik tetap (0,0) merupakan 

titik spiral yang tak stabil. Semua trayektori bergerak menuju orbit periodik yang 

tunggal. 
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ABSTRACT 
 

 

Azizah, Nur. 2013. Solution of Van der Pol Equation Using Adams Bashforth 

Moulton Fourth Order Methods. Thesis. Department of Mathematics, 

Faculty of Science and Technology, State of Islamic University Maulana 

Malik Ibrahim Malang. 

Advisors: 1. Ari Kusumastuti, S.Si, M.Pd  

2. Dr. H. Ahmad Barizi, M.A 

 

Key Words: Van der Pol Equation, Adams Bashforth Moulton Fourth Order 

Methods 

 

Problems involving mathematical models, especially the form of 

differential equations often arise in the application. For example, the form of 

ordinary differential equations the process Van der Pol derived from RLC circuit 

problem. Van der Pol equation obtained from the research are studied Balthazar 

Van der Pol in 1920 for the same type with the RLC circuit, but with a passive 

resistor from Ohm's law is replaced by an active element formed from a closed 

triode tubes (semiconductor). This equation is a form of non-linear differential 

equations are difficult to solve analytically, so the solution can be done 

numerically, of whom can use method of fourth order Adams Bashforth Moulton. 

In this study, the completion of the Van der Pol equation using the fourth 

order Adams Bashforth Moulton where  ( )     ( )      [    ]     

and each of the three initial values   and   is obtained from the Runge Kutta 

method for       , it was found that at the time       , the value of   
           and               with perlangkah error for   and  , 

respectively,             and            . Solution  ( ) is initially smaller 

gradually increased in amplitude and the solution  ( ) is also smaller increases 

gradually so that each oscillation solution reaches a certain limit. 

Further analysis of the dynamic behavior of the Van der Pol equation 

shows that the Van der Pol equation around the fixed point (0,0) is an unstable 

spiral point. All trajectories move towards a single periodic orbit. 
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 الملخص

 

 

. آدمز بصفرط مولتون أربعةتسوية فان دير بول المعادلة باستخذام طريقة ترتيب . ٢ ۱۰ ٣ّ٘س, ػضٌضج. 

أعشٗحح. قسٌ اىشٌاضٍاخ، ميٍح اىؼيً٘ ٗاىرنْ٘ى٘ظٍا، ظاٍؼح ٗلاٌح الإسلاٍٍح ٍ٘لاّا ٍاىل إتشإٌٍ 

 ٍالاّط.

 اىَاظسرٍش آسي مسَسررً .۰ اىَششف :

 تشٌضي اىَاظسرٍش أحَذاىذمر٘س  .٢

 

 أستؼح ٌشرشي تصفشط ٍ٘ىرُ٘ فاُ دٌش ت٘ه اىَؼادىح ، آدٍض : كلمات البحث

 

ٍشامو اىرً ذْغ٘ي ػيى اىَْارض اىشٌاضٍح، ٗخاصح شنو اىَؼادلاخ اىرفاضيٍح مصٍشا ٍا ذْشأ فً 

 CLRاىرغثٍق. ػيى سثٍو اىَصاه، شنو اىَؼادلاخ اىرفاضيٍح اىؼادٌح اىؼَيٍح فاُ دٌش ت٘ه اىَسرَذج ٍِ 

راساس فاُ دٌش ت٘ه فً ػاً اىذائشج اىَشنيح. ٌرٌ دساسح فاُ دٌش ت٘ه ٍؼادىح ذٌ اىحص٘ه ػيٍٖا ٍِ الأتحاز تاى

، ٗىنِ ٍغ اىَقاًٗ اىسيثً ٍِ قاُّ٘ أًٗ ٌرٌ اسرثذاه ػْصش ّشظ ذشنيد CLRىْفس اىْ٘ع ٍغ دائشج  ۰2٢۱

ٍِ أّاتٍة اىصَاً اىصلاشً ٍغيق )أشثآ اىَ٘صلاخ(. ٕزٓ اىَؼادىح ٕ٘ شنو ٍِ اىَؼادلاخ اىرفاضيٍح غٍش 

آدٍض ػذدٌا، ٌٍْٖ ٌَنِ اسرخذاً أسي٘ب ساتغ ذشذٍة اىخغٍح ٌصؼة حو ذحيٍيً، ىزىل ٌَنِ أُ ٌرٌ حو 

 .تصفشط ٍ٘ىرُ٘

 ٍ٘ىرُ٘تصفشط  آدٍضفً ٕزٓ اىذساسح، ٗالاّرٖاء ٍِ فاُ دٌش ت٘ه اىَؼادىح تاسرخذاً اىْظاً اىشاتغ 

( ) حٍس      ( ) ٌٗرٌ اىحص٘ه   ٗ مو ٗاحذ ٍِ اىقٌٍ الأٗىٍح شلاشح      [    ]     

  ، ٗقٍَح       ، فقذ ٗظذ أّٔ فً اى٘قد        ٍِ عشٌقح سّٗط م٘ذا ىو  ػيى 

، ػيى  ٗ   ه  خطوة لكلٍغ اىخغأ                ٗ           

ٕ٘ أصغش فً اىثذاٌح ذضداد ذذسٌعٍا فً اىسؼح  ( ) حو              ٗ            اىر٘اىً،

 ٕ٘ أٌضا صٌاداخ أصغش ذذسٌعٍا تحٍس ٌنُ٘ ىنو حو اىرزتزب ذصو إىى حذ ٍؼٍِ. ( ) ٗاىحو 

ٌظٖش ٍضٌذ ٍِ اىسي٘ك اىذٌْاٍٍنً ىيَؼادىح فاُ دٌش ت٘ه اىرحيٍو أُ فاُ دٌش ت٘ه اىَؼادىح ح٘ه 

 ( ًٕ ّقغح دٗاٍح غٍش ٍسرقشج. ظٍَغ ٍساساخ اىرحشك ّح٘ اىَذاس اىذٗسي احذج.   ّقغح شاترح )
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Persoalan yang melibatkan model matematika banyak terjadi dalam 

berbagai disiplin ilmu pengetahuan, seperti dalam bidang fisika, kimia, teknik 

mesin,  dan sebagainya. Model matematika dalam bentuk persamaan diferensial 

non linier dan sistem non linier seringkali muncul dalam penerapan. Sebagai 

contoh, persamaan Van der Pol. Bentuk persamaan Van der Pol ditunjukkan 

sebagai berikut: 

   

   
  (    )

  

  
           ) 

dimana   adalah variabel kuat arus listrik dan   adalah sebuah parameter teredam 

(Buonomo, 1998). Dalam hal ini varibel dinamik   merupakan variabel terikat 

sedangkan variabel waktu   merupakan variabel bebasnya. Pada persamaan Van 

der Pol tersebut dapat dilihat bahwa jumlah dari perubahan kedua kuat arus listrik 

  terhadap waktu (
   

   ), resistansi yang dikalikan dengan perubahan kuat arus 

listrik   terhadap waktu (( (    ))
  

  
) dan kuat arus listrik   adalah sama 

dengan nol (artinya pada saat itu aliran arus listrik yang terjadi akan terhenti). 

Persamaan Van der Pol sering disebut sebagai persamaan diferensial orde dua non 

linier karena memiliki orde tertinggi dua dan bentuk (    )
  

  
 yang non linier. 

Model persamaan Van der Pol ini telah digunakan dalam bidang ilmu mesin, 
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fisika dan biologi. Sebagai contoh, osilator Van der Pol digunakan untuk 

menggambarkan aksi potensial dari neuron secara biologi (Nguyen, 2009). 

Persamaan Van der Pol membantu sebagai model dasar dari munculnya 

osilasi pertahanan diri dalam sistem mekanik dan mesin elektronik, biologi dan 

biokimia, dan banyak aplikasi bidang yang lain. Persamaan ini memiliki 

ketertarikan yang berhubungan, khususnya dalam kasus ekstrim ketika parameter 

  berukuran kecil atau sangat besar, yang dihubungkan dengan tipe perlakuan 

pendekatan dari sistem osilasi diri yang ditunjukkannya (Buonomo, 1998). Untuk 

nilai    , maka dengan mensubstitusikan nilai   ke dalam persamaan Van der 

Pol, persamaannya menjadi  ̈     . Hal ini menunjukkan bahwa tidak ada 

resistansi yang terjadi pada saat perubahan variabel dinamik terhadap waktu 

( (    ) ̇   ), dan solusi analitiknya dapat dihitung yakni  ( )        

     , dengan      . Untuk    , persamaan Van der Pol menjadi bentuk 

persamaan diferensial non linier. Ketika   cukup kecil mendekati nol (   ) 

diperoleh osilasi non linier secara lemah yaitu sedikit berbeda dari gerak 

harmonik. Sementara ketika   sangat besar menuju tak hingga (   ) diperoleh 

osilasi relaksasi yaitu osilasi non linier secara kuat menunjukkan ketajaman 

periode lompat. Contoh tipe dari sistem osilasi elektronik dan multivibrator 

cenderung sinusiodal (Buonomo, 1998). 

Penyelesaian persamaan-persamaan yang dijumpai dalam praktik sebagian 

besar tidak dapat diselesaikan secara analitik (Conte dan Boor, 1993:315). Bentuk 

persamaan yang sulit diselesaikan secara analitik maka penyelesaiannya masih 

dapat dilakukan secara numerik, sebagaimana juga pada persamaan Van der Pol. 
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Juhn-Horng Chen dan Wei-Ching Chen (2006) yang membahas suatu fraksional 

teredam persamaan Van der Pol yang melibatkan perkalian turunan fraksional dan 

disebut juga persamaan multi-term,  mereka mengungkapkan bahwa dibandingkan 

dengan persamaan multi-term linier, persamaan multi-term non linier belum 

dipelajari secara luas karena kekomplekannya. Mereka menggunakan metode 

numerik untuk solusinya. Metode numerik merupakan suatu cabang atau bidang 

ilmu matematika, khususnya matematika rekayasa, yang menggunakan bilangan 

untuk menirukan proses matematika (Djojodihardjo, 2000:1). Adapun salah satu 

metode numerik yang dapat digunakan untuk mencari solusi persamaan 

diferensial di antaranya adalah metode Adams Bashforth Moulton orde empat.  

Metode Adams Bashforth Moulton orde empat merupakan salah satu dari 

solusi persamaan diferensial yang menggunakan metode banyak langkah yang 

sering digunakan karena memiliki ketelitian yang cukup baik. Metode banyak 

langkah menggunakan informasi mengenai penyelesaiannya pada lebih dari satu 

titik (Conte dan Boor, 1993:338). Pada metode ini, pertama-tama digunakan 

rumus prediktor untuk meramalkan suatu nilai      kemudian digunakan rumus 

korektor untuk mengoreksi nilai      yang lebih baik (Djojodihardjo, 2000:277). 

Dalam kajian agama, konsep ulangan yang terdapat dalam metode 

numerik juga tercermin secara implisit dalam kewajiban shalat yang diperintahkan 

Allah pada setiap manusia. Firman Allah: 

                              

                      
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Artinya: Maka apabila kamu telah menyelesaikan shalat(mu), ingatlah Allah di waktu 

berdiri, di waktu duduk dan di waktu berbaring. Kemudian apabila kamu telah 

merasa aman, maka dirikanlah shalat itu (sebagaimana biasa). Sesungguhnya 
shalat itu adalah fardhu yang ditentukan waktunya atas orang-orang yang 

beriman. (Qs.An-Nisa/4: 103). 

 

Ayat di atas menjelaskan bahwa waktu-waktu shalat telah ditentukan 

waktunya. Proses perulangan waktu dan jumlah rakaat shalat setiap harinya secara 

implisit telah dijadikan inspirasi teknologi komputasi secara numerik, salah satu 

contohnya adalah metode Adams Bashforth Moulton. 

Penelitian terdahulu terhadap persamaan Van der Pol telah banyak 

dilakukan, di antaranya dilakukan oleh Juhn-Horng Chen dan Wei-Ching Chen 

(2006), yang membahas bentuk persamaan Van der Pol dengan fraksional 

teredam, yakni 

 ̈   (    )   ( )   ( )           

dimana   adalah parameter teredam endogenous,    dinotasikan amplitudo dari 

periodik gaya exogenous,    dinotasikan frekuensi gaya exogenous dan    

merupakan turunan dari fraksional teredam. Kemudian persamaan tersebut 

ditransformasikan ke dalam himpunan persamaan integral fraksional dan metode 

prediktor dan korektor tipe Adams digunakan untuk solusi numerik dari integral 

fraksional dalam persamaan tersebut. Namun pada persamaan tersebut, 

penggunaan metode prediktor dan korektor tersebut tidak dibahas secara detail. 

Selain itu penelitian juga dilakukan oleh Sulistiyanik (2007), yang membahas 

bentuk persamaan Van der Pol dengan melibatkan gaya luar yang periodik, yakni 

 ̈   (    ) ( )   ( )        (    ) 
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selanjutnya persamaan tersebut direduksi menjadi sistem persamaan diferensial 

orde satu kemudian dicari titik tetap dan kestabilan titik tetapnya. Sedangkan 

eksistensi limit cycle dari sistem persamaan tersebut dilakukan dengan bifurkasi 

Hopf. Namun dalam penelitian ini tidak dijelaskan pula titik tetap dan kestabilan 

titik tetapnya apabila tanpa gaya luar atau       (    )   . 

Oleh karena itu, dari latar belakang di atas penulis dalam hal ini ingin 

membahas penyelesaian dari persamaan Van der Pol dengan menggunakan 

metode numerik yakni metode Adams Bashforth Moulton orde empat pada 

parameter teredam tertentu dalam beberapa iterasi yang dilanjutkan dengan 

bantuan program kemudian menganalisis perilaku dinamik yang terjadi di sekitar 

titik tetapnya. Pada skripsi ini penulis mengambil judul: Penyelesaian Persamaan 

Van der Pol  Menggunakan Metode Adams Bashforth Moulton Orde Empat. 

 

1.2 Rumusan Masalah 

Masalah yang dibahas yakni: 

1. Bagaimana menyelesaikan persamaan Van der Pol menggunakan metode 

Adams Bashforth Moulton orde empat? 

2. Bagaimana perilaku dinamik di sekitar titik tetap persamaan Van der Pol? 

 

1.3 Tujuan Penulisan 

Tujuan penelitian ini yakni: 

1. Mendeskripsikan dan menjelaskan bagaimana cara menyelesaikan 

persamaan Van der Pol menggunakan metode Adams Bashforth Moulton 

orde empat. 
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2. Mendeskripsikan dan menjelaskan bagaimana perilaku dinamik di sekitar 

titik tetap persamaan Van der Pol. 

 

1.4 Batasan Masalah 

Penelitian ini dibatasi pada: 

1. Penyelesaian secara numerik metode Adams Bashforth Moulton orde 

empat dengan tiga nilai awal diperoleh dari metode Runge Kutta orde 

empat. 

2. Analisis perilaku dinamik secara kontinu yakni bagaimana kestabilan titik 

tetap dan trayektori persamaan Van der Pol pada bidang fase. 

 

1.5 Manfaat Penelitian 

Manfaat penelitian ini yakni: 

1. Mengetahui bagaimana penggunaan metode Adams Bashforth Moulton 

orde empat dalam menyelesaikan persamaan diferensial non linier.  

2. Mengetahui bagaimana perilaku dinamik di sekitar titik tetap persamaan 

Van der Pol. 

 

1.6 Metode Penelitian 

Tahapan-tahapan dari penelitian ini adalah sebagai berikut: 

1. Penyelesaian persamaan Van der Pol menggunakan metode Adams 

Bashforth Moulton orde empat. 

2. Analisis perilaku dinamik persamaan Van der Pol. 

3. Interpretasi hasil. 
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1.7 Sistematika Penulisan 

Penulisan skripsi ini menggunakan sistematika penulisan yang terdiri dari 

empat bab sebagai berikut: 

Bab I Pendahuluan 

Pendahuluan meliputi latar belakang, rumusan masalah, tujuan 

penulisan, batasan masalah, manfaat penelitian, metode penelitian, dan 

sistematika penulisan. 

Bab II Kajian Pustaka  

Pada bab ini menyajikan teori-teori yang mendukung penelitian dan 

pembahasan yang meliputi persamaan diferensial biasa Van der Pol, 

metode Adams Bashforth Moulton orde empat, galat metode Adams 

Bashforth Moulton orde empat, analisis dinamik pada sistem 

autonomous, dan parameter persamaan Van der Pol. 

Bab III Pembahasan 

Pada bab ini menguraikan keseluruhan langkah-langkah dan hasil dari 

penelitian yang dijabarkan pada metode penelitian. 

Bab IV Penutup 

Pada bab ini berisi kesimpulan dari pembahasan serta saran-saran yang 

berkaitan dengan hasil pembahasan. 
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BAB II 

KAJIAN PUSTAKA 

 

2.1 Persamaan Diferensial Biasa Van der Pol 

Berikut ini beberapa definisi yang mengantarkan pada persamaan Van der 

Pol sebagai persamaan diferensial biasa. 

Definisi 1: Suatu persaman diferensial biasa berorde   akan mempunyai bentuk 

sebagai berikut: 

 ( )( )   .   ( )   ( )    (   )( )/  (Conte dan Boor, 1993:315). 

Definisi 2: Suatu persamaan diferensial biasa linier berorde   dengan variabel 

terikat   dan variabel bebas   adalah persamaan yang dapat ditunjukkan dalam 

bentuk 

  ( )
   

   
   ( )

     

     
       ( )

  

  
   ( )   ( ) 

dimana     . Suatu persamaan diferensial biasa non linier adalah persamaan 

diferensial biasa yang tidak linier (Ross, 1984:4).  

Definisi 3: Sistem persamaan diferensial adalah suatu persamaan diferensial 

berorde   dan telah dinyatakan sebagai suatu sistem dari   persamaan berorde 

satu (Conte dan Boor, 1993:359). 

Sebagai contoh dapat diperlakukan bentuk persamaan diferensial biasa 

Van der Pol yang prosesnya diturunkan dari masalah sirkuit RLC. Ditunjukkan 

gambar sebuah sirkuit RLC, yang memuat sumber tegangan yang menghasilkan 

 ( ) (Volt), resistor   (Ohm), dan kapasitor   (Farad): 
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Gambar 2.1a Gambar Sirkuit RLC 

 

 ( ) merupakan arus listrik (Ampere), ia juga laju perubahan muatan  ( ) 

(coulomb) di dalam kapasitor pada setiap saat  , dan ditulis   
  

  
. Diketahui dari 

ilmu fisika, bahwa arus   menghasilkan suatu penurunan tegangan melalui resistor 

sebesar   , penurunan tegangan melalui induktor sebesar  
  

  
, dan suatu 

penurunan tegangan melalui kapasitor sebesar 
 

 
 . Hukum Kirchhoff mengenai 

tegangan mengatakan bahwa tegangan yang diberikan sama dengan jumlah 

penurunan tegangan dalam rangkaian (Finizio dan Ladas, 1988:116). Sehingga  

berdasarkan hukum Kirchhoff ini, aliran di dalam sirkuit dimodelkan dengan 

persamaan 

 
  

  
    

 

 
     

Jika persamaan tersebut diturunkan maka diperoleh persamaan diferensial linier 

orde dua yakni: 

 
   

     
  

  
 

 

 
     

persamaan ini merupakan persamaan dengan koefisien konstan yang 

menunjukkan suatu osilasi harmonik teredam (Tsatsos, 2006). Hal ini 

menunjukkan bahwa  
   

    merupakan laju perubahan suatu penurunan tegangan 

resistor 

induktor 
external 

voltage 

capacitor 

E(t) L 

R 

C 

I(t) 
+ 

- 
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melalui induktor terhadap waktu,  
  

  
 merupakan laju perubahan suatu penurunan 

tegangan melalui resistor terhadap waktu, dan 
 

 
  merupakan laju perubahan suatu 

penurunan tegangan melalui kapasitor terhadap waktu. 

 Penelitian yang dipelajari Balthazar Van der Pol tahun 1920 untuk tipe 

sirkuit dari receiver radio mulanya. Sirkuit ini adalah sama dengan RLC, tetapi 

dengan resistor pasif dari hukum Ohm diganti dengan elemen aktif. Pada tahun 

1920 elemen ini dibentuk dari tabung triode tertutup; sekarang ia merupakan suatu 

semikonduktor (Tsatsos, 2006). Kemudian, sirkuit RLC menjadi 

 

Gambar 2.1b Gambar Sirkuit RLC dari Suatu Semikonduktor 

 

Menurut Tsatsos (2006), untuk lebih mudah akan diandaikan bahwa unit-unit 

yang dipilih di   dan   masing-masing bernilai  , dengan modifikasi persamaan 

hukum Kirchhoff maka persamaan tersebut menjadi suatu persamaan Van der Pol 

yakni: 

   

     (    )
  

  
         (     ) 

dimana    (    ) dan   adalah parameter teredam. Berdasarkan definisi 1 

dan 2 dapat dilihat bahwa persamaan Van der Pol ini merupakan persamaan 

semikonduktor 

induktor 
external 

voltage 

capacitor 

E(t) L 

R 

C 

I(t) 
+ 

- 
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diferensial orde dua non linier, dimana orde tertinggi adalah dua dan bentuk 

koefisien  (    ) yang non linier. 

Misalkan   merupakan kuat arus listrik (   ), dan   merupakan laju 

perubahan kuat arus listrik terhadap waktu (  
  

  
), maka sesuai definisi 3, 

persamaan Van der Pol (2.1.2) di atas dapat diubah menjadi suatu sistem 

persamaan diferensial berorde satu, yaitu dengan cara sebagai berikut: 

   

     (    )
  

  
      

Maka dengan menyatakan 
   

    di ruas kiri dan suku lainnya di ruas kanan 

diperoleh 

   

        (    )
  

  
  

atau dapat ditulis 

 

  
.
  

  
/      (    )

  

  
  

Karena    
  

  
 maka persamaan menjadi 

  

  
     (    )   

Sehingga sistem persamaan Van der Pol diperoleh 

  

  
    

  

  
     (    )      (     ) 

Sistem persamaan (2.1.3) menunjukkan bahwa suatu perubahan nilai   terhadap 

waktu dipengaruhi oleh besarnya nilai  , sedangkan perubahan nilai   terhadap 

waktu dipengaruhi oleh menurunnya nilai   dan akan bertambah karena resistansi 

yang terjadi pada nilai  . 
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2.2 Metode Adams Bashforth Moulton Orde Empat 

Manusia sebagai makhluk Allah SWT yang paling sempurna, dilengkapi 

akal pikiran, dituntut untuk dapat menyelesaikan suatu masalah. Metode 

penyelesaian secara pasti dituntunkan dalam al-Qur’an dan tingkat kebenarannya 

adalah tinggi. Tetapi adakalanya suatu masalah tidak dapat ditentukan 

kebenarannya secara pasti. Hal ini karena manusia bersifat terbatas, sehingga yang 

mampu dilakukan adalah ikhtiar dan ijtihad. Dalam hal ini Allah akan selalu 

memberikan kemudahan dan alternatif kepada semua umatnya yang berusaha 

untuk menyelesaikan setiap permasalahan yang sedang dihadapi. Sesuai 

firmanNya dalam surat al-Insyrah ayat 5-6 yaitu: 

                   

Artinya: Karena sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemudahan. Sesungguhnya 

sesudah kesulitan itu ada kemudahan. (Qs. Al-Insyrah / 94:5-6). 

 

Muhammad Abduh dalam Tafsir al-Quran al-Karim (Juz Amma),  

menyebutkan bahwa ayat ini diawali dengan huruf fa (fa-inna ma’al ‘usri yusran) 

untuk menunjukkan adanya kaitan antara kedua keadaan tersebut, yaitu antara 

timbulnya kesulitan ada datangnya kemudahan. Digunakan kata al sebelum kata 

usri memberikan makna umum yaitu segala macam kesulitan (Amiruddin, 

2004:279). 

Hal ini sebagaimana dalam masalah penyelesaian sistem persamaan non 

linier. Penyelesaian sistem persamaan non linier yang sulit diselesaikan dengan 

menggunakan rumus atau konsep matematika, dapat diselesaikan dengan metode 

numerik. Metode numerik merupakan suatu cabang atau bidang ilmu matematika, 
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khususnya matematika rekayasa, yang menggunakan bilangan untuk menirukan 

proses matematika (Djojodihardjo, 2000:1). Dalam penghitungan numerik 

terdapat beberapa bentuk proses hitungan untuk menyelesaikan suatu tipe 

persamaan matematis. Operasi hitungan dilakukan dengan iterasi (pengulangan) 

yang banyak dan berulang-ulang. 

Dalam kajian agama, konsep ulangan yang terdapat dalam numerik 

tercermin secara implisit dalam kewajiban shalat yang diperintahkan Allah pada 

setiap manusia. Firman Allah: 

                              

                      

Artinya: Maka apabila kamu telah menyelesaikan shalat(mu), ingatlah Allah di waktu 

berdiri, di waktu duduk dan di waktu berbaring. Kemudian apabila kamu telah 
merasa aman, maka dirikanlah shalat itu (sebagaimana biasa). Sesungguhnya 

shalat itu adalah fardhu yang ditentukan waktunya atas orang-orang yang 

beriman. (Qs.An-Nisa/4: 103). 
 

Ayat di atas menjelaskan bahwa waktu-waktu shalat telah ditentukan 

waktunya dan menjadi ketetapan, manusia diwajibkan melakukan shalat fardhu 5 

kali sehari dalam waktu yang berbeda-beda dengan jumlah rakaat yang telah 

ditentukan, yakni shalat dhuhur dengan 4 rakaat dikerjakan mulai setelah condong 

matahari dari pertengahan langit hingga apabila bayang-bayang sesuatu telah 

sama panjangnya dengan sesuatu itu, shalat ashar dengan 4 rakaat dikerjakan 

mulai dari habisnya waktu dhuhur hingga terbenamnya matahari, shalat maghrib 

dengan 3 rakaat dikerjakan mulai dari terbenamnya matahari hingga hilangnya 

syafaq (awan senja) merah, shalat isya’ 4 rakaat dikerjakan mulai terbenam syafaq 
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(awan senja) hingga terbit fajar, dan shalat subuh 2 rakaat dikerjakan mulai dari 

terbit fajar shidiq hingga terbit matahari (Rifa’i, 2006:62). 

Sehingga ada proses yang dilakukan secara berulang-ulang dalam setiap 

shalat yang dikerjakan pada waktu yang berlainan dalam sehari dengan jumlah 

rakaat yang telah ditentukan. Hal di atas dapat digambarkan dalam diagram 

berikut ini:  

 
Gambar 2.1b Diagram Perulangan Waktu Shalat dalam Sehari 

 

Bagan di atas menunjukkan selang waktu pada sholat yang mana selang 

tersebut mempunyai batasan-batasan yang harus ditaati. Dalam hal ini shalat yang 

pekerjaannya diulang-ulang dan mempunyai batasan-batasan waktu seperti 

menunjukkan adanya iterasi pada metode-metode numerik. 

Salah satu metode numerik yang banyak digunakan adalah metode Adams 

Bashforth Moulton orde empat. Metode Adams Bashforth Moulton merupakan 

metode multi step (banyak langkah). Diberikan persamaan diferensial   ( )  

 (   ( )) dan didefinisikan       (    ) adalah hampiran nilai   di     . 
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Pada metode Adams Bashforth Moulton ditaksir nilai      dari 

                  dengan persamaan prediktor dan kemudian menggunakan 

persamaan korektor untuk menghitung nilai      yang lebih baik. Metode ini 

didasarkan pada prinsip integral numerik. Jika diintegralkan persamaan diferensial 

  ( )   (   ( )) dari    sampai     , sehingga diperoleh: 

∫  (   ( ))
    

  
   ∫       

  
( )    ( ) |

    

  
  (    )   (  )   

   
  

 
  

Kemudian nyatakan      di ruas kiri persamaan dan suku lainnya di ruas kanan: 

        ∫  (   ( ))
    

  
    

Rumus prediktor (    
 

) didapat dengan substitusi polinomial interpolasi arah 

mundur Newton derajat-  untuk     (   ( )) yang terdefinisi pada titik-titik 

            . Jika dinotasikan  (      (    ))       dan digunakan        

sebagai bentuk operasi selisih mundur derajat-  dari fungsi     , maka substitusi 

ini menghasilkan sebagai berikut: 

    
 

    ∫ 0   
   

   
(    )  

    

    
(    )(      )  

    

  

    

    
(    )(      )(      )1       (     ) 

Untuk menyederhanakan integral persamaan (     ), didefinisikan peubah: 

  
(    )

 
    

  

 
                

Jika      maka   
(     )

 
 

 

 
  , dan jika        maka   

(       )

 
 

 

 
  , sehingga persamaan (     ) diintegralkan dari 0 sampai 1 terhadap  . 

Dengan demikian persamaan (     ) menjadi 

    
     ∫ 0        

    

 
 (   )  

    

 
 (   )(   )1

 

 
      (     ) 
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Jika integral dikerjakan, maka didapat rumus prediktor: 

    
 

    ∫ 0        
    

 
(    )  

    

 
(         )1

 

 
      

     (    
 

 
      

    

 
.
 

 
   

 

 
  /  

    

 
.
 

 
        /)|

 

 

  

     ((   
 

 
    

    

 
.
 

 
 

 

 
/  

    

 
.
 

 
    /)  ( ))  

     (   
 

 
    

    

 
.
 

 
/  

    

 
.
 

 
/)  

     .   
 

 
    

 

  
     

 

 
    /     (     ) 

Persamaan diferensial pada titik berikutnya dapat dihitung sebagai berikut: 

         (         

 
)  

Setelah   dihitung, dengan substitusi polinomial Newton derajat-   yang baru 

untuk     (   ( )) dengan menggunakan titik-titik              diperoleh 

rumus korektor (    
 ), yaitu: 

    
     ∫ 0     

     

   
(      )  

      

    
(      )(    )  

    

  

      

    
(      )(    )(      )1       (     ) 

Untuk menyederhanakan integral persamaan (     ), didefinisikan peubah: 

  
(      )

 
    

  

 
                

Jika      maka   
(       )

 
 

  

 
   , dan jika        maka   

(         )

 
 

 

 
  , sehingga persamaan (     ) diintegralkan dari -1 sampai 0 

terhadap  . Dengan demikian persamaan (     ) menjadi 
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        ∫ 0            
      

  
 (   )  

      

  
 (   )(   )1

 

  
      

          (     ) 

Jika integral dikerjakan, didapat rumus korektor: 

    
     ∫ 0            

      

 
(    )  

      

 
(         )1

 

  
      

     (      
 

 
      

  
      

 
.
 

 
   

 

 
  /  

      

 
.
 

 
        /)|

  

 

  

     (( )  (      
 

 
      

      

 
. 

 

 
 

 

 
/  

      

 
.
 

 
    /))  

     (     
 

 
      

      

 
.
 

 
/  

      

 
.
 

 
/)  

     . 
   

 
 

 
  

   
 

 

  
   

   
 

 

  
   

   
/   (     ) 

persamaan (     ) dan (     ) diubah menjadi bentuk yang ekuivalen, dengan 

cara substitusi hubungan ordinat-diferensial (Djojodihardjo, 2000:371-372). 

Adapun definisi mengenai operator selisih mundur derajat-  didapatkan bahwa: 

Selisih mundur derajat-  adalah 

                   

Selisih mundur derajat-  adalah 

                      

 (           )  (             )  

                            

Sehingga dapat dinyatakan 
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Selisih mundur derajat-  adalah 

                        

 (                   )  (                     )  

                                            

Sehingga dapat dinyatakan 

                                    

Kemudian dengan memasukkan selisih mundur derajat-  sampai derajat-  

di atas ke dalam persamaan (     ) dan (     ) maka didapatkan rumus prediktor 

dan korektor masing-masing sebagai berikut: 

Prediktor: 

    
      .   

 

 
    

 

  
     

 

 
    /  

     (   
 

 
(       )  

 

  
(             )  

 

 
(         

          ))  

     .   
 

 
   

 

 
     

 

  
   

  

  
     

 

  
     

 

 
   

 

 
     

 

 
     

 

 
    /  

     (.  
 

 
 

 

  
 

 

 
/    .

 

 
 

  

  
 

 

 
/      .

 

  
 

 

 
/      

 

 
    )  

     .
  

  
   

  

  
     

  

  
     

 

  
    /  

    
 

  
(                        )  

Sehingga dapat dinyatakan 

    
     

 

  
(                            )  (2.2.7) 
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Korektor: 

    
      .     

 

 
      

 

  
       

 

  
      /  

     (     
 

 
(       )  

 

  
(             )  

 

  
(         

          ))  

     .     
 

 
     

 

 
   

 

  
     

 

  
   

 

  
     

 

  
     

 

  
   

 

  
     

 

  
    /  

     (.  
 

 
 

 

  
 

 

  
/     .

 

 
 

 

  
 

 

  
/    .

 

  
 

 

  
/     

 

  
    )  

     .
 

  
     

  

  
   

 

  
     

 

  
    /  

    
 

  
(                      )  

Sehingga dapat dinyatakan 

    
     

 

  
(     

 
                    )  (2.2.8) 

dengan      (     ) dan      
  

  (         )         . 

Metode Adams Bashforth Moulton di atas dinamakan juga metode Adams 

Bashforth Moulton orde-4. Andaikan       merupakan nilai dari     
 

 dan      

merupakan nilai dari     
 . Rumus metode Adams Bashforth Moulton orde empat 

untuk persamaan diferensial orde dua adalah sebagai berikut: 

Prediktor:            
 

  
(                            ) 

         
 

  
(                            )  
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Korektor:           
 

  
(                          ) 

        
 

  
(                          )  (2.2.9) 

dengan      (        )     dan      (        )                

(Bronson dan Costa, 2007:145). 

Algoritma adalah prosedur yang terdiri atas himpunan berhingga aturan 

yang tidak boleh menimbulkan lebih dari satu penafsiran, yang merinci suatu 

rangkaian berhingga operasi yang menyediakan penyelesaian atas suatu masalah 

(Sa’dijah, 1991:12). 

 Algoritma metode Adams Bashforth Moulton untuk menyelesaikan 

hampiran penyelesaian pada persamaan Van der Pol yaitu: 

Masukan: nilai awal   ,    ,  ,  ,  ,   ,   , persamaan Van der Pol 

Keluaran: hampiran selesaian dari persamaan Van der Pol 

Langkah-langkah: 

Hitung 

Prediktor:            
 

  
(                            ) 

         
 

  
(                            )  

Korektor:           
 

  
(                          ) 

        
 

  
(                          )  

dengan      (        )     dan      (        )               . 

Selesai. 
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2.3 Galat Metode Adams Bashforth Moulton Orde Empat 

Menganalisis galat sangat penting di dalam perhitungan yang 

menggunakan metode numerik. Galat berasosiasi dengan seberapa dekat solusi 

hampiran terhadap solusi sejatinya. Semakin kecil galatnya, semakin teliti solusi 

numerik yang didapatkan. Selanjutnya konsep galat pada metode numerik juga 

tecermin secara implisit dapat dianalogikan dengan dosa yang dilakukan manusia, 

hal ini tergantung dari perbuatan manusia di dunia, dan mereka akan mendapatkan 

balasannya kelak di akhirat, dosa yang dilakukan baik ringan atau berat akan 

dihitung dengan sangat teliti dan tidak akan ada yang terlewatkan. Firman Allah: 

          

Artinya: Sesungguhnya Allah Telah menentukan jumlah mereka dan menghitung mereka 

dengan hitungan yang teliti. (Qs.Maryam/19:94). 
 

Ayat di atas menjelaskan bahwa Allah mengetahui kadar setiap peristiwa 

dan rinciannya, baik apa yang terjangkau oleh makhluk maupun yang mereka 

tidak dapat jangkau, seperti hembusan nafas, rincian perolehan rezeki dan 

kadarnya untuk masa kini dan mendatang (Shihab, 2002:257). Selain itu ayat di 

atas juga menjelaskan bahwa Allah sangat cepat dalam menghitung dan sangat 

teliti, sedangkan dalam matematika, numerik adalah hitungan dengan bilangan 

yang dilakukan secara berulang-ulang dan memerlukan ketelitian. 

Djojodihardjo (2000:373) menyatakan bahwa untuk menyelidiki galat per 

langkah untuk pasangan prediktor dan korektor yang terdiri dari Adams Bashforth 

(AB) dan Adams Moulton (AM) dalam orde  (  ) pada persamaan diferensial 
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yaitu anggap   ( ) menyatakan galat bawaan sewaktu penggantian   ( ) dengan 

polinomial interpolasi  ( ) yaitu: 

  ( )    ( )   ( )  

maka galat   ( ) dapat ditulis menjadi: 

  ( )  
 (   )(  )

(   ) 
(      )(        ) (        )  

Galat     pada prediktor diperoleh dengan mengintegralkan   ( ) di ,       - 

    
 (   )(  )

(   ) 
∫ (    )(      ) (      )

    

  
      (     ) 

dengan  (   )(  ) adalah turunan ke-(   ) dari   di    (            ). 

Untuk menyederhanakan integral, didefinisikan peubah: 

  
(    )

 
    

  

 
                

Jika      maka   
(     )

 
 

 

 
  , dan jika        maka   

(       )

 
 

 

 
  , sehingga persamaan (     ) diintegralkan dari 0 sampai 1 terhadap  . 

Dengan demikian persamaan (     ) menjadi 

    
 (   )(  )

(   ) 
∫  (   ) (   )     

 
         (     ) 

Jika integral dikerjakan diperoleh galat     untuk prediktor derajat-    adalah 

    
 (   )(  )

(   ) 
∫  (   )(   )(   )     

 
      

 
   ( )(  )

  
∫  (   )(   )(   )

 

 
    

 
   ( )(  )

  
∫ (              )

 

 
    

 
   ( )(  )

  
(
 

 
   

 

 
   

  

 
      |

 

 
)  

 
   ( )(  )

  
(.

 

 
 

 

 
 

  

 
  /  ( ))  
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   ( )(  )

  
.

   

  
/  

Sehingga dapat dinyatakan 

    
   

   
    ( )(  )        (     ) 

Dengan cara yang sama, maka galat     pada korektor dapat dicari 

    
 (   )(  )

(   ) 
∫ (      )(    ) (        )

    

  
     (     ) 

dengan  (   )(  ) adalah turunan ke-(   ) dari   di    (            ). 

Untuk menyederhanakan integral, didefinisikan peubah: 

  
(      )

 
    

  

 
               

Jika      maka   
(       )

 
 

  

 
   , dan jika        maka   

(         )

 
 

 

 
  , sehingga persamaan (     ) diintegralkan dari -1 sampai 0 

terhadap  . Dengan demikian persamaan (     ) menjadi 

    
 (   )(  )

(   ) 
∫  (   ) (   )     

  
         (     ) 

Jika integral dikerjakan diperoleh galat     untuk prediktor derajat-    adalah 

    
 (   )(  )

(   ) 
∫  (   )(   )(   )     

  
      

 
   ( )(  )

  
∫  (   )(   )(   )

 

  
     

 
   ( )(  )

  
∫ (              )

 

  
    

 
   ( )(  )

  
(
 

 
   

 

 
   

  

 
      |

  

 
)  

 
   ( )(  )

  
(( )  . 

 

 
 

 

 
 

  

 
  /)  

 
   ( )(  )

  
. 

  

  
/  



24 
 

 

Sehingga dapat dinyatakan 

     
  

   
    ( )(  ) (     ) 

Jika nilai-nilai dari  ( ) dianggap eksak pada semua titik sampai dengan 

   dan jika      merupakan nilai eksak dari   pada     , maka dari persamaan 

(     ) dan (     ) diperoleh perkiraan kesalahan: 

       
   

 
   

   
    ( )( 

 
)   (      ) 

      
   

  
  

   
    ( )( 

 
)   (      ) 

Umumnya      , akan tetapi, jika beranggapan bahwa pada selang yang 

bersangkutan  ( )( ) mendekati tetap, maka setelah mengurangi persamaan 

(      ) dari (      ) diperoleh perkiraan berikut untuk  ( ): 

(          )  (         )  
   

   
    ( )  . 

  

   
    ( )/  

Sehingga dapat disederhanakan menjadi 

(          )  
   

   
   ( )  

Dengan demikian 

   ( )  
   

   
(          )  

Jika ini disubtitusikan ke persamaan (2.3.6) diperoleh 

     
  

   
(
   

   
(          ))   

 

  
(          )        (2.3.7) 

Andaikan ingin agar galat perlangkah memiliki batas sehingga 

   
|    |

 
     (     ) 

dengan    adalah batas bawah galat,    adalah batas atas galat dan nilai awalnya 

telah tersedia, maka dapat dilakukan sebagai berikut: 
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1. Gunakan persamaan (2.2.7) dan (2.2.8) untuk memperoleh       dan 

    . 

2. Hitung |    | dari persamaan (2.3.7). Jika    
|    |

 
   , lanjutkan ke 

langkah iterasi berikutnya dengan menggunakan nilai   yang sama. Jika 

|    |

 
   , maka ukuran langkah   adalah terlalu besar dan harus 

dikurangi. Menjadi kebiasaaan untuk mengganti   dengan 
 

 
, menghitung 

kembali empat nilai awal dan kemudian kembali ke langkah 1. Jika 

|    |

 
   , maka diperoleh ketelitian lebih besar daripada yang 

diperlukan. Karena itu dapat menghemat waktu komputasi dengan 

mengganti   dengan   , menghitung kembali empat nilai awal pada 

selang sepanjang   , dan kembali ke langkah 1 (Conte dan Boor, 

1993:347-348). 

 

2.4 Analisis Dinamik pada Sistem Autonomous 

2.4.1 Sistem Autonomous dan Non Autonomous 

Misal diberikan sistem persamaan diferensial  

  

  
  (   )  

  

  
  (   )    (2.4.1) 

dengan   dan   merupakan fungsi kontinu dari   dan   serta derivatif parsial 

pertamanya juga kontinu. Persamaan (2.4.1) dengan   dan   tidak bergantung 

secara eksplisit pada   disebut sistem autonomous. Sebaliknya jika   dan   

bergantung secara eksplisit terhadap   maka disebut sistem non autonomous 

(Hariyanto, dkk., 1992:194). 
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2.4.2 Titik Kesetimbangan Sistem Autonomous 

Diberikan sistem autonomous linier 

  

  
  (   )  

  

  
  (   )    (2.4.2) 

Titik kesetimbangan (titik tetap) akan terjadi jika tidak ada “gerakan” dalam 

sistem tersebut, artinya 
  

  
   dan 

  

  
  . Titik kesetimbangan dari sistem (2.4.2) 

adalah (     ), sedemikian sehingga  

 (     )    

 (     )     

karena 
  

  
   dan 

  

  
  . Ini semua akan menghasilkan titik kesetimbangan 

(Waluya, 2006:175). 

 
 
2.4.3 Nilai Eigen, Vektor Eigen, dan Kombinasi Linier dari Solusi 

Diberikan sistem persamaan diferensial linier 

  ̇                        

  ̇                        

 
  ̇                        

 

Jika sistem persamaan di atas ditulis dalam bentuk matriks maka 

 ̇          (2.4.3) 

dimana  ̇  [

  ̇

  ̇

 
  ̇

]    [   ]   
   [

  

  

 
  

], dan  ̇  
  

  
. 

Untuk mencari solusi persamaan (2.4.3), dimisalkan        maka  ̇       , 

lalu disubstitusikan bentuk ini ke dalam persamaan (2.4.3) sehingga diperoleh 
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Kemudian dapat disederhanakan menjadi 

       

Dengan menyatakan semua suku ke ruas kiri diperoleh 

(    )        (2.4.4) 

dimana   adalah matriks identitas dan 0 adalah vektor nol. Karena   merupakan 

suatu vektor yang bukan nol, maka bilangan   adalah suatu nilai eigen untuk 

matriks   jika dan hanya jika (    ) tidak dapat diinverskan (Conte dan Boor, 

1993:168-169). Sehingga 

   (    )       (2.4.5) 

Persamaan (2.4.5) disebut persamaan karakteristik untuk sistem persamaan 

(2.4.3). Akar-akar dari persamaan karakteristik tersebut disebut nilai eigen dari 

matriks  . Kemudian dinotasikan nilai eigen dengan           . Untuk setiap 

nilai eigen   , terdapat korespondensi suatu solusi tak nol  ( ),  ( ) disebut vektor 

eigen, untuk          .  

Untuk setiap pasangan nilai eigen dan vektor eigen (    
( )) maka ada 

suatu vektor solusi yang bersesuaian   ( )   ( )     dari sistem persamaan 

(2.4.3). Jika nilai eigennya adalah            dan semuanya berbeda, maka akan 

ada   solusi yaitu: 

 ( )  .  ( )   ( )     ( )/  ( ( )      ( )        ( )    ) 

 ( ) disebut matriks solusi. Diasumsikan   ( ) adalah solusi dari persamaan 

(2.4.3) dan    adalah bilangan skalar untuk          . Menggunakan sifat dari 

diferensial dan matriks perkalian, 
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(   ( ))  

 

  
(   

 ( )        ( ))  

    ̇
 ( )       ̇ ( )  

    ( )  ( )       ( )  ( )  

  ( )(   
 ( )        ( ))   

Sehingga kombinasi linier    
 ( )        ( ) adalah solusi (Robinson, 

2004:15). 

Dimisalkan   ( )   ( )    , maka solusi umum dari matriks   adalah 

kombinasi linier dari 

 ( )     
( )        

( )          ( )     (2.4.6) 

dimana konstanta            dapat diperoleh dengan memberikan sebuah nilai 

awal pada sistem persamaan (2.4.3)  (Boyce dan DiPrima, 1999:97). 

 Selanjutnya dimisalkan bahwa  ( ) adalah     matriks solusi dari 

persamaan (2.4.3). Determinan matriks solusi adalah Wronskian matriks  ( ) 

yang dinyatakan sebagai berikut: 

 ( )     ( ( ))  

disebut Wronskian dari sistem linier. Jika  ( )     ( ( ))   , maka untuk 

kondisi awal   , dapat menyelesaikan persamaan    ( )     untuk    

memberikan kepada solusi  ( )     ( ) dengan  ( )    . Solusi-solusi 

disebut bebas jika matriks solusi memiliki    ( ( ))   . Ketika   solusi bebas, 

maka matriks  ( ) disebut solusi matriks fundamental, dan himpunan solusi 

.  ( )   ( )     ( )/ disebut himpunan solusi fundamental (Robinson, 

2004:16). 
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2.4.4 Analisis Bidang Fase dari Sistem Autonomous 

Berikut ini diberikan definisi mengenai kestabilan dari titik tetap: 

Definisi 4: Titik   adalah titik  -limit dari trayektori   , dibuktikan bahwa 

 (    ) memenuhi masuk dekat   sebagaimana   menuju tak hingga (yaitu ada 

barisan waktu    , dengan    menuju tak hingga sebagaimana   menuju tak hingga, 

sedemikian sehingga  (     ) konvergen ke   ). Tentunya, jika ‖ (    )    ‖ 

menuju nol sebagaimana   menuju tak hingga, maka    adalah hanya titik  -limit 

dari   . Di sana dapat menjadi lebih dari satu titik adalah titik  -limit dari   . 

Himpunan semua titik  -limit dari    dinotasikan dengan  (  ) dan disebut 

himpunan  -limit dari   . 

Definisi 5: Titik   adalah titik  -limit dari   , dibuktikan bahwa trayektori 

 (    ) memenuhi masuk dekat   sebagaimana   menuju negatif tak hingga. 

Khususnya, jika ‖ (    )    ‖ menuju nol sebagaimana   menuju negatif tak 

hingga, maka    adalah hanya titik  -limit dari   . Himpunan semua titik  -limit 

dari    dinotasikan dengan  (  ) dan disebut himpunan  -limit dari   . 

Definisi 6: Titik tetap   , manifold stabil   (  ) adalah himpunan semua titik 

yang cenderung menuju titik tetap sebagaimana   menuju positif tak hingga: 

  (  )  *    (    )                    +  {    (  )  *  +}  

Dalam hal ini, jika orbit konvergen ke satu titik    sebagaimana   menuju tak 

hingga, maka himpunan  -limit sama dengan satu titik ini,  (  )  *  +. Jika 

manifold stabil adalah himpunan terbuka, maka   (  ) disebut daerah tarikan 

dari   . 
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Dalam cara yang sama, manifold tak stabil dari titik tetap   (  ) adalah 

himpunan semua titik yang menuju titik tetap sebagaimana   menuju negatif tak 

hingga: 

  (  )  *    (    )                     +  {    (  )  *  +}   

Di sini, jika orbit konvergen ke satu titik    sebagaimana   menuju negatif tak 

hingga, maka himpunan  -limit sama dengan satu titik ini,  (  )  *  +. 

 Definisi 7: Titik tetap    disebut L-stabil, dibuktikan bahwa untuk sebarang 

solusi  (    ) tinggal dekat    untuk semua     jika kondisi awal    dimulai 

cukup dekat kepada   . Lebih jelasnya, titik tetap    disebut L-stabil, dibuktikan 

bahwa untuk sebarang     , ada     sedemikian sehingga jika ‖     ‖    

maka ‖ (    )    ‖    untuk semua    . 

Definisi 8: Titik tetap    disebut stabil asimtotis lemah, dibuktikan bahwa di sana 

ada      sedemikian sehingga  (  )  *  + untuk semua ‖     ‖     

(yaitu  ‖ (    )    ‖ menuju 0 sebagaimana   menuju tak hingga untuk semua 

‖     ‖    ). Titik tetap    disebut stabil asimtotis, dibuktikan bahwa ia 

adalah stabil dan stabil asimtotis lemah. 

Definisi 9: Titik tetap    disebut tak stabil, dibuktikan bahwa    tidak L-stabil. 

(Robinson, 2004:100-101). 

Dalam kasus tentang perilaku tak trivial yang diberikan dalam sistem 2 x 

2, akan ditunjukkan terdapat cara yang mudah untuk menjelaskan perilaku 

dinamik dengan menggunakan phase portrait dalam sebuah analisis bidang fase 

(Waluya, 2006:137-138). 
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Misal sistem autonomous linier dengan koefisien kontanta, yaitu 

  

  
        

  

  
           (     ) 

dimana          . Jika persamaan (2.4.7) diubah ke dalam bentuk matriks, 

persamaan tersebut dapat ditulis 

[
 ̇
 ̇
]  0  

  
1 0

 
 1 

atau juga bisa ditulis dengan 

[
 ̇
 ̇
]   0

 
 1  

dimana  ̇  
  

  
 dan  ̇  

  

  
.  Titik asal (0,0) adalah jelas titik tetap dari persamaan 

(2.4.7). Kemudian diasumsikan    ( )   , sehingga (0,0) adalah satu-satunya 

titik tetap persamaan (2.4.7). Solusi dari persamaan (2.4.7) berbentuk 

                 (2.4.8) 

Dengan mensubstitusikan persamaan (2.4.8) ke persamaan (2.4.7), maka diperoleh 

                   

                   

Kemudian kedua ruas sama-sama dibagi dengan    , dan diperoleh 

          

          

Dengan memindahkan suku ke dalam satu ruas, diperoleh 

                (   )        

                   (   )     
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Suatu sistem persamaan aljabar yang homogen mempunyai penyelesaian tak 

trivial jika dan hanya jika deteminan koefisiennya sama dengan nol. Ini berarti 

persamaan (2.4.7) ada penyelesaian (   )    jika dan hanya jika 

|[
(   )  

 (   )
]|     

maka 

(   )(   )        

Kemudian diuraikan menjadi 

                  

dan diperoleh 

   (   )  (     )      (2.4.9) 

Persamaan (2.4.9) disebut persamaan karakteristik dari persamaan (2.4.7). Sifat 

stabilitas titik kritis (0,0) dari persamaan (2.4.7) tergantung akar    dan    dari 

persamaan (2.4.9). Berikut ini diberikan teorema dari kestabilan titik kritis (0,0) 

untuk persamaan (2.4.7): 

Teorema 1 

a) Titik kritis (0,0) dari sistem persamaan (2.4.7) stabil, jika dan hanya jika, 

akar    dan    dari persamaan (2.4.9) adalah imajiner murni atau 

mempunyai bagian riil tak positif. 

b) Titik kritis (0,0) dari sistem persamaan (2.4.7) stabil asimtotis, jika dan 

hanya jika, akar    dan    dari persamaan (2.4.9) adalah riil negatif atau 

mempunyai bagian riil negatif. 
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c) Titik kritis (0,0) dari sistem persamaan (2.4.7) takstabil jika salah satu 

(atau kedua) akar    dan    dari persamaan (2.4.9) adalah riil dan positif 

atau jika paling sedikit satu akar mempunyai bagian riil yang positif. 

(Finizio dan Ladas, 1988: 293). 

 Selain itu phase portrait yakni gambar semua trayektori dari sistem 

persamaan (2.4.7) juga bergantung pada akar    dan    dari persamaan (2.4.9). 

Waluya (2006:160-163) menyatakan bahwa sebenarnya terdapat lima perbedaaan 

yang mendasar dari perilaku solusi yakni: 

Kasus 1. Jika nilai-nilai eigennya riil tak sama dan bertanda sama (        

atau        ). 

Dalam kasus ini, solusinya dapat dinyatakan sebagai 

     
( )        

( )      

dimana diasumsikan bahwa    dan    berbeda dan riil. Perilaku dari solusi dalam 

kasus ini dapat dilihat pada gambar (2.3). Dalam gambar (2.3), diasumsikan 

bahwa        , sehingga penurunan lebih tajam sepanjang vektor eigen  ( ). 

Ini juga disebut node atau nodal sink. Semua trayektori menuju ke nol yang 

berarti bahwa titik tetap nol adalah stabil. Jika dalam kasus        , maka 

arah trayektori yang digambarkan dalam gambar (2.3) akan berkebalikan arah, 

dan titik tetapnya akan menjadi tidak stabil. Ini sering disebut nodal source. 
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Gambar 2.3 Perilaku Titik Node dari Solusi Ketika Kedua Nilai Eigennya Riil dan Berbeda 

(Ross, 1984:647) 
 

Contoh 1: 

 ̇  0
    
    

1   

Nilai eigen didapatkan dari perhitungan berikut: 

   (    )     

yaitu 

|0
    
    

1    |     

Karena    0
  
  

1 maka 

|0
    
    

1  0  
  

1|     

Sehingga dapat disederhanakan menjadi 

|0      
      

1|     

Selanjutnya diperoleh hasil determinan 

(    )(     )  (  )( )     

dan diperoleh 

            

Kemudian difaktorkan menjadi 

(   )(    )     
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Oleh karena itu diperoleh akar-akarnya adalah 

                    

Nilai eigen pertama       mempunyai vektor eigen  ( )  0
 
 
1 sebagaimana 

dapat dilihat dengan perhitungan langsung, yakni: 

.0
    
    

1     /  ( )     

Sehingga dengan mensubstitusikan   0
  

  
1   ( )  0

  

  
1, dan   0

 
 
1 maka 

.0
    
    

1  (  ) 0
  
  

1/ 0
  

  
1  0

 
 
1  

dan diperoleh 

.0
    
    

1  0
   
   

1/ 0
  

  
1  0

 
 
1  

Kemudian disederhanakan sehingga didapatkan 

0
   
   

1 0
  

  
1  0

 
 
1  

maka 

         dan           

Ini berarti bahwa 

        

Misal      maka      , sehingga vektor eigen didapatkan 

 ( )  0
  

  
1  0  

 
1  0

 
 
1   

Jadi, solusi pertama diberikan dengan  

  ( )       ( ) 

maka 

  ( )      .
 
 
/ 
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Secara serupa, nilai eigen kedua        mempunyai vektor eigen  ( )  0
 
 
1, 

dengan perhitungan langsung, yakni: 

.0
    
    

1     /  ( )    

Sehingga dengan mensubstitusikan   0
  

  
1   ( )  0

  

  
1, dan   0

 
 
1 maka 

.0
    
    

1  (   ) 0
  
  

1/ 0
  

  
1  0

 
 
1  

dan diperoleh 

.0
    
    

1  0
    
    

1/ 0
  

  
1  0

 
 
1  

kemudian disederhanakan sehingga didapatkan 

0
   
   

1 0
  

  
1  0

 
 
1  

maka 

          dan          

Ini berarti bahwa 

        

Misal      maka      , sehingga vektor eigen didapatkan 

 ( )  0
  

  
1  0  

  
1  0

 
 
1   

Solusi kedua diberikan dengan  

  ( )       ( ) 

maka 

  ( )       .
 
 
/ 

Solusi umumnya adalah 

 ( )     
    ( )     

    ( ) 
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maka 

 ( )     
   .

 
 
/     

    .
 
 
/ 

Dengan menggunakan program maple seperti pada gambar berikut: 

 
Gambar 2.4 Progarm Maple untuk Trayektori Pada Contoh 1 dengan Node 

  

maka phase portrait dari sistem ini adalah 

 
Gambar 2.5 Trayektori untuk Contoh 1 dengan Node 

 

Wronskian dari solusi pada saat     diberikan dengan 

 ( )     .0
  
  

1/   ( )   ( )      

Maka dua vektor eigen tersebut bebas linier sehingga dua solusinya adalah bebas 

linier (Robinson, 2004:25). 
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Kasus 2. Jika nilai-nilai eigennya riil dan berbeda tanda (        atau 

       ). 

Dalam kasus ini, solusinya dapat dinyatakan sebagai 

     
( )        

( )     

dimana diasumsikan bahwa    dan    riil dan berbeda tanda. Perilaku dari 

solusinya dapat dilihat pada gambar (2.6). Dalam gambar (2.6), diasumsikan 

bahwa        , sehingga trayektori membesar sepanjang vektor eigen  ( ) 

dan menurun sepanjang  ( ). Dalam hal ini disebut titik saddle. Semua trayektori 

akan menjauh ke tak hingga sepanjang vektor eigen  ( ). Ini mengakibatkan 

bahwa titik saddle akan selalu tidak stabil. Jika dalam kasus        , maka 

arah trayektori yang digambarkan dalam gambar (2.6) akan berkebalikan arah dan 

solusi juga akan menuju tak hingga sepanjang vektor eigen  ( ) sehingga titik 

tetapnya juga menjadi tidak stabil. 

 
Gambar 2.6 Perilaku Titik Saddle dari Solusi Ketika Kedua Nilai Eigennya Riil dan Berbeda 

Tanda (Ross, 1984:648) 

 

Contoh 2: 

 ̇  0
  
  

1   

Nilai eigen didapatkan dari perhitungan berikut: 

   (    )     

𝑣( ) 

𝑣( ) 
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yaitu 

|0
  
  

1    |     

Karena   0
  
  

1 maka 

|0
  
  

1  0
  
  

1|     

Sehingga dapat disederhanakan menjadi 

|0
    

    
1|     

Selanjutnya diperoleh hasil determinan 

(   )(   )   ( )     

dan diperoleh 

           

Kemudian difaktorkan menjadi 

(   )(   )     

Oleh karena itu diperoleh akar-akarnya adalah 

                  

Nilai eigen pertama       mempunyai vektor eigen  ( )  0
 

  
1 sebagaimana 

dapat dilihat dengan perhitungan langsung, yakni: 

.0
  
  

1     /  ( )     

Sehingga dengan mensubstitusikan   0
  

  
1   ( )  0

  

  
1, dan   0

 
 
1 maka 

.0
  
  

1  (  ) 0
  
  

1/ 0
  

  
1  0

 
 
1  

dan diperoleh 

.0
  
  

1  0
   
   

1/ 0
  

  
1  0

 
 
1  
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Kemudian disederhanakan sehingga didapatkan 

0
  
  

1 0
  

  
1  0

 
 
1  

maka 

          dan           

Ini berarti bahwa 

        

Misal      maka      , sehingga vektor eigen didapatkan 

 ( )  0
  

  
1  0  

  
1  0

 
  

1   

Jadi, solusi pertama diberikan dengan  

  ( )       ( ) 

maka 

  ( )      0
 

  
1 

Komponen solusi ini menuju 0 pada laju     . Gambar dari komponen pertama 

ini terhadap waktu, (    ( )), ditunjukkan dalam gambar 2.8a. Gambar ini salah 

satu komponen dari solusi terhadap  , sebuah plot waktu dari solusi. 

Secara serupa, nilai eigen kedua      mempunyai vektor eigen  ( )  0
 
 
1. 

dengan perhitungan langsung, yakni: 

.0
  
  

1     /  ( )     

Sehingga dapat disederhanakan menjadi 

.0
  
  

1  ( ) 0
  
  

1/ 0
  

  
1  0

 
 
1  
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dan diperoleh 

.0
  
  

1  0
  
  

1/ 0
  

  
1  0

 
 
1  

Kemudian disederhanakan sehingga didapatkan 

0
   
   

1 0
  

  
1  0

 
 
1  

maka 

           dan           

Ini berarti bahwa 

      

Misal      maka     , sehingga vektor eigen didapatkan 

 ( )  0
  

  
1  0 

 
1  0

 
 
1   

Solusi kedua diberikan dengan  

  ( )       ( ) 

maka 

  ( )     0
 
 
1 

Dengan menggunakan program maple seperti pada gambar berikut: 

 
Gambar 2.7 Program Maple untuk Plot Waktu dari Solusi Pada Contoh 2 dengan Saddle 
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diperoleh masing-masing gambar sebagai berkut: 

 
                       (a)                  (b)                   (c) 

 
Gambar 2.8 Plot Waktu dari Solusi untuk Contoh 2 dengan Saddle: (a) (t,   

 ( )) untuk 

(  
 ( )   

 ( ))  (    ), (b) (t,   
 ( )) untuk (  

 ( )   
 ( ))  (       ), dan (c) 

(t,   
 ( )) untuk (  

 ( )   
 ( ))  (        ). 

 

Komponen-komponen pertumbuhan solusi pada laju    . Lihat gambar 2.8b untuk 

plot waktu dari solusi kedua ini (t,   ( )).  

Solusi matriks dari dua solusi tersebut diberikan dengan  

,  ( )   ( )-  0    0
 

  
1    0

 
 
11  [        

        
] 

Wronskian dari sistem tersebut adalah  

 ( )      .[        

        
]/      (   )     (     )               

Mengevaluasinya pada     memberikan determinan dari matriks dengan vektor 

eigen sebagai kolom 

 ( )      ([ ( )  ( )])     .0
  

   
1/   ( )   (  )          

Dua vektor eigen tersebut saling bebas, sebagaimana harus pilihan tersebut dari 

aljabar linier, karena dua nilai eigennya berbeda. Lalu solusi umum dari bentuk 

tersebut adalah 

 ( )     
    ( )     

    ( ) 
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maka 

 ( )     
   0

 
  

1     
  0

 
 
1 

atau juga bisa ditulis 

*
  ( )

  ( )
+  [

   
       

  

    
       

  ] 

Ini berarti bahwa 

  ( )     
       

   dan   ( )      
       

   

Untuk (  ( )   ( ))  (    ) maka 

  ( )     
  ( )     

 ( )  

  ( )      
  ( )     

 ( )  

Sehingga didapatkan 

         

          

Selanjutnya dengan proses eliminasi didapatkan 

      

     

Sehingga solusi analitiknya adalah 

  ( )        dan   ( )         

Untuk (  ( )   ( ))  (       ) maka 

  ( )     
  ( )     

 ( ) 

  ( )      
  ( )     

 ( ) 

Sehingga didapatkan 

          

           



44 
 

 

Selanjutnya dengan proses eliminasi didapatkan 

      

       

Sehingga solusi analitiknya adalah 

  ( )         dan   ( )         

Untuk (  ( )   ( ))  (        ) maka 

  ( )     
  ( )     

 ( ) 

  ( )      
  ( )     

 ( ) 

Sehingga didapatkan 

        

              

Selanjutnya dengan proses eliminasi didapatkan 

           

           

Sehingga solusi analitiknya adalah 

  ( )                       dan   ( )                        

Gambar dari variable  ( ) sebagai fungsi   untuk kondisi titik awal berbeda 

diberikan dalam gambar (   ). 

 Dalam penjumlahan memberikan plot waktu dari solusi, ia seringkali 

sangat instruktif kepada plot solusi pada bidang (     ) sebagai kurva, tanpa 

mengindikasikan waktu aktual, tetapi hanya arah dari gerak dengan rata-rata dari 

panah-panah plot ini solusi dalam ruang   disebut phase portrait. Ketika disana 

hanya dua variabel sebagaimana dalam contoh ini, ruang   juga disebut bidang 

fase, dalam dimensi lebih tinggi ia disebut ruang fase. 



45 
 

 

Dengan menggunakan program maple seperti pada gambar berikut: 

 
 Gambar 2.9 Program Maple untuk Trayektori Pada Contoh 2 dengan Saddle 

 

maka gambar yang dihasilkan dapat dijelaskan sebagai berikut: 

 

 

 

 

 

 Ambil      dan     , didapatkan solusi     0
 

  
1 yang bergerak 

sepanjang garis lurus dari perkalian scalar dari vektor 0
 

  
1. Sehingga diperoleh 

     menuju nol dimana t menuju tak hingga, tetapi tidak sama dengan nol, jadi 

𝑣  

𝑣  

𝑥  

𝑥  

𝑐    𝑑𝑎𝑛 𝑐    

𝑐    𝑑𝑎𝑛 𝑐    

𝑐  𝑐 
   

𝑐  𝑐 
   𝑐    𝑑𝑎𝑛 𝑐     

𝑐    𝑑𝑎𝑛 𝑐    

𝑐    𝑑𝑎𝑛 𝑐    

𝑐     𝑑𝑎𝑛 𝑐    

Gambar 2.10 Trayektori untuk Contoh 2 dengan Saddle 
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trayektori     0
 

  
1 mendekati titik asal dimana t menuju tak hingga, tetapi ia tak 

pernah secara nyata mencapai titik asal. Ini jelas pada plot waktu gambar (    ) 

dapat digambar trayektori ini dalam bidang (     ) dengan panah untuk 

menandai arah yang bergerak sepanjang kurva. Lihat garis lurus yang menuju titik 

asal dari kanan bawah pada gambar (    ). Jika dihimpun       dan      

didapatkan solusi     0
  
 

1 yang mana juga bergerak sepanjang garis lurus dari 

kiri atas.  

Jika dihimpun      dan      didapatkan solusi    0
 
 
1, yang mana 

juga bergerak sepanjang garis lurus dari perkalian skalar dari vektor eigen, tetapi 

ia tumbuh pada ukuran   meningkat. Solusi ini menuju tak hingga dimana   

menuju tak hingga dan menuju titik asal dimana   menuju negatif tak hingga. 

Trayektori ini selama separuh garis pada kanan atas dari gambar (    ). Jika 

dihimpun      dan      , didapatkan solusi    0
  
  

1 yang mana bergerak 

sejalan dari titik asal sepanjang separuh garis pada kiri ke bawah dari gambar 

(    ).  

Untuk solusi yang berisi komponen sepanjang masing-masing vektor 

eigen,      dan     , 

   
   0

 
  

1     
  0

 
 
1     .   

   0
 

  
1    0

 
 
1/ 

Batas dalam kurung siku persegi mendekati   0
 
 
1 dimana   menuju tak hingga, 

jadi trayektori mempunyai garis yang dihasilkan oleh vektor eigen 0
 
 
1 seperti 

halnya asimtotis   menuju tak hingga. Secara serupa trayektori mempunyai garis 
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yang dihasilkan vektor eigen 0
 

  
1 seperti halnya asimtotis   menuju negatif tak 

hingga. Misal, jika masing-masing    dan    positif, trayektori seperti satu 

bergerak pada hiperbola sebelah kanan dalam gambar (    ), untuk 

  ( )           ( )          ( ) 

Dengan   ( )  (        ), gambar dari (t,   
 ( )) diberikan dalam gambar 

(    ). 

 Jika      dan     , trayektori seperti salah satu sebelah atas pada 

gambar (    ). 

Titik asal untuk semisal sistem linier dengan nilai eigen riil positif dan satu 

nilai eigen riil negatif disebut saddle. Terkadang istilah tersebut disebut dengan 

sistem linier yang saddle (Robinson, 2004:21-24). 

 

Kasus 3. Nilai-nilai eigennya sama dan riil (     ). 

Dalam kasus akar kembar, dua kemungkinan bisa terjadi, yakni apakah 

bisa ditemukan dua vektor eigen yang bebas linier, sehingga solusinya akan 

berbentuk 

     
( )        

( )      

atau hanya menemukan satu vektor eigen, sehingga solusinya akan berbentuk 

     
( )       ( 

( )           ) 

Dalam kasus pertama akan didapatkan apa yang dinamakan proper node 

atau star point yang gambarnya terlihat pada gambar (2.11) untuk     . Dalam 

kasus yang kedua akan didapatkan improper node dan gambarnya dapat 

diperlihatkan dalam gambar (2.12) untuk     . Kedua kasus di atas titik 
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tetapnya akan stabil. Jika      untuk kedua kasus di atas, maka arah trayektori 

dalam gambar (2.11) dan (2.12) akan berkebalikan arah dan titik tetapnya akan 

menjadi tak stabil. 

 

Gambar 2.11 Perilaku Titik Star dari Solusi Ketika Kedua Nilai Eigennya Kembar 

(Ross, 1984:649) 
 

 

 

 

Gambar 2.12 Perilaku Titik Star dari Solusi Ketika Kedua Nilai Eigennya Kembar 

 (Ross, 1984:650) 
 

 

Contoh 3: 

a)  

 ̇  0
   
   

1   

Nilai eigen didapatkan dari perhitungan berikut: 

   (    )     
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yaitu 

|0
   
   

1    |     

Karena   0
  
  

1 maka 

|0
   
   

1  0  
  

1|     

Sehingga dapat disederhanakan menjadi 

|0     
     

1|     

Selanjutnya diperoleh hasil determinan 

(    )(    )   ( )     

atau dapat ditulis menjadi 

(    )(    )     

Oleh karena itu diperoleh akar-akarnya adalah 

         

Dengan menggunakan nilai eigen   , diperoleh vektor eigen dengan perhitungan 

langsung, yakni: 

.0
   
   

1  (  ) /      

Sehingga dengan mensubstitusikan   0
  

  
1    0

  

  
1, dan   0

 
 
1 maka 

.0
   
   

1  (  ) 0
  
  

1/ 0
  

  
1      

dan diperoleh 

.0
   
   

1  0
   
   

1/ 0
  

  
1      

kemudian disederhanakan sehingga didapatkan 

0
  
  

1 0
  

  
1     
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Matriks ini memiliki barisan nol, dengan demikian,       vektor eigen bebas 

yakni: 

 ( )  0
 
 
1 dan  ( )  0

 
 
1 

Sehingga solusi umum diberikan 

 ( )     
( )        

( )      

maka 

 ( )    0
 
 
1       0

 
 
1      

Dengan menggunakan program maple seperti pada gambar berikut: 

 
Gambar 2.13 Program Maple untuk Trayektori Pada Contoh 3a. dengan Star 

 

maka phase portrait dari sistem ini adalah 

 

Gambar 2.14 Trayektori untuk Contoh 3a. dengan Star 

 



51 
 

 

 

Semua solusi mengarah lurus ke titik asal. Titik asal dari sistem ini disebut stabil 

star. 

b)  

 ̇  0
   
   

1   

Nilai eigen didapatkan dari perhitungan berikut: 

   (    )     

yaitu 

|0
   
   

1    |     

Karena   0
  
  

1 maka 

|0
   
   

1  0  
  

1|     

Sehingga dapat disederhanakan menjadi 

|0
     

    
1|     

Selanjutnya diperoleh hasil determinan 

(    )(  )   (  )     

dan diperoleh 

           

Kemudian difaktorkan menjadi 

(   )(   )     

Oleh karena itu diperoleh akar-akarnya adalah 
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Dengan menggunakan nilai eigen   , diperoleh vektor eigen   0
 
 
1 

sebagaimana dapat dilihat dengan perhitungan langsung, yakni: 

.0
   
   

1  (  ) /      

Sehingga dengan mensubstitusikan   0
  

  
1    0

  

  
1, dan   0

 
 
1 maka 

.0
   
   

1  (  ) 0
  
  

1/ 0
  

  
1   0

 
 
1  

dan diperoleh 

.0
   
   

1  0
   
   

1/ 0
  

  
1   0

 
 
1  

Kemudian disederhanakan sehingga didapatkan 

0
   
   

1 0
  

  
1  0

 
 
1  

maka 

         dan          

Ini berarti bahwa 

       

Misal      maka      sehingga vektor eigen didapatkan 

  0
  

  
1  0 

 
1  0

 
 
1   

Kemudian dicari   dengan menggunakan persamaan berikut: 

(.
   
   

/  (  ) )      

Sehingga dengan mensubstitusikan   0
  

  
1    0

 
 

 
 
1, dan   0

 
 
1   maka 

0
   
   

1 0
  

  
1  0

 
 
1    
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maka 

         dan          

Ini berarti bahwa 

         

Misal      maka          sehingga vektor eigen didapatkan 

  0
  

  
1  0

 
 
1  0

 
 
1   

Sehingga solusi umum diberikan 

 ( )           (          ) 

maka 

 ( )    .
 
 
/       (.

 
 
/      .

 
 
/    ) 

Kemudian dapat disederhanakan menjadi 

     
  .

 
 
/     

  .
 

   
/ 

Dengan menggunakan program maple seperti pada gambar berikut: 

 
Gambar 2.15 Program Maple untuk Trayektori Pada Contoh 3b. dengan Star 
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maka phase portrait dari sistem ini adalah 

 
Gambar 2.16 Trayektori untuk Contoh 3b. dengan Star 

 

Karena nilai eigen 1 dan 2 sama yaitu -1 maka arah panah seluruhnya menuju ke 

nol. Selanjutnya jelas bahwa   ( ) menuju ke titik asal dan   menuju tak hingga 

sehingga untuk beberapa solusi yang linier dari dua variabel bebas menuju titik 

asal   menuju tak hingga. Dalam kasus ini, di sana hanya satu solusi yang 

bergerak sepanjang garis lurus. Semua solusi yang lain mendekati titik asal dalam 

arah asimtotis ke garis diperumum oleh vektor eigen. Sistem ini disebut stabil 

node yang merosot (Robinson, 2004:36-37). 

 

Kasus 4. Jika nilai-nilai eigennya komplek (         ). 

Dalam kasus nilai eigennya komplek, yang dapat dinyatakan sebagai 

          

Sehingga didapatkan vektor eigen dalam bentuk 

 (   )       

Maka solusi dapat dinyatakan sebagai: 

 ⃗     (  ([
  

  
]       [

  

  
]      )    ([

  

  
]       [

  

  
]      )) 
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dimana [
  

  
]    dan [

  

  
]    (Ross, 1984:651). 

Ini akan menghasilkan perilaku yang disebut spiral dimana kestabilannya 

ditentukan oleh tanda dari bagian riil  . Untuk     solusinya dapat 

digambarkan dalam gambar (2.17). Dalam hal ini titik tetapnya akan tak stabil. 

Untuk    , trayektori solusinya berbeda arah dalam gambar (2.17) dan titik 

tetapnya menjadi stabil. 

 

Gambar 2.17 Perilaku Titik Spiral dari Solusi Ketika Kedua Nilai Eigennya Pasangan Komplek 

(Ross, 1984:652) 
 

Contoh 4: 
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Sehingga dapat disederhanakan menjadi 

|.
     

     
/|     

Selanjutnya diperoleh hasil determinan 

(    )(   )   (  )     

dan diperoleh 

            

Sehingga diperoleh akar-akarnya adalah 

     
   √    ( )(  )

 ( )
 

   √   

 
        

Dengan menggunakan nilai eigen      , diperoleh vektor eigen   0
    

 
1 

sebagaimana dapat dilihat dengan perhitungan langsung, yakni: 

.0
   
   

1  (     ) /      

Sehingga dengan mensubstitusikan   0
  

  
1    0

  

  
1, dan   0

 
 
1 maka 

.0   
   

1  (     ) 0
  
  

1/ 0
  

  
1   0

 
 
1  

dan diperoleh 
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1  0
      

      
1/ 0

  

  
1   0

 
 
1  

Kemudian disederhanakan sehingga didapatkan 

0      
      

1 0
  

  
1  0

 
 
1  

maka 

(     )         dan      (    )     

Ini berarti bahwa 

   
(    )  

 
  



57 
 

 

Misal       maka    
(    )  

 
 

(    )(  )

 
 (    )  sehingga vektor 

eigen didapatkan 

  0
  

  
1  0

(    ) 
  

1  0
    

 
1   .0

 
 
1  0

  
 

1  /   

Menggunakan vektor eigen tersebut, didapatkan dua solusi riil 

  ( )     .    (  ) 0
 
 
1     (  ) 0

  
 

1/ 

  ( )     .   (  ) 0
 
 
1     (  ) 0

  
 

1/ 

Dengan menggunakan program maple seperti pada gambar berikut: 

 
Gambar 2.18 Program Maple untuk Trayektori Pada Contoh 4 dengan Spiral 

 

maka phase portrait dari sistem ini adalah 

 
Gambar 2.19 Trayektori untuk Contoh 4 dengan Spiral 
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Kondisi awal dari kedua solusi ini adalah 

0
 
 
1 dan 0

  
 

1  

Wronskian dari solusi pada saat     diberikan dengan 

   .0
   
  

1/         

Jadi solusi-solusi dari sistem tersebut adalah bebas. Bentuk sinus dan 

cosinus memiliki periode 
  

 
 

 

 
; tetapi faktor eksponensial berkurang untuk 

contoh ini seiring meningkatnya   dan berkebalikan dengan   
 

  setiap perputaran 

di sekitar titik asal. Solusi cenderung asimtotis menuju titik asal seiring   yang 

menuju tak hingga. Ketika       dan        ̇     , sehingga solusi 

bergerak searah jarum jam. Contoh ini, dengan bagian riil negatif dan bagian 

imajiner yang tak nol dari nilai eigen, disebut stabil fokus. Ia stabil karena solusi 

cenderung menuju titik asal seiring   yang menuju tak hingga, dan ia fokus karena 

solusi spiral (Robinson, 2004:30). 

 

Kasus 5. Nilai eigennya imajiner murni (        ). 

Dalam kasus ini nilai-nilai eigennya dapat dinyatakan sebagai 

         

Dalam hal ini solusi merupakan osilator dan mempunyai stabil secara 

alamiah. Titik tetapnya dalam hal ini akan disebut titik center. Trayektorinya 

dapat diperlihatkan pada gambar (2.20) yang berupa ellip. 
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Gambar 2.20 Perilaku Titik Center dari Solusi Ketika Kedua Nilai Eigennya Komplek Murni 

(Ross, 1984:653) 
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Oleh karena itu diperoleh akar-akarnya adalah 
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Kedua solusi ini mempunyai kondisi awal 0
 
 
1 dan 0

 
 
1 pada saat      Sehingga 

Wronskian dari solusi diperoleh  

   .0
  
  

1/       

Jadi solusi-solusi dari sistem tersebut adalah linier dan bebas. Kedua solusi 

tersebut mempunyai periode dengan periode sebesar   
  

 
  . Jadi setelah satu 

periode waktu sebesar   maka solusi tersebut akan kembali ke posisi atau keadaan 

yang sama, begitu seterusnya. Plot dari (    
 ( )) untuk solusi   ( ) diberikan 

dalam gambar (2.22). perhatikan bahwa komponen   
 ( ) adalah fungsi periodik 

yang tak bergantung amplitudo (Robinson, 2004:28-29). 

Program maple menghasilkan hasil seperti pada gambar berikut: 

 

Gambar 2.21 Program Maple untuk Plot Waktu dari Solusi Pada Contoh 5 dengan Center 

 

 

 

 



62 
 

 

maka diperoleh gambar berikut: 

  .  
Gambar 2.22 Plot dari    sebagai Fungsi dari  , Kondisi Awal (   ) dan (   ) untuk Contoh 5 

 

 
Gambar 2.23 Plot dari    sebagai Fungsi dari  , Kondisi Awal (   ) dan (   ) untuk Contoh 5 

 

Sedangkan phase portrait untuk contoh 5 dengan menggunakan program maple 

seperti pada gambar berikut: 

 
Gambar 2.24 Program Maple untuk Trayektori Pada Contoh 5 dengan Center 

 

𝑥  

𝑡 

𝑡 

𝑥  
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maka phase portrait dari sistem ini diperoleh 

 

Gambar 2.25 Trayektori untuk Contoh 5 dengan Center 

Sehingga informasi dari persamaan (2.4.7) dapat diringkas ke dalam tabel berikut: 

Tabel 2.1 Sifat Kestabilan dari Sistem Persamaan (2.4.7) 

Nilai Eigen Tipe Titik Tetap Kestabilan 

        Node takstabil 

        Node Stabil asimtotis 

        Titik saddle Takstabil 

        Proper atau Improper Node Takstabil 

        Proper atau Improper Node Stabil asimtotis 

          

    

    

Titik spiral  

Takstabil 

Stabil asimtotis 

         Titik Center Stabil 

(Boyce dan DiPrima, 2001:468). 

 

2.4.5 Linierisasi 

Boyce dan DiPrima (1999:117) mengungkapkan bahwa pada sistem 

persamaan diferensial non linier seringkali digunakan pendekatan linier untuk 

membantu memahami beberapa perilaku dari solusi  sistem persamaan diferensial 

non linier. Suatu sistem autonomous (2.4.3) dimana   dan   adalah non linier, 

selanjutnya akan dicari pendekatan sistem linier di sekitar (     ) dengan 

melakukan ekspansi menurut deret Taylor di sekitar (     ) sebagai berikut: 
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  (     )  (    )

  

  
(     )  (    )

  

  
(     )  

  

  
  (     )  (    )

  

  
(     )  (    )

  

  
(     )              (      ) 

Bila dilakukan substitusi (    )    dan (    )    maka 
  

  
 

  

  
 dan 

  

  
 

  

  
, pada keadaan setimbang  (     )   (     )    sehingga diperoleh 

persamaan linier sebagai berikut: 

  

  
  

  

  
(     )   

  

  
(     )  

  

  
  

  

  
(     )   

  

  
(     )  (      ) 

Sistem (2.4.11) tersebut dapat ditulis dalam bentuk matriks 

*

  

  
  

  

+  *

  

  
(     )

  

  
(     )

  

  
(     )

  

  
(     )

+ 0
 
 
1  

Sehingga sistem linier pada titik tetap (     ) diberikan dengan 

0
 ̇
 ̇
1  *

  

  

  

  

  

  

  

  

+ 0
 
 
1  (      ) 

dimana semua turunan parsial di dalam matriks adalah dievaluasi pada (     ).  

Ketika membandingkan solusi dari sistem linier dengan sistem non linier, 

koordinat (   ) untuk sistem linier harus dibandingkan dengan (   )  

(         ) untuk sistem non linier. Jika 

 (   )  [
 (   )

 (   )
]  

Maka dapat ditulis 

  (     )  *

  

  
(     )

  

  
(     )

  

  
(     )

  

  
(     )

+   
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Untuk matriks dari turunan parsial.  

 Untuk   variabel, jika 

 (       )  [
  (       )

 
  (       )

]  

dan    (  
      

 ) adalah titik tetap, maka ditulis 

  (  )  (
   

   
(  ))  

untuk matriks     dari turunan parsial. Sistem linierisasi adalah 

 ̇    (  )    

 Jika    adalah titik tetap dari  ̇   ( ), maka menunjukkan kepada nilai 

eigen matriks dari turunan parsial   (  ) sebagai nilai eigen dari titik tetap atau 

nilai eigen dari   . 

 Sebuah titik tetap    disebut hiperbolik jika bagian riil dari semua nilai 

eigen dari matriks   (  ) adalah tidak nol. Manifold stabil dari titik tetap   (  ) 

adalah himpunan semua titik yang cenderung menuju titik tetap sebagaimana   

menuju positif tak hingga, 

  (  )  *    (    )                           +  {    (  )  *  +}  

Dalam kasus ini, jika orbit konvergen ke satu titik    sebagaimana   menuju tak 

hingga, maka himpunan  -limit sama dengan satu titik ini (yaitu  (  )  *  +). 

Manifold tak stabil dari titik tetap   (  ) adalah himpunan semua titik yang 

cenderung menuju titik tetap sebagaimana   menuju negatif tak hingga, 

  (  )  *    (    )                            +  {    (  )  *  +}   
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 Jika titik tetap adalah hiperbolik, maka tipe kestabilan dari titik tetap untuk 

sistem non linier adalah sama sebagaimana untuk sistem linier. Berikut hasil 

ketetapan lebih rinci. 

 

Teorema 2. Andaikan persamaan diferensial  ̇   ( ) dalam varibel  , dengan 

titik tetap hiperbolik   . Diasumsikan bahwa  , 
   

   
( ), dan 

    

      
( ) adalah 

semua kontinu. Maka, tipe kestabilan dari titik tetap untuk sistem non linier 

adalah sama seperti sistem linier pada titik tetapnya. 

a) Khususnya, jika bagian riil dari semua nilai eigen   (  ) adalah negatif, 

maka titik tetap adalah stabil asimtotis untuk persamaan non linier (yaitu 

jika titik asal adalah stabil asimtotis untuk sistem linier, maka    adalah 

stabil asimtotis untuk persamaan non linier. Dalam kasus ini, daerah 

tarikan   (  ) adalah suatu himpunan terbuka yang memuat beberapa 

bola pejal mengenai titik tetap. 

b) Jika salah satu nilai eigen   (  ) memiliki bagian riil positif, maka titik 

tetap    adalah tidak stabil untuk persamaan non linier. 

c) Jika salah satu nilai eigen   (  ) memiliki bagian riil nol, maka situasi 

lebih bagus. Khususnya untuk    , jika titik tetap adalah eliptik center 

(nilai eigen    ) atau satu nilai eigen adalah 0 dari satu perkalian, maka 

sistem linier tidak menentukan tipe kestabilan dari titik tetap. 

Teorema berikutnya menyangkut perilaku di dekat titik tetap pelana    

dalam bidang. Selain mempertimbangkan manifold stabil, juga dipertimbangkan 

titik-titik di manifold stabil yang seluruh orbit maju berada dekat titik tetap. Untuk 
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    yang kecil, manifold stabil lokal dari ukuran   dari titik tetap    adalah 

himpunan titik-titik dalam   (  ) yang seluruh orbit maju berada dalam jarak   

dari   ,  

  
 (  )  *     (  ) ‖ (    )    ‖        +   

Dalam dua dimensi, manifold stabil lokal dari titik tetap pelana adalah 

bagian kurva yang melalui titik tetap, ia bisa diwakili sebagai grafik pada interval 

panjang    di garis yang dihasilkan oleh vektor eigen yang stabil. Dalam dimensi 

yang lebih tinggi, itu adalah grafik di atas bola di ruang bagian dari semua arah 

yang memusat untuk persamaan linier. Kata manifold adalah istilah dalam 

matematika yang meliputi kurva, permukaan, dan benda-benda dimensi yang lebih 

tinggi.  

Subruang stabil pada titik tetap adalah subruang linier direntang oleh 

himpunan semua vektor eigen umum dari persamaan linier pada titik tetap yang 

terkait dengan nilai eigen yang memiliki bagian riil negatif,  

        *                                                      

                                                    +  

Di ruang bagian ini, anggap semua vektor panjangnya kurang dari  ,  

  ( )  *     ‖ ‖   +   

Secara serupa, ruang bagian tak stabil pada titik tetap adalah subruang linier 

direntang oleh himpunan semua vektor eigen umum dari persamaan linierisasi 

pada titik tetap yang terkait dengan nilai eigen yang memiliki bagian riil positif,  

        *                                                      

                                                    +  
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di ruang bagian, anggap semua vektor panjangnya kurang dari  ,  

  ( )  *     ‖ ‖   +   

Jika titik tetap adalah hiperbolik, maka         . Manifold stabil 

lokal ukuran   adalah grafik dari fungsi    dari   ( ) ke   ( ),  

  
 (  )  {   (    ( ))     ( )}   

Dengan cara yang sama, untuk     yang kecil, manifold tak stabil lokal 

ukuran   dari titik tetap    adalah himpunan titik-titik di   (  ) yang seluruh 

orbit mundur berada dalam jarak   dari    ,  

  
 (  )  *     (  ) ‖ (    )    ‖        +   

Manifold tak stabil lokal ukuran   adalah grafik dari fungsi    dari   ( ) ke 

  ( ),  

  
 (  )  *   (  ( )  )     ( )+   

Dalam dua dimensi, manifold stabil dan tak stabil dari titik tetap pelana 

adalah kurva, yang masing-masing memisahkan bidang fase menjadi dua daerah. 

Untuk alasan ini, dalam dua dimensi, manifold stabil dan tak stabil dari titik tetap 

pelana sering disebut separatrices. Untuk sink, manifold stabil sama dengan 

himpunan terbuka dari titik-titik yang konvergen kepadanya; dalam kasus ini, 

manifold stabil juga disebut kolam dari tarikan titik tetap. Manifold tak stabil dari 

sink adalah hanya titik tetap itu sendiri. Untuk sumber, manifold stabil hanyalah 

titik tetap dan manifold tak stabil adalah himpunan terbuka dari titik-titik yang 

konvergen ke titik tetap sebagaimana   menuju ke negatif tak hingga.  
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Teorema 3: 

(a) Diasumsikan bahwa persamaan diferensial  ̇   ( ) dalam dua dimensi 

memiliki titik tetap pelana pada    (yaitu, nilai eigen adalah nyata, satu positif 

dan satu negatif, (       ). Kemudian, untuk cukup kecil    , 

manifold stabil lokal ukuran   untuk titik tetap      
 (  ) adalah kurva 

melewati    dan bersinggungan dengan vektor eigen    untuk vektor eigen 

  . Secara serupa, manifold tak stabil lokal ukuran   untuk titik tetap    

  (  ) adalah kurva melewati    dan bersinggungan dengan vektor eigen    

untuk vektor eigen   . 

(b) Diasumsikan bahwa persamaan diferensial  ̇   ( )  dalam   dimensi 

memiliki titik tetap pelana pada    (yaitu, semua nilai eigen memiliki bagian 

riil nol, ada setidaknya satu nilai eigen dengan bagian riil positif, dan ada 

setidaknya satu nilai eigen dengan bagian riil negatif). Diberikan    dan    

menjadi subruang stabil dan tak stabil ditetapkan sebelumnya. Kemudian, 

untuk cukup kecil    , manifold stabil lokal ukuran   untuk titik tetap    

  
 (  ) adalah "permukaan", yang merupakan grafik fungsi    dari   ( ) ke 

  ( ) dan bersinggungan dengan subruang    pada   ,  

  
 (  )  {   (    ( ))     ( )}   

Dengan cara yang sama, untuk cukup kecil    , manifold tak stabil lokal 

ukuran   untuk tetap titik      
 (  ) adalah "permukaan", yang merupakan 

grafik fungsi    dari   ( ) ke   ( ) dan bersinggungan dengan subruang    

pada   ,  

  
 (  )  *   (  ( )  )     ( )+   
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(c) Dalam dimensi apapun, manifold stabil (global) adalah himpunan titik-titik 

yang orbit maju akhirnya masuk ke manifold stabil lokal ukuran  , 

  (  )  *   (   )    
 (  )      +  ⋃  (    

 (  ))      

Dengan cara yang sama, manifold tak stabil (global) adalah himpunan titik-

titik yang orbit mundur akhirnya masuk ke manifold tak stabil lokal ukuran  ,  

  (  )  *   (   )    
 (  )      +  ⋃  (    

 (  ))      

Teorema sebelumnya mengatakan bahwa manifold stabil dan tak stabil 

ada, tetapi tidak mengatakan bagaimana menentukan mereka. Secara umum, tidak 

ada cara yang baik untuk mendapatkan formula analitis untuk kurva ini. Ia adalah 

mungkin untuk mewakili mereka sebagai rangkaian listrik di dekat titik tetap, tapi 

ini sulit untuk menghitung dan tidak berguna. Untuk menemukan pendekatan 

numerik menggunakan komputer, kondisi awal diambil jarak jauh dari titik tetap 

dalam arah vektor eigen,            kemudian, solusi * (    )    + 

memberikan perkiraan untuk manifold tak stabil. Untuk menemukan sebuah 

pendekatan untuk manifold stabil, kondisi awal           adalah digunakan, 

dan solusi dihitung untuk waktu negatif.  

Teorema juga berkaitan dengan hanya manifold (kurva) yang stabil dan tak 

stabil di dekat titik tetap. Jauh dari titik tetap, manifold stabil tidak bisa 

menyeberang sendiri, tetapi dapat angin di dalam ruang fase dan spiral dalam 

menuju titik tetap lain atau orbit periodik (Robinson, 2004:117-120). 
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2.5 Parameter Persamaan Van der Pol 

Persamaan Van der Pol memiliki ketertarikan yang berhubungan, 

khususnya dalam kasus ekstrim ketika parameter   berukuran kecil atau sangat 

besar, yang dihubungkan dengan tipe perlakuan pendekatan dari sistem osilasi diri 

yang ditunjukkannya. Untuk nilai    , maka dengan mensubstitusikan nilai   

ke dalam persamaan (2.1.2), persamannya menjadi  ̈     , dengan  ̈  
   

  
 

dan    . Hal ini menunjukkan bahwa tidak ada resistansi yang terjadi pada saat 

perubahan variabel dinamik terhadap waktu ( (    ) ̇   ), dan secara 

eksplisit solusi analitiknya dapat hitung yakni  

 ̈       

Memiliki persamaan karakteristik 

        

       

      √       

                   

Sehingga solusi dari  ( ) adalah 

 ( )     (                 )  

    (                 )  

 ( )                   

dengan      . Untuk    , persamaan Van der Pol menjadi bentuk 

persamaan diferensial non linier. Perilaku kestabilan di sekitar titik tetapnya yakni 

(0,0) yang merupakan titik asal dapat melihat dengan cara melinierisasikan sistem 

persamaan (2.1.3) didapatkan 
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(

  

  
  

  

)  (
  

   
) .

 
 /  

dimana diperoleh nilai eigen adalah (  √    )  . Bagian riil dari nilai eigen 

adalah nol untuk    , sehingga ini adalah nilai bifurkasi. Titik asal adalah titik 

spiral yang tidak stabil untuk       dan node yang tidak stabil untuk    . 

Sehingga ketika   cukup kecil (   ) diperoleh osilasi non linier secara lemah 

yaitu berbeda sedikit dari gerak harmonik. Sementara ketika   sangat besar 

mendekati menuju tak hingga (   ) diperoleh osilasi relaksasi yaitu osilasi 

non linier secara kuat menunjukkan ketajaman periode lompat. Contoh tipe dari 

sistem osilasi elektronik dan multivibrator cenderung sinusiodal 

(Buonomo,1998). 
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BAB III 

PEMBAHASAN 

 

3.1 Solusi Persamaan Van der Pol Menggunakan Metode Adams Bashforth 

Moulton Orde Empat 
 

Langkah-langkah dalam menyelesaikan persamaan Van der Pol yakni: 

1. Identifikasi persamaan Van der Pol, dan nilai-nilai yang diketahui. 

Pada persamaan (2.1.3) ditunjukkan suatu sistem persamaan Van der Pol: 

    (     )        (     )      (    )  

Berdasarkan Nguyen (2009) diberikan  ( )        ( )         

[    ], dan diambil nilai    . Menggunakan persamaan (2.4.8) dimana 

                diperoleh nilai optimum       . Sehingga banyak 

iterasi yang dilakukan dalam metode ini adalah    
    

    
      iterasi dan nilai 

             . 

 

2. Mencari nilai                 dan    menggunakan metode Runge Kutta 

orde empat. 

Metode Adams Bashforth Multon orde empat merupakan metode banyak 

langkah yang tidak bisa memulai sendiri pengerjaannya dan dibutuhkan nilai 

                dan    sebelumnya. Adapun dalam hal ini penulis menggunakan 

metode Runge Kutta orde empat untuk mencari nilai                 dan   .  

         

     (        )    (     )  (    )( )     

     (        )    (     )  (    )( ( )  ( )(  ( ) )( ))         
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 Dengan cara yang sama untuk    , dan diperoleh nilai sebagai berikut: 

              

               

 

3. Mencari nilai                         menggunakan metode Adams 

Bashforth Moulton orde empat.  
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(      )|  

 | 
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Jadi pada saat       , nilai              dan nilai               

dengan galat perlangkah untuk   dan   berturut-turut adalah              dan 

           . 

 Iterasi terus berulang hingga mencapai      atau iterasi       . 

Untuk iterasi selanjutnya dapat dilanjutkan dengan bantuan program Matlab. Hasil 

perhitungan dapat dibuat tabel sebagai berikut: 

Tabel 3.1 Solusi Persamaan Van der Pol Menggunakan Metode Adams Bashforth Moulton 

Orde Empat 

                   |   | |   | 
0 0 - - 1 0 - - 

1 0.04 - - 0.99920010 -0.03998997 - - 

2 0.08 - - 0.99680154 -0.07992490 - - 

3 0.12 - - 0.99280740 -0.11976378 - - 

4 0.16 0.98722228 -0.15948076 0.98722205 -0.15948063 0.000000016 0.000000009 

5 0.20 0.98005091 -0.19906428 0.98005069 -0.19906410 0.000000016 0.000000013 

                
1250 50 -1.56707988 0.74400823 -1.56707998 0.74400898 0.000000007 0.000000053 
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4. Plot hasil. 

Berdasarkan penyelesaian persamaan Van der Pol menggunakan metode 

Adams Bashforth Moulton orde empat sebagaimana yang telah dikerjakan di atas 

dan dilanjutkan dengan bantuan program, maka didapatkan gambar sebagai 

berikut:  
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Gambar 3.1 Grafik Nilai 𝑥 dan 𝑦 terhadap 𝑡 

Gambar 3.2 Grafik Nilai 𝑦 terhadap 𝑥 
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3.2 Analisis Dinamik di sekitar Titik Tetap Persamaan Van der Pol 

Pada persamaan (2.1.3) ditunjukkan suatu sistem persamaan Van der Pol, 

dengan     maka persamaan (2.1.3) menjadi 

  

  
    

  

  
    (    )   (     ) 

Titik-titik tetap ditentukan dengan mengambil 
  

  
 

  

  
   yang akan 

memberikan 

  

  
      

Maka diperoleh 

    

dan 

  

  
    (    )     

Maka diperoleh 

   (    )     

Karena     maka 

   (    )( )     

Sehingga diperoleh 

     

Oleh karena itu, didapatkan titik tetap (     ) yakni (   ) yang juga merupakan 

titik asal. Sistem persamaan (3.2.1) merupakan sistem persamaan non linier 

dengan (    )  sebagai suku non liniernya. Untuk memahami beberapa perilaku 

dari solusi sistem persamaan diferensial non linier maka digunakan pendekatan 

sistem linier dengan cara linierisasi sistem persamaan (3.2.1) di sekitar titik tetap 



84 
 

 

(     ). Fungsi   dan    pada sistem persamaan (3.2.1), masing-masing 

diturunkan terhadap   dan  , dan diperoleh 

  

  
  (     )     

Kemudian   diturunkan terhadap   maka 

  ( 
    )     

Sehingga    di sekitar (     )  (   ) menjadi 

  (   )     

Kemudian apabila   diturunkan terhadap   maka 

  (     )     

Sehingga    di sekitar (     )  (   ) menjadi 

  (   )     

Selanjutnya 

  

  
  (     )     (    )   

Kemudian   diturunkan terhadap   maka 

  ( 
    )          

Sehingga    di sekitar (     )  (   ) menjadi 

  (   )      ( )( )      

Kemudian apabila   diturunkan terhadap   maka 

  (     )        

Sehingga    di sekitar (     )  (   ) menjadi 

  (   )    ( )     

Dengan demikian menggunakan persamaan (2.4.6) didapatkan sistem yang 

dilinierkan pada titik tetap (     )  (   ), diberikan dengan 
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*
 ̇
 ̇
+  *

  

  
(   )

  

  
(   )

  

  
(   )

  

  
(   )

+ *
 
 
+  *

  
   

+ *
 
 
+  (     ) 

dimana              dan             .  

Selanjutnya dianalisis perilaku dinamik persamaan (     ) dengan 

mencari nilai eigen dan vektor eigennya. Nilai eigen dari persamaan (     ) 

didapatkan dari persamaan (     ) dengan perhitungan berikut: 

   (    )     

dimana   *
  

   
+, sehingga 

|*
  

   
+    |     

Karena   *
  
  

+ maka 

|*
  

   
+  *

  
  

+|     

Sehingga dapat disederhanakan menjadi 

|*
   
     

+|     

Selanjutnya diperoleh hasil determinan 

(  )(   )   (  )     

Sehingga diperoleh persamaan karakteristik 

          

Akar-akar dari persamaan karakteristik tersebut adalah 

     
 (  ) √(  )   ( )( )

 ( )
 

  √  

 
 

 

 
 

√ 

 
   

Sehingga memberikan nilai-nilai eigen    
 

 
 

√ 

 
  dan    

 

 
 

√ 

 
 . Nilai 

eigen yang berbentuk           dengan   
 

 
 dan   

√ 

 
, ini sesuai dengan 
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kasus 4 pada bab 2 di atas, yang menghasilkan perilaku yang disebut titik spiral 

dan karena   
 

 
   maka kestabilan titik tetapnya adalah tak stabil. 

Kemudian vektor eigen dari persamaan (     ) didapatkan menggunakan 

persamaan (     ) dengan nilai eigen 
 

 
 

√ 

 
 , dan diperoleh vektor eigen dengan 

perhitungan berikut: 

(    ) ( )     

Maka dengan mensubstitusikan matriks       *
  
  

+   ( )  *
  

  
+, dan   *

 
 
+ 

maka 

(*
  

   
+  (

 

 
 

√ 

 
 ) *

  
  

+) *
  

  
+   *

 
 
+  

dan diperoleh 

(*
  

   
+  *

 

 
 

√ 

 
  

 
 

 
 

√ 

 
 
+) *

  

  
+   *

 
 
+  

Kemudian disederhanakan sehingga didapatkan 

*
 

 

 
 

√ 

 
  

  
 

 
 

√ 

 
 
+ *

  

  
+  *

 
 
+  

atau dapat pula ditulis 

*
( 

 

 
 

√ 

 
 )      

    (
 

 
 

√ 

 
 )   

+  *
 
 
+  

Maka didapatkan 

( 
 

 
 

√ 

 
 )         dan     (

 

 
 

√ 

 
 )     
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Ini berarti bahwa 

   (
 

 
 

√ 

 
 )     

Misal      maka    (
 

 
 

√ 

 
 )    (

 

 
 

√ 

 
 )   maka vektor eigen 

didapatkan 

 ( )  *
  

  
+  *(

 

 
 

√ 

 
 )  

 
+  *

 

 
 

√ 

 
 

 
+   (*

 

 

 
+  * 

√ 

 

 
+  )    

Sehingga vektor eigennya adalah 

 ( )  *
 

 

 
+  * 

√ 

 

 
+    

Ini berarti bahwa  (   )       dengan   [
  

  
]  *

 

 

 
+ dan   [

  

  
]  

* 
√ 

 

 
+, sehingga solusi umum dari persamaan (     ) adalah 

*
 
 
+     [  ([

  

  
]       [

  

  
]      )    ([

  

  
]       [

  

  
]      )]  

Dengan demikian 

*
 
 
+   

 

 
 (  (*

 

 

 
+    (

√ 

 
 )  * 

√ 

 

 
+    (

√ 

 
 ))    (*

 

 

 
+    (

√ 

 
 )  * 

√ 

 

 
+    (

√ 

 
 )))  

Maka didapatkan solusi umum untuk persamaan (     ) yakni 

[
 ( )
 ( )

]   
 

 
 (*

 

 
     (

√ 

 
 )  

√ 

 
     (

√ 

 
 )

     (
√ 

 
 )

+  *

 

 
     (

√ 

 
 )  

√ 

 
     (

√ 

 
 )

     (
√ 

 
 )

+)    

 (     ) 

Karena  ( )    dan  ( )    maka  ( )   ( )    dan  ( )   ( )   , 

sehingga nilai    dan    dapat dicari sebagai berikut: 
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Ini menunjukkan bahwa 
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Maka    diperoleh 
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Kemudian nilai      dan     
 √ 

 
 disubstitusikan ke dalam persamaan (3.2.3) 
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Dengan demikian didapatkan solusi khusus untuk persamaan (     ) adalah 

[
 ( )
 ( )

]  *
 

√ 

 
 

 

 
    (

√ 

 
 )   

 

 
    (

√ 

 
 )

( 
 √ 

 
)  

 

 
    (

√ 

 
 )

+  (     ) 

Adapun Wronskian dari sistem persamaan (     ) adalah 

 ( )      (*
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√ 
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 )
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√ 

 
 )  

√ 
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√ 

 
 )
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√ 

 
 )  

 

 
    (

√ 

 
 )

+)  

Kemudian dievaluasi  ( ) pada saat     sehingga diperoleh 

 ( )      ([
 

 
     ( )  

√ 

 
     ( )

 

 
     ( )  

√ 

 
     ( )

     ( )      ( )
])  

     ([
 

 
( )( )  

√ 

 
( )( )

 

 
( )( )  

√ 

 
( )( )

( )( ) ( )( )
])  

     (*
 

 
 

√ 

 

  
+)  

 
 

 
( )  ( 

√ 

 
) ( )  

 
√ 

 
    

Jadi solusi-solusi dari persamaan (     ) tersebut adalah bebas. 

Selanjutnya persamaan (     ) yang merupakan persamaan Van der Pol 

yang dilinierisasi digambar dengan menggunakan program maple dan 

menghasilkan gambar sebagai berikut: 
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Gambar 3.3 Phase Portrait untuk Persamaan (     ) dengan Titik Spiral 

 

   

Gambar 3.4 Grafik    dan   terhadap   untuk Persamaan (     ) dengan Nilai Awal  

(     )  (   ) 
 

Berdasarkan gambar (3.3) di atas dapat dilihat bahwa semua trayektori dari 

solusi bergerak searah jarum jam. Nilai eigen yang memiliki bagian riil yang 

positif menyebabkan solusi ini bersifat tidak stabil. Solusi cenderung asimtotis 

bergerak dari titik asal menuju tak hingga seiring   yang menuju tak hingga. 

Perilaku dari solusi ini disebut spiral. Pada gambar (   ) dapat dilihat bahwa nilai 

  dan   yang tidak stabil seiring   yang menuju tak hingga. Pada saat   tertentu 
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nilai   dan   menurun dan saat   tertentu yang selanjutnya nilai   dan   

meningkat. Peningkatan dan penurunan nilai    dan   ini terjadi secara bergantian 

seiring meningkatnya  , terutama pada selang waktu    sampai 50 terjadi 

peningkatan dan penurunan nilai   dan   yang sangat tajam sehingga amplitudo 

semakin meningkat dan begitu pula periodenya dan mengindikasikan bahwa 

persamaan (     ) tidak stabil. 

Sedangkan phase portrait untuk persamaan (     ) yang merupakan 

persamaan Van der Pol dengan menggunakan program maple menghasilkan 

gambar sebagai berikut: 

 

Gambar 3.5 Phase Portrait untuk Persamaan (     ) 

 

Gambar 3.6 Grafik    dan   terhadap   untuk Persamaan (     ) dengan Nilai Awal  

(     )  (   ) 

   𝑥    

   𝑦     
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Berdasarkan gambar (3.5) di atas dapat dilihat bahwa semua trayektori 

bergerak menuju orbit periodik. Orbit periodik dari persamaan Van der pol ini 

adalah tunggal. Trayektori yang bergerak dari titik tetap menuju orbit periodik 

bergerak serupa dengan gerakan trayektori pada persamaan Van der Pol yang 

dilinierisasi yakni bergerak searah jarum jam dari titik tetap menuju   tak hingga 

sehingga trayektori ini merupakan daerah manifold yang tidak stabil   (   ). 

Adapun manifold tidak stabil lokalnya adalah  

  
 (   )  {(   )    (   ) ‖ (  (   ))  (   )‖                 }   

Selanjutnya dapat dilihat pada gambar (3.5) di atas bahwa trayektori yang 

ada di luar orbit periodik bergerak menuju orbit periodik. Semua trayektori 

bergerak menuju orbit periodik sehingga orbit periodik ini bersifat stabil. Orbit 

periodik dan di luar orbit periodik yang bergerak menuju orbit periodik ini 

merupakan daerah yang stabil   (   ). Adapun manifold stabil lokalnya adalah 

  
 (   )  {(   )    (   ) ‖ (  (   ))  (   )‖               }   

Selanjutnya pada gambar (3.6) ditunjukkan grafik   dan   terhadap  , 

dimana masing-masing grafik  ( ) dan  ( ) mengalami penurunan dan 

peningkatan nilai  ( ) dan  ( ) secara bergantian dalam selang waktu tertentu 

seiring meningkatnya   . Solusi  ( ) dan  ( ) yang awalnya lebih kecil secara 

bertahap meningkat dalam amplitudo sehingga masing-masing solusi mencapai 

batas osilasi tertentu. 
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3.3 Interpretasi Hasil 

 Penyelesaian sistem persamaan Van der Pol yang ditunjukkan pada 

persamaan (2.1.3) dengan menggunakan metode Adams Bashforth Moulton orde 

empat dimana  ( )     ( )      [    ]     dan masing-masing tiga 

nilai awal   dan   diperoleh dari metode Runge Kutta untuk         yakni nilai 

                                       sedangkan untuk nilai   

                                        sebagaimana yang telah 

dilakukan di atas, maka diperoleh bahwa pada saat       , nilai   

           dan nilai               dengan galat perlangkah untuk   dan   

berturut-turut adalah             dan            . Pada saat       , nilai 

             dan nilai               dengan galat perlangkah untuk   

dan   berturut-turut adalah             dan            . Hasil tersebut 

menunjukkan bahwa nilai   dan   menurun seiring berjalannya nilai   selama 

    hingga       .  

Apabila iterasi terus dilanjutkan hingga mencapai waktu       maka 

hasil dari persamaan Van der Pol menggunakan metode Adams Bashforth 

Moulton orde empat dapat dilihat pada lampiran 1, dan diperoleh grafik 

sebagaimana yang ditunjukkan pada gambar (   ). Gambar (   ) serupa dengan 

gambar (3.6) yang dapat dilihat bahwa pada sistem persamaan Van der Pol 

masing-masing  ( ) dan  ( ) mendekati sinusoidal yang mengindikasikan bahwa 

sistem Van der Pol tersebut terjadi osilasi, yakni nilai kuat arus  ( ) dan 

kecepatan kuat arus  ( ) meluruh secara tajam pada waktu   tertentu, kemudian 

naik secara tajam pula pada waktu   berikutnya secara bergantian. Solusi  ( ) 
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yang awalnya lebih kecil secara bertahap meningkat dalam amplitudo dan solusi 

 ( ) yang lebih kecil pula meningkat secara bertahap sehingga masing-masing 

solusi mencapai batas osilasi tertentu. Selain itu, dapat dilihat bahwa grafik  ( ) 

dan  ( ) dengan nilai awal (     )  (   ) memiliki masing-masing  
 

 
 periode 

dalam selang waktu   [    ]. 

Sedangkan pada gambar (   ) dapat dilihat bahwa persamaan Van der Pol 

membentuk suatu lintasan tertutup dengan lintasan batas osilasi adalah 2 dalam 

arah   dan lintasan batas osilasi adalah 2,65 dalam arah  . Untuk mengamati 

perilaku pada gambar (   ) tersebut dapat dilakukan analisis perilaku dinamik di 

sekitar titik tetapnya, yakni dengan melinierisasi di sekitar titik tetap (0,0) 

sebagaimana yang telah dilakukan di atas dan diperoleh bahwa persamaan Van 

der Pol di sekitar titik tetap (0,0) merupakan titik spiral yang tak stabil. Semua 

trayektori bergerak menuju orbit periodik yang tunggal sebagaimana yang 

ditunjukkan pada gambar (   ). 

Penyelesaian persamaan Van der Pol ini merupakan persamaan non linier 

yang tidak memiliki solusi eksak sehingga galat sejatinya tidak dapat ditentukan. 

Akan tetapi, dengan menggunakan galat perlangkah sebagaimana yang telah 

dihitung di atas, dapat dilihat bahwa galatnya relatif sangat kecil sehingga solusi 

numerik persamaan Van der Pol ini cukup teliti. 
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BAB IV 

PENUTUP 

 

4.1 Kesimpulan 

Penyelesaian persamaan Van der Pol menggunakan metode Adams 

Bashforth Moulton orde empat dimana  ( )     ( )      [    ]     

dan masing-masing tiga nilai awal   dan   diperoleh dari metode Runge Kutta 

untuk       , maka diperoleh bahwa pada saat       , nilai   

           dan nilai               dengan galat perlangkah untuk   dan   

berturut-turut adalah             dan            . Solusi  ( ) yang awalnya 

lebih kecil secara bertahap meningkat dalam amplitudo dan solusi  ( ) yang lebih 

kecil pula meningkat secara bertahap sehingga masing-masing solusi mencapai 

batas osilasi tertentu. 

Selanjutnya analisis perilaku dinamik dari persamaan Van der Pol 

menunjukkan bahwa persamaan Van der Pol di sekitar titik tetap (0,0) merupakan 

titik spiral yang tak stabil. Semua trayektori bergerak menuju orbit periodik yang 

tunggal. 

 

4.2 Saran 

Saran yang penulis berikan untuk penulisan skripsi selanjutnya adalah: 

1. Model matematika yang digunakan adalah persamaan Van der Pol yang 

lebih kompleks untuk parameter yang berbeda-beda. 
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2. Dalam menyelesaikan persamaan Van der Pol dapat menggunakan metode 

numerik yang lain, seperti me 
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Lampiran 1  Program Matlab untuk Persamaan Van der Pol Menggunakan 

Metode Adams Bashforth Moulton 
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Lampiran 2  Program Maple untuk Analisis Persamaan Van der Pol di 

sekitar Titik Tetap 
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Lampiran 3  Program Maple untuk Phase Portrait dari Persamaan Van der 

Pol dan Persamaan Van der Pol yang Dilinierisasi di sekitar 

Titik Tetap 
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