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ABSTRAK

Fauqanori, Akhmad Syarifuddin. 2013. Ortogonalitas pada Ruang Bernorma. Skripsi
Jurusan Matematika Fakultas Sains dan Teknologi Universitas Islam Negeri
Maulana Malik Ibrahim Malang.

Pembimbing: (I) Hairur Rahman, M.Si
(II) Abdul Aziz, M.Si

Kata Kunci: Ruang Vektor, Ruang Bernorma, Ruang Hasilkali Dalam, dan
Ortogonalitas.

Ortogonalitas merupakan salah satu konsep penting pada ruang hasilkali dalam,

karena ortogonalitas berhubungan dengan besar sudut antara dua vektor. Dua vektor x

dan y pada ruang hasilkali dalam jika dan hanya jika <x, y> =0 . Berdasarkan penelitian

terdahulu yang dilakukan oleh J.R. Partington pada tahun 1986 mengenai ortogonalitas
pada ruang hasilkali dalam, diketahui bahwa ortogonalitas pada ruang hasilkali dalam
memenuhi beberapa sifat dasar antara lain: sifat nondegenerasi, simetri, homogenitas,
aditif kanan, resolvabilitas, dan kontinuitas.

Hal yang paling sering dikaji pada ruang bernorma adalah mengenai panjang
vektor dan jarak antara dua vektor. Terdapat beberapa definisi ortogonalitas pada ruang
bernorma, antara lain: ortogonalitas-P (Phytagorean Orthogonality), ortogonalitas-/
(Isosceles  Orthogonality), ortogonalitas-BJ (Birkhoff-James Orthogonality), dan
ortogonalitas-g. Penelitian ini bertujuan untuk mengkaji sifat-sifat ortogonalitas pada
ruang hasilkali dalam yang dapat dikembangkan pada ruang bernorma.

Metode yang digunakan pada penelitian ini adalah penelitian kepustakaan, yaitu
dengan mengumpulkan data dan informasi yang berhubungan dengan penelitian dengan
bantuan buku-buku, jurnal, artikel, dan sumber-sumber lain yang relevan.

Berdasarkan hasil pembahasan dapat disimpulkan bahwa ortogonalitas-P
(Phytagorean Orthogonality) pada ruang bernorma riil memenuhi sifat nondegenerasi,
simetri, homogenitas, dan aditif kanan. Ortogonalitas-/ (Isosceles Orthogonality) pada
ruang bernorma riil memenuhi sifat nondegenerasi, simetri, dan aditif kanan.
Ortogonalitas-BJ (Birkhoff-James Orthogonality) pada ruang bernorma riil memenuhi
sifat nondegenerasi, dan homogenitas. Ortogonalitas-g pada ruang semi hasilkali dalam
memenuhi sifat nondegenerasi, homogenitas, dan aditif kanan.

Disarankan untuk penelitian selanjutnya dapat mengkaji sifat-sifat dasar
ortogonalitas yang berlaku pada ruang bernorma-2 bahkan hingga ruang bernorma-n.
Selain itu, juga masih terdapat beberapa definisi ortogonalitas lain pada ruang bernorma,
seperti ortogonalitas-R dan ortogonalitas-D, sehingga masih membuka kemungkinan
untuk melakukan penelitian.
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ABSTRACT

Fauqanori, Akhmad Syarifuddin. 2013. Orthogonality on Normed Space. Thesis.
Department of Mathematics Faculty of Science and Technology Maulana Malik
Ibrahim State Islamic University of Malang.

Advisors: (I) Hairur Rahman, M.Si
(I) Abdul Aziz, M.Si

Keywords: Vector Space, Normed Space, Inner Product Space, and Orthogonality

Orthogonality is one of the important concepts on inner product space, because
orthogonality associated with the angle between two vectros. Two vectors x and yin

inner product space are called orthogonal if only if <x, y> =0.

Based on previous research conducted by J.R. Partington in 1986 concerning
orthogonality on inner product space, it is known that the orthogonality in inner product
space satisfy some basic properties such as: nondegeneracy, symetry, homogeneity, right
additivity, resolvability, and continuity.

The most often studied on normed space are the length of vector and the distance
between two vectors. There are several definitions of orthogonality on normed space,
such as: P-orthogonality (Phyatogerean Orthogonality), I-orthogonality (Isosceles
Orthonality), BJ-orthogonality (Birkhoff-James Orthogonality), and g-orthogonality.
Based on these issues, the aim of this research is to examine the properties of
orthogonality in the inner product space which can be developed on a normed space.

The method which is used in this research is library research, by collecting data
and related information to the research with the help of books, journals, articles, and other
sources are relevant.

Based on the discussion, it can be conclude that the P-orthogonality on real
normed space satisfy nondegeneracy, symetry, homogeneity, and right additivity. /-
orthogonality on real normed space satisfy nondegeneracy, symetry, and right additivity.
BJ-orthogonality on real normed space satisfy nondegeneracy and homogeneity. G-
orthogonality on semi inner product space satisfy nondegeneracy, homogeneity, and right
additivity.

Suggested for the next research to examine the fundamental properties that apply
to the orthogonality 2-normed space even up n-normed space. In addition, there are
several other definitions of orthogonality on normed space, such as R-orthogonality and
D-orthogonality, so it’s still open to the possibility of doing research.
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Analisis fungsional merupakan cabang analisis yang menggabungkan
antara aljabar linier dan analisis. Pembahasan pada analisis fungsional meliputi
ruang vektor pada dimensi tak hingga serta pemetaan-pemetaan di antara ruang
vektor. Selain itu juga dibahas tentang konsep kekontinuan dan kekonvergenan
pada ruang vektor. Objek-objek pada analisis fungsional meliputi ruang bernorma,
ruang hasilkali dalam, dan operator-operator linier kontinu pada ruang vektor.

Konsep dasar dari ruang bernorma dan ruang hasilkali dalam adalah ruang
vektor. Pada dasarnya ruang-ruang matematika membentuk suatu hierarki, yakni
ruang-ruang anak dapat mewarisi karakteristik induknya. Misalnya, semua ruang
hasilkali dalam merupakan ruang bernorma, karena hasilkali dalam menginduksi
norma pada ruang hasilkali dalam. Secara umum ruang bernorma didefinisikan
sebagai ruang vektor yang dilengkapi dengan fungsi norma dengan memenuhi
sifat-sifat ruang bernorma. Istilah norma (norm) pada suatu vektor didefinisikan
sebagai panjang dari vektor atau jarak antara dua vektor.

Istilah panjang dan jarak sebenarnya telah dijelaskan dalam Al-Qur’an
baik yang dijelaskan secara langsung maupun secara tidak langsung. Istilah
panjang telah dijelaskan secara langsung dalam Al-Qur’an surat Al-Haqqah ayat

32 yang berbunyi sebagai berikut:
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Artinya: “Kemudian belitlah Dia dengan rantai yang panjangnya tujuh puluh
hasta (Q.S Al-Haqqah: 32)”.

Pada surat Al-Haqqah ayat 32, terdapat satuan panjang tradisional, yaitu
hasta. Satuan ukuran panjang yang digunakan adalah satuan yang tidak baku
(Abdussakir, 2007:132).

Al-Qur’an secara tidak langsung juga telah menjelaskan konsep jarak,
seperti yang terdapat dalam surat Al-Isra’ ayat 1 yang berbunyi sebagai berikut:

£ % ~ 2
‘ -

~ W o JilF £ o = a0, 07 N

6:&4 L:a.%;\ﬁ :A.?u;;j\‘ J/l //o\;.;j‘\‘ //w\}b:m.;-}“’ /,; SCJ Lff:'\:s;:’ S

Artinya: “Maha Suci Allah yang telah memperjalankan hamba-Nya pada suatu
malam dari Al Masjidil Haram ke Al Masjidil Aqsha yang telah Kami
berkahi sekelilingnya agar Kami perlihatkan kepadanya sebagai tanda-
tanda (kebesaran) Kami. Sesungguhnya Dia adalah Maha Mendengar
lagi Maha Mengetahui (Q.S Al-Isra’: 1)”.

Surat Al-Isra’ ayat 1 menjelaskan tentang peristiwa Isra’ Mi raj. Peristiwa
Isra’ Mi’raj merupakan salah satu peristiwa penting bagi umat Islam dan wajib
diyakini kebenarannya. Isra’ atau perjalanan malam merupakan perjalanan yang
dilakukan Nabi Muhammad SAW dari Masjidil Haram ke Baitul Mugaddas,
sedangkan mi raj merupakan perjalanan naiknya Nabi Muhammad SAW ke langit
dunia yang terdekat kemudian ke Mustawa (Al Maraghi, 1993:6).

Secara tidak langsung konsep jarak yang dijelaskan pada surat Al-Isra’
ayat 1, yaitu mengenai jarak antara dua tempat, yaitu Masjidil Haram yang dapat

dianalogikan sebagai titik awal dan Masjidil Agsha atau Baitul Mugaddas yang
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dapat dianalogikan sebagai titik akhir (tujuan). Dengan adanya titik awal dan titik
akhir maka dapat ditentukan jarak antara dua titik.

Selain surat Al-Isra’ ayat 1, dalam Al-Qur’an juga terdapat ayat yang
secara langsung menjelaskan tentang konsep jarak, seperti yang terdapat pada Al-

Qur’an surat An-Najm ayat 9 yang berbunyi sebagai berikut:

Artinya: “Maka jadilah Dia dekat (pada Muhammad sejarak) dua ujung busur
panah atau lebih dekat (lagi) (Q.S An-Najm: 9)”.

Surat An-Najm ayat 9 secara langsung telah menjelaskan tentang konsep
pengukuran panjang atau jarak menggunakan satuan ukur ujung busur panah
(Abdussakir, 2007:131).

Hasilkali dalam pada ruang vektor riill 7 merupakan fungsi yang
mengasosiasikan suatu bilangan riil dengan sepasang vektor pada ¥V, sehingga
memenuhi aksioma-aksioma ruang hasilkali dalam. Jika u dan v vektor-vektor
pada ruang vektor rill /' maka hasilkali dalam antara vektor u dan v dinotasikan
dengan <u, V>. Ruang vektor riil yang dilengkapi dengan fungsi hasilkali dalam
disebut ruang hasilkali dalam riil (Anton & Rorres, 2004:310).

Ortogonalitas merupakan salah satu konsep penting pada ruang hasilkali
dalam, karena ortogonalitas berhubungan dengan besar sudut antara dua vektor.

Dua vektor u dan v pada ruang hasilkali dalam V' dikatakan ortogonal jika dan

hanya jika <u, V> =0 (Anton & Rorres, 2004:327).
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Berdasarkan penelitian terdahulu yang dilakukan oleh J.R Partington pada
tahun 1986 diketahui bahwa ortogonalitas pada ruang hasilkali dalam memenuhi
beberapa sifat, antara lain sifat nondegenerasi, simetri, homogenitas, aditif kanan,
resolvabilitas, dan kontinuitas. Hal yang paling sering dikaji pada ruang bernorma
adalah mengenai panjang vektor dan jarak antara dua vektor.

Pada ruang bernorma terdapat beberapa definisi ortogonalitas, antara lain
ortogonalitas-P  (Phytagorean  Orthogonality), ortogonalitas-/  (Isosceles
Orthogonality),  ortogonalitas-BJ  (Birkhoff-James  Orthogonality),  dan
ortogonalitas-g yang dikembangkan oleh Milicic. Secara umum telah diketahui
bahwa tidak semua ruang bernorma merupakan ruang hasilkali dalam, sehingga
penulis tertarik untuk mengkaji ortogonalitas pada ruang bernorma di mana tidak
semua sifat-sifat ortogonalitas pada ruang hasilkali dalam dapat dikembangkan
pada ruang bernorma. Oleh karena itu, penulis mengambil judul “Ortogonalitas
pada Ruang Bernorma”.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan uraian latar belakang di atas, penulis merumuskan masalah
yaitu, bagaimanakah sifat-sifat dasar ortogonalitas yang berlaku pada ruang
bernorma?

1.3 Tujuan Penelitian

Berdasarkan rumusan masalah di atas, maka tujuan penelitian ini yaitu
mengetahui sifat-sifat ortogonalitas yang berlaku pada ruang bernorma.
1.4 Batasan Masalah

Adapun yang menjadi batasan masalah pada penelitian ini, antara lain:
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. Sifat-sifat dasar ortogonalitas yang dikaji, yaitu pada ortogonalitas-P

(Phytagorean Orthogonality), ortogonalitas-I (Isosceles Orthogonality),
ortogonalitas-B.J (Birkhoff-James Orthogonality), dan ortogonalitas-g pada
ruang bernorma.

Ruang bernorma yang dikaji pada penelitian ini adalah ruang bernorma-1.

1.5 Manfaat Penelitian

.

Adapun manfaat dari penelitian ini antara lain:
Manfaat bagi Penulis
Untuk memperdalam dan mengembangkan wawasan disiplin ilmu yang telah
dipelajari, yaitu ilmu matematika khususnya mengenai analisis. Selain itu,
penelitian ini juga menjadi sarana untuk menyelesaikan pendidikan di tingkat

strata satu.

. Manfaat bagi Instansi

Mendapatkan sumbangan pemikiran sebagai kontribusi nyata terhadap Jurusan
Matematika Fakultas Sains dan Teknologi Universitas Islam Negeri Maulana
Malik Ibrahim Malang.

Manfaat bagi Pembaca

Sebagai tambahan wawasan, referensi, dan informasi tentang sifat-sifat
ortogonalitas,  yaitu  ortogonalitas-P  (Phytagorean  Orthogonality),
ortogonalitas-/ (Isosceles Orthogonality), ortogonalitas-BJ (Birkhoff-James

Orthogonality), dan ortogonalitas-g pada ruang bernorma.



1.6 Metode Penelitian
Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah penelitian kepustakaan

(library research), vaitu dengan mengumpulkan data dan informasi yang

berhubungan dengan penelitian dengan bantuan buku-buku, jurnal, artikel, dan

sumber-sumber lain yang relevan.
Adapun langkah-langkah dalam penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. Mendefinisikan ortogonalitas pada ruang hasilkali dalam serta sifat-sifat dasar
ortogonalitas pada ruang hasilkali dalam.

2. Mendefinisikan hubungan antara ruang hasilkali dalam dan ruang bernorma.

3. Mendefinisikan ortogonalitas pada ruang bernorma, yaitu ortogonalitas-P
(Phytagorean Orthogonality), ortogonalitas-/ (Isosceles Orthogonality),
ortogonalitas-BJ (Birkhoff-James Orthogonality), dan ortogonalitas-g.

4. Membuktikan sifat-sifat ortogonalitas, yaitu ortogonalitas-P (Phytagorean
Orthogonality), ortogonalitas-/ (Isosceles Orthogonality), ortogonalitas-BJ
(Birkhoff-James Orthogonality), dan ortogonalitas-g pada ruang bernorma
melalui definisi ortogonalitas pada ruang hasilkali dalam.

1.7 Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan penelitian ini dibagi menjadi empat bab, dengan
sistematika sebagai berikut:

Bab I Pendahuluan

Pada bab ini akan membahas beberapa sub bahasan, yaitu latar belakang,
rumusan masalah, tujuan penelitian, batasan masalah, manfaat penelitian,

metode penelitian, dan sistematika penulisan.



Bab II Kajian Pustaka
Pada bab ini akan membahas beberapa sub bahasan yang berisi tentang
teori-teori vang ada kaitannya dengan hal-hal yang penulis bahas, yaitu
ruang vektor (vector space), ruang bernorma (normed space), ruang
hasilkali dalam (inner product space), ruang semi hasilkali dalam,
ortogonalitas, dan kajian agama tentang ortogonalitas.

Bab III Pembahasan
Pada bab ini akan membahas beberapa sub bahasan tentang ortogonalitas-
P, ortogonalitas-/, ortogonalitas-BJ, dan ortogonalitas-g pada ruang
bernorma serta sifat-sifat dasar ortogonalitasnya.

Bab IV Kesimpulan
Pada bab ini berisi kesimpulan penelitian dan saran untuk penelitian

selanjutnya.



BAB II

KAJIAN PUSTAKA

2.1 Ruang Vektor
Definisi 2.1

Ruang vektor (vector space) atas lapangan (field) F adalah himpunan tak
kosong V' yang dilengkapi dengan dua fungsi, yaitu fungsi yang memetakan

V xV ke V' dan fungsi yang memetakan F x V' ke V, yang secara berturut-turut
dinotasikan dengan x+y dan aX, untuk setiap x,y €V dan o €[, sedemikian
hingga untuk setiap 1,a, f € F dan x,y,z € V' berlaku:

l. x+y=y+Xx, X+(y+z):(x+y)+z .

2. Terdapat objek 0 €}V sedemikian hingga x+0=x.

3. Terdapat objek -x € V' sedemikian hingga x+ (-x) =0.

4. Ix=x, « (,Bx) = (a,B) X, dalam hal ini 1 merupakan elemen identitas pada
operasi perkalian skalar.
5. a(xty)=ax+ay, (a+pf)x=ax+pXx.
Jika F=R atau F=C secara berturut-turut maka » merupakan ruang

vektor riil atau ruang vektor kompleks. Anggota dari F disebut skalar, sedangkan

anggota dari V' disebut vektor. Operasi x+y disebut penjumlahan vektor (vector

addition), sedangkan operasi ax disebut perkalian skalar (scalar multiplication)

(Rynne & Youngson, 2008:3).



Contoh 2.1

Buktikan bahwa R" ruang vektor, jika u:(ul,uz,...,un) dan

V= (vl,vz, ...,vn) merupakan vektor-vektor sebarang pada R" dengan operasi-
operasi standar penjumlahan dan perkalian skalar yang didefinisikan sebagai
utv=(u +v,u, 4V, +V,)
dan jika  adalah sebarang skalar, maka perkalian skalar didefinisikan sebagai
au = (au,,au,,...,au,).
Penyelesaian:
Untuk membuktikan bahwa R" merupakan ruang vektor maka perlu

ditunjukkan vektor-vektor pada R" memenuhi sifat-sifat berikut:

l. utv=v+u dan u+(v+w)=(u+v)+w untuk setiap u,v,w e R". Karena

utv=(u,uy,...u,)+(v,v,5.,7,)
=(u1 + VU, + V.l +vn)
)

=(v, +u, v, +uty,..,v, +u

=v+tu

UV, Uy + Vet 9, )+ (WL Wy, W, )

n
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2. Terdapat objek 0 € R" yang didefinisikan sebagai
0=(0,0....,0).
sedemikian hingga u+0 =u. Karena

u+0=(u,u,,..,u ) (0,0,...,0)

(
(u, +0,u, +0,...,u, +0)
=(

ulauza U )

=u.
3. Terdapat objek -u € R” yang didefinisikan sebagai
-u =( .l L 4 un).

sedemikian hingga u + (-u) =0. Karena

) =i, e B |
= (2, + (=10, ), 4, +(—10, ) 00,8, + (=12, )
= (1/[1 —ul,uz —uz,...,un —un)

=(0,0,..,0)

4. lu=u dan a(ﬂx)=(aﬂ)x. Karena

lu= l(ul,uz,...,un)
=(lul,lu2,...,1un)

=(H1,M2,...,Mn)

=u

dan
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a(pu)=a(pu, pu,,.... Bu,)

11

= ap(u,,u,....u, )

=(af)u.
a(u+v)=cu+av dan (a+pB)u=cu+pu, untuk aeF dan u,veR".
Karena
a(u+v)=a(u +v,u, +v,,.u, +v,)

= (@t +w)s ettty +v,)t (1, +v,))

:(aul+av,,au2+av2,...,aun+05"n)

=(au, au,,...,au, ) +(av,av,,...av,)

= qu+av
dan

au, + fuy, o, + Pu,,...,cu, + fu,)

(
:((a+ﬂ)ul,(a+,6’)u2,...,(a+,8)un)

(

(

L0y, )+ ( Buy, Pus,..., fu, )

Teorema 2.1

Misalkan V' suatu ruang vektor, X merupakan suatu vektor pada V' dan k

adalah suatu skalar maka berlaku:

1.

2.

. Jika Ax =0 maka k£ =0 atau x=0. (Anton & Rorres, 2004:233).
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Bukti:

1. Diketahui bahwa 0 merupakan suatu skalar, maka vektor Ox dapat ditulis
sebagai vektor (a +(—a))x, di mana a adalah sebarang skalar sehingga
berlaku
Ox = (a + (—a))x

=ax+ (—a) X
=0.

2. Diketahui bahwa k& merupakan sebarang skalar dan 0 merupakan vektor nol.
Vektor k0 dapat ditulis sebagai vektor k(x+(-x)), sehingga berlaku
k0 = k(x + (-x))

=kx+k (-x)

=kx—kx
=0.

3. Berdasarkan teorema 2.1 bagian 1 diketahui Ox =0. Vektor Ox dapat ditulis
sebagai vektor (1 al (—1)) x, sehingga berlaku
0x = (1+(-1))x
=Ix+ (—1) X
=X+ (—1) X
sehingga diperoleh —1(x)=-x.
4. Untuk k=0 dan x# 0 maka kx=0, sedangkan untuk £ #0 dan x =0 maka

kx = 0. Dapat disimpulkan jika kx =0 maka k=0 atau x =0.
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2.2 Ruang Bernorma
Definisi 2.2

Misalkan X merupakan suatu ruang vektor atas F. Suatu norma pada X

merupakan suatu fungsi |{: X - R, sedemikian hingga untuk semua x,y € X
dan o e F berlaku:

L. [x|=o0.

2. ||x| =0 jika dan hanya jika x=0.

3. x| = el .

4. |x+y[ <|x]|+]y|. Rynne & Youngson, 2008:31).

Definisi 2.3

Secara umum, fungsi norma pada R” untuk 1< p<oo didefinisikan

dengan

o, (S ) 2)

Fungsi norma pada R" untuk p =1 didefinisikan dengan

”X”1 :!xl!-i-!xz‘-y-..._,_

xﬂ .

Fungsi norma pada R" untuk p = 2 didefinisikan dengan

1
n 2
.~ S 23)
Fungsi norma pada (2.3) disebut sebagai norma Euclid, sedangkan untuk p =

fungsi norma pada R” didefinisikan dengan
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: } (2.4)

X

ooy

[x].. = max {Jx],
o0

(Debnath & Mikusinski, 1990:11).

Contoh 2.2
Misalkan X < R*, di mana k,1€ X dengan k =(—3,4) dan l=(—6,—8).
Fungsi norma pada X didefinisikan seperti pada persamaan (2.3). Tunjukkan

apakah vektor-vektor pada X memenuhi sifat-sifat ruang bernorma.

Penyelesaian:

1, ||k||20. Karena
. 1
Il=( 3k
(f +l5af )
If
(3P +}4p

=+/9+16
—25

=5>0.
2. || =0, jika dan hanya jika k = 0.

Jika k =0 maka

1
n 2
Il-{ 3

=(|faf* +]k, |2)3
( o
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Jika ||k|| =0 maka k, =k, =0 atau k=0.

3. |ak] = o i

, Ambil « =2. Karena

N | —

ZEM

i=1

- (|ozkl|2 +|ak,| );

(238 <24

v 4
el =(1af ! St |
1
~f (o <} )
1
=[2((=3) +}4 )

=|2|-v9+16
L %Y 5

=25
=10

4. ||k+l||$||k||+||l||. Karena

1
n P
Il-( 3o
1
:(|k1|2 +|k2|2)2

(- +14°)

15
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1

et =( Sk |

i=1

ke, + 1, +|k, +1|)

(
((2)+ (0 +|a+(-8)
(1-oF +I- 4|)
~J8I+16

=97

=9,848...

Jadi, vektor k = (—3,4) dan 1= (—6, —8) pada ruang vektor X memenuhi

sifat-sifat ruang bernorma.
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Definisi 2.4

Diberikan himpunan A4 < R. Liput terbuka (open cover) dari A adalah
koleksi dari himpunan terbuka G = { Ga} di R yang termuat pada himpunan A,

sehingga
Ac 0 G,. (2.5)
a=1

Jika G' merupakan koleksi bagian dari himpunan G sedemikian hingga
gabungan dari himpunan G' yang juga termuat pada himpunan 4, maka G'
disebut liput bagian (subcover) dari G. Jika G' memuat berhingga himpunan,
maka G' disebut liput bagian berhingga (finite subcover) dari G .

Himpunan K c R dikatakan kompak (compact) jika setiap liput terbuka

(open cover) dari K memiliki liput bagian (subcover) berhingga (Bartle &

Sherbert, 2000:319-320).

Interval [0,3] pada himpunan bilangan riil merupakan contoh himpunan
kompak (compact set). Misal A=[0,3], liput terbuka (open cover) dari
himpunan bilangan riil yang juga termuat di A4, yaitu

0 ={(=on,00)}.

Berdasarkan liput terbuka (open cover) O, diperoleh liput bagian

(subcover) yang juga termuat di 4, yaitu

0'={(-11).(0.2).(1.3)}



18

Karena liput buka (open cover) dari interval [0,3] memiliki liput bagian

(subcover) yang banyaknya berhingga, sehingga interval [0,3] dari himpunan
bilangan riil merupakan himpunan kompak (compact set).

Diberikan ruang kompak (compact space) K dan C (K ) merupakan suatu

ruang vektor dari fungsi-fungsi kontinu f di K. Fungsi norma pada C (K )
didefinisikan dengan
||f||:sup{|f(x)‘:xeK}. (2.6)

Dalam hal ini supremum merupakan batas atas terkecil dan K merupakan
suatu interval tertutup pada bilangan riil (Alsina, dkk., 2003:6).
Contoh 2.3

Tunjukkan apakah fungsi f(x)=x dan g(x)=-3x pada C[0,1]
memenuhi sifat-sifat ruang bernorma.
Penyelesaian:

1. HszO. Karena

|f]}= sup
0,1

sup {|7 ()]
= ()

xe[0,1]




2. [f|=0 jika dan hanya jika f(x)=0

Jika f(x) =0 maka

= s {7 (4}
= sup '
=sup {|0| } =0

Sebaliknya, jika [f| =0 maka f(x)=0

Jadi, terbukti bahwa [ =0 jika dan hanya jika f(x)=0

3. ||af|| =|a|||f||. Ambil « =3. Karena
ot = sup {lef ()]

= sup {lax’|}

[0

=sup ‘05 12‘ ‘a 02}

1
{

sup{\3 GNcE 02}
=sup{[3]. 0]} =3

= sup ] ()}

-l s )
- )
=[3]-sup {1 of}

=3-1=3

19
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4. ||f+g||£||f||+||g||. Karena
£l =
I£] xsel[;g]{\f (x)}

= sup {
=sup{[0°|°]}
=sup{0,1}

=f

Jgfl = sup {[ ()]

E[O,l]

Jadi, fungsi f (x) =x’ dan g(x) =-3x pada C [0,1] memenuhi sifat-sifat

ruang bernorma.
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Definisi 2.5
Ruang L' didefinisikan sebagai ruang dari fungsi kontinu pada interval
tertutup [a,b] sedemikian hingga

b

[1f ()] dt <oo. (2.7)

a

Fungsi norma pada L' didefinisikan dengan
b
Ie], = J1.7 (¢)| e - (28)

Contoh norma pada L'
Misalkan f € L' [—1,1] dengan f(x) = x . Tentukan ||f||l

Penyelesaian:
b
If], = J1.f (x)]

= j|x| dx
-1

Diberikan fungsi ‘f(x)‘ =|x].

104
8
&
4

2

0 8 £ 4 2 ¥ 3 4 & & mn

Gambar 2.1: Fungsi ‘f(x)

=]
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Berdasarkan gambar 2.1 didapatkan

x, x>0
|x|: 0, x=0
—x, x<0

Sehingga integral tentu dari fungsi nilai mutlak dapat ditulis menjadi

jxdx = T—xdx+jxdx
-1 0

-1

Ruang 77 didefinisikan sebagai ruang dari fungsi kontinu bernilai riil pada
interval [a,b] sedemikian hingga
b

[l (@) dt <oe. (2.9)

a

Fungsi norma pada L” didefinisikan dengan

It

T

(Alsina, dkk., 2003:6).
Contoh 2.4
Tunjukkan apakah fungsi u (x) =2x-1 dan v(x) =3x+2 pada L [—l,l]

memenubhi sifat-sifat ruang bernorma.
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Penyelesaian:

1. ||u|| > 0. Karena

u=iu<x>dx

1
= 'H2x—l| dx.
-1

Diberikan suatu fungsi ‘u (x)‘ =|2x-1|.

A8 & 4 20774768 10
X

Gambar 2.2: Fungsi ‘u (x)’ = XZx - 1|

Berdasarkan gambar 2.2 didapatkan

2x—1, le
l2x-1|=
1-2x, x<——
2

Sehingga integral tentu dari suatu fungsi nilai mutlak dapat ditulis menjadi

1

j|2x—1|dx= f[(l—2x)dx+

-1 -1

(2x—1)dx

Y S——



2. |u]|=0 jika dan hanya jika u(x)=0.

Jika u(x)=0 maka

1l
Jufl = [u ()|
-1
1
= I|O| dx
=il
1
= IO dx
-1
=0.
Jika ||u|| =0 maka u(x) =0,

R ||au|| = |a| ||u|| Ambil o =2, maka diperoleh

||au||:.l[‘au(x)‘dx
L i‘a(Zx— 1)‘ dx
:jl\z-(zx—l)\dx

1
= J-|4x—2| dx
-1

Diberikan suatu fungsi ‘c (x)‘ =|4x-2|

24
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Gambar 2.3: Fungsi ‘c(x)‘ = |4x - 2|

Berdasarkan gambar 2.3 diperoleh
[4x-2|=
Sehingga integral tentu dari suatu fungsi nilai mutlak dapat ditulis menjadi

(2—4x)dx+ (4x—2)dx

1o | —

1
“4x—2|dx =
-1

Y

=| 2x—2x? Jil DD 28 2x:|11J

N 2

1
e = e [ | ()
-1

“fo 25 )

25
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1
=[2[[|2x~1]ax
-1

1
2

=[2|| [(1=2x)dx+
¥

N | ey —

(2x —l)de

1
=|2| x—xz]E +x2—x]11
| =

4. ||u + v|| < ||u||+||v|| Karena

ol = s

1

I|2x—1|dx
=0

1

= j‘(l—Zx)dx+j.(2x—1)dx

-1

26
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1= o s

1
= I|3x+2| dx
-1

Diberikan suatu fungsi ‘v(x)‘ =[3x+2]

08 6 4 20 724 6 & 10
X

Gambar 2.4: Fungsi ‘v(x)‘ = |3x + 2|

Berdasarkan gambar 2.4 diperoleh

3x+2, xz—g

3x+2|=
—2-3x, x<——
3

Sehingga integral tentu dari suatu fungsi nilai mutlak dapat ditulis menjadi

2

1 3 1
“3x+2|dx= j(—3x—2)dx+ I (3x+2)dx
-1 72

-1

3 75 78
=4t —=—
18 18 18

27
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fu+v] = J () +v(x)
= j.l‘(Zx—l) +(3x+ 2)‘ dx

1
= j|5x+1|dx
-1

Diberikan suatu fungsi ‘u (x)+ v(x)‘ =[5x+1]

1l

M08 6 4 2 246 8 1
X

Gambar 2.5: Fungsi ‘u (x) + v(x)‘ = |5x + 1|

Berdasarkan gambar 2.5 didapatkan

Sx+1, xZ—l

[5x+1]= 3

—5x— et S
5

Sehingga integral tentu dari suatu fungsi nilai mutlak dapat ditulis menjadi

1

1 5 1
I|5x+1|dx= I(—Sx—l)dx+ I (5x+1)dx
1

-1 -1
5

1 1

= —Exz—x} e §x2+x}
2 L2 Bl
5

16 36 52

10 10 10

28
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Jadi, fungsi u(x) =2x-1 dan v(x) =3x+2 pada L [—1,1] memenuhi
sifat-sifat ruang bernorma.
Definisi 2.6

Ruang /' didefinisikan sebagai ruang vektor yang anggotanya merupakan

barisan-barisan tak hingga dari bilangan riil atau kompleks yang dapat ditulis

dengan x = {fl} = {51,52,...} sedemikian hingga

i|§l| < oo, untuk setiap & € ]R((C). (2.11)

i=1

Fungsi norma pada ruang /' didefinisikan dengan
-3l (212

Contoh norma pada /'
Misalkan x /' dengan x = {é‘l} = {1,0, O,...}. Tentukan ||x||] .

Penyelesaian:

Il = X Jé]

=|&[+|&]+|&]+]&] + -
-l
-1

Sedangkan ruang [/ didefinisikan sebagai ruang vektor yang anggotanya

merupakan barisan-barisan dari bilangan riil atau kompleks yang dapat ditulis

dengan x = {fl} = {51,52,...} sedemikian hingga

i|§i|p < oo, untuk setiap & € R(C). (2.13)
i=1
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Fungsi norma pada ruang /” didefinisikan dengan

1

P
Il=[Slel - (214
Contoh norma pada /”
Misalkan x €/” dengan x = {fl} = {0,1,0, 0,...}. Tentukan HXHP.

Penyelesaian:

i, (St |
&+l +a )+l +- )

1

(
(o +"+f +fof +--)
1

(Kreyszig, 1978:61).

Teorema 2.2 Ketaksamaan Young

. G g 1
Misalkan p,q >1 sedemikian hingga —+— =1, maka berlaku
P g

P q
ab<® +2 untuk semua a,b>0 (2.15)
P 9

Bukti:

Perhatikan gambar 2.6, diberikan fungsi y =x” —1, dengan x>0. Daerah
A4, yang dibatasi oleh kurva y=x"-1, y=0, dan x=a. Daerah 4, yang

dibatasi kurva y=x" -1, x=0, dan y=5.



p

y=x"-1

4

v

a X

Gambar 2.6: Ilustrasi pada Ketaksamaan Young

(sumber: Fabian, dkk., 2010:

Berdasarkan ilustrasi gambar jelaslah bahwa

4= j.x”_ldx
0

1 i ne
Jika y=x"" maka (y)r! :(x”‘l)pfl atau x=y”"

b
4, = I v dx
0

5)

= y*"'. Sehingga diperoleh

31
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Ly
q

Berdasarkan perhitungan diperoleh

a b
+»
p g

ab< A4 +4,=

(Fabian, dkk., 2010:5).

Teorema 2.3 Ketaksamaan Holder

Misalkan p,q >1 sedemikian hingga l+l:1 dan neN. Maka untuk
P 49

semua a,,b, € R dimana k=1,2,3,...,n berlaku

i'z']yakbk|g[§|ak|ffj’l’(gwﬁ (2.16)

Bukti:

Asumsikan bahwa a,,b, 20 dengan a, dan b, keduanya tak nol.

Kemudian untuk £ =1,2,3,...,n. 4, dan B, didefinisikan dengan

bk

a
4 =——"— dan B, = T (2.17)
E) )
k=1 k=1
Karena
A7 =Y B =l (2.18)
k=1 k=1
Berdasarkan teorema 2.2 untuk k£ =1,2,...,n diperoleh
1 1
AB <—A4"+—B/’. (2.19)

p q
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Jumlahkan ketaksamaan pada (2.19) sehingga diperoleh

1 1 & 1 & 1 1
AB <—>» A?P+—> B9=—+_=1, 2.20
kzzf ¢ p; ¢ q; “ b g (2:20)

Substitusikan persamaan (2. 17) pada (2.20) sehingga diperoleh

=

a, b,

- 1 1
(B ) (B)
k=1 k=1

Persamaan (2.21) dapat ditulis menjadi

<1. (2.21)

(Fabian, dkk., 2010:4-5).

Contoh 2.5

Misalkan u dan v vektor-vektor pada R’, di mana u=(4,2,6) dan

v=(1,3,3). Tunjukkan apakah vektor u dan v pada R’ memenuhi ketaksamaan
Holder, jika diketahui p =3.

Penyelesaian:

Untuk p =3 maka

+
I
—

S
R = |~ Q=
(98]

Il
—_
|
I

w | N



(

3

2

i=1

_3.
73

Karena

Zu[v[j =uV, +u,v, +u,v,

=(4-1+2-3+6-3)
=4+6+18

s 2 2 %
:[me

2
=(11,0392...)3
=5,062...

2
3 I

1
3( 3 3 1 E =
ufj} EZ vﬁ] = (“13 ‘i, +u33)3 (vlz +,7 + vy’
i-1
= (6,60...)(5,062...)
—33,409...

Berdasarkan perhitungan diperoleh bahwa

3 3 % 33
leuivié(z;uf] (Zvﬂ]
i= i=

i=1

|

[ RN

[SSRN Y

b

34
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sehingga vektor u=(4,2,6) dan V=(1,3,3) pada R’ memenuhi ketaksamaan
Holder.

Teorema 2.4 Ketaksamaan Cauchy-Schwarz
Ketaksamaan Cauchy-Schwarz merupakan salah satu ketaksamaan yang
penting dalam cabang aljabar dan analisis. Ketaksamaan Cauchy-Schwarz

merupakan konsep pengembangan dari ketaksamaan Holder dengan syarat p =2

dan ¢ =2, sehingga ketaksamaan Cauchy-Schwarz dapat ditulis menjadi

1 1
S a.b, s{z a,sz [Z b,sz (2.22)
k=1 k=1 k=1 .
Bukti:
Untuk a=(q,,a,,...,a,) dan b=(b,b,,...b,) di mana a,,b, €eR dengan

k=1,2,...,n e N. Ambil fungsi ¢ yang didefinisikan dengan

n

o(x)=> (ax+b,)". (2.23)

k=1
Fungsi pada persamaan (2.23) dapat ditulis menjadi

n

o(x)= D (a’x* +2a,b, +b7): (2.24)

k=1
Berdasarkan persamaan (2.24) , diketahui bahwa fungsi (p(x) merupakan suatu

kuadrat. Misalkan

A=Y a’, B:2Zn:akbk, C=>15" (2.25)
k=1
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Persamaan (2.24) dapat ditulis menjadi bentuk
Ax* + Bx+C 2 0. (2.26)
Karena persamaan kuadrat pada (2.26) selalu bernilai positif atau nol,

yang mengimplikasikan bahwa persamaan kuadrat pada (2.26) tidak memiliki

akar-akar riil atau memiliki akar riil kembar, sehingga nilai diskriminannya harus
lebih kecil atau sama dengan nol. Substitusikan nilai 4, B, dan C pada fungsi
diskriminan,

D=B*-44C<0
2
=(2Zakbkj —4(2%2](2@}} <0
i=1 i=1 i=1
2
=4(Zakbkj —4(2%2}(2@2)30. (2.27)
i=l1 i=1 i=1

Masing-masing ruas pada persamaan (2.27) dibagi dengan 4, sehingga diperoleh

2
(Zen) o(£0)507)
i=l i=l1 i=1
(Cohen, 2003:88).

Contoh 2.6

Misalkan a dan b merupakan vektor-vektor pada R’, di mana a=(3,4)

dan b=(-12). Tunjukkan bahwa vektor a dan b pada R’ memenuhi

ketaksamaan Cauchy-Schwarz.
Penyelesaian:

Ketaksamaan Cauchy-Schwarz berlaku untuk nilai p =2 =¢. Karena
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=1+4
=35.

Berdasarkan perhitungan diperoleh bahwa

Fon) (3 )(30)

sehingga vektor a=(3,4) dan b=(—1,2) pada R’ memenuhi ketaksamaan

Cauchy-Schwarz.
Teorema 2.5 Ketaksamaan Minkowski

Misalkan 1< p<o dan neN. Maka untuk semua aq,.b, €R,

k=1,2,...,n diperoleh

@ak +bk|pj; < @akr’j’l’ {gz}kr’j’l’. (2.25)
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Bukti:
Asumsikan bahwa p e (1,0) dan ¢ €(1,%0) sedemikian hingga LY
P 4q

Asumsikan juga bahwa a,,b, >0, dengan menggunakan ketaksamaan Holder

pada teorema 2.3 dan ( p— 1)q = p diperoleh

n

Zn:ak+b Zak+b ak+b)
k=1 k=1

i ak+b ak+z ak+b b
k=1

k=1

(:1 (a,+5,)" j; > (5)" j’l” (229)

1
Masing-masing ruas pada (2.28) dibagi dengan (Z(ak+b/()qu dan

untuk 1 =1 1 diperoleh

p q
Sy (B[S {gar)
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(Fabian, dkk., 2010:5).
2.3 Ruang Hasilkali Dalam
Definisi 2.7

Jika diketahui V' sebagai ruang vektor riil. Hasilkali dalam pada V' adalah

fungsi <,> :V x V' — R sedemikian hingga untuk semua x,y,zeV dan a,f R
memenuhi sifat-sifat berikut:
1» <x,x> >0.

2. (x,x)=0, jika dan hanya jika x=0.

3. (ax+py,z)=a(x,z)+p(y.z).
4. (x,y)=(y,x). (Rynne & Youngson, 2008:51).

Definisi 2.8

Jika diketahui V' sebagai ruang vektor kompleks. Hasilkali dalam pada V'

adalah fungsi <,> :V x V — C sedemikian hingga untuk semua x,y,zeV? dan
a, f € C memenubhi sifat-sifat berikut:

1. <x,x> €R dan <x,x> >0.

2. <x,x> =0 jika dan hanya jika x=0.

3. <ax+ﬂy,z>=a<x,z>+ﬁ<y,z>.
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4. (x,y)=(y.x). (Rynne & Youngson, 2008:53).
Contoh 2.7
Tunjukkan apakah vektor-vektor u,v, dan w pada K memenuhi sifat-

sifat ruang hasilkali dalam, jika K dilengkapi dengan fungsi hasilkali dalam yang

didefinisikan dengan
<u, V> =u, v, +2u,v, +3u,v; -

Penyelesaian:

Untuk u,v,w € K dan «, € R berlaku:

1. <u,u> > 0. Karena

u,u) =uu, +2uu, +3uu
171 28 373

=u’ +2u,’ +3u;’ >0,
karena “;—2 selalu bernilai positif, untuk i =1,2,3.
2. <u,u> =0 jika dan hanya jika u =0.
Jika u =0 maka

<u, u> =uu, +2uu, +3u,u,
=u’ +2u,’ +3u,’
=0’+2-0>+3-0°
=0.

Jika <u,u>:0 maka u, =u, =u, =0 atau u=0.
3. <au+,b’v,w>:a<u,w>+ﬂ<v,w>

(au+ v, w) =(au, + v, )w +2(au, + v, ) w, +3(au, + Bv, ) w,
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auw, + fvw, ) + (20{u2W2 +24v,w, ) +

((30m3w3 +3Lv,w;)
= (cuyw, +2au,w, +3auwy ) +( fyvw, + 2 8v,w, +3 Bvyw, )
= a(u,w, +2u,w, +3usw; )+ B(v,w, +2v,w, +3v,w;)
afuw)+ Alv.w)

4. <u,v> = <V,ll>.

<u, V> =u,v, +2u,v, +3u,v,

=vu, +2v,u, +3vu,
—(v,u).
Jadi, vektor-vektor uw,v dan w pada K memenuhi sifat-sifat ruang
hasilkali dalam.

Definisi 2.9

Fungsi hasilkali dalam pada ruang bernorma C [a,b], yaitu ruang dari

himpunan fungsi kontinu pada interval [a,b] didefinisikan dengan
b

(f.g)=[ 7 (x)g(x)dx (2.30)

a

(Cohen, 2003:255 ).

Contoh 2.8

Tunjukkan apakah fungsi f(x)=x’, g(x)=2x, dan h(x)=x pada
C [—1,1] memenuhi sifat-sifat ruang hasilkali dalam, jika fungsi hasilkali dalam

pada C [—1,1] didefinisikan dengan



Penyelesaian:

1. <f,f> > (. Karena

<ﬂo:ifuymow

= j xtdx
=i

1
:lg}
5 -1

~259,
5

2. (f,f)=0 jika dan hanya jika f (x)=0.

Jika f(x) =0 maka

1

<f,f>:.[f(x)f(x)dx

= jOzdx
-1
=0.

Jika (f,f)=0 maka f(x)=0.
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3. {af + Bg,h)

af+,8gh

=a<f,h>+,8<g,h>. Ambil o =2 dan g =3. Karena

)= [ (51 - ()

(a-x2+,b’-2x)-xdx

I
Le—

zj(x-2-x2+x-3-2x)dx

=l

= j. 2x°dx + JL 6x>dx
i 1

a<f,h>+ﬂ<g,h>= aj.lf(x)h(x)dx+,b"i.1g(x)h(x)dx

:2jf(x)h(x)dx+3ig(x)h(x)dx

= 2'1[ xdx + 3'1[ 2x’dx
=il =il

1 1
:21x4} +32x3}
4 (ST %

x)dx

43
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<g’f>=_f1g(X)f(X)dx
= j(2x)(x2)dx

-1

= j2x3dx
-1

1
:2x4} =0
4 =i

Jadi, fungsi f(x):xz, g(x):2x, dan h(x):x pada C[—l,l]

memenuhi sifat-sifat ruang hasilkali dalam.

Teorema 2.6

Misalkan H merupakan ruang hasilkali dalam, di mana x,y,z< H dan

a, f € C, maka berlaku:

1. (0,y)=(x,0)=0.

2. <x,ay+ﬂz> = 5<x,y>+:8‘<x,z> :

3. <ax+,ﬁy,ax+ﬂy> = |ch|2 <x, x>+aﬁ<x,y>+ﬂa<y,x>+|ﬂ|2 <y,y>.
(Rynne & Youngson, 2008:56).

Bukti:

1. Vektor 0 dapat ditulis sebagai penjumlahan vektor y+(-y), untuk

0,y,(-y) € H berlaku
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<0,y>:<y+(-y),y>. Sehingga berdasarkan sifat-sifat ruang hasilkali dalam

diperoleh

(0.y)=(y+(-v).y)
=(v.¥)+((-v).¥)
=(v.7)={y.¥)
=0

dan

<x 0>:<x,x+( )>
:<x+(-x) X>
:<x x>+<(-x) x>

2. Berdasarkan definisi 2.8 diperoleh

ay+/3’z,x>
(v.x)+ 5(z.x)
(x,y)+ B(x,z).

3. Berdasarkan definisi 2.8 diperoieh

—

<x, ay +/3’Z> =

Il
Q|

I
R |

<ax + fy,ax+ ﬂy> = <ax, ax+ ﬂy> + <ﬂy, ax+ ﬁy)

(ax+ By,ax)+(ax+ Py, By)
<ax ax > <ﬂy,ax>+<ax ﬁy>+<ﬂy,ﬂy>
a(x.ax)+ Bly.ax)+a(x. fy)+ Ay. fy)

= <ax x>+ﬂ<ax y>+a<ﬂy > ﬂ<ﬂy,y>




46
—aa(x,x)+ Ba(xy)+aB(y,x)+ BA(y.y)
=laf (x.x)+aB(x,y)+ Baly.x)+| B[ (y.y).
Definisi 2.10
Ruang hasilkali dalam merupakan ruang vektor yang dilengkapi dengan
fungsi hasilkali dalam. Fungsi norma pada suatu ruang hasilkali dalam

didefinisikan dengan

][ =y/(x.%) (231)
(Debnath & Mikusinski, 1990:90).

Teorema 2.7

Untuk setiap X dan y pada suatu ruang hasilkali dalam A berlaku

ey} <y (2.32)

Persamaan

<x,y>| =||x“”y” berlaku jika dan hanya jika X dan y bergantung linier.
Bukti:

Jika y =0 maka persamaan (2.32) terpenuhi karena kedua ruas sama-
sama bernilai nol (0) Asumsikan bahwa y # 0 maka diperoleh

0<(x+ay, x+ay>

<
=
=
<x,x
=
=

(2.33)
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Ambil a=_<<x’);>, substitusikan o pada persamaan (2.33) sehingga
Y,y

diperoleh

0<(x,x)+a(xy)+aly,x)+|af (y.y)

R 0.5 D .59 ) O b .59
=(ox)s gy T T )
_ il (xy)(xy) (xy)(y.x) (xy)(xy)

; (y.y) (y.y) (y.y)

Kemudian kalikan kedua ruas dengan <y,y> sehingga diperoleh

os<x,x><y,y>—<’“<yy{<yy;"><y,y>

=(x,x)(y,¥) — (X y)(¥.%).

Atau dapat ditulis dengan

—~
<
~
—~
>
<
~
IA
—~
>
ol

Hy.y)
xy)|” <(Ixllvl)-

<x,y>‘ < ||x||||y|| (Debnath & Mikusinski, 1990:90).
Teorema 2.8

Untuk setiap X dan y pada suatu ruang hasilkali dalam H berlaku

[yl < x|+l - (2.34)
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Bukti:

Jika diambil a =1 maka persamaan (2.33) dapat ditulis sebagai

x,X)+2|x|y[ +(y.¥) (Ketaksamaan Schwarz)

=(Ixl+11)"
Sehingga diperoleh |x +y| <|)x|+[y|| (Debnath & Mikusinski, 1990:91).

Teorema 2.9 Hukum Jajaran Genjang (Parallelogram Law)

Untuk setiap X dan y pada suatu ruang hasilkali dalam H berlaku

eyl + =1 =2(xI + ) (235)

(Debnath & Mikusinski, 1990:91-92).
Bukti:

Berdasarkan definisi 2.10 diperoleh

||x+y|| X+Yy,x+y)

X+Y,X)+(X+y,y)

X,X)+ (Y, %) +(X,¥) +(y.¥)

=
(xx+y)+(y.x+y)
{
{
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=[x+ {y. %)+ (x.3) + |y (236)
[x=y[" =(x-y.x-y)
=(x,x-y)-(y,x-y)
=(x=y.x)=(x-y.y)
= (%.%)=(v.x)=(x.¥) +(y.)
=[xl ~{y.x) ~(x.y) + |y (2:37)

Jumlahkan persamaan (2.36) dan (2.37), sehingga diperoleh

[+ 9+ =1 = (I + (3 %)+ () + )+ (Il = (o) = () + )
=2[x" +2]y[]

Contoh 2.9

Misalkan u dan v merupakan vektor-vektor pada ruang vektor R*> yang

dilengkapi dengan fungsi norma

[, di mana u=(—3,4) dan v:(6,8).

Tunjukkan bahwa vektor u dan v pada R’ memenuhi hukum jajaran genjang.

Penyelesaian:

Karena u dan v merupakan vektor-vektor pada R*> maka berlaku

o =3l

= o[ [
- +laf
=9+16
=25
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v = 3o
=uf +
- +
=36+64
=100

ot v =D +v
i=1
=|u1 +V1|2 +|u2 +V2|2
=[-3+6]" +|4+8’
=3[ +[12f
=9+144 =153

2 2 2
Ju-vl"= 2 —v

=
=[u, [ +|u, v,
=|-3-6[" +|4-8
=+

=81+16=97.

50

Berdasarkan  perhitungan  diperoleh 2(||u||2 +||V||2) =250 dan

||u + v||2 + ||u - v||2 =250, sehingga vektor u= (—3,4) dan v= (6,8) pada R’

memenuhi hukum jajaran genjang.
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Contoh 2.10

Misalkan f dan g merupakan fungsi-fungsi kontinu pada C [0,1], di
mana f(x) =1 dan g(x)zx, untuk setiap xe[O,l]. Tunjukkan apakah fungsi-
fungsi pada C[0,1] memenuhi hukum jajaran genjang.

Penyelesaian:

If]= sup i} (x)]

xe[O,l]

=sup 1}

=1.

lel = sup {le ()]
= ;ﬁg]{lxl}

0], 1

- sup o

b

=1

Sehingga diperoleh 2(||f||2 + ||g”2) = 2(12 + 12) =4,

Ir+g]= sup {|/ (x)+ £ ()
= sup {|1+ x|}

=2

If gl = sup {1 (x) -2 (x)]

xel0,1]
= sup {|1 - x|}

=1.

Sehingga diperoleh [f + g||2 +|f —g||2 =2"+1>=5.
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Berdasarkan perhitungan diperoleh bahwa

2( + 1l ) <[t + I +1£ ], sehingga fungsi-fungsi £ (x)=1 dan g(x)=x

pada C [O, 1] tidak memenuhi hukum jajaran genjang.

Teorema 2.10 Identitas Polarisasi (Polarization Identity)

Untuk setiap xdan y vektor-vektor pada suatu ruang hasilkali dalam H

berlaku
4(x,y) = (lx+ vl =[x =[] +ifc+ iy~ ix =] ) (2.38)

Bukti:

Berdasarkan definisi 2.10 diperoleh

Hx+y||2 =(x+y,x+y)

y)+(y.x+y)

{
<x,x
{

+
X+Y,X)+(X+y,y)

(%) +(y, %) +(x,5) +(y.¥)

2

=[x+ (3. %)+ {x )+l
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i||x + iy||2 = i(<x +1y, X+ iy>)
= i(<x, X+ iy> + <iy, X+ iy>)

= i((x, x> + <x, iy> + <iy, x> + <iy, iy>).

Karena ||y|| = ||-y|| sehingga

i|x—iy|’ =i( <X‘iy’x_iy>)2
= i((x, x—iy) + iy, x—iy))

i((
i(<x, x> = <x, iy> + <iy, x> = <iy, iy>).

Karena ||y|| = ||-y|| sehingga

i||x - iy||2 = i(<x, x> + <x, iy> - <iy, x> - <iy, iy>)
=i((xx)+i(xy)-i(y.x)+(y.y))
=il + (v, x)=(xoy) iy
Berdasarkan perhitungan diperoleh
(+¥IF ==y il iy =i =iy ) = 4{x.y)

(Rynne & Youngson, 2008:58).
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2.4 Ruang Semi Hasilkali Dalam
Definisi 2.11

Diberikan ruang vektor riil V. Semi hasilkali dalam pada ' adalah fungsi

[u,v] pada ¥ x V' yang memenuhi aksioma berikut:

1. [lu+v,w]=k[u,w]+[v,w].

2. [u,u]>0, untuk u=0.

3. [uv][ <[uu][v.v].

4. [u,v]=[v,u].

Untuk semua u,v,w € ¥ dan untuk semua k € R . Ruang vektor yang dilengkapi

dengan fungsi semi hasilkali dalam disebut ruang semi hasilkali dalam (Alimin,
2009:28).

Contoh 2.11
Misalkan u=(2,0,2), v=(3,2,1), dan w=(0,4,-6) merupakan vektor-
vektor pada ruang vektor riil X. Apabila fungsi semi hasilkali dalam
didefinisikan dengan
[u,v] =uv, +u,v, +3u,y;.
Tunjukkan apakah vektor-vektor u, v, dan w memenubhi sifat-sifat ruang hasilkali

dalam.

Penyelesaian:

1. [ku+v,w]=k[u,w]+[v,w].Ambil k=%, maka



[ku+v,w]= B(2,0,2)+(3, 2,1),(0,—4,6)}

[(1,0,1)+(3,2,1),(0,4,6)]
=[(4,2,2),(0,-4,6)]

=4-0+2-(-4)+3-2-6
=0-8+36
=23

k[ w]+[v, W] =%[(2,0,2),(0,—4,6)]+[(3,2,1),(0,—4,6)]

=%(20+O~(—4)+3~2-6)+(3~0+2~(—4)+3.1.6)

=G(36)j+(o-8+18)

=18-+10=28

2. [u,u]>0, untuk u=0.

[w,u]=[(2.0,2),(2,0,2)]
=2-2+0-0+3-2-2
=4+0+12
=16>0.

3. ‘[u,v]‘z S[u,u][v,v].

[wv] =[(2.0.2).3.2.1)]
=[2-3+0-2+3.2-1]
=[6+0+6|
S
— 144
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llll]VV

1=[(2.0.2),(2.0.2)][(3.2.1).(3.2.1) ]
(2:240:0+3-2-2)(3-3+2-2+3-1-1)
(4+0+12)(9+4+3)

16-16

256

4. [u,v]=[v,u].

[u,v]=[(2.0,2).(3.2.1)]
=2-3+0-2+3-2-1
=6+0+6
=12

[v.u]=[(3,2.1),(2.0,2)]
=3.242-0+3-1-2
=6+0+6
=12.

Jadi, vektor-vektor u, v, dan w pada ruang vektor riil X memenubhi sifat-
sifat ruang semi hasilkali dalam.
2.5 Ortogonalitas

Konsep sudut antara vektor merupakan perkembangan dari konsep
hasilkali dalam. Berdasarkan ketaksamaan Schwarz pada teorema 2.7, jika x dan

y merupakan vektor-vektor tak nol pada ruang hasilkali dalam A maka berlaku

RPS.SI N (2.39)

dan sudut antara vektor X dan y didefinisikan dengan

=cos”' (x.y) )
o= (nxnnynj (240)

(Rynne & Youngson, 2008:60).
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Definisi 2.12

Misal H merupakan ruang vektor yang dilengkapi dengan fungsi hasilkali

dalam. Vektor x,y € H dikatakan ortogonal jika <x,y> =0. Jika vektor x dan y

saling ortogonal dapat ditulis x L y (Rynne & Youngson, 2008:60).
Definisi 2.13

Misalkan (X,(-,-)) sebagai ruang hasilkali dalam, untuk setiap x,y,ze X

memenubhi sifat-sifat berikut:
1. Sifat Nondegenerasi, jika x | x maka x =0.

2. Sifat Simetri, jika x L y maka y | x.

3. Sifat Homogenitas, jika x 1 y maka ax L Sy, untuk setiap o, f e R.

4. Sifat Aditif Kanan, jika x L y dan x 1 z maka x L (y & Z).

5. Sifat Resolvabilitas, jika x,y € X maka terdapat o € R sedemikian hingga
x L(ax+y).

6. Sifat Kontinuitas, jika X, —>Xx, y, >y dan X, Ly, , untuk semua n maka
x 1 y. (Gunawan dkk., 2005:1).

Contoh 2.12

Jika diketahui x dan y sebagai vektor-vektor pada R’, di mana
x=(-10,2) dan y=(2,0,1) dengan fungsi hasilkali dalam pada R’ yang
didefinisikan dengan

(X,¥) =X, + 5,0, + X, ;.

Buktikan bahwa vektor X dan y ortogonal di R’.
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Penyelesaian:

Karena

<X, Y> =00 X0, XY,

=(-1)-2+0-0+2:1

(-2)+0+2

0

Sehingga terbukti bahwa vektor x dan y saling ortogonal di R*.
Contoh 2.13

Jika diketahui fungsi u (x) =sinx dan v(x) =cosx, di mana

u,v e (-, 7) maka buktikan bahwa u dan v ortogonal di L’ (-7, 7).

Penyelesaian:

Hasilkali dalam (inner product) pada I’ (—7[, 72') didefinisikan dengan
<u, v> = J. sin x cos x dx.

Secara trigonometri diketahui bahwa

. 1 .
Sin xcoS x = Esm 2x.

Sehingga persamaan <u, V> dapat ditulis menjadi
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Va

<u,v>::|;%sin2x dx
:l ]i sin 2x dx
2—77

T
cosS Zx}
-

(cos(27z) - cos(—27z))

(
(
:(_; (1-1)
(

Karena

<u,v>: J.sinxcosx dx=0

sehingga vektor u dan v pada L’ (—7[,7[) saling ortogonal (Reddy, 1997:91).
2.6 Kajian Agama tentang Ortogonalitas

Secara bahasa ortogonal dapat diartikan sebagai hubungan saling tegak
lurus antara dua garis. Ortogonalitas merupakan salah satu konsep penting pada
ruang hasilkali dalam. Melalui konsep ortogonalitas dapat diketahui besarnya

sudut antara dua vektor. Dua vektor u dan v dikatakan saling ortogonal pada

ruang hasilkali dalam V7 jika dan hanya jika <u,v>=0 (Anton & Rorres,

2004:327).
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Secara tidak langsung konsep ortogonalitas telah dikaji dalam Al-Qur’an.
Hal ini tercantum pada Al-Qur’an surat ‘Ali Imran ayat 112 yang berbunyi

sebagai berikut:

2 g -

7050555 T clls, 5yis 1596 7L 05 M‘w“

I,W

D) Oy i 1565

Artinya: “Mereka diliputi kehinaan di mana saja mereka berada, kecuali mereka
berpegang kepada tali (agama) Allah dan tali (perjanjian) dengan
manusia dan mereka kembali mendapat kemurkaan dari Allah dan
mereka diliputi kerendahan yang demikian itu karena mereka kafir
kepada ayat-ayat Allah dan membunuh para Nabi tanpa alasan yang
benar, yang demikian itu disebabkan mereka durhaka dan melampaui
batas (Q.S ‘Ali Imran: 112)”.

Al-Qur’an surat ‘Ali Imran ayat 112 memberikan dorongan kepada umat
manusia, khususnya kepada kaum muslim agar senantiasa berpegang kepada tali
(agama) Allah dan tali (perjanjian) dengan manusia. Berpegang teguh kepada tali
(agama) Allah dapat dimaknai sebagai suatu bentuk ketaatan seorang hamba
kepada Tuhannya, yaitu Allah SWT dengan menjalankan segala perintah-Nya dan
menjauhi segala larangan-Nya, melalui serangkaian ibadah yang dapat dilakukan.
Rangkaian ibadah seperti shalat, puasa, zakat, dan haji merupakan sebagian
contoh dari serangkaian ibadah yang berhubungan langsung kepada Allah SWT,
yang dalam hal ini dapat dianalogikan sebagai suatu vektor yang bergerak secara
vertikal.

Sedangkan berpegang pada tali (perjanjian) dengan manusia dapat

diartikan sebagai suatu usaha untuk menjalin hubungan yang baik antar sesama

manusia. Hal ini sejalan dengan kodrat manusia sebagai makhluk sosial yang
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tidak dapat hidup sendiri dan harus berinteraksi dengan makhluk lain.
Berdasarkan kedua analogi tentang vektor yang bergerak secara vertikal dan
horizontal didapatkan hubungan antara dua vektor, vaitu saling tegak lurus

(ortogonal).



BAB III

PEMBAHASAN

3.1 Ortogonalitas-P (Phytagorean Orthogonality)

Definisi 3.1

Pada ruang bernorma riil (X ,

), suatu vektor X dikatakan ortogonalitas-

P ke y atau dapat ditulis (x 1, y) jika dan hanya jika berlaku

£ , untuk setiap x,y € X.

[x=yI" =[xI" +]y
Pada ruang hasilkali dalam, ortogonalitas-P (x 1 y) ekuivalen dengan
ortogonalitas pada ruang hasilkali dalam (x J_y). Ortogonalitas-P pada suatu

ruang bernorma ditunjukkan pada gambar (3. 1)

[x]

Gambar 3.1: Ilustrasi Ortogonalitas-P
pada Ruang Bernorma

Asumsikan bahwa x Ly, sehingga berlaku

[x=y[" = (x-y,x-y)
=(xx-y)~(y,x-y)

=(x%,%) = (x.y) = (¥, %) +(y.¥)

62
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X, X) = (X%,¥)=(%.y) +(y.¥)
)=2(%y)+(y.¥)

)+ {v.y)

=[x+ 1.

X, X
X, X

{
{
{

Teorema 3.1
Diberikan (X ,||||) ruang bernorma atas lapangan bilangan riil, untuk setiap
X,y,Zz€ X dan a,f €R berlaku:
1. Sifat Nondegenerasi, jika x L x maka x =0, untuk x € X.
2. Sifat Simetri, jika x 1 |y maka y | x,untuk setiap x,y € X.
3. Jika x Ly maka x L (-y) , untuk setiap x,y € X .
4. Sifat Homogenitas, jika x Ly maka ax 1 By, untuk setiap o, eR dan
X,y € X.
5. Sifat Aditif Kanan, jika x |/ z dan y 1 z maka (x+y) 1, z, untuk setiap
X,y,ze X.
Bukti:
1. Berdasarkan definisi 3.1 diperoleh
[ = x| ="+
0=2[x"
x| =0.
Berdasarkan teorema 2.6 diperoleh

||x||2 =(x,x) =0 jika dan hanya jika x=0.
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2. Karena

[x=yI =(-1)(=x+¥)[
=[x )]
=[(x+v)f
=y -
dan
[+ Iyl =+
Sehingga diperoleh hubungan jika x 1 y maka y L x, untuk setiap x,y € X

3. Berdasarkan definisi 3.1 diperoleh

x1, (-y) jika dan hanya jika Hx—(-y)”2 = ||X||2 +H(-y)”2 .

Asumsikan bahwa x 1 y atau <X,y> =0 sehingga diperoleh

[x=yI = (o x)+(x.y)
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I +[y] = (xx)+(y.¥)
=(x,x)+((-y),(-¥))

=[]+ |-+

4. Untuk setiap x,ye X dan «,f R sedemikian hingga ada ax,fye X .

Berdasarkan definisi 3.1 diperoleh

|oex = gy - By, ax—py)
ax,ax— By)—(py,ax—By)
ax— fy,ax)—(ax - fy, By)

= {ax
={
<
(o, ax
{
{
{

y.ax
)~ (By.ax)—(ex, By)—(~By, By)

ax,ax)—(By,ax)—{ax, By)+{ By, By)
)= )
)=

ax, fy)—{ax, By)+(By, By)
2(ax, By)+(By. By)-

oax,oX

ax,aX

Asumsikan bahwa x |y atau <x,y> =0 sehingga diperoleh
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Jerx—py[| = (ax.ax)~2(ax, By) +(By. By)

=(ax,ax)-2aB(x,y)+{By.By)

=(arx, ax)+(By. By)

= x| +Hﬂsz

=laf" IxI" +|f ¥
Karena [ax—By|’ =|a*|x[ +|8] |y[ schingga ax L, By, untuk setiap
a,feR dan x,ye X .

5. Berdasarkan definisi 3.1 diperoleh
x L z jika dan hanya jika [x -z = x| +|z|’

dan

y L, z jika dan hanya jika ”y —ZH2 = ||y||2 +||Z||2 .

—{(x+y)-z.(x+y)-2)
{(x+y),(x+¥)=2)~(z,(x+y)-z)
—((x+y)-z.(x+y))~{(x+y)-2

{
{

2)

= (xx)+(x )+ (xy)+{yy) = (x.2) = (v,2) = (x.2) -
(.2)+(2,2)
=<x,x>+2<x,y>+<y,y>—2<x,z>—2<y,z>+<z,z>.

Asumsikan bahwa x 1 z atau <x,z>:0 dan y L z atau <y,z>=0 sehingga

diperoleh
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H(x+y)—z”2 =(x,X)+2(x,y)+(y,y)+(z,z)
= (I + 2%,y +]") 2]
=[x+l +l2]
Karena |(x+y)—z =|x+y[ +[z] sehingga (x+y)L,z, untuk setiap
X,¥,2€ X .

Contoh 3.1

Misalkan pada X =/', yang dilengkapi dengan norma

Il =Xl
Ambil x=(3,6,0,0,...) dan y=(8,-4,0,0,..). Tunjukkan bahwa vektor x

ortogonalitas-P ke y.

Penyelesaian:

Berdasarkan definisi 3.1 diketahui bahwa
x L, y jika dan hanya jika ||X—y||2 = ||X||2 +||y||2

sehingga diperoleh

- 2
[ (S

=(|6‘)1|+|502|+|5‘)3|+“')2
= ([3|+[6]-+[o[+[o[ +---)’
=9?
=81
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X-y

" 2
12 :(§1|a)l _771|j
:(|a)1 _771|+|a)2 _772|+|0)3 —7]3|+|a)4 —774|+...)2
= (3-8 +[6—(~4)|+|0~0| +]o—0]+---)

=15°
=225

2
1

sehingga vektor x ortogonalitas-P ke y.

Karena [fx—y]|" =[], +y

3.2 Ortogonalitas-I (Isosceles Orthogonality)

Definisi 3.2

Pada ruang bernorma riil (X ,” ) , suatu vektor x dikatakan ortogonalitas-/

ke y atau dapat ditulis (x Ly y) jika dan hanya jika berlaku

||x+y|| = ||x—y , untuk setiap x,y € X .
Pada ruang hasilkali dalam, ortogonalitas-/ (x 1, y) ekuivalen dengan

ortogonalitas pada ruang hasilkali dalam (xJ_y). Ortogonalitas-/ pada suatu

ruang bernorma ditunjukkan pada gambar (3.2)
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=3,

x|

Gambar 3.2: Tlustrasi Ortogonalitas-/
pada Ruang Bernorma

»
»

Asumsikan bahwa x |y , sehingga diperoleh

“x+y||2 =(X+y,x+y)

Karena ”X + y||2 —= ”X — y||2 sehingga berlaku ||X T y|| = ||X = y” 4
Teorema 3.2

Diberikan (X,

) ruang bernorma atas lapangan bilangan riil, untuk setiap
X,y,Z€ X dan o € R berlaku:

1. Sifat Nondegenerasi, jika x L, x maka x =0, untuk x € X.

2. Sifat Simetri, jika x L, y maka y L, x, untuk setiap x,y € X.

3. Jika x L, y maka x L, @y, untuk setiap o € R dan x,y € X.
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4. Sifat Aditif Kanan, jika x 1,z dan y 1, z maka (X+y) 1, z, untuk setiap

x.y,z€X.
Bukti:
1. Berdasarkan definisi 3.2 diperoleh
[x+x] = x=x]
[2x] =
12/l =

<=

Berdasarkan teorema 2.6 diperoleh

||x|| - 1/<x, x> =0 jika dan hanya jika x=0.

2. Berdasarkan Definisi 3.2 diperoleh

dan
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Karena
[x+ v =[x=v] =]y + x| =[y—x|
sehingga diperoleh jika x 1, y maka y L, x, untuk x,y € X.
3. Untuk x,yeX dan aecR sedemikian hingga ada aye X . Berdasarkan

definisi 3.2 diperoleh

Hx+ay|| x+ay,x+ay>

X,x+ay>+<ay,x+ay>
)

X+ay,X)+(x+ay,ay

(vay)+(xay) +{ay.ay)

X, X

=
\
<
(x,x) + @y, x)+(x,ay)+{ay,ay)
<
<

)+
x,x>+ <x ay> <ay, y>
=(xx)+2a(xy)+a’(y.y)

=N+ 2a(x )+’ [y[
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Asumsikan bahwa x Ly atau <x,y>=0 sehingga persamaan di atas dapat

ditulis menjadi

[x+ ey =[x 20 (x.y) + o’ IIYI|2

- x,ay> <X ay> ay,ay>

) ¥.¥)
x,x)~2(x, ay)~(ay,ay)
) {
) {

=(X,X)—(ay,Xx > <x ay> ay,ay>

Sehingga diperoleh ||x+ay|=|x—ay|. Karena |x+ay|=|x—ay| sehingga
diperoleh hubungan jika x L,y maka x L, ay, untuk setiap o €R dan
x,y € X.
4. Berdasarkan definisi 3.2 diperoleh
x L, z jika dan hanya jika |x+z| =[x 2|
dan

y L, z jika dan hanya jika ||y + z|| = ||y —z|| .
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/N /N /S

X,¥)+(¥, %) +(¥,y) + (2, %) +(2,y) + (x,2) +

~

~ @~ ~N ~— @~

(v.2)+(z.2)

=(x,X)+(%,¥)+(x,y)+(y.¥)+(x,2) +{y,z) +(x,2) +

(v.2)+(z.2)

:<x,x>+2<X,y>+<y,y>+2<x,z>+2<y,z>+<z,z>

0 sehingga

0 dan y 1L z atau <y,z>

Asumsikan bahwa x 1 z atau <x,z>

diperoleh

<X,X>+2<x,y>+<y,y>+2<X,z>+2<y,z>+<z,z>
:<x,x>+2<x,y>+<y,y>—2<x,z>—2<y,z>+<z,z>

H(x +y)+ z||2

=(xx)+ () + () + (v.y) = (x2) - (v.2) = (x.2) -

(v.2)+(z.2)

=(xx)+ (0 )+ (v.x) + (v.y) = (2.%) = (z.y) = (x.2) -

A/ /N /N

ES N—" N—" N—" ~—"

~— @ ~— ~ ~—

—
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Karena H(x+y)+zH:H(x+y)—zH sehingga berlaku jika x 1,z dan y L, z
maka (x+y) L, z.

Contoh 3.2

Misalkan pada X =/', yang dilengkapi dengan norma

=3
Ambil x=(11,0,0,..) dan y=(2,-1,0,0,...). Tunjukkan bahwa vektor x

ortogonalitas-/ ke y.
Penyelesaian:
Berdasarkan definisi 3.2 diketahui bahwa
x 1, y jika dan hanya jika ||x+ y|| — ||x—y||

sehingga diperoleh

[x+y], =2 ]+
i=1

:|1+2|+|1+(—1)‘+|O+O|+|O+0|+---
=3+0+0+0+---
=3

-1, = 2| =7
=[1-2|+[1=(=1)[+|0= 0] +|0 - 0] +---
=14+2+0+0+---
=3

Karena ||X+y||1 =||X—y||l sehingga vektor x ortogonalitas-/ ke y.
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3.3 Ortogonalitas-BJ (Birkhoff-James Orthogonality)

Definisi 3.3

Pada ruang bernorma riil (

e ), suatu vektor x dikatakan ortogonalitas-

BJke y atau dapat ditulis (x L, y) jika dan hanya jika berlaku

Pada ruang hasilkali dalam, ortogonalitas-BJ (x iF y) ekuivalen dengan

ortogonalitas pada ruang hasilkali dalam (x L y) . Ekuivalensi pada ortogonalitas-
BJ ditunjukkan sebagai berikut:

Asumsikan x 1 y atau (X,y> =0, untuk setiap # € R berlaku

Hx+ty|| =(X+1y,x+1y)
=(x,x+1y)+(ty,x+1ty)
= (%X)+(x,15) + (13, %) + (13,15
=(xx)+i(xy)+1(y.x)+0 (v.y)
=(x,x)+2t{x,y)+2(y,y)
=[x+ 2¢(xy)+ 2y

Karena

X"+ 2 (e )+ 22 o] = ]

[x+oy] 2

sehingga diperoleh ||x + ty|| > ||x|| .
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Teorema 3.3

Diberikan (X ,

) ruang bernorma atas lapangan bilangan riil, untuk setiap

x,y € X dan «, f,t € R maka berlaku:

1. Sifat Nondegenerasi, jika x 1 ,, x maka x=0, untuk x € X.

2. Sifat Homogenitas, jika x 1, y maka ax 1, By, untuk setiap «,f skalar
dan x,y € X.

3. Jika x 1 ,, y maka x L, y, untuk setiap x,y € X.

Bukti:
1. Berdasarkan definisi 3.3 diperoleh
||x+l‘x||2 = <x+tx,x+tx>
:<x,x+tx>+<tx,x+tx>
<x,x> +<x,tx>+<tx, x> +<tx,tx>
(x,%) +£(x,%) +1{x,%)+ (x,x)
=[x+ ol + el 27
=[x+ 26"+ ]
"+ 2¢ " £ =

[x+ox] = x|

[+ ox] = x].
Ketaksamaan di atas berlaku jika dan hanya jika ||x|| =0. Berdasarkan teorema

2.6,

x| =0 berlaku jika dan hanya jika x=0.
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2. Asumsikan x 1 ,, y,dimana a,f #0 dan # € R, sehingga diperoleh

Bt

s 1] =

Berdasarkan persamaan di atas berlaku
e[+ 7y]| = |er] [x] = lerx].
Sehingga terbukti jika x L,, y maka ax L,, By, untuk setiap e, B skalar dan
X,y e X.
3. Berdasarkan definisi 3.3 diperoleh
=(X+1y,x+1y)
=(x,x+1y)+(ty,x+1ty)
X, %)+ (X,15)+ {1y, X) + 1y, 1y)
X %) +(%,y) +1(y, X)+£ (v, )

=(x,x)+21{x,y)+1*(y,y)

=[x +26x ) +2 o]
Asumsikan bahwa x Ly atau <X,y>:0 sehingga persamaan di atas dapat

ditulis menjadi

x+ oyl =[x —2e(xy)+£ [}
)=2(xy)+(y.y)

(x.x)=t(xy)-t(y.x)+2 (y.)

(%) +(x.(-1y)) + < ty), > ((=ty).(-1y))

(ox+(- > < -1y))

(e (-ty )>

=<x,x



sehingga diperoleh ||x + ty|| = ||x = ty||

Karena ||x+ty|| 2||X|| dan ||x+ty|| :||x—ty

Contoh 3.3

Misalkan pada X =1', yang dilengkapi dengan norma

o0
[l = 2.l -
i=1

Ambil x=(1,0,0,0...) dan y =(-1,1,0,0,...). Tunjukkan bahwa vektor

ortogonalitas-BJ ke y.

Penyelesaian:

Berdasarkan definisi 3.3 diketahui bahwa

||x + ty|| > ||x , untuk setiap 1 € R

sehingga diperoleh

[xl, = 2.l
=
=|o|+|@,|+|@,] +|o ]+
-l [l
=1

0

[x+ 0], = 2], +1

i=1
:|a)1 +t771|+|a)2+t772|+|a)3+t773|+|a)4+t774|+---
=[1—1]+e| +[0| +[0] + -

, sehingga diperoleh ||x —ty|| > ||x||
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Untuk # >0 diperoleh

bl =2 fo +om)
z‘a)l +t771‘+‘a)2 +1772‘+la)3+t773'+1a)4+l774‘+---
=[1—1|+z|+|0|+|0]+---
=t—1+¢

=2t M.

Untuk 7 <0 diperoleh

[x+ ey, = 2 l@, +m,
=l
=|@, + | +|@, + 1, | + |, + 75| + |, + 117, |+ -
~[1=(0) o) fllt
=l +z+¢
=2t+1.

Untuk # =0 diperoleh

[e'e]

x+av =2

i=l1

o, +17,

:‘a)I +l77,‘+‘a)2+t772‘+‘a)3+t773‘+‘a)4+l774‘+---
=[1—1|+]e| +[0] +]0[ +--

=WESOSS0

=l

Karena Hx+ty“1 2“"“1 sehingga vektor X ortogonalitas-BJ ke y.

3.4 Ortogonalitas-g
Definisi 3.4

Misalkan g adalah suatu semi hasilkali dalam pada X, di mana X

merupakan ruang bernorma riil dan x,y € X, sehingga x dikatakan ortogonal-g

ke y, ditulis x L, y jika dan hanya jika g(x,y)zo.
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Diberikan g  sebagai suatu fungsional yang didefinisikan dengan

2:X’> >R dimana

g(X,y):L;”[T+(X,y)+T(X,y)]

dengan

7, (x,y)=lim

t—>+0

[x+ 2] =]
7 :
Untuk menunjukkan bahwa g merupakan suatu fungsional yang

dinotasikan dengan g: X* — R dapat ditunjukkan sebagai berikut:

Berdasarkan definisi 3.4 berlaku

g(x,y)z@[q(x,y)er(x,y)]

di mana: 7, (x y)— llmwﬂ. Karena
t—>+10 T

7[ (xy)]
Il hmnan M, ot

2 | t>0 t t—>+0 t
ol

2 t—>10
_||x||hmw

t—10 t

B S

t—>+0 t

T <x,x+ty>—<x, x>

t—>+0 t

~ lim <x,x> + <x,ty> - <x,x>

t—>10 t
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iy (XY

t—+10 t

i V)
t—>+0 t

=(x.y)

di mana telah diketahui sebelumnya bahwa suatu hasilkali dalam yang dinotasikan
dengan <-, ->:X xX >R

Teorema 3.4

Misalkan g merupakan suatu semi hasilkali dalam pada X dan x,ye X

maka berlaku:

2
, untuk semua x € X.

1. g(x,x)=|x

2. g(ax,By)=ofg(x,y), untuk semua x,y € X dan o, eR.

3. g(x,x+y)= ||x||2 +g(x,y), untuk semua x,y € X.

, untuk semua x,y € X.

4. |e(xy) <|x|ly
Bukti:

1. Berdasarkan definisi 3.4 berlaku

g(x,x) :@[g (x,x)+r_ (x,x):l

di mana: 7, (x,x) = }I%w .
>+
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g(x,x) =@[r+ (x,x)+7_ (x,x)]

. ||x+tx||—||x||}
2 | to#0 t (=30 t
- ||x+rx||—||x||}
2 i (>0 t
~ ] 1im [+ x| = [}x]
t—>10 t
sl -]

t—>+0 t

t—>+0 t
o (xxm)—(xx)
t—>10 t

=lim
t—10 t

=(xx) ="
2. Berdasarkan definisi 3.4 berlaku
ax
2

g(ax,ﬂy) = u[r+ (ax,ﬂy) +7_ (ax, ,By)]

di mana: 7, (ax, By) — lim |22 =[]

t—>*0 t

,untuk o, g eR.
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g(ax,ﬂy)=@[T+(ax,ﬂy)+r_(ax,ﬂy)]
oyl oo
2 _z—>1r0 t 1—>30 t
oy glexsirlfo
2 P 1—>+0 t
iyl 1851l

t—>+0 t

el + ] x|

t—>+0 t

<ax, ax+ t,By> — <ax, ax>

t—>10 t

<ax, ax> + <05X,tﬂy> = <ax, ax>

t—>20 t

3. Berdasarkan definisi 3.4 berlaku

g(x,x+y)=@[r+(x,x+y)+r_(x,x+y)]

N [xe(xy)|- ]
di mana: 7, (x,x+y):lllgl0 t :
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g(x,x+y) :@[q (X, x+y)+7_ (x,x+y)]
:H_lim Hx+t(x+y)”—||x|| + i Hx+t(x+y)”—”x”}
2 _t%iO t (>0 t

3— t—>10 t

_ ‘x _21im “x-l—t(x+y)||—||x||}

~ x| 1im x+1(x+y)| =[x

t—>10 t

_ o PR+ Gt )] =[]

t—>+0 t

_ (X, x+1x+1y)—(X,X)

t—>+0 t

= lirpo(<x,x>+<x,y>)

=

= lim <x, x> + lim <x, y>

t—>+0 t—>10

= (x,x)+(x.)
=X +2(xy).

4. Diketahui g(x,y) = <x,y>, di mana <x,y> eR.

Jika (x,y) >0 maka ‘g(x,y)‘ <(x,y), jika dan hanya jika
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~(x,y)< ‘g(x,y)‘ <(x,y).
Schingga diperoleh
g (o)< (xy) =[]yl

Teorema 3.5

Misalkan g merupakan suatu hasilkali dalam pada X, di mana
X,y,Zz€ X dan a,f €R sehingga berlaku:

1. Sifat Nondegenerasi, jika x L, x maka x =0.
2. Sifat Homogenitas, jika x 1, y maka ax L, By.

3. Sifat Aditif Kanan, jika x 1,y dan x |, z maka x L, (y+z).

Bukti:

1. Berdasarkan teorema 3.4 diperoleh
g(xx) =[x’
Jika x 1, x atau g(x,x) =0 maka ||x||2 =0. Berdasarkan teorema 2.6

diperoleh

||x||2 =(x,x) =0 jika dan hanya jika x =0.

2. Berdasarkan teorema 3.4 diperoleh
g(ax,fy)=apg(xy).

Jika x Ly atau g(x,y)=0 maka
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g(ax, By)=apg(x.y)
=af.0
=0.

3. Berdasarkan teorema 3.4 diperoleh
g(xx+y) =[x +g(xy).
Jika x L, y atau g(x,y)=0 dan x L, z atau g(x,z)=0 maka
g(xy+z)=(x,y)+g(x,z)

=0+0
=0.

Contoh 3.4

Misalkan x dany merupakan barisan-barisan pada /', di mana

x=(-12,0,0,...) dany =(1,1,0,0,...). Fungsional g didefinisikan dengan

g(xy)= sgn(x,) y,.
k=1

Tunjukkan bahwa barisan x dany pada /' saling ortogonalitas-g.
Penyelesaian:
Ingat kembali mengenai fungsi signum yang didefinisikan dengan

1, Vx>0
sgn(x)=4 0, x=0
-1, Vx<0

sehingga diperoleh
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gsgn(xk)'yk =sgn(x ), +sgn(x, )y, +sgn(x;)- v, +sgn(x,)-y, -
_ _sgn(~1)-1+sgn(2)-1+sgn(0)-0+ sgn (0)-0+--

= 1141-140-040-04---

=—1+1+0+0+---

=0.

Karena g(x,y) =0, sehingga vektor x dan y saling ortogonalitas-g.
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BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Dari uraian pada BAB III dapat disimpulkan bahwa ortogonalitas-P
(Phytagorean Orthogonality) pada ruang bernorma riil memenuhi sifat
nondegenerasi, simetri, homogenitas, dan aditif kanan. Ortogonalitas-/ (Isosceles
Orthogonality) pada ruang bernorma riil memenuhi sifat nondegenerasi, simetri,
dan aditif kanan. Ortogonalitas-BJ (Birkhoff-James Orthogonality) pada ruang
bernorma riil memenuhi sifat nondegenerasi, dan homogenitas. Ortogonalitas-g
pada ruang bernorma riil memenuhi sifat nondegenerasi, homogenitas, dan aditif
kanan.
4.2 Saran

Pada skripsi ini, penulis hanya memfokuskan masalah pada ruang
bernorma-1. Disarankan untuk penelitian selanjutnya dapat mengkaji sifat-sifat
dasar ortogonalitas yang berlaku pada ruang bernorma-2 bahkan hingga ruang
bernorma-n. Selain itu, juga masih terdapat beberapa definisi ortogonalitas lain
pada ruang bernorma, seperti ortogonalitas-R dan ortogonalitas-D, sehingga yang

masih membuka kemungkinan untuk melakukan penelitian.
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