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ABSTRAK

Marfoah, Lismiyati. 2013. Penyelesaian Sistem Persamaan Linear Dua Sisi
pada Suatu Matriks dalam Aljabar Max-Plus. Skripsi. Jurusan
Matematika Fakultas Sains dan Teknologi Universitas Islam Negeri
Maulana Malik Ibrahim Malang.

Pembimbing: (1) H. Wahyu Henky Irawan, M.Pd.

(2) Ari Kusumastuti, S.Si, M.Pd.

Kata Kunci: Aljabar Max-Plus, Matriks atas Aljabar Max-Plus, Sistem
Persamaan Linear dalam Aljabar Max-Plus, Sistem Persamaan
Linear Dua Sisi dalam Aljabar Max-Plus

Aljabar max-plus adalah salah satu materi yang sama halnya dengan
aljabar linear biasa. Tetapi dalam aljabar max-plus ada yang disebut dengan
sistem persamaan liniear dua sisi. Aljabar linear biasa memiliki beberapa metode
atau cara penyelesaian begitu pula pada aljabar linear max-plus. Di sini akan
didiskusikan tentang sistem persamaan linear dua sisi dalam aljabar max-plus
yang diselesaikan dengan menggunakan Metode Alternating yakni dengan
prosedur iterasi, dengan sistem persamaan linear yang berbentuk A @ x =B ® y
dengan A,B € RI*X" yang elemen baris atau kolomnya memuat minimal satu
elemen berhingga. Penyelesaian sistem persamaan linear dua sisi dengan A @ x =
B ® y berawal dari persamaan A @ x = b, sehingga dibahas pula sistem
persamaan linear aljabar max-plus yang berbentuk A ® x = b yang berasal dari
persamaan A @ x < b. Aljabar max-plus memiliki sifat assosiatif, disributif,
komutatif, adanya elemen nol, adanya elemen satuan, dan bersifat idempoten.

Penyelesaian sistem persamaan linear dua sisi dengan bentuk A @ x =
B ® y juga berlaku pada persamaan AQx=yQ® B, x @ A=B Q y dan
x® A =y Q® B. Karena setelah dibuktikan ternyata nilai A® x = x ® A dan
B ® y =y @ B dan hal inilah yang menyebabkan penyelesaian A Q@ x =B ® y
mempunyai arti yang sama pada tiga persamaan tersebut.

Penyelesaian sistem persamaan linear dua sisi A ® x = B Q y secara
ringkas memiliki langkah-langkah sebagai berikut:

Diberikan sebarang nilai vektor x yang berhingga dengan x € R™*1,
Tetapkan r = 0, dan x(r) = x.

Dicaria = 4 Q x.

Dicari y = —(BT ® (—a)).

Dicarib =B ® y.

Dicari x dengan x = —(A” ® (—b)).

Tetapkan r = r + 1 dan ulangi hingga diperoleh A @ x = B @ y, maka
nilai x dan y adalah selesaiannya.

No ok ownPE
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ABSTRACT

Marfoah, Lismiyati. 2013. The Solving of Two Sided Linear Equations
Systems on Matrix in Max-Plus Algebra. Thesis. Department of
Mathematics Faculty of Science and Technology. The State of Islamic
University Maulana Malik 1brahim Malang.

Promotor: (1) H. Wahyu Henky Irawan, M.Pd.

(2) Ari Kusumastuti, S.Si, M.Pd.

Keywords: Max-Plus Algebra, Matrix in Max-Plus Algebra, System of Linear
Equations in Max-Plus Algebra, Two Sided Linear System in Max-
Plus Algebra

Max-plus algebra is one of the same material as the usual linear algebra.
But in the max-plus algebra there is the called two-sided system of linear
equations. Ordinary linear algebra has several methods or ways as well as the
completion of the max-plus linear algebra. Here we will discuss about the two
sides of the system of linear equations in max-plus algebra is solved by using an
Alternating Method is an iterative procedure, the system of linear equations in the
form A® x =B @ y with A, B € RI*X"" whose elements consist of a row or
column of at least one finite element. Completion of the two sides of the equation
system A @ x = B ® y originated from the equation A @ x = b, so that the
system of linear equations is also discussed max-plus algebra isan A@ x =b
from the equation A @ x < b. Max-plus algebra has associative properties,
disributif, commutative, the zero element, the unit elements, and are idempotent.

The solving system of linear equations with two-sided form A @ x = B ®
y also applies to the equation AQx =y QR B, x@A=BQ@y and x QA=
y @ B. Because after apparently proved the value of AQx=x® A and
B®y =y @B and it is this which led to the completion of AQx =B Q y
have the same meaning in the three equations above.

The solving of two-sided systems of linear equations A @ x = B ® y in
brief has the following steps:
Given any finite value of the vector x with x € R™*1,
Setr = 0and x(r) = x.
Searcha = A Q x.
Searchy = —(BT ® (—a)).
Searchb = B @ x.
Searchy = —(BT ® (—a)).
Set r =r+ 1 and repeat to obtain A @ x = B @ y, then the value of x
and y is the solution.
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BAB |

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Aljabar max-plus muncul pertama kali dalam tulisan Kleene (1956) yakni
tentang jaringan syaraf dan automata. Aljabar max-plus adalah semua himpunan
bilangan real dengan operasi @ dan @ yang masing-masing didefinisikan sebagai
maksimum dan penjumlahan (Baccelli, dkk., 2001:23).

Aljabar max-plus juga sering digunakan untuk memodelkan suatu
permasalahan seperti dalam suatu jaringan sistem transportasi, menganalisa
kedinamikan sistem pada penjadwalan flow shop, sistem penjadwalan jalur bus
dalam Kkota, sistem antrian, sistem lalu lintas, dan lain sebagainya (Subiono,
2012:2).

Dalam pemodelan jaringan dengan pendekatan aljabar max-plus, graf
untuk jaringan dinyatakan dengan menggunakan matriks, dengan unsur-unsurnya
menyatakan waktu aktivitas antar titik pada jaringan tersebut. Selanjutnya matriks
tersebut akan diselesaikan dengan menggunakan sistem persamaan linear aljabar
max-plus.

Sistem persamaan linear aljabar max-plus sama halnya pada aljabar linear
biasa yang berbentuk Ax =D, secara analog didefinisikan sistem persamaan linear
aljabar max-plus A® x=Db. Selanjutnya dalam aljabar max-plus terdapat sistem
persamaan linear dua sisi. Sistem persamaan linear dua sisi dalam aljabar max-

plus yang dikenalkan terdapat tiga bentuk yakni, pertama bentuk AQx®b =
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CQx®d, kedua bentuk A®x = BQx, dan ketiga bentuk AQx = B®y. Masing-
masing persamaan tersebut memiliki berbagai metode penyelesaian (Butkovic,
2010:149).

Baccelli, dkk. (2001) dalam bukunya menjelaskan, yakni dengan bentuk
persamaan AQx®b = CRx®d dengan A,C € R\%., yang diselesaikan dengan
aturan Cramer. Penelitian yang membahas mengenai metode penyelesaian sistem
persamaan linear dua sisi dalam aljabar max-plus antara lain adalah Stepping
Stone Method oleh Butkovic (2006) dan Metode Alternating (Alternating Method)
oleh Cunninghame dan Butkovic (2003) serta yang membandingkan kedua
metode tersebut dengan persamaan yang berbentuk A ® x = B @ x yang diteliti
oleh Aminu dan Butkovic (2008), yakni dengan judul “comparison of method for
solving two-sided system in max-algebra” yang hasilnya menunjukkan Metode
Alternating lebih efektif.

Dalam hal ini maka akan dibahas dan diteliti tentang sistem persamaan
linear dua sisi yang terdapat dalam aljabar max-plus. Sistem persamaan linear dua
sisi yang digunakan adalah sistem persamaan berbentuk A @ x = B Q@ y.
Selanjutnya sistem tersebut akan diselesaikan dengan menggunakan suatu metode
yang telah diperkenalkan dalam aljabar max-plus, yaitu dengan Metode
Alternating.

Penyelesaian matriks dengan menggunakan sistem persamaan linear dua
sisi dengan metode tersebut adalah salah satu langkah untuk menyelesaikan suatu

persoalan matematika yang tidak dapat diselesaikan dengan cara yang lainnya.
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Hal ini sebagaimana dinyatakan dalam Alqur’an surat Alamnasyrah ayat 5 dan 6
yaitu sebagai berikut:

P
Zos 587 .« zo8 = 877

[y eyl & ol =) Tl & ub

=

Artinya: “Karena Sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemudahan (5),
Sesungguhnya sesudah kesulitan ifu ada kemudahan (6)” (Q.S
Alamnasyrah 5-6).

Pada ayat di atas, Allah SWT menjelaskan bahwa sesungguhnya tidak ada
satupun permasalahan yang tidak ada solusinya atau setiap permasalahan pasti ada
jalan keluarnya. Jika tidak dapat diselesaikan dengan satu cara, maka persoalan
tersebut pasti dapat diselesaikan dengan cara yang lain dengan selalu berusaha.
Maka manusia dianjurkan agar tidak berputus asa, optimis dan selalu berpikir
positif dalam menghadapi segala bentuk persoalan.

Sistem persamaan linear dua sisi dengan berbagai metode penyelesaian
yang ada, dalam hal ini salah satunya adalah Metode Alternating (Alternating
Method) yakni dengan prosedur iterasi. Metode ini dapat digunakan untuk
menyelesaikan persoalan matriks dalam aljabar max-plus yang juga tidak selalu
memiliki penyelesaian.

Berdasarkan latar belakang tersebut, maka penulis mengangkat judul
“Penyelesaian Sistem Persamaan Linear Dua Sisi pada Suatu Matriks dalam
Aljabar Max-Plus”.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang di atas maka rumusan masalah yang diambil

adalah:
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1. Bagaimana analisis konsep penyelesaian sistem persamaan linear dalam
aljabar max-plus?

2. Bagaimana penyelesaian sistem persamaan linear dua sisi pada suatu
matriks dalam aljabar max-plus dengan Metode Alternating?

1.3 Tujuan Penelitian
Mengacu pada rumusan masalah yang telah ada, tujuan penelitian ini
adalah:

1. Untuk mengetahui bagaimana analisis konsep penyelesaian sistem
persamaan linear dalam aljabar max-plus.

2. Untuk mengetahuai bagaimana langkah-langkah penyelesaian sistem
persamaan linear dua sisi dengan Metode Alternating yakni dengan
prosedur iterasi dalam aljabar max-plus.

1.4 Batasan Masalah
Dalam penelitian yang dilakukan ini diberikan beberapa batasan masalah
sebagai berikut:

1. Sistem persamaan linear yang dicari penyelesaiannya adalah sistem
persamaan linear dua sisi dengan bentuk A @ x = B ® y.

2. A dan B merupakan matriks yang mempunyai baris atau kolom minimal
memuat satu elemen berhingga.

3. Dengan menggunakan Alternating Method, yakni dengan prosedur iterasi.

4. Sebatas memberikan deskripsi dan pembahasan lebih lanjut tentang aljabar
max-plus dan konstruksi penyelesaian sistem persamaan linear dua sisi

pada matriks biasa dalam aljabar max-plus.



1.5 Manfaat Penelitian

Manfaat yang didapat dari hasil pengerjaan skripsi ini adalah:

Memberikan langkah-langkah dalam menyelesaikan sistem persamaan
linear dua sisi yang berbentuk A @ x = B Q y.

Memberikan kemudahan untuk mendapatkan penyelesaian dari suatu
sistem persamaan linear dua sisi yang berbentuk A ® x = B ® y dalam
hal ini menggunakan Metode Alternating yakni dengan prosedur iterasi.
Bila diaplikasikan pada permasalahan nyata, maka akan membantu
mempermudah untuk mendapatkan penyelesaian sistem persamaan linear

dua sisi yakni mengetahui nilai x dan nilai y.

1.6 Metode Penelitian

Adapun tahapan-tahapan yang dilakukan dalam penelitian ini adalah

sebagai berikut:

1.

2"

Menganalisis sistem persamaan linear dalam aljabar max-plus.
Menganalisis penyelesaian sistem persamaan linear aljabar max-plus
AR x =bh.

Menjelaskan sistem persamaan linear dua sisi dalam aljabar max-plus.
Menjelaskan solusi sistem persamaan linear dua sisi A @ x = B @ y yang
solusinya berasal dari persamaan A @ x = b.

Memberikan langkah-langkah penyelesaian sistem persamaan linear dua
sisi AQ x =B @y dengan menggunakan Metode Alternating yakni

dengan menggunakan prosedur iterasi.



1.7 Sistematika Penulisan

Pada penelitian ini penulis menggunakan sistematika penulisan yang

terdiri dari empat bab, dan masing-masing bab dibagi dalam sub bab dengan

sistematika penulisan sebagai berikut:

Bab

Bab

Bab

Bab

| Pendahuluan, dalam bab ini dijelaskan tentang latar belakang, rumusan
masalah, tujuan penelitian, batasan masalah, manfaat penelitian, metode
penelitian, dan sistematika penulisan.

Il Kajian Teori, dalam bab ini dikemukakan teori yang mendasari
pembahasan. Bab ini dijelaskan tentang konsep aljabar max-plus, matriks
dan vektor dalam aljabar max-plus, sistem persamaan linear dalam aljabar
max-plus, sistem persamaan linear dua sisi dalam aljabar max-plus, dan
tafsir surat Alamnasyrah serta tafsir ayat-ayat Alqur’an lainnya yang
bersangkutan dengan materi pembahasan.

1l Pembahasan, dalam bab ini dipaparkan hasil-hasil kajian dan
pembahasan tentang penyelesaian sistem persamaan linear dua sisi pada
suatu matriks dalam aljabar max-plus, serta integrasinya dalam pandangan
Islam.

IV Penutup, dalam bab ini dikemukakan kesimpulan akhir penulisan dan

diajukan beberapa saran.



BAB Il

KAJIAN TEORI

2.1 Aljabar Max-Plus
Definisi 1
Notasi R,,q, Mmerupakan himpunan R U {e}, di mana R adalah
himpunan bilangan real, didefinisikan ¢ = —co dan e = 0. Untuk setiap
a,b € R,,,, didefinisikan operasi @ dan ® sebagai berikut:
a®b = max(a, b)
a®b = a + b (Olsder & Woude, 2005:4).

Himpunan R,,,, dengan operasi @ dan ® disebut aljabar max-plus dan
dinotasikan dengan R,qx = (Rmax ®, ®). Seperti aljabar konvensional, dalam
hal urutan pengoperasian (jika tanda kurung tidak dituliskan), operasi @ memiliki
prioritas yang lebih besar dari pada operasi @ (Olsder & Woude, 2005:4).

Contoh:
4® — 6@7®1, maka harus dipahami sebagai (4® — 6)D(7® 1)
Perhatikan bahwa (4® — 6)®(7Q® 1) = (4 + (=6))®(7 + 1)
= (-2)®(8)
= max(—2,8)
=8
Terlihat bahwa opersai @ didahulukan dalam menyelesaikan contoh
soal di atas. Lain lagi bila soal yang diberi tanda kurung terlebih

dahulu seperti berikut:



4RQ(-6PD7)R®1=4Qmax(—6,7) K1
=4 (M1
—4+74+1
=12
Perluasan operasi untuk —co
Dalam aljabar max-plus untuk suatu a € R,,,, bila dioperasikan —oo
maka memiliki hasil seperti berikut:
max(a, —©o) = max(—o,a) =a dan a+ (—») = —w+a = —oo, sehingga
berdasarkan definisi 1 menjadi a@e=c@Pa=a dan aRe =R a = ¢,
untuk setiap a € R4y -
Contoh:
a. 7@ e =max(7,&) = max(7,—n) =7,
b.7®e=7+e=7+(—0) =—w=c¢,
c. e ® 4 = max(e,4) = max(0,4) =4,
de®4=e+4=0+4=4
Definisi 2
Operasi pangkat dalam aljabar max-plus untuk setiap x € R,,,, dan
n € N, dengan n # 0 adalah

x®" = x@Qx®..Qx =x+x+--+x=nXx
sebanyak n sebanyakn

Sedangkan untuk n = 0 didefinisikan x®° = e(= 0) (Farlow, 2009:9).
Menurut Farlow (2009:10) aljabar max-plus mereduksi perkalian aljabar

biasa yakni x®™ = n x x, dan memiliki sifat lebih umum sebagai berikut:



i. Jikax #¢&x® =¢=0.
ii. Jikaa € R,x® = ax.
iii. Jikak > 0 maka ek = ¢, bila k < 0, maka ¥ tidak terdefinisi.
Contoh:
Dari definisi x®" = n x x
783 =3x7=21
Heidergott (2007:3-4) menyatakan bahwa sifat-sifat dalam aljabar max-
plus Vx,y,z € R,,,, adalah sebagai berikut:
a. Assosiatif:
VX,Y,2Z € Rpyur: x®(yDz) = (xBy)Dz.
dan
VX,V,Z € Rpur: XQ(yQz) = (xQy)Rz.
b. Komutatif:
VX,V € Rpax: X®y = y®x dan xQy = yQx.
c. Distributif operasi ® terhadap operasi &:
VX, Y, Z € Rypax: x®@(y®z) = (x®y) B (x®2).
d. Adanya elemen nol, yaitu:
VX € Rygx: XD = e®Dx = x.
e. Adanya elemen satuan (unit), yaitu:
VX € Rpax: Xx®e = e®x = x.
f. Adanya sifat penyerapan oleh elemen nol ¢ terhadap operasi ®:

VX € Rpuy: XQc = eQx = ¢.



g. Sifat idempoten dari operasi @:
VX € Rypgy: x®x = x.
Bukti:
1. VX,9,Z € Ryur: X (y®z) = (x®y)Dz
x®(yDz) = xB(max(y, z)) Definisi 1
= max(x, max(y, z)) Definisi 1

= max(max(x,y), z) Assosiatif

= max (z, max(x,y)) Komutatif
= z@®(max(x,y)) Definisi 1
= max(x,y) Bz Komutatif
= (x®y)®z

Jadi x®(y®z) = (xDy)Dz (Terbukti)

2. VX, 9,2 € Ry XQ(yQz) = (xQy) Rz

x®(YQ®z) = xQ(y + z) Definisi 1
=x+(y+2z2) Definisi 1
=x+y+z Assosiatif
=(x+y)+z Assosiatif
= (x®y)®z

Jadi x®(y®z) = (xQy)®z (Terbukti)

3. VX,V € Rpux: X®y = y®x dan xQy = yQx
x®y = max(x,y) Definisi 1
= max(y, x) Komutatif

= y@x
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Jadi x®y = y®x

x®@®y=x+y
=y+x
= y®x

Jadi x®y = y®x

(Terbukti)
Definisi 1

Komutatif

(Terbukti)

4. V%,9,2 € Rygy: x@(y®2) = (x@)D(x®2)

x®(y®z) = x + (max(y, z))
=max(x +y,x + z)
= (x®y)D(x®z)

Jadi x®(y®z) = (x®y)B(xQz)

5 VX €ERpgr: XPe = e®x = x

x@e = max(x, €)

= max(¢, x)
= e®x
= max(¢, x)
= max(—o, x)
=X
Jadi xe = eDx = x
6. VX € Rppgy: xQe = e@x = x
xQe=x+e
=e+x

= eQx

e+x

Definisi 1

Distributif

(Terbukti)

Definisi 1

Komutatif

Definisi 1

Perluasan operasi —co

(Terbukti)

Definisi 1

Komutatif

Definisi 1
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=0+x Perluasan Operasi —oo
=Xx
Jadi x®e = e®x = x (Terbukti)

7. VX € Rpypgy: x®c = e®x = ¢

xQe =x+¢ Definisi 1
=+ x Komutatif
= eQ®x
=e+x Definisi 1
= —00+ X Perluasan Operasi —o
= —c0
=&
Jadi xQe = eQx = ¢ (Terbukti)

8. VX €E Rppgx: x®Bx = x

xPx = max(x, x) Definisi 1
e
Jadi x®x = x (Terbukti)
Definisi 3

Semi grup adalah himpunan tak kosong dari bilangan real
satu operasi, yakni @y sedemikian sehingga:
a) @y bersifat tertutup
b) @y bersifat assosiatif dan komutatif
¢) Adanya elemen netral

d) @y idempoten (Heidergott, 2007:4).

12

dengan
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Semi grup demikian dinotasikan oleh R = (RL,D). Jika Py komutatif,
maka R disebut komutatif dan jika @5 idempoten, maka R disebut idempoten.
Suatu operasi @, dikatakan idempoten pada R jika untuk setiap x € R berlaku
X Prx =x.

Selanjutnya dari definisi semi ring berikut, tampak bahwa aljabar max-
plus merupakan salah satu contoh struktur aljabar yang disebut semi ring.

Definisi 4
Semi ring adalah himpunan tak kosong R dengan dua operasi @5 dan
X g sedemikian sehingga:
a) @y adalah assosiatif dan komutatif dengan elemen nol &g.
b) ®r adalah assosiatif, distributif terhadap @z, dan mempunyai elemen
satuan (unit) eg.
c) eg merupakan elemen penyerap terhadap ® (Heidergott, 2007:4).

Semi ring demikian dinotasikan oleh R = (R4, Qr,DPr, €r, €r)- Jika @
komutatif, maka R disebut komutatif dan jika @5 idempoten, maka R disebut
idempoten. Suatu operasi @y dikatakan idempoten pada R jika untuk setiap
X € R berlaku x @ x = x (Heidergott, 2007:4).

Menurut Ariyanti (2011:34-35) aljabar max-plus adalah contoh dari semi
ring komutatif dan idempotan. Karena untuk setiap a, b, ¢ € R,,,,,, berlaku:

1. @ adalah assosiatif dan komutatif dengan elemen nol ¢, yaitu:
a. (a®b)®c = max(max(a,b),c) = max(a, max(b,c) =
max(a, (b®dc)) = a®(bdc)

b. a®b = max(a,b) = max(b,a) = b®a
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C. a®e = max(a,—o) = a
2. @ adalah assosiatif, distributif terhadap @ dan mempunyai elemen satuan
(unit) e, yaitu:
a (@a®b)Rc=@+b)+c=a+b+c)=aQRQ (bR c)
b. (a®b) @ c = max(a,b) +c=max(a+c,b+c)=(@Q c)D(b Q c)
C. a@ (b&c) =a+ max(b,c) =max(a+b,a+c)=(@®Rb)B(a c)
da®QRe=a+0=a=0+a=eQa
3. &€ merupakan elemen penyerap terhadap &, yaitu:
aa@Qe=a+(—0)=—c0=(—0)+a=¢cQa
4. Komutatif dan idempoten, yaitu:
aa®b=a+b=b+a=bQa
b. a®a = max(a,a) = a
2.2 Matriks dan Vektor atas Aljabar Max-Plus
Dibagian sub bab ini akan didefinisikan vektor dan matriks di R,,qy-
Dalam kajian teori berikutnya akan menjabarkan aljabar max-plus dalam sistem
persamaan linear.
2.2.1 Matriks atas Aljabar Max-Plus
Operasi @ dan @ dalam aljabar max-plus dapat diperluas untuk operasi
matriks atas aljabar max-plus. Di sini akan dijabarkan tentang matriks atas R,
Himpunan matriks m X n untuk m,n € N pada R,,,, dilambangkan oleh RI'X,
Jumlah baris dalam matriks tersebut adalah n dan m menandakan jumlah kolom.

Untuk n € N, didefinisikann = 1,2,3 ....
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Seperti dalam aljabar konvensional menulis matriks A € Ry sebagai

berikut:
a,; ap a,
G g
L am1 am Tar amn ]

Elemen dari matriks A € RJI;% dalam baris i dan kolom j dinotasikan
dengan a;; atau dapat dilambangkan sebagai [A];; dengan i € 1,2,3,...,m dan
j € 1,2,3,...,n. Penjumlahan dan perkalian dari vektor dan matriks aljabar max-
plus didefinisikan dalam cara yang biasa, yakni + dan x oleh @ dan ® (Olsder &
Woude, 2005:66).

Definisi 5
1. Untuk penjumlahan matriks, yakni A,B € RI'** dinotasikan A@®B
didefinisikan sebagai
[A®B];j = a;;®b;;
= max(a;;, b;;)
Dimanai € 1,2,3,..,mdanj € 1,2,3, ..., n.
2. Untuk perkalian matriks A € RJL<% dan B € RL% dinotasikan dengan

AQB didefinisikan sebagai

n

[A®B]; = @ (a;j®bj;)

j=
Untuki € 1,2,3,..,mdanj € 1,2,3,...,n.

Sifat perkalian matriks ini adalah tidak komutatif, yaitu AQB + BRA.
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Transpos dari matriks dinotasikan dengan AT dan didefinisikan seperti
dalam aljabar konvensional, yaitu:
[AT];; = [A];;
Matriks identitas n xn dalam aljabar max-plus dinotasikan E,,,

didefinisikan sebagai

e=0 jikai=j
e jikai#j

[«)

U e
[Enlij = { . Seperti [E, ]33 = [ s].
0

&

™M

5. Untuk matriks persegi dan positif k integer, atau € RJ;5%, pangkat ke-k

Misalkan A = [i i] dan B = [

dari A dinotasikan A®* didefinisikan oleh

A®% = AQARAR ... QA
sebanyak k

Untuk k = 0,A%° = E,.
Untuk setiap matriks A € R}y dan setiap skalar a € R,,,4,, perkalian
a®A didefinisikan sebagai

[a®A];; = a®[A];;

Dengani € 1,2,3,...,mdanj € 1,2,3, ...,n (Farlow, 2009:12).

5

kemudian A@®B = B@A,

max(e,—1) max(4,4)

431]@[_31 i]:[i 51169[_31 45}]
max(2,3) max(3,5)] [ max(3,2) max(5,3)
] B [max(—l, e) max(4,4)

J=0 2
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UntukA®B=§ i]@[fl Z]

2Q3D3R®(—1) 205034
eQ3D4R(—1) eQR504R4

'max(2+3,3—1) max(2+5,3+4)
max(e +3,4—1) max(e+54+4)

max(5,2) max(7,7)
|max(0 + 3,3) max(0 + 5,8)

'max(5,2) max(7,7)] _[5 7
imax(3,3) max(5,8) _[3 8]

35]

NG
dan B®A = | 4]® 5 b

[ 30265Qe 3@3D5@4
[(-D®204Q®e  (—1)@304®4

[ max(3+2,5+e) max(3 + 3,5 + 4)
max((—1) +2,4+e) max((—1)+34+4)

'max(5,5+0) max(6,9)
max(1,4 + 0) max(2,8)

‘'max(5,5) max(69)] 5 9
imax(1,4) max(2,8) _[4 8]

5 9
4 8r

5"y %

Jadi ARB % BRA = [3 :

d
Seperti biasa operasi @ adalah bersifat komutatif untuk matriks, namun

untuk operasi @ tidak bersifat komutatif. Sedangkan matriks identitas identik

dengan operasi @ sebagai berikut:

AQE, = A, untuk semua A € R}, dan

E,,®A = A, untuk semua A € R}

Perhatikan bahwa seperti sebelumnya operasi ® mendistribusikan lebih

pada operator @ untuk matriks. Juga operasi @ bersifat idempoten di R}L %



18
karena AGA = A. Jadi RS merupakan semi ring idempoten. Namun perlu
dicatat bahwa hal itu adalah semi ring idempoten yang operasi @ bersifat
nonkomutatif (Farlow, 2009:12-13).

Rudhito (2003:4) menyatakan bahwa operasi-operasi matriks atas aljabar

max-plus mempunyai sifat-sifat sebagai berikut:

1. ABB)BC=ADBDBO)

2. AOGB=B&@A

3. A®B)®C=4AQBRC0)

4. AQBO®O=AQB)DBMAURKI()

5. A®B)RC=AQ0)D(BRO)

6. a®RA=4Ra

7. a® (B A

8. aQ(ADBB)=(0a®A) D (a®B)

9. AQA=A

Buki:
1. Ambil sebarang matriks A, B, C € R} 7. Elemen baris ke-i dan kolom ke-j

matriks (A @ B) @ C adalah:

[(A®D B) D Clij = (a;; D bij) D c;;  Definisi 5 (penjumiahan matriks)

= max(aij, bl]) &b Cij Definisi 1
= maX{maX(aij, bij)' Cij} Definisi 1
= max(al-j, max(bij, Cij) Assosiatif

=a;; @ (b;; @ cij)

=[A® (BD O]y (Terbukti)
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Untuki € 1,2,3,...,mdanj € 1,2,3,...,n
Atau dapat dibuktikan sebagai berikut:
[(A® B) @D Cl;; = (a;; D b;j) D c;;  Definisi 5 (penjumlahan matriks)
=a; @ (b ® c;j) Assosiatif
=[A® (B S O] (Terbukti)
2. Ambil sebarang matriks A, B € RI'X". Elemen baris ke-i dan kolom ke-j
matriks A €@ B adalah:

[A @ Bl;j = a;;®b;;

= max(a;;, b;;) Definisi 5 (penjumlahan matriks)
= max( b;;, a;;) Komutatif

= bij®a;;

= [B @ Al;; (Terbukti)

3. Ambil sebarang matriks A € R,.>, B € RE% dan € € RLJY. Elemen baris ke-

i dan kolom ke-j matriks (A @ B) @ C adalah:

q
[(A®B)XCl;j =P <@ all®blk) ®cy; Definisi 5 (perkalian matriks)

k=1

P q

= @ a® ((—B blk®ckj> Assosiatif
I=1 k=1

=[A® (B ® O)];; (Terbukti)

4. Ambil sebarang matriks A € Ry dan B,C € R.LJ*. Elemen baris ke-i dan

kolom ke-j matriks A @ (B @ C) adalah:

[A® (B D O)l;; (—B alk®(ka€Dck]) Definisi 5 (kali dan jumlah matriks)
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p
=® (aik®bkj@aik®ckj) Distributif
Kt

p p
<(—B aik®bkj> D <E-B aik®ckj>

k=1

=[AQ® B];; B [A ® C];; (Terbukti)

5. Pembuktian sama seperti dengan nomor 4. Ambil sebarang matriks A € Ryy..-

dan B,C € RL™. Elemen baris ke-i dan kolom ke-j matriks (A @ B) ® C

max *

adalah:

ADPB)RC=ARO)DBRO)

p
(A8 B)®Cly = @ ((audbi;)®cs)) Definisi 5
k=1
p
= @ (au®ci;®bi;Qck;) Distributif
k=1

p p
<@ aik®ckj) D <k€9 bk,-®ckj)
=il

k=t
=[A®Cl;; ®[BRCl; (Terbukti)
Untuki € 1,2,3,...,mdanj € 1,2,3,...,n.
6. Diketahui a € R4, dan A € RS, maka bukti a @ A=A ® a adalah

sebagai berikut:

[a®A];; = a ® [ay;] Definisi 5 (perkalian skalar)
=[a;] ®a Komutatif
=AQa (Terbukti)

7. Diketahui a,B € Ry dan A € R7V:T, maka bukti a @ (B @ A) adalah

sebagai berikut:
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a@PBRXA=a® (B a;;)

=a® (B [aij]) Definisi 5 (perkalian skalar)
= (@ ® B ® [ay] Assosiatif
=(@®p)®A (Terbukti)

8. a ER,, ., dan A,B € R makabuktia @ (AP B)=(a QR A) ® (a @ B)

adalah sebagai berikut:

[a @ (A®B);; =a® ([a;®b;]) Definisi 5
= (a®]a;;|®a®|b;;]) Distributif
= (a®[a;;]) ® (a®[by])
= [a ® Al;; ® [a ® Bl;; (Terbukti)
0. APA=A
[A D A];j = a;; D a;j Definisi 5 (penjumlahan matriks)
= max(ayj, a;;) Definisi 1
= a;;
=A (Terbukti)
Teorema 1

(R 5™ @) merupakan semi grup komutatif idempoten dengan elemen
netral matriks ¢ dengan (&);; = € (Rudhito, 2005:131).
Bukti:
Untuk menunjukkan (R @) merupakan semi grup, cukup menunjuk-
kan (RZ:™,€D) memenubhi sifat semi grup (definsi 3), perhatikan bahwa:
1. Memenubhi sifat tertutup yaitu, VA, B € R berlaku A @ B € RIS,

Dengan bentuk matriks A dan B sebagai berikut:



8 8y

pel

am]. a'mZ

.a

G b, b,
a?n dan B b.21 b?2
b, b

mn

22

Dengan a;j, b;j € Ry, untuk i = 1,2,3,...,mdanj = 1,2,3, ..., n, maka:

a:ll a12 a:l.n bll blZ bln
A@ B _ a21 a22 a2n @ b21 b22 b2n
L aml amz a'mn bml bm 2 bmn
_a11®b11 a, @by, a, @b, (21)
i, a'21 @ b21 a22 @ b22 a'2n @ b2n
_aml @ bml am2 C_B bm2 amn C_B bmn

Karena a;j, b;j € Rypax dan Ry, Mmerupakan suatu semi grup komutatif
dengan operasi € sehingga a;; @ b;j € Rppg, UNtuk i =1,2,3,...,m dan
j=1,23,..,n jadi A@® B € Ry

2. Memenuhi sifat assosiatif yaitu VA, B, C € R berlaku
(ADB)DC=ADBBDO).

Dari matriks (2.1) diperoleh:

a, ®b, a,®b, 8, Ob,
A@B = 8, ®b, @, 0®bh, 8, Oy,
a,®b, a,®b, .. a,®b,
Ci Cp Cin
c|t G Cn |, maka (A @ B) @ C berbentuk:
C. C, .. C

m2 mn
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(alil@bll)@(:ll (a12 @bIZ)@CIZ (a:ln ®bln)(-Dcln
C= (a21 ®b21) (_Bcll (a22 ®b22) C_BCZZ ce (aZn (_BbZn) 6—DCZn

(@, ®b,)®c, (a,®b,)®c, .. (a,®h,)Sc,
Karena a;j, b;j, ¢jj € Rypgx UNtUk i = 1,2,3,..,m dan j =1,2,3,..,n pada
Rynax berlaku sifat komutatif, maka (a;; @ b;;) @ Ci; = a;; @ (bi; @ Ci)
berbentuk:

a, (b, 0c,) a,®(0b,®c,) .. a,®(,dc,)
aZl @ (b21 @ CZl) a22 @ (b22 @ CZZ) O a2n @ (bZn @ CZn)

_aml @ (bml @ le) amz @ (bmz @ sz) amn @ (bmn ®Cmn)

a11 a12 o aln bll ® Cll b12 ® C12 y° bln ® Cln

_ a21 a22 . aZn @ bZl @ CZl b22 @ CZZ N~ bZn @ C2n
_aml Any e Ay bml ® Cot bm2 ® Cho bmn ® Con
=ADBDC)

Jadi terbukti bahwa (A@ B) P C =A P (B P 0).
3. Terdapat matriks & dengan (&;;) = &,V A € Rjz% berlaku A @ & = 4, yang

mana & disebut elemen netral.

A, O 3| |OE—

| & € ... ¢

A@e=| %2 el .
Ay Ay, ... Ayl |& € ... ¢
a,®e a,Pe ... a,P¢

a,,Pe a,de ... 3, D¢
a,®e a,Pe -+ a, D¢



i max(ay;, £)
max(a,,, &)

| max(a,;, €)

4, 4,
a‘Zl a'22

a a

ml m2

Jadi, AP e = A.

Memenuhi sifat komutatif yaitu, A @ B € RI'<"* berlaku A @ B = B @ A.

max(a,, )
max(a,,, €)

max(a,,,, £)

a, &, a, b, b,
A@ B _ a‘Zl a.22 a?n @ b21 b22
aml am2 amn bml bm2
all@bll a12®b12 a1n®bln
_ aZl (_B bZl aZZ (_B b22 a2n @ b2n
a,®b, a,®b, ... a,®b,
[ max(ay,b,)  max(a,,b,)

max(a21¥ b21)
L max(aml ’ bml)

" max(by,,a,,)

| max(h

max(azz ’ b22)
max(amz ' bmz)

max(by,, ay,)

I’nax(b21’ aZl) max(b22 ! a22)

aml) max(bmz ! am2)

ml?
bllc—BaM b12@312 bln(_Baln
— b21®321 b22®a22 b2n®a2n
b ®a b, ®a . b ®a

ml ml m2

max(a,,, €)
max(a,,, £)

max(a,,,, £)

by,
b

2n

mn

max(a,,, b,,)
max(aZn ! b2n )

max(amn 7 bmn )

max(b,, a,,)
max(bZn ! aZn )

max(b,,,,a,,)

24
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bll b12 e bln a:I.l a12 b a:I.n
_ b‘21 b?2 b?n o a‘21 a‘22 a?n _BDA
b b b a a a

m2 mn

Memenubhi sifat idempoten yaitu, VA € Rji<7 berlaku A @ A = A.

& Ay .- &y a; a, .- &,
a a ... a a a ..oa
A @ A _ .21 ’22 ?n @ '21 .22 .2n
_aml am2 T amn aml am2 e amn
a,®a, a,da, .. 8,Pa,
layPa, a,®a, ... a,,®da,
_aml (_B aml am2 (_B a'm2 amn C_B amn
max(a,;,a,) max(a,,a,) ... max(a,,a,)
| max(ay,a,)  max(ay,ay) ... max(a,,,a,,)
| max(a,,;,a,,) max(a,,,a,,) -+ max(a,,a,)
& A, - &y
_ By Cip@ ooo A
;aml amz amn

Jadi R memenuhi sifat idempoten.

Dari pembuktian 1, 2, 3, 4, dan 5 maka dapat disimpulkan (R} 7%,D)
merupakan semi grup komutatif idempoten.

Teorema 2

(R, D,®) merupakan semi ring idempoten dengan elemen netral

matriks e dengan (€z j) = & dan elemen satuan matriks E dengan

(Ojikai=] o .. _
(E,) = {gﬁka : - (Rudnito, 2005:132).

Bukti:
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Untuk membuktikan (Rjye%,D,&) semi ring idempoten, cukup menunjukkan

(RS, Q) semi grup dengan elemen satuan matriks E dengan,

(0jikai=j o
(E;)) = {E jika i = 4an memenuhi sifat distributif.

Memenubhi sifat tertutup yaitu, VA, B € RJL% berlaku A @ B € RjLE.
Dari definisi 4, [A ® Bl =®7-; a;; ® bj,

[, ... a,] [by ... by
A®B=| : 2 || 2
a, --- & b, ... b

nl nm nm

(-Da1j ®bj1 (-Ba1j ®bjn
=1 jEL
= : : (2.2)

C-Dla”j ®bj1 (-Blanj ®bjn
| J= j=

Perhatikan bahwa untuk setiap a;; ® bj; € Ry, tertutup terhadap operasi €
sehingga @%_; a;; ® bj; € Ripqy jadi A ® B € RIS
Memenuhi sifat assosiatif yaitu, V A,B,C € R:% berlaku (A® B) ® C =

A® (B ® (). Dari definisi (2.2) diperoleh:

@a,; ®b;, ... Pa,;®b;,
j=1 J=l Ci -+ G
(A®B)= : : dan C=| : : |, misalkan

n n C 1 C
S
@anj ®bj1 @anj ®bjn
L =L j=1

n

nn

(A®B)®C=D
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a, ®b, ... a, ®b,,
B OO @B e g

C, ... C

nn

_@?anj@bjl Q?am.@bjn
| i= i=

P(@a, b)) 00, ... @(@a,®b,)®c,

=1 j=1 =1 j=t

@(@anj@)bjl)@)c,1 @(@anj@)bjn)@c,n
| 1= j=1 =1 j=1

(@2) Db ©c) - (@) 9D, ©c,)

(éanj ) ® Ié(bnl ® CIl) OO (éanj) ® Ié(bnl ® CIn)

8y .- &,
=| : D ®

a, ... a n n
" b @b, ®c,) ... P, dc,)
L= I=1 i

Oty ®6) - B, Oc,)

=AQBRC)
Jadi(AQB)Q®C=AQ (BQ C) terbukti.

0,jikai=j

H nxn J— ilei
Terdapat matriks E € Rpg% dengan (E);; {e,jikai oy sedemikian

sehingga VA € Ry berlaku A @ E = A.

g ...y, 0 ¢ ¢
ARE=| : D ®le 0 &

a, ... & e ¢ 0

nn

Matriks yang terbentuk adalah matriks dengan entri sebagai berikut:



(%@@@@ﬁxn)

(2, ©0) © (P2, )

Karena 69?=1,n=1 anj ® & = &, maka matriks (2.3) menjadi:

(2, 80)®¢

(a,®0)@¢

Karena a;; @ 0 = a;; + 0 = a;;, maka diperoleh matriks berikut:

a, D¢ a,Pe

a,®e ... a,P¢

nn

(a, ®0)@(%§a1,- ®¢)

n-1
(a,®0)® ((-Banj ®¢)
j=1

(3, ®0)@s

(a,®0)@¢

Karena a;; @ ¢ = max (a;;, €) = a;; diperoleh:

8y ..o 8y
: = A
a, ... @

nn

Jadi A Q E = A dan E merupakan elemen satuan.

Memenuhi sifat distributif yaitu, VA, B, C € R7:% berlaku

AQBOCO)=AQB)D A0

b

nl

b, ®c,,

_bnl ® Cnl

b, ... b,
B®C=| ! e

®c

bln ®C1n

nn

Dengan memisalkan B @ C = D sehingga,

(2.3)

28
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ail ain b1169(311 bln<>§(':1n
A®D=| : D ® : :
a, ... @ b,®c, ... b, ®c

nn nn nn

,—Gfla“ ® (b, ®cy,) ... ,@:18” ® (b;, ©c;,)

_je:alanj ® (b, ®c;) ... J@lanj ® (b;, @cjn)_

D(a,; ®b,))®O(a,; ®cy) ... D(a,; ®b,)OB(a,; Scy,)

_jér:)l(anj@)bjl)@jér:)l(am@cjl) g(am(@bjn)@j@:)l(am@)cm)_
Da; ®by) ... D(a,;®by)| | D(@,;®Cy) ... (& ®cy)
_ : : ® : :
J_(J:al(anj@bjl) j€r:>l(anj6<)bjn) J_Gz(a“@)cjn) J_(J:al(aij@)cjn)
=(AQB)DMUAKC()

Jadi (R, D,®) merupakan semi ring idempoten.

Selanjutnya relasi " <,, " yang didefinisikan pada R,,,, dengan
a<,b< a®b=>b.Sedangkan relasi " <,,, " pada Ry#* didefinisikan dengan
A<, B ADB=B<a;® b= a;; <, b;;. Serta relasi " <,, " pada
RXL didefinisikan dengan x <, yeox@Py=y o x; <, y; (Subiono,
2012:15).

Teorema 3
Diberikan matriks A € R 2. Bila vektor x,y € Riix* dengan

X <nmy,maka (A ® x <,, A ® y) (Subiono, 2012:16).
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Bukti:
Untuk sebarang x, y € R2;" dengan x <,, y, maka
xBy=y=AQx®By)=AQy
SAQXx) D(ARY)=AQYy
S ARXx<,ARY).

Contoh:

Diberikan matriks A = [g ﬂ dan vektor x = [g] serta y = [g] jelas bahwa

r<ny.a®@x=[3 e[ =[glanaey=[; {Jefg=[] ra
ini terlihat jelas bahwa (A @ x <,, A Q y).
2.2.2 Vektor

Elemen-elemen dari x € RI%sL disebut vektor (vektor max-plus). Elemen
ke j dari sebuah vektor x € Ry5, dinotasikan dengan x; atau dapat dituliskan
[x];. Vektor di R75: dengan semua elemennya sama dengan e disebut vektor
unit dan dinotasikan dengan u, atau ditulis [u]; = e untuk j € n. Untuk sebarang
a € RIVL perkalian a®u menghasilkan sebuah vektor dengan semua elemennya
sama dengan a.

Kolom matriks j¢"* dari matriks identitas E,, dikenal sebagai j'* basis
vektor dari RIVL. Vektor ini dilambangkan oleh ej = (&8 ...,5€,&E,..,8),
dengan kata lain e adalah termasuk entri j** dari vektor (Farlow, 2009:13 ).

2.3 Sistem Persamaan Linear Aljabar Max-Plus

Sistem persamaan linear aljabar max-plus di dalamnya menjelaskan dan

membahas tentang menyelesaikan persamaan A @ x = b.
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Selanjutnya untuk mengetahui selesaian dari sistem persamaan linear yang

berbentuk A ® x = b perlu diketahui terlebih dahulu hal ini:
Sebagai motivasi, diberikan persamaan dimensi satu berbentuk a + x = b, dengan
a dan b adalah bilangan real tak negatif. Hal ini jelas bahwa bila a > b, maka
persamaan ini tidak memiliki selesaian. Sebaliknya bila a < b, maka persamaan
a + x = b memiliki selesaian, yakni x = b — a.

Dalam aljabar linear telah dikenal sistem persamaan Ax = b. Secara
analog didefinisikan sistem persamaan linear aljabar max-plus A®x = b.
Kekurangan dari aljabar max-plus adalah tidak adanya invers additive. Hal ini
menyulitkan untuk menyelesaikan sistem persamaan linear A ® x = b. Dalam
aljabar linear max-plus, selesaian persamaan A @ x = b tidak selalu ada, bila ada
hal ini belum tentu tunggal (Subiono, 2012:33).

Selanjutnya A adalah matriks. Untuk matriks A ini, selalu didapatkan apa
yang dikenal dengan sub selesaian terbesar dari A ® x = b. Sub selesaian
terbesar adalah vektor terbesar x yang memenuhi A @ x < b. Selesaian ini
dinotasikan oleh x*(A4, b). Sub selesaian terbesar tidak harus merupakan suatu
selesaian dari A @ x = b (Subiono, 2012:36).

Contoh:

X
Diberikan sistem persamaan linear [; g] (034 [x;] = [g] Persamaan A@ x = b

tidak memiliki selesaian, sebab bila memiliki selesaian berarti ada x = [x;]

o[} 5[] = 2
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Selanjutnya didapatkan x = 0 dan max{7,9 + x,} = 5, terlihat bahwa tidak ada
X € Ry Sehingga max{7,9 + x,} =5 tidak dapat diketahui hasilnya. Jadi
persamaan A @ x = b tidak memiliki selesaian. Untuk itulah sistem persamaan
linear aljabar max-plus tidak selalu memiliki selesaian. Oleh karena itu masalah
selesaian A®x = b kemudian diperlemah dengan mendefinisikan konsep sub
selesaian sebagai berikut:
Definisi 6
Diberikan A € R dan b € RL™, Vektor x' € RV disebut suatu
sub selesaian dari sistem persamaan linear aljabar max-plus AQx = b jika
vektor x tersebut memenuhi A®x' <,, b. Sub selesaian dari sistem
persamaan linear AQx = b selalu ada karena untuk & = [g,¢, ..., €]7 selalu
berlaku AQ¢ = ¢ <,,, b (Rudhito, 2005:160).
Definisi 7
Suatu sub selesaian X dari sistem persamaan A®x = b disebut sub
selesaian terbesar dari sistem A®x = b jika x' <,, X untuk setiap sub
selesaian x" dari sistem persamaan A®x = b (Rudhito, 2005:160).
2.4 Kajian Aljabar Max-Plus dalam Alqur’an
Dalam Alqur’an seluruh ayat yang tertera pastilah memiliki makna yang
dapat ditafsirkan dalam kehidupan maupun ilmu-ilmu dalam dunia ini. Hal ini
juga yang mengaitkan notasi aljabar max-plus dalam firman Allah surat Annisaa’

ayat 23 yang berbunyi:
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} // A oo } /ﬂé - > > - 8
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Artinya: “Diharamkan atas kamu (mengawini) ibu-ibumu, anak-anakmu yang
perempuan, saudara-saudaramu yang perempuan, saudara-saudara
bapakmu yang perempuan, saudara-saudara ibumu yang perempuan,
anak-anak perempuan dari saudara-saudaramu yang laki-laki, anak-
anak perempuan dari saudara-saudaramu yang perempuan, ibu-ibumu
yang menyusui kamu, saudara perempuan sepersusuan, ibu-ibu
isterimu (mertua), anak-anak isterimu yang dalam pemeliharaanmu
dari isteri yang telah kamu campuri, tetapi jika kamu belum campur
dengan isterimu itu (dan sudah kamu ceraikan), Maka tidak berdosa
kamu mengawininya, (dan diharamkan bagimu) isteri-isteri anak
kandungmu (menantu), dan menghimpunkan (dalam perkawinan) dua
perempuan yang bersaudara, kecuali yang telah terjadi pada masa
lampau, Sesungguhnya Allah Maha Pengampun lagi Maha
Penyayang ” (Q.S. Annisaa’:23).

Maksud dari kata ibu di sini ialah ibu, nenek dan seterusnya ke atas. dan
yang dimaksud dengan anak perempuan ialah anak perempuan, cucu perempuan
dan seterusnya ke bawah, demikian juga yang lain-lainnya. Sedang yang
dimaksud dengan anak-anak isterimu yang dalam pemeliharaanmu, menurut
jumhur ulama termasuk juga anak tiri yang tidak dalam pemeliharaannya.

Menurut tafsir Aththabari “diceritakan oleh Abu Kuraib kepada kami, ia
berkata Ibnu Abi Zaidah menceritakan kepada kami dari Atstsauri, dari A’masi,

dari Ismail bin Raja, dari Umair (mantan budak lbnu Abbas), dari Ibnu Abbas, ia
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berkata, “diharamkan sebab keturunan tujuh (orang) dan sebab perkawinan tujuh
(orang)”. Allah berfirman, “diharamkan atas kamu (mengawini) ibu-ibumu,
sampai kepada (tentang) firman Allah, dan menghimpunkan (dalam perkawinan)
dua perempuan yang bersaudara kecuali yang telah terjadi pada masa lampau”.
Ketujuh orang itu (dijelaskan) dalam firman Allah, dan janganlah kamu kawini
wanita-wanita yang telah dikawini oleh ayahmu” (Aththabari, 2009:678).

Maka dari firman di atas menjelaskan bahwa manusia diciptakan
berpasang-pasangan antara laki-laki dan perempuan dengan menikah. Akan tetapi
cara menikahkan dengan pasangannya harus secara hukum agama dan apabila
tidak sesuai dengan hukum agama, maka diharamkan bagi kedua pasangan yang
akan menikah. Padahal tujuan menikah adalah agar supaya halal. Jadi menikahlah
dengan pasangan kamu sesuai dengan hukum agama.

Dari tafsir dan penjelasan Alqur’an tersebut, dapat diambil hubungannya
dengan aljabar max-plus, yang mana aljabar max-plus dinotasikan dengan dua
operasi yakni Ryax = (Rmar,®,®). Dengan R,,,, merupakan himpunan
manusia (laki-laki dan perempuan), @ merupakan operasi pertamanya yakni
pernikahan, ketika laki-laki dan perempuan dioperasikan pada operasi pertama
maka akan melahirkan anak dan berkembang dan @ merupakan operasi keduanya
yaitu hukum agamanya, ketika dioperasikan pada operasi kedua maka perkawinan
laki-laki dan perempuan menjadi sah, bila pernikahan tidak secara hukum agama,

maka pernikahan dianggap tidak sah. Hal ini dapat digambarkan sebagai berikut:



Perempuan

Secara hukum
agama

Ya Tidak

Sah Tidak sah

Gambar 2.4 Himpunan Manusia dengan Dua Operasi Biner
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Sebelum membahas penyelesaian sistem persamaan linear dua sisi yang
berbentuk AQx = B®y, terlebih dahulu diberikan penjelasan tentang persamaan
A®x = b yang mana solusi persamaan ini akan digunakan pada persamaan
AQ®x = BQy.

3.1 Analisis Sistem Persamaan Linear dalam Aljabar Max-Plus

Sistem persamaan linear dalam aljabar max-plus sama halnya dengan
sistem persamaan linear biasa. Walaupun sama tetapi memiliki perbedaan. Sistem
persamaan linear yang berbentuk Ax = b dianalogikan pada aljabar max-plus
dengan bentuk AQx = b, hal ini dikarenakan memiliki definisi perkalian matrik
dalam aljabar max-plus, yakni A adalah sebuah matriks. Sub selesaian sistem
persamaan AQx = b dijelaskan pada teorema 4.

Terlebih dahulu diketahui bahwa relasi " <,, " yang didefinisikan pada
Ry dengan a <,, b & a @ b =b. Sedangkan relasi " <,," pada R %
didefinisikan dengan A <,, B A® B =B < a;; @ b;; & a;j <, b;;. Serta
relasi " <,," pada Rl.: didefinisikan dengan x <,y xBy=y <
x; <m yi (Subiono, 2012:15-16).

Teorema 4
Diberikan A € RI'X" dengan unsur-unsur setiap kolomnya tidak

semuanya sama dengan ¢ dan b € R1*™, Sub selesaian terbesar A®x = b ada

36
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dan diberikan oleh X dengan -%; = max;(—b; + a;;) untuk setiap i =
1,2,3,...,mdanj = 1,2,3,...,n (Baccelli, dkk., 2001:110).

Bukti:
Perhatikan bahwa,

a11®x,0a,,®x,®D ... Da,,Rx,, <, by

ARx <, b { a1 Qx,Da,,R®x,D ... Ba,,®x, <, b,
< :

A1 ®x1Pa,,,Qx,D ... DAy, ®xy, <in b
J

& ((ay®x)) <y by, Vi)
& (a;;®x;) < b, Vi, j.
Karena unsur setiap kolom matriks A tidak semuanya sama dengan e,
maka untuk setiap elemen j selalu ada i sehingga a;; # €, yang berarti -a;; ada.

Mengingat untuk setiap a € R,,4, berlaku a®e = ¢ dan a®e = a, maka
koefisien-koefisien a;; = ¢ tidak akan berpengaruh pada nilai A®x. Sehingga

berlaku:
(aij®xj) <b,Vi,j & (aij + x; < b;, Vi,j dengan a;; # 8)

< (xj < b; — a;;, Vi, j dengan a;; # ¢)

= (xj < m_in (b; — aij): Vj dengan a;j # g)
i

(=4 (—x] = maX (_bl + aU),V])
Jadi sub selesaian dari sistem A @ x = b di atas adalah setiap vektor x' yang

komponen-komponennya memenuhi  x; = max (—b; + a;;),Vj. Jika vektor
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A~ A~

% = [Ry, %, ..., %,]" didefinisikan dengan —%; = max (—b; + a;;) untuk setiap
j =1,2,3,...,n, maka diperoleh:

(‘fj = max (—b; + aij)'vj)

—56'\] = maX (_bl + aij,Vj) = (56'\] = m_in (bl — al’j),Vj dengan al'j * S)

< (% < b; — a;;,Vj dengan a;; # ¢)
= (aij + 55] < bi:vj dengan aij = E)

< (a;;®%; < b;,Vj dengan a;; # ¢)
& ((T) (a;;®%;) <m bl-,Vi)
= (AQX <, b).
Jadi vektor x tersebut merupakan sub selesaian sistem A ® x = b. Karena
= 1 max (=b; + a;;) = —%;,Vj, maka xj <X;,Vj. Akibatnya x' <p, %,

A~

sehingga vektor X tersebut merupakan sub selesaian dari sistem persamaan
AQx=h.

Terkait hal tersebut, maka dapat diketahui cara untuk menyelesaikan
sistem persamaan A @ x = b. Yakni langkah pertama, dengan terlebih dahulu
menghitung sub selesaian terbesarnya. Kemudian diperiksa apakah sub
selesaiannya itu memenuhi sistem persamaan atau tidak. Untuk mempermudah

menghitung sub selesaian persamaan A @ x = b, perlu diperhatikan bahwa:
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[ max (—b; + a;1) |

max (—b; + a;3)
max (=b; + @)

[ max (a;;+ — by) |

max (a;;+ — b;)

max (aim‘l' i bi)

[a11Q(—b1)Baz1®(—b2)D ... a1 ®(—by,)
a12®(—b1)®a22®(—l'92)® e DAy, ®(—byy)

_a1n®(—b1)®a2n®(—b2)® ®amn®(_bm)

= |€E1 (a;;®(=h))

= A" ® (~b)
Jadi untuk menentukan sub selesaian terbesar A @ x = b, pertama-tama dapat
dilakukan dengan menghitung —% = AT ® (—b).

Dalam Teorema 4 di atas, karena diasumsikan bahwa komponen setiap
kolom matriks A tidak semuanya sama dengan &, maka sub selesaian terbesarnya
adalah £ € R™1,

Contoh:

Untuk menentukan selesaian dari sistem persamaan A @ x = b, sebagai berikut:

: l@HH

A= 1 ‘8 ]dan b= [11] b= [_—171].

10 —10

maka 4 = 3

010
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Terlebih dahulu ditentukan sub selesaian terbesarnya, yakni:

Pertama-tama dihitung —% = AT®(—b).

1 =8 O

e [—2 € 10]®

—-11
-7
—10

Dari definisi perkalian matriks dalam aljabar max-plus, maka dapat dihitung

dengan cara sebagai berikut:

s [ A-1D)@&(-3-7)@&(0—-10) ] _ [max(—10,—10,—10)
T (-2 - 1)@ (=% - 10)®(10 — 10)] ~ | max(~13,—,0)
. _r=1o
= _[ 0 ]

~_ [10
o= [0]

Jadi selesaian dari sistem persamaan di atas adalah _100]. Karena

. 10 (1+10)d(-2+0) [max(11, —2) 14

3 £|® [ 0 ] = (=3 + 10)® (= + 0)| = | max(7, —) | = [ 7 |, maka

AR 0 (0 + 10)(10 + 0) | max(10,10) 10

_1001 merupakan selesaian dari sistem persamaan di atas.

3.2 Sistem Persamaan Linear Dua Sisi dalam Aljabar Max-Plus

Sistem persamaan linear dua sisi merupakan pengembangan dari sistem
persamaan linear yang berbentuk A®x = b. Terdapat beberapa macam bentuk
sistem persamaan linear dua sisi, yaitu di antaranya AQx®b = CQ®x®d, di mana
A dan C adalah matriks n X n sedangkan b dan d adalah vektor n x 1. Sistem ini

dapat dirubah dalam bentuk Canonical untuk menyelesaikan persamaannya.
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Definisi 8 (Canonical Form of a System of Affine Equation)
Sistem AQx®b = CQxDd dikatakan dalam bentuk Canonical jika
A, C, b, dan d adalah:
1). C;j = €jika A;; > Cyj, dan A;; = ¢ jika A;; < Cj;.
2). d; = €jika b; > d;, dan b; = ¢ jika b; < d; (Baccelli, dkk., 2001:108).
Sistem ini memiliki selesaian. Pada umumnya sistem linear mungkin
memiliki atau tidak memiliki selesaian.
Dari bentuk sistem AQx®b = CQx®d dapat ditransformasikan ke dalam
bentuk sistem persamaan linear dua sisi yang lain, yaitu bentuk A ® x = B ® x
disebut dengan sistem persamaan homogen, sedangkan sistem persamaan
homogen spesial memiliki bentuk A @ x = B @ y atau disebut sistem persamaan
dengan variabel terpisah (separated variables), di mana A € R™*™ dan B € R™*¥
(Butkovic, 2010:149).
Selanjutnya sistem persamaan linear dua sisi yang berbentuk A @ x =
B @ y akan diselesaikan dengan menggunakan Metode Alternating (Alternating
Method) yakni dengan prosedur iterasi. Penyelesaian sistem persamaan linear dua
sisi ini, berawal dari solusi sub selesaian terbesar persamaan yang berbentuk
A ® x = b yaitu dengan x = —(AT®(—h)).
3.3 Penyelesaian Sistem Persamaan Linear Dua Sisi dalam Aljabar Max-Plus
Penyelesaian sistem persamaan linear dua sisi dalam aljabar max-plus
terdapat berbagai metode di antaranya Metode Stepping Stone, Aturan Cramer,

Canonical, Metode Alternating dan lain sebagainya. Dalam hal ini penulis

menggunakan Metode Alternating. Metode Alternating adalah metode yang cara
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pengerjaannya dengan prosedur iterasi, metode ini didesain untuk menyelesaikan
sistem persamaan linear dua sisi.

Dalam menyelesaikan sistem linear dengan Metode Alternating pada
persamaan A @ x = B @ y ini, mengambil solusi dari persamaan A@Q x =b
yang mana telah dibahas pada penjelasan sebelumnya, yaitu dari sub selesaian
terbesarnya.

Akan ditunjukkan pula selesaian persamaan A ® x = b, yang berawal dari
teorema 5, bahwa teorema ini menunjukkan solusi terbesar x yang memenuhi
persamaan A ® x < b, dan dari pembahasan dan analisis teorema inilah akan
didapatkan penyelesaian untuk persamaan A @ x = B ® y.

Teorema 5

Misalkan A € RI'** adalah suatu matriks yang setiap kolomnya
memuat setidaknya satu elemen tidak sama dengan & dan b € R2™, maka
[x*(4,b)]; = min{b; — a;;: i € {1,2,...,m} dan a;; > &} (Farlow, 2009:27).
Bukti:
Perhatikan bahwa persamaan A ® x < b adalah ekivalen dengan setiap
masing-masing berikut:
1. Untuk semua i dan j, a;; + x; < b;.
2. Untuk semuaidanj, x; < b; —a;j atau a;; = «.
3. Untuk semua j, x; < min{b; — a;;:i € {1,2,3, ..., m} dan a;; > &}.

Hal ini menjelaskan bahwa x adalah suatu selesaian dari A ® x < b jika
dan hanya jika untuk j, x; < min{b; — a;;: i € {1,2,3, ..., m} dan a;; > €}. Oleh

karena itu, [x"(4,b)]; = min{bi —a;:i €{1,23,..,m}dana;; > s} adalah
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selesaian maksimum dari persamaan A @ x < b. Persamaan A ® x = b selalu
memiliki selesaian sub optimal x yang memenuhi A @ x < b.

Teorema 5 ini menjelaskan tentang selesaian persamaan A ® x < b,
sedangkan selesaian dari A @ x = b, diberikan oleh sifat berikut:
Lemma 1
Bila suatu selesaian dari A @ x = b ada, maka sub selesaian terbesar
adalah selesaiannya (Subiono, 2012:34).
Bukti:
Misalkan x" adalah suatu selesaian maksimum dari A ® x = b, maka
x memenuhi pertaksamaan A ® x < b. Jadi haruslah x’ adalah suatu sub
selesaian terbesar. Sebagaimana diketahui bahwa sub selesaian x*(A4, b)
adalah maksimum selesaian dari persamaan A @ x < b. Karena selesaian
dari AQx=b ada, maka x*(A,b) adalah selesaiannya. Hal ini
menunjukkan bahwa sub selesaian terbesar adalah suatu selesaian.
Dari teorema di atas maka dapat dibuat hal lain dalam menyelesaikan

persamaan A @ x = b. Perhatikan bahwa untuk semua j € 1,2,3,..,n, x; <
min{b; — a;;+i € {1,2,3,...,m}} ini dapat diganti dengan: untuk semua j €
1,2,3,..,n, xj; < —max {—bi +a;: i € {1,2,3, ...,m}} atau mengganti tandanya,
maka akan menjadi, untuk semua j € 1,2,3,..,n, —x; = max {—bi +a;:i €
{1,2,3, ..., m}}, bila secara runtut dapat dijadikan sebagai berikut:

Diketahui bahwa persamaan A @ x < b ekivelen dengan masing-masing

di bawah ini, maka menjadi:
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a;j +x < by, Teorema 5

i < b; — - aij, Teorema 5
& xj < min {bi —a;j,i €{1,23,. }}, Teorema 5
S x>max{b+a i €{1,23,. }}

© —x; 2max—b; +a;;:,j € {1,2,3,.. }} Teorema 4

LTt thR e 1h2,35 }} Teorema 4

= max{
= max{ SR Rl 1258, ...,n}} Teorema 4
—X; =.max {aﬂ ML TS (N SR }} Komutatif

Dapat diartikan hasil dari —x; = max {aji + (=b;),j € {1,2,3, n}} sebagai

berikut:
—x; = max {aji + (b, j € {123, n}} , maka menjadi
n
%N ,62 (aji ® (—bi)), Teorema 4
e —x = (4" ® (D)) Definisi 5
x = —(A"® (=b)). (3.2.1)

Begitu juga dengan memisalkan persamaan B @ y = a, dengan matriks
B € RYX™ dan a € R™1, maka didapatkan persamaan B ® y < a, untuk setiap
i €123, ..,ndanj € 1,2,3, ..., m dalam hal ini menjadi:
bij +y; < a;, Teorema 5

&y < a; — by, Teorema 5
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© yj < min {ai — b;j,i € {1,2,3, ...,m}}, Teorema 5
© —yj = max {—ai + b;j:i € {1,2,3, ...,m}}

& —y; = max {—ai + b;;:i,j € {1,2,3, ...,m}} Teorema 4
& —y; = max {—ai + b;;:i,j € {1,2,3, ...,m}} Teorema 4
© —y; = max {—ai + bj;,j € {1,2,3, ...,n}} Teorema 4
© —y;j = max {bji + (—a;),j € {1,2,3, ...,n}} Komutatif

Dapat diartikan hasil dari -y; = max {bﬁ + (—a;),j € {1,2,3,...,n}} sebagai
berikut:

—y; = max {bﬁ + (—a;),j € {1,2,3, ...,n}} , maka menjadi

S -y = 291 (bji 03¢ (—ai)), Teorema 4
= —y; = (BT ® (-a)) Definisi 5
e y=-(BTQ® (-a)). (3.2.2)

Jadi untuk menentukan penyelesaian sistem persamaan A Q@ x =B Q y
yaitu mencari nilai x dan y dengan cara mengikuti persamaan (3.2.1) dan
persamaan (3.2.2). Tetapi dalam hal ini penyelesaiannya dilakukan dengan cara
iterasi, yang akan dijelaskan pada bahasan berikut ini.

3.4 Penyelesaian Sistem Persamaan Linear Dua Sisi A ® x = B Q y dengan
Metode Alternating
Untuk memudahkan perhitungan maka dibuatlah sebuah cara atau

langkah-langkah yang sama ke suatu selesaian yang berhingga, dari sebarang titik
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awal yang berhingga. Metode ini dinamakan Alternating Method, yang

dipopulerkan oleh Cunninghame Green.

Langkah-langkah penyelesaian menggunakan Metode Alternating dari

bentuk A @ x = B ® y di bawah ini adalah dengan menggunakan prosedur

iterasi, yakni sebagai berikut:

Langkah-langkahnya adalah:

1

2.

10.

11.

12.

Diberikan sistem persamaan A @ x = B ®Q y.

Diberikan matriks A dan matriks B yang memiliki baris atau kolom
minimal memuat satu elemen berhingga.

Selanjutnya dicari transpos matriks A dan matriks B.

Diberikan sebarang nilai awal vektor x yang berhingga dengan x € R™*1,
Tetapkan r = 0, dan x(r) = x.

Dicaria = A Q x.

Untuk mengetahui nilai y, maka dicari selesaian y dengan —y = BT ®
(—a) atau dengan y = —(BT ® (—a)), dengan nilai a yang terakhir
diketahui.

Bila telah diketahui nilai y, kemudian dicarib = B @ y.

Dicari nilai x dengan x = —(A” ® (—b)).

Tetapkanr =r + 1.

Seterusnya dilakukan perhitungan dengan prosedur iterasi hingga
diperoleh AQ x =B ® y.

Bila A ® x = B @ y telah sama maka nilai x dan y merupakan selesaian

dari sistem persamaan ini.
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Bukti:

Diketahui bahwa U ® (—(UT ® W)) < W. Karena penyelesaian sistem
persamaan linear dua sisi dengan bentuk A @ x = B ® y dalam hal ini berasal
dari persamaan A ® x = b dan persamaan A @ x = b berawal dari persamaan
A ® x < b, maka pembuktian A® x =B @ y ini berawal dari A ® x < b.
Selesaian A @ x < b telah diketahui yaitu dengan sub selesaian terbesar x yang
memenuhi persamaan tersebut dengan x = —(AT X (—b)) yang juga merupakan
selesaian A @ x = b, bila dimasukkan ke persamaan A ® x < b menjadi
A® (—(AT ® —b)) < b atau dapat ditulis dengan A ® (—(AT ® b)) < b, maka
secara umum dapat ditulis U @ (—(UT Q W)) < W.

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa persamaan linear dua sisi yang
penyelesaiannya berawal dari solusi persamaan A @ x < b dan A @ x = b benar-
benar hasilnya adalah A ® x = B @ y yakni dengan membuktikan langkah-
langkah pengerjaan menyelesaikan sistem persamaan linear dua sisi aljabar max-
plus di atas, yang dalam hal ini dengan menggunakan prosedur iterasi.

Diketahui A ® x, dengan x = —(A” ® (—b)) maka hasilnya menjadi
seperti berikut:

=AQx

=A4® (-(4"® -b))

=A®(-(4"®D)

Karena b = B @ y maka hasilnya adalah:

=4®(-(4"® (B®))
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Diketahui bahwa U ® (—(UT @ W)) < W, maka dalam hal ini W = (B ® y),
hasilnya adalah:

AQ(-(A"® B®Y))=w

4Q(-(AT @ B®Y)) < (B®Y)

Hasil dari (B ® y) dengan y = —(BT ® —a) adalah sama dengan sebagali
berikut:

=BQy

=B® (-(B" ® —a))

=BQ® (-(B" ® a))
Karena a = A ® x maka hasilnya adalah:

=B® (-(B"® (A® 1))
Sebelumnya telah diketahui bahwa U @ (—(UT X W)) < W, maka dalam hal ini
W = (A Q x), hasilnya adalah:

=B®(—(BT®(A®x))) <w

=B® (-(B"® (A® 1)) < (4 ® x), maka

AQ(-(A"®(B®Y))<B®y=BQ(-(B"®@A®x))<A®x

AQx By

AQRQx=BQRy

Jadi A ® x = B @ y. (Terbukti)
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3.5 Aplikasi Penyelesaian Sistem Persamaan Linear Dua Sisi dalam Aljabar
Max-Plus

Dalam kasus yang dibahas ini, maka cara pengerjaannya adalah dengan

menggunakan Metode Alternating yakni dengan prosedur iterasi. Dalam hal ini

3 —o 0 1 1
penulis menggunakan contoh matriks A = | 1 1 o0f|danB=|3 2|.
—o 1 2 3 1

1. Diberikan persamaan AQx = B®y.
2. Diberikan matriks A dan B yang memiliki baris atau kolom minimal memuat

satu elemen berhingga.

3 —o 0 1 Wl
A=1]1 1 O0ldanB =3 2
—00 1 2 3 il
3. Dicari AT dan BT.
3 1 —w
A=]|—-o 1 1 |danB = H ; ﬂ
0 0 2

4. Diberikan sebarang vektor x dengan x € R™, di sini diberikan sebarang
B
x =13].
1
5. Tetapkanr = 0 dan x(r) = x.
5
r =0dan x(0) = [3]
1

6. Dicari nilai a dengan a = AQx.

a=AQx
3 —o 0 5
N o]®H
- 1 2 1
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Definisi perkalian matriks dalam aljabar max-plus, untuk A € R™XL . dan

maks

B € R adalah:

A®B = [A®B]y = @ a;j®bjy
j=1

(11 Aq2 Qg3 X11
A =101 Q2 az3| dan |X21

|d31 A3z d33 X31
5
3
1

Karena dalam hal ini A akan dikalikan dengan x maka definisinya adalah

[ 3 —oo 0
a=|1 1 0|®
| —o0 1 2

sebagai berikut:

[A®x]ix = P a;j®x;i
-1

3
[A®x]q; = El-) a,;®x;jq
j=1

= a110x110a,1,8x,,Da,3Qx3,
[A@ X]ll =3®50-0®300®1

=max {3+5,-0+3,0+1}

= max {8,—,1}

3
[A®x],1 = (—D a,;Qxj1
j=1
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[A®X],, =8, ®X; ®ay, ® X, Doy ®xy
= maX{6121 + X158y + Xp1, 853 + X31}
=1050183d0®1
=max{1+51+3,0+1}
=max{6,4,1}
£6

3
[A®x]3, = (—D a3 Qxj1
j=1

[A® x]sl =8y ® X, Dagy ® Xy D Agy ® Xy
= max{a31 + Xqqs 83 + Xp1, 833+ X31}
=-0®50103®2R®1
= max{—oo+5,1+ 3, 2+1}

=max{—oo,4,3}
=4
8 8
Jadi A®Xx=|6| atau a=|6
4 4

Selanjutnya dicari nilai y dengan y = —(BT ® —a).

Hitungy = = (BT ® —a)

S (HEER)

-8
13 3

=— ®| -6
121

-4




LY bm}
_b21 bzz b23
__a11

—a=|—ay
__a31

[B"®-a] -®b,®a,

ik j=1
S 4 3
[B ® ﬂu‘%bﬂ@ail
:b11®a11®b12®azl@b13®a31
:max{bll+a11’b12+a21’b13+a3l}
=1®-8®3®-6D3X®—4
=max {1+ (-8),3+(-6),3+(-4)}

=max{1-8,3-6,3-4}

max {-7,-3,—1}

=-1

I:BT ®_a:| = ész ®aj1

21

[BT ®_a}21 - b21 ®ay, 6_)bzz ®a21 @b23 ®a31
= maX{b21 + a111b22 + a217b23 +a31}
~10-8020-6010-4
= max {1+ (-8),2+(-6),1+ (-4)}

=max{1-8,2—-6,1-4}

max {~7,-4,-3}

=-3
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a5

Dicari nilai b dengan b=B®y

b, b, |1 1
B= b21 b22 =3 2
by, b, g |

AH

Yul| |3

[B®Y], = J-C?lbij ® Y
2

[B® y]ll = Je?lle ®ajl

[B®y]11:b11®yll@b12®y21

S max{bn + Yy By + yz1}
=1®101®3

=max {1+1,1+3}
=max {2,4}

=4
2
[B® y]Zl = j(—:leZJ ®ajl

[B ® y]21 = b21 ®y,® bzz ® Y,

= max{b21 + Vg, 0 + Y21}



=3R192®3
=max{3+1,2+3}
= max {4,5}

=5

@~

[B®Yy], =

]

b,

1 3)

®a;

[B ® y]gl I b31 ® Yy 6.abe,z ® Yy

= max {b31 + Yip, b5, + yZl}

=max {3+1,1+3}
=max {4,4}
=4
4 4
Jadi B®y=|5|atau b=|5
4 4

Dicari x dengan x =—(A" ®-b)

aj; A1 Qg3 3 1 —o0
AT =|az1 az; ax|=|-0 1 1
az1 04z 0dq1 0 0 2

byy 4

[d11 Q12  4q3]) by,
x=—|]q1 Q2 Q23| Q@ —|by

|31 Q32 Q11

[A11 A12  Aq3] —bqq
x=—|[q21 Q22 Q23| Q |—by2

[d31 A3z dqq]




A4 1l

[AT ® —bli =@ ai; @ —by
j=1

3
[AT @ —bli1 =@ aij ® —bji
j=1

=011 Q —b11 Da, ® —byy B ajs Q —bsy

= max{a,;; + (=b11), a1 + (—=bz1), a3z + (—b3,)}
=3Q-4PD1R®-50—0oRQ —4

= max{3 + (—4),1 + (=5), — + (—4)}

= max{3 — 4,1 — 5,—o0 — 4}

= max{—1,—4, —}

= -1

|
[AT @ —bli =P aij ® —bjk
et

&
[AT 0% —b]21 =@aij 02¢ _bjk
j=1

=y @ —b11 B ay, ® —by; B ays @ —bsy

= max{az; + (—by1), azz + (—bz1), azs + (—b31)}
=—0Q@-4P1RQ-5P1R —4

= max{—o + (—4),1+ (=5),1 + (—4)}

= max{—o — 4,1 — 5,1 — 4}

= max{—oo, —4, -3}

=-3
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[AT & —b]i =®aij b2 _bjk
j=1

3
[AT & —bls, =€|—)aij ® _bjk
j=1

= a3, Q@ —by D asz; @ —by; D azs @ —bs,y

= max{as; + (—by1),asz + (—b31),aszz + (—b31)}
=0Q-400Q-502Q —4

= max{0 + (—4),0 + (-5),2 + (—4)}

= max{0 — 4,0 — 5,2 — 4}

= max{—4, -5, —2}

= -2

Jadi hasil dari x:—(AT ®—b) adalah:

31 -] [—4
NPl
0 0 2 —4

ey

10. Tetapkanr =r + 1dan x(r) = x

r=0+1

1
r=1danx(1) = [3‘
2

11. Dicari lagi nilai a dengan a = AQx
a=AQx

a1 412 Qg3 X11
Az1 Q2 A23| Q@ |X21

431 dzp dAsz X31

a =
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3 —o 0 1
a= [ 1 1 0‘@[3‘
-0 1 2 2
|

[A® x]u =D ayj @ xc

j=1

3
[A® x]11 =P aij ® xj

j-1

=a11 Q@ x11 D ajp; ®xz1 D ags Q xzg
= max{a;; + X11, @12 + X21, Ag3 + X31}
=3QQ1P-0QRXR3P0OR 2
=max{3+1,—c + 3,0 + 2}

= max{4, —oo, 2}

=4

|
[A® x]ix =P aij ® xji

j-1
3

[A® x]1 =P aij ® xj
=1

= a1 ® x11 D az; @ x21 D a3 ® x34
= max{ay; + X11,az; + X21, 53 + X31}
=1QQ161Q3p0Q 2
=max{1+ 1,1+ 3,0+ 2}

= max{2,4,2}

=4

|
[AQ x| =P aij @ xjk
i
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[A® x]31 =@ ai; ® xji
prt

= a3; @ x11 D az; ® xp1 D azs @ x34
= max{az, + X11, a3, + X21,a33 + X3}
- 0o R1PIRIP2® 2

= max{—oo + 1,1 + 3,2 + 2}

= max{—, 4,4}

~ 4

Jadi hasil dari a = A ® x adalah:

[ 3 —o 0 1
a=1]1 1 0®[3]
|—0 1 2 2
[4
a= 4]
|4

. Dicari nilai y dengan y = —(BT ® —a).

4
r_[1 3 3 .
B_[l 5 1]dana—[;}
a
bi1 b1y b13]
— —|a
y (b21 by bl @ |32

[—a
_ ([P b1z b13] —all
y <-b21 b baal ® |22

| —d31
—4
_ [ 3 3 _
(LI

[
[B" ® —ali =€|—)bij Q —aj
=
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[BT ® —alyy =@bij Q —aj
j=1

=by; @ —a;; Db, ® —a,; ® bz ® —as,

= max{by; + (—ay1), b1z + (—a31), byz + (—azy)}
—1Q@-4P3RQ-4P3R® —4

= max{1+ (—4),3 + (—4),3 + (-4)}

= max{1 — 4,3 — 4,3 — 4}

= max{-3,—1,—1}

=-1

[BT ® —alix :(_-Ileij Q —aj
iz
3
[B" ® —al, =§§bi,- ® —aj
= by1 ® —a11 D by ® —az1 D by @ —as,
= max{by, + (—ay1), byz + (—az1), bo3 + (—azy)}
=10 -4P2Q-4PD1Q —4
=max{1+ (-4),2+ (-4),1+ (—4)}
= max{1—4,2—-4,1—4}
= max{-3,-2,-3}
=2
Jadi hasil dari y = —(BT ® —a) adalah:

=12 o)

4
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y=-(5))

7=

13. Kemudian dicari nilai b dengan b = BQy

b = BQy
(b11 b1
5/
b=1by1 by|® )’i]
[b31 b3y

fL il 1
b= |3 z] o[!]
13 1
|
[B® ¥l =@ bij ® yji
=1
2
[B® y]li1 =@ bij @ yj
j=1
=b11 ®@ Y11 D b1z ® ¥2u
= max{by; + Y11, b12 + y21}
=1QR1P1R 2
=max{l+ 1,1+ 2}
= max{2,3}

=3
|
[B ® ylix =D bij ® yji
-1
2
[B ® ¥yl =@bij Q Vi
-1

=by1 @ Y11 D b2z ® y21
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= max{by1 + Y11,bz2 + ¥21}
=3QR1P2K?2
=max{3+1,2+ 2}
= max{4,4}
=4
|

[B® ylix :@bij Q Yjk

=1

2
[B ® ylz1 :@bij Q Yjk

j=1
= b31 @ y11 D b3z & ¥21

= max{bz; + Y11, b3z + ¥21}
=3QR01P91Q2

= max{3 + 1,1 + 2}

= max{4,3}

=4

Jadi hasil dari b = B®y adalah:

, 1 1] [1]
=13 2|®
Fe N | 4
3
o=y
4

14. Selanjutnya karena kedua sisi belum sama, maka dicari lagi nilai x dengan
x=—(AT ® —-b)

3 1 - 3
—oo 1 1]danb=[4]

0O 0 2 4

AT =




(11 Q12 Aq3] b4
x=—|]q1 Q2 Q23| Q@ —|by;

[A31 A3z A1 bz,

(11 Q12 dq3] —by4
x=—|1q21 Q22 Q23| Q |—Dbyy

|d31 A3z QAqq]

Al s 1ol

|
[A" ® bl =D aij ® —bjk
=

_b31

3
[AT & —bl11 =® Qij 02¢ _bjk
j=1

=a;1 Q@ —b;1 Da; ® —byy a3 Q@ —bsy

= max{a,, + (—by11), a1z + (—b21), a1z + (—b31)}
=3Q0-3P1®—-4D -0 —4

=max{3 + (-3),1+ (—4),—o + (—4)}

= max{3 — 3,1 — 4, —o0 — 4}

= max{0, —3, —o0}

=0

|
[AT @ —bli =P aij ® —bjk
et

3
[AT & —b]z =@aij Q —bji
j=1

= a1 Q —by1 @ az; ® —byy D az3 & —bszy
= max{ayz; + (—b11), a2z + (—b31),az3 + (—b31)}

=-0Q@-3D1R-4D1Q—4



= max{—o + (=3),1+ (—-4),1 + (—4)}
= max{—o — 3,1 — 4,1 — 4}
= max{—oo,—3,—3}

= -3

|
[AT @ —blix =@ aij ® —bjk
et
3
[AT ® —b]31 =@aij X _bjk
=1
=az; ® —by; D az; ® —byy D azz3 ® —bz,y
= max{as; + (—by1), a3, + (—bz1),a33 + (—bsz1)}
=0Q-3D0R-4D2Q —4
= max{0+ (=3),0 + (—4),2 + (—4)}
= max{0 — 3,0 —4,2 — 4}
= max{-3, —4, -2}
=2

Jadi hasil dari x:—(AT ®—b) adalah:

3 1 -] [-3
v otk
0 0 2 —4

-

15. Tetapkanr = r + 1 dan x(r) = x

r=1+1

0
Jadir = 2dan x(2) = [3]
2
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16. Dicaria = AQx
a=AQx
[d11 Aq12 Qg3 X11
a= |01 Q2 a3|Q |X21
|d31 A3z dz3 X31

3 —oo 0 0
a=1]1 1 0]@[3]

|—0 1 2 2

|
[A® x]iu =D ay @ x5
j=1

3
[A® x]i4 :@aij X Xik
j=1

=011 Q@ x11 D a2 ® x31 D a15 Q x34
= max{a;; + X11, Q12 + X21, 013 + X31}
=3R0P—-0R3POR 2

= max{3 + 0,—c + 3,0 + 2}

= max{3, —, 2}

=3

|
[A® x]ix =@ aij ® xji
=1

3
[A® x]o1 =@ ay ® xji
=1

= a1 Q@ x11 D az; ® x31 D a3 ® x34
= max{az; + X141, Azp + X1, Az3 + X31}
=1R0P1RX3POR?2

=max{1+ 0,1+ 3,0+ 2}
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= max{1,4,2}

=4

|
[A ® x]i :@aij b2 Xik
j=1

3
[A® x]31 =@ aij ® xji
j=1

=az; @ x11 D az; Q xz1 D azz & x34
= max{az; + X11, A3z + X1, a33 + X31}
=—0QR®0P1I1RX3IP2R 2
= max{—o + 0,1 + 3,2 + 2}
= max{—oo, 4,4}
=4
Jadi hasil dari a = A ® x adalah:
[ & —0 0 0
7 = || § 1 0|®]|3
|l—0 1 2 2
[3
a=\|4

14

Dari hasil perhitungan di atas, ditemukan bahwa kedua sisi persamaan
tersebut yakni sisi kanan dan sisi kiri telah sama dengan nilai A ® x =
3 3
4| dannilai B @ y = |4, maka perhitungan dengan prosedur iterasi tersebut
4 4
selesai. Dan dari hasil ini maka dapat diketahui bahwa sistem persamaan linear

dua sisi dengan bentuk A ® x = B @ y yang matriksnya memiliki baris atau

kolom minimal memuat satu elemen berhingga ternyata mempunyai selesaian.
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0
Dalam hal ini nilai x dan y merupakan selesaiannya, yakni dengan nilai x = H
2

dany = B]

Perlu dilakukan perhitungan kembali dengan memberikan sebarang vektor
x yang berhingga namun nilainya berbeda dengan sebelumnya, untuk mengetahui
apakah sistem persamaan linear dengan bentuk A @ x = B ® y memiliki
selesaian tunggal ataukah tidak tunggal. Kali ini perhitungan yang dilakukan
berbeda dengan sebelumnya, dengan matriks yang sama tetapi hanya nilai vektor
x yang berbeda dan tetap menggunakan langkah-langkah yang sama.

9
1. Misalnya di sini diberikan sebarang vektor x yang berhingga yakni x = [8]
5

2. Tetapkanr = 0dan x(r) = x
9
r = 0dan x(0) = H
5

3. Dicari persamaan a = AQx

a=AQRx

3 —o 0 9

a= [ 1 % O] ® [8]

-0 1 2 5
[(3®9) B (—0®@8) D (0®5)

= (1®)D(1®8)D(0R5)
|(—0®9) B (1®8) D (2®5)

[(3+9)D (—0+8)D (0+5)
=l (1+996d1+8)(0+5)
[(—0+9)D (1+8)D (2+5)




[max{(3 +9),(—o + 8),(0 + 5)}
= | max{(1+9),(1+8),(0+5)}
| max{(—o+9),(1+8),(2+5)}

=| max{10,9,5}
| max{—x,9,7}

12
a=|10

g

[ max{12, —oo, 5}‘

4. Hitung y = —(BT ® (—a)).

(3 o[

2
i A
o (L)

(1®-12) 6 B®-10)0 D B ® -9) )
(1®-12)D (2Q®-100 b (1 ® -9)

B (‘(1 +(~12)) ® (B + (~10)) ® B + (-9)) )
(1+(-12) ® 2+ (-10)) ® (1 + (=9))

'(1—12)69(3—10)69(3—9))
(1-12)® (2-10) B (1-9)

rmax{(1 — 12), (3 — 10), (3 — 9)}
[max{(1 —12),(2 — 10), (1 —9)} )

_ [max{—11,-7,-6}
max{—11,—8, —8}

=[]
v =g
5. Dicarib=B Qy.

b=BQy
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b=[3 2]@[2
3 1

(1R 6)®(1® 8)
=B ®6)®(2 & 8)
BR6)(1K8)

((1+6)®(1+8)
=|(3+6)®(2+8)
(3+6)®(1+8)

[max{(1+ 6),(1+ 8)}
= |max{(3 + 6), (2 + 8)}
imax{(3 +6),(1+ 8)}

= |max{9,10}
| max{9,9}

9
b= [10]
9
Dicari vektor x dengan x = —(AT ® (—b)).
[ 3 1 —oo] 9
x=—(—oo 1 1 ®—[10])
L 0 <0y 2 | 9

[ 3 1 —o0] -9
x = —( -0 1 1|® [—10])

o -9
(BR®-9)D(1Q®—-10) D (-0 @ —9)

== [(-0®-90(1R®-10 (1®-9)
| 0®-9)D(0®-100B(2Z&®-9)

[ max{7,9} ]

((3+(=9)® (1 + (-10)) ® (—» + (-9)
=—|(=o+ (=) S 1+ (-10) & 1+ (-9)
| 0+ (=9) D (0+(-10) D 2+ (-9)
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(B-9ND(1-10) D (—»—9)
(m0-9)D(1-100B(1-9)
| 0-998(0-100D(2-9)

|

['max{(3 —9), (1 —10),(—o —9)}
max{(—o —9),(1—-10),(1—-9)}
| max{(0-9),(0—10),(2—-9)}
[ max{—6,—9, —0}
max{—o,—9, —8}
| max{—9,-10, —7}‘

|

[—6
= 18)
157

b

. Tetapkanr =r +1dan x(r) = x

6
8
7

6
r=0+1=1danx(1)=[8]
7
. Dicari a = AQx
a=AQx
3 —o 0 6
a=1]1 1 0|®]8
— 1 2 7

(3®6) D (—>R8) DB (0 7)
(1®6) (18D 0R7)
[(—oQ6) D (1R8)D (2Q7)

[(3+6)@® (—0+8) D (0+7)
1+6)DA+8)D(0+7)
[(—0+6)D(1+8)D (2+7)

[max{(3 + 6),(—o + 8), (0 + 7)}
max{(1+6),(1+8),(0+7)}
| max{(—o+6),(1+8),(2+7)}
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max{9, —oo, 7}

=[ max{7,9,7} ‘

max{—x,9,9}

8

9. Hitung y = —(BT ® (—a)).

y=—<ﬁ % ﬂ®—[§l>

e f3)

(19-990B®-9YDBR® 9))
(1®-90C2®-9®(1®-9)

A+END R+ (=)D A+ (=)

1 9)69(3—9)69(3—9))

=~

((1+( MO B+(=NBB+ (= 9)))
((1—9)69(2—9)69(1—9)

-l

'max{(1—-9),(3—-9),(3—-9)}
lmax{(1-9),(2-9),(1-9)} >

_ max{—8,—6,—6}

max{—8,—7,—8}

--[5]
v=)

10. Dicarib =B Q y.

b=BQy

11
-3 2|e[]]
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b=

=

Il

[
N

|
o w

8
O =
N

(1®6)6(1Q®7)
BR6O2K®7)
BR6B(1KV7)

[(1+6)D(1+7)
B+6)®2+7)
(B3+6)D(1+7)

('max{(1+6),(1+7)}
max{(3+6),(2+7)}
imax{(3+6),(1+7)}

[max{7,8}
max{9,9}
| max{9,8}

8
9
9

11. Dicari vektor x lagi dengan x = —(AT ® (—b)).

ekl

[ 3 1 —o0o] -8
S EEE
L Q@ 2 —%)

—[(—0®@-8)B(1R®-9)D(1®-9)

(BR-8)D(1R-9) D (—»®-9)

| 0®-8)B(OR®-9D2RX-9)

— (e +(=8) D A+ (=9) D 1+ (-9)

(B+(-8) D (1+ (-9 D (—»+ (—9))]

| 0+ (=8) B (0+(=9) D (2+(-9)

—[(F0=8)B(1-9B(1-9)

'(3—8)69(1—9)69(—00—9)]

| 0-8)B(0-9D(2-9)

71



= —[max{(— —8),(1 -9), (1 —-9)}

[max{(3 —8),(1—9),(— —9)}
| max{(0—-8),(0-9),(2-9)} ]

[max{—5, —8, —oo}
= — |max{—o, —8, —8}
| max{—9,-9, -7}

- ':3]

B

12. Tetapkanr =r + 1 danx(r) = x

5
r=1+1=2danx(2)=[8]
7

13. Dicari a = AQx

a=AQx

3 —wo 0 5
- o] g H
—©9 il 2 7
((3R5) @ (—0®8) D (0® 7)

= (15 D(1®8)DB(0R7)
|(—0®5) D (1R®8)D(2&®7)

a =

(3+5) @D (—0+8)D (0+7)
=l 1+50+8)P(0+7)
[(—0+5)D(1+8)D(2+7)

[max{(3 +5), (—w + 8), (0 + 7)}
=| max{(1+5),(1+8),(0+7)}
|max{(—»o+5),(1+8),(2+7)}

[max{8, —oo, 7}
=| max{6,9,7}
| max{—x,9,9}
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g

8
Karena kedua sisi telah memiliki nilai sama yakni A Q x = [9] dan

9
8 5 6
B ® y =|9| maka selesaiannya adalah x = [8| dan y = [7] Hasil ini sama
9 7

dengan hasil yang pertama, karena masing-masing bila dikurangi dengan 5 (lima)

0
menjadi x = H dan y = B] Hasil ini masih menunjukkan bahwa sistem
2

persamaan linear dengan bentuk A ® x = B @ y memiliki selesaian tunggal.
Selanjutnya akan diberikan lagi sebarang vektor x berhingga dengan nilai yang
berbeda dari yang sebelumnya lagi dan pengerjaannya masih menggunakan

langkah-langkah yang sama pula.
1
1. Diberikan sebarang vektor x yang berhingga yakni x = [7]
4
2. Tetapkanr = 0dan x(r) = x

1
r = 0dan x(0) = [7]
4

3. Dicaria = AQx

a=AQx
3 -0 0 1
a=|1 1 0|®]|7
—0 1 2 4

BN (@7 D OR4)
(18D 1®7ND(OR4)
(o@D A7 D (2®4)




[(B3+1) D (—0+7)D (0+4)
=l 1+DPA+7)D(0+4)
((—0o+1)D(A+7)D(2+4)

‘'max{(3+ 1), (- + 7),(0 + 4)}
=| max{(1+1),(1+7),(0+4)}
imax{(—o+1),(1+7),(2+4)}

[max{4, —oo, 4}
=| max{2,8,4}
max{—oo, 8,6}

-
4. Hitung y = —(BT ® (—a)).
=~{ 3 o)

12 Ysl)

-8

(14 P2R-8B(1R®-8)

(1+ (=) DB+ (=8) DB+ (-8) )
A+ Q2+ (=8) DA+ (-8)

'(1—4)69(3—8)69(3—8))

=
:_('<1®—4>69<3®—8)ea(3®—8))
=
:_<.(1—4)€B(2—8)ea(1—8)

=

'max{(1—4),(3—-8),(3—-8)}
(max{(1—4),(2—-8),(1—-8)} )

_ [max{—3, —5,-5}
~ |max{-3,-6,-7}

-5

v=[3]



5 Dicarib=BQ®y.

b=BQy

1 1
3 2

3
®
3 1 [3]
(1R®3)0(1 R 3)

=|B®3)62®3)
3®3)6(1&3)

b=

[(1+3)D(1 +3)
=B +3)d(2+3)
3+ 3)D(1+3)

‘'max{(1+ 3),(1+ 3)}
= |max{(3 + 3),(2 + 3)}
imax{(3 + 3), (1 + 3)}

(max{4,4}
= |max{6,5}
| max{6,4}

-

6. Dicari vektor x dengan x = —(A” ® (—b)).

[ 3 1 —oo] 4
xz—(—oo 1 1 ®—[6D
L 0 0 2w 6

[EnN

[ 3 1 —o0] —4
x:—(—oo 1 ®[—6>

L0 0 21 -6
(BR-DHD(1Q—6)D (—0Q —6)

=—[(-0®-HB(1®-6)D(1®-6)
| 0®-) DO -6)D(2& —6)

(B+ () @ 1+ (=6)) B (—» + (—6))
=—|(-0+(=4) B 1+ (-6)) & (1+(-6)
| 0+ (1) D (0+(=6)) D (2+(-6))
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=—|(c0-4)B1-6)D(1-6)

'(3—4)69(1—6)69(—00—6)]
| 0-HD(0-6)D(2-6)

‘'max{(3 —4), (1 —6),(—x — 6)}

= — |max{(~o — 4),(1 — 6), (1 — 6)}‘
| max{(0—4),(0-6),(2—-6)}

= — |max{—o0, -5, -5}
| max{—4,—-6,—4}

[#1
- _5]
| —4

y

. Tetapkanr =r +1dan x(r) = x

[max{-1, -5, —00}‘

1l
r=0+1=1danx(1):[5]

4
. Dicari a = AQx
a=AQx
3 —o 0 i
a=1]1 1 0|®]|5
— 1 2 4

(BB (—0R5) D (0Q4)
= (18D D(1®5 D04
(- D (15D 2®4)

[(B+1)D (—o+5)D (0+4)
=l (1+1)PA+5 66 (0+4)
[(—o+ 1D (1+5) D Q2+4)

[max{(3 + 1), (—o+5), (0 + 4)}
=| max{(1+1),(1+5),(0+4)}
imax{(—o+1),(1+5),(2+4)}
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max{2,6,4}
max{—x, 6,6}

4
a=|6
6

4 4

Karena AQx = H dan BQy = [6] telah sama, maka selesainnya adalah
6 6

[max{él, —00, 4}]

1
X #F [5 dany = [g] Hasil ini tidak sama dengan kedua hasil yang telah dihitung

4

di atas, karena setelah masing-masing dikurangi dengan 1 (satu) hasilnya x =

1 0 0
= |4 hasil ini jukk dan y = [3] =[] 1k
[LSJ [;}‘ asil Inl menunjukkan # 3 an y [3] [2] juga # [2] arena

setelah dicek dengan memberikan sebarang vektor yang berhingga dengan nilai

yang tidak sama sebanyak 3 kali, maka sistem persamaan linear dua sisi dengan

bentuk A ® x = B @ y ternyata memiliki selesaian yang tidak tunggal yaitu
0

1
pasangan x = [3] dengany = B] dan x = H dengan y = [g]
2 4

Penyelesaian sistem persamaan linear dua sisi yang berbentuk A ® x =
B @ y juga berlaku untuk persamaan sebagai berikut:
1. AQx=yQ®B
2. x@A=BQy

3. xQA=yQ®B
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Bukti:

AQ®x =@ (a;0x) Definisi 5
j=1

= @ (x:®a;)) Komutatif
j=1
=x®A

BQy = @ (b;;®y:) Definisi 5
j=1

= @ (y:®b;)) Komutatif
=L

=yQ®B

Maka persamaan 1, 2, dan 3 sama artinya dengan persamaan AQx = BQy
karena terbukti bahwa AQx = x®A dan BQy = y®B. Karena hal tersebut, maka
persamaan 1, 2, dan 3 dapat diselesaikan atau memiliki penyelesaian seperti
persamaan AQx = BQy.
3.6 Kaitan Metode Alternating dengan Prosedur Iterasi dalam Alqur’an

Dalam kaitannya materi ini dengan aljabar max-plus yang menggunakan
Metode Alternating yakni dengan prosedur iterasi atau perulangan, penulis
memberikan ayat berikut:

<

(a8 g Co - _ Lo oo - P /9,‘4 _ _ P o
O et Gn U ad sy s Tabes 0l aisdT 8t Sl J) 6

P
P P
.~ :a}"‘ }/a‘/"/ - P < - }/99/} ;f/
E) gl Ale T 505 ol o8 o ey Aol 50 S0
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Artinya: “Serulah (manusia) kepada jalan Tuhan-mu dengan hikmah dan
pelajaran yang baik dan bantahlah mereka dengan cara yang baik.
Sesungguhnya Tuhanmu Dialah yang lebih mengetahui tentang siapa
yang tersesat dari jalan-Nya dan Dialah yang lebih mengetahui orang-
orang yang mendapat petunjuk” (Q.S. Annahl:125).
3.6.1 Asbabun Nuzul
Para mufassir berbeda pendapat seputar asbab an-nuzul (latar belakang
turunnya) ayat ini. Wahidi menerangkan bahwa ayat ini turun setelah Rasulullah
SAW menyaksikan jenazah 70 sahabat yang syahid dalam Perang Uhud, termasuk
Hamzah, paman Rasulullah. Qurthubi menyatakan bahwa ayat ini turun di
Makkah ketika adanya perintah kepada Rasulullah SAW, untuk melakukan
gencatan senjata (muhadanah) dengan pihak Quraisy. Akan tetapi, Ibnu Katsir
tidak menjelaskan adanya riwayat yang menjadi sebab turunnya ayat tersebut
(Hamka, 1992:320).
3.6.2 Tafsir Surat Annahl Ayat 125 Menurut Para Mufassir
1. Tafsir Musthafa Almaraghi
Hai Rasul, serulah orang-orang yang kau utus kepada mereka dengan cara
menyeru mereka kepada syari’at yang telah digariskan Allah bagi makhluk-Nya
melalui wahyu yang diberikan kepadaMu, dan memberi mereka pelajaran dan
peringatan yang diletakkan di dalam kitab-Nya sebagai hujah atas mereka, serta
selalu diingatkan kepada mereka, seperti diulang-ulang dalam surat ini. Dan
bantahlah mereka dengan bantahan yang lebih baik daripada bantahan lainnya
seperti memberi maaf kepada mereka jika mereka mengotori kehormatanmu serta

bersikaplah lemah lembut terhadap mereka dengan menyampaikan kata-kata yang

baik (Almaraghi, 1974:161-162).
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2. Tafsir Ibnu Katsir

Allah SWT berfirman, memerintahkan Rasul-Nya Muhammad SAW
untuk menyeru makhluk ke jalan Allah dengan cara hikmah (perkataan yang tegas
dan benar). Ibnu Jarir berkata, “dan demikianlah apa yang diturunkan Allah
kepada Muhammad dari kitab, sunnah, dan pelajaran yang baik, yaitu tentang
sesuatu yang di dalamnya terdapat larangan dan ketetapan bagi manusia.
Mengingatkan mereka dengan itu semua (kitab, sunnah dan mauizhoh) agar
mereka takut akan siksa Allah SWT (Katsir, 1980:592).

Dari tafsir dan terjemahan ayat di atas dapat dipahami bahwa Allah
mengutus untuk menyerukan jalan-Nya kepada umat manusia dengan cara seperti
yang telah dijelaskan pada tafsir HAMKA sebagai berikut:

3. Tafsir HAMKA

Serulah kepada jalan Tuhanmu dengan kebijaksanaan dan pendidikan yang
baik dan bantahlah mereka dengan cara yang lebih baik (pangkal ayat 125). Ayat
ini mengandung ajaran kepada Rasulullah Muhammad SAW tentang cara seruan
terhadap manusia agar mereka berjalan di atas jalan Allah.

a. Kata "Hikmah" itu kadang-kadang diartikan orang dengan Filsafat.
Padahal dia adalah inti yang lebih halus dari filsafat. Filsafat hanya dapat
dipahamkan oleh orang-orang yang telah terlatih fikirannya dan tinggi
pendapat logikanya. Tetapi hikmah dapat menarik orang yang belum maju
kecerdasannya dan tidak dapat dibantah oleh orang yang lebih pintar.

Kebijaksanaan itu bukan saja dengan ucapan mulut, melainkan termasuk
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juga dengan tindakan dan sikap hidup, kadang-kadang lebih berhikmat
"diam" dari pada "berkata".

b. Yang kedua ialah Almau‘izhatul Hasanah, yang diartikan pendidikan yang
baik, atau pesan-pesan yang baik, yang disampaikan sebagai nasehat.

c. Ketiga ialah "Jadilhum billati hiya ahsan", bantahlah mereka dengan cara
yang lebih baik. Kalau telah terpaksa timbul perbantahan atau pertukaran
pikiran, yang di zaman ini disebut polemik, ayat ini menyuruh agar dalam
hal yang demikian, kalau sudah tidak dapat dielakkan lagi pilihlah jalan
yang sebaik-baiknya. Diantaranya ialah memperbedakan pokok soal yang
tengah dibicarakan dengan perasaan benci atau sayang kepada pribadi
orang yang tengah diajak berbantah (Hamka, 1992:321-322).

Setelah dipaparkan tafsir dan penjelasan ayat tersebut, penulis mencoba
untuk menghubungkan ayat dan tafsir Alqur’an tersebut dengan metode atau cara
yang digunakan penulis untuk menyelesaikan sistem persamaan linear dalam
aljabar max-plus. llmu aljabar juga telah banyak ditulis tentang berbagai metode
untuk mencari solusi dalam menyelesaikan sistem persamaan linear yang ada. Di
antaranya adalah dengan menggunakan eliminasi Gaus, eliminasi Gaus Jordan,
aturan Cramer, Canonical, Metode Steping Stone, dan akhirnya Metode
Alternating, atau masih ada yang lainnya.

Hal ini sama halnya dengan penjelasan ayat di atas bahwa untuk seruan
kepada umat manusia terdapat metode atau cara untuk menyerukan jalan Allah
yakni dengan cara hikmah, dengan cara pelajaran yang baik, dan selanjutnya

dengan cara bantahlah mereka dengan cara yang lebih baik. Maksud dari cara
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yang terakhir ini adalah bila saat berseru mereka tidak percaya atau malah
mengada-ngada, maka bantahlah mereka, tetapi dalam hal ini membantahnya
dengan cara-cara yang baik.

Pada tafsir yang pertama yakni oleh Musthafa Almaraghi terdapat
penjelasan bahwa Rasulallah diutus untuk menyeru mereka (umat manusia)
kepada syari’at yang telah digariskan Allah bagi makhluk-Nya melalui wahyu
yang diberikan kepadaMu, dan memberi mereka pelajaran dan peringatan yang
diletakkan di dalam kitab-Nya sebagai hujah atas mereka, serta selalu diingatkan
kepada mereka, seperti diulang-ulang dalam surat ini. Penulis menangkap bahwa
pengertiannya adalah, dalam menyeru dan memberi peringatan tentu saja tidak
cukup sekali melakukannya tetapi butuh berkali-kali atau berulang-ulang dalam
berseru untuk jalan Allah sehingga mereka akhirnya mengerti dan paham untuk
selalu mengingatkan kepada mereka bahwa jalan Allahlah yang benar.

Mengenai ini, penyelesaian sistem persamaan linear dua sisi dalam aljabar
max-plus yang berbentuk A @ x =B ® y penulis menggunakan Metode
Alternating yakni metode ini menggunakan prosedur iterasi yang mana artinya
adalah perulangan. Metode ini butuh berkali-kali menghitung dengan cara yang
sama hingga akhirnya mendapatkan jawaban yanga benar. Telah diketahui matriks
A dan B, selanjutnya matriks tersebut dicari transposnya, maka selanjutnya
memberikan sebarang nilai x dan menghitung A @ x yang hasilnya dilambangkan
dengan a, lalu mencari y = —(BT ® —a), mencarai b dengan rumus B ® v,
mencari x dengan x = —(AT ® —b). Bila setelah menghitung langkah-langkah

ini belum memiliki jawaban yang sama pada kedua sisi, maka di hitung kembali
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secara berulang-ulang hingga menemukan hasil yang benar. Hasil dianggap benar
bila kedua sisi yakni A ® x dan B @ y memiliki hasil yang sama.

3.7 Sistem dalam Alqur’an

Kata “sistem” secara umum memiliki makna suatu kesatuan yang terdiri
atas komponen atau elemen yang saling berinteraksi, saling terkait, atau saling
bergantung dan saling berhubungan untuk membentuk suatu kesatuan yang utuh
dan berfungsi. Di sini diberikan ayat Alqur’an surat Alinfithaar ayat 6-8 sebagai

berikut:

@&Um&b’w%* LS:"J‘ ““T).;,é;‘a_”g_Juj_J(/CLa ’M’y

Artinya: “6. Hai manusia, Apakah yang telah memperdayakan kamu (berbuat
durhaka) terhadap Tuhanmu yang Maha Pemurah.
7. yang telah menciptakan kamu lalu menyempurnakan kejadianmu dan
menjadikan (susunan tubuh)mu seimbang.
8. dalam bentuk apa saja yang Dia kehendaki, Dia menyusun tubuhmu”
(Q.S. Alinfithaar: 6-8).

Ayat di atas dapat dihubungkan pada pengertian tentang sistem
pencernaan pada tubuh manusia. Kata “menyusun” dapat diartikan dengan suatu
sistem yang mana organ tubuh khusus untuk pencernaan sangat tersusun dimulai
dari mulut, leher, lambung, usus, serta anus yang mana organ-organ tersebut
saling berkaitan dan berhubungan satu sama lain, sehingga dapat menyusun atau
membangun suatu kesatuan yang utuh dan hasilnya tersebut dapat bermanfaat.
Hal ini yakni dalam proses sistem pencernaan tubuh manusia yang hasilnya
berupa sari makanan untuk sel-sel tubuh dan sari makanan tersebut diantarkan

pada bagian-bagian tubuh yang membutuhkan melalui pembuluh darah.



84

Sistem kerja pencernaan mirip dengan sistem kerja penyulingan minyak.
Minyak mentah yang tiba di penyulingan adalah bahan baku yang diproses lagi
oleh mesin dan disuling sehingga dapat digunakan. Makanan adalah bahan baku
pada tahap pertama dan kemudian diproses di dalam lambung sehingga dapat
digunakan oleh tubuh. Setelah dilumatkan di dalam lambung dan usus, makanan
siap untuk digunakan sebagai sari makanan bagi sel-sel dan diantarkan pada

bagian-bagian yang membutuhkan dalam tubuh, melalui pembuluh darah.

Kelenjar ludah mengeluarkan air ludah
yang memulai penghancuran zat pati Makanan awalnya berupa karbohidrat
kompleks

3

¢l

Karbohidrat diurai menjadi gula-
gula sederhana

Insulin memberitahu hati
untuk menyimpan glukosa
Giukosa masuk dalam bentuk glikogen
ke dalam hati

Glukagon memberitahu
hati untuk mengubah
glikogen menjadi glukosa

Hati menyimpan

sejumiah glukosa

dalam bentuk

glikogen Ketika kadar gula darah

rendah, pankreas mengirim

__ hormon glukagon ke hati

» Ketika kadar gula darah

 tinggi, pankreas
menginm hormon insulin

Sejenis enzim dikeluarkan ke hati

oleh pankreas ke dalam
bagian ujung depan dari
usus halus

Di dalam bagian ujung depan
dari usus halus, enzim ini
memotong-motong rantai
karbohidrat menjadi guia-
gula sederhana

Gambar 3.7 Sistem Pencernaan dalam Tubuh Manusia

Dalam kajian pada sistem persamaan linear dua sisi atas aljabar max-plus
sistem ini terbentuk dari matriks dan vektor yang keduanya memiliki saling
keterkaitan. Di sini penulis mencoba menghubungkan proses sistem pencernaan
tubuh manusia dengan penyelesaian sistem persamaan linear dua sisi dalam
aljabar max-plus.

Pada proses penyelesaian sistem persamaan linear dua sisi dalam aljabar
max-plus yang berbentuk A @ x = B ® y, diketahui matriks A, B dan vektor

awal x diberikan serta anggap sebagai bahan baku yang perlu masuk pada suatu
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sistem. Selanjutnya diproses dengan mencari A7 dan BT kemudian matriks A dan
vektor x yang telah diketahui diproses dengan cara dihitung hingga mendapatkan
hasil, yang mana hasil tersebut dapat digunakan untuk proses perhitungan yang
selanjutnya.

Terlihat bahwa matriks A dan vekor x saling berhubungan untuk
mendapatkan suatu hasil, yang mana matriks A membutuhkan x untuk
mendapatkan suatu nilai begitu juga sebaliknya. Selanjutnya hasil tersebut
digunakan untuk proses perhitungan yang lainnya untuk mendapatkan suatu
jawaban, nilai, atau hasil yang sungguh-sungguh benar. Jelas terlihat mereka
saling bergantung, berkaitan, dan berhubungan untuk membentuk suatu kesatuan
yakni “sistem” serta mendapatkan nilai yang benar.

Sistem persamaan linear dua sisi terbentuk memang untuk membuahkan
suatu manfaat atau hasil yang berguna bagi manusia bila diaplikasikan pada
kehidupan nyata, seperti pada jadwal penerbangan pesawat, sistem produksi pada

suatu pabrik, penjadwalan kereta, sistem antrian, dan lain sebagainya.



BAB IV

PENUTUP

4.1 Kesimpulan

Sistem persamaan linear aljabar max-plus di dalamnya terdapat banyak
penjelasan dan berbagai metode untuk menyelesaikan sistem persamaan. Di
antaranya terdapat sistem persamaan linear dua sisi dalam aljabar max-plus yang
berbentuk A ® x = B @ y. Dalam hal ini ternyata dapat diselesaikan dengan cara

Metode Alternating yakni menggunakan posedur iterasi, dengan menggunakan

3 —o 0 fla Wk
matriks A = | 1 1 0|dan B =|3 2| serta memberikan nilai awal x yang
—egf WML 2 3§ gl

berbeda ternyata hasilnya persamaan ini memiliki selesaian yang tidak tunggal.
0

1
Yaitu pasangan selesaian x = [3] dengan y = B] dan x = [5] dengan y = B]
2 4

Dalam melakukan perhitungan, sistem persamaan linear duasisiA @ x =B @ y
ini menggunakan penyelesaian yang berawal dari solusi persamaan bentuk
A ® x = b dan persamaan in selesaiannya berasal dari persamaan A @ x < b.
Langkah-langkah untuk menyelesaikan sistem persamaan linear dua sisi

yang berbentuk A @ x = B ® y dengan menggunakan Metode Alternating adalah
sebagai berikut:

1. Diberikan sistem persamaan A Q@ x = B @ y.

2. Diberikan matriks A dan matriks B yang elemen baris atau kolomnya

memuat minimal satu elemen berhingga.

86
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3. Dicari AT dan BT.
4. Diberikan sebarang nilai awal vektor x yang berhingga dengan x € R™*1,
5. Tetapkan r = 0, dan x(r) = x.
6. Dicaria =4 Q x.
7. Dicari y = —(BT ® (—a)).
8. Dicarib=B ®y.
9. Dicari x dengan x = —(AT ® (—b)).
10. Tetapkanr = r + 1.
11. Seterusnya dilakukan perhitungan dengan prosedur iterasi hingga
AQRx=BQRy.
12. Bila hasil kedua sisi telah sama, maka nilai x dan y merupakan selesaian
dari sistem persamaan ini.
Penyelesaian sistem persamaan linear dua sisi yang berbentuk A ® x =
B @ vy di atas juga berlaku untuk persamaan sebagai berikut:
a AQx=yQ®B
b.x@QA=BRRy
C. xQA=yQ@B
4.2 Saran
Dari paparan dalam skripsi ini mengenai penyelesaian sistem persamaan
linear dua sisi dalam aljabar max-plus masih banyak yang mesti perlu dikaji.
Disarankan dengan menggunakan persamaan-persamaan yang lainnya dan

penyelesainnya dapat dengan menggunakan program Matlab maupun Scilab.
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