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ABSTRAK 

 

Dewi, Nurmala Rosmitha. 2012. Polinomial atas Ring. Skripsi, Jurusan               

Matematika Fakultas Sains dan Teknologi Universitas Islam (UIN) 

Maulana Malik Ibrahim Malang. 

Pembimbing: (1) Ari Kusumastuti, M.Pd 

 (2) Wahyu Henky Irawan, M.Pd 

 

Kata Kunci: Polinomial, Ring 

 

Struktur aljabar yang  terdiri dari himpunan tak kosong dengan satu 

operasi biner yang memenuhi beberapa aksioma, diantaranya tertutup, assosiatif, 

memiliki elemen identitas, memiliki elemen invers dan komutatif dinamakan grup 

abelian. Sedangkan suatu himpunan tak kosong   dengan dua operasi biner yaitu 

operasi penjumlahan ( ) dan perkalian ( ) dinotasikan dengan (     ) yang 

memenuhi tiga aksioma diantaranya yaitu (   ) berupa grup abelian, operasi 

kedua bersifat assosiatif dan operasi pertama bersifat distributif terhadap operasi 

kedua disebut ring.  

Polinomial  ( ) berderajat  , didefinisikan sebagai suatu fungsi berbentuk 

 ( )            
        , dengan    adalah konstanta riil,   

          dan     , dimana   merupakan peubah,               nilai 

koefisien persamaan  , dan   adalah orde atau derajat persamaan. 

Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah menentukan 

polinomial-polinomial di      pada suatu peubah   dengan derajat  , sehingga 

dapat didefinisikan penjumlahan, pengurangan, perkalian dan pembagian pada 

polinomial-polinomial di     , dengan demikian dapat ditentukan pola 

penjumlahan, pola pengurangan, pola perkalian dan pola pembagian pada derajat 

polinomial-polinomial di     . Maka himpunan polinomial      yang telah 

didefinisikan kemudian dikenakan operasi penjumlahan dan perkalian yang 

dinotasikan dengan (        ) akan dibuktikan ring untuk derajat polinomial 

           . 

Dari hasil penelitian yang didapat adalah semua polinomial-polinomial di 

     dapat didefinisikan dan ditentukan pola derajatnya dengan operasi 

perjumlahan, pengurangan, perkalian dan pembagian. Dengan demikian, 

himpunan semua polinomial      jika diberikan dua operasi biner berupa operasi 

penjumlahan ( ) dan operasi perkalian ( ) atau dapat dinotasikan dengan 

(        ) memenuhi tiga aksioma yaitu (      ) berupa grup abelian, operasi 

kedua bersifat assosiatif dan operasi pertama  bersifat distributif terhadap operasi 

kedua untuk derajat polinomial              terbukti ring akan tetapi 

bukan field. 

 

 

 

 



ABSTRACT 

 

Dewi, Nurmala Rosmitha. 2012. Polynomial over Ring. Thesis. Department of 

Mathematics Faculty of Science and Technology the State of Islamic 

University Maulana Malik Ibrahim Malang.  

Advisors:  (1) Ari Kusumastuti, M.Pd 

      (2) Wahyu Henky Irawan, M.Pd.  

 

Keywords: Polynomials, Ring 

 

Algebraic structure consisting of a nonempty set with a binary operation 

that satisfies several axioms, including closed, associative, has identity element, 

inverse element and has called commutative abelian group. While not an empty 

set R with two binary operations are operations of addition ( ) and multiplication 

( )is denoted by (     ) that satisfies the three axioms among which (   ) of 

abelian groups, both operations are associative and first operation distributive 

nature of the second operation called a ring. 

Polynomial  ( ) of degree n, is defined as a function of the form  ( )  
          

        , with    are real constants,             and 

    , where   is a variable,               coefficient   equations, and   is 

the order or degree equation. 
The method used in this research were determining polynomials in      on   

variable with   degree, can be defined so that addition, subtraction, multiplication and 

division on polynomials in     , and is therefore determined the pattern of summation, 

pattern subtraction, multiplication pattern and the pattern of distribution on the degree of 

polynomials in     . Then the set of polynomials      which has been defined then 

subjected to operations of addition and multiplication are denoted by (        ) be 

evidenced ring to polynomial degree            . 

From the research results obtained are all polynomials in      can be 

defined and determined by the pattern of operations rank sum, subtraction, 

multiplication and division. Thus, the set of all polynomials      if given two 

binary operations such as addition operation ( ) and multiplication ( ) or can be 

denoted by(        ) satisfy the three axioms, namely (      ) form abelian 

group, a second operation is associative and distributive nature of the first 

operation second operation to polynomial degree             it proved to 

ring but not field. 

 

 

 

 

 

 



البحث ملخص  
 

 لإسلاميةالجامعة العلوم والتكنولوجيا في كلية قسم الرياضيات، أطروحةالدائري،  على متعدد الحدود، ٣١٣٢دوى، نورمالا رسميتا، 
 الان بم إبراهيم مالك مولاناالحكوميه 
  ماجستير التًبية، آري كوسومستوتى( ١: )المشرف

 ماجستير التًبية، إروانهنكى   وحي( ٢)
 

 الدائري، متعدد الحدود كلمات البحث:
 

، غلل الم بما في ذلك، البديهيات العديد من ترضي ثنائية التى عمليةال بالمجموعة  غير الفارغ يتكون من الجبرية هيكل
هما  ثنائي عمليات مع  غير الفارغة  تبادلي، في حين المجموعةال آبلياندعت الجماعة و  معكوس العنصر، العنصر ويةاله لديه، النقابي

 الشكل (   ) بحيث الثلاث البديهيات يفي أن (     ) الرمز بواسطةهو  ( ) الضربو  ( ) الاضافية عمليات
 حلقة. تسمى العملية الثانية العملية الاولى منالتوزيع و  النقابي طبيعة هي العملية الثانية المجموعة، وهي آبليان

( ) من النموذج  بوصفها وظيفة تعريف،    درجة من  ( ) متعدد الحدود و         

   
  ،المغلير هو   حيث ,     و              ، الحقيقية الثوابت هي   مع  ,        

 .درجة أو النظام هي معادلة   و   المعادلة معامل               
الطرح  ، ونمط خلاصة من نمط يتم تحديد وبالتالي،       في متعددو الحدود علىالضرب والقسمة الجمع والطرح و 

ثم تعرض  تم تعريف الذي      متعددو الحدود من مجموعة ثم       في متعددو الحدود على درجة التوزيع نمطالضرب ونمط و 
 .    و     كثيرات الحدود حلقة لدرجة ثبت سيتم (        ) الرمز بواسطةو  الجمع والضربعمليات ل

ويمكن تعريف ويحددها النمط من العمليات      من نتائ  البحوث التي تم الحصول عليها هي كل متعددو الحدود في 
إذا ما أعطيت عمليات ثنائي اثنين      مبلغ رتبة والطرح والضرب والقسمة. وهكذا، فإن كل مجموعة من متعددو الحدود 

تلبية البديهيات الثلاثة، وهي   (        )أو يمكن الرمز بواسطة  ( )والضرب  ( )الشكل عملية الجمع 
الشكل آبليان المجموعة، وهي العملية الثانية هي النقابي وعملية التوزيع هو أول عملية لمتعدد الحدود من الدرجة   (      )

 حلقة ثبت ولكن ليس المجال.    و      الثانية 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Allah menciptakan Alam semesta dan semua yang di dalamnya telah 

melakukan perhitungan secara rumit dan detail. Demikian pula Allah telah 

menjadikan Al-Qur’an dan menempatkan ayat dan surat di dalamnya dengan 

perhitungan yang teliti. 

Di antara ayat-ayat yang menjelaskan tentang adanya ilmu perhitungan 

adalah 

             

Artinya: 

“Sesungguhnya Kami telah menciptakan segala sesuatu dengan ukuran” 

(Q.S. Al-Qomar: 49). 

 

Dalam ayat 49 surat Al-Qomarini dijelaskan bahwa Kami (Allah) menciptakan 

semua yang ada atau sesuatu ada di alam semesta ini baik nyata maupun ghoib 

dengan ukuran-ukuran yang seimbang. 

Salah satu sifat matematika yaitu matematika bersifat abstrak, yang berarti 

bahwa objek-objek matematika diperoleh melalui abstraksi dari fakta-fakta atau 

fenomena dunia nyata. Karena objek matematika merupakan hasil abstraksi dunia 

nyata, maka matematika dapat ditelusuri kembali berdasarkan proses abstraksinya. 

Hal inilah yang mendasari bagaimana cara mempelajari matematika (Abdussakir, 

2007:15).  
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Usaha manusia secara kontinu untuk merumuskan konsep-konsep dan 

unsur-unsur dalam bidang ilmu pengetahuan. Berbicara tentang ilmu pengetahuan, 

Al-Qur’an telah memberikan kepada manusia kunci ilmu pengetahuan tentang 

dunia dan akhirat serta menyediakan peralatan untuk mencari dan meneliti segala 

sesuatu agar dapat mengungkap dan mengetahui keajaiban dari kedua dunia 

(Anonim, 2009:3). 

Hal itu menunjukkan keluasan suatu ilmu. Dalam Al-Qur’an hal tersebut 

telah dijelaskan oleh Allah SWT dengan firman-Nya dalam surat Al-Kahfi ayat 

109 yang berbunyi: 

                       

          

Artinya: 

”Katakanlah: sekiranya lautan menjadi tinta untuk (menulis) kalimat-

kalimat Tuhanku, sungguh habislah lautan itu sebelum habis (ditulis) 

kalimat-kalimat Tuhanku, meskipun kami datangkan tambahan sebanyak 

itu (pula)"(Q. S. Al-Kahfi:109). 

Ayat tersebut menjelaskan bahwa hendaknya manusia memahami akan 

kewajiban untuk menuntut ilmu serta mempelajarinya. 

Matematika merupakan bidang ilmu pengetahuan yang mengalami 

perkembangan seiring dengan kemajuan ilmu pengetahuan dan teknologi. Dalam 

kehidupan sehari-hari tidak sedikit permasalahan yang membutuhkan matematika 

dalam menyelesaikannya mulai dari masalah sosial, agama dan lainnya. Hal ini 

yang menjadikan keberadaan matematika itu sangat penting, sehingga persoalan 

apapun, mulai dari yang paling sederhana sampai pada persoalan yang rumit akan 

membutuhkan matematika. Salah satu cabang matematika adalah aljabar. 
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Merujuk pada klasifikasi yang telah digambarkan dalam konsep Islam  

maka aljabar juga terdapat grup abelian dan ring. Struktur aljabar yang  terdiri dari 

himpunan tak kosong 𝑅 dengan satu operasi biner yang memenuhi beberapa 

aksioma, di antaranya assosiatif, memiliki elemen identitas, memiliki elemen 

invers dan komutatif dinamakan grup abelian. Sedangkan suatu himpunan tak 

kosong 𝑅 dengan dua operasi biner yaitu operasi penjumlahan (+) dan perkalian 

(×) yang memenuhi tiga aksioma di antaranya yaitu (𝑅, +) berupa grup abelian, 

operasi kedua (×) bersifat assosiatif dan operasi kedua (×) bersifat distributif 

terhadap operasi pertama (+) disebut ring (Dummit & Foote, 1991:510) 

Polinomial 𝑓(𝑥) berderajat 𝑛, didefinisikan sebagai suatu fungsi berbentuk 

𝑓 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑥𝑛 , dengan 𝑎𝑖  adalah konstanta riil, 𝑖 =

0,1,2, … , 𝑛 dan 𝑎𝑛 ≠ 0, dimana 𝑥 merupakan peubah, 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛  nilai 

koefisien, dan 𝑛 adalah orde atau derajat persamaan (Munir, 2008:105). 

Polinomial atas ring 𝑅 adalah polinomial yang koefisien suku-sukunya merupakan 

himpunan terurut infinite dari ring 𝑅 dengan sebagian besar bilangan terbatas pada 

elemen bukan nol  (Raisinghania dan Aggarwal, 1980:422). 

Inti pembahasan penelitian ini yaitu, pandang 𝑀𝑝[𝑥] adalah semua 

himpunan polinomial atas ring 𝑀𝑝  pada satu peubah 𝑥 dengan derajat 𝑛 yaitu 

𝑀𝑝 𝑥 = {𝑓 𝑥 = 𝑎0𝑥
0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥

2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑥𝑛 |∀𝑎𝑖 𝜖 𝑀𝑝}. Sehingga dapat 

didefinisikan penjumlahan, pengurangan, perkalian dan pembagian pada 

polinomial-polinomial di 𝑀𝑝[𝑥], dengan demikian dapat ditentukan pola 

penjumlahan, pola pengurangan, pola perkalian dan pola pembagian pada derajat 

polinomial-polinomial di 𝑀𝑝[𝑥]. Pada himpunan polinomial 𝑀𝑝[𝑥] yang telah 
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didefinisikan kemudian dikenakan operasi penjumlahan dan perkalian yang 

dinotasikan (𝑀𝑝  𝑥 , +,×). Dengan demikian, penulis tertarik untuk mengkaji 

polinomial tersebut dengan judul “Polinomial atas Ring” 

 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang yang sudah diuraikan di atas, maka 

permasalahannya dapat dirumuskan yaitu bagaimana cara menentukan polinomial 

atas ring? 

 

1.3 Tujuan Penelitian 

Sesuai dengan latar belakang dan rumusan masalah yang tertulis di atas, 

maka tujuan penelitian adalah untuk menentukan polinomial atas ring. 

 

1.4 Manfaat Penelitian 

Hasil penelitian yang berupa pembahasan masalah ini bermanfaat untuk: 

1. Memahami konsep aljabar tentang polinomial atas ring  

2. Memahami pola penjumlahan, pengurangan, perkalian dan pembagian pada 

derajat polinomial-polinomial di 𝑀𝑝[𝑥]. 

 

1.5 Batasan Masalah 

Penelitian ini dibatasi pada polinomial dengan derajat 𝑛 di 𝑀𝑝[𝑥], dan 

untuk contohnya menggunakan polinomial di 𝑀5[𝑥]. 
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1.6 Metode Penelitian 

Adapun langkah-langkah yang dilakukan dalam penelitian ini, yaitu: 

1. Menentukan polinomial-polinomial di 𝑀𝑝[𝑥] pada suatu peubah 𝑥 dengan 

derajat 𝑛 dan 𝑝 bilangan prima. 

2. Mendefinisikan polinomial-polinomial di 𝑀𝑝[𝑥] dengan cara diberikan 

operasi penjumlahan, pengurangan, perkalian dan pembagian pada 

polinomial-polinomial tersebut, serta contoh-contohnya. 

3. Menentukan pola penjumlahan, pola pengurangan, pola perkalian dan pola 

pembagian pada derajat polinomial-polinomial di 𝑀𝑝[𝑥]. 

4. Himpunan polinomial 𝑀𝑝[𝑥] yang telah didefinisikan kemudian dikenakan 

operasi penjumlahan dan perkalian yang dinotasikan dengan (𝑀𝑝  𝑥 , +,×) di 

buktikan ring untuk polynomial derajat 𝑚 = 𝑛 dan 𝑚 ≠ 𝑛. 

 

1.7 Sistematika Penulisan 

Agar dalam membaca hasil penelitian ini pembaca mudah memahami dan 

tidak menemukan kesulitan, maka dalam penyajian ditulis berdasarkan suatu 

sistematika yang secara garis besar dibagi menjadi empat bab, yaitu: 

Bab I Pendahuluan 

Pendahuluan meliputi: latar belakang, rumusan masalah, tujuan 

penelitian, manfaat penelitian, batasan masalah, metode penelitian dan 

sistematika penulisan. 

 

 



6 
 

 

Bab II Kajian Pustaka 

Bagian ini menjelaskan tentang konsep-konsep (teori) yang mendukung 

bagian pembahasan. Konsep-konsep tersebut antara lain membahas grup, 

ring, dan polinomial. 

Bab III Pembahasan 

Pembahasan yang di dalamnya membahas tentang polinomial atas ring.  

Bab IV  Penutup 

Pada bab ini akan disajikan tentang kesimpulan dari pembahasan serta 

kritik dan saran. 
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BAB II 

KAJIAN PUSTAKA 

 

2.1 Himpunan 

Istilah himpuanan seringkali dijumpai ketika mempelajari aljabar abstrak. 

Hal ini dikarenakan himpunan merupakan dasar dari berbagai pembahasan-

pembahasan mengenai struktur aljabar. Definisi himpunan dapat dilihat sebagai 

berikut: 

Definisi 1 

Himpunan adalah kumpulan obyek–obyek yang mempunyai sifat yang 

sama, obyek–obyek tersebut selanjutnya disebut sebagai anggota dari 

himpunan (Bhattacharya, 1990:3). 

Obyek tersebut dapat berupa benda konkrit, seperti meja, kursi, dan lain-

lain, atau dapat pula berupa benda abstrak seperti bilangan, fungsi dan yang 

sejenisnya. 

Misal 𝐴 adalah himpunan, jika 𝑥 suatu obyek pada 𝐴, maka 𝑥 dikatakan 

anggota dari 𝐴 dan ditulis 𝑥 ∈  𝐴. Jika 𝐴 tidak mempunyai anggota himpunan 

kosong dan dinotasikan dengan 𝐴 = 𝜑 . Jika 𝐴 mempunyai anggota sekurang-

kurangnya satu anggota maka 𝐴 disebut himpunan tak kosong. Jika 𝐴 adalah 

himpunan berhingga, banyaknya obyek yang berbeda di 𝐴 disebut order dan 

dinotasikan  𝐴  . 
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Contoh: 

𝐴 adalah himpunan semua bilangan prima yang kurang dari 10, maka 

𝐴 = {2,3,5,7} 

Atau dapat ditulis sebagai 

𝐴 = {𝑥|𝑥 < 10, 𝑥 𝜖 𝑃𝑟𝑖𝑚𝑎}  

Order 𝐴 adalah  𝐴 = 4 

 

Definisi 2 

Misal 𝐴 dan 𝐵 himpunan, himpunan 𝐴 dikatakan himpunan bagian dari 

himpunan 𝐵 jika memenuhi ∀𝑎 𝜖 𝐴 ⇒ 𝑏 𝜖 𝐵 dan dinotasikan 𝐴 ⊆ 𝐵 (𝐴 

termuat dalam atau sama dengan 𝐵) (Bhattacharya, 1990:40). 

Contoh: 

Misalkan 𝐴 = {5𝑛|𝑛 𝜖 𝑁} 

𝐵 = {2𝑛 − 1|𝑛 𝜖 𝑁}  

𝑁 = {1,2,3,4,5,6,7,8, … }  

Maka 𝐴 ⊂ 𝑁 dan 𝐵 ⊂ 𝑁 tetapi 𝐴 ⊄ 𝐵 (𝐴 bukan himpunan bagian dari 𝐵). 

Setiap anggota dari 𝐴 adalah juga anggota dari 𝑁. Setiap anggota dari 𝐵 adalah 

juga anggota dari 𝑁. Tetapi tidak setiap anggota dari 𝐴 merupakan anggota dari 𝐵. 

 

2.2 Operasi Biner 

Definisi 3 

Jika 𝑆 adalah suatu himpunan yang tak kosong maka operasi biner ∗ (di 

baca “bintang”) pada 𝑆 adalah suatu pemetaan atau fungsi yang 
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mengawankan setiap pasangan berurutan  𝑎, 𝑏  𝜖 𝑆 × 𝑆 dengan tepat satu 

elemen  𝑎 ∗ 𝑏  𝜖 𝑆. Secara simbolik operasi biner ∗ ditulis ∗: 𝑆 × 𝑆 → 𝑆 

(Sukirman, 2005:3) 

Contoh: 

Misal  𝑎, 𝑏  𝜖 𝑆 × 𝑆 maka bayangan dari pasangan terurut (𝑎, 𝑏) di 𝑆 

dibawah pemetaan ∗ ditulis 𝑎 ∗ 𝑏. Dengan kata lain operasi biner ∗ 

memasangkan setiap 𝑎 dan 𝑏 dari himpunan 𝑆 dengan suatu 𝑎 ∗ 𝑏 elemen 

dari himpunan 𝑆. Selanjutnya ∗ dikatakan operasi biner pada 𝑆. Salah satu 

operasi biner adalah penjumlahan, pengurangan, perkalian dan pembagian 

pada bilangan real 𝑅, sebab 𝑎, 𝑏 𝜖 𝑅, maka 𝑎 + 𝑏 𝜖 𝑅, 𝑎 − 𝑏 𝜖 𝑅, 𝑎 ∙ 𝑏 𝜖 𝑅. 

Sedangkan pembagian bukan operasi biner di 𝑅 karena pembagian dengan 

nol tak terdefinisi, tetapi pembagian adalah operasi biner pada 𝑅 − {0}. 

 

Definisi 4 

Suatu operasi biner ∗ pada suatu himpunan 𝑆 dikatakan komutatif jika dan 

hanya jika setiap 𝑥, 𝑦 𝜖 𝑆, maka 𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑦 ∗ 𝑥 (Whitelaw, 1995:63). 

Contoh: 

Misalkan 𝐺 = {𝑚𝑎 |𝑎 𝜖 𝐼}, jika 𝑚𝑎  dan 𝑚𝑏  adalah elemen dari 𝐺, maka 

𝑚𝑎 ∙ 𝑚𝑏 = 𝑚𝑎+𝑏   

= 𝑚𝑏+𝑎   

= 𝑚𝑏 ∙ 𝑚𝑎   

Jadi operasi perkalian bersifat komutatif di 𝐺. 
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2.3 Grup 

2.3.1 Definisi Grup 

Definisi 5 

Misalkan 𝐺 adalah himpunan tak kosong dan pada 𝐺 didefinisikan operasi 

biner •. Sistem aljabar (𝐺, •) disebut grup jika memenuhi aksioma-

aksioma: 

1. Tertutup yang sudah dipenuhi pada operasi biner • 

2. Untuk setiap 𝑎, 𝑏, 𝑐 𝜖 𝐺 maka  𝑎 • 𝑏 • 𝑐 = 𝑎 • (𝑏 • 𝑐) operasi • 

bersifat assosiatif di 𝐺. 

3. 𝐺 mempunyai unsur identitas terhadap operasi • 

Misalkan 𝑒 unsur di 𝐺 sedemikian hingga 𝑎 • 𝑒 = 𝑒 • 𝑎, ∀𝑎 𝜖 𝐺 maka 

𝑒 disebut unsur identitas. 

4. Setiap unsur di 𝐺 mempunyai invers terhadap operasi •, untuk setiap 

𝑎 𝜖 𝐺 ada 𝑎−1 𝜖 𝐺 yang disebut sebagai invers dari 𝑎, sehingga 

𝑎 • 𝑎 = 𝑎 • 𝑎 = 𝑒, 𝑒 adalah unsur identitas. 

(Raisinghania & Aggarwal, 1980:31) 

Contoh: 

Z adalah himpunan bilangan bulat 

Akan dibuktikan (𝑍, +) adalah grup 

i. Tertutup terhadap operasi + 

∀a, b ∈ Z, maka 𝑎 + 𝑏 ∈ 𝑍 

Jadi, 𝑍 tertutup terhadap operasi + 

ii. Memiliki sifat assosiatif terhadap operasi + 
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∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈  𝑍, maka (𝑎 + 𝑏) + 𝑐 = 𝑎 + (𝑏 + 𝑐) 

Jadi, operasi + bersifat assosiatif di 𝑍 

iii. Memiliki unsur identitas terhadap operasi + 

∃0 ∈  𝑍, sehingga 𝑎 + 0 = 0 + 𝑎 = 𝑎, ∀𝑎 ∈  𝑍 

Jadi, identitas di 𝑍 adalah 0 

iv. Memiliki invers terhadap operasi + 

∀𝑎 ∈ 𝑍, ∃𝑎−1 = (−𝑎) ∈ 𝑍, sehingga 𝑎 +  −𝑎 = (−𝑎) + 𝑎 = 0 

Jadi, invers dari 𝑎 adalah −𝑎 

Dari (i), (ii), (iii) dan (iv) maka (𝑍, +) adalah grup. 

 

2.3.2 Definisi Grup Abelian 

Definisi 6 

Grup (𝐺, ∗) dikatakan komutatif (abelian) jika untuk setiap unsur 𝑎 dan 𝑏 

di 𝐺 berlaku 𝑎 ∗  𝑏 =  𝑏 ∗  𝑎 (Raisinghania & Aggarwal, 1980:31) 

Contoh: 

𝑍 adalah himpunan bilangan bulat 

Akan dibuktikan (𝑍, +) adalah grup abelian 

Sudah dibuktikan pada contoh definisi 5, bahwa (𝑍, +) adalah grup 

∀𝑎, 𝑏 ∈  𝑍, maka 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎 

Jadi (𝑍, +) adalah grup abelian 
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2.4 Ring 

 Suatu sistem aljabar yang terdiri dari satu himpunan tak kosong dengan 

satu operasi biner dinamakan grup. Sistem aljabar tersebut berjumlah cukup untuk 

menampung struktur-struktur yang ada dalam matematika. Pada bagian ini 

dikembangkan suatu sistem aljabar yang terdiri dari satu himpunan tak kosong 

dengan dua operasi biner yang disebut dengan ring (gelanggang). Secara eksplisit, 

suatu ring didefinisikan sebagai berikut: 

2.4.1 Definisi Ring 

Definisi 7 

Suatu ring (𝑅, +,×) adalah suatu himpunan tak kosong 𝑅 dengan dua 

operasi biner yaitu + sebagai operasi pertama dan × sebagai operasi kedua, 

yang kedua-duanya didefinisikan pada 𝑅 yang memenuhi aksioma sebagai 

berikut: 

a. (R, +) adalah grup abelian 

b. Operasi × bersifat asosiatif: 

(𝑎 × 𝑏) × 𝑐 = 𝑎 × (𝑏 × 𝑐), ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈  𝑅 

c. Operasi × bersifat distributif terhadap + di 𝑅;  ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈  𝑅 

(𝑎 + 𝑏) × 𝑐 = (𝑎 × 𝑐) + (𝑏 × 𝑐) (distributif kiri) 

𝑎 × (𝑏 + 𝑐) = (𝑎 × 𝑏) + (𝑎 × 𝑐) (distributif kanan) 

(Dummit dan Foote, 1991:225). 

Contoh 1: 

Selidiki apakah (𝑍, +,×) dengan 𝑍  bilangan bulat merupakan ring? 

 



13 
 

Jawab 

a. (𝑍, +) adalah grup abelian karena 

i. 𝑍  tertutup terhadap operasi + 

∀𝑎, 𝑏 ∈  𝑍 berlaku (𝑎 +  𝑏)  ∈  𝑍 

ii. + bersifat asosiatif di 𝑍 

∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈  𝑍 berlaku 𝑎 +  (𝑏 +  𝑐)  =  (𝑎 +  𝑏)  +  𝑐 

iii. 0 adalah elemen identitas terhadap operasi + di 𝑍 

∀𝑎 ∈  𝑍 berlaku 𝑎 +  0 =  0 +  𝑎 =  𝑎 

iv. ∀𝑎 ∈ 𝑍, ∃𝑎−1 = (−𝑎) ∈ 𝑍, sehingga 

𝑎 +  (−𝑎)  =  (−𝑎)  +  𝑎 =  0  

v. Operasi + bersifat komutatif di 𝑍 

∀𝑎, 𝑏 ∈  𝑍 berlaku 𝑎 +  𝑏 =  𝑏 +  𝑎 

b. Operasi × bersifat asosiatif di 𝑍 

(𝑎 ×  𝑏)  ×  𝑐 =  𝑎 ×  (𝑏 ×  𝑐), ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈  𝑍  

c. Operasi × bersifat distributif terhadap + 

(𝑎 +  𝑏)  ×  𝑐 =  (𝑎 ×  𝑐) +  (𝑏 ×  𝑐), ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈  𝑍  

𝑎 ×  (𝑏 +  𝑐)  =  (𝑎 ×  𝑏) +  (𝑎 ×  𝑐), ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈  𝑍  

Jadi terbukti bahwa (𝑍, +,×) adalah ring. 

Contoh 2: 

Misalkan  ℤ𝑛 , +,×  adalah ring dan 𝑛 bilangan bulat positif prima. Maka 

himpunan ℤ𝑛 =  0 , 1 , 2 , … , 𝑛 − 1         dari kelas sisa modulo 𝑛 yang memenuhi 

operasi penjumlahan dan perkalian dalam kelas sisa modulo 𝑛 sebagai berikut: 

i. (ℤ𝑛 , +) merupakan grup abelian 
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a. Tertutup 

Jika 𝑎  dan 𝑏  dalam ℤ𝑛  maka dengan definisi penjumlahan kelas sisa 

𝑎 + 𝑏 = 𝑎 + 𝑏         

Sekarang, jika 𝑎 + 𝑏 < 𝑛 maka jelas 𝑎 + 𝑏       ∈ ℤ𝑛  

b. Bersifat asosiatif 

Jika 𝑎 , 𝑏  dan 𝑐  dalam ℤ𝑛  maka 

 𝑎 + 𝑏  + 𝑐 = 𝑎 + 𝑏       + 𝑐   

=  𝑎 + 𝑏 + 𝑐                 

= 𝑎 +  𝑏 + 𝑐                 dengan asosiatif penjumlahan pada  

bilangan bulat 

= 𝑎 + 𝑏 + 𝑐         

= 𝑎 +  𝑏 + 𝑐    

Jadi penjumlahan pada kelas sisa di ℤ𝑛  bersifat asosiatif. 

c. Ada identitas 

Kelas sisa 0 ∈ ℤ𝑛  adalah elemen identitas, untuk semua kelas residu 𝑎  

di ℤ𝑛 , 

0 + 𝑎 = 0 + 𝑎       = 𝑎   

dan 

𝑎 + 0 = 𝑎 + 0       = 𝑎   

Dengan kata lain 0 + 𝑎 = 𝑎 + 0 = 𝑎 ;  ∀𝑎 ∈ ℤ𝑛  

d. Ada invers 

Jika 𝑎  sebarang anggota dalam ℤ𝑛 , maka 0 ≤ 𝑎 < 𝑛 dan oleh karena 

itu 0 < 𝑛 − 𝑎 < 𝑛. Jadi  𝑛 − 𝑎       ∈ ℤ𝑛 .  
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Selain itu,  

𝑛 − 𝑎       + 𝑎 = 𝑛 − 𝑎 + 𝑎             = 𝑛 −  𝑎 + 𝑎                = 𝑛 = 0   

dan 

𝑎 + 𝑛 − 𝑎       = 𝑎 +  𝑛 − 𝑎                = 𝑛 = 0   

Dengan kata lain 𝑛 − 𝑎       + 𝑎 = 𝑎 + 𝑛 − 𝑎       = 0   

e. Bersifat komutatif 

Jika 𝑎  dan  𝑏  adalah dua sebarang anggota dalam ℤ𝑛 , maka 

𝑎 + 𝑏 = 𝑎 + 𝑏         

= 𝑏 + 𝑎             dengan komutatif penjumlahan dalam bilangan bulat 

= 𝑏 + 𝑎   

Jadi penjumlahan pada kelas sisa ℤ𝑛  adalah komutatif. 

ii. Operasi × bersifat asosiatif di ℤ𝑛  

Jika 𝑎 , 𝑏  dan 𝑐  adalah tiga elemen dalam ℤ𝑛  maka 

 𝑎 × 𝑏  × 𝑐 = 𝑎 × 𝑏       × 𝑐   

=  𝑎 × 𝑏 × 𝑐                

= 𝑎 ×  𝑏 × 𝑐                 dengan asosiatif perkalian pada bilangan bulat 

= 𝑎 × 𝑏 × 𝑐         

= 𝑎 ×  𝑏 × 𝑐    

Jadi perkalian pada kelas sisa di ℤ𝑛  bersifat asosiatif. 

iii. Operasi × bersifat distributif terhadap operasi + di ℤ𝑛  baik kanan maupun 

kiri: 

Jika 𝑎 , 𝑏  dan 𝑐  adalah tiga elemen dalam ℤ𝑛  maka 
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𝑎 ×  𝑏 + 𝑐  = 𝑎 ×  𝑏 + 𝑐          

= 𝑎 ×  𝑏 + 𝑐                  

= 𝑎 × 𝑏 + 𝑎 × 𝑐                   

= 𝑎 × 𝑏       + 𝑎 × 𝑐         

= 𝑎 × 𝑏 + 𝑎 × 𝑐   

Dengan kata lain 𝑎 ×  𝑏 + 𝑐  = 𝑎 × 𝑏 + 𝑎 × 𝑐 ;  ∀𝑎 , 𝑏 , 𝑐 ∈ ℤ𝑛  

Sama dengan 

 𝑎 + 𝑏  × 𝑐 =  𝑎 + 𝑏        × 𝑐   

=  𝑎 + 𝑏 × 𝑐                  

= 𝑎 × 𝑐 + 𝑏 × 𝑐                   

= 𝑎 × 𝑐       + 𝑏 × 𝑐          

= 𝑎 × 𝑐 + 𝑏 × 𝑐   

Dengan kata lain  𝑎 + 𝑏  × 𝑐 = 𝑎 × 𝑐 + 𝑏 × 𝑐 ;  ∀𝑎 , 𝑏 , 𝑐 ∈ ℤ𝑛  

Jadi operasi × bersifat distributif terhadap operasi + di ℤ𝑛 .   

Sehingga terbukti bahwa (ℤ𝑛 , +,×) adalah ring. 

 

2.4.2 Definisi Ring Komutatif 

Definisi 8 

Suatu ring  (𝑅,∗,•)  disebut ring komutatif (RK) jika dan hanya jika operasi 

kedua (operasi •) bersifat komutatif di 𝑅, maka 𝑎 • 𝑏 =  𝑏 •  𝑎, ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 

(Dummit dan Foote, 1991:225) 
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Contoh: 

Selidiki apakah (𝑍, +,×) dengan 𝑍 himpunan bilangan bulat adalah 

merupakan ring komutatif 

Jawab 

Pada contoh 1 definisi 7, sudah dibuktikan bahwa (𝑍, +,×) adalah ring. 

Akan ditunjukkan operasi × bersifat komutatif di 𝑍 

Karena ∀𝑎, 𝑏 ∈  𝑍, sehingga 𝑎 ×  𝑏 =  𝑏 ×  𝑎 

Maka terbukti bahwa (𝑍, +,×)  adalah ring komutatif. 

 

2.4.3 Ring dengan Elemen Satuan 

Definisi 9 

Suatu ring (𝑅,∗,•)  disebut ring dengan elemen satuan (RS) jika dan hanya 

jika 𝑅 mempunyai elemen identitas terhadap operasi kedua (operasi •) maka 

1 • 𝑎 = 𝑎 • 1 = 𝑎, ∀𝑎 ∈ 𝑅 (Dummit dan Foote, 1991:225). 

Contoh: 

Selidiki apakah (𝑍, +,×) dengan 𝑍 adalah himpunan bilangan bulat 

merupakan ring dengan elemen satuan 

Jawab 

Pada contoh 1 definisi 7, sudah dibuktikan bahwa (𝑍, +,×) adalah ring. 

Akan ditunjukkan operasi × mempunyai elemen identitas di 𝑍 

Karena ∀𝑎 ∈  𝑍, ∃1 ∈ 𝑍, sehingga 𝑎 ×  1 =  1 ×  𝑎 =  𝑎 

Maka terbukti bahwa (𝑍, +,×)  adalah ring dengan elemen satuan. 
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2.4.4 Ring Komutatif dengan Elemen Satuan 

Definisi 10 

Suatu Ring (𝑅, +,×) disebut ring komutatif dengan unsur satuan (RKS)  

jika dan hanya jika operasi kedua bersifat komutatif dan 𝑅 mempunyai 

elemen identitas terhadap operasi  kedua, dengan kata lain merupakan ring 

komutatif (RK) sekaligus ring dengan unsur satuan (RS). 

(Hidayanto & Irawati, 2000:11) 

Contoh: 

Dari contoh 1 definisi 7, yaitu (𝑍, +,×)  adalah ring maka dapat diselidiki 

bahwa: 

i. ∀𝑎𝜖𝑍 maka 𝑎 × 𝑖 = 𝑖 × 𝑎 = 𝑎 diperoleh 𝑖 = 1𝜖𝑍, yang berarti ada 

unsur identitas di 𝑍 terhadap operasi kedua (operasi ×). Jadi (𝑍, +,×) 

adalah ring dengan unsur satuan (RS) 

ii. ∀𝑎, 𝑏𝜖𝑍 maka 𝑎 × 𝑏 = 𝑏 × 𝑎 yang berarti operasi kedua (operasi ×) 

bersifat komutatif di 𝑍. Jadi (𝑍, +,×) adalah ring komutatif (RK) 

iii. Karena (𝑍, +,×) adalah ring komutatif (RK) dan sekaligus ring dengan 

unsur satuan (RS) maka (𝑍, +,×) adalah ring komutatif dengan unsur 

satuan (RKS). 

 

2.5 Polinomial 

Definisi 11 

Polinomial 𝑝(𝑥) berderajat 𝑛, didefinisikan sebagai suatu fungsi berbentuk: 

𝑝 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯ + 𝑎𝑛𝑥𝑛  
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dengan 𝑎𝑖  adalah konstanta riil, 𝑖 = 0,1,2, … , 𝑛 dan 𝑎𝑛 ≠ 0 

Dimana: 

𝑥                         : merupakan peubah 

𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛  : merupakan nilai koefisien  

𝑛                         : merupakan orde atau derajat persamaan 

(Munir, 2008:105) 

Contoh: 

Misal diberikan polynomial atas 𝑀5 berderajat 3, yaitu: 

𝑓 𝑥 = 2𝑥3 + 𝑥2 + 3𝑥 + 4  

Dengan 𝑎𝑖  𝜖 𝑀5 dan 𝑎𝑛 ≠ 0, dan derajat tertingginya 3.   

 

Definisi 12 

Polinomial atas ring 𝑅 adalah polinomial yang koefisien suku-sukunya 

merupakan himpunan terurut infinite dari ring 𝑅 dengan sebagian besar 

bilangan terbatas pada elemen bukan nol (Raisinghania dan Aggarwal, 

1980:422). 

Misalkan 𝑅 adalah ring dan pandang 𝑅 𝑥  adalah semua himpunan 

polinomial atas ring 𝑅 pada satu peubah 𝑥, maka dapat didefinisikan penjumlahan 

dan perkalian pada polinomial-polinomial di 𝑅 𝑥  seperti di bawah ini: 

1. Penjumlahan pada polinomial 

Misalkan 

𝑓 𝑥 = 𝑎0𝑥
0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥

2 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑥𝑚   dan  

𝑔 𝑥 = 𝑏0𝑥
0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥

2 + ⋯ + 𝑏𝑛𝑥𝑛  
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adalah dua polinomial di 𝑅 𝑥 , maka jumlah dari 𝑓 𝑥  dan 𝑔 𝑥  

dinotasikan dengan 𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥  yaitu didefinisikan dengan  

𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥 = (𝑎0+𝑏0)𝑥0 + (𝑎1 + 𝑏1)𝑥 + (𝑎2+𝑏2)𝑥2 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑥𝑚 +

𝑏𝑛𝑥𝑛   

Dengan jelas merupakan polinomial atas ring dan oleh karenanya 

anggota dari 𝑅 𝑥 . 

2. Perkalian pada polinomial (Judson, 1997:257) 

Misalkan: 

𝑓 𝑥 = 𝑎0𝑥
0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥

2 + ⋯ + 𝑎𝑚𝑥𝑚   dan  

𝑔 𝑥 = 𝑏0𝑥
0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥

2 + ⋯ + 𝑏𝑛𝑥𝑛  

adalah dua polinomial di 𝑅 𝑥 , maka perkalian dari 𝑓 𝑥  dan 𝑔 𝑥  

dinotasikan dengan 𝑓 𝑥 ∙ 𝑔 𝑥  yaitu didefinisikan dengan 

𝑓 𝑥 ∙ 𝑔 𝑥 = 𝑐0𝑥
0 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥

2 + ⋯ + 𝑐𝑛+𝑚𝑥𝑛+𝑚   

di mana 𝑐𝑖 =  𝑎𝑘𝑏𝑖−𝑘
𝑖
𝑘=0 = 𝑎0𝑏𝑖 + 𝑎1𝑏𝑖−1 + ⋯ + 𝑎𝑖−1𝑏1 + 𝑎𝑖𝑏0, untuk 

masing-masing 𝑖. 

Dengan demikian jelas bahwa hasil dari perkalian dua polinomial di 𝑅 𝑥  

yaitu juga berada dalam 𝑅 𝑥 .  

Contoh: 

Misal 𝑀5 𝑥  adalah himpunan polinomial-polinomial yang koefisien suku-

sukunya merupakan anggota dalam 𝑀5. Misal: 

𝑝 𝑥 = 3 𝑥0 + 4 𝑥 + 2 𝑥2  

𝑞 𝑥 = 𝑥0 + 3 𝑥 + 4 𝑥2 + 3 𝑥3  

Jadi dengan definisi penjumlahan dan perkalian polinomial maka diperoleh:  
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 𝑝 𝑥 + 𝑞 𝑥 =  3 + 1  𝑥0 +  4 + 3  𝑥 +  2 + 4  𝑥2 + (0 + 2 )𝑥3 

          = 4 𝑥0 + 2 𝑥 + 𝑥2 + 2 𝑥3 

𝑝 𝑥 ∙ 𝑞 𝑥 = 𝑐0𝑥
0 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥

2 + 𝑐3𝑥
3 + 𝑐4𝑥

4 + 𝑐5𝑥
5  

𝑐0 = 3 ∙ 1  

     = 3  

𝑐1 =  3 ∙ 3  +  4 ∙ 1   

= 4 + 4  

= 3  

𝑐2 =  3 ∙ 4  +  4 ∙ 3  +  2 ∙ 1   

     = 2 + 2 + 2  

     = 1  

𝑐3 =  3 ∙ 3  +  4 ∙ 4  +  2 ∙ 3  +  0 ∙ 1   

= 4 + 1 + 1 + 0  

= 1  

𝑐4 =  4 ∙ 3  +  2 ∙ 4  +  0 ∙ 3   

= 2 + 3 + 0  

= 0  

𝑐5 =  2 ∙ 3  +  0 ∙ 4   

= 1 + 0  

= 1  

Jadi 𝑝 𝑥 ∙ 𝑞 𝑥 = 3 𝑥0 + 3 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3 + 0 𝑥4 + 4 𝑥5 

 = 3 𝑥0 + 3 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥3 + 4 𝑥5 

 = 4 𝑥5 + 𝑥3 + 𝑥2 + 3 𝑥 + 3   
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2.7 Kajian Aljabar dalam Agama 

Aljabar abstrak adalah bidang matematika yang mengkaji struktur aljabar 

seperti grup, ring, field, modul, dan ruang vektor. Pada dasarnya aljabar abstrak 

juga membahas tentang himpunan dan  operasinya. Sehingga dalam mempelajari 

materi ini selalu identik dengan  sebuah himpunan tidak kosong yang mempunyai 

elemen-elemen yang dapat dikombinasikan dengan penjumlahan, perkalian, 

ataupun keduanya atau dapat dioperasikan dengan satu atau lebih operasi biner. 

Hal tersebut berarti pembahasan-pembahasannya melibatkan objek-objek abstrak 

yang dinyatakan dalam simbol-simbol (Anonim, 2011:5). 

Bidang kajian ini disebut dengan aljabar (saja) sebagai kependekan aljabar 

abstrak, disebut juga dengan struktur aljabar. Tetapi kebanyakan lebih senang 

menyebutnya dengan aljabar abstrak untuk membedakannya dengan aljabar 

elementer. Aljabar abstrak ini banyak digunakan dalam kajian lanjut bidang 

matematika (teori bilangan aljabar, topologi aljabar, geometri aljabar) (Anonim, 

2011:5). 

Beberapa bagian dari aljabar abstrak dengan satu operasi biner yang 

memenuhi sifat-sifat tertentu dikenal dengan  grup. Sedangkan kajian himpunan 

dengan satu operasi biner dalam konsep Islam yaitu, bahwa manusia adalah 

diciptakan secara berpasang-pasangan. Perhatikan firman Allah SWT dalam surat 

Al-Faathir ayat 11. 
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Artinya:  

“dan Allah menciptakan kamu dari tanah kemudian dari air mani, 

kemudian Dia menjadikan kamu berpasangan (laki-laki dan perempuan). 

dan tidak ada seorang perempuanpun mengandung dan tidak (pula) 

melahirkan melainkan dengan sepengetahuan-Nya. dan sekali-kali tidak 

dipanjangkan umur seorang yang berumur panjang dan tidak pula 

dikurangi umurnya, melainkan (sudah ditetapkan) dalam kitab (Lauh 

Mahfuzh). Sesungguhnya yang demikian itu bagi Allah adalah mudah.” 

(Q. S. Al-Faathir:11). 

 
Dari surat Al-Faathir ayat 11 di atas disebutkan, bahwa manusia adalah 

berpasang-pasangan yaitu laki-laki dengan perempuan dengan cara menikah. 

Biasanya dalam matematika disimbolkan (𝐺, +), dengan 𝐺 adalah himpunan tak 

kosongnya yaitu himpunan manusia (laki-laki, perempuan) dan (+) adalah 

operasi binernya yaitu pernikahan. 

Sedangkan untuk himpunan yang tidak kosong dengan dua operasi biner 

yang memenuhi sifat-sifat tertentu disebut dengan  ring. Untuk  ring sendiri dibagi 

menjadi dua menurut sifat identitasnya, yaitu  ring  yang mempunyai  identitas  1 

dan  ring  yang tidak mempunyai unsur  identitas  1. Sedangkan kajian himpunan 

dengan dua operasi biner  dalam konsep Islam yaitu, manusia adalah diciptakan 

secara berpasang-pasangan dan cara memasangkannya dengan hukum-hukum 

tertentu. Seperti dijelaskan dalam firman Allah SWT dalam surat An-Nisa’ ayat 

23. 
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Artinya:   

“Diharamkan atas kamu (mengawini) ibu-ibumu; anak-anakmu yang 

perempuan; saudara-saudaramu yang perempuan, saudara-saudara 

bapakmu yang perempuan; saudara-saudara ibumu yang perempuan; 

anak-anak perempuan dari saudara-saudaramu yang laki-laki; anak-anak 

perempuan dari saudara-saudaramu yang perempuan; ibu-ibumu yang 

menyusui kamu; saudara perempuan sepersusuan; ibu-ibu isterimu 

(mertua); anak-anak isterimu yang dalam pemeliharaanmu dari isteri 

yang telah kamu campuri, tetapi jika kamu belum campur dengan isterimu 

itu (dan sudah kamu ceraikan), Maka tidak berdosa kamu mengawininya; 

(dan diharamkan bagimu) isteri-isteri anak kandungmu (menantu); dan 

menghimpunkan (dalam perkawinan) dua perempuan yang bersaudara, 

kecuali yang telah terjadi pada masa lampau; Sesungguhnya Allah Maha 

Pengampun lagi Maha Penyayang.” (Q. S. An-Nisaa’: 23). 

 
Maka dari firman Allah SWT diatas dijelaskan bahwa manusia adalah 

berpasang-pasangan antara laki-laki dan perempuan dengan menikah. Akan tetapi 

cara menikah dengan pasangannya harus secara hukum agama. Dalam matematika 

biasanya disimbolkan (𝑅 , + ,×) , dengan 𝑅 adalah himpunan tak kosongnya yaitu 

himpunan manusia (laki-laki, perempuan),(+) adalah operasi pertamanya yaitu 

pernikahan, dan (×) adalah operasi keduanya yaitu hukum agamanya. 
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BAB III 

PEMBAHASAN 

 

3.1 Polinomial atas Ring 

Polinomial atas ring merupakan polinomial-polinomial yang diberlakukan 

ke ring, dimana koefisien-koefisiennya anggota ring (Raishinghania & Aggarwal, 

1980:422). 

Pada penelitian ini penulis memberikan lapangan modulo yang dikenakan 

pada bilangan modulo prima (𝑀𝑝). Bilangan prima antara lain 2,3,5,7,11,13,… ,𝑛 

di mana 𝑛 ini hanya bisa dibagi oleh 1 dan bilangan itu sendiri. Penulis 

mengambil bilangan modulo 5 sebagai contoh dalam penelitian ini. 

Diberikan (𝑀𝑃 , +,×) adalah ring dari himpunan tidak kosong dengan 

operasi pertama dilambangkan penjumlahan (+) dan operasi kedua dilambangkan 

perkalian (×). Pandang 𝑀𝑃[𝑥] adalah semua himpunan polinomial atas ring pada 

satu peubah 𝑥 dengan derajat 𝑛, maka dapat didefinisikan penjumlahan, 

pengurangan, perkalian dan pembagian pada polinomial-polinomial di 𝑀𝑃[𝑥] 

seperti di bawah ini: 

1. Penjumlahan pada polinomial 

Misalkan diberikan polinomial atas 𝑀𝑃  berderajat 𝑛, yaitu: 

𝑓 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛 ,∀𝑎𝑖  𝜖 𝑀𝑃   

𝑔 𝑥 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥
2 + ⋯+ 𝑏𝑛𝑥

𝑛 ,∀𝑏𝑖  𝜖 𝑀𝑃   

Untuk 𝑓(𝑥) dan 𝑔(𝑥) adalah dua polinomial di 𝑀𝑃[𝑥], maka jumlah dari 

𝑓(𝑥) dan 𝑔(𝑥) dapat dinotasikan dengan 𝑓 𝑥 + 𝑔(𝑥), sehingga 
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𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥 = (𝑎0 + 𝑏0) + (𝑎1 + 𝑏1)𝑥 + (𝑎2+𝑏2)𝑥2 + ⋯+ (𝑎𝑛 + 𝑏𝑛)𝑥𝑛   

Contoh:  

Diberikan ring  𝑀5, +,×  yang anggota atau unsur-unsur dalam ring adalah 

bilangan modulo 5 yaitu 𝑀5 = {0 , 1 , 2 , 3 , 4 }. Ring  𝑀5, +,×  dikenakan suatu 

polinomial 𝑓(𝑥) yang menghasilkan himpunan polinomial dalam 𝑀5[𝑥] yaitu 

𝑀5 𝑥 = {𝑓 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛 |𝑎𝑖  𝜖 𝑀5}.  

Dimisalkan 𝑀5[𝑥] adalah himpunan polinomial-polinomial yang 

koefisien suku-sukunya merupakan anggota dalam 𝑀5 dengan polinomial 

berderajat 3, misal: 

𝑓 𝑥 = 𝑥3 + 4 𝑥2 + 3 𝑥 + 2   

𝑔 𝑥 = 2 𝑥3 + 3 𝑥2 + 𝑥 + 3   

Untuk 𝑓(𝑥) dan 𝑔(𝑥) adalah dua polinomial di 𝑀5[𝑥]. 

Maka: 

𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥 =  1 + 2  𝑥3 +  4 + 3  𝑥2 +  3 + 1  𝑥 +  2 + 3    

= 3 𝑥3 + 𝑥2 + 4 𝑥 + 0   

Pola penjumlahan: 

Untuk 𝑚 = 𝑛, maka 

derajat 𝑔 𝑥 = derajat 𝑓(𝑥), diperoleh 

𝑓 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛 =  𝑎𝑖𝑥
𝑖𝑛

𝑖=0 ;𝑎𝑛 ≠ 0  

𝑔 𝑥 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥
2 + ⋯+ 𝑏𝑛𝑥

𝑛 =  𝑏𝑖𝑥
𝑖  ;𝑛

𝑖=0 𝑏𝑛 ≠ 0  

Maka: 

𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥 =  𝑎0 + 𝑏0 +  𝑎1 + 𝑏1 𝑥 +  𝑎2 + 𝑏2 𝑥
2 + ⋯+  𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 𝑥

𝑛   

=  𝑎𝑖𝑥
𝑖𝑛

𝑖=0 +  𝑏𝑖𝑥
𝑖𝑛

𝑖=0   
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=  (𝑎𝑖 + 𝑏𝑖)𝑥
𝑖𝑛

𝑖=0   

Jika 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 ≠ 0 maka  

derajat 𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥  = 𝑚𝑎𝑘{derajat 𝑓 𝑥 , derajat 𝑔 𝑥 } = 𝑚𝑎𝑘  𝑚, 𝑛 = 𝑛 

Contoh: 

Misal diberikan polinomial atas 𝑀5 berderajat 3, yaitu: 

𝑓 𝑥 = 2 𝑥3 + 𝑥2 + 3 𝑥 + 1   

𝑔 𝑥 = 2 𝑥3 + 2 𝑥2 + 𝑥 + 2   

Maka: 

𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥 =  2 + 2  𝑥3 +  1 + 2  𝑥2 +  3 + 1  𝑥 + (1 + 2 )  

= 4 𝑥3 + 3 𝑥2 + 4 𝑥 + 3   

Jika 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 = 0 maka  

derajat 𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥  < 𝑚𝑎𝑘{derajat 𝑓 𝑥 , derajat 𝑔 𝑥 } = 𝑚𝑎𝑘  𝑚,𝑛 = 𝑛 

Contoh: 

Misal diberikan polinomial atas 𝑀5 berderajat 3, yaitu: 

𝑓 𝑥 = 3 𝑥3 + 2 𝑥2 + 3 𝑥 + 1   

𝑔 𝑥 = 2 𝑥3 + 2 𝑥2 + 𝑥 + 2   

Maka: 

𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥 =  3 + 2  𝑥3 +  2 + 2  𝑥2 +  3 + 1  𝑥 + (1 + 2 )  

= 0 𝑥3 + 4 𝑥2 + 4 𝑥 + 3   

= 4 𝑥2 + 4 𝑥 + 3   

Untuk 𝑚 < 𝑛, misal 

derajat 𝑔 𝑥 < derajat 𝑓(𝑥), diperoleh 

𝑓 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑚𝑥𝑚 + 𝑎𝑚+1𝑥

𝑚+1 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥
𝑛   
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𝑔 𝑥 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥
2 + ⋯+ 𝑏𝑚𝑥𝑚   

Maka: 

𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥 = (𝑎0 + 𝑏0) + (𝑎1 + 𝑏1)𝑥 + (𝑎2+𝑏2)𝑥2 + ⋯+ (𝑎𝑚 +

𝑏𝑚)𝑥𝑚 + 𝑎𝑚+1𝑥
𝑚+1 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛   

=   𝑎𝑖 + 𝑏𝑖 𝑥
𝑖 +  𝑎𝑖𝑥

𝑖𝑛
𝑖=𝑚+1

𝑚
𝑖=0   

Jika 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 ≠ 0 maka  

derajat 𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥  = 𝑚𝑎𝑘{derajat 𝑓 𝑥 , derajat 𝑔 𝑥 } = 𝑚𝑎𝑘  𝑚, 𝑛 = 𝑛 

Contoh: 

Misal diberikan polinomial atas 𝑀5, dengan 𝑝 𝑥  berderajat 5 dan 𝑞 𝑥  

berderajat 3, yaitu: 

𝑓 𝑥 = 3 𝑥5 + 4 𝑥4 + 𝑥3 + 2 𝑥2 + 3 𝑥 + 2   

𝑔 𝑥 = 2 𝑥3 + 𝑥2 + 4 𝑥 + 3   

Maka: 

𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥 = (3 + 0 )𝑥5 + (4 + 0 )𝑥4 +  1 + 2  𝑥3 +  2 + 1  𝑥2 +

 3 + 4  𝑥 + (2 + 3 )  

= 3 𝑥5 + 4 𝑥4 + 3 𝑥3 + 3 𝑥2 + 2 𝑥 + 0   

Jika 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 = 0 maka  

derajat 𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥  < 𝑚𝑎𝑘{derajat 𝑓 𝑥 , derajat 𝑔 𝑥 } = 𝑚𝑎𝑘  𝑚,𝑛 = 𝑛 

Contoh: 

Misal diberikan polinomial atas 𝑀5 berderajat 5, yaitu: 

𝑓 𝑥 = 3 𝑥5 + 4 𝑥4 + 𝑥3 + 2 𝑥2 + 3 𝑥 + 2   

𝑔 𝑥 = 2 𝑥5 + 𝑥4 + 3 𝑥3 + 1 𝑥2  

Maka: 
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𝑝 𝑥 + 𝑞 𝑥 = (3 + 2 )𝑥5 + (4 + 1 )𝑥4 +  1 + 3  𝑥3 +  2 + 1  𝑥2 +

 3 + 0  𝑥 + (2 + 0 )  

= 0 𝑥5 + 0 𝑥4 + 4 𝑥3 + 3 𝑥2 + 3 𝑥 + 2   

= 4 𝑥3 + 3 𝑥2 + 3 𝑥 + 2   

Untuk 𝑚 > 𝑛, misal 

derajat 𝑔 𝑥 > derajat 𝑓(𝑥), diperoleh 

𝑓 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛   

𝑔 𝑥 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥
2 + ⋯+ 𝑏𝑛𝑥

𝑛 + 𝑎𝑛+1𝑥
𝑛+1 + ⋯+ 𝑎𝑚𝑥𝑚   

Maka: 

𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥 = (𝑎0 + 𝑏0) + (𝑎1 + 𝑏1)𝑥 + (𝑎2+𝑏2)𝑥2 + ⋯+ (𝑎𝑛 +

𝑏𝑛)𝑥𝑛 + 𝑎𝑛+1𝑥
𝑛+1 + ⋯+ 𝑎𝑚𝑥𝑚   

=   𝑎𝑖 + 𝑏𝑖 𝑥
𝑖 +  𝑎𝑖𝑥

𝑖𝑚
𝑖=𝑛+𝑖

𝑛
𝑖=0   

Jika 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 ≠ 0 maka  

derajat 𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥  = 𝑚𝑎𝑘{derajat 𝑓 𝑥 , derajat 𝑔 𝑥 } = 𝑚𝑎𝑘  𝑚, 𝑛 = 𝑛 

Contoh: 

Misal diberikan polinomial atas 𝑀5, dengan 𝑓 𝑥  berderajat 3 dan 𝑔 𝑥  

berderajat 5, yaitu: 

𝑓 𝑥 = 𝑥3 + 2 𝑥2 + 3 𝑥 + 2   

𝑔 𝑥 = 3 𝑥5 + 4 𝑥4 + 2 𝑥3 + 𝑥2 + 4 𝑥 + 3   

Maka: 

𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥 = (3 + 0 )𝑥5 + (4 + 0 )𝑥4 +  1 + 2  𝑥3 +  2 + 1  𝑥2 +

 3 + 4  𝑥 + (2 + 3 )  

= 3 𝑥5 + 4 𝑥4 + 3 𝑥3 + 3 𝑥2 + 2 𝑥 + 0   
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Jika 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 = 0 maka  

derajat 𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥  < 𝑚𝑎𝑘{derajat 𝑓 𝑥 , derajat 𝑔 𝑥 } = 𝑚𝑎𝑘  𝑚,𝑛 = 𝑛 

Contoh: 

Misal diberikan polinomial atas 𝑀5 berderajat 5, yaitu: 

𝑓 𝑥 = 2 𝑥5 + 2 𝑥4 + 3 𝑥3 + 2 𝑥2   

𝑔 𝑥 = 3 𝑥5 + 4 𝑥4 + 2 𝑥3 + 𝑥2 + 4 𝑥 + 3   

Maka: 

𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥 = (2 + 3 )𝑥5 + (2 + 4 )𝑥4 +  3 + 2  𝑥3 +  2 + 1  𝑥2 +

 4 + 0  𝑥 + (3 + 0 )  

= 0 𝑥5 + 𝑥4 + 0 𝑥3 + 3 𝑥2 + 4 𝑥 + 3   

= 𝑥4 + 3 𝑥2 + 4 𝑥 + 3   

2. Pengurangan pada polinomial  

Misalkan diberikan polinomial atas 𝑀𝑝  berderajat 𝑛, yaitu: 

𝑓 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛 ,∀𝑎𝑖 𝜖 𝑀𝑝   

𝑔 𝑥 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥
2 + ⋯+ 𝑏𝑛𝑥

𝑛 ,∀𝑏𝑖  𝜖 𝑀𝑝   

Untuk 𝑓(𝑥) dan 𝑔(𝑥) adalah dua polinomial di 𝑀𝑝[𝑥], maka pengurangan 

dari 𝑓(𝑥) dan 𝑔(𝑥) dapat dinotasikan dengan 𝑓 𝑥 − 𝑔(𝑥), sehingga 

𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥 = (𝑎0 − 𝑏0) + (𝑎1 − 𝑏1)𝑥 + (𝑎2−𝑏2)𝑥2 + ⋯+ (𝑎𝑛 − 𝑏𝑛)𝑥𝑛   

Contoh: 

Misal diberikan polinomial atas 𝑀5 berderajat 3, yaitu: 

𝑓 𝑥 = 3 𝑥3 + 4 𝑥2 + 3 𝑥 + 4   

𝑔 𝑥 = 2 𝑥3 + 3 𝑥2 + 𝑥 + 3   

Maka: 
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𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥 =  3 − 2  𝑥3 +  4 − 3  𝑥2 +  3 − 1  𝑥 +  4 − 3    

= 𝑥3 + 𝑥2 + 2 𝑥 + 1   

Pola pengurangan: 

Untuk 𝑚 = 𝑛, misal 

derajat 𝑔 𝑥 = derajat 𝑓(𝑥), diperoleh 

𝑓 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛 =  𝑎𝑖𝑥
𝑖𝑛

𝑖=0 ;𝑎𝑛 ≠ 0  

𝑔 𝑥 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥
2 + ⋯+ 𝑏𝑛𝑥

𝑛 =  𝑏𝑖𝑥
𝑖  ;𝑛

𝑖=0 𝑏𝑛 ≠ 0  

Maka: 

𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥 =  𝑎0 − 𝑏0 +  𝑎1 − 𝑏1 𝑥 +  𝑎2 − 𝑏2 𝑥
2 + ⋯+  𝑎𝑛 − 𝑏𝑛 𝑥

𝑛   

=  𝑎𝑖𝑥
𝑖𝑛

𝑖=0 −  𝑏𝑖𝑥
𝑖𝑛

𝑖=0   

=  (𝑎𝑖 − 𝑏𝑖)𝑥
𝑖𝑛

𝑖=0   

Jika 𝑎𝑛 − 𝑏𝑛 ≠ 0 maka  

derajat 𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥  = 𝑚𝑎𝑘{derajat 𝑓 𝑥 , derajat 𝑔 𝑥 } = 𝑚𝑎𝑘  𝑚, 𝑛 = 𝑛 

Contoh: 

Misal diberikan polinomial atas 𝑀5 berderajat 3, yaitu: 

𝑓 𝑥 = 4 𝑥3 + 4 𝑥2 + 3 𝑥 + 4   

𝑔 𝑥 = 2 𝑥3 + 2 𝑥2 + 𝑥 + 3   

Maka: 

𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥 =  4 − 2  𝑥3 +  4 − 2  𝑥2 +  3 − 1  𝑥 +  4 − 3    

= 2 𝑥3 + 2 𝑥2 + 2 𝑥 + 1   

Jika 𝑎𝑛 − 𝑏𝑛 = 0 maka  

derajat 𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥  < 𝑚𝑎𝑘{derajat 𝑓 𝑥 , derajat 𝑔 𝑥 } = 𝑚𝑎𝑘  𝑚,𝑛 = 𝑛 
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Contoh: 

Misal diberikan polinomial atas 𝑀5 berderajat 3, yaitu: 

𝑓 𝑥 = 2 𝑥3 + 4 𝑥2 + 3 𝑥 + 4   

𝑔 𝑥 = 2 𝑥3 + 2 𝑥2 + 𝑥 + 3   

Maka: 

𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥 =  2 − 2  𝑥3 +  4 − 2  𝑥2 +  3 − 1  𝑥 +  4 − 3    

= 0 𝑥3 + 2 𝑥2 + 2 𝑥 + 1   

= 2 𝑥2 + 2 𝑥 + 1   

Untuk 𝑚 < 𝑛, misal 

derajat 𝑔 𝑥 < derajat 𝑓(𝑥), diperoleh 

𝑓 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑚𝑥𝑚 + 𝑎𝑚+1𝑥

𝑚+1 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥
𝑛   

𝑔 𝑥 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥
2 + ⋯+ 𝑏𝑚𝑥𝑚   

Maka: 

𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥 = (𝑎0 − 𝑏0)𝑥0 + (𝑎1 − 𝑏1)𝑥 + (𝑎2−𝑏2)𝑥2 + ⋯+ (𝑎𝑚 −

𝑏𝑚)𝑥𝑚 + 𝑎𝑚+1𝑥
𝑚+1 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛   

=   𝑎𝑖 − 𝑏𝑖 𝑥
𝑖 +  𝑎𝑖𝑥

𝑖𝑛
𝑖=𝑚+1

𝑚
𝑖=0   

Jika 𝑎𝑛 − 𝑏𝑛 ≠ 0 maka  

derajat 𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥  = 𝑚𝑎𝑘{derajat 𝑓 𝑥 , derajat 𝑔 𝑥 } = 𝑚𝑎𝑘  𝑚, 𝑛 = 𝑛 

Contoh: 

Misal diberikan polinomial atas 𝑀5, dengan 𝑓 𝑥  berderajat 3 dan 𝑔 𝑥  

berderajat 5, yaitu: 

𝑓 𝑥 = 3 𝑥5 + 4 𝑥4 + 4 𝑥3 + 2 𝑥2 + 3 𝑥 + 4   

𝑔 𝑥 = 2 𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 + 3   
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Maka: 

𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥 = (3 − 0 )𝑥5 + (4 − 0 )𝑥4 +  4 − 2  𝑥3 +  2 − 1  𝑥2 +

 3 − 1  𝑥 + (4 − 3 )  

= 3 𝑥5 + 4 𝑥4 + 2 𝑥3 + 𝑥2 + 2 𝑥 + 1   

Jika 𝑎𝑛 − 𝑏𝑛 = 0 maka  

derajat 𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥  < 𝑚𝑎𝑘{derajat 𝑓 𝑥 , derajat 𝑔 𝑥 } = 𝑚𝑎𝑘  𝑚,𝑛 = 𝑛 

Contoh: 

Misal diberikan polinomial atas 𝑀5 berderajat 5, yaitu: 

𝑓 𝑥 = 2 𝑥5 + 4 𝑥4 + 4 𝑥3 + 3 𝑥2 + 3 𝑥 + 4   

𝑔 𝑥 = 2 𝑥5 + 𝑥4 + 𝑥3 + 2 𝑥2  

Maka: 

𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥 = (2 − 2 )𝑥5 + (4 − 1 )𝑥4 +  4 − 1  𝑥3 +  3 − 2  𝑥2 +

 3 − 0  𝑥 + (4 − 0 )  

= 0 𝑥5 + 3 𝑥4 + 3 𝑥3 + 𝑥2 + 3 𝑥 + 4   

= 3 𝑥4 + 3 𝑥3 + 𝑥2 + 3 𝑥 + 4   

Untuk 𝑚 > 𝑛, misal 

derajat 𝑔 𝑥 > derajat 𝑓(𝑥), diperoleh 

𝑓 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛   

𝑔 𝑥 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥
2 + ⋯+ 𝑏𝑛𝑥

𝑛 + 𝑎𝑛+1𝑥
𝑛+1 + ⋯+ 𝑎𝑚𝑥𝑚   

Maka: 

𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥  = (𝑎0 − 𝑏0) + (𝑎1 − 𝑏1)𝑥 + (𝑎2−𝑏2)𝑥2 + ⋯+ (𝑎𝑛 −

𝑏𝑛)𝑥𝑛 + 𝑎𝑛+1𝑥
𝑛+1 + ⋯+ 𝑎𝑚𝑥𝑚    

=   𝑎𝑖 − 𝑏𝑖 𝑥
𝑖 −  𝑎𝑖𝑥

𝑖𝑚
𝑖=𝑛+𝑖

𝑛
𝑖=0   
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Jika 𝑎𝑛 − 𝑏𝑛 ≠ 0 maka  

derajat 𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥  = 𝑚𝑎𝑘{derajat 𝑓 𝑥 , derajat 𝑔 𝑥 } = 𝑚𝑎𝑘  𝑚, 𝑛 = 𝑛 

Contoh: 

Misal diberikan polinomial atas 𝑀5, dengan 𝑓 𝑥  berderajat 3 dan 𝑔 𝑥  

berderajat 5, yaitu: 

𝑓 𝑥 = 𝑥3 + 2 𝑥2 + 3 𝑥 + 2   

𝑔 𝑥 = 3 𝑥5 + 4 𝑥4 + 2 𝑥3 + 𝑥2 + 4 𝑥 + 3   

Maka: 

𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥 = (0 − 3 )𝑥5 + (0 − 4 )𝑥4 +  1 − 2  𝑥3 +  2 − 1  𝑥2 +

 3 − 4  𝑥 + (2 − 3 )  

= −3 𝑥5 − 4 𝑥4 − 𝑥3 + 𝑥2 − 𝑥 − 1   

Jika 𝑎𝑛 − 𝑏𝑛 = 0 maka  

derajat 𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥  < 𝑚𝑎𝑘{derajat 𝑓 𝑥 , derajat 𝑔 𝑥 } = 𝑚𝑎𝑘  𝑚,𝑛 = 𝑛 

Contoh: 

Misal diberikan polinomial atas 𝑀5 berderajat 5, yaitu: 

𝑓 𝑥 = 3 𝑥5 + 2 𝑥4 + 3 𝑥3 + 2 𝑥2   

𝑔 𝑥 = 3 𝑥5 + 𝑥4 + 2 𝑥3 + 𝑥2 + 4 𝑥 + 3   

Maka: 

𝑓 𝑥 − 𝑔 𝑥 = (3 − 3 )𝑥5 + (2 − 1 )𝑥4 +  3 − 2  𝑥3 +  2 − 1  𝑥2 +

 0 − 4  𝑥 + (0 − 3 )  

= 0 𝑥5 + 𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥2 − 4 𝑥 − 3   

3. Perkalian pada polinomial  

Misalkan diberikan polinomial atas 𝑀𝑝  berderajat 𝑛, yaitu: 
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𝑓 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛 ,∀𝑎𝑖  𝜖 𝑀𝑝   

𝑔 𝑥 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥
2 + ⋯+ 𝑏𝑛𝑥

𝑛 ,∀𝑏𝑖  𝜖 𝑀𝑝   

Untuk 𝑓(𝑥) dan 𝑔(𝑥) adalah dua polinomial di 𝑀𝑝[𝑥], maka perkalian dari 

𝑓(𝑥) dan 𝑔(𝑥) dapat dinotasikan dengan 𝑓 𝑥 𝑔(𝑥), sehingga 

𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 = 𝑐0 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥
2 + ⋯+ 𝑐𝑛𝑥

𝑛   

Dimana:  

𝑐0 =  𝑎𝑖𝑏𝑖 = 𝑎0𝑏0𝑖=0   

𝑐1 =  𝑎𝑖𝑏𝑖 = 𝑎0𝑏1𝑖=1 + 𝑎1𝑏0   

𝑐2 =  𝑎𝑖𝑏𝑖 = 𝑎0𝑏2 + 𝑎1𝑏1𝑖=2 + 𝑎2𝑏0  

⋮  

𝑐𝑛 =  𝑎𝑖𝑏𝑖 = 𝑎0𝑏𝑖 + 𝑎1𝑏𝑖−1𝑖=𝑛 + 𝑎2𝑏𝑖−2 + ⋯+ 𝑎𝑖𝑏0  

Contoh 1: 

Diberikan polinomial atas 𝑀5 berderajat 3, yaitu: 

𝑓 𝑥 = 𝑥3 + 4 𝑥2 + 3 𝑥 + 2   

𝑔 𝑥 = 2 𝑥3 + 3 𝑥2 + 𝑥 + 3   

Maka: 

𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 =  𝑥3 + 4 𝑥2 + 3 𝑥 + 2  (2 𝑥3 + 3 𝑥2 + 𝑥 + 3 )  

= 2 𝑥6 + 3 𝑥5 + 𝑥4 + 3 𝑥3 + 8 𝑥5 + 12    𝑥4 + 4 𝑥3 + 12    𝑥2 + 6 𝑥4 +

9 𝑥3 + 3 𝑥2 + 9 𝑥 + 4 𝑥3 + 6 𝑥2 + 2 𝑥 + 6   

= 2 𝑥6 + 11    𝑥5 + 19    𝑥4 + 20    𝑥3 + 21    𝑥2 + 11    𝑥 + 6   

= 2 𝑥6 + 𝑥5 + 4 𝑥4 + 𝑥2 + 𝑥 + 1   

Contoh 2: 

Diberikan polinomial atas 𝑀5 berderajat 3, yaitu: 
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𝑓 𝑥 = 𝑎3𝑥
3 + 𝑎2𝑥

2 + 𝑎1𝑥 + 𝑎0  

𝑔 𝑥 = 𝑏𝑥3 + 𝑏2𝑥
2 + 𝑏1𝑥 + 𝑏0  

𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 = 𝑐6𝑥
6+𝑐5𝑥

5 + 𝑐4𝑥
4 + 𝑐3𝑥

3 + 𝑐2𝑥
2 + 𝑐1𝑥 + 𝑐0  

Dimana 𝑐6 =  𝑎𝑖𝑏𝑗 = 𝑎3𝑏3𝑖+𝑗=6  

𝑐5 =  𝑎𝑖𝑏𝑗 = 𝑎2𝑏3 + 𝑎3𝑏2𝑖+𝑗=5   

𝑐4 =  𝑎𝑖𝑏𝑗 = 𝑎1𝑏3 + 𝑎2𝑏2 + 𝑎3𝑏1𝑖+𝑗=4   

𝑐3 =  𝑎𝑖𝑏𝑗 = 𝑎0𝑏3 + 𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏1 + 𝑎3𝑏0𝑖+𝑗=3   

𝑐2 =  𝑎𝑖𝑏𝑗 = 𝑎0𝑏2 + 𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏0𝑖+𝑗=2   

𝑐1 =  𝑎𝑖𝑏𝑗 = 𝑎0𝑏1 + 𝑎1𝑏0𝑖+𝑗=1   

𝑐0 =  𝑎𝑖𝑏𝑗 = 𝑎0𝑏0𝑖+𝑗=0   

Oleh karena itu  

𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 =  𝑎3𝑏3 𝑥
6 +  𝑎2𝑏3 + 𝑎3𝑏2 𝑥

5 +  𝑎1𝑏3 + 𝑎2𝑏2 + 𝑎3𝑏1 𝑥
4 +

(𝑎0𝑏3 + 𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏1 + 𝑎3𝑏0)𝑥3 +  𝑎0𝑏2 + 𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏0 𝑥
2 +

 𝑎0𝑏1 + 𝑎1𝑏0 𝑥 + 𝑎0𝑏0  

Pola perkalian: 

Untuk 𝑚 = 𝑛, misal 

derajat 𝑔 𝑥 =derajat 𝑓(𝑥), diperoleh 

𝑓 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛 =  𝑎𝑖𝑥
𝑖𝑛

𝑖=0 ;𝑎𝑛 ≠ 0   

𝑔 𝑥 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥
2 + ⋯+ 𝑏𝑛𝑥

𝑛 =  𝑏𝑖𝑥
𝑖  ;𝑛

𝑖=0 𝑏𝑛 ≠ 0  

Maka: 

𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 = 𝑐0 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥
2 + ⋯+ 𝑐2𝑛𝑥

2𝑛   

Diperoleh:   
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𝑐0 =  𝑎𝑖𝑏𝑖 = 𝑎0𝑏0𝑖=0   

𝑐1 =  𝑎𝑖𝑏𝑖 = 𝑎0𝑏1𝑖=1 + 𝑎1𝑏0  

𝑐2 =  𝑎𝑖𝑏𝑖 = 𝑎0𝑏2 + 𝑎1𝑏1𝑖=2 + 𝑎2𝑏0  

𝑐3 =  𝑎𝑖𝑏𝑖 =𝑖=3 𝑎0𝑏3 + 𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏1 + 𝑎3𝑏0  

𝑐4 =  𝑎𝑖𝑏𝑖 = 𝑎1𝑏3 + 𝑎2𝑏2 + 𝑎3𝑏1𝑖=4   

 ⋮ 

𝑐𝑛 =  𝑎𝑖𝑏𝑖 = 𝑎0𝑏𝑖 + 𝑎1𝑏𝑖−1𝑖=𝑛 + 𝑎2𝑏𝑖−2 + 𝑎3𝑏𝑖−3 + 𝑎4𝑏𝑖−4 + ⋯+ 𝑎𝑖𝑏0  

𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 =  𝑐𝑖𝑥
𝑖2𝑛

𝑖=0   

=  𝑎𝑖𝑏𝑖 +0
𝑖=0  𝑎𝑖𝑏1−𝑖𝑥 +1

𝑖=0  𝑎𝑖𝑏2−𝑖𝑥
2  +  𝑎𝑖𝑏3−𝑖𝑥

3 +3
𝑖=0

2
𝑖=0

 𝑎𝑖𝑏4−𝑖𝑥
4 +4

𝑖=0 …+ 𝑎𝑖𝑏2𝑛−𝑖𝑥
2𝑛2𝑛

𝑖=0   

Hasil penjumlahannya adalah pola perkalian untuk (𝑚 = 𝑛) 

Jika 𝑎𝑛𝑏𝑛 ≠ 0 maka  

Derajat  𝑓 𝑥 𝑔 𝑥  = 𝑚𝑎𝑘{derajat 𝑓 𝑥 + derajat 𝑔 𝑥 } = 𝑚𝑎𝑘  𝑚 + 𝑛  

Contoh: 

Diberikan polinomial atas 𝑀5 berderajat 3, yaitu: 

𝑓 𝑥 = 3 𝑥3 + 2 𝑥2 + 𝑥 + 3   

𝑔 𝑥 = 𝑥3 + 3 𝑥2 + 2 𝑥 + 1   

Maka: 

𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 =  3 𝑥3 + 2 𝑥2 + 𝑥 + 3  (𝑥3 + 3 𝑥2 + 2 𝑥 + 1 )  

= 3 𝑥6 + 9 𝑥5 + 6 𝑥4 + 3 𝑥3 + 2 𝑥5 + 6 𝑥4 + 4 𝑥3 + 2 𝑥2 + 𝑥4 +

3 𝑥3 + 2 𝑥2 + 𝑥 + 3 𝑥3 + 9 𝑥2 + 6 𝑥 + 3   

= 3 𝑥6 + 11    𝑥5 + 13    𝑥4 + 13    𝑥3 + 13    𝑥2 + 7 𝑥 + 3   

= 3 𝑥6 + 𝑥5 + 3 𝑥4 + 3 𝑥3 + 3 𝑥2 + 2 𝑥 + 3   
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Jika 𝑎𝑛𝑏𝑛 = 0 maka  

Derajat  𝑓 𝑥 𝑔 𝑥  < 𝑚𝑎𝑘{derajat 𝑓 𝑥 + derajat 𝑔 𝑥 } = 𝑚𝑎𝑘  𝑚 + 𝑛  

Contoh: 

Diberikan polinomial atas 𝑀5 berderajat 3, yaitu: 

𝑓 𝑥 = 3 𝑥3 + 2 𝑥2 + 𝑥 + 3   

𝑔 𝑥 = 0 𝑥3 + 3 𝑥2 + 2 𝑥 + 1   

Maka: 

𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 =  3 𝑥3 + 2 𝑥2 + 𝑥 + 3  (0 𝑥3 + 3 𝑥2 + 2 𝑥 + 1 )  

= 0 𝑥6 + 9 𝑥5 + 6 𝑥4 + 3 𝑥3 + 0 𝑥5 + 6 𝑥4 + 4 𝑥3 + 2 𝑥2 + 0 𝑥4 +

3 𝑥3 + 2 𝑥2 + 𝑥 + 0 𝑥3 + 9 𝑥2 + 6 𝑥 + 3   

= 0 𝑥6 + 9 𝑥5 + 12    𝑥4 + 10    𝑥3 + 13    𝑥2 + 7 𝑥 + 3   

= 0 𝑥6 + 4 𝑥5 + 2 𝑥4 + 0 𝑥3 + 3 𝑥2 + 2 𝑥 + 3   

= 2 𝑥4 + 3 𝑥2 + 2 𝑥 + 3   

Untuk 𝑚 < 𝑛, misal  

derajat 𝑔 𝑥 < derajat 𝑓(𝑥), diperoleh 

𝑓 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛   

𝑔 𝑥 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥
2 + ⋯+ 𝑏𝑚𝑥𝑚 + 0𝑥𝑚+1 + 0𝑥𝑚+2 + ⋯+ 0𝑥𝑛   

𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 = 𝑐0 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥
2 + ⋯+ 𝑐𝑚𝑥𝑚 + 0𝑥𝑚+1 + 0𝑥𝑚+2 + ⋯+ 0𝑥2𝑛   

Diperoleh: 

𝑐0 =  𝑎𝑖𝑏𝑖 = 𝑎0𝑏0𝑖=0   

𝑐1 =  𝑎𝑖𝑏𝑖 = 𝑎0𝑏1𝑖=1 + 𝑎1𝑏0  

𝑐2 =  𝑎𝑖𝑏𝑖 = 𝑎0𝑏2 + 𝑎1𝑏1𝑖=2 + 𝑎2𝑏0  

 ⋮ 
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𝑐𝑚 =  𝑏𝑖𝑖=𝑚 = 𝑏𝑖𝑥
𝑚   

𝑐𝑚+1 =  0𝑥𝑚+1
𝑖=𝑚+1   

𝑐𝑚+2 =  0𝑥𝑚+2
𝑖=𝑚+2   

⋮  

𝑐𝑛 =  0𝑥2𝑛
𝑖=𝑛   

Maka 𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 =  𝑐𝑖𝑥
𝑖𝑚

𝑖=0 +  0𝑥2𝑖𝑛
𝑖=𝑚+𝑖  

=  (𝑎𝑖𝑏𝑖)𝑥
0 +  (𝑎𝑖𝑏𝑖)𝑥 +  (𝑎𝑖𝑏𝑖)𝑥

2 + ⋯+𝑖=2𝑖=1𝑖=0

 𝑏𝑖𝑖=𝑚 𝑥𝑚 +  0𝑥𝑚+1
𝑖=𝑚+1 +  0𝑥𝑚+2

𝑖=𝑚+2 + ⋯+

 0𝑥2𝑛
𝑖=𝑛   

Jika 𝑎𝑛𝑏𝑛 ≠ 0 maka  

derajat  𝑓 𝑥 𝑔 𝑥  = 𝑚𝑎𝑘{derajat 𝑓 𝑥 + derajat 𝑔 𝑥 } = 𝑚𝑎𝑘  𝑚 + 𝑛  

Contoh: 

Misal diberikan polinomial atas 𝑀5 berderajat 5, yaitu: 

𝑓 𝑥 = 𝑥5 + 2 𝑥4 + 3 𝑥3 + 2 𝑥2  

𝑔 𝑥 = 3 𝑥5 + 4 𝑥4 + 2 𝑥3 + 𝑥2 + 4 𝑥 + 3   

Maka: 

𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 =  𝑥5 + 2 𝑥4 + 3 𝑥3 + 2 𝑥2 (3 𝑥5 + 4 𝑥4 + 2 𝑥3 + 𝑥2 + 4 𝑥 + 3 )  

= 3 𝑥10 + 4 𝑥9 + 2 𝑥8 + 𝑥7 + 4 𝑥6 + 3 𝑥5 + 6 𝑥9 + 8 𝑥8 + 4 𝑥7 +

2 𝑥6 + 8 𝑥5 + 6 𝑥4 + 9 𝑥8 + 7 𝑥7 + 6 𝑥6 + 3 𝑥5 + 12    𝑥4 + 9 𝑥3 +

6 𝑥7 + 8 𝑥6 + 4 𝑥5 + 2 𝑥4 + 8 𝑥3 + 6 𝑥2  

= 3 𝑥10 + 10    𝑥9 + 19    𝑥8 + 18    𝑥7 + 20    𝑥6 + 15    𝑥5 + 20    𝑥4 +

17    𝑥3 + 6 𝑥2  

= 3 𝑥10 + 4 𝑥8 + 3 𝑥7 + 2 𝑥3 + 𝑥2  
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Jika 𝑎𝑛𝑏𝑛 = 0 maka  

derajat  𝑓 𝑥 𝑔 𝑥  < 𝑚𝑎𝑘{derajat 𝑓 𝑥 + derajat 𝑔 𝑥 } = 𝑚𝑎𝑘  𝑚 + 𝑛  

Contoh: 

Misal diberikan polinomial atas 𝑀5, dengan 𝑓 𝑥  berderajat 3 dan 𝑔 𝑥  

berderajat 5, yaitu: 

𝑓 𝑥 = 𝑥3 + 2 𝑥2 + 3 𝑥 + 2   

𝑔 𝑥 = 3 𝑥5 + 4 𝑥4 + 2 𝑥3 + 𝑥2 + 4 𝑥 + 3   

Untuk 𝑝(𝑥) dan 𝑞(𝑥) adalah dua polinomial di 𝑀5[𝑥], dan dapat ditulis: 

𝑓 𝑥 = 0 𝑥5 + 0 𝑥4 + 𝑥3 + 2 𝑥2 + 3 𝑥 + 2 = 𝑎5𝑥
5+𝑎4𝑥

4 + 𝑎3𝑥
3 + 𝑎2𝑥

2 +

𝑎1𝑥 + 𝑎0  

𝑔 𝑥 = 3 𝑥5 + 4 𝑥4 + 2 𝑥3 + 𝑥2 + 4 𝑥 + 3 = 𝑏5𝑥
5+𝑏4𝑥

4 + 𝑏3𝑥
3 + 𝑏2𝑥

2 +

 𝑏1𝑥 + 𝑏0  

Dimana 𝑎5 = 0 ,   𝑎4 = 0 ,   𝑎3 = 1 ,   𝑎2 = 2 ,   𝑎1 = 3 ,   𝑎0 = 2  

𝑏5 = 3 ,   𝑏4 = 4 ,   𝑏3 = 2 ,   𝑏2 = 1 ,   𝑏1 = 4 ,    𝑏0 = 3   

Maka  

𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 = 𝑐10𝑥
10 + 𝑐9𝑥

9 + 𝑐8𝑥
8 + 𝑐7𝑥

7 + 𝑐6𝑥
6 + 𝑐5𝑥

5 + 𝑐4𝑥
4 + 𝑐3𝑥

3 +

𝑐2𝑥
2 + 𝑐1𝑥 + 𝑐0  

dimana: 𝑐10 =  𝑎𝑖𝑏𝑖 = 𝑎5𝑏5𝑖=10  

= 0 × 3 = 0   

𝑐9 =  𝑎𝑖𝑏𝑖 = 𝑎5𝑏4 + 𝑎4𝑏5𝑖=9   

= 0 × 4 + 0 × 3 = 0   

𝑐8 =  𝑎𝑖𝑏𝑖 = 𝑎5𝑏3 + 𝑎4𝑏4 + 𝑎3𝑏5𝑖=6   

= 0 × 2 + 0 × 4 + 1 × 3 = 3   
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𝑐7 =  𝑎𝑖𝑏𝑖 = 𝑎5𝑏2 + 𝑎4𝑏3 + 𝑎3𝑏4 + 𝑎2𝑏5𝑖=7   

= 0 × 1 + 0 × 2 + 1 × 4 + 2 × 3 = 0   

𝑐6 =  𝑎𝑖𝑏𝑖 = 𝑎5𝑏1 + 𝑎4𝑏2 + 𝑎3𝑏3 + 𝑎2𝑏4 + 𝑎1𝑖=6 𝑏5  

= 0 × 4 + 0 × 1 + 1 × 2 + 2 × 4 + 3 × 3 = 1   

𝑐5 =  𝑎𝑖𝑏𝑖 = 𝑎5𝑏0 + 𝑎4𝑏1 + 𝑎3𝑏2 + 𝑎2𝑏3 + 𝑎1𝑏4 + 𝑎0𝑏5𝑖=5   

= 0 × 3 + 0 × 4 + 1 × 1 + 2 × 2 + 3 × 4 + 2 × 3 =

3   

𝑐4 =  𝑎𝑖𝑏𝑖 = 𝑎4𝑏0 + 𝑎3𝑏1 + 𝑎2𝑏2𝑖=4 + 𝑎1𝑏3 + 𝑎0𝑏4  

= 0 × 3 + 1 × 4 + 2 × 1 + 3 × 2 + 2 × 4 = 0   

𝑐3 =  𝑎𝑖𝑏𝑖 = 𝑎3𝑏0 + 𝑎2𝑏1𝑖=3 + 𝑎1𝑏2 + 𝑎0𝑏3  

= 1 × 3 + 2 × 4 + 3 × 1 + 2 × 2 = 3   

𝑐2 =  𝑎𝑖𝑏𝑖 = 𝑎2𝑏0 + 𝑎1𝑏1 + 𝑎0𝑏2𝑖=2   

= 2 × 3 + 3 × 4 + 2 × 1 = 0   

𝑐1 =  𝑎𝑖𝑏𝑖 = 𝑎1𝑏0 + 𝑎0𝑏1𝑖=1   

= 3 × 3 + 2 × 4 = 2   

𝑐0 =  𝑎𝑖𝑏𝑖 = 𝑎0𝑏0𝑖=0   

= 2 × 3 = 1   

Jadi 𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 = 3 𝑥8 + 𝑥6 + 3 𝑥5 + 3 𝑥3 + 2 𝑥 + 1  

Untuk 𝑚 > 𝑛 

derajat 𝑔 𝑥 > derajat 𝑓(𝑥), diperoleh 

𝑓 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑚𝑥𝑚   

𝑔 𝑥 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥
2 + ⋯+ 𝑏𝑛𝑥

𝑛 + 0𝑥𝑛+1 + 0𝑥𝑛+2 + ⋯+ 0𝑥𝑚   

𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 = 𝑐0 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥
2 + ⋯+ 𝑐𝑛𝑥

𝑛 + 0𝑥𝑛+1 + 0𝑥𝑛+2 + ⋯+ 0𝑥2𝑚   
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Diperoleh: 

𝑐0 =  𝑎𝑖𝑏𝑖 = 𝑎0𝑏0𝑖=0   

𝑐1 =  𝑎𝑖𝑏𝑖 = 𝑎0𝑏1𝑖=1 + 𝑎1𝑏0  

𝑐2 =  𝑎𝑖𝑏𝑖 = 𝑎0𝑏2 + 𝑎1𝑏1𝑖=2 + 𝑎2𝑏0  

 ⋮ 

𝑐𝑛 =  𝑏𝑖𝑖=𝑛 = 𝑏𝑖𝑥
𝑛   

𝑐𝑛+1 =  0𝑥𝑛+1
𝑖=𝑛+1   

𝑐𝑛+2 =  0𝑥𝑛+2
𝑖=𝑛+2   

⋮  

𝑐𝑚 =  𝑎𝑖0𝑥
2𝑚

𝑖=𝑚   

Maka 𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 =  𝑐𝑖𝑥
𝑖𝑛

𝑖=0 +  0𝑥2𝑖𝑚
𝑖=𝑛+𝑖  

=  (𝑎𝑖𝑏𝑖)𝑥
0 +  (𝑎𝑖𝑏𝑖)𝑥 +  (𝑎𝑖𝑏𝑖)𝑥

2 + ⋯+𝑖=2𝑖=1𝑖=0

 𝑏𝑖𝑖=𝑛 𝑥𝑛 +  0𝑥𝑛+1
𝑖=𝑛+1 +  0𝑥𝑛+2

𝑖=𝑛+2 + ⋯+

 0𝑥2𝑚
𝑖=𝑚   

Jika 𝑎𝑛𝑏𝑛 ≠ 0 maka  

derajat  𝑓 𝑥 𝑔 𝑥  = 𝑚𝑎𝑘 {derajat 𝑓 𝑥 + derajat 𝑔 𝑥 } = 𝑚𝑎𝑘  𝑚 + 𝑛  

Contoh: 

Misal diberikan polinomial atas 𝑀5 berderajat 3, yaitu: 

𝑓 𝑥 = 3 𝑥5 + 4 𝑥4 + 𝑥3 + 2 𝑥2 + 3 𝑥 + 2   

𝑔 𝑥 = 2 𝑥5 + 𝑥4 + 4 𝑥3 + 3 𝑥2  

Maka: 

𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 =  3 𝑥5 + 4 𝑥4 + 𝑥3 + 2 𝑥2 + 3 𝑥 + 2   2 𝑥5 + 𝑥4 + 4 𝑥3 + 3 𝑥2   
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= 6 𝑥10 + 3 𝑥9 + 12    𝑥8 + 9 𝑥7 + 8 𝑥9 + 4 𝑥8 + 16    𝑥7 + 12    𝑥6 +

2 𝑥8 + 𝑥7 + 4 𝑥6 + 3 𝑥5 + 4 𝑥7 + 2 𝑥6 + 8 𝑥5 + 6 𝑥4 + 6 𝑥6 +

3 𝑥5 + 12    𝑥4 + 9 𝑥3 + 4 𝑥5 + 2 𝑥4 + 8 𝑥3 + 6 𝑥2  

= 6 𝑥10 + 11    𝑥9 + 18    𝑥8 + 30    𝑥7 + 24    𝑥6 + 18    𝑥5 + 20    𝑥4 +

17    𝑥3 + 6 𝑥2  

= 𝑥10 + 𝑥9 + 3 𝑥8 + 4 𝑥6 + 3 𝑥5 + 2 𝑥3 + 𝑥2  

Jika 𝑎𝑛𝑏𝑛 = 0 maka  

derajat  𝑓 𝑥 𝑔 𝑥  < 𝑚𝑎𝑘 {derajat 𝑓 𝑥 + derajat 𝑔 𝑥 } = 𝑚𝑎𝑘  𝑚 + 𝑛  

Contoh: 

Misal diberikan polinomial atas 𝑀5, dengan 𝑓 𝑥  berderajat 5 dan 𝑔 𝑥  

berderajat 3, yaitu: 

𝑓 𝑥 = 3 𝑥5 + 4 𝑥4 + 𝑥3 + 2 𝑥2 + 3 𝑥 + 2   

𝑔 𝑥 = 0 𝑥5 + 0 𝑥4+2 𝑥3 + 𝑥2 + 4 𝑥 + 3   

Untuk 𝑓(𝑥) dan 𝑔(𝑥) adalah dua polinomial di 𝑀5[𝑥], dan dapat ditulis: 

𝑓 𝑥 = 3 𝑥5 + 4 𝑥4 + 𝑥3 + 2 𝑥2 + 3 𝑥 + 2 = 𝑎5𝑥
5 + 𝑎4𝑥

4+𝑎3𝑥
3 + 𝑎2𝑥

2 +

𝑎1𝑥 + 𝑎0  

𝑔 𝑥 = 0 𝑥5 + 0 𝑥4 + 2 𝑥3 + 𝑥2 + 4 𝑥 + 3 = 𝑎5𝑥
5 + 𝑎4𝑥

4 + 𝑏3𝑥
3 + 𝑏2𝑥

2 +

 𝑏1𝑥 + 𝑏0  

Dimana 𝑎5 = 3 ,   𝑎4 = 4 ,   𝑎3 = 1 ,   𝑎2 = 2 ,   𝑎1 = 3 ,   𝑎0 = 2  

𝑎5 = 0 ,   𝑎4 = 0 ,   𝑏3 = 2 ,   𝑏2 = 1 ,   𝑏1 = 4 ,    𝑏0 = 3   

Maka  

𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 = 𝑐10𝑥
10 + 𝑐9𝑥

9 + 𝑐8𝑥
8 + 𝑐7𝑥

7 + 𝑐6𝑥
6 + 𝑐5𝑥

5 + 𝑐4𝑥
4 + 𝑐3𝑥

3 +

𝑐2𝑥
2 + 𝑐1𝑥 + 𝑐0  
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dimana: 𝑐10 =  𝑎𝑖𝑏𝑖 = 𝑎5𝑏5𝑖=10  

= 3 × 0 = 0   

𝑐9 =  𝑎𝑖𝑏𝑖 = 𝑎5𝑏4 + 𝑎4𝑏5𝑖=9   

= 3 × 0 + 4 × 0 = 0   

𝑐8 =  𝑎𝑖𝑏𝑖 = 𝑎5𝑏3 + 𝑎4𝑏4 + 𝑎3𝑏5𝑖=6   

= 3 × 2 + 4 × 0 + 1 × 0 = 1   

𝑐7 =  𝑎𝑖𝑏𝑖 = 𝑎5𝑏2 + 𝑎4𝑏3 + 𝑎3𝑏4 + 𝑎2𝑏5𝑖=7   

= 3 × 1 + 4 × 2 + 1 × 0 + 2 × 0 = 1   

𝑐6 =  𝑎𝑖𝑏𝑖 = 𝑎5𝑏1 + 𝑎4𝑏2 + 𝑎3𝑏3 + 𝑎2𝑏4 + 𝑎1𝑖=6 𝑏5  

= 3 × 4 + 4 × 1 + 1 × 2 + 2 × 0 + 3 × 0 = 3   

𝑐5 =  𝑎𝑖𝑏𝑖 = 𝑎5𝑏0 + 𝑎4𝑏1 + 𝑎3𝑏2 + 𝑎2𝑏3 + 𝑎1𝑏4 + 𝑎0𝑏5𝑖=5    

= 3 × 3 + 4 × 4 + 1 × 1 + 2 × 2 + 3 × 0 + 2 × 0 =

0   

𝑐4 =  𝑎𝑖𝑏𝑖 = 𝑎4𝑏0 + 𝑎3𝑏1 + 𝑎2𝑏2𝑖=4 + 𝑎1𝑏3 + 𝑎0𝑏4  

= 4 × 3 + 1 × 4 + 2 × 1 + 3 × 2 + 2 × 0 = 4   

𝑐3 =  𝑎𝑖𝑏𝑖 = 𝑎3𝑏0 + 𝑎2𝑏1𝑖=3 + 𝑎1𝑏2 + 𝑎0𝑏3  

= 1 × 3 + 2 × 4 + 3 × 1 + 2 × 2 = 3   

𝑐2 =  𝑎𝑖𝑏𝑖 = 𝑎2𝑏0 + 𝑎1𝑏1 + 𝑎0𝑏2𝑖=2   

= 2 × 3 + 3 × 4 + 2 × 1 = 0   

𝑐1 =  𝑎𝑖𝑏𝑖 = 𝑎1𝑏0 + 𝑎0𝑏1𝑖=1   

= 3 × 3 + 2 × 4 = 2   

𝑐0 =  𝑎𝑖𝑏𝑖 = 𝑎0𝑏0𝑖=0   

= 2 × 3 = 1   
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Jadi 𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 = 𝑥8 + 𝑥7 + 3 𝑥6 + 4 𝑥5 + 3 𝑥3 + 2 𝑥 + 1  

4. Pembagian pada polinomial 

Misal diberikan polinomial atas 𝑀𝑝  berderajat 𝑛, yaitu: 

𝑓 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛 ,∀𝑎𝑖  𝜖 𝑀𝑝   

𝑔 𝑥 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥
2 + ⋯+ 𝑏𝑛𝑥

𝑛 ,∀𝑏𝑖  𝜖 𝑀𝑝    

Untuk 𝑓(𝑥) dan 𝑔(𝑥) adalah dua polinomial di 𝑀𝑝[𝑥], maka pembagian dari 

𝑓(𝑥) dan 𝑔(𝑥) dapat dinotasikan dengan 
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
, sehingga 

𝑓 𝑥 

𝑔 𝑥 
=

𝑎0+𝑎1𝑥+𝑎2𝑥
2+⋯+𝑎𝑛𝑥

𝑛

𝑏0+𝑏1𝑥+𝑏2𝑥2+⋯+𝑏𝑛𝑥𝑛   

Contoh: 

Misal diberikan polinomial atas 𝑀5 berderajat 3, yaitu: 

𝑓 𝑥 = 𝑥3 + 4 𝑥2 + 3 𝑥 + 2   

𝑔 𝑥 = 2 𝑥3 + 3 𝑥2 + 𝑥 + 3   

Untuk 𝑓(𝑥) dan 𝑔(𝑥) adalah dua polinomial di 𝑀5[𝑥], dan himpunan semua 

polinomial 𝑀5[𝑥] dengan operasi pembagian (÷), maka: 

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
=

𝑥3+4 𝑥2+3 𝑥+2 

2 𝑥3+3 𝑥2+𝑥+3 
  

=
1

2
+

5

2
𝑥2+

5

2
𝑥+

1

2

2 𝑥3+3 𝑥2+𝑥+3 
  

Atau  

𝑥3 + 4 𝑥2 + 3 𝑥 + 2 =   2 𝑥3 + 3 𝑥2 + 𝑥 + 3  ∙
1

2
 +

5

2
𝑥2 +

5

2
𝑥 +

1

2
  

Pola pembagian: 

Untuk 𝑚 = 𝑛 

derajat 𝑔 𝑥 =derajat 𝑓(𝑥), diperoleh 
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𝑓 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛 =  𝑎𝑖𝑥
𝑖𝑛

𝑖=0 ;𝑎𝑛 ≠ 0  

𝑔 𝑥 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥
2 + ⋯+ 𝑏𝑛𝑥

𝑛 =  𝑏𝑖𝑥
𝑖  ;𝑛

𝑖=0 𝑏𝑛 ≠ 0  

Maka:  

𝑓 𝑥 

𝑔 𝑥 
=

𝑎0+𝑎1𝑥+𝑎2𝑥
2+⋯+𝑎𝑛𝑥

𝑛

𝑏0+𝑏1𝑥+𝑏2𝑥2+⋯+𝑏𝑛𝑥𝑛   

=
 𝑎𝑖𝑥

𝑖𝑛
𝑖=0

 𝑏𝑖𝑥
𝑖𝑛

𝑖=0

=  
𝑎𝑖

𝑏𝑖
𝑥𝑛

𝑖=0   

Jika 
𝑎𝑛

𝑏𝑛
≠ 0 maka  

derajat  
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
 = 𝑚𝑎𝑘 {derajat 𝑓 𝑥 − derajat 𝑔 𝑥 } = 𝑚𝑎𝑘  𝑚 − 𝑛  

Contoh: 

Misal diberikan polinomial atas 𝑀5 berderajat 3, yaitu: 

𝑓 𝑥 = 4 𝑥3 + 4 𝑥2 + 3 𝑥 + 2   

𝑔 𝑥 = 2 𝑥3 + 1 𝑥2 + 𝑥 + 2   

Maka: 

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
=

4 𝑥3+4 𝑥2+3 𝑥+2 

2 𝑥3+1 𝑥2+𝑥+2  
  

= 2 𝑥3 + 4 𝑥2 + 3 𝑥 + 1   

Jika 
𝑎𝑛

𝑏𝑛
= 0 maka  

derajat  
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
 < 𝑚𝑎𝑘 {derajat 𝑓 𝑥 − derajat 𝑔 𝑥 } = 𝑚𝑎𝑘  𝑚 − 𝑛  

Contoh: 

Misal diberikan polinomial atas 𝑀5 berderajat 3, yaitu: 

𝑓 𝑥 = 4 𝑥3 + 4 𝑥2 + 3 𝑥 + 2   

𝑔 𝑥 = 2 𝑥3 + 1 𝑥2 + 𝑥 + 2   

Maka: 
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𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
=

0 𝑥3+4 𝑥2+3 𝑥+2 

2 𝑥3+1 𝑥2+𝑥+2  
  

= 0 𝑥3 + 4 𝑥2 + 3 𝑥 + 1   

= 4 𝑥2 + 3 𝑥 + 1   

Untuk 𝑚 < 𝑛 

derajat 𝑔 𝑥 < derajat 𝑓(𝑥), diperoleh 

𝑓 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛   

𝑔 𝑥 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥
2 + ⋯+ 𝑏𝑚𝑥𝑚 + 𝑏𝑚+1𝑥

𝑚+1 + ⋯+ 𝑏𝑛𝑥
𝑛   

Maka: 

𝑓 𝑥 

𝑔 𝑥 
=

𝑎0+𝑎1𝑥+𝑎2𝑥
2+⋯+𝑎𝑛𝑥

𝑛

𝑏0+𝑏1𝑥+𝑏2𝑥2+⋯+𝑏𝑚 𝑥𝑚 +𝑏𝑚+1𝑥𝑚 +1+⋯+𝑏𝑛𝑥𝑛   

=
 𝑎𝑖𝑥

𝑖𝑛
𝑖=0

 𝑏𝑖𝑥
𝑖+ 𝑎𝑖𝑥

𝑖𝑛
𝑖=𝑚+𝑖

𝑚
𝑖=0

  

Jika 
𝑎𝑛

𝑏𝑛
≠ 0 maka  

derajat  
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
 = 𝑚𝑎𝑘 {derajat 𝑓 𝑥 − derajat 𝑔 𝑥 } = 𝑚𝑎𝑘  𝑚 − 𝑛  

Contoh: 

Misal diberikan polinomial atas 𝑀5 berderajat 5, yaitu: 

𝑓 𝑥 = 2 𝑥3 + 𝑥2 + 4 𝑥 + 3   

𝑔 𝑥 = 3 𝑥5 + 4 𝑥4 + 𝑥3 + 2 𝑥2 + 3 𝑥 + 2   

Maka: 

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
=

2 𝑥3+𝑥2+4 𝑥+3 

3 𝑥5+4 𝑥4+𝑥3+2 𝑥2+3 𝑥+2 
  

Jika 
𝑎𝑛

𝑏𝑛
= 0 maka  

derajat  
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
 < 𝑚𝑎𝑘 {derajat 𝑓 𝑥 − derajat 𝑔 𝑥 } = 𝑚𝑎𝑘  𝑚 − 𝑛  
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Contoh: 

Misal diberikan polinomial atas 𝑀5 berderajat 5, yaitu: 

𝑓 𝑥 = 3 𝑥5 + 2 𝑥4 + 2 𝑥3 + 4 𝑥 + 3   

𝑔 𝑥 = 4 𝑥4 + 𝑥3 + 2 𝑥2 + 3 𝑥 + 2   

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
=

3 𝑥5+2 𝑥4+2 𝑥3+4 𝑥+3 

4 𝑥4+𝑥3+2 𝑥2+3 𝑥+2 
  

=
3 𝑥5+2 𝑥4+2 𝑥3+4 𝑥+3 

4 𝑥4+𝑥3+3 𝑥+2 
  

Untuk 𝑚 > 𝑛 

derajat 𝑔 𝑥 > derajat 𝑓(𝑥), diperoleh 

𝑓 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛 + 𝑎𝑛+1𝑥
𝑛+1 + ⋯+ 𝑎𝑚𝑥𝑚   

𝑔 𝑥 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥
2 + ⋯+ 𝑏𝑚𝑥𝑚   

Maka: 

𝑓 𝑥 

𝑔 𝑥 
=

𝑎0+𝑎1𝑥+𝑎2𝑥
2+⋯+𝑎𝑛𝑥

𝑛+𝑎𝑛+1𝑥
𝑛+1+⋯+𝑎𝑚 𝑥𝑚

𝑏0+𝑏1𝑥+𝑏2𝑥2+⋯+𝑏𝑚 𝑥𝑚   

=
 𝑎𝑖𝑥

𝑖+ 𝑎𝑖𝑥
𝑖𝑚

𝑖=𝑛+𝑖
𝑛
𝑖=0

 𝑏𝑖𝑥
𝑖𝑚

𝑖=0

  

Jika 
𝑎𝑛

𝑏𝑛
≠ 0 maka  

derajat  
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
 = 𝑚𝑎𝑘 {derajat 𝑓 𝑥 − derajat 𝑔 𝑥 } = 𝑚𝑎𝑘  𝑚 − 𝑛  

Contoh: 

Misal diberikan polinomial atas 𝑀5 berderajat 5, yaitu: 

𝑓 𝑥 = 3 𝑥5 + 4 𝑥4 + 2 𝑥3 + 𝑥2 + 4 𝑥 + 3   

𝑔 𝑥 = 𝑥3 + 2 𝑥2 + 3 𝑥 + 2   

Maka: 

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
=

3 𝑥5+4 𝑥4+2 𝑥3+𝑥2+4 𝑥+3 

𝑥3+2 𝑥2+3 𝑥+2 
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Jika 
𝑎𝑛

𝑏𝑛
= 0 maka  

derajat  
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
 < 𝑚𝑎𝑘 {derajat 𝑓 𝑥 − derajat 𝑔 𝑥 } = 𝑚𝑎𝑘  𝑚 − 𝑛  

Contoh: 

Misal diberikan polinomial atas 𝑀5 berderajat 5, yaitu: 

𝑓 𝑥 = 4 𝑥4 + 2 𝑥3 + 4 𝑥 + 3   

𝑔 𝑥 = 3 𝑥5 + 2 𝑥4+𝑥3 + 2 𝑥2 + 3 𝑥 + 2   

Maka: 

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
=

4 𝑥4+2 𝑥3+4 𝑥+3 

3 𝑥5+2 𝑥4+𝑥3+2 𝑥2+3 𝑥+2 
  

=
4 𝑥4+2 𝑥3+4 𝑥+3 

3 𝑥5+2 𝑥4+𝑥3+3 𝑥+2 
  

 

Langkah selanjutnya yaitu jika himpunan semua polinomial 𝑀𝑝 𝑥  

berderajat sama  𝑚 = 𝑛  dikenakan operasi pertama dilambangkan penjumlahan 

(+) dan operasi kedua dilambangkan  perkalian (×), atau dapat dinotasikan 

dengan (𝑀𝑝 𝑥 , +,×). Akan ditunjukkan (𝑀𝑝 𝑥 , +,×) adalah Ring. 

1. (𝑀𝑝 𝑥 , +) adalah grup abelian 

i) Assosiatif pada operasi penjumlahan (+) 

Misal diberikan polinomial atas 𝑀𝑝  berderajat  𝑛, yaitu: 

𝑓 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛   

𝑔 𝑥 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥
2 + ⋯+ 𝑏𝑛𝑥

𝑛   

ℎ 𝑥 = 𝑐0 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥
2 + ⋯+ 𝑐𝑛𝑥

𝑛   



50 
 

Untuk semua 𝑓 𝑥 ,𝑔 𝑥 ,ℎ(𝑥) adalah tiga polinomial di 𝑀𝑝[𝑥], kemudian 

dengan operasi penjumlahan pada polinomial yaitu: 

 𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥  + ℎ(𝑥)  

=   𝑎0 + 𝑏0 +  𝑎1 + 𝑏1 𝑥 +  𝑎2 + 𝑏2 𝑥
2 + ⋯+  𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 𝑥

𝑛 + (𝑐0 +

𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥
2 + ⋯+ 𝑐𝑛𝑥

𝑛)  

=   𝑎0 + 𝑏0 + 𝑐0) +  𝑎1 + 𝑏1 + 𝑐1)𝑥 +  𝑎2 + 𝑏2 +𝑐2)𝑥2 + ⋯+

 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 + 𝑐𝑛)𝑥𝑛   

=  𝑎0 +  𝑏0 + 𝑐0  +  𝑎1 +  𝑏1 + 𝑐1  𝑥 +  𝑎2 +  𝑏2 + 𝑐2  𝑥
2 + ⋯+

 𝑎𝑛 +  𝑏𝑛 + 𝑐𝑛  𝑥
𝑛   

=  𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛 + ( 𝑏0 + 𝑐0 +  𝑏1 + 𝑐1 𝑥 +

 𝑏2 + 𝑐2 𝑥
2 + ⋯+  𝑏𝑛 + 𝑐𝑛 𝑥

𝑛)  

=  𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛 + ( 𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥
2 + ⋯+ 𝑏𝑛𝑥

𝑛 +

(𝑐0 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥
2 + ⋯+ 𝑐𝑛𝑥

𝑛))  

= 𝑓 𝑥 + (𝑔 𝑥 + ℎ(𝑥))  

ii) Polinomial nol, 𝑓(0) = 0 + 0𝑥 + 0𝑥2 + ⋯+ 0𝑥𝑛  adalah identitas 

penjumlahan di 𝑀𝑝[𝑥], jika 𝑓 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛   adalah 

polinomial di 𝑀𝑝[𝑥], maka: 

𝑓 0 + 𝑓 𝑥 =  0 + 𝑎0 +  0 + 𝑎1 𝑥 +  0 + 𝑎2 𝑥
2 + ⋯+  0 + 𝑎𝑛 𝑥

𝑛   

= 𝑎0𝑥
0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥

2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥
𝑛   

= 𝑓(𝑥)  

Dan  

𝑓 𝑥 + 𝑓(0) =  𝑎0 + 0 +  𝑎1 + 0 𝑥 +  𝑎2 + 0 𝑥2 + ⋯+  𝑎𝑛 + 0 𝑥𝑛   
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= 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛   

= 𝑓(𝑥)  

Jadi 𝑓 0 + 𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑥 + 𝑓 0 ,∀𝑓 𝑥  𝜖 𝑀𝑝[𝑥]  

iii) Adanya invers pada operasi penjumlahan (+) 

Misal diberikan polinomial atas 𝑀𝑝  berderajat 𝑛, yaitu: 

𝑓 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛  dan ketika di inverskan menjadi  

𝑓(𝑥)−1 = (−𝑎0) + (−𝑎1)𝑥1 + (−𝑎2)𝑥2 + ⋯+ (−𝑎𝑛)𝑥𝑛   

Untuk 𝑓 𝑥 ,𝑓(𝑥)−1  adalah polinomial di 𝑀𝑝[𝑥], maka: 

𝑓(𝑥)−1 + 𝑓 𝑥 =  −𝑎0 + 𝑎0 +  −𝑎1 + 𝑎1 𝑥 +  −𝑎2 + 𝑎2 𝑥
2 + ⋯+

  −𝑎𝑛 + 𝑎𝑛 𝑥
𝑛   

= 0 + 0𝑥 + 0𝑥2 + ⋯+ 0𝑥𝑛   

= 𝑓(0)  

𝑓 𝑥 + 𝑓(𝑥)−1 =  𝑎0 +  −𝑎0  +  𝑎1 +  −𝑎1  𝑥 +  𝑎2 +  −𝑎2  𝑥
2 +

⋯+  𝑎𝑛 +  −𝑎𝑛  𝑥
𝑛   

= 0 + 0𝑥 + 0𝑥2 + ⋯+ 0𝑥𝑛   

= 𝑓(0)  

Jadi 𝑓(𝑥)−1 + 𝑓 𝑥 = 𝑓 0 = 𝑓 𝑥 + 𝑓(𝑥)−1  

Maka polinomial 𝑓(𝑥) di 𝑀𝑝[𝑥] mempunyai invers penjumlahan 𝑓(𝑥)−1 

di 𝑀𝑝[𝑥]. 

iv) Komutatif pada operasi penjumlahan (+) 

Misal diberikan polinomial atas 𝑀𝑝  berderajat 𝑛, yaitu: 

𝑓 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛   
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𝑔 𝑥 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥
2 + ⋯+ 𝑏𝑛𝑥

𝑛   

Untuk 𝑓(𝑥) dan 𝑔(𝑥) adalah dua polinomial di 𝑀𝑝[𝑥]. 

𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥 =  𝑎0 + 𝑏0 +  𝑎1 + 𝑏1 𝑥 +  𝑎2 + 𝑏2 𝑥
2 + ⋯+

 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 𝑥
𝑛   

=  𝑏0 + 𝑎0 +  𝑏1 + 𝑎1 𝑥 +  𝑏2 + 𝑎2 𝑥
2 + ⋯+

 𝑏𝑛 + 𝑎𝑛 𝑥
𝑛   

=  𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥
2 + ⋯+ 𝑏𝑛𝑥

𝑛 + (𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 +

⋯+ 𝑎𝑛𝑥
𝑛)  

= 𝑔 𝑥 + 𝑓(𝑥)  

2. Assosiatif pada operasi perkalian (×) 

Misal diberikan polinomial atas 𝑀𝑝  berderajat 𝑛, yaitu: 

𝑓 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛   

𝑔 𝑥 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥
2 + ⋯+ 𝑏𝑛𝑥

𝑛   

ℎ 𝑥 = 𝑐0 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥
2 + ⋯+ 𝑐𝑛𝑥

𝑛   

Untuk semua 𝑓 𝑥 ,𝑔 𝑥 ,ℎ(𝑥) adalah tiga polinomial di 𝑀𝑝[𝑥], kemudian 

dengan operasi perkalian pada polinomial yaitu: 

𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 =  𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛 (𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥
2 + ⋯+ 𝑏𝑛𝑥

𝑛)  

= 𝑑0 + 𝑑1𝑥 + 𝑑2𝑥
2 + ⋯+ 𝑑𝑛𝑥

𝑛   

Dimana 𝑑𝑖 =  𝑎𝑗𝑏𝑘𝑗+𝑘=𝑖      

Kemudian  

 𝑓 𝑥 𝑔 𝑥  ℎ 𝑥 =  𝑑0 + 𝑑1𝑥 + 𝑑2𝑥
2 + ⋯+ 𝑑𝑛𝑥

𝑛 (𝑐0 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥
2 + ⋯+

𝑐𝑛𝑥
𝑛)  

= 𝑒0 + 𝑒1𝑥 + 𝑒2𝑥
2 + ⋯+ 𝑒𝑛𝑥

𝑛   
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Dimana 𝑒𝑖 =  𝑑𝑙𝑐𝑚𝑙+𝑚=𝑖  

=    𝑎𝑗𝑏𝑘𝑗+𝑘=𝑖  𝑐𝑚𝑙+𝑚=𝑖                          

=  𝑎𝑗𝑏𝑘𝑐𝑚𝑗+𝑘+𝑚=𝑖   

Dengan cara yang sama dapat dibuktikan 

𝑓 𝑥  𝑔 𝑥 ℎ 𝑥  = 𝑝0 + 𝑝1𝑥 + 𝑝2𝑥
2 + ⋯+ 𝑝𝑛𝑥

𝑛   

Dimana 𝑝𝑖 =  𝑎𝑗𝑏𝑘𝑐𝑚𝑗+𝑘+𝑚=𝑖  

Jadi 𝑒𝑖 = 𝑝𝑖 

Karena  𝑓 𝑥 𝑔 𝑥  ℎ 𝑥 = 𝑓 𝑥  𝑔 𝑥 ℎ 𝑥  ,∀𝑓 𝑥 ,𝑔 𝑥 ,ℎ 𝑥  𝜖 𝑀𝑝[𝑥] 

3. Distributif terhadap operasi perkalian (×) atas penjumlahan (+) 

Misal diberikan polinomial atas 𝑀𝑝  berderajat 𝑛, yaitu: 

𝑓 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛   

𝑔 𝑥 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥
2 + ⋯+ 𝑏𝑛𝑥

𝑛    

ℎ 𝑥 = 𝑐0 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥
2 + ⋯+ 𝑐𝑛𝑥

𝑛   

Untuk semua 𝑓 𝑥 ,𝑔 𝑥 ,ℎ(𝑥) adalah tiga polinomial di 𝑀𝑝[𝑥], kemudian  

𝑓 𝑥  𝑔 𝑥 + ℎ 𝑥  =  𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛 [ 𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥
2 +

⋯+ 𝑏𝑛𝑥
𝑛 + (𝑐0 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥

2 + ⋯+ 𝑐𝑛𝑥
𝑛)]  

= 𝑑0 + 𝑑1𝑥 + 𝑑2𝑥
2 + ⋯+ 𝑑𝑛𝑥

𝑛   

Dimana 𝑑𝑖 =  𝑎𝑗  𝑏𝑘 + 𝑐𝑘 =𝑗+𝑘=𝑖  𝑎𝑗𝑏𝑘 +  𝑎𝑗 𝑐𝑘𝑗+𝑘=𝑖𝑗+𝑘=𝑖          

Dan    

𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 + 𝑓 𝑥 ℎ(𝑥)  

=   𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛  𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥
2 + ⋯+ 𝑏𝑛𝑥

𝑛  +

  𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛 (𝑐0 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥
2 + ⋯+ 𝑐𝑛𝑥

𝑛)   
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= (𝑒0 + 𝑒1𝑥 + 𝑒2𝑥
2 + ⋯+ 𝑒𝑛𝑥

𝑛) + (𝑝0 + 𝑝1𝑥 + 𝑝2𝑥
2 + ⋯+ 𝑝𝑛𝑥

𝑛)  

Dimana 𝑒𝑖 =  𝑎𝑗𝑏𝑘𝑗+𝑘=𝑖  dan 𝑝𝑖 =  𝑎𝑗 𝑐𝑘𝑗+𝑘=𝑖  

= (𝑒0 + 𝑝0) + (𝑒1 + 𝑝1)𝑥 + (𝑒2 + 𝑝2)𝑥2 + ⋯+ (𝑒𝑛 + 𝑝𝑛)𝑥𝑛    

Dimana  𝑒𝑖 + 𝑝𝑖 =  𝑎𝑗𝑏𝑘𝑗+𝑘=𝑖 +  𝑎𝑗 𝑐𝑘𝑗+𝑘=𝑖  

= 𝑑0 + 𝑑1𝑥 + 𝑑2𝑥
2 + ⋯+ 𝑑𝑛𝑥

𝑛       

Jadi 𝑓 𝑥  𝑔 𝑥 + ℎ 𝑥  = 𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 + 𝑓 𝑥 ℎ 𝑥 ,∀𝑓 𝑥 ,𝑔 𝑥 ,ℎ 𝑥  𝜖 𝑀𝑝[𝑥] 

Dengan cara yang sama  

 𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥  ℎ 𝑥 = 𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 + 𝑓 𝑥 ℎ 𝑥 ,∀𝑓 𝑥 ,𝑔 𝑥 ,ℎ 𝑥  𝜖 𝑀𝑝[𝑥]  

Oleh karena itu 𝑀𝑝[𝑥] bersifat distributif terhadap operasi perkalian (×) atas 

penjumlahan. 

4. Komutatif pada operasi perkalian (×) 

Misal diberikan polinomial atas 𝑀𝑝  berderajat 𝑛 

𝑓 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛   

𝑔 𝑥 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥
2 + ⋯+ 𝑏𝑛𝑥

𝑛   

Untuk 𝑓(𝑥) dan 𝑔(𝑥) adalah dua polinomial di 𝑀𝑝[𝑥]. 

Kemudian  

𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 =  𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛 (𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥
2 + ⋯+ 𝑏𝑛𝑥

𝑛)  

= 𝑐0 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥
2 + ⋯+ 𝑐𝑛𝑥

𝑛   

Dimana 𝑐𝑖 =  𝑎𝑗𝑏𝑘𝑗+𝑘=𝑖 =  𝑏𝑘𝑘+𝑗=𝑖 𝑎𝑗   …. karena 𝑀𝑝  komutatif 

Jadi 𝑔 𝑥 𝑓 𝑥 =  𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥
2 + ⋯+ 𝑏𝑛𝑥

𝑛 (𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+

𝑎𝑛𝑥
𝑛)  

= 𝑑0 + 𝑑1𝑥 + 𝑑2𝑥
2 + ⋯+ 𝑑𝑛𝑥

𝑛   
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Dimana 𝑑𝑖 =  𝑏𝑘𝑘+𝑗=𝑖 𝑎𝑗  

Oleh karena itu 𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 = 𝑔 𝑥 𝑓 𝑥 ,∀𝑓 𝑥 ,𝑔 𝑥  𝜖 𝑀𝑝[𝑥] 

5. Mempunyai unsur satuan di 𝑀𝑝[𝑥] 

Jika 𝐼 adalah unsur satuan di 𝑀𝑝 , maka polinomial 𝐼 𝑥 = 𝐼 + 0𝑥 + 0𝑥2 +

⋯+ 0𝑥𝑛  adalah unsur satuan di 𝑀𝑝[𝑥], jika 𝑓 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+

𝑎𝑛𝑥
𝑛  adalah polinomial di 𝑀𝑝[𝑥], kemudian 

𝑓 𝑥 𝐼 𝑥 =  𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛 (𝐼 + 0𝑥 + 0𝑥2 + ⋯+ 0𝑥𝑛)  

=  𝑎0 ∙ 1 +  𝑎1 ∙ 1 𝑥 +  𝑎2 ∙ 1 𝑥2 + ⋯+ (𝑎𝑛 ∙ 1)𝑥𝑛   

= 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛   

= 𝑓(𝑥)                                                     unsur satuan kanan di 𝑀𝑝[𝑥] 

𝐼 𝑥 𝑓 𝑥 = (𝐼 + 0𝑥 + 0𝑥2 + ⋯+ 0𝑥𝑛) 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛   

=  1 ∙ 𝑎0 +  1 ∙ 𝑎1 𝑥 +  1 ∙ 𝑎2 𝑥
2 + ⋯+ (1 ∙ 𝑎𝑛)𝑥𝑛   

= 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛   

= 𝑓(𝑥)                                                        unsur satuan kiri di 𝑀𝑝[𝑥] 

Dari langkah-langkah diatas maka terbukti bahwa (𝑀𝑝 𝑥 , +,×) adalah ring. 

6. 𝑀𝑝 𝑥  tanpa pembagi nol 

Misal diberikan polinomial atas 𝑀𝑝  berderajat 𝑛 

𝑓 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛   

𝑔 𝑥 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥
2 + ⋯+ 𝑏𝑛𝑥

𝑛   

Untuk 𝑓(𝑥) dan 𝑔(𝑥) adalah dua polinomial bukan nol di 𝑀𝑝[𝑥]. 

Kemudian 𝑀𝑝  menjadi ring tanpa pembagi nol 

Dengan 0 ≠ 𝑎𝑛  𝜖 𝑀𝑝 , 0 ≠ 𝑏𝑛  𝜖 𝑀𝑝  maka 0 ≠ 𝑎𝑛 , 𝑏𝑛  𝜖 𝑀𝑝  
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Jadi paling sedikit satu koefisien 𝑎𝑛𝑏𝑛  di 𝑓 𝑥 𝑔(𝑥) merupakan polinomial 

bukan nol. Sehingga 𝑀𝑝[𝑥] adalah integral domain. 

7. Ada invers pada operasi penjumlahan (×) 

Misal diberikan polinomial atas 𝑀𝑝  berderajat 𝑛, yaitu: 

𝑓 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛  dan ketika diinverskan menjadi   

𝑓(𝑥)−1 = (−𝑎0) + (−𝑎1)𝑥1 + (−𝑎2)𝑥2 + ⋯+ (−𝑎𝑛)𝑥𝑛     

Untuk 𝑓 𝑥 ,𝑓(𝑥)−1  adalah polinomial di 𝑀𝑝[𝑥], maka: 

𝑓 𝑥 −1𝑓 𝑥 =  𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛 ((−𝑎0) + (−𝑎1)𝑥1 +

(−𝑎2)𝑥2 + ⋯+ (−𝑎𝑛)𝑥𝑛)  

= 𝑐0 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥
2 + ⋯+ 𝑐𝑛𝑥

𝑛   

Dimana 𝑐𝑖 =  𝑎𝑗𝑏𝑘𝑗+𝑘=𝑖  

Maka polinomial 𝑓(𝑥) di 𝑀𝑝[𝑥] tidak mempunyai invers perkalian karena 

𝑓(𝑥)𝑓 𝑥 −1 ≠ 𝑓(0) di 𝑀𝑝[𝑥]. 

Jadi dari uraian di atas  𝑀𝑝 𝑥 , +,×  bukan field karena tidak mempunyai 

invers pada operasi ×. 

 

Jika himpunan semua polinomial 𝑀𝑝 𝑥  berderajat tidak sama (𝑚 ≠ 𝑛) 

dikenakan operasi pertama dilambangkan penjumlahan (+) dan operasi kedua 

dilambangkan perkalian (×), atau dapat dinotasikan dengan (𝑀𝑝 𝑥 , +,×). Akan 

ditunjukkan (𝑀𝑝  𝑥 , +,×) adalah Ring. 

1. (𝑀𝑝 𝑥 , +) adalah grup abelian 

i) Assosiatif pada operasi penjumlahan (+) 
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Misal diberikan polinomial atas 𝑀𝑝 , untuk 𝑓(𝑥) berderajat 𝑛, 𝑔(𝑥)   

berderajat 𝑚 dan ℎ(𝑥) berderajat 𝑡, yaitu: 

𝑓 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛   

𝑔 𝑥 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥
2 + ⋯+ 𝑏𝑚𝑥𝑚   

ℎ 𝑥 = 𝑐0 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥
2 + ⋯+ 𝑐𝑡𝑥

𝑡   

Untuk semua 𝑓 𝑥 ,𝑔 𝑥 ,ℎ(𝑥) adalah tiga polinomial di 𝑀𝑝[𝑥], kemudian 

dengan operasi penjumlahan pada polinomial yaitu: 

 𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥  + ℎ(𝑥)  

=   𝑎0 + 𝑏0 +  𝑎1 + 𝑏1 𝑥 +  𝑎2 + 𝑏2 𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛 + 𝑏𝑚𝑥𝑚 + (𝑐0 +

𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥
2 + ⋯+ 𝑐𝑡𝑥

𝑡)  

=   𝑎0 + 𝑏0 + 𝑐0) +  𝑎1 + 𝑏1 + 𝑐1)𝑥 +  𝑎2 + 𝑏2 +𝑐2)𝑥2 + ⋯+

𝑎𝑛𝑥
𝑛 + 𝑏𝑚𝑥𝑚 + 𝑐𝑡𝑥

𝑡   

=  𝑎0 +  𝑏0 + 𝑐0  +  𝑎1 +  𝑏1 + 𝑐1  𝑥 +  𝑎2 +  𝑏2 + 𝑐2  𝑥
2 + ⋯+

𝑎𝑛𝑥
𝑛 + 𝑏𝑚𝑥𝑚 + 𝑐𝑡𝑥

𝑡)  

=  𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛 + ( 𝑏0 + 𝑐0 +  𝑏1 + 𝑐1 𝑥 +

 𝑏2 + 𝑐2 𝑥
2 + ⋯+ 𝑏𝑚𝑥𝑚 + 𝑐𝑡𝑥

𝑡)  

=  𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛 + ( 𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥
2 + ⋯+ 𝑏𝑚𝑥𝑚  +

(𝑐0 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥
2 + ⋯+ 𝑐𝑡𝑥

𝑡))  

= 𝑓 𝑥 + (𝑔 𝑥 + ℎ(𝑥))  

ii) Polinomial nol, 𝑓(0) = 0 + 0𝑥 + 0𝑥2 + ⋯+ 0𝑥𝑛  adalah identitas 

penjumlahan di 𝑀𝑝[𝑥], jika 𝑓 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛   adalah 

polinomial di 𝑀𝑝[𝑥], maka: 



58 
 

𝑓 0 + 𝑓 𝑥 =  0 + 𝑎0 +  0 + 𝑎1 𝑥 +  0 + 𝑎2 𝑥
2 + ⋯+  0 + 𝑎𝑛 𝑥

𝑛   

= 𝑎0𝑥
0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥

2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥
𝑛   

= 𝑓(𝑥)  

Dan  

𝑓 𝑥 + 𝑓 0 =  𝑎0 + 0 +  𝑎1 + 0 𝑥 +  𝑎2 + 0 𝑥2 + ⋯+ (𝑎𝑛 + 0)𝑥𝑛   

= 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛   

= 𝑓(𝑥)  

Jadi 𝑓 0 + 𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑥 + 𝑓 0 ,∀𝑓 𝑥  𝜖 𝑀𝑝[𝑥] 

iii)  Adanya invers pada operasi penjumlahan (+) 

Misal diberikan polinomial atas 𝑀𝑝  berderajat 𝑛, yaitu: 

𝑓 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛  dan ketika diinverskan menjadi  

𝑓(𝑥)−1 = (−𝑎0) + (−𝑎1)𝑥1 + (−𝑎2)𝑥2 + ⋯+ (−𝑎𝑛)𝑥𝑛   

Untuk 𝑓 𝑥 ,𝑓(𝑥)−1  adalah polinomial di 𝑀𝑝[𝑥], maka:  

𝑓(𝑥)−1 + 𝑓 𝑥 =  −𝑎0 + 𝑎0 +  −𝑎1 + 𝑎1 𝑥 +  −𝑎2 + 𝑎2 𝑥
2 + ⋯+

  −𝑎𝑛 + 𝑎𝑛 𝑥
𝑛   

= 0 + 0𝑥 + 0𝑥2 + ⋯+ 0𝑥𝑛   

= 𝑓(0)  

𝑓 𝑥 + 𝑓(𝑥)−1 =  𝑎0 +  −𝑎0  +  𝑎1 +  −𝑎1  𝑥 +  𝑎2 +  −𝑎2  𝑥
2 +

⋯+  𝑎𝑛 +  −𝑎𝑛  𝑥
𝑛   

= 0 + 0𝑥 + 0𝑥2 + ⋯+ 0𝑥𝑛   

= 𝑓(0)  

Jadi 𝑓(𝑥)−1 + 𝑓 𝑥 = 𝑓 0 = 𝑓 𝑥 + 𝑓(𝑥)−1 
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Maka polinomial 𝑓(𝑥) di 𝑀𝑝[𝑥] mempunyai invers penjumlahan 𝑓(𝑥)−1 di 

𝑀𝑝[𝑥]. 

iv)Komutatif pada operasi penjumlahan (+) 

Misal diberikan polinomial atas 𝑀𝑝 , untuk 𝑓(𝑥) berderajat 𝑛 dan 𝑔(𝑥) 

berderajat 𝑚, yaitu: 

𝑓 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛   

𝑔 𝑥 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥
2 + ⋯+ 𝑏𝑚𝑥𝑚   

Untuk 𝑓(𝑥) dan 𝑔(𝑥) adalah dua polinomial di 𝑀𝑝[𝑥]. 

𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥 =  𝑎0 + 𝑏0 +  𝑎1 + 𝑏1 𝑥 +  𝑎2 + 𝑏2 𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛 +

𝑏𝑚𝑥𝑚   

=  𝑏0 + 𝑎0 +  𝑏1 + 𝑎1 𝑥 +  𝑏2 + 𝑎2 𝑥
2 + ⋯+ 𝑏𝑚𝑥𝑚 +

𝑎𝑛𝑥
𝑛   

=  𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥
2 + ⋯+ 𝑏𝑚𝑥𝑚  + (𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥

2 +

⋯+ 𝑎𝑛𝑥
𝑛)  

= 𝑔 𝑥 + 𝑓(𝑥)  

2. Assosiatif pada operasi perkalian (×) 

Misal diberikan polinomial atas 𝑀𝑝 , untuk 𝑓(𝑥) berderajat 𝑛, 𝑔(𝑥) berderajat 

𝑚 dan untuk ℎ(𝑥) berderajat 𝑡, yaitu: 

𝑓 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛   

𝑔 𝑥 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥
2 + ⋯+ 𝑏𝑚𝑥𝑚   

ℎ 𝑥 = 𝑐0 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥
2 + ⋯+ 𝑐𝑡𝑥

𝑡   

Untuk semua 𝑓 𝑥 ,𝑔 𝑥 ,ℎ(𝑥) adalah tiga polinomial di 𝑀𝑝[𝑥], kemudian 

dengan operasi perkalian pada polinomial yaitu: 
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𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 =  𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛 (𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥
2 + ⋯+ 𝑏𝑚𝑥𝑚 )  

= 𝑑0 + 𝑑1𝑥 + 𝑑2𝑥
2 + ⋯+ 𝑑𝑛+𝑚𝑥𝑛+𝑚   

Dimana 𝑑𝑖 =  𝑎𝑗𝑏𝑘𝑗+𝑘=𝑖  

Kemudian  

 𝑓 𝑥 𝑔 𝑥  ℎ 𝑥 =  𝑑0 + 𝑑1𝑥 + 𝑑2𝑥
2 + ⋯+ 𝑑𝑛+𝑚𝑥𝑛+𝑚 (𝑐0 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥

2 +

⋯+ 𝑐𝑡𝑥
𝑡)  

= 𝑒0 + 𝑒1𝑥 + 𝑒2𝑥
2 + ⋯+ 𝑒𝑛+𝑚+𝑡𝑥

𝑛+𝑚+𝑡   

Dimana 𝑒𝑖 =  𝑑𝑙𝑐𝑚𝑙+𝑚=𝑖  

=    𝑎𝑗𝑏𝑘𝑗+𝑘=𝑖  𝑐𝑚𝑙+𝑚=𝑖                           

=  𝑎𝑗𝑏𝑘𝑐𝑚𝑗+𝑘+𝑚=𝑖   

Dengan cara yang sama dapat dibuktikan 

𝑓 𝑥  𝑔 𝑥 ℎ 𝑥  = 𝑝0 + 𝑝1𝑥 + 𝑝2𝑥
2 + ⋯+ 𝑝𝑛+𝑚+𝑡𝑥

𝑛+𝑚+𝑡   

Dimana 𝑝𝑖 =  𝑎𝑗𝑏𝑘𝑐𝑚𝑗+𝑘+𝑚=𝑖  

Jadi 𝑒𝑖 = 𝑝𝑖 

Karena  𝑓 𝑥 𝑔 𝑥  ℎ 𝑥 = 𝑓 𝑥  𝑔 𝑥 ℎ 𝑥  ,∀𝑓 𝑥 ,𝑔 𝑥 ,ℎ 𝑥  𝜖 𝑀𝑝[𝑥] 

3. Distributif terhadap operasi perkalian (×) atas penjumlahan (+) 

Misal diberikan polinomial atas 𝑀𝑝  berderajat 𝑛, yaitu: 

𝑓 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛   

𝑔 𝑥 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥
2 + ⋯+ 𝑏𝑚𝑥𝑚   

ℎ 𝑥 = 𝑐0 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥
2 + ⋯+ 𝑐𝑡𝑥

𝑡   

Untuk semua 𝑓 𝑥 ,𝑔 𝑥 ,ℎ(𝑥) adalah tiga polinomial di 𝑀𝑝[𝑥], kemudian  
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𝑓 𝑥  𝑔 𝑥 + ℎ 𝑥  =  𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛 [ 𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥
2 +

⋯+ 𝑏𝑚𝑥𝑚  + (𝑐0 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥
2 + ⋯+ 𝑐𝑡𝑥

𝑡)]  

=  𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛 (𝑝0 + 𝑝1𝑥 + 𝑝2𝑥
2 +

⋯+ 𝑐𝑡𝑥
𝑡 + 𝑏𝑚𝑥𝑚 )  

= 𝑑0 + 𝑑1𝑥 + 𝑑2𝑥
2 + ⋯+  𝑎𝑛𝑥

𝑛𝑐𝑡𝑥
𝑡 + (𝑎𝑛𝑥

𝑛𝑏𝑚𝑥𝑚 )  

Dimana 𝑑𝑖 =  𝑎𝑗  𝑏𝑘 + 𝑐𝑘 =𝑗+𝑘=𝑖  𝑎𝑗𝑏𝑘 +  𝑎𝑗 𝑐𝑘𝑗+𝑘=𝑖𝑗+𝑘=𝑖           

Dan    

𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 + 𝑓 𝑥 ℎ(𝑥)  

=   𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛  𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥
2 + ⋯+ 𝑏𝑚𝑥𝑚   +

  𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛 (𝑐0 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥
2 + ⋯+ 𝑐𝑡𝑥

𝑡)   

= (𝑒0 + 𝑒1𝑥 + 𝑒2𝑥
2 + ⋯+ 𝑒𝑛+𝑚𝑥𝑛+𝑚) + (𝑝0 + 𝑝1𝑥 + 𝑝2𝑥

2 + ⋯+

𝑝𝑛+𝑡𝑥
𝑛+𝑡)   

Dimana 𝑒𝑖 =  𝑎𝑗𝑏𝑘𝑗+𝑘=𝑖  dan 𝑝𝑖 =  𝑎𝑗 𝑐𝑘𝑗+𝑘=𝑖  

= (𝑒0 + 𝑝0) + (𝑒1 + 𝑝1)𝑥 + (𝑒2 + 𝑝2)𝑥2 + ⋯+ 𝑒𝑛+𝑚𝑥𝑛+𝑚 + 𝑝𝑛+𝑡𝑥
𝑛+𝑡   

Dimana  𝑒𝑖 + 𝑝𝑖 =  𝑎𝑗𝑏𝑘𝑗+𝑘=𝑖 +  𝑎𝑗 𝑐𝑘𝑗+𝑘=𝑖  

= 𝑑0 + 𝑑1𝑥 + 𝑑2𝑥
2 + ⋯+ 𝑒𝑛+𝑚𝑥𝑛+𝑚 + 𝑝𝑛+𝑡𝑥

𝑛+𝑡     

Jadi 𝑓 𝑥  𝑔 𝑥 + ℎ 𝑥  = 𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 + 𝑓 𝑥 ℎ 𝑥 ,∀𝑓 𝑥 ,𝑔 𝑥 ,ℎ 𝑥  𝜖 𝑀𝑝[𝑥] 

Dengan cara yang sama  

 𝑓 𝑥 + 𝑔 𝑥  ℎ 𝑥 = 𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 + 𝑓 𝑥 ℎ 𝑥 ,∀𝑓 𝑥 ,𝑔 𝑥 ,ℎ 𝑥  𝜖 𝑀𝑝[𝑥]  

Oleh karena itu 𝑀𝑝[𝑥] bersifat distributif terhadap operasi perkalian (×) atas 

penjumlahan (+). 

4. Komutatif pada operasi perkalian (×) 

Misal diberikan polinomial atas 𝑀𝑝  berderajat 𝑛 
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𝑓 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛   

𝑔 𝑥 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥
2 + ⋯+ 𝑏𝑚𝑥𝑚   

Untuk 𝑓(𝑥) dan 𝑔(𝑥) adalah dua polinomial di 𝑀𝑝[𝑥]. 

Kemudian  

𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 =  𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛 (𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥
2 + ⋯+ 𝑏𝑚𝑥𝑚 )  

= 𝑐0 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥
2 + ⋯+ 𝑐𝑛+𝑚𝑥𝑛+𝑚   

Dimana 𝑐𝑖 =  𝑎𝑗𝑏𝑘𝑗+𝑘=𝑖 =  𝑏𝑘𝑘+𝑗=𝑖 𝑎𝑗                    …. karena 𝑀𝑝  komutatif 

Jadi 𝑔 𝑥 𝑓 𝑥 =  𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥
2 + ⋯+ 𝑏𝑚𝑥𝑚  (𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥

2 + ⋯+

𝑎𝑛𝑥
𝑛)  

= 𝑑0 + 𝑑1𝑥 + 𝑑2𝑥
2 + ⋯+ 𝑑𝑛+𝑚𝑥𝑛+𝑚   

Dimana 𝑑𝑖 =  𝑏𝑘𝑘+𝑗=𝑖 𝑎𝑗  

Oleh karena itu 𝑓 𝑥 𝑔 𝑥 = 𝑔 𝑥 𝑓 𝑥 ,∀𝑓 𝑥 ,𝑔 𝑥  𝜖 𝑀𝑝[𝑥] 

5. Mempunyai unsur satuan di 𝑀𝑝[𝑥] 

Jika 𝐼 adalah unsur satuan di 𝑀𝑝 , maka polinomial 𝐼 𝑥 = 𝐼 + 0𝑥 + 0𝑥2 +

⋯+ 0𝑥𝑛  adalah unsur satuan di 𝑀𝑝[𝑥], jika 𝑓 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+

𝑎𝑛𝑥
𝑛  adalah polinomial di 𝑀𝑝[𝑥], kemudian 

𝑓 𝑥 𝐼 𝑥 =  𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛 (𝐼 + 0𝑥 + 0𝑥2 + ⋯+ 0𝑥𝑛)  

=  𝑎0 ∙ 1 +  𝑎1 ∙ 1 𝑥 +  𝑎2 ∙ 1 𝑥2 + ⋯+ (𝑎𝑛 ∙ 1)𝑥𝑛   

= 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛   

= 𝑓(𝑥)                                                     unsur satuan kanan di 𝑀𝑝[𝑥] 

𝐼 𝑥 𝑓 𝑥 = (𝐼 + 0𝑥 + 0𝑥2 + ⋯+ 0𝑥𝑛) 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛   

=  1 ∙ 𝑎0 +  1 ∙ 𝑎1 𝑥 +  1 ∙ 𝑎2 𝑥
2 + ⋯+ (1 ∙ 𝑎𝑛)𝑥𝑛   
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= 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛   

= 𝑓(𝑥)                                                       unsur satuan kiri di 𝑀𝑝[𝑥] 

Dari langkah-langkah diatas maka terbukti bahwa (𝑀𝑝 𝑥 , +,×) adalah ring. 

8. 𝑀𝑝 𝑥  tanpa pembagi nol 

Misal diberikan polinomial atas 𝑀𝑝  berderajat 𝑛 

𝑓 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛   

𝑔 𝑥 = 𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥
2 + ⋯+ 𝑏𝑚𝑥𝑚   

Untuk 𝑓(𝑥) dan 𝑔(𝑥) adalah dua polinomial bukan nol di 𝑀𝑝[𝑥]. 

Kemudian 𝑀𝑝  menjadi ring tanpa pembagi nol 

Dengan 0 ≠ 𝑎𝑛  𝜖 𝑀𝑝 , 0 ≠ 𝑏𝑚  𝜖 𝑀𝑝  maka 0 ≠ 𝑎𝑛 , 𝑏𝑚  𝜖 𝑀𝑝  

Jadi paling sedikit satu koefisien 𝑎𝑛𝑏𝑚  di 𝑓 𝑥 𝑔(𝑥) merupakan polinomial 

bukan nol. Sehingga 𝑀𝑝[𝑥] adalah integral domain. 

9. Adanya invers pada operasi perkalian (×) 

Misal diberikan polinomial atas 𝑀𝑝  berderajat 𝑛, yaitu: 

𝑓 𝑥 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛  dan ketika diinverskan menjadi  

𝑓(𝑥)−1 = (−𝑎0) + (−𝑎1)𝑥1 + (−𝑎2)𝑥2 + ⋯+ (−𝑎𝑛)𝑥𝑛   

Untuk 𝑓 𝑥 ,𝑓(𝑥)−1  adalah polinomial di 𝑀𝑝[𝑥], maka: 

𝑓 𝑥 −1𝑓 𝑥 =  𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + ⋯+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛 ((−𝑎0) + (−𝑎1)𝑥1 +

(−𝑎2)𝑥2 + ⋯+ (−𝑎𝑛)𝑥𝑛)  

= 𝑐0 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥
2 + ⋯+ 𝑐𝑛𝑥

𝑛   

Dimana 𝑐𝑖 =  𝑎𝑗𝑏𝑘𝑗+𝑘=𝑖  
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Maka polinomial 𝑓(𝑥) di 𝑀𝑝[𝑥] tidak mempunyai invers perkalian karena 

𝑓(𝑥)𝑓 𝑥 −1 ≠ 𝑓(0) di 𝑀𝑝[𝑥]. 

Jadi dari uraian di atas  𝑀𝑝 𝑥 , +,×  bukan field karena tidak mempunyai 

invers pada operasi ×. 

 

3.2 Kajian Ring dalam Agama 

Agama Islam adalah agama yang mementingkan keyakinan yang 

mendalam dengan konsep berserah diri dalam menerima segala ketetapan serta 

aturan yang telah diturunkan oleh sang Pencipta. Berserah diri tersebut merupakan 

bukti yang harus dimiliki oleh setiap orang yang menerima Islam sebagai agama 

yang benar. Seorang yang menerima kebenaran Islam tersebut dinamakan orang 

mukmin. Orang mukmin adalah seseorang yang beriman dan berserah kepada 

Allah dan Rasul-Nya, baik secara lahir maupun batin. Orang mukmin yang sejati 

senantiasa menunjukkan identitasnya dalam segala ucapan serta tindakannya baik 

dalam kehidupan individu maupun dalam kehidupan sosial. Setiap orang yang 

beriman kepada Allah dan rasul-Nya, tentulah memiliki kriteria tertentu yang 

harus dimiliki (Halfia, 2011:3). 

Dalam hal ini Allah berfirman, QS. Al-Taubah : 71 

                     

                   

  

 



65 
 

Artinya: “Dan orang-orang yang beriman, laki-laki dan perempuan sebagian 

mereka (adalah) menjadi penolong bagi sebagian yang lain. Mereka 

menyuruh (mengerjakan) yang ma`ruf, mencegah dari yang mungkar, 

mendirikan shalat, menunaikan zakat, dan mereka taat kepda Allah dan 

rasul-Nya. Mereka itu akan diberi rahmat oleh Allah. Sesungguhnya 

Allah maha Perkasa lagi maha Bijaksana.” (QS. Al-Taubah : 71) 

 

Ayat tersebut adalah salah satu ayat Al-Qur`an yang menerangkan 

sekaligus mengungkap kriteria orang mukmin. kriteria orang yang beriman dalam 

ayat di atas merupakan wujud nyata akan kepasrahan yang mendalam terhadap 

kebenaran yang ada dalam Islam. Kriteria orang beriman juga dimaksudkan 

sebagai pembeda antara orang yang telah pasrah sepenuhnya terhadap kebenaran 

Islam dengan yang belum menerima kebenaran Islam. Setiap manusia yang 

mengaku beriman, hendaklah merenungkan ayat di atas sekaligus 

mengamalkannya. Sebagaimana hadits di bawah ini: 

كَاةِ : بنُيَِ اْلِإسْلامَُ عَلىَ  لاةَِ وَإيِْتاَءُ الزَّ داً رَسُوْلُ اللهِ وَإقِاَمُ الصَّ شَهاَدَةُ أنَْ لاَ إلِهََ إلِاَّ اللهُ وَأنََّ مُحَمَّ

 ]رواه الترمذي ومسلم ]. وََ  جُّ الْ َْ ِ  وََ وْمُ رَمََ انَ 

Artinya: “Islam didirikan diatas lima perkara yaitu bersaksi bahwa tiada Tuhan 

selain Allah dan Muhammad adalah utusan Allah, mendirikan shalat, 

mengeluarkan zakat, mengerjakan haji ke baitullah dan berpuasa pada 

bulan ramadhan". (HR. At-tirmidi Muslim) 
 

Demikianlah, kriteria orang-orang beriman (mukmin) dapat disimpulkan 

sebagai berikut: orang beriman senantiasa saling tolong menolong, senantiasa 

menjalankan amar ma`ruf nahi munkar, senantiasa mendirikan shalat, senantiasa 

menunaikan zakat dan senantiasa taat kepada Allah dan Rasul-Nya. Kelima 

kelompok orang mukmin itulah yang akan mendapat rahmat Allah, berupa 

kesejahteraan hidup di dunia dan kebahagiaan kelak di akhirat (Halfia, 2011:5). 
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Syarat-syarat yang dimiliki orang beriman itu menunjukan  bahwa segala 

sesuatu mempunyai kriteria, sebagaimana suatu himpunan tak kosong ketika 

diberikan dua operasi biner dapat dikatakan ring maka harus memenuhi kriteria 

(syarat) yaitu grup abelian, operasi kedua bersifat assosiatif, dan operasi pertama 

bersifat distributif terhadap operasi kedua. 
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BAB IV 

PENUTUP 

 

4.1 Kesimpulan 

Hasil penelitian yang dilakukan penulis dengan mengenakan suatu ring 

pada polinomial (polinomial-polinomial dibuktikan ke ring dengan koefisiennya 

anggota ring). Untuk menganalisis polinomial atas ring tersebut dengan 

memberikan polinomial derajat 𝑛 dan ring 𝑀𝑝 , setelah itu didefinisikan 

penjumlahan, pengurangan, perkalian dan pembagian pada polinomial-polinomial 

di 𝑀𝑝[𝑥]. Diperoleh kesimpulannya yaitu: 

Tabel 4.1.1 Polinomial atas Ring 

Operasi Derajat Pola 

Penjumlahan 

𝑈𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 = 𝑛  (𝑎𝑖 + 𝑏𝑖)𝑥
𝑖𝑛

𝑖=0   

𝑈𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 < 𝑛   𝑎𝑖 + 𝑏𝑖 𝑥
𝑖 +  𝑎𝑖𝑥

𝑖𝑛
𝑖=𝑚+𝑖

𝑚
𝑖=0   

𝑈𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 > 𝑛   𝑎𝑖 + 𝑏𝑖 𝑥
𝑖 +  𝑎𝑖𝑥

𝑖𝑚
𝑖=𝑛+𝑖

𝑛
𝑖=0   

Pengurangan 

𝑈𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 = 𝑛  (𝑎𝑖 − 𝑏𝑖)𝑥
𝑖𝑛

𝑖=0   

𝑈𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 < 𝑛   𝑎𝑖 − 𝑏𝑖 𝑥
𝑖 +  𝑎𝑖𝑥

𝑖𝑛
𝑖=𝑚+1

𝑚
𝑖=0   

𝑈𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 > 𝑛   𝑎𝑖 − 𝑏𝑖 𝑥
𝑖 −  𝑎𝑖𝑥

𝑖𝑚
𝑖=𝑛+𝑖

𝑛
𝑖=0   

Perkalian 

𝑈𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 = 𝑛 

 𝑎𝑖𝑏𝑖 +0
𝑖=0  𝑎𝑖𝑏1−𝑖𝑥 +1

𝑖=0  𝑎𝑖𝑏2−𝑖𝑥
2 +2

𝑖=0

 𝑎𝑖𝑏3−𝑖𝑥
3 +3

𝑖=0

 𝑎𝑖𝑏4−𝑖𝑥
4 +4

𝑖=0 … +  𝑎𝑖𝑏2𝑛−𝑖𝑥
2𝑛2𝑛

𝑖=0   

𝑈𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 < 𝑛 

 (𝑎𝑖𝑏𝑖)𝑥
0 +𝑖=0

 (𝑎𝑖𝑏𝑖)𝑥 +  (𝑎𝑖𝑏𝑖)𝑥
2 + ⋯ +𝑖=2𝑖=1

 𝑏𝑖𝑖=𝑚 𝑥𝑚 +  0𝑥𝑚+1
𝑖=𝑚+1 +

 0𝑥𝑚+2
𝑖=𝑚+2 + ⋯ +  0𝑥2𝑛

𝑖=𝑛   

𝑈𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 > 𝑛  (𝑎𝑖𝑏𝑖)𝑥
0 +𝑖=0
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 (𝑎𝑖𝑏𝑖)𝑥 +  (𝑎𝑖𝑏𝑖)𝑥
2 + ⋯ +𝑖=2𝑖=1

 𝑏𝑖𝑖=𝑛 𝑥𝑛 +  0𝑥𝑛+1
𝑖=𝑛+1 +  0𝑥𝑛+2

𝑖=𝑛+2 +

⋯ +  0𝑥2𝑚
𝑖=𝑚   

Pembagian 

𝑈𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 = 𝑛  
𝑎𝑖

𝑏𝑖
𝑥𝑛

𝑖=0   

𝑈𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 < 𝑛 
 𝑎𝑖𝑥

𝑖𝑛
𝑖=0

 𝑏𝑖𝑥
𝑖+ 𝑎𝑖𝑥

𝑖𝑛
𝑖=𝑚 +𝑖

𝑚
𝑖=0

  

𝑈𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 > 𝑛 
 𝑎𝑖𝑥

𝑖𝑚
𝑖=0

 𝑏𝑖𝑥
𝑖+ 𝑎𝑖𝑥

𝑖𝑚
𝑖=𝑛+𝑖

𝑛
𝑖=0

  

 

Himpunan semua polinomial 𝑀𝑝[𝑥] jika diberikan dua operasi biner 

berupa operasi penjumlahan (+) dan operasi perkalian (×) atau dapat dinotasikan 

dengan (𝑀𝑝 𝑥 , +,×) memenuhi tiga aksioma yaitu (𝑀𝑝[𝑥], +)berupa grup 

abelian, operasi kedua bersifat assosiatif dan operasi pertama  bersifat distributif 

terhadap operasi kedua  maka terbukti ring untuk polynomial derajat 𝑚 =

𝑛 dan 𝑚 ≠ 𝑛, akan tetapi bukan field karena tidak mempunyai invers pada 

operasi ×. 

 

4.2 Saran 

Berdasarkan pembahasan yang sudah penulis lakukan, maka penulis 

menyarankan agar pembaca bisa melanjutkan penelitian ini yakni misalkan 

mengkaji ideal, sub ring dan seterusnya.  
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